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PREFACE.

Cet Opuscule, dont un extrait avait paru il y a vingt ans dans
V' Archiv der Mathematik' und Physik, t. XL, 1863, a été publié
intégralement en 1867 par les soins de M. Gauthier-Villars.

Bien qu'il n’en reste plus aujourd’hui d’exemplaires en librairie,
le but que je m’étais proposé en écrivant ces pages ne me semble
pas atteint, et les réformes que je réclamais dans 'enseignement
de la Géométrie élémentaire n’ont pas encore été réalisées.

Sil'on excepte un ou deux Traités, rédigés en France par des
mathématiciens distingués, qui ont reconnu avec moi la nécessité
d’un remaniement dans les définitions et dans 1’établissement des
principes, rien, ou peu s’en faut, n’a été changé dans la routine
scolaire. Les nouveaux auteurs n’ont fait qu’entasser sur les mémes
fondements vermoulus quelques débris tombés des hauteurs de
I'édifice géométrique, ou se sont évertués a essayer tous les chan-
gements d’ordre possibles quel’on peut faire subir aux propositions.

Je n’ai pas voulu pour cela abandonner la lutte, sir que je suis
de T'appui de savants distingués auxquels, malheureusemenf, la
poursuite de leurs découvertes dans les hautes régions de la
Science ne permet pas de consacrer leur temps précieux a une lutte
qui n’a plus guére qu'un intérét pédagogique, et qui exige plu-
t6t du hon sens que du génie.

Malgré ce premier insuccés de ma tentative, la conviction pro-
fonde que je conserve sur la nécessité de réformer les Traités élé-
mentaires de Géométrie me fait un devoir de continuer mes efforts.
L’édition*de mon Opuscule de 1867 étant épuisée, j'ai profité de

I'obligeance de I'éminent éditeur, dont le dévouement est toujours
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prét quand il s’agit de rendre quelque service a la Science, et qui a
bien voulu se charger d’une nouvelle réimpression. ‘

La situation n’ayant pas changé, et les mé&mes critiques pouvant
encore étre formulées, je n’ai pas eu beaucoup de modifications a
introduire dans cette édition nouvelle. J'ai seulement modifié
quelques passages de 'Introduction, et j'ai remplacé I'ancienne
Note I de I’ Appendice par un article plus étendu, déja reproduit
dans plusieurs recueils francais et étrangers et qui compléte quel-
ques idées développées dans le Volume actugl.

Si les auteurs frangais sont en général restés indifférents aux
considérations que j'ai présentées sur leurs méthodes, j'ai du
moins la consolation de voir ces idées se répandre i I'étranger,
d’ou elles reviendront peut-étre un jour dans notre pays. Les mé-
thodes fondées sur les Eléments d’Euclide, déji en possession
depuis des siécles des écoles de la Grande-Bretagne et de la Scan-
dinavie, sont, depuis quelques années, devenues classiques en
Italie. En Russie, on traduit et 'on rajeunit Euclide, en lui con-
servant sa rigueur et y ajoutant la clarté moderne. L’Allemagne a
depuis longtemps I'excellent Traité du Dr Baltzer, qui est 4 sa cin-
quiéme édition. D’autre part, une nouvelle Ecole s’annonce, celle
des disciples de Grassmann, ayant pour but de renouveler les bases
de la Géométrie, en prenant pour point de départ la considération
du mouvement. La France sera forcée tot ou tard de suivre celte
impulsion, et si je ne puis assister a cette réforme si ardemment
désirée, j'aurai du moins la satisfaction d’y avoir contribué dans la

mesure de mes faibles moyens.

Bordeaux, 22 sepltembre 1883.
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INTRODUCTION.

Depuis le temps ou le génie de la Gréce s’est itlustré par I'in-
vention de la Géométrie rationnelle, on s’est occupé, a toutes les
périodes d’activité intellectuelle, de discuter les vérités fondamen-
tales sur lesquelles cette science repose; el cependant, quels
qu’aient été le nombre et le mérite des savants qui onl pris part a
ce débat, les questions pendantes, relatives aux premiers principes,
semblent attendre encore leur solution définitive.

Les auteurs modernes qui ont écrit les premiers sur la Géométrie,.
en prenant naturellement I'antiquité pour modéle, n’ont pas tou-
jours apercu la diversité des poinls de vue des géométres auxquels
ils faisaient des emprunts (). De 1a les incohérences de principes
(ui se sont perpétuées dans les livres élémentaires jusqu’a nos
jours, et que la force de I’habitude empéche de reconnaitre, malgré
leur contraste choquant avec 1’état actuel de la Science.

Sans doulte ces imperfections n’ont pas échappé a la généralité
des mathématiciens éminents de notre époque. Malheureusement
on serait tenté de croire que ces vices des méthodes didactiques,
adoptées pour V'enseignement des éléments, n’étendent pas leur
influence funeste jusqu’a la région des hautes théories, ol se font

(*) Voir, par exemple, 1a Note IV, ol est expliquée la divergence des doctrines
développées par Euclide et par Archiméde, et que les autcurs modernes ont cru
pouvoir confondre en une seule,

Hotr.., — Essad. 1
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les brillantes découvertes, et les maitres de la Science ne paraissent
pas se préoccuper de délivrer les lecons données aux commencants
des fausses idées qui s’y rencontrent et d’appuyer de leur impo-
sante autorité leschangements queréclament les méthodes en usage.

En attendant que le secours nous vienne d’en haut, j’ai cru qu'il
ne serait peut-étre pas inutile de recourir 4 une autre autorité,
consacrée par une tradition plus de vingt fois séculaire, et dont le
nom seul commande I'attention. Euchide, il est vrai, compte aujour-
d’hui chez nous plus d’admirateurs que de lecteurs, et cet abandon
a son cxcuse dans P'absence d’une traduction francaise en langage
géométriquec moderne, pareille 4 celles qu'ont données depuis
longtemps Barrow, en Angleterre, ct Lorenz, en Allemagne, et
tout récemment M. V.-Zakhartchenko, en Russie. Il n’est pas éton-
nant que la forme pesante et embarrassée du texte ancien, repro-
duite dans nos versions liltérales, ait puissamment contribué a
rebuter les lecteurs. Pourvus d’une traduction plus hsible, nos
auteurs modernes, en étudiant séricusement le grand géométre
grec, auraient pu constater les fautes de méthode et de logique
qui déparent leurs ouvrages et qu’Euclide se serait bien gardé de
commettre.

Le but principal du présent travail est de mettre en lumiére la
supériorité d’Euclide sur la plupart des auteurs contemporains,
pour tout ce qui touche P'exposition des premiers principes de la
Géométrie. Notre admiration pour Pauteur des _E'léments ne nous
entraincra pas, il est vrai, jusqu’a proposer la substitution pure et
simple du texte d’Eaclide aux Traités modernes. La forme de
Vexposition, méme dans une traduction libre, choquerait les
habitudes des lecteurs. Ensuite, plusieurs passages, défigurés peut-
étre par les commentateurs ou les copistes, devraient étre modifiés.
Enfin les tendances des Mathématiques modernes visent a intro:
duire de plus en plus dans 'enseignement la méthode analytique
et inductive, dont les avantages sur la méthode dogmatique des
anciens ne sont plus aujourd’hui contestés.

Mais, tel qu'il est, le vieil Euclide offreencore a nosauteurs actuels
la matiére de nombreux emprunts, qui amélioreraient notablement
leurs ouvrages. 1ls y verraient avec quel soin les axiomes sont posés
et réduits au moindre nombre possible. Ils apprendraient que
jamais Euclide n’a songé & donner de la ligne droite la prétendue
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définition qui se lit en téte de presque tous nos Traités classiques,
ct que tant de gens attribuent au grand géomdétre, sur la foi de
quelques traductions infidéles (1 ).

Pour établir sur une base solide les principes de la Géométric,
il faut commencer par établir les axiomes sur lesquels la Science
repose, et savoir préciser la dépendance qui existe entre chacune
des propositions et les axiomes admis.

Cette question conduit a chercher ce que deviendraient les propo-
sitions d’Euclide, a partir de la 2g¢, dans le cas ou 'on ferait abs-
traction. de I'axiome des paralléles, et nous dirons, a ce propos,
quelques mots des découvertes profondes faites sur cet objet, dans
les premiéres années de ce siecle, par Lobatchefsky et Bolyai, qui,
tous les deux, sans s’étre entendus, sont parvenus en méme temps
a teconstituer la théorie que Gauss possédail depuis longues
années sans la communiquer au public. Cette nouvelle géométrie,
aprés avoir soulevé de vives oppositions, fondées en grande partie
sur des malentendus, a fini par trouver accés chez la généralité des
mathématiciens, et déja elle a rendu de grands services a I’ Analyse,
en lui offrant un nouveau moyen de représentation géométrique
des symboles analytiques, dont la représentation par la Géométrie
usuelle n'est qu'un cas particulier.

La source de ce désaccord passager entre les géométres doit étre
cherchée, croyons-nous, dans le faux point de vue métaphysique
ou 'on s’est placé en considérant la Géométrie comme une science
de pur raisonnement et ne voulant admettre parmi ses axiomes
que des vérités nécessaires et du domaine de la logique abstraite.
On a été conduit ainsi i attribuer aux axiomes une nature toute
différente de celle des autres vérités géométriques que 'expérience
nous révéle en dehors de toute étude scientifique, et que le géo-
métre rattache a ces axiomes comme conséquences.

Cependant la Géométrie, de méme que la Mécanique et la Phy-

(*) Ce théoréme sur la ligne de plus courte distance ne signifie pas autre chosc

b
que I'énoncé des conditions de minimum de Vintégrale déﬁnief Vdz +dy*+dsz?

ct ne peut étre compris qu'aprés lexplication, plus ou moins élémentaire, de
I'opération indiquée parle signe sommatoire. Autrement, on fait du Calcul intégral
comme M. Jourdain faisait de la prose, et nous ajoutons qu'on le fait mal.
( Voir Note IV.)
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sique, a pour objet I'étude d’une grandeur concréte, I'étendue ('),
affectant nos sens d’une cerlaine maniére, et c’est seulement par les
révélations des sens que nous avons pu connaitre les propriétés
fondamentales de cette espéce particuliére de grandeur. Ces pro-
priétés, indéfinissables et indémontrables, sont les termes de com-
paraison obligés auxquels nous ne pouvons que rapporter les autres
propriétés, & l'aide du raisonnement.

D’apres cela, les sens peuvent seuls nous mettre en relation avec
I’étendue, et ils nous en font connaitre déja un grand nombre de
propriétés, sans emprunler le secours de la logique déductive.
Parmi ces propriétés, les unes sont tellement simples, tellement
faciles a constater, que la force de I’habitude, jointe 4 la tradition
constante de ’Ecole, a bien pu fairc oublier leur véritable origine,
et le role essentiel qu'ont joué les sens dans leur découverte. On
"a confondu, sous le nom d’'aziomes, ces vérités avec les vérités
abstraites, qui se rapportent a la science des grandeurs en général
ou & I'Arithmétique universelle (*).

D’autres propriétés, enseignées également par I'expérience et
jouissant de la méme certitude immédiate que les précédentes, sc
déduisent néanmoins de celles-ci comme conséquences, et on les
a classées, sous le nom de théorémes, a cOté des vérités plus
cachées, yue le raisonnement seul pouvait faire apercevoir.

Le partage de ces vérités fondamentales cn axiomes ct en théo-
rémes est, jusqu’a un certain point, arbitraire. Ainsi, lorsque deux
de ces vérités sont des conséquences réciproques I'une de l'autre,
on peut prendre celle des deux que l'on voudra pour axiome,
I'autre devenant alors un théoréme.

Le nombre des axiomes peut varier, suivant 'ordre que 'on
adopte dans la subordination des propositions. 11 y a cependant
un minimum au-dessous duquel ce nombre ne saurait étre réduit,
comme le prouvent les tentatives infruclueuses auquelles nous
faisions tout 4 I’heure allusion.

Nous nous proposons, dans ce travail, de présenter quelques

(") Voir Notel.

(*) Ainsi, parmi les douze propositions qu’Euclide désigne sous le nom de
wowval Evvoia, les Lrois dernicres seules appartiennent spécialement a la Géométrie.
Les sept premidres s‘appliquent & toute espéce de grandeur.
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considérations sur le nombre et la nature des axiomes nécessaires
de la Géomélrie rationnelle. Nous avons di examiner, a cette
occasion, les idées qui ont servi de base aux Eléments de Legendre,
et qui dominent encore dans la plupart des Traités modernes, aux-
quels celui de Legendre a servi de type. Pour y reconnaitre de
nombreuses inexactitudes, il nous a suffi d’en faire la comparaison
avec les principes d’Euclide et les discussions des géométres qui
ont su se pénétrer de l'esprit de I'immortel auteur des anciens
Eléments.

L’ouvrage d’Euclide lui-méme, quelque supériorité que l'on
doive lui reconnaitre sur ses successeurs, ne nous a pas paru a
'abri de toute critique, et nous avons cru pouvoir y signaler de
légéres imperfections, qu’il serait d’ailleurs aisé de faire disparaitre,
sans altérer au fond 'admirable enchainement des vérités que
renferme ce chef-d’ceuvre de logique.

L'immensc succés qu'ont eu les Eléments de Legendre, & leur
apparition, n’est pas di seulement a la renommée scientifique de
cet illustre analyste. 11 tient aussi aux éminentes qualités de préci-
sion et de clarté qui distinguent la rédaction de ce livre, ou auteur
a st bien su reproduire la forme et le style des géométres de I'anti-
quité. Malheureusement Legendre, entrainé par U'exemple de ses
contemporains, n'a pas su conserver dans toute leur pureté les
méthodes vraiment géométriques des anciens, et 1l les a profon-
dément altérées, en y mélant les procédés arithmétiques de I'Ana-
lyse moderne.

Chez Euclide, la Géométrie forme une science compléle, qui
se suffit a elle-méme et n’invoque nulle part, dans ses démonstra-
tions, le secours de la science des nombres. C’est plutot celle-ci
qui empruntera a la Géométrie ses dénominations et qui, rendue
sensible aux yeux par le moyen des figures, pourra fonder ses
premlers prmcxpes sur une évidence tout intuitive. )

Legendre, au contraire, introduit & chaque instant dans ses rai-
sonnements des considérations qui supposent les grandeurs géomé¢-
triques remplacées par des nombres. C’est ainsi qu’il parle de pro-
duit de lignes multipliées par des lignes ou par des surfaces. Dans
les démonstrations on il fait usage des proportions, il applique
immédiatementaux proportions entre lignes des théorémes d'Arith-
métique ¢tablis seulement pour les proportions entre nombres
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rationnels, et 'extension au cas des incommensurables, qu'il croit
démontrer par un artifice imité des géométres anciens, ne peut
étre justifiée, tant que 'on n’a pas défini avec plus de précision
I’égalité de deux rapports entre quantités incommensurables. Nous
n’insisterons pas davantage sur les défauts de ces méthodes, qui
aujourd’hui sont en partie abandonnées.

Nous nous occuperons plus particuliérement des propositions
fondamentales du premier Livre, qui se rattachent immédiatement
aux axiomes. Comme nous I'avons déja fait entendre, s1 ’on n’avait
d’autre but que de mettre hors de doute chacune des vérités
géométriques, on pourrait faire un bien plus large appel a I'expé-
rience, en supprimant la plupart des démonstrations dans cette
partie de la Géométrie, et prenant pour axiomes le plus grand
nombre des propositions énoncées. Nul homme de bon sens au-
jourd’hui ne se donnerait la peine de réfuter un sophiste niant
que, pour aller d'un point i une droite, la perpendiculaire soit
plus courte que I'oblique, et ce n’est pas]’évidence qui manquerait
a cette proposition pour éire rangée parmi les axiomes de la
Géométrie.

Mais I'auteur d’un Traité de Géométrie ne doit pas seulement
chercher a convaincre I’esprit du lecteur, il doit chercher a 'éclairer
et, s'il ne s’attache pés a établir avec soin 'enchainement et la su-
bordination des propositions, il arrivera a rassembler des vérités qui
resteront isolées et stériles. Faute de connaitre le lien qui les unit,
le lecteur ne sera nullement préparé a passer des vérités connues
a d'autres plus cachées, et il aura perdu ’occasion de se familiari-
ser, sur des exemples simples, avec les procédés de recherche de la
Géométrie.

Il importe donc de bien préciser d’abord quelle est la nature des
axiomes, et de les réduire au plus petit nombre possible. Pour
nous guider dans cette recherche, nous ne perdrons jamais de vue
cette maxime, trop souvent méconnue, que les vérités simples
doivent pouvoir se démontrer simplement. Si quelqu’un des
premiers principes de la Science ne peat se déduire d’une maniére
courte et facile des principes précédemment posés, on aura lieu de
soupconner qu’il n’cn est pas une conséquence et qu’il est lui-
méme un axtome indémontrable. 1l faut donc sc défier des démon-
strations longues et compliquées, par lesquelles on a souvent pré-
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tendu-établir des propositions qu’on s’obstinait i ne pas admettre
parmi les axiomes. Par un examen approfondi, on a fini générale-
ment par constater qu'il en est de ces démonstrations comme des
appareils ingénieux au moyen desquels on espére quelquefois
réaliser le mouvement perpétuel. 1l s’en faut, de bien peu que I'ap-
pareil ne marche; mais il ne marche pas. D’autres fois, on s’aper-
coit que la proposition & démontrer n’avait pas été rattachée a
celles dont elle est naturellement la conséquence.

Si nous appliquons ces considérations a I’examen des Traités de
Géométrie qui- ont paru jusqu’a ce jour, nous verrons sans peine
qu’ils laissent presque tous a désirer sous ces divers rapports.

Au point de vue de la rigueur des déductions et du choix des
axiomes, aucun Traité, jusqu’a présent, n'a surpassé les £léments
d’Euclide, malgré quelques points défectueux, qu’il serait facile
de corriger. Si les démonstrations d’Euclide n’ont pas toujours la
simplicité qui semble régner dans les Ouvrages modernes, cela
tient bien moins au fond méme de ces démonstrations qu’a la
forme dogmatique adoptée par 'auteur dans sa préoccupation de
fermer avant tout la bouche & des sophistes que la Gréce avait le
tort de prendre au sérieux. De 1a son habitude de démontrer tou-
jours qu’une chose ne peut pas ne pas étre, au lieu d’établir qu’elle
est et de faire voir en méme temps pourquoi elle est et comment
on a été conduit a reconnaitre son existence. Il suffirait souvent
de quelques légéres modifications pour transformer les raisonne-
ments indirects d’Euclide en raisonnements directs. On ne peul
d’ailleurs lui faire un reproche de n’avoir pas usé dans certains cas
des procédés beaucoup plus courts de I’Analyse moderne.

On est forcé de convenir aussi que 'ordre des propositions du
premier Livre d’Euclide n’est pas complétement satisfaisant; il
semble quelquefois que l'auteur ait rangé ses propositions sans
avorr égard a leur simplicité ou & leur importance, et en s'imposant
pour seule condition que la démonstration de chaque proposition
ne s'appuyét que sur les propositions qui la précédent ().

Sil'on joint a cela I'absence d’une bonne traduction frangaise,
faite en dehors de toute préoccupation archéologique, et repro-

(') Voir les notes relalives aux propositions 5 ct 13 du premier Livre
d’Euclide, pages g ct 25. ’
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duisant les idées de I'auteur dans le langage plus clair et plus précis
de la Géométrie moderne, on comprend que la lecture d’Euclide
puisse offrir quelque difficulté aux commengants, el ainsi s’ex-
plique, jusqu'a un certain point, 'oubli ou il est tombé dans nos
écoles. .

Et cependant, pour un géométre intimement pénétré de I'esprit
de rigueur qui régne dans cet admirable Quvrage, et joignant a
cela la connaissance des ressources de la science actuelle, rien ne
serait plus aisé que de tirer du Livre des Eléments un Trailé aussi
correct pour le fond des idées, et débarrassé de ce que la forme
offre d’aride et de rebutant (*). Il lui suffirait de subordonner les
propositions & un ordre plus rationnel, de remplacer autant que
possible les démonstrations par ’absurde par des démonstrations
directes, plus simples et plus lumineuses, et enfin d’invoquer,
quand il y a lieu, le grand principe des limites, que les anciens
n’avaient osé formuler dans toute sa généralité.

Sans vouloir entreprendre une tiche aussi longue, je me bor-
nerai ici 4 soumettre aux auteurs, qui seraient disposés a concourir
i cette ceuvre si utile, le résultat de mes recherches sur le premier
Livre d’Euclide.

J'ai commencé par donner la traduction des trente-deux premiéres
propositions de ce Livre, qui font I'objet de mon travail. En aban-
donnant le systéme littéral suivi par R. Simson et par Peyrard,
j'ai pris pour modéle I'édition allemande de Lorenz, ot le langage
ordinaire est remplacé autant que possible par les signes algébri-
(ues, plus concis et plus clairs.

Jindique, dans les notes placées au bas des pages, les endroits
ou le texte d’Euclide m’a semblé défectueux ou incomplet, tout en
pensant, avec R. Simson, qu’une grande partie des défauts signalés
peut étre attribuée & la maladresse des commentateurs par les
mains desquels les Eléments nous ont été transmis, et qui ne se
sont pas fait faute de substituer leurs idées a celles de l'auteur,
quand ils n’en comprenaient pas la portée.

Je me suis efforcé de délimiter avec plus de précision les axiomes
purement géométriques, en les rattachant & leur origine expéri-

(") C'est ce que vient de réaliser avec succes le récent éditeur des Eléments,
M. V.-Zakhartchenko,
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mentale. Parmi les vérités qu'Euclide a rassemblées sous le nom
de Notions communes, j'ai déja fait remarquer que les sept pre-
miéres appartiennent a la science des grandeurs en général. Les
deux suivantes (les axiomes 8 et 9) ne sont pas, a proprement
parler, des axiomes, mais des définitions. Enfin on n’y trouve pas
I'énoncé de certains principes fondamentaux, qui se rattachent a
I'origine expérimentale de la science géométrique.

Les demandes sont au nombre de trois. Nous proposons d’en
ajouter une quatriéme, dont Euclide fait souvent un usage tacite,
quoiqu’il semble avoir voulu d’abord 'éviter & I'aide des proposi-
tions 2 et 3. Nous demanderons qu'une figure invariable de forme
puisse étre transportée d’une maniére quelconque dans son plan
ou dans I'espace (*).

Jexpose ensuite, sous forme de commentaire sur les 32 pre-
miéres propositions d’Euclide, I'esquisse d’un pian suivant lequel
on pourrait reconstruire plus réguliérement cette partie du premier
Livre. J'ai essayé de montrer comment, en ne perdant jamais de
vuel'origine des idées géométriques, ct rapportant toujours chaque
proposition a sa véritable source, on introduit dans la théorie plus
de clarté et de généralité, toul en restant plus prés des appli-
cations pratiques, et 'on est toul préparé, par I'analogie des
procédés, a I'étude des méthodes de la nouvelle Géométrie.

Les premiéres propositions du premier Livre pourront se classer
d’aprés les divisions suivantes :

1° Propriétés des angles ayant méme sommet.

2° Propriétés des angles ayant des sommets différents (théorie

des paralléles).

3° Propriétés d’un triangle. — Egalilés et inégalités dans un
triangle.

4° Comparaison de deux triangles. — Cas d'égalité. — Cas

d’inégalité.

Viendraient ensuite les propriétés des quadrilatéres et des poly-
gones en général.

Mon but n’étant nullement de rédiger le commencement d’un
Traité classique, je me suis attaché & la discussion des principes

(') Voir Notes 1 ¢t II.
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et a la comparaison des méthodes, sans chercher a proportionner
les développements suivant la régularité didactique.

L’Appendice, composé de plusieurs Notes trop longues pour
trouver place dans le texte, est terminé par quelques réflexions
sur I'importance de I'enseignement de la Géométrie élémentaire,
sur les moyens de rendre cet enseignement plus fructueux au
double point de vue de la théorie et des applications, et sur les
avantages que la Géométrie présente sur I’Analyse abstraite, comme
premiére préparation 4 'étude des parties plus élevées des Mathé-
matiques.




LES

XXXII PREMIERES PROPOSITIONS

DU PREMIER LIVRE

DES ELEMENTS D’EUCLIDE. .

DEFINITIONS.

1. Un point est ce qui n’a pas de parties.

2. Une ligne est une longueur sans largeur ().

3. Les extrémités d’une ligne sont des points.

4. La ligne droite est celle qui est située scmblablement par
rapport a tous ses points (2 )

5. Une surface est ce qui a seulement longueur et largeur (3).

6. Les extrémités d’une surface sont des lignes.

7. La surface plane est celle qui est située semblablement par
rapport aux lignes droites qu’elle contient (*).

8. Un angle plan est l'inclinaison mutuelle de deux lignes qui

(') Cette définition rappelle vaguement l'origine expérimeantale de la notion de
ligne.

(?) Cette définition, concue en termes assez obscurs, veut dire sans doute que
la ligne droite est composée semblablement en tous ses points, ou qu’elle est su-
perposable & elle-méme dans toutes ses parties. C'est, en cffet, de cette propriété
fondamentale que découlent toutes les autres propriétés de la ligne droite.

(*) Méme remarque que pour la définition 2.

(*) Définition aussi peu claire que celle de la ligne droite. Elle doit signifier que
le plan est une surface superposable a clle-méme dans toutes ses parties. R. Sim-
son la remplace par la propriété du plan de contenir tout entiére toute droite qui
a deux points communs avece lui. (Voir la Note IIL.)
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se rencontrent dans un plan, et qui ont des directions diff¢-
rentes (').

9. Lorsque les lignes qui comprennent un angle plan sont
droites, ’angle est appelé rectiligne.

10. Lorsqu’une droite, rencontrant une auatre droite, fait avec
elle deux angles adjacents égaux, chacun de ces angles est un
angle droit, et la premiére droite est dite perpendiculaire sur la
seconde.

11. L’angle obtus est celui qui est plus grand qu’un angle droit.

12. L’angle aigu est celui qui est plus petit qu’un angle droit.

13. On nomme limite ce qui est l'extrémité de quelque
chose (2).

14. On nomme figure ce qui est entouré par une ou par plu-
sieurs limites (3).

15. Un cercle est une figure plane, entourée par une seule
ligne (%), appelée circonférence, et telle que toutes les droites,
appelées rayons, menées a cette circonférence, d’un certain point
situé & 'intérieur de la figure, sont égales entre elles.

16. Ce point se nomme le centre du cercle.

17. Un diamétre du cercle est une droite menée par le centre et
terminée de part et d’autre 3 la circonférence : cette droite partage
le cercle en deux parties égales (). '

18. Un demi-cercle est la figure comprise entre le diamétre et
I'une des portions égales dans lesquelles ce diaméire partage la cir-
conférence.

19. Un segment de cercle est la figure comprise entre une droite
et l'une des portions inégales dans lesquelles cette droite partage
la circonférence.

(*) On ne voit guére, d’aprés les termes de cette définition, ce qu’il faut en-
tendre par deux lignes non droites qui n'ont pas la méme direction (w4 &n’ edfeiatc
xsiuévwy ). R. Simson suppose ici quelque interpolation d’un copiste maladroit, et
il est d’avis de fondre cette définition avec la suivante, en supprimaat tout ce qui
ne se rapporte pas aux lignes droites. D’ailleurs Euclide n’introduit pas une seule
fois, dans la suite de ’Ouvrage, la considération des angles curviliguoes.

(*) R. Simson considére cette définition comme superflue.

(®) Le mot figure se prend maintenant dans un sens plus général,

(*) Une ligne rentrant sur elle-méme.

(*) Cette derniére phrase est I'énoncé d’un théoréme, qui est du reste une con-
s¢quence immédiate de la définition du cercle.
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20. On appelle figures rectilignes celles qui sont entourées par
des droites;

21. Figures trilatéres; celles qui sont entourées par trois
droites;

22. Figures quadrilatéres, celles qui sont entourées par quatre
droites: :

23. Figures multilatéres, celles qui sont entourées par plus de
quatre droites. _

24. Parmi les figures trilatéres, on nomme rriangle équilatéral
celle qui a ses trois cotés égaux; '

25. Triangle isoscéle ('), celle qui a seulement deux cotés
égaux ;

26. Triangle scaléne, celle qui a ses trois cOtés inégaux;

27. Triangle rectangle, celle qui a un angle droit;

28. Triangle obtusangle, celle qui a un angle obtus;

29. Triangle acutangle, celle qui a ses trois angles aigus.

30. Parmi les figures quadrilatéres, on nomme carré celle qui
a tous ses cOtés égaux et Llous ses angles droits;

3l. Rectangle, celle qui a ses angles droits, sans avoir tous scs
cOtés égaux;

32. Losange, celle qui a tous ses cOtés égaux, sans avoir ses
angles droits;

33. Parallélogramme (), celle qui a ses cOtés opposés égaux
deux 3 deux seulement, et ses angles opposés égaux, mais non
droits.

34. Toutes les autres figures de quatre cotés s’appellent simple-
ment quadrilatéres (*).

(*) Ua grand nombre d’auteurs persistent & écrire isocéle, iy pothenuse, paral-
lelipipéde, au lieu de isoscéle, hypoténuse, parallélépipéde. Ce sont la autant de
barbarismes.

(?) Nous avons substitué au mot rhomboide du texte le mot par lequel cette
figure est généralement désignée aujourd’hui, quoique ce mot soit tiré d’une défi-
nition différente. Il est d’ailleurs employé partout dans la suite par Euclide lui-
méme. ( Voir liv. I, prop. 31 et suiv.)

(%) Le mot trapéze, qui se trouve dans le texte, se prend maintenant dans un

| Sens plus restreint.
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DEMANDES.

On demande de pouvoir :

1. Mener une ligne droite d’un point quelconque a un autre
point quelconque;

2. Prolonger indéfiniment, suivant sa direction, une ligne droite
finie;

3. Décrire un cercle d’'un point quelconque comme centre et
‘avec une distance quelconque (comme rayon).

AXIOMES ().

1. Les grandeurs égales 4 une méme grandeur sont égales entre
elles (2).

2. Si & des grandeurs égales on ajoute des grandeurs égales, les
sommes seront égales (3).

3. Si de grandeurs égales on retranche des grandeurs égales, les
restes seront égaux ().

4. Si A des grandeurs inégales on ajoute des grandeurs égales, les
sommes seront inégales (dans le méme sens) (*).

5. Si de grandeurs inégales on retranche des grandeurs égales,
les restes seront inégaux (dans le méme sens) (). .

(*) Nous traduisons ainsi les mots »otvai évwoia: (notions communes), titre sous
lequel Euclide réunit des énoncés de natures fort différentes et qui ne doit pas
étre pris dans le sens que ’on attache, dans nos Traités modernes, au mot aziome.
Les sept premiers énoncés expriment des vérités relatives & toute espéce de gran-
deurs, aussi bien qu’aux grandeurs géométriques; les énoncés 8 et O sont de
simples définitions; les trois derniers seuls sont des axiomes géométriques pro-
prement dits. Nous ne saurions admettre I'opinion de Peyrard, qui, d’aprés cer-
tains manuscrits, range ces trois derniers énoncés parmi les demandes. On voit
aisément que ce sont 12 des propositions d'un tout autre caractére, et il est bien
plus conforme & V'esprit d’Euclide d’en faire, avec Barrow, R. Simson ct Lorenz,
les fondements expérimentaux de la science géométrique.

(*) A=B, A=C; donc B=C.

(*) A=B, A’=B'; donc A+ A'= B+B"

(‘Y A=B,A’=B’;donc A—A'=B—B"

(*) A2 B, A’= B’ donc A +A'Z B+B.

(%) AzB, A' = B'; donc A-—A'z B —B".
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6. Les grandeurs qui sont doubles d’'une méme grandeur sont
égales entre elles (').

7. Les grandeurs qui sont les moitiés d’'une méme grandeur sont
égales entre elles (2).

8. Les grandeurs que 'on peut faire coincider I'une avec V'autre
sont égales entre elles (?).

9. Le tout est plus grand que la partie (*).

10. Tous les angles droits sont égaux (3).

11. Si deux droites sont rencontrées par une troisiéme, qui
forme avec elles deux angles intérieurs d’'un méme c6té dont la
somme soit moindre que deux angles droits, ces deux droites, pro-
longées indéfiniment, finiront par se rencontrer du cété ou elles
forment les deux angles valant ensemble moins de deux angles
droits (*). -

12. Deux droites ne peuvent entourer un espace (7).

PROPOSITION 1.

Sur une droite finie donnée AB (fig. 1), construire un
triangle équilatéral.

.___ﬁ..—

Du centre A, aveclerayon AB, décrivonsle cercle BCD [dem. 3];

(') A=B; donc 2A =2B.

() A=B; donc A =4B.

(®) Définition de Veégalite geometrique.

(*) Définition des mots plus grand que, ou de l'inégalité en général.

(%) Legendre et d’autrcs auteurs ont cru nécessaire de faire de cet énoncé un
théoréme distinct, bien que ce soit une conséquence immédiate de la définition de
la ligne droite.

(®) Axiome connu improprement sous le nom de postulatum d’Euclide. (Voir
4 ce sujet la Note g.)

(7) Cest-a-dire qu’entre deux points on ne peut mener qu’une ligne droite.
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du centre B, avec le rayon BA, décrivons le cercle ACE. Du point
C, ou ces deux cercles se coupent ('), menons aux points A et B

les droites CA, CB [dem. 1]. ABC sera le triangle demandé.
En effet, puisque l'on a

AC = AB [déf. 15]
- et
BC = BA,

il en résulte

AC=BC[ax. 1].
Par conséquent AC = AB = BC, et il s’ensuit [déf. 24] que le

triangle construit sur AB est équilatéral.

PROPOSITION 2.

A partir d’un point donné A (fig. 2), placer une droite égale
@ une droite donnée BGC (?).

Fig. 2.

Menons de A en B la droite AB [ dem.1]. Sur cette droite, con-
struisons le triangle équilatéral ABD [pr. 1]. Prolongeons les

(1) La démonstration d’Euclide semble incompléte, en ce qu'elle ne fait pas voir
que les deux cercles sc coupent nécessairement. Il suffit, pour la compléter, de
faire remarquer que chacun des deux cercles a uan point intérieur et un point
extérieur par rapport & Vautre cercle.

(?) Cette proposition est devenue, pour les auteurs modernes, un cas particulier
d’une demande plus générale, que tous font, au moins tacitement, savoir : Qu'une
JSigure peut étre transportée d’'une maniére quelconque, dans son plan ou, plus
generalement, dans l’espace, sans qu’aucun de ses eléments, distances mutuelles
ou angles, change de grandeur, :
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droites DA et DB vers E ¢t F [dem. 2]. Du centre B, avec le
rayon BC, décrivons le cercle CGH; et du centre D, avec le
rayon DG, décrivons le cercle GIK [dem. 3]. La droite AK = BC
sera placée a partir du point A, comme on le demandait.
En effet, puisqu'on a

DK = DG | déf. 15],
el
DA = DB [déf. 24],

i1l en résulte

AK =BG [ax. 3].

Or on a BC =BG, et par suite AK et BC sont I'une et I’autre
égales 4 BG; par suite AK = BC [ax. 1].

PROPOSITION 3.

Etant données deux droites inégales, AB, G (fig. 3), retran-
cherde laplus grande AB une droite égale d laplus petite C ().

Fig. 3.

Au point A plagons une droite AD = C [pr. 2], et du centre A,
avec le rayon AD), décrivons le cercle DEF [dem. 3], rencon-
trant AB en E. On aura ainsi retranché de AB la ligne AE =C.

Car on a AE = AD [déf. 15]; d’ailleurs C = AD. Donc AE=C
[ax. 1], et par suite BE = AB—C ().

(1) Méme observation que pour la proposition précédente.

(?) Si l'on donne la droite AD toute préte placée au point A, la construction se
réduit a tracer simplement le cercle DEF [dem. 3], et l'on a immédiatement
AE = AD[déf. 15].

Hoiigt., — FEstar. | 2
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PROPOSITION 4.

Sideux triangles ABC,DEF ( fig. 4) ont les deux cétés AB, AC
respectivement égaux aux deux cétés DE, DF, et si les angles

Fig. 4.

B C E

BAC, EDF, compris entre les cétés égaux, sont égaur, ces
triangles auront leurs bases BC, EF égales ; les triangles seront
égaux et les angles restants, opposés aux cotés égaux, ABGC et
DEF, ACB et DFE, seront égaux chacun a chacun.

Appliquons, en effet, le triangle ABC sur le triangle DEF ('),
et, pour cela, placons le point A surle point D, etlaligne AB sur
la ligne DE. Le point B coincidera avec E, puisque AB = DE.
Ensuite, AB étant placé sur DE, et I'angle BAC étant égal a4 EDF,
AC prendra la direction de DF, et, puisque AC = DF, le point C
tombera sur le point F. Donc, puisque B coincide avec E, et G
avec I, BC coincideraavec EF ; car, s'il en était autrement, ces deux
droites, qui ont mémes exirémités, renfermeraient entre elles un
espace, ce qui est impossible [ax. 12]. Donc on a [ax. 8]

BC = EF, triangle ABC = triangle DEF,
angle ABC = angle DEF, angle ACB = angle DFE.
PROPOSITION 5.

Danstout triangle isoscéle ABC(fig. 5), 1°les angles a la base
ABC, ACB sont égaux entre eux; 2° si l’on prolonge les cités

(') 1l semble qu'a partir d’ici Euclide admette implicitement la demande dont
il est question dans les notes précédentes. 11 en fait usage non seulement pour la
démonstration actuelle, mais encore dans d’autres cas (prop. & par exemple).
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égaux AB, AC, les angles formés au-dessous de la base, DBC,

ECB, seront aussi égaux entre eux.

Fig. 5.

Sur le prolongement BD de AB, prenons & volonté un point F,
" et sur AE > AF, prenons une longueur AG = AF [pr. 3, note].
Menons ensuite FC, GB.

1° Dans les triangles ACF, ABG, on a AF = AG, AC= AB, et

Pangle A est commun. Donc [pr. 4]
FC =GB, ACF=ABG, AFC=AGB.

Comme on a d’ailleurs AF = AG et AB=AC, il en résulte
[ax. 3] BF = CG. Par conséquent, dans les triangles FBC, GCB,

on a

BF = CG, FC=BG, BFC=BGC.
Done [pr. 4] FBC = GCB, c’est-a-dire que les angles au-des-

sous de la base sont égaux.
2° De plus, BCF = CBG; et, comme on a d’ailleurs

ABG = ACF, CBG = BCF,

il en résulte [ax. 3] ABC = ACB, c’est-a-dire que les angles @ la
base sont égaux (').

PROPOSITION 6.

Si, dans un triangle ABC (fig. 6), deux angles ABC, ACB -

(') Cette démonstration aurait pu étre abrégée, si Euclide eat appliqué la pro-
position 4 aux triangles ABC et ACB, et s'il eut placé, comme il eat été plus na-
turel de le faire, la proposition 13 cn tdte de ce Livre. (¥oir la nole relative a
cette dernicre proposition, page 25.)
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sont égaux entre eur, les cétés AC, AB, opposés a ces angles
égaur, seront aussi égaux entre eux.

Fig. 6.

B C
Siles cotés AC, AB ne sont paségaux, soit ABleplus grand. Pre-
nons sur AB la longueur BD = AC [pr. 3], et menons DC. Dans
les deux triangles ABC, DCB, on a BD = AC, BC commun, et
DBC = ACB; donc [pr. 4]

triangle DBC = triangle ABC,

ce qui est impossible [ax. 8] (). Donc AC et AB ne peuvenl étre
inégaux. Donc AC = AB.
PROPOSITION 7.

St Lon joint les extrémités d’une méme base AB (fig. 7) a
deux points différents G, D, situés d’un méme cété de cette

Fig. 7

sz

base, les deux distances CA, CB du premier point C aux extré-

(') I serait peut-étre plus clair de remarquer que de 1’égalité des triangles il
résulterait que I'angle DCB = ABC [pr. 4], et comme, par hypothése, ABC=ACB,
on aurait DBC = ACB [ax. 1], cc qui est absurde [ax. 9]. On éviterait ainsi la
cofisidération des aires des deux triangles.



DES ELEMENTS D'EUCLIDE. . ar1
mités de la base ne peuvent étre égales chacune a chacune aux
deux distances DA, DB du second point D aux mémes extré-
mités.

Soit, en effet, s'il est possible, AD = AC et BD = BC. Mcnons
CD [et prolongeons BG vers E, BD vers F].
Puisque AD = AC, on a
o ADC = ACD [pr. 5],
et par suite
ADC>DCE [ax. 9],

et a plus forte raison

FDC > DCE.
Mais on a en méme temps BD = BC, d’ou résulterait
FDC = DCE [pr. 5],

ce qui serait en contradiction avec ce qui préceéde.

PROPOSITION 8.

Sideux triangles ABC, DEF ( fig. 8) ont leurs deux cdtés AB,
AC respectivement égaux aux deux cétés DE, DF, et leurs bases
BC, EF aussi égales entre elles, les angles, tels que BAC, EDF,
compris entre des cétés égaux, sont égauz.

Fig. 8.

r M ¢

Portons le triangle ABC sur le triangle DEF, en placant le
point B sur le point E, et dirigeant BC suivant EF.
Puisque BC = EF, le point C tombera sur F. Or on a

BA=ED ¢t CA=FD.

Par conséquent, le point A tombera sur le point D; car, si A
tombait en un autre point G, on devrait avoir

GE=AB=DE et GIF=AC=DF [ax. 1],
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en méme temps que G différerait de D, ce qui est impossible
[pr. 7T]. Donc BA coincidera avec DE, et AC avec DF. On a donc
[ax. 8]

angle BAC = angle EDF | et triangle BAC = triangle EDF].

[Donc, si deux triangles ont les trois cétés égaux chacun a
chacun, ils peuvent coincider ’un avec Uautre, et ils sont
égaux).

PROPOSITION 9.

Partager un angle rectiligne donné BAC ( fig. 9) en deux

parties égales.

Fig. g.
A

¢

Prenons sur AB un point quelconque D, et retranchons de AC
la droite AE = AD [pr. 3, note]. Menons DE, et construisons sur
DE le triangle équilatéral DEF [pr. 1]. Si 'on méne AF, cette
droite partagera I'angle BAC en deux parties égales.

Car les deux triangles ADF, AEF ayant AF commun, AD = AE,
DF = EF, il en résulte [pr. 8]

DAF = EAF.

PROPOSITION 10.

Partager une droite finie donnée AB(fig. 10) en deux parties
égales.
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Construisons sur AB le triangle équilatéral ABC [pr. 1]. Par-
tageons l'angle ACB en deux parties égales par la droite CD

Fig. ro.
¢

S
[pr. 9] : cette droite partagera AB en deux parties égales au

point D.
Car, les deux triangles ACD, BCD ayant

AC=CB, CD commun, angle ACD = angle BCD,

on a [pr. 4] AD — DB

PROPOSITION 11.
En un point donné C(fig. 11)d’une droite donnée AB, élever
une perpendiculaire a cette droite.

Fig. 11,
L4 . F

e

Prenons sur AB un point quelconque D, et faisons CE = CD
[pr. 3, note]. Construisons sur DE le triangle équilatéral DEF
[pr. 1], et menons FC. La droite FC sera pependiculaire a2 AB
au point C.

Car les deux triangles DCF, ECF ayant CF commun, DC = CE,
DF =EF, on a [pr. 8]

DCF = ECF.

Donc [déf. 10] FC est perpendiculaire sur AB.
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PROPOSITION 12.

D’un point donné C (fig. 12), abaisser une perpendiculaire
sur une droite indéfinie donnée AB.

Prenons, au dela de AB par rapport a C, un point quelconque
D; décrivons, du centre C, avec le rayon CD, le cercle EFG ; par-
tageons EG en deux parties égales au point H [pr. 10], et menons
CH : cette ligne CH sera perpendiculaire sur AB.

Car, en menant CE, CG, on a EH =HG, CH commun, et
[déf. 18] EC = CG. Donc [pr. 8]

EHC = CHG.
Donc [déf. 10] CH est perpendiculaire sur AB.

PROPOSITION 13.

Les angles adjacents ABD, ABC (fig. 13), que forme une
droite AB avec une autre droite CD, a laquelle elle se termine,
Fig. 13.

E

D B C

sont : 1° tous lesideux droits, ou bien 2° leur somme est égale
deux angles droits.
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1° Si ces angles sont égaux entre eux, ils sont tous les deux

droits [déf. 10].

2° S’ils sont inégéux, comme ABC, ABD, élevons sur DG, au
point B, la-perpendiculaire BE [pr. 11]. Alors CBE, EBD seront
deux angles droits [déf. 10].

Puisque

CBE = CBA + ABE,
on a, en ajoutant de part et d’autre EBD [ax. 2],
CBE + EBD = CBA + ABE + EBD.

De méme, puisque
ABD = DBE + EBA,

on a, en ajoutant de part et d’autre CBA,
ABD + CBA = DBE + EBA + CBA.
Par conséquent [ax. 1],
ABD + CBA = CBE + EBD,
c’est-a-dire que 'ona

ABD —+ CBA = 2 droits (*).

PROPOSITION 14.

Si en un point B d’une droite AB (fig. 14), deux droites BG,
BD font avec la premiére AB, et de cités différents de AB, des

Fig. 14.

E

C B D

angles adjacents ABC, ABD, dont la somme soit égale & deux

(1) On peut s’étonner qu'Euclide ait employé un si grand appareil de logique
pour prouver que l'angle CBD, formé par les deux directions BD, BC, cst ¢gal a
la somme de ses deux partics, ¢gales ou inégales, et surtout qu’il ait donné aussi
tard une proposition qui aurait da venir unc des premicéres de ce Livre, comme
nous Pavons déja fait remarquer dans la nole sur la propesition 5, page 19.
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angles droits, ces deux droites BC, BD seront le prolongement
Uunede l'autre. '

En effet, si BD n’est pasle prolongement de BC, soit BE ce pro-
longement. On aura alors [pr. 13]

CBA —+ ABE = 2 droits.
Mais on a, par hypothése,

CBA + ABD = 2 droits.
Donc [ax. 1 et 10]

ABC + ABD = ABC + ABE.
Donc, en retranchant ABC de part et d’autre [ax. 3],
ABD = ABE,

ce qui est impossible [ax. 9]. Par conséquent, BE ne peut étre
en ligne droite avec BC, et le méme raisonnement s'appliquera
pareillement & toute autre droite différente de BD. Donc BC et BD
sont le prolongement 'une de I'autre (V).

PROPOSITION 15.

St deux droites AB, CD (fig. 15) se coupent mutuellement,

elles forment des angles opposés par le sommet égaux deux a
deuzx, savoir CEA = DEB et CEB = AED. -

Fig. 15.

B C
On a, en effet [pr. 13],

CEA 4 AED = 2 droits,
et
AED —+ DEB = 2 droits.

(1) On peut faire sur cetle proposition la méme remarque que sur la précé-
dente. .
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Donc [ax. 1 et 10]
CEA -+ AED = AED + DEB;
par suite, en dtant de part et d’autre AED [ax. 3],
CEA=DEB.
On démontrerait de méme que CEB = AED.

PROPOSITION 16.
Si Uon prolonge un cété BC d’un triangle ABC (fig. 16),

Uangle extérieur ACD est plus grand que chacun des angles
intérieurs non adjacents CBA, BAC.

Fig. 16.

Partageons AC en deux parties égales au point E [pr. 10];
menons BE et prolongeons cette droite d’une quantité EF = EB
[pr. 3, note]. Menons CF. -

Puisque 'on a

AE=EC, BE=EF et AEB=FEC [pr. 15],

il en résulte [pr. 4] :
BAE — ECF.

Mais on a [ax. 9]

ACD > ECF.
Par conséquent,

ACD > BAE.

De méme, en partageant BC en deux parties égales, et pro-
longeant AC vers G, on démontrera que BCG, c’est-a-dire ACD

[pr. 18], est plus grand que CBA.
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PROPOSITION 17.

Dans tout triangle ABC (fig. 17), la somme de deux angles
quelconques ABC, ACB est moindre que deux angles droits.

Fig. 17.

Prolongeons BC vers D. On a [pr. 16]
ABC < ACD.
Par conséquent [ax. 4],

ABC +- ACB << ACD -+ ACB.

Or on a[pr. 13]

ACD - ACB = 2 droits.
Donc

ABC + ACB < 2 droits.

On démontrerait de méme que chacune des deux sommes

BAC -+ ACB, CAB - ABC

est moindre que deux angles droits.

PROPOSITION 18.

Deuz cétés AC, ABd’un triangle ABC (fig. 18) étant inégaux,
au plus grand cété AC est opposé un plus grand angle ABC.

Fig. 18.
A

¢ B

Soit AG > \B. Prenons AD = AB{pr. 3, note}, et menons BD.
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On aura alors [pr. 16]
ADB > ACB.
Mais
ADB = ABD [pr. 5].
Donc ABD > ACB, et a plus forte raison

ABC> ACB. .

PROPOSITION 19.

Deuzx angles ABC, ACB d’un triangle ABC (fig. 19) étant
inégauzx, au plus grand angle ABC est opposé un plus grand

coté AC.
Fig. 19.

A

C B

Si I'on n’avait pas AC > AB, il faudrait que 'on eit ou AC= AB
ou AC < AB. :

Si AC=AB, on aurait [pr. 5] ABC = ACB;

Si AC < AB, on aurait [pr. 18]ABC << ACB.

Ces deux conclusions étant contraires a I’hypothése ABC > ACB,
il s’ensuit que I'on ne peut pas ne pas avoir AC = AB ou > AB.

PROPOSITION 20.

Dans tout triangle ABC(fig. 20), la somme de deux cités
quelconques AB, AC est plus grande que le troisiéme BC.

Prolongeons AB vers D; faisons AD = AC [pr. 3, note], et me-
nons CD. -
Puisque AD = AC, on a ACD = ADPC [pr. 4]. Or on a
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BCD > ACD ([ax. 9]; par suite, BCD > ADC. Donc [pr. 19]
BD > BC,c’est-a-dire BA -+ AC > BC.

Fig. 20.
4D

B C
On démontrerait de la méme maniére que ’on a

AB-+BC>AC et BC+ CA>AB.
PROPOSITION 21.
Sides deux extrémités B, C de la base BC(fig. 21) du triangle

ABC on méne deux droites BD, CD a ur point D intérieur au
triangle, 1° la somme de ces deux droites est moindre que celle

Fig. a2r.

de deux autres cétés BA, CA du triangle; mais 2° U'angle BDC
qu’elles comprennent est plus grand que Uangle BAGC du
triangle, opposé a la méme base BC.

1° Prolongeons BD jusqu’a la rencontre de AC en E. Dans le
triangle ABE, on a [pr. 20]

BA 4+ AE > BE;
par suite, en ajoutant CE de part et d’autre [ax. 4], -
() BA +- AC > BE + EC.
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On a maintenant, dans le triangle CDE [pr. 20],

DE + EC> DC,
d’ot, en ajoutant DB de part et d'autre,
(2) BE + EC>DC + DB.

En comparant les inégalités (1) et (2), on en tire, & plus forte
raison,

BA +~ AC>DC + DB.
2° On a [pr. 16]

BDC>BEC et BEC > BAC.

Donc, & plus forte raison,

BDC > BAC.

PROPOSITION 22.

Construire un triangle (fig. 22) dont les cétés sotent égaux
a trois lignes données A, B, G, telles que la somme de deux
quelconques d’entre elles soit plus grande que la troisiéme.

Tirons une droite DE, terminée e¢n D, indéfinie vers E. Prenons
DF = A, FG =B, GH = C [pr. 3]. Décrivons du centre F, avec
le rayon FD, le cercle DKL, et du centre G, avec le rayon GH, le
cercle KLH, qui coupe le cercle DKL en K. Menons KF, KG;
KFG sera le triangle demandé.

En cffet, FD = FK [déf. 13]; or FD = A : donc aussi KF=A
[ax.1]. De méme, puisque GK = GH et que GH=C, ona GK=C.
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On a d'ailleurs aussi FG = B. Donc le triangle FGK a ses trois
cbiés égaux respectivement aux lignes données, A, B, C (*).

PROPOSITION 23.

En un point A d’une droite donnée AB (fig. 23), construire
un angle rectiligne égal a un angle rectiligne donné DCE.

Sur CD et sur CE prenons arbitrairement deux points D, E,
ct menons DE. Construisons ensuite le triangle AFG tel que I'on
ait

AF =CD, AG=CE, DE=FG [pr. 22].
On aura [pr. 8]
. FAG =DCE.

PROPOSITION 24.

Si deux triangles ABC, DEF (fig. 24 et 25) ont deux cétés
égauzx chacun a chacun, AB=DE,AC = DF, et 'angle compris
par ces cétés inégal, BAC > EDF, le cité BC, opposé au plus
grand angle, est plus grand que le cété EF, opposé au plus
petit angle.

Construisons sur DE, au point D, I'angle EDG = BAC [pr. 23];

(1) Euclide a oublié de justifier la restriction contenue dans I’énoncé, que la
somme de deux quelconques des cotés est plus grande que le troisiéme. Or il
résulte de cette hypothése que DG > HG, et que HG > la différence Gl entre DF
et GF. Donc, d’'une part, le point D est exterieur au cercle HKL, et, d’autre part,
le point I est intérieur au méme cercle. Donc le cercle DKL, ayant des points
extérieurs et des points intérieurs au cercle HKL, coupera nécessairement ce
dernier cercle en deux points.
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faisons DG = AC = DF[pr. 3]. [Prolongeons DF vers H, DG vers
I(fig. 23) et] menons EG, FG (').

Fig. 24. Fig. 25.
A \D

— o

Puisqu’on a AB=DE, AC=DG, BAC = EDG, il en résulte
[pr.5] BC=EG.

Or on a DG = DF, d’out [ pr. 5] HFG = IGF.

Par conséquent, EFG > FGI, et, comme FGI > FGE, on a, a
plus forte raison, EFG > FGE.

Donc [ pr. 19] EG ou BC > EF.

PROPOSITION 25.

Si deux triangles ABC, DEF (fig. 26) ont deux cétés égaux
chacun & chacun, AB=DE, AC=DF, et le troisié¢me cdté
inégal, BC>EF, langle BAC, opposé au plus grand cdté, est
plus grand que Uangle EDF, opposé au plus petit cite.

Car, si I'on n’avait pas BAC > EDF, il faudrait que 'on eiit ou
BAC = EDF, ou BAC < EDF.

Dans le premier cas, il en résultgrait [pr. 4] BC = EF; dans

(') Nous avons réuni dans la méme démonstration les deux cas que peut pré-
senter la figure, et dont un seul (fig. 24) avait été considéré par Euclide. R. Sim-
son remarque que ’'on pourrait toujours ramener la figure & ce premier cas, en
prenant pour DE le plus petit des deux cotés DE, DF; car alors les deux points
G, F, étant sur un cercle décrit du centre D, et & Vintérieur duquel se trouve le
point E, il est visible que E sera du méme coté que D par rapport a la base FG.—
Nous n’avons pas considéré le cas ou EG passe par le point F, le théoréme étant
alors évident. '

Hoiier, — E'ssai.
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le second [pr. 24], BC < EF. Ces deux conséquences élant

Fig. 26.
A D
B CE ¥

contraires 4 ’hypothése BC > EF, on a donc nécessairement

BAC > EDF.

PROPOSITION 26.

Sideux triangles ACB,DEF (fig. 27) ont deux angles égaux
chacun a chacun, ABC = DEF, ACB = EFD, et un cété égal
qui soit ou adjacent (I°* cas) aux angles égaur (BC = EF), ou

F

opposé (1I° cas) a lun d’eux (AB = DE), les deuz autres cétés
seront égaux chacun a chacun, et le troisiéme angle BAC sera
égal au troisiéme EDF.

Ier cas. — Si les cotés adjacents aux angles égaux, BC et EF,
sont égaux, on a :

1° AB = DE. Car, si AB et DE étaient inégaux, soit, par
exemple, AB > DE. Prenons alors BG = ED, et menons CG.

Puisque

BG = ED, BC=EF, GBC= DEF,
il en résulte. ‘
BCG = EFD [pr. 4].

Or, par hypothése,

o BCA = EFD.
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On aurait donc

BCA — BCG,

ce qui est impossible [ax. 9]. Donc AB et DE ne sauraient éire
inégaux.
2° Puisque

AB—=DE, BC=EF, ABC=DEF,

on a [pr. 4]
AC=DF et BAC=EDF.

II* cas. — Si les c6tés opposés a I'un des angles égaux, AB et
DE, sont égaux, alorsona:

1° BC = EF. Car, si BC et EF étaient inégaux, soit, par
exemple, BC > EF. Prenons alors BH =EF, et menons AH.
Puisque

BH=EF, AB=DE, ABC=—DEF,
il en résulte
BHA = EFD [pr. 4].
Or, par hypothése,
BCA = EFD.

On aurait donc

BHA — BCA,

ce qui est impossible [ pr. 17]. Donc BC et EF ne sauraient étre
inégaux. '
2° Puisque
BC=EF, AB=DE, ABC=DEF,

ona [pr. 4] '
AC=DF, et BAC=EDF.

PROPOSITION 27.
Si deux droites AB, CD (fig. 28), coupées par une troisiéme

EF, font avec elle des angles aliernes-internes (') égaux AEF,
EFD, elles sont paralléles.

(') Nous introduisons, pour plus de simplicité, dans les énoncés d’Euclide, les
dénominations appliquées par les géométres modernes aux divers couples d’angles
formés par deux droites qui en rencontrent unc troisiéme. Nous ne reproduisons
pasici lesdéfinitions de ces angles, qui se trouvent dans tous les Traités de Géonétrie,
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Car, si les droites AB, CD n’étaient pas paralléles, alors, en
les prolongeant suffisamment dans un sens ou dans l’autre, elles
finiraient par se rencontrer. Supposons, s'il est possible, que
cette rencontre ait lieu en G. Dans le triangle EFG, on aurait

Fig. 28.

alors AEF > EFD [pr. 16], ce qui est contraire & I'hypothése
admise AEF = EFD. Donc AB et CD ne peuvent se rencontrer
de ce coté. Par la méme raison, ces lignes ne peuvent se rencon-
trer de l'autre coté. Donc [déf. 35] AB et CD sont paralléles.

PROPOSITION 28.

St deux droites AB, CD (fig. 29), coupées par une troisiéme
EF, font avec elle : 1° ou deux angles correspondants égaux
EGB, GHD, 2° ou deux angles intérieurs d’'un méme cdté sup-
plémentaires BGH, GHD, elles sont paralléles.

Fig. 29.

AV
C \ D
i

1° Puisque EGB = GHD ct que EGB=AGH [pr. 15], il en
résulte AGH = GHD. Donc [pr. 27] AB et CD sont paralléles,
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2° Puisque I'on a
BGH + GHD = 2 dr. [hypothé¢se]

et

AGH + BGH = a dr. [pr. 13],
il en résulte [ax. 1 et 10]
'AGH + BGH = BGH ~+- GHD.
En retranchant BGH de part et d’autre, il reste [ax. 3]
"AGH = GHD.
Donc [pr. 27] AB et CD sont paralléles (*).

PROPOSITION 29.

St deux droites paralléles AB, CD (fig. ag) sont rencontrées -
par une troisiéme droite EF, elles feront avec celle-ci : 1° des
anglesalternes-internes égaux AGH,GHD; 2° des angles dirigés
dans le méme sens (correspondants) égauz EGB, GHD; 3° des
angles intérieurs d’un méme coté supplémentaires BGH, GHD.

1° Si les angles AGH, GHD étaient inégaux, soit AGH > GHD.
On aurait alors, en ajoutant de part et d’autre BGH [ax. 4],

AGH -+ BGH > BGH + GHD.
Or ’
AGH + BGH = 2 dr. [pr. 13],

el par suite

BGH + GHD < 2 dr.

(') Toutes les propositions établies jusquici se démontrent sans le secours de
Paxiome 11. On pourrait encore joindre a ces propositions le théoréme démontré
par Legendre, que la somme des trois angles d’'un triangle rectiligne ne peut
surpasser deux angles droits (voir Note VI, p. 80). Les théorémes qui suivent
s’appuient sur I'axiome 11. ]l est aisé, d’aprés cela, de se rendre compte de l'ordre
dans lequel Euclide a rangé ses propositions. Il a voulu séparer nettement toutes

_ celles qui sont indépendantes de I'axiome 11, et celles qui lui sont subordonnées,
afin sans doute que les objections qui pourraient s’élever contre ce nouveau prin-
cipe n’atteignissent que les théorémes qui en dépendent nécessairement, les
vingt-huit premiéres propositions restant hors de cause. '
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Il s’ensuivrait donc [ax. 11] que AB et CD, prolongées, se ren-
contreraient et ne seraient pas paralleles [déf. 357, ce qui est con-
traire & 'hypothése. Par conséquent, AGH et GHD ne peuvent
étre inégaux. Donc AGH = GHD.

2° Puisque I'on a
AGH + GHD et AGH =EGB [pr. 15],

il en résulte

EGB = GHD.

3° Puisque EGB= GHD, on a, en ajoutant BGH de part et
d'autre [ax. 2],

EGB + BGH == BGH + GHD.
Or
EGB + BGH = 2 dr. [pr. 13].

Donc aussi

BGH - GHD = a dr. ().

PROPOSITION 30.

Deux droites AB, CD (fig. 30), paralléles & une troisiéme
EF, sont paralléles entre elles.

Fig. 3o.
c ol D
E 4 F

Coupons ces trois droites par la dvoite GI. Puisque AB et EF
sont paralléles, on a AGl = GIF [pr. 29]. De méme, puisque CD
et EF sont paralléles, on a GIF = GHD. Donc AGI = GHD, et
par suite AB et CD sont paralléles [pr. 27].

(') Il et été peut-étre plus naturel de commencer par établir ce troisiéme cas,
qui n'est qu'un autre énoncé de I'axiome 11, pour en déduire ensuite les deux
autres,
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PROPOSITION 31.

Par un point donné A (fig. 31) mener une droite paralléle
a une droite donnée BC. :

Fig. 31.
E A F

B ) T
Sur BC prenons un point quelconque D, et menons AD.

Construisons I'angle DAE = ADC [ pr. 23], et prolongeons EA
vers F. La ligne EF sera parallele 4 BC [pr. 27] (*).

PROPOSITION 32.

Si lon prolonge un cété BC (fig.32) d’un triangle ABC,
1° Uangle extérieur ainsi formé ACD est égal a la somme des
deuz angles intérieurs non adjacents CAB, ABC; 2° la somme
des trois angles ABC, BCA, CAB du triangle est égale & deux

angles droits.
Fig. 32.

B C' D
1° Par le point C, menons CE parallele 2 AB [pr. 31].

Les paralléles AB, CE étant coupées par AC, on a [pr. 29, 1°]
BAC = ACE. Ces mémes paralléles étant coupées par BD, on

a [pr. 29, 2°] ABC = ECD. Donc [ax. 2]
BAC + ABC = ACE + ECD = ACD.

(') Cette proposition aurait été mieux placée avant la proposition 2). ( Voir la
Note relative 4 la proposition 28.)
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2° Puisque BAC 4- ABC=ACD, on a, en ajoutant ACB de
part et d’autre [ax. 2],

BAC + ABC + ACB = ACD +- ACB.

Or :
ACD +ACB = 2dr. [pr. 13

Donc aussi

BAC + ABC +~ ACB = adr



EXPOSITION DES PREMIERS PRINCIPES

DE LA

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

§ 1.

La Géométrie est fondée sur la notion indéfinissable et expé-
rimentale de la solidité ou de V'invariabilité des figures (').

Elle emprunte, en outre, & I’expérience un certain nombre de
données que l'on appelle aziomes. — Nous verrons que les
axiomes de la Géométrie peuvent se réduire & quatre.

§ 2.

On appelle surface la limite de deux portions de I'espace.

Nous nous élevons a l'idée abstraite de surface par la consi-
dération d’'une enveloppe ou cloison matérielle, dont nous rédui-
sons indéfiniment 1’épaisseur.

La limite de deux portions de surface s’appelle ligne.

Deux surfaces qui se rencontrent se limitent réciproquement.

L’intersection de deux surfaces est donc une ligne.

On s'est élevé a I'idée abstraite de ligne, soit par la considé-
ration d’une tige trés mince, soit par celle de la rencontre de
deux cloisons, ou de la trace laissée sur la superficie d'un corps
par le contact d’une autre surface.

La limite de deux portions de ligne s’appelle point.

Une ligne peut étre limitée par sa rencontre avec une surface
ou avec une autre ligne.

(') Voir Note I.
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Ainsi l'intersection de deux lignes ou d'une surface et d’une
ligne est an point.

L’intersection de trois surfaces est aussi un point.

L’idée de point est venue de la considération d’un corps, dont
les dimensions étaient indéfiniment réduites.

§ 3.

Nous avons défini les mots surface, ligne, point, en partant
de l'idée de surface pour arriver jusqu’aa point.

On peut suivre 'ordre inverse, en introduisant plus explici-
tement I'idée de mouvement (). '

On dira alors, en partant de l'idée de point, comme idée pri-
mitive, qu'une ligne est I'ensemble des positions occupées succes-
sivement dans I'espace par un point qui se meut.

De méme, on peut considérer une surface comme 1'ensemble
des posilions occupées successivement par une ligne qui se dé-
place, et qui en méme temps peut changer de forme.

Toutes ces idées peuvent étre rappelées par les représentations
matérielles qui leur ont primitivement donné naissance.

§ 4.

L’étude des lignes et des surfaces constitue I'objet de la Géo-
métrie.

On donne le nom de figure 4 un ensemble quelconque de
points, de lignes ou de surfaces, considéré comme invariable de
forme.

Axiome I. — Trois points suffisent, en général, pour fizer
dans Uespace la position d’une figure.
§ 5.

L’expérience nous apprend cependant que, lorsqu’une figure
se meut en tournant autour de deux de ses points, supposés fixes,

(') Voir Note 1.
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1l y a un ensemble de points, situés sur une certaine ligne, qui
restent immobiles pendant que les autres se déplacent.

Ces points sont disposés sur la route que suivrait un rayon
lumineux pour passer de I'un des points fixes & I'autre (en suppo-
sant ces deux points situés dans un méme milieu homogeéne).

La ligne qui contient tous ces points, et qui nous apparait
comme la trajectoire habituelle des rayons lumineux, s’appelle
la ligne droite. Donc :

Axtome II. — Il existe une ligne, appelée LicNE pro1TE, dont
la position dans Uespace est complétement fixée par les posi-
tions de deux quelconques de ses points, et qui est telle que

toute portion de cette ligne s’applique exactement sur une
autre portion quelconque, dés que ces deux portions ont deux
points communs (*). .

Ainsi, d’'un point & un autre, on ne peut mener qu'une seule
ligne droite (2).

Deux lignes droites qui ont deux points communs coincident
dans toute leur étendue, quelque loin qu’on les prolonge au dela
de ces deux points.

En d’autres termes, on admet qu'une ligne droite peut étre
prolongée indéfiniment dans les deux sens, et qu'ellc ne peut
I'étre que d’une seule maniére.

§ 6.

Si, en joignant deux points d’une surface par une ligne droite,
la partie de la droite comprise entre ces deux points se trouve
d’un certain c6té de la surface, on dit que la surface est concave
de ce c6té, ou convexe du cété opposé.

L’expérience nous montre certaines surfaces, comme celle des
eaux tranquilles, qui ne sont concaves d’aucun coté, et sur les-
quelles une ligne droite, menée entre deux de leurs points, s’ap-
plique dans toute son étendue.

Une telle surface s’appelle une surface plane ou un plan.

) Voir Note III.
) C’est, sous une autre forme, 'axiome 12 d’Euclide.

(l
('l
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Soient A, B, C (fig. 33) trois points d'une surface plane. Si
I'on joint le point C 4 un point quelconque A de la droite AB, la
droite CA sera, ainsi que la droite AB, comprise tout entitre

Fig. 33.

C

A B

dans la surface. Sil'on fait mouvoir le point A tout le long de la
droite AB, la ligne CA prendra une infinité de positions, qui par
leur ensemble engendreront la surface.

Ainsi la surface plane peut étre considérée comme engendrée
par le mouvement d’une droite tournant autour d’un point fixe,
et glissant le long d’une droite fixe qui ne passe pas par ce point.

Si I'on fait tourner un plan autour de deux de ses points A et B,
ou, ce (ui revient au méme, autour de la droite AB comme char-
niére, jusqu’a ce qu’un point C du plan, non situé sur la droite AB,
vienne rencontrer 'ancienne position du plan en un point C,
situé de l'autre cdété de AB par rapport a C, I'ancienne position
pouvant étre considérée comme engendrée par le mouvement
de (A le long de AB, et la nouvelle par le mouvement de CA le
long de la méme droite AB, il est clair que ces deux positions ne
formeront qu'une seule et méme surface, puisque leurs lignes
génératrices coincident dans chaque position; en sorte que la
surface retournée coincidera avec sa position primitive.

En général, si 'on donune & deux plans trois points communs,
non en ligne droite, le méme raisonnement fait voir que les deux
plans coincideront dans toute leur étendue. Donc :

Axioume III. — Il existe une surface telle qu’une ligne droite,
qui passe par deux quelconques de ses points, y est renfermée
tout entiére, et qu'une portion quelconque de cette surface
peut étre appliquée exactement sur la surface elle-méme, soit
directement, soit aprés qi’on U'a retournée, en lui faisant faire

) q :
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une demi-révolution autour de deux de ses points. Cette sur-
face est le pLAN.

Par trois points non en ligne droite, ou par une droite et un
point situé hors de cette droite, ou encore, par deux droites qui
se coupent, on peut toujours faire passer un plan, et 'on n’en
peut faire passer qu’un.

§ 7.

Lorsque deux droites se rencontrent, on dit qu’elles forment un
angle.

On peut se représenter un angle comme la quantité plus ou
moins grande dont il faut faire tourner une droite autour d'un de
ses points pour la faire passer d’une position 4 une autre, en sup-
posant que le mouvement s’accomplisse dans le plan mené par
les deux positions.

On peut passer de la posmon AB (fig. 34) ala position AC, en

Fig. 34.

4
A jc

tournant dans un sens ou dans 'autre : I'angle décrit n’est pas
généralement le méme dans les deux cas.

§ 8.

Pour aller d’un point A i un autre point B, en suivant une ligne
droite, il faut connaitre : 1° la direction de cetie droite; 2° la lon-
gueur de la portion de cette droite comprise entre les deux
points. ’ .

Pour déterminer la direction d'une droite, on commence par
imaginer un plan passant par les deux points A, B, et dans ce
plan une droite fixe AC, menée par le point A. La direction de
la droite AB sera connue, si I'on donne I'angle CAB qu’elle fait
avec la droite fixe AC, c’est-a-dire la quantité dont il faut tourncr,
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dans le plan. ABC, suivant un sens convenu, pour passer de la
position AC i Ia position AB.

Si I'on donne ensuite la distance AB, c’est-i-dire la quantité
dont on doit s’avancer sur la droite AB, on aura enfin la position
du point B.

§ 9.

I est facile de s’expliquer pourquoi 'on 2 pris la ligne droite
pour mesurer les distances, le plan pour mesurer les angles.

1° C’est que d’abord, par deux points donnés, on peut toujours
mener une ligne droite, de méme que, par deux droites concou-
rantes données, on peut toujours faire passer un plan. — 11 pour-
rait n’en plus éire de méme si 1’on prenait une ligne courbe ou
une surface conique de forme donnée.

2° En second lieu, toute portion de ligne droite ou de plan
peut étre superposée i une ligne droite ou a un plan, de sorte que
I'on peut constater immédiatement I'égalité ou I'inégalité de deux
distances ou de deux angles.

§ 10.

Lorsqu’une droite, aprés avoir tourné toujours dans le méme
sens, revient 4 son ancienne position, on dit qu’elle a accompli
un four entier.

Lorsque la droite vient se placer sur son prolongement, on dit
qu’elle a fait un demi-tour.

Lorsqu’elle s’arréte de maniére a former avec sa premiére posi-
tion et le prolongement de celle-ci deux angles égaux, elle a
décrit un quart de tour ou angle droit, et sa nouvelle position
est dite perpendiculaire i la premiére.

Le prolongement de la perpendiculaire est aussi une perpen-
diculaire.

La premiére droite est aussi perpendiculaire a la seconde.

Tous les angles droits sont égaux.

On a pris pour unité de mesure angulaire le quart de tour ou
angle droit (*).

(!) Voir Note V.,
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§ 11.

On appelle cercle une ligne courbe tracée sur un plan, et dont
tous les points sont 4 la méme distance d’un point fixe, appelé
centre.

Si l'on fait tourner une droite dans un plan autour d’un de ses
points, chacun des autres points de la droite décrira dans ce mou-
vement un cercle.

La distance constante d’un point du cercle au centre s’appelle
rayon.

Si I'on fait tourner un cercle dans son plan autour de son
centre, le cercle ne cessera pas de coincider avec lui-méme.

Un diamétre est une droite passant par le centre, et terminée
de part et d’autre au cercle.

Sil'on fait faire 3 un cercle un demi-tour autour de son centre
et dans son plan, de telle sorte qu'un diamétre donné revienne
coincider avec son ancienne position, on voit que 'une des deux
partiés du cercle viendra coincider avec l'autre. Donc un dia-
métre divise le cercle et la portion de plan qu'il entoure, chacun,
en deux parties égales.

Si l'on fait faire 4 un cercle un demi-tour autour d’un de ses
diamétres, jusqu’a ce que son plan revienne coincider, par retour-
nement, avec son ancienne position, Je cercle coincidera encore
avec lui-méme, ce qui montre que les deux moitiés du cercle
peuvent se superposer de deux maniéres différentes.

Deux cercles de méme rayon coincident nécessairement, dés
que l'on fait coincider leurs plans et leurs centres.

§ 12.

Tandis qu’une droite tourne autour d’un de ses points, supposé
fixe, considérons le cercle décrit par un quelconque des points
mobiles de la droite.

Pendant que la droite accomplit un tour entier, elle parcourt le
cercle entier.

Lorsqu’elle fait un demi-tour, elle parcourt le demi-cercle.

Si on la fait tourner d’angles égaux a partir de deux posi-
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tons AB, AB' (fig. 35), les arcs décrits BC, B'C’ seront égaux. —

Car, si I'on fait tourner le cercle autour de son centre jusqu’a
ce que AB' vienne se placer sur AB, I'égalité des angles fait voir

que AC' tombera sur AGC, et par suite les arcs BC, B'C’ devront
coincider.

Si un angle est égal 4 la somme ou & la différence de deux
autres, l'arc correspondant au premier angle sera égal a la
somme ou a la différence des arcs correspondants aux deux autres
angles.

De la résulte que :

1° Un angle droit comprend entre ses colés un quart de cercle
ou quadrant; '

2° Si un angle est multiplié par un nombre entier quelconque,
I'arc correspondant est multiplié par le méme nombre entier;

3° Si un angle est divisé par un nombre entier quelconque, P'arc
correspondant est divisé par le méme nombre entier;

4° Si deux angles ont entre eux un rapport quelconque, les
arcs correspondants ont entre eux le méme rapport.

Donc I'arc compris entre les cdtés d’un angle varie proportion-
nellement a°cet angle ().

Si l'on veut donc comparer un angle 4 son unité, pour arriver
4 sa représentation numérique, il revient au méme de comparer
V'arc correspondant & cet angle avec Parc correspondant & 1'unité
d’angle, et que I’on prend naturellement pour unité d'arc.

(* En d’autres termes, si I'on prend pour unité d'arc arc correspondant
'unité d’angle, en exdécutant les opérations nécessaires pour I'évaluation numé-
rique de l'angle, on se trouvera exécuter en méme temps les opérations qui con-
duisent a I'¢évaluation numérique de l'arc, et 'on arrivera de part et d’autre au
meéme résultat.
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L’anité d’angle étant 'angle droit, 'unité d’arc sera le quadrant.

On exprime cette correspondance en disant qu'un angle au
centre a pour mesure I'arc compris enlre ses cOtés.

L'avantage de la substitution des arcs de cercle aux angles
consiste 4 offrir une représentation plus facile a saisir, ct a faci-
liter les opérations graphiques que l'on doit exécuter sur les
angles.

§ 13.

Une droite AD (fig. 36), qui en rencontre une autre, fait avee
les deux parties AB, AC de celle-ci deux angles dont la somme est
I'angle CAB = un demi-tour ou deux angles droits.

Fig. 36.

B A C

Ces deux angles sont dits supplémentaires, et chacun d’cux est
le supplément del'autre.

Si P'on ajoute deux angles supplémentaires, il est clair que leurs
cOtés non communs seront en ligne droite.

Si deux droites se traversent mutuellement, les angles opposés
par le sommet sont égaux, comme ayantméme supplément. — On
pourrait encore démontrer cette égalité, en rctournant la figure
de manitre que chacun des cotés de l'angle supplémentaire com-
mun vint coincider avec I'ancienne position de I'autre coté, auquel
cas les deux angles en question seraient amenés a coincider (').

On peut encore énoncer la méme proposition, en disant que les
deux arcs de cercle compris entre deux rayons et entre les prolon-
gemcnts de ces rayons sont égaux entre eux.

(') Nous ferons un continuel usage de ce procédé de retournement toutes les
fois qu’il s'agira de démontrer I'égalité de deux parties d’une méme figure. On
peut présenter ce procédé autrement, en concevant que 'on plic en deux la figure
autour de son axe de symétric, qui est ici la bissectrice de 'angle supplémentaire.

HoteL. — Essai. 4
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§ 14.

Deux droites quelconques, rencontrées par une troisiéme, for-
ment avec celle-ci huit angles, égaux deux a deux et supplémen-
taires deux & deux, et auxquels, pour les désigner plus facilement,
on adonné les noms de correspondants, d’alternes-internes, d’in-
ternes d’un méme cété, etc.

Si I'on suppose qu’une quelconque des cinq relations suivantes

ait lieu :
1° Angles correspondants
2° ...... alternes-internes ) égaux,
3 alternes-externes

4° Angles internes d’un méme coté

supplémentaires
B ....externes.............. PP ’

les quatre autres relations ont nécessairement lieu.
Lorsque ces cinq relations existent, les droites CD, EF ne peu-
vent avoir aucun point commun (fig. 37). Concevons, en ellet,

Fig. 35.

i
/ ’
C A D
A
L i F
n/

que la moiti¢ de gauche de la figure soit rendue mobile, et qu'on
lui fasse faire un demi-tour, dans son plan, autour du milieu I de
la droite AB. Lorsque le point A sera arrivé en B et le point B en
A, on voit aisément que les deux moitiés de la figure coincideront
dans tous leurs points, quelque loin que 'on suppose les droites
prolongées. Il ne saurait donc y avoir un point de concours des
droites dans une des moitiés de la figure, sans qu’il en existit un
autre dans l'autre moitié¢; et comme Pexistence simultanée de
deux points de renconlre est contraire 4 la nature de la ligne
droite, il s'ensuit que les deux droites n’ont aucun point
commun.

Donc, si 'on fait glisser un angle, de grandeur invariable, le
long d’un de ses cotés, supposé fixe, le cOté mobile se détache en-
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ticrement de son ancienne posilion, et ne conserve plus avec elle
aucun poinl commun.

Deux droites situées dans le méme plan, et ne pouvant se ren-
contrer, si loin qu'on les prolonge I'une et l'autre, sont dites pa-
ralléles.

Ainsi deux droites qui forment avec une troisi¢éme des angles
satisfaisant 4 'une des cinq conditions ci-dessus sont paralléles.

En particulier, deux droites perpendiculaires a une troisiéme
sont paralléles entre elles.

En d’autres termes, par un point donné hors d’une droite, on
ne peut pas mener plus d’une perpendiculaire a cette droite.

Il résulte de ce que nous venons de dire que, par un point pris

Y

hors d’une droite, on peut toujours mener une paralléle a cette
droite ().

§ 15.

La paralléle ¢tant menée, si on la fait tourner tant soit peu au-
tour de P'un de ses points, elle finira par atteindre la premiére
ligne, lorsqu’on les prolongera suffisamment l'une et I'autre; de
sorte que la position de parallélisme est unigue.

C’est 12 un nouveau principe, qui n’est pas renfermé dans les
axiomes précédents, et que nous énoncerons ainsi :

Axiome 1V. — Par un point donné on ne peut mener qu’une
seule paralléle o une droite donnée.

U résulte de la que :

1° Deux droites paralléles & une troisiéme sont paralléles entre
elles;

2° Deux droites paralléles étant rencontrées par une sécante, les
angles formés satisfont aux cinq relations du paragraphe précé-
dent.

En particulier, toute perpendiculaire & 'une des paralléles est
perpendiculaire a I'autre.

Dong, par un point donné hors d’une droite, on peut toujours
mener une perpendicalaire a cette droite. Car, si AB (fig. 38)

(') Veir Note VII, .
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est une perpendiculaire menée & la droite donnée en un quelcon-
que de ses points, la paralléle 2 AB, mende par le point donné C,

Fig. 33.

sera la perpendiculaire demandée. Nous avons d’ailleurs vu, dans
le paragraphe précédent, que cette perpendiculaire est la seule
qui puisse ¢tre abaissée du point G surla droile donnée.

§ 16.

Deux angles qui ont les cotés paralléles et dirigés dans le méme
sens sont égaux. On le voit en les comparant a 'angle formé par
l'intersection de leurs cOtés prolongés.

Réciproquement, deux angles étant égaux et leurs cotés dirigés
dans le méme sens, si leurs premiers c6tés sont paralléles, leurs
seconds cOtés seront aussi paralléles.

Il résulte de la que, étant donné un systéme quelconque de
droites, si I'on transporte ce systéme dans son plan,-de maniére
qu’une des droites du systéme reste constamment paralléle a son
ancienne position, chacune des autres droites restera également
paralléle 4 son ancienne position.

On dit, dans ce cas, que le systéme a subi un mouvement de
translation parallélement & lui-méme.

Plus généralement, si les deux cotés d’un angle tournent, dans
le méme sens, chacun d’une méme quantité angulaire, autour de
deux quelconques de leurs points, la grandeur de 'angle n’aura
pas changé. Et réciproquement, si I'on transporte un angle dans
son plan, sans le retourner, chacun des cotés de I'angle fera le
méme angle avec son ancienne position.

En particulier, deux angles qui ont les cotés perpendiculaires,
chacun a chacun, sont égaux ou supplémentaires.

Silon fait.tourner un systéme de droites dans un plan, autour
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d’un point quelconque qui lui soit invariablement lié, toutes les
droites feront avec leurs anciennes positions respectives des angles
égaux, dont la valeur commune est dite 'angle de rotation du
systéme,

§ 17. '

Deux droites concourantes forment avec une troisiéme des
angles alternes-internes inégaux, dont le plus petit est celui qui
‘est dirigé vers le point de concours.

En d’autres tcrmes, si 'on prolonge un coté d'un triangle,
’angle exlérieur ainsi formé est plus grand que chacun des angles
intérieurs non adjacents.

Cette proposition est presque évidente, si I'on s’appuie sur
I’axiome IV. En effet, si, de la position de parallélisme, on fait
passer la droite AB ( fig. 39) a la position A’B’, en la faisant tour-

Fig. 39.

B

A C B
A///

G D I3 E

ner autour du point G, de maniére qu’elle rencontre la droite DE
en G, il est clair que, dans ce mouvement, ’angle BCF aura
augmenté, tandis que son alterne-interne CFD sera resté constant.
Donc, puisqu’on avait, avant le mouvement, BCI' = CFD, on aura,
aprés le mouvement, B'CF > CFD. De méme, A’ CF < CFE.

On voit en méme temps que la valeur commune des différences
B'CF — CFD, CFE — A’CF est égale a I'angle G que font entre
elles les droites A'D’ et DE. Donc 'angle extérieur, formé par le
prolongement d’un co6té d'un triangle, est égal & la somme des
deux angles intérieurs non adjacents, et la somme des trois angles
du triangle est égale & deux angles droits.

§ 18.

Si la maniére précédente d’établir le théoréme sur I'inégalité
des angles altcrnes-internes formés par des droites concourantes est
la plus directe et la plus simple, on ne peut nier cependant qu’elle



33 EXPOSITIOX DES PRINCIPES

ne s’'appuie sur un axiome dont ce théoréme nc dépend pas né-
cessairement, et il semble alors plus logique de I'établir sans le
secours de cet axiome. C'est ce qu’a fait Euclide [pr. 16], et sa
démonstration peut étre présentée comme il smit :

Soit ABC (fig. 40) le triangle donné. Je dis que I'angle ACD
est plus grand que son alterne-interne BAC. En effet, joignons

o
b4

B au milicu E de la droite AC, et faisons tourner le triangle EBA
autour du point E, jusqu’a ce que EA vienne s’appliquer sur son
prolongement EC, et par suite le point A sur le point C. L’autre
c6té EB de I'angle BEA viendra s’appliquer sur son prolongement.
La ligne BA partira donc du point C pour aller rencontrer BEF
dans I'intérieur de I’angle ACD. Donc I'angle ECF ou BAE sera
contenu dans I'angle ACD. Donc enfin I'angle A est moindre que
son alterne-interne ACD.

Par la méme raison, les deux droites AB, AC étant coupées
par BC, I'angle ABC sera moindre que son alterne-interne BCG,
ou que son correspondant ACD = BCG.

Donc I'angle extérieur ACD est plus grand que chacun des
angles intérieurs non adjacents.

En d’autres termes, dans un triangle, chaque angle est moindre
que le supplément de I'un quelconque des deux autres.

Donc la somme de deux quelconques des angles d'un triangle
est moindre que deux angles droits.

Tout triangle a au moins deux angles aigus.

Deux droites partant d’'un méme point ne peuvent avoir une
perpendiculaire commune.
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Si I'on méne, d’'un méme point & une droite donnée, une per-

pendiculaire et une oblique, I'oblique fera un angle aigu avec la

partie de la droile qui va du pied de 'oblique au pied de la per-
pendiculaire.

§ 19.

Aprés avoir établi ces inégalités indépendamment du quatricme
axiome, on démontrera, comme Euclide [pr. 32], les théo-
rémes d’égalité fondés sur cet axiome.

Silon prolonge un ¢6té d’un triangle, 'angle extérieur est égal
a la somme des deux inlérieurs non adjacents.

La somme des trois angles du triangle est égale & dcux angles

droits.
Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus sont complé-
mentaires.
Deux angles d'un triangle, étant donnés, déterminent le troi-
siéme.
§ 20.
Du triancLe 1sosciLe. — Soit ABC (fig. 41) un triangle iso-

scéle, dans lequel AB = AC. Retournons le¢ plan de ce triangle,

C

en lui faisant [aire une demi-révolulion autour de la bissec-
trice AD de l'angle A; ou, ce qui revient au méme, plions la
figure en deux, en faisant tourner une des moiti¢s autour de AD
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comme charniére. On voit alors que les deux moitiés de la figure
se recouvrent parfaitement.

Si I'on ne veut pas d’abord introduire la bissectrice, on com-
mencera par faire voir que le triangle retourné A’B'C’ peut se
placer sur sa premiére position ABC. Alors la bissectrice de
Vangle C'B’A’ coincide avec celle de 'angle BAC, le milieu de C'B'
avec le milieu de BC, etc. Donc :

Théoréme. — Dans un triangle isoscéle : 1° les angles opposés
aux colés égaux sont égaux; 2° la bissectrice de I'angle au sommet
est perpendiculaire a la base; 3° elle partage cette base en deux
parties égales. '

Autre énoncé. — Si d’un point pris hors d’'une droite, on méne
a cette droite une perpendiculaire et deux obliques égales entre
elles : 1° ces obliques s’écartent également du pied de la perpen-
diculaire; 2° elles sont également inclinées sur la perpendiculaire ;
3° elles sont également inclinées sur la base donnée.

Donc tout point & égale distance des extrémités d'une droite
appartient a la perpendiculaire élevée sur le milieu de cette droite.

Si donc chacun des deux points A et B de la droite AB (fig. 43)
est équidistant des extrémités C et C' de la droite CC/, AB sera
perpendiculaire sur le milieu de CC'.

Autre énoncé. — Si T'on joint, dans un cercle, le centre aux
deux extrémités d'une corde : 1° les deux rayons feront avec la
corde des angles égaux; 2° la bissectrice de I'angle des deux
rayons (laquelle est aussi la bissectrice de I’arc) est perpendicu-
laire & la corde; 3° elle partage cette corde en deux parties égales.

Donc, si deux cercles ont deux points communs, la ligne des
centres est perpendiculaire sur le milieu de la corde commune.

Remarque. — La bissectrice de I'angle A (fig. 41) salisfait 2
quatre conditions :

1° Elle passe au point A;

2° Elle partage 'angle A en deux parties égales;

3¢ Elle passe au milieu D de BC;

4° Elle est perpendiculaire & BC.

Or deux de ces quatre conditions, combinées convenablement,
déterminent complétement la droite AD. De la résultent autant

a



DE LA GEOMETRIE ELEMENTAIRE, 57

7
de réciproques du théoréme précédent. Ainsi, dans un triangle
isoscele :

La droite qui joint le sommet au milieu de la base est perpen-
diculaire i cette base, et bissectrice de I'angle au sommet;

La perpendiculaire abaissée du sommet sur la base partage
cette base et I'angle au sommet, chacun en deux partics égales;

La perpendiculaire élevée sur le milieu de la base passe au som-
met, et partage 'angle au sommet en deux parties égales.

On peut énoncer encore ces réciproques comme il suit :

Dans un cercle, la droite qui joint le centre au milicu d’une
corde est perpendiculaire a la corde ct bissectrice de l'arc;

La perpendiculaire abaissée du centre sur une corde est bis-
sectrice de la corde et de l'arc;

La perpendiculaire élevée sur le milieu d’une corde passe par
le centre et par le milieu de l’arc.

§ 21.

Considérons maintenant un triangle qui a deux angles égaux,
ces deux angles étant nécessairement aigus.

En retournant le triangle et I'appliquant sar son ancienne po-
sition; ou encore, en phant la figure autour de la perpendiculaire
élevée sur le milieu de la base ('), on voit que les deux moitiés
de la figure coincident I'une avec l'autre; par conséquent, le
triangle est isoscéle.

Autre énoncé, — Deux obliques également inclinées sur la
base sont égales, et par suite s’écartent également du pied de la
perpendiculaire.

Autre énoncé. — Si deux droites, coupées par une troisiéme,

. internes , . .
forment avec celle-ci des angles un méme coLé
externcs
correspondants

égaux, ou des angles { alternes-internes } supplémentaires, les
alternes-externes
trois droites forment un triangle isoscéle.

(') Cette perpendiculaire rcacontre les deux coiés au-dessus de la base
(axiome IV ct corollaires).
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Dans ce cas, on désigne souvent les deux premiéres droites sous
le nom d’anti-paralléles par rapport a la troisi¢me.

§ 22.

Soit enfin un triangle, dans lequel le sommet se trouve sur la
?
perpendiculaire élevée au milien de la base.
En retournant la figure, ou en la pliant autour de la perpen-
diculaire, on voit que le tréiangle est isoscéle.
Ainsi un triangle dans lequel la perpendiculaire élevée au
milieu de la base passe par le sommet est 1soscéle.

Autre énoncé. — Tout point de la perpendiculaire élevée sur
le milieu d’une droite est équidistant des deux extrémités de cette
droite.

Autre énoncé. — Deux obliques qui s’écartent également du

picd de la perpendiculaire sont égales. .

De cette proposition, jointe a sa réciproque du § 20, il résulte
que la perpendiculaire ¢levée sur le milieu d’une droite est le
lieu géométrique des points équidistants des deux extrémilés de
cette droite.

En d’autres termes, c’est le lieu géométrique des centres des
cercles qui passent par les extrémités de la droite.

§ 23.

INEGALITES DANS UN TRIANGLE QUFLCONQUE. — St deux cotés AB,

Fig. 42.
A

AC (fig. 42) d’un triangle sont inégaux, au plus grand coté AB
est oppos¢ un plus grand angle C. (Voir Luclide, 1, 18.)
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Autrement, en retournant le triangle et le placant sur son
ancienne position (ou, ce qui revient au méme, en pliant le
triangle autour de la bissectrice AD de I'angle au sommet), on
forme le triangle BDC', dans lequel 'angle AC'D, extéricur au
triangle, est plus grand que 'angle intérieur non adjacent B.

Réciproquement, si dcux angles d'un triangle sont inégaux,

au plus grand angle est opposé un plus grand coté. (Eu-
clide, 1, 19.) :

§ 24.

Dans un triangle, un c6té quelconque est moindre que la somme
des deux autres. (FEuclide, 1, 20.)

Il s’ensuit que, dans un triangle, un coLé quelconque est plus
grand que la différence des deux autres.

Corollaires. — Dans un polygone, un coté quelconque est
moindre que la somme de tous les autres.

En d’autres termes, une ligne droite est plus courte qu'une
ligne polygonale ayant les mémes extrémilés.

Un contour polygonal convexe est plus court qu’un contour poly-
gonal quelconque qui l'enveloppe en aboutissant aux mémes
extrémités.

Un contour polygonal fermé et convexe est moindre qu'un
contour polygonal quelconque qui I'enveloppe de toutes parts (*).

§ 25.

Sid’un point on méne & une droite une perpendiculaire et diverses
obliques :

1° La perpendiculaire est plus courte que toute oblique;

2° 81 deux obliques s’écartent inégalement du pied de la per-
pendiculaire, celle qui s’en écarte le plus est la plus longue.

Autre énoncé. — Si la hauteur d’un triangle ne tombe pas au
milieu de la base, au plus grand segment est adjacent un plus
grand cOté.

(") Pour la comparaison des longucurs carvilignes aux loagucurs rvectilignes,
voir Note VLI
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Pour démontrer cette proposition , si les obliques sont de colés
différents de la perpendiculaire, on comparc I'une d’elles 4 une
oblique égale & 'autre et menée du méme coté de la perpendicu-
laire que la premié¢re. Le triangle formé par les deux obliques a
alors un angle obtus, opposé a I'oblique la plus éloignée; donc
celle-ci est la plus longue.

On peut encore énoncer cette proposition ainsi :

Tout point hors de la perpendiculaire élevée sur le milieu d’unc
droite est plus rapproché de celle des deux extrémités de la droite
qui est située du méme coté que lui par rapport a la perpendi-
culaire,

§ 26.

Réciproquement, dans un triangle non isoscele, la hauteur est
plus rapprochée du petit coté.

Autre énoncé. — De deux obliques inégales, la plus longue
s’écarte le plus du pied de la perpendiculaire.

Autre énoncé. — Tout point inégalement distant des deux
extrémités d’une droite est hors de la perpendiculaire élevée sur le
milieu de cette droite, et il est du méme c6té de cette perpendi-
culaire que celle des extrémités de la droite dont il est le plus
rapproché.

§ 27.

Cas p’tcALITE DEs TRiANGLEs. — 1° Deux triangles sont égaux
lorsqu’ils ont un angle égal compris entre deux cotés égaux.
chacun a chacun. (Fuclide, 1, 4.)

2° Deux triangles sont égaux, lorsqu’ils ont un cé6té égal adja-
cent & deux angles égaux, chacun a chacun. La démonstration
donnée par Legendre (liv. I, pr. VII) est plus simple que celle
d’Euclide (I, 26, I* cas) (*).

(') Dans le 1I* cas, ou le coté ¢gal est opposeé a l'un des angles égaux, la
démonstration d’Euclide a ’avantage d’¢tre indépendante de I'axiome des paral-
leles.
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3° Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont les trois cotés éganx
chacun a chacun. — Adossons les deux triangles (fig. 43) de
maniére que leurs sommets C, C' se trouvent de cotés différents
de la base commune AB. Chacun des points A, B étant équidistant
des points Cet C, la ligne AB est perpendiculaire sur le milien
de CC'. Si donc on replie la figure autour de AB, le point C/
tombera en C.

Fig. 43.
C

Autrement, la perpendiculaire AB sur la base du triangle iso-
scéle ACC étantbissectrice de I'angle au sommet, onaCAB=BAC/,
ce qui raméne au premier cas d’égalité.

On peut dire cncore que, les triangles CAC/, CBC' éiant
isoscéles. on a I'angle ACC' = AC'C, T'angle BCC' = BC'C, d’o
ACC' £=BCC' = AC'C == BC/ C, c’est-a-dire ACB = AC'B, etc.

§ 28.

Deux triangles rectangles sont égaux, lorsqu’ils ont deux cotés
de méme nom égaux chacun a chacun.

1° Si ce sont les deux cétés de I'angle droit, on est dans le pre-
mier cas dy paragraphe précédent.

2° Si ce sont 'hypolénuse et un autre co6té, on adosse les deux
triangles rectangles de maniére a former un Uriangle isoscéle,
que sa hauteur partage en deux triangles égaux.

Cette derniére proposition est un cas particulier de la suivante :

Deux triangles sont égaux, lorsqu’ils ont deux cétés égaux
chacun & chacun, et I'angle opposé au plus grand de ces deux

chHLés bgal
Otés égal.
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§ 29.

Si deux triangles ont un angle inégal compris entre deux cotés
égaux chacun a chacun, au plus grand angle est opposé un plus
grand coté. (Euclide, 1, 24.)

Réciproguement, si deux triangles ont deux cotés égaux cha-
cun a chacun et le troisiéme inégal, au plus grand coté est opposé
un plus grand angle. (Euclide, 1, 25.)
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NOTE L

Du role de l'expérience dans les Sciences exactes.

I

La plupart des phénoménes qui se passent sous nos yeux ne sont pas sus-
ceptibles d’'une détermination exacte, ct, lorsqu’ils se reproduisent, nous
n’avons aucun moyen de nous assurer de leur parfaite identité. Il en est
cependant — et ce sont naturellement les plus simples — pour lesquels la
détermination est possible avec une approximation et une précision assez
grandes pour que l'incertitude que nous laissons subsister soit pour nous
sans inconvénient. .

Quand la comparaison exacte est possible, on peut procéder a l'étude
des lois de la transformation d’un phénoméne dans un autre, et si ces lois
sont assez simples pour que nous réussissions 4 les reconnaitre, leur ensemble
constituera I'objet d'une science exacte.

La construction d’'une telle science se compose essentiellement de deux
parties distinctes : I'une, qui est fondée sur Pobservation et I'expérience,
consiste a rassembler des faits et & en conclure par induction les lois et
les principes qui serviront de base & la science; l'autre, qui n’est qu’une
branche de la Logique générale, s'occupe de combiner ces principes fonda-
mentaux, de mani¢re a déduire la représentation des faits obscrvés et &
prédire en outre des faits nouveaux.

L’observation des faits ne peut, en général, avoir lieu avec une rigou-
reuse exactitude, et n’est jamais compléte. Rien ne peut donc nous garantir
a priori que les lois fournies par I'induction seront toutes vraies, ni qu’elles
seront suffisantes.

On reconnaitraleur fausseté lorsque, combinées par les procédés logiques,
elles aboutiront a4 des conséquences contradictoires, ou lorsque les faits
nouveaux qu’elles conduiraient a prévoir seront en désaccord avec la réalité
objective.

Il peut sc faire, d’autre part, que les lois admises ne soient pas toutes
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distinctes et indépendantes les unes des autres, et que quelques-unes
d’entre elles fassent partie des conséquences que 'on peut tirer de la com-
binaison des autres.

On voit ainsi quel est le role, dans I’¢établissement des principes, de la
partie de la science qui s’occupe de leur combinaison, abstraction faite de
leur origine expérimentale et des rapports de leurs conséquences avec les
faits réels. C’est elle qui doit constater d’abord si les principes sont com-
patibles entre eux, et ensuite s'ils sont irréductibles & un moindre nombre.
Une science fondée sur des principes qui satisfont a ces conditions est
absolument vraie, au point de vue rationnel et abstrait, quand méme elle
ne se trouverait pas conforme aux faits réels qu’elle était destinée a repré-
senter. C'est, dans ce cas, & la partie expérimentale et inductive qu’il faut
s'en prendre; ce sont les hypothéses fondamentales qu’il faut changer. La
partie purement logique, quoique devenue inutile, était irréprochable.

Cette partie logique des sciences exactes constitue ce qu’on appelle les
Mathématiques proprement dites. Celles-ci se divisent 2 leur tour en
Mathématiques pures, contenant les théories logiques applicables a I'étude
de toutes les classes de faits indistinctement, et en Mathématiques appli-
quées, traitant de I'application de ces théories générales 2 des classes par-
ticuliéres de faits, et des procédés spéciaux qui s’'adaptent le mieux &
chacune de ces classes.

11.

On donne le nom d’opération a Pacte qui transforme un phénoméne
dans un autre, de sorte qu'a une succession de phénoménes correspond
une combinaison d'opérations.

Pour appliquer la Logique & la combinaison des opérations, il n’est nul-
lement nécessaire de connaitre leur sens réel et la manicre dont elles s’exé-
cutent. 1l suffit d’avoir constaté certaines propriétés abstraites de ces opé-
rations, auxquelles on pourrait donner le nom de propriétés combina-
toires (1).

On peut construire une théorie abstraite des opérations fondée uniquement
sur la considération de ces propriétés, et comprenant ainsi comme cas
particulier ’Algébre ordinaire.

Un nombre ¢tant la loi de formation d'une quantité par'addition d’unités

(') Pour en donner un excmple, la théorie de la multiplication algébrique re-~
pose lout entiére sur les propriétés cxprimées par les égalités suivantes :

1° Pour a = a', b = &', on a a.b = a'.b' (uniformité);

2°(a+ b).c = a.c + b.c (propriété distributive);

3°a.b = b.a (propriété commutative);

4° (a.b).c = a.(b.c) (propriété associative);

5°ax o0=o0;

taxi1=a.
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égales, 'Artthmétique n’est autre chose que la théorie abstraite dc la
combinaison de cette sorte d’opcérations,

Les opérations peuvent étre simples, comme le sont les opérations fon-
damentales de I'Algtbre; elles jouissent alors de propriétés simples, et Ja
théorie de leur combinaison peut recevoir un grand développement. D'au-
tres fois, elles sont d’une nature plus complexe : telles sont les construc-
tions géométriques, dont la combinaison se fait le plus souvent d’aprés des
lois spéciales pour chaque cas particulier, sans qu’on puisse la soumettre
a des procédés généraux.

Les opérations complexes peuvent généralement se ramener aux opéra-
tions simples. C’est cette décomposition d’'opérations dans leurs éléments
qui caractérise les théories dites analytiques (Géométrie analytique, Méca-
nique analytique, etc.). On donne le nom de synthétiques aux théories ou
Pon emploic immédiatement les opérations complexes.

La diff¢érence essentielle entre les théories analytiques et les théories
synthétiques tient ainsia ce que, dans les premiéres, les opérations ont des
propriétés simples, qui permettent d’¢tablir des procédés généraux pour
leur combinaison, et fournissent des méthodes régulicres et directes pour
la solution des problémes. Dans les théories synthétiques, au contraire, la
complication et la variété plus grandes des opérations s’opposent a la for-
mation de régles simples pour leur application, et la solution, tout en
exigeant moins d’intermédiaires, est d’ordinaire le résultat d’un tatonne-
ment, que P'exercice, bien plus que les méthodes générales, peut mettre
en mesurc d'abréger.

I11.

Les grandeurs se divisent en grandeurs discrétes ou numériques, et en
grandeurs concrétes ou continues.

Les grandeurs discrétes se composent d'individus considérés comme iden-
tiques par rapport a la propriété d’aprés laquelle est dénommée l'espéce
de 'unité, qui est aussi I'espéce de la quantité. La quantité se forme par
la répétition ou multiplication de 'unité. La loi qui préside a cette opé-
ration s’appelle un nombre. Une quantité discréte est complétement connue
quand on donne son espcce et son nombre.

La théorie mathématique des quantités discrétes ne s’occupe que des
nombres qui les représentent, indépendamment de leur espéce. Les nombres
pouvant étre définis et comparés avec une exactitude parfaite, leur théorie
se présente immédiatement avec toute sa rigueur, et I'Arithmétique des
nombres entiers forme la branche la plus simple des Mathématiques pures.

Nous n’entreprendrons pas ici d’examiner quelle a été la part de Pexpé-
rvience dans la formation de PArithmdtique, tant élémentaire que supé-
rieure. Nous remarquerons sculement que, si I'expérience, c’est-a-dire
Iexamen des résultats obtenus en calculant sur des exemples particuliers,
a été souvent un auxiliaire puissant dans la recherche, par induction,
des propriétés des nombres les plus cachées, elle joue toutelois, comme

Hoben., — Essae, K
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base des principes et des démonstrations, un role des plus restreints, si
méme elle y intervient en quoi que ce soit.

- Les quantités concrétes se forment par accroissement continu (par
addition). klles sont considérées comme ¢tant de méme nature dans toutes
leurs parties, relativement aux propriétés qu'exprime leur dénomination.

Celles que nous avons sous les yeux ne sont pas susceptibles d’étre
définies et comparées avec une compléte exactitude, comme I'étaient les
quantités discrétes, et cela tient 4 la fois a I'indécision de leurs limites et
a Vimperfection de nos sens et de nos moyens d'observation. On ne peut
donc les soumettre directement & une théorie mathématique, et l'on est
forcé de remplacer leur ¢tude par celle de grandeurs idéales, définies par
les propriétés dont nos moyens de mesure plus ou moins grossiers nous
permettent de constater approximativement l'existence dans les objets
matériels.

Ainsi Pétude de I'étendue des corps réels, dont la forme ne peut étre
parfaitement définie ni parfaitement observée, doit éire précédée de I'étude
abstraite de corps idéaux, de formes rigoureusement déterminées a 'aide
de procédés de mesure complétement exacls, et cette derniére étude se
raméne c¢lle-méme & celle de figures privées d'unc ou de deux de leurs
dimensions, ct finalement & la considération du point privé de toute étendue.

De méme, la science du mouvement physique prend pour base, ou, si
Pon veut, pour canevas, la Mécanique abstraite, qui aux hypothéses de la
Géométrie en ajoute certaines autres, suggérées plus ou moins directement
par l'expéricnce; clle opére ainsi sur des corps géométriques, aux pro-
priétés desquels elle ajoute Pidée de masse, et qui sont soumis a des causes
de mouvement appelées forces, définies par Peflet qu'elles produisent ou
tendent & produire en vertu des lois admises. Aux diverses branches de la
Physique des corps réels correspondent des branches spéciales de la
Mccanique abstraite, appuyées sur de nouvelles hypothéses, que 'on choisit
de maniére a4 pouvoir les traiter par les méthodes mathématiques, et a en
déduire des résultats aussi voisins que possible des phénoménes que I'on
veut représenter.

Il importe essenticllement, dans ces sciences rationnelles et abstraites,
de distinguer les hypothéses, considérées en elles-mémes, lesquelles sont
a priori essentiellement arbitraires, 4 la seule condition de n’étre pas con-
tradictoires entre elles, de la valeur de ces hypothéses, considérées au
point de vue des applications. Toute science abstraite, fondée sur des
hypothéses non contradictoires et développée conformément aux régles
de la logique, est en elle-méme absolument vraie. Mais elle peut bien
n’avoir aucun rapport avec les phénoménes naturels, et se trouver fausse
lorsqu’on Fexamine au point de vue de la réalité physique. G'est ce qui
arrive quand les hypothéses ont été choisies d’une maniére erronée ou
incompléte, soit par suite d’une induction fondée sur des observations
trop inexactes ou trop restreintes, soit par suite de simplifications illégi-
times que on aura introduites pour faciliter I'¢tude mathématique.

Nous n'insisterons pas plus longtemps sur ces considérations générales,
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et nous nous bornerons i cn développer les applications & la plus simple
des sciences physiques : I'étude des corps sous le rapport de I'étendue, ou
la Géométrie.

Iv.

Au point de¢ vue de I'étendue, un corps ne se distingue d’un autre que
par scs limites. C'est donc sur les limites des corps que devra porter exclu-
sivement 1'étude de I'étendue. Deux corps qui ont les mémes limites sont
identiques au point de vue géométrique.

De méme que 'on connaitrait la forme d'un corps matéricl, sil'on pouvait
en détacher, sans la déformer, Penveloppe qui le contient, on supposera
le corps idéal entouré d’'une enveloppe sans épaisscur, ct la matiére du corps
retirée de cette enveloppe ou anéantie. G'est cette enveloppe ou surface
qui constituera, & proprement parler, le corps géométrique. Pareillement,
I'étude d’une portion de surlace se raménera a celle des limites de ses par-
ties, ou des lignes, I'¢tude des lignes a celle de leurs limites, ou des points.

La Géomctrie cst fondée avant tout sur Phypothése de Pexistence d’un
espace immobile ¢t indéfini, danslequel on peut conserver indication du
lieu occupé a un instant donné par un corps, ¢t ol les corps géométriques
peuventse déplaceren gardantidentiquementles propriétés quicorrespondent
a la notion physique de solidité. On admet que deux corps solides, qui ont
pu tour a tour coincider avee un troisiéme, sont susceptibles de coincider
entre eux, dans quelque partic de 'espace qu'on les transporte 'un et Pautre.

La proprié¢té de linvariabilité des figures, que nous avons prise comme
point de départ, ne peut, non plus que celle de I'immobilité de espace,
admettre une définition rigourcuse. L'idée d'invariabilité de forme nous
vientdel'expérience. Nousne pouvons, en effet, observer que des changements
relatifs de figure et des déplacements relatifs. Tout ce que nous alfirmons
relativement & Fidentité absolue de licu et de forme est uniquement fondé
sur lidentité de nos sensations.

Aprés avoir acquis l'idée de grandeur ou d’étendue par la considération
du mouvement (voir la Note suivante), nous constalons que certains corps,
ceux surtout qui offrent au toucher le plus de résistance, nous présentent
toujours, de quelque manicre qu’on les déplace, des dimensions et des
coufigurations que nous jugcons étre les mémes, ¢lest-i-dire qui,appréciées
d’aprés le mouvement de Pail, en tenant compte de la distance, nous
causent des impressions toujours identiques. Nous donnons i ces corps le
nom de corps solides.

L’hypothese de linvanabilité de figure ne peut, par conséquent, étre
assise sur des expériences susceptibles d’'une approximation indéfinie et
présentant une certitude objective. Nous I'acceptons, parce qu’elle nous
semble plus conforme a nos impressions physiologiques, et qu'elle explique
de la maniére la plus simple les phénoménes qui affectent nos sens.

Cette hypothése n’a pas besoin d’étre admise tout d’abord dans son eatiére
généralité, ct I'étude de la Géométrie montre que son enscmble découle
comme conséquence de certains cas particuliers convenablement choisis.
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La notion d’mvariabilité de forme étant admise, c’est 'expérience qui
nous suggére celle de la possibilité du transport d’un corps invariable
dans l'espace tel que nous le connaissons, absolument comme une figure
plane ou sphérique peut étre déplacée sur le plan ou sur la sphére sans
changer de forme. Mais il ne serait pas absurde @ priori de supposer
I'existence d’un espace dans lequel ce transport serait impossible sans une
déformation plus ou moins profonde, exactement comme cela a lieu pour
une figure tracée sur un cone ou sur un ellipsoide.

Unec autre notion essentiellement expérimentale, c’est la distinction entre
la droite et la gauche, sans laquelle il serait impossible de définir indépen-
damment l'une de l'autre deux rotations effectuées autour d’un méme axe
dans des sens opposés. Cette notion ne peut évidemment s’expliquer
qu’en la rapportant a notre propre corps.

L’expéricnce nous apprend ensuite qu'un corps matériel, fixé par un seul
de ses points, peut prendre une infinité de positions différentes.

Il en est de méme aussi d'un corps fixé par deux de ses points; scu-
lenent, dans ce cas, la libert¢ du mouvement est plus restreinte.

De plus, en continuant ce mouvement dans fe méme sens, le corps finira
par reprendre exactement sa posilion primitive.

On constate ensuite (ue, lorsqu'un corps tourne autour de deux de ses
points, il y a, oulre ces deux points, une suite continue d’autres points, en
nombre infini, qui restent immobiles pendant le mouvement du corps. Cette
suite s’étend, non sculement entre les deux points fixes, mais encore au
deld, dans les deux sens, quelque loin que le corps soit prolongé. Elle forme
une ligne se prolongeant indéfiniment des deux cotés, et & laquelle on donne
le non de ligne drotte.

De ce mode de géndération il résulte que deux lignes droites qui ont deux
points communs coincident dans toute leur étendue. En d’autres termes,
par deux points donnés on peut donc mener une ligne droite, et une seule (1).

Si, enfin, on fixe trois points d’un corps, le corps cesse d’étre mobile, &
moins guc ces trois points ne se trouvent en ligne droite.

L’expérience fait naitre en nous l'idée d’une surface superposable a elle-
méme par rctournement, et par suite comprenant tout entiére une ligne
droite aveclaquelle clle a deux points communs. Cette surface est le plan.

Telles sont les principales hypothéses sur lesquelles s’appuient les
vingt-huit premiéres propositions d’Euclide, et qui conduisent a la démon-
stration de 'existence des paralléles. On pourrait poursuivre I'étude de la
Géomdétrie sans admettre d’hypothése nouvelle, et les travaux de Loba-
tchefsky et de J. Bolyai ont fait voir que les précédentes suffisent a elles

(*) Lobatchefshy et W. Bolyai ont essay¢ de se passer de cet axiome de la ligne
droite, en démontrant, 4 l'aide des propriétés intuitives de Ia sphére, I'existence
du plan, dont ils tirent celle de la ligone droite, comme conséquence. Mais leur dé-
monsiration présente encore quelques points obscurs, qui n’ont pas ¢té compléte-
ment celaircts. (Voir la Note 111.)
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seules pour la construction d’'une Géométrie compléte, comprenant comme
cas particulier celle que I'expérience nous indique comme la plus conforme
aux propriétés réelles de 'étendue.

Cette Géométrie générale peut étre développée jusqu’au bout, sans que
rien n’oblige a déterminer d'une maniére quelconque un certain paramétre
arbitraire, qui entre dans la plupart des relations métriques. Elle est
absolument vraie indépendamment de cette détermination, et si expé-
rience venait & nous offrir un espace oit les relations métriques fondamen-
tales fussent vérifices pour une valeur de ce paramélre autre que zéro,
toutes les déductions obtenues seraient vérifices pour cet espace. Clest
ainsi que M. Beltrami a constaté que la Géométrie plane de Lobatchefsky
et de Bolyai trouve sa réalisation compléte dans les surfaces 3 courbure
constante négative.

Mais, pour obtenir avec 'expéricnce un accord aussi complet que possible,
on est amené & choisir, parmi toutes les valeurs que peut prendre le
paramétre en question (1), la valeur zéro, qui se¢ trouve en méme temps
correspondre au cas le plus simple et le plus facile & traiter. On obtient
de cette manicre la Géométrie euclidienne ou Géométrie ordinaire. Ce
choix du paramétre répond, sous sa forme ¢lémentaire, 4 Vhypothése
d’une direction unique pour le parallélisme.

Jusqu'a quel point ce choix était-il imposé par Pexpérience? Clest ce
qu’on n’avait jamais su avec précision avant les derniéres recherches de
Legendre et de Lobatchefsky (2). On savait déja que les observations les
plus précises n’avaient indiqué jusque-la aucun désaccord avec la Géométrie
euclidienne. Mais ce sont ces deux géométres qui ont démontré les premiers
que, si I'accord a licu pour des figures de grandes dimensions, il a lieu a
plus forte raison pour des fizures de dimensions moindres, et leurs con-
clusions ont donné a la vérification expérimentale de I'hypothése eucli-
dienne une valeur et une portée incomparablement supérieures a ce que
I'on peut obtenir d’analogue pour les autres sciences physiques.

Ce n'est pas ainsi,on le sait, que expérience a parlé aux premiers inven-
teurs de la Géométrie, qui, comme le font encore beaucoup de modernes,
ont confondu les données expérimentales avee celles de la raison pure.
L’hypothése euclidienne a été admise au nom de ce qu'on appelle Iévi-
dence, c’est-a-dire d’un troisi¢cme moven de connaitre intermédiaire entre
I'expérience ét le raisonnement, et participant a la fécondité de Fune et a
fa certitude de Vautre. Pour nous ’évidence n’est autre chose qu'une expé-
rience assez souventrépétée pour que la force de 'habitnde nous en ait fait

(') Ce paramétre pourrait recevoir non seulement des valeurs négatives qui rc-
pondraient 4 la Géométrie de Lobatchefsky ou Géométrie hyperbolique (voir
Kiewx, Math. Annalen, t. VI, p. 112), comme on I'a nommdée dans ces derniecs
temps, mais encore des valeurs positives, comme dans la Géométrie elliptique, ol
les lignes de plus courte distance peuvent se rencontrer en plus d’'un point,

(?) Voir Note VL.




70 APPENDICE.

perdre la conscience, et dont les résultats, conservés par la mémoire, nous
dispensent de la reproduire matériellement chaque fois que nous voulons
y recourir. 11 nous est impossible d’admettre cette entité, si commode a
invoquer quand les raisons solides font défaut.

On a remarqué, en jugeant soit d’aprés une construction géométrique,
soit d’aprés les indications d’un il exercé, que, si I'on fait tourner tant
soit peu une paralléle i une droite autour d'un de ses points, on obtient
une rencontre des denx droites. Cela a suffi pour faire introduire ce fait
parmi les principes, ¢t on I'y a maintenu, parce (que toutes ses consé-
quences se sont trouvées conformes aux expériences les plus variées de la
vie de chaque jour, aussi bien qu’aux mesures scientifiques les plus précises.

1l nous parait donc bien établi que la Géométrie, comme la Mécanique,
I'Optique, la Théorie de la Chaleur ou celle de I’Electricité, se compose :
1° d'unc partie plysique, plus restreinte, a la vérité, que dans les autres
sciences, mais a laquelle sont dues les hypothéses fondamentales relatives
aux propriétés de 'espace, et qui comprend aussi les applications de cette
science a I'étude de la nature : I'Astronomie pratique, la Géodésie, la Topo-
graphie, etc.; 2° d'une partie théorique et abstraite, qui met en ceuvre
les hypothéses, quelles qu’elles soient, fournies par la partie physique, et
qui seule a droit au titre de seience eracte. Cest 4 cette derniére partie
seule qu'apparticnt la certitude mathématique, laquelle ne porte que sur
Paccord des hypothéses avee leurs conséquences, et nullement sur la valeur
des hypothéses elles-mémes. Le contrdle des hypothéses appartient exclusi-
vement & la partic physique, qui, aprés les avoir suggérées a la science
abstraite, a encore & apprécier leur exactitude, soit directement, soit d'aprés
leurs conséquences.

NOTE II.
Sur l1e mouvement géométrique.

C’est par suite d'une confusion d'idées que plusieurs géométres veulent
bannir des éléments de Géométrie la considération du mouvement.

L’idée du mouvement, abstraction faite du temps employé a I'accomplir,
c’est-d-dire I'idée du moucement géométrique, nest pas une idée plus
complexe que celle de grandeur ou d'é¢tenduc. On peut méme dire, en
toute rigucur, que cette idée est identique avec celle de grandeur, puisque
c’est précisément par le mouvement que nous parvenons i l'idée de grandeur.

CGe mouvement géométrique, qu'il faut se garder de confondre avec le
mouvement dans le temps, objet de la Cinématique, ne peut pas dépendre
d’une autre science que de la Géométrie pure.

I est avantageux d’introduire cette idée de mouvement géométrique le
plus tot et le plus explicitement possible. On y gagne beaucoup sous le
rapport de la clarté et de la précision du langage, et 'on se trouve mieux
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préparé a introduire plus tard dans le mouvement les notions nouvelles de
temps et de vitesse.

Cest d’ailleurs ce que tous les anteurs font & leur insu et malgré eux;
et il serait difficile de trouver une seule démonstration d’une proposition
fondamentale de Géométrie dans laquelle n’entre pas I'idée de mouvement
géométrique plus ou moins déguisée.

NOTE III.
Sur les axiomes relatifs a I'existence du plan et de la ligne droite.

Nous avons admis, pour plus de simplicité, comme deux axiomes indé-
pendants, lexistence de la ligne droite et celle du plan. Les deux géométres
dans les Ouvrages desquels nous trouvons la vraie théoric des paralléles,
Bolyai et Lobatchefsky, ont poussé plus loin leurs recherches, et ont fondé
les définitions du plan ct de la ligne droite sur d’autres axiomes plus simples
et d’'une évidence plus frappante. Voici a peu prés comment Bolyai établit
ces notions (1).

On peut d’abord définir I'égalité de deux distances indépendamment de
la ligne qui sert a les mesurer, et sans laquelle on ne pourrait définir ce
que c’est qu'une distance plus grande qu’une autre. Si A et B, A’ et B' sont
deux systémes de points, on peut imaginer que chacun de ces systémes
fasse partic d’un systéme solide quelconque (2). Si I'on peut transporter
Fune de ces figures sur Pautre de maniére que, A étant placé sur A, B
puisse se placer sur B’, on dira que les distances AB, A'B’ sont égales.

Le point A étant considéré comme fixe, I'ensemble de tous les points B
de I'espace également distants de A forme une surface continue et fermée,
appelée sphére, et dont le point A est le centre,

Une sphére partage espace en deux parties, Pune intérieure, I'autre
extérieure. Un point ne peut passer de 'une de ces parties dans 'autre
sans avoir rencontré la sphére.

Une sphére ne fait que glisser sur elle-méme, lorsqu’on la fait tourner
d’une maniére quelconque autour de son centre.

Deux sphéres de centres dilférents ne peuvent coincider.

D’un centre donné, on peut toujours décrire unc sphére passant par un
point donné.

On peut aussi, d'un centre donné, décrire une sphére qui renferme dans
son intérieur une figure donnée quelconque de dimensions finies.

(') Tentamen in elementa Matheseos, etc., t. I, p. 468 et suiv.; Maros Vasir-
hely, 1833. — Kurzer Grundriss eings Versuchs u. s. w. § 33 et suiv: Maros
Vasarhely, 1851,

(%) Voirla Note L.
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Soient 8, 8’ deux sphéres de centres O, O, et telles que chacune d'elles
passe par lc centre de I'autre. Puisque chacune de ces sphéres a une partie
intéricure a 'autre sphére, il faudra nécessairement qu'elles aient des points
communs. Si A est un de ces points, ¢t quon fasse tourner I'ensemble des
deux sphéres autour des deux centres supposés fixes, A décrira le lieu des
points communs aux deux sphéres. Ce lieu sera une courbe fermée G, pou-
vant glisser sur elle-méme, et & laquelle nous donnerons le nom de cercle.

Si I'on retourne la figure, de maniére que O vienne en O" et O’ en O, §
coincidera avee 8’ et 8’ avec S. Par suite le cercle C retombera sur son
ancienne position. Donc le cercle est superposable i lui-méme par retour-
nement.

Des centres O et O’ décrivons deux autres sphéres Sy, S, égales entre
clles, et enveloppant respectivement les sphéres 8 et §'. Chacun des centres
O, O’ sera a la fois intérieur aux deux sphéres, d'od U'on conclut aisément
que les deux sphéres, ayant une partie intérieure commune, doivent néces-
sairement se rencontrer. On verrait de méme que leur intersection est un
nouvecau cercle C;, pouvant glisser sur lui-méme, et superposable & lui-
méme par retourncment.

Si I'on construit ainsi deux séries de sphéres égales, s’étendant d’une
manicre continue jusqu'a Pinfini, le lieu des cercles suivant lesquels elles
se coupent deux a deux s'étendra indéfiniment, et formera une surface
pouvant glisser sur elle-méme, lorsqu’on la fait tourner autour des points
0, O', et superposable & elle-méme par retournement. Nous appellerons
cette surface un plan.

Lorsqu’on retourne la figure en placant O en 0’ et O’en O, on peut faire
en sorte qu'un point A du cercle C revicnne sur son ancienne position. De
part et d’autre de A, les points du cercle se placeront deux a deux les uns
sur les autres, et se distribueront ainsi symétriquement par rapport a A.
Si Pon désigne par M, M deux quelconques de ces points symétriques, ils
pourront étre considérés comme les positions simultanées de deux mobiles
partant de A et parcourant le cercle en sens coatraire. Ces mobiles se ren-
contreront nécessairement en un point B, qui, avec A, partagera le cercle en
deux moitiés superposables AMB, AM'B.

Le retournement de la figure pourra étre considéré comme produit par
une demi-révolution autour des points A et B, que Ie retournement laisse
immobiles.

Dans la demi-révolution de la figure autour de A et de B, chaque point
m du plan, appartenant au cercle ¢, décrit un demi-cercle, en venant se
placer sur un point m' du méme cercle ¢, et tant que ce cercle ne se réduira
pas 4 un point unique, il ne pourra revenir 4 sa premiére position qu’aprés
avoir achevé la révolution entiére.

Or, dans chaque cercle ¢, il y a deux points qui se’ trouvent dans leur
position primitive aprés la demi-révolution. Donc ces points ont di décrire
des cercles nuls, c’est-d-dire qu'ils n’ont pas changé de place pendant la
vévolution.

L’ensemble de tous ces points forme une ligne qui reste immobile lors-
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qu'on fa fait tourner autour de deux de ces points. Cette ligne s’appelle la
ligne droite. ‘

Transportons maintenant la droite le long d’elle-méme, de maniére que
deux de ses points a, b tombent sur deux aatres points a’, b' de la pre-
miére position. La nouvelle position restera immobile, lorsqu’on la fera
tourner autour de a' et de &', et I'on en conclut qu’elle coincidera nécessai-
rement dans toute son étendue avec Fancienne position, les points de
celle-ci étant lcs seuls qui déerivent des cercles nuls. Donc on peut faire
glisser une droite le long d’elle-méme sans qu'elle cesse de coincider avec
sa premiére position.

Si d’un point xcomme centre on décrit un sphére qui enveloppe les points
A et B, et rencontre la droite en b et &', la portion de droite ab pourra
étre placée de maniére que @ tombe en &' et b en a. Alors se trouvera
comblée la lacune qui existait encore entre A et B.

En faisant maintenant tourner la fizure autour de OO’, la portion de
droite AB engendrera une portion de plan qui comblera la lacane laissée
dans Uintérieur du cercle C.

Si T'on fait tourner la droite ab autour de @ de maniére que b reste dans
le plan, la droite restera tout entiére dans le plan. Car,si elle en sortait
d’un cé6té, elle ne serait plus superposable a elle-méme, lorsqu’on ferait
faire au plan une demi-révolution autour des points du cercle qui sont les
milieux des deux arcs ab. .

On peut donc joindre par une droite le point @ 4 un point quelconque m
du plan. »

Si I'on fait mouvoir la droite am le long d’une autre droite quelconque
bm, tracée sur le plan, la droite mobile décrira le plan.

Si l'on fait tourner le plan autour du point a de maniére que bm ren-
contre toujours deux positions de am, le plan ne cessera pas de coincider
avec lui-méme.

Il en sera de méme si l'on fait glisser de la méme maniére la droite am
e long d'elle-méme.

Donc le plan est une surface superposable i elle-méme lorsqu'on la fait
glisser sur elle-méme d’une maniére quelconque, et de plus superposable a
elle-méme par retournement.

De la résulte que par trois points non en ligne droite on peut toujours
faire passer un plan et un seul.

NOTE IV.

Sur la définition de la ligne droite.

Supposons un observateur placé au milieu d’une vaste plaine. 11 apercoit
de loin un point, et veut se transporter en ce point,
L'instinct le porte a marcher dans la direction suivant laquelle ce point

-
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lui envoie ses impressions lumineuses. La preuve que ce procédé est in-
stinctif, c’est qu'il est suivi par tous les animaux,

L'expérience, aidée de la réflexion, lui apprend plus tard qu’en suivant
cette route il accomplit le trajet en moins de temps que s'il se fat écarté
de la direction des rayons lumineux.

De la cette vérité vulgaire, mais assez complexe au point de vue géomé-
trique : La ligne droite est le plus court chemin d’un point ¢ un autre.
C'est cet énoncé que les auteurs de la plupart des Traités de Géométrie ont
cru pouvoir prendre pour définition de la ligne droite.

En discutant l'origine et la véritable signification de cette notion du sens
commun, nous verrans sans peine que I'inscription d’une telle proposition
en téte des éléments de Géométrie indique que l'on n'a pas suffisamment
analysé les idées trés simples qui se rapportent a cet objet.

Certains philosophes de I'antiquité, au licu de Proclus, voulant railler
agréablement la 20° proposition d’Euclide, prétendaient que les 4nes eux-
mémes I'admettaient sans démonstration. On peut répondre a cela que les
dnes, en suivant telle route plutdt que telle autre pour atteindre leur but,
ne s¢ préoccupent en aucune facon de lalongueur du chemin. Leur instinct
les porte & marcher dans la ligne suivant laquelle objet impressionne leurs
sens, et cette ligne sera la ligne droite, parce que c’est la route que suivent
la lumiére, le son, etc. Il n’est pas impossible, d'ailleurs, que les animaux
fassent quelquefois acte d'intelligence, en adoptant le chemin que I'expé-
rience leur a montré étre le plus court.

C’est donc Pexpérience, aidée de la mémoire et de la réflexion, qui nous
apprend que le chemin rectiligne est, toutes choses égales d'ailleurs, le plus tot
parcouru.

Le jugement concordant, quel’on forme en appréciant au coup d’eil la
longueur du chemin, doit étre rapporté 4 la méme origine, puisque I'idée
de grandeur, que nous transmet immédiatement le sens de la vue(abstraction
faite des notions fournies par les autres sens, ainsi que par la mémoire et
la réflexion), n'a pas d’autre source que le mouvement plus ou moins con-
sidérable que doit exécuter Paxe del'eil pour parcourir tel ou tel contour.

Il nous parait donc ¢tabli que I'adoption du chemin rectiligne a une
origine primitivement instinctive et irréfléchic, et que sa propriété de
minimum, (ui en afait conserver 'usage, nous a étérévélée par I'expérience.

Examinons maintenant de plus prés quelle est la signification de ce
jugement, quelle en est I'exacte interprétation géométrique, aprés qu'on
I'a, pour ainsi dire, épuré par la faculté d’abstraction, ct dépouillé de toutes
les circonstances physiques qui avaient accompagné sa formation.

Le chemin de direction constante (1), que nous parcourons en suivant
le rayon lumincux, nous conduit a I'idée d’une ligne de direction constante,
en remplacant, par la penscée, notre corps par un point, c'est-a-dire en rédui-

(") Nous jugeons que la direction est constante, parce que nous n’avons fait au-
cun effort pourimprimer 4 notre corps un mouvement de rotation.
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. sant indéfiniment les dimensions de notre corps par rapport i ce quil'envi-
ronne; ce qui donne a Fidée de chemin une précision de plus en plus grande.
En appliquant le méme procédé d’abstractionaux autres chemins possibles,
on a duo continuer d’abord, sans s’en rendre compte, 4 mesurer la longueur
du chemin par le nombre des pas, le temps du parcours par le temps
employé & faire un pas; 'idée de temps n’étant ici, du reste, qu'une idée
auxiliaire, qui doit étre éliminée 4 la fin de I'opération inteHectuelle. Dans
le langage abstrait, ccla revient a supposer le mobile décrivant un polygone,
et a admettre, comme un fait d'expérience, qu'un coté d’un polygone est
moindre que la somme de tous les autres.

Pour aller plus loin, pour acquérir des notions relatives a la longueur des
lignes courbes, on est forcé de recourir & un nouveau procédé, au procédé
du passage a la limite, qui remplace la comparaison directe devenue
impossible.

Il ne suffit pas, en effet, de faire appel ici a l'idée vague que chacun a
ou croit avoir de la longueur d'une courbe. On peut bien, il est vrai, définir
nettement ce qu'on entend par un are plus grand ou plus petit qu'un autre,
lorsque ces deux ares sont comptés sur une méme courbe, dans le méme
sens et « partir d’une origine commune. Mais d¢ja, dés qu’il ne s’agit
plus du cercle ou de I'hélice, il n’est plus possible de comparer directement
deux arcs de la méme courbe, lorsqu'ils ne sont pas comptés a partir de la
méme origine. A plus forte raison, cette comparaison est-elle impossible,
lorsque I'on considére des ares pris sur des courbes différentes.

Il faut bien, cependant, que I'on trouve un moyen de suppléer a cette
comparaison directe, sans quoi, en disant que telle ligne est plus ou moins
longue que telle autre, on ne ferait que prononcer une phrase absolument
vide de sens. Voyons done quels moyens peuvent proposer ceux qui se
refusent & invoquer le principe des limites.

1° Le temps employé par le mobile pour parcourir un certain chemin,
— Mais il faut alors supposer tacitement que la vitesse est la méme dans
lesdeux chemins que 'on veut comparer. Qu’est-ce maintenant quela vitesse?
Ou, si I'on renonce & définir la vitesse, en 'admettant au nombre des
quantités primitives, qu'est-ce que deux vitesses égales? — De quelque
manié¢re que I'on essaye de répondre & cette question, on se trouvera tou-
jours obligé, tot ou tard, de passer par les notions de limites, et I'on n'aura
fait que reculer inutilement la difficulté, en introduisant des auxiliaires
inutiles, pour faire unc comparaison qu'on aurait aussi bien pu faire direc-
tement.

2° On applique un fil flexible sur la courbe, puis on le redresse. — On
suppose ici le fil inextensible. Qu'est—ce donc qu’un fil inextensible, dés
qu’il cesse d’é¢tre en ligne droite ou d’étre appliqué sur la méme courbe?
Toutes les définitions que I'on peut tenter de donner du phénoméne phy-
sique de I'allongement d’un fit curviligne revicnnent, en définitive, & dter
a ce fil (supposé infiniment mince) son caractére de courbe continue, pour
en faire un polygone a cités trés petits, et ce n’est que dans le passage &
Ia limite que Pon arrive a supposer ces cdtés infiniment petits. On voit



<6 APPENDICE.

donc que, la encore, on n’a fait qu'obscarcir la question en la compliquant
de notions physiques étrangéres,

Telles sont les difficultés insurmontables que 1'on rencontre, lorsqu’on
veut définir la plus simple des figures de Géométrie au moyen d'une de ses
propriétés secondaires, qui n’est, au fond, qu'un théoréme d’une nature
assez compliquée, et exigeant, pour étre compris, la connaissance préalable
d’un grand nombre d’autres propositions (1).

Nous disons que la proprié¢té de minimum de la ligne droite est une
propriété secondaire. En elfet, aucune des propositions fondamentales de
la Géométrie ne repose sur cette propriété, du moins quand on prend, pour
arriver & leur démonstration, la voie la plus directe et la plus naturelle.

La propriété dont il s'agit a son analogue dans toutes les figures symé-
triques, sans que cependant on ait jamais songé d laprendre comme définition
pour une autre figure que pour la ligne droite. Que dirait-on, en effet, d’'un
auteur qui définirait le cercle comme lacourbe d'aire mazimum parmi celles
d’un périmétre donné? Il serait difficile de déduire simplement,.de cette
définition, les propriétés fondamentales du cercle. Et cependant c’est ce
méme procédé que la plupart des auteurs suivent pour la ligne droite, et
la force de 'habitude nous empéche seule d’en sentir P'étrangeté.

L’origine de cette prétendue définition de la ligne droite remonte 3 une
fausse interprétation d'un passage d’Archiméde. Lorsque ce grand géométre
voulut, le premier, aborder les problémes de la rectification du cercle et
de la quadrature de la sphére, il lui fallut bien définir ce qu'il entendait
par longueur d’une ligne courbe ou par aire d’'une surface courbe. Pour
y parvenir, il posa comme des principes { imobéaeis) certaines propositions,
sur lesquelles il s’appuya comme sur de nouveaux axiomes :

1° La ligne droite est la plus courte de toutes celles qui ont les mémes
extrémités.

2° Un contour convexe est moindre qu'un contour qui l'enveloppe en
s’appuyant sur les mémes extrémités.

3 La surface plane est la plus petite de toutes celles qui sont terminées
au méme contour.

Etc.

On peut aisément montrer, comme chacun sait, que la méthode d'ex-
haustion, employée par les Anciens dans leurs démonstrations, est identique,
pour le fond, avec la méthode des limites, par laquelle les Modernes 'ont
remplacée. La limite d’'une quantité variable n’est déterminée, en effet, que
par I'exclusion de toutes les valeurs de la variable, autres que celle que
I'on ne peut définir directement, et que la variable ne peut en général jamais
atteindre; et ce procédé est précisément celui de la méthode d’exhaustion.

En suivant le méme ordre d’idées, on reconnaitra facilement que les prin-

(') Ce théoréme dépend, en cflet, comme nous 'avons déja remarqué, de la re-

b
cherche des conditions de minimum de l'intégrale [ vdzxt+ dy? +ds?.

*a
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cipes que nous venons de rapporter, étant interprétés d’aprés les idées mo-
dernes, ne sont autre chose que des définitions de la longueur d’une ligne
courbe, ou de laire d'une surface courbe. Ainsi Archiméde, ne pouvant
définir directement la ligne droite qui représente une longueur curviligne,
a défini celle-ci comme quelque chose plus grand que tous les contours
rectilignes inscrits, et plus petit que tous les contours rectilignes circon-
scrits. Comme on peut faire en sorte que deux contours rectilignes, pris
dans chacune de ces deux séries, soient rendus aussi peu différents que Fon
voudra 'un de l'autre, il en résulte que ces deux séries tendent vers une
limite commune, qui est la longueur de la courbe. On voit donc que nous
sommes arrivés 3 la définition moderne de la longueur de I'arc de courbe,
sans faire autre chose que de traduire et de développer l'idée d’Archiméde,
et que les principes que nous avons cités, loin de contenir une définition de
la ligne droite, servent au contraire a définir, au moyen de la ligne droite,
la longueur de la ligne courbe.

On peut remarquer en méme temps que les auteurs qui ont fait cette
confusion au sujet de la ligne droite auraient dua, pour rester conséquents
avec eux-mémes, prendre le troisiéme principe pour définition du plan, les
propriétés exprimées par les principes 1 et 3 ¢tant complétement ana-
logues.

NOTE V.
Sur l'unité angulaire.

Les diverses fonctions trigonométriques, le sinus, la tangente, etc., sont
définies d’abord pour le premier quadrant, dans Fintervalle duquel elles
parcourent entiérement la série de leurs valeurs numériques. C'est par
I'introduction des signes + et — que 'on parvient & donner, aux angles

non compris entre les limites o et —, des fonctions trigonométriques, qui
2

ne sont autres que celles de certains angles du premier quadrant, prises
avec des signes convenables. On sait, en eflet, que, pour obtenir les fonc-

. . - T .
tions trigonométriques d’un angle < o ou > é, on commence par ajouter

ou retrancher le nombre de quadrants nécessaire pour ramener l'angle
donné a étre compris dans le premicer quadrant, de sorte qu’il suffit d’avoir
une Table des fonctions trigonométriques dressée seulement pour le pre-
mier quadrant.

Si I'on exprime maintenant un anglc en prenant le quadrant pour unité,
et le soumettant i la division décimale, angle se composcra d’une partie
entiére, positive ou négative, et d’une partic décimale, que I'on pourra
toujours supposer positive. L'opération de l'addition ou de la soustraction
des quadrants sera alors complétement analogue a celle du changement de
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caractéristique dans les logarithmes décimaux. Cest déja la un premier
avantage du choix de la véritable unité angulaire.

Si, comme quelques auteurs l'ont proposé, on prenait le cercle enticr
pour unité, le quadrant serait représenté par la fractior o,25, et, pour
opérer la réduction d'un angle au premier quadrant. on serait obligé d’al-
térer les deux premiéres décimales, ce qui serait beaucoup moins simple
dans la pratique.

L’adoption, comme unité angulaire, du centiéme de quadrant ou grade n'a
d’autre raison d’étre que le désir de se rapprocher du degré sexagésimal.
Il n’en peut résulter aucun avantage séricux, maisseulement une complica-
tion dans I'écriture, et une perpétuelle confusion des degrés nouveaur, des
minutes nouvelles, ete., avec les degrés anciens, les minutes anciennes, ctc.

Nous avons signalé unc premicére analogic entre la division décimale du
quadrant et les logarithmes décimaux du systéme de Briggs. La raison de
cette analogie cst facile a saisir. Si Von considére une exponentielle & ex-
posant complexe,

ar+1iy,

¢ désignant la racine carrée de — 1, la partie réclle de Vexposant est un
logarithme réel, le coefficient de £ un arc de cercle; de sorte qu'on peut
regarder les ares de cercle comme des logarithmes imaginaires. D'aprés cela,
si I'on rapporte les logarithmes au systéme décimal, les déplacements dela
virgule dans la valeur numdérique de Uexpouenticlle répondront a des chan-
gements de la scule caractéristique; et, d’aprés la nature des exponen-
tielles réelles, qui ne sont pas des fonctions a période réelle, la caractéris-
tique pourra prendre toutes les valeurs enticéres, de — ¢ 4 + .

De méme, si l'on adopte la division décimale pour les logarithmes ima-
ginaires, les changements de quadrant, qui reviennent a la multiplication
de I'exponcaticlle par une puissance de £, correspondront i des changements
de la caractéristique du logarithme imaginaire; ct, d’aprés le caractére
périodique de Vexponenticlle imaginaire, cette exponentielle pavrcourra le
cycle entier de scs valeurs, lorsquon fera varier la caractéristique de o
3 4, ou encore, ce qui revient au méme, de — 2 3 -+ 2, I'addition d’une
unité a la caractéristique équivalant a la multiplication par &.

2

Ainsi, de méme que 10 est la base des logarithmes réels décimaux, e
sera celle des logarithmes imaginaires décimaux.

Les autres unilés angulaires dont on fait usage ont aussi lcurs analogucs
dans les logarithmes, et il est ais¢ des’en rendre compte au moyen des con-
sidérations précédentes.

Dans le calcul littéral, on emploie constamment les logarithmes naturels,
relatifs & la base ¢, et I'on prend pour unité angulaire 'arc égal au rayon.
Dans ce cas, 'analogue de la caractéristique des logarithmes décimaux réels
n’est plus un nombre entier; c’estle logarithme naturel de 10, ou le nombre
2,302585.. .. L’analogue de la caractéristique des logarithmes décimaux ima-

ginaires est, de méme, le nombre irrationnel - . Pour calculer numérique-
2
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ment dans ce systéme naturel, on serait donc obligé de sc servir de ca-
ractéristiques fractionnaires, cc qui scrait peu commode dans la pratique.

1l reste & chercher l'analogue de la division sexagésimale du cercle. 11
faut, pour cela, remonter dans I'antiquité au temps ou les astronomes fai-
saient usage de la division sexagésimale du rayon, ct oit le calcul proprement
dit était trop méprisé des hommes de science pour qu'ils songeassent & en
perfectionner les méthodes. Les inventeurs des logarithmes se sont bien
gardés de reprendre ces traditions, en choisissant 6o ou go pour bases de
leurs systémes, et la numération sexagésimale des logarithmes imaginaires
n’a plus aujourd’hui rien qui lui cor 'cepondc dans la numération des nom-
bres réels, du moins dans les pays qui, comme la [‘1dnce ont soumis leur
systéme mdétrique a la division décimale.

On s¢ demande souvent pourquoi les astronomes francais, aprés avoir
proposé les premiers la division décimale du quadrant (1), que les étran-
gers appellent encore la division francaise, ont été eux-mémes les
premiers i 'abandonner. Il y a, pour expliquer ce fait, une raison trés
grave dans la nécessité ot sont les astronomes de puiser sans cesse dans
des registres d’observations, qui, & toutes les ¢poques, ont ¢té construits
d’aprés le systéme sexagdésimal. On congoit quel immense travail entraine-
rait la conversion de tant de nombres d'un systéine dans Pautre, et quelle
source d’erreurs et de confusion résulterait d'un tel remaniement, sans
parler des inconvénicents qu'éprouveraient les observateurs actuels, forcés
de changer leurs habitudes et leurs instruments. L’Astronomie, enchainée
par son passé, a donc sagement fait de renoncer & un perfectionnement qui,
en somme, aurait présenté plus de dangers que d’avantages réels.

Mais les astronomes observateurs ne sont pas seuls a se servir des Tables
trigonométriques. Or, pour tout autre usage que le calcul immédiat des
observations faites avec des instruments portant la division sexagési-
male, il est incontestable que la division décimale présenterait des avan-
tages immenses, et nous ne pouvons comprendre la persistance avec la-
quelle la plupart des calculateurs la rejettent. 1l n'est pas besoin d’une
bien grande expérience du calcul pour voir combicn on gagnerait a 'adopter
dans les calculs de Mécanique céleste, de Géodésie, de Topograplie, en un
mot, dans tous les cas ou 'on n’a pas a lire ses nombres dans un registre
d’observations astronomiques.

La seule raison valable que Von pourrait nous opposer, c'est le manque
de bonnes Tables trigonométriques décimales. Les seules Tables a sept fi-
gures construites dans ce systéme, celles de Hobert ct Ideler, de Borda et
de Callet, sont mal disposées pour les usages pratiques, l'intervalle des divi-
siong étant trop considérable. Les tables de Plauzoles, a six figures, sont beau-
coup plus commodes, et cependant elles sont peu répandues. Pour que les
calculateurs pussent jouir des avantages de la division-décimale, il faudrait

(*) Voir, pour plus de détails, I'lntroduction des Zables décimales de Hoserr
el IveLer. Berlin, 1799.



8o APPENDICE.

que l'on tirat des grandes Tables manuscrites du Cadastre (1) une série de
Tables répondant aux divers degrés de précision dont on a besoin dans
les calculs, c’est-a-dire des Tables a sept, & six, & cing et & quatre figures.
Si cette publication était faite avec les mémes soins et une disposition aussi
convenable que celle des bonnes Tables sexagésimales publi¢es réecemment
en Allemagne, nous sommes convaincu que le seul systéme vraiment ra-
tionnel reprendrait bientét faveur, et que les Tables sexagésimales ne
trouveraient plus place que dans les observatoires, ou elles devront long-
temps encore étre exclusivement ¢n usage.

NOTE VI.
Sur l'axiome 11 (dit postulatum)_ d’Buclide.

Des recherches déja anciennes, mais qui ont pass¢ inapercues jusqu’a ces
derniers temps, ont mis hors de doute que la démonstration de 'axiome 11
d’Euclide (notre axiome I'V) ne peut pas se déduire des axiomes précédents.
Ces recherches ont été faites vers Pannée 1829, par deux géométres, Loba-
tchefsky et J. Bolyai, qui, par des méthodes différentes et indépendamment
I'un de 'autre, sont parvenus presque en méme temps & retrouver les résul-
tats que Gauss possédait déja depuis prés de quarante ans. Malheureuse-
ment ce grand mathématicien n’a jamais publié ses travaux sur ce sujet, et
sans la publication récente de sa correspondance avec Schumacher, nous
ignorerions encore I'existence des nouvelles théories qu’il a appuyées de son
imposante autorité.

Je n’entrerai pas ici dans 'exposition compléte de ces théories, que Pon
trouvera développdes avec détails dans la brochure de Lobatchefsky dont
j’ai donné une traduction (2). Jc me contenterai d’en faire connaitre les
points principaux, et d’'indiquer sommairement ce que la Géométrie abs-
traite, fondée sur la négation de l'axiome 11, a dc commun avec la Géomé-
trie euclidicnne ou expérimentale, et en quoi elle s’en éearte.

La théorie des paralléles ne fait qu'un avec la proposition 32 I’Euclide sur
la somme des angles d’un triangle rectiligne. Aussi plusieurs géométres, au
lieu d’essayer la démonstration directe de I'axiome 11, ont fait porter leurs
efforts sur la détermination dela somme des angles d’'un triangle.

(') 1I existe deux exemplaires de ces Tables, déposés I'un a la Bibliothéque de
I’Observatoire de Paris, Vautre a celle de I'lnstitut. Voy. Nouvelles Annales de
Mathématiques, Bulletin de Bibliographie, 1835, p. 14; Comptes rendus de
UAcademie des Sciences, 24 mai 1858, ¢t Annales de I'Observatoire, t. 1V.

(*) Etudes géométriques sur la théorie des paralléles, par N. L. Losarcugrsky,
suivi d’un extrait de la Correspondance de Gauss et de Schumacher. Paris,
Gauthier-Villars, 1863.
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On peut d’abord établir, comme Legendre 'a fait (1), quelques proposi-

tions complémentaires des 28 premiéres propositions d’Euclide, et ind¢épen-
dantes comme clles-de 'axiome 11.

1. La somme des trois angles d’un triangle rectiligne ne peut pas
surpasser deux angles droits.

Désignons, pour abréger, par fABC (fig. 43) la somme des trois angles
du triangle ABC, et soit, s'il cst possible, fABG > 2 dr. Sur AC prolongé
portons les longueurs CE == EG = ... = AG, et sur ces bases construisons
les triangles DCE, FEG, ..., tous égaux a ABC.

A C E G P

L’angle BCD, supplément de la somme des angles ACB et DCE = BAC,
sera, d'aprés I'hypothése admise, < ABC. Donc [Eucl., I, 24] BD -2 AC.
On voit d'ailleurs [ Eucl., 1, 4]que tous les triangles BCD, DEF, ... sont

Soit mamtenant ¢ la dlﬂ'crence AF—BD. Si T'on construit n triangles
consécutifs égaux 4 ABG, la différence entre la droite totale AP = n. AG
et la somme des droites BD -+ DE -+ ... = n.BD scra nd; et, ¢n prenant 2
assez grand, on pourra faire en sorte que n¢ surpasse la longueur finie
AB + PQ = 2AB.

Mais on aurait alors AP — (BDF...Q)> AB ~- P’Q, d'ol il résulterait que
le coté AP du polygone ABD...QPA scrait plus grand que la somme de
tous les autres, ce qui cst contraire aux corollaires de la proposition 20 du
premier livre d'Euclide [§ 24, p. 57].

Il est donc impossible qu’il existe un triangle ruuhﬂnc dont les angles
aient une somme plus grande que deux angles droits.

I, 8’tl existe un seul triangle rectiligne dans lequel la somme des
angles soit égale a deux angles droits, cetie sommme sera égale aussi a
deux angles droits pour tous les triangles rectilignes possibles.

° Soit ABC (fig. §4) un triangle rectiligne tel que fABC = 2dr. Fai-
sons l¢ triangle BCD = ABC, ¢n prenant 'angle BCD = CBA et CD = AB,
d’ou BCD = A, CBD = BCA, BD = AC.

(') Mémoires de U’Academie des Sciences, t. X1, p. 369. — Elements de Géo-
metrie, 3° 4 8¢ édition. — Voir encore Losarcuersky, Etudes sur les paralléles,
n> 19 et 20.

Holer. — Essar. 6
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Prolongcons AB, AC de longueurs BE == AB, CF = AG; menons DE, DF.
Des égalités précédentes et de fABC = adr., il résulte DBE = BAC = DCF,
d’odt 'on conclut que chacun des triangles DBE, DCB est égal 8 ABC. On
en déduit ensuite aisément que la somme des angles en D est = adr., et

“~

Fig. 44.

]

T E
par suite EDF est une ligne droite. Donc on peut construire un triangle
ALF, ayant ses cotés doubles respectivement de ceux du triangle proposé
ABC; de plus, équiangle avec ABC, et ayant par suite la somme de ses
angles — adr. '

On pourra répéter cette construction autant de fois que I'on voudra, et
obtenir ainsi un triangle dontles cotés seront aussi grands que ’on voudra,
et la somme des angles égale encore & adr.

2° Si un triangle AMN (/fig. 4§5) a un angle A commun avec le triangle
ABC dont la somme des angles = 2dr., on aura aussi fAMN = 2dr. Con-
struisons, en effet, d’aprés ce qu'on vient de voir, un triangle AGH, dont

Fig. 45.

les cotés AG, AH soicnt respectivement plus grands que AM, AN, et
tel que I'on ait fAGH == fABC = 2dr.; menons GN. La somme totale
SJAMN 4 fMNG 4 fNGH == la somme des angles en M +- la somme des
angles en N-+ fAGII, et, par suite, =06dr.; et comme aucune des trois
sommes partielles ne peut surpasser 2 dr.[prop.1], il faut que chacune
d’elles soit =2dr. Donc fAMN = adr.

3° Soit maintenant abe (fig. 46) un triangle quelconque. Si ses angles ne
sont pas ¢gaux a ceux du triangle ABC pour lequel fABC = 2dr., il faudra
que I'un au moins d’entre cux soit moindre que l'angle correspondant de
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ABC, sans quoi I'on aurait fabc < 2dr. Supposons donc bac > BAC; fai-
sons baf = BAC et menons §f a volonté. D’aprés 2°, abf et ABC ayant
un angle commun, falf=2dr.; abd et abf ayant un angle commun,
Sabd = 2dr.; abd et abc ayant un angle commun, f abc = 2 dr.

Fig. 46.

a

[4

Outre ces théorémes et les 28 premiéres propositions d’Euclide, voici un
apercu des propositions de la Géométrie qui s’établissent indépendamment
de Paxiome 11 (1). ‘

Une droite peut avoir avec un cercle un ou deux points communs, et pas
davantage. Trois poiuts étant donnés sur un cercle, trouver le centre de ce
cercle. Possibilité des polygones réguliers; construction effective de ceux
de 4, 8, 16, ... cotés seulement. Deux cercles peuvent avoir, sans coincider,
un ou deux points communs, et pas davantage.

Propriétés des figures sphériques, en partie analogues aux 28 premiéres
propositions d’Euclide. Egalité des triangles sphériques. Triangles sphéri-
ques isoscéles, ete. Trouver le centre d’un cercle passant par trois points
donnés sur la sphére (2). Déterminer le rayon d’une sphére par une con-
struction plane. Tracer un grand cercle par deux points donnés, ou per-
pendiculaire sur le milieu d’un arc de cercle donné, ou partageant un angle
donné en deux parties égales, etc. Petits cercles et arcs de grands cercles
tangents. Construction des polygones sphériques réguliers de 4, 8, 16,...
cdtés. Aire du triangle sphérique et de la sphére totale. La somme des
angles d'un triangle sphérique dont les cdtés sont infiniment petits par
rapport au rayon de la sphére a pour limite deux angles droits.

Si donc on construit la surface qui est la limite d'une sphére passant par
un point donné, et dont le rayon croit jusqu’a l'infini, les triangles tracés
sur cette surface auront la somme de leurs angles égale a deux angles droits,
et par conséquent toutes les conséquences qui découlent de 'axiome 11 en
Géométrie plane sont vraies, dans hypothése contraire, pour ces triangles

(') Bovyat, Kurzer Grundriss eines Versuchs, u. s.w.

(?) Ce probléme n'est résoluble pour trois points quelconques donnés sur un plan
que lorsqu’on admet 'axiome 1. Si trois points quelconques, non en ligne droite,
pouvaient toujours étre placés sur une sphére, 'axiome 11 serait démontré.
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tracés sur la sphére-limute. En particulier, on peut appliquer a ces trian-
gles les formules de la Trigonométrie rectiligne ordinaire, et en déduire en-
suite les formules de la Trigonométrie sphérique, qui se trouvent ainsi éta-
blies indépendamment de la théorie des paralléles (1).

Mais cette sphére-limite coincide-t-elle avec un plan ? Tout ce qu'on peut
dire, c’est qu’elle n'en dilfére pas sensiblement dans I'étendue accessible a
nos mesures, les triangles rectilignes que nous connaissons ayant une somme
d’angles que nous ne pouvons pas distinguer de 2 angles droits (*). Rien
ne nous démontre cependant qu'il en soit de méme pour des triangles rec-
tilignes plus grands, et que la somme des angles de ces triangles ne finisse
pas par étre sensiblement moindre que 2 droits.

Il n’y a, eneffet, aucune incompatibilité entre les premiers axiomes (nos
axiomes, I, I§ et 111} et la supposition que la somme des angles d’un triangle
soit moindre que 2 angles droits. J. Bolyai et Lobatchefsky ont tiréles con-
séquences de cette supposition, sans jamais se trouver en contradiction avec
la logique, mais sculement avec Pexpérience, telle que nous la permettent
nos moyens limités.

Si la somme des angles d’un triangle rectiligne est moindre que 2 droits,
on peut alors mener, par un point donné, une infinité de droites différentes,
qui nerencontrent pas une droite donnée. Celle de ces droites qui s’approche
le plus de la droite donnée est dite paralléle a cette droite. Deux droites
parallcles sont asymptotes 'une de l'autre.

Il n’y a plus, dans cette hypothése, de figures planes semblables. On ne
peut plus partager par les procédés élémentaires une droite en trois parties
¢gales, ni circonscrire un cercle & un triangle rectiligne quelconque. La
somme des angles d'un triangle varie entre 2 angles droits et zéro, et peut
diminuer indéfiniment, lorsqu’on fait croitre les cOtés a I'infini. L’angle d'un
polygone régulier n’est plus constant, et diminue indéfiniment lorsqu’on
fait croitre le coté du polygone jusqu’a Pinfini.

Au contraire, la somme des angles d’un triangle rectiligne infiniment
petit tend vers 2 angles droits, comme celle des angles d’un triangle sphé-
rique infiniment petit.

Les formules de la Trigonométrie rectiligne relatives a 'hypothése ou
Pon rejette 'axiome 11 présentent une grande analogic avec celles de la
Trigonométrie sphérique; elles s’en déduiraient en attribuant aux cotés du
triangle sphérique des valeurs imaginaires.

(') Lagrange avait reconnu I'indépendance entre lcs formules de la Trigonométrie
sphérique et Paxiome 11, et il croyait pouvoir tirer de la une démonstration de cet
axiome. Il considérait d’ailleurs toutes les autres tentatives de démonstration
comme insuffisantes. C'est ainsi qu'il s’exprimait dans ses conversalions avec
Biot. (Communique par M. Lefort.)

(*) D’aprés les calculs de Lobatchefsky, les observations astronomiques indiquent
que, pour un triangle dont les cotés seraient & peu prés égaux & la distance de la
Terre au Soleil, la somme des angles ne différe pas de 2 dr. de 3 dix-milli¢mes de
secondc.



NOTE VII. h¥

Lobatchefsky a fait voir (1) que 'on pourrait construire sur cette hypo-
thése un systéme complet de Géométrie, a laquelle il a donné le nom de
Géométrie imaginaire. Les expressions des ¢léments différentiels des
lignes courbes, des surfaces et des volumes sont les mémes que dans la
Géométrie réelle ou expérimentale, les intégrales seules étant différentes.

En résumé, Pexpérience ne nous ayant montré aucun triangle rectiligne,
si grand qu'il soit, dont la somme des angles soit moindre que deux angles
droits, la Géométrie d’Euclide est certainement vraie, au moins dans les li-
mites de nos observations. Aussi suffira-t-elle Loujours dans la pratique, et
I'étude de la Géométrie abstraite n’oflrira jamais ('intérét qu'au point de
vue philosophique, ot elle acquiert, au contraire, une importance capitale.

NOTE VIIL

Sur la théorie des paralléles.

Si 'on juge de la diwrection d’une droite par I'angle dont elle s’écarte
d'une dirvection donnée, deux droites qui forment avec une troisiéme des
angles correspondants égaux seront de méme direction, et le théoréme
démontré au § 14 pourra s'énoncer ainsi :

Deux droites de méme direction ne peuvent se rencontrer, et sont
paralléles.

Cette proposition pourrait dtre prise pour axiome, en considérant I'idée
de direction comme une donnée fondamentale de I'expérience. Dés lors, il
serait évident que deux droites qui se rencontrent ont des directions diffé-
rentes, et par suite celles qui ont la méme direction ne peuvent se rencon-
trer. .

Dans cet ordre d'idées, Faxiome réciproque, c’est-a-dire I'axiome IV
du § 13, pourrait s'énoncer comme il suit :

Dans un plan, une droite quelconque rencontre toutes celles qui
n’ont pas la méme direction.

Cet énoncé devient encore plus évident, lorsqu’on le rapproche de ce que
nous avons dit (§6) de la génération rectiligne du plan.

Cette manicre de présenter la théorie des paralléles est plus simple et
plus symétrique que la méthode ordinaire, et nous semble avantageuse pour
un premier enseignement de la Géométrie (2). En revenant plus tard sur

(") Geometrie imaginaire (Journal de Crelle, t. XVIl, 1837). — Pangeometrie
(Kazan, 1833). — Voir aussi J. Bovvsi, Appendiz scientiam spatii absolute veram
exhibens, etc.

(*) Voir Note IX.
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cet objet, on montrerait, comme nous I'avons fait au § 14, que le parallé-
lisme des droites de méme direction est une conséquence des axiomes pré-
cédents.

NOTE VIII.
Sur la longueur d'une ligne courbe.

On démontre, dansla plupart des Traités de Calcul intégral, ce théoréme,
qu’il existe une limite commune, finie et déterminde, pour les péri-
métres des polygones infinitésimaux inscrits et circonscrits @ un arc
de courbe donné. On peut présenter cette démonstration sous une forme
tout a fait ¢lémentaire, sans employer I'algorithme de I’Analyse transcen-
dante.

La démonstration repose surle principe fondamental du Calcul inté-
gral (1), savoir, que, dans une somme d’éléments infiniment petits, on peut,
sans changer la limite de cette somme, altérer chacun de ces éléments d'une
fraction de lui-méme infiniment petite. — En cffet, en remplacant toutes
ces fractions par la plus grande d’entre elles, qui est encore infiniment pe-
tite, on voit que l'altération de la somme est moindre que cette fraction
maximum de la somme elle-méme, c’est-a-dire que, si g, €5,.... sont tous
moindres quc €, on aeqoy + €%y -i-... - 2 (% + %34-...). La somme des «
étant supposce finie, altération sera donc moindre qu’une {raction infini-
ment petite d’une quantité finie, et par suite elle sera infiniment petite.
Donc laltération de la limite scra la limite d’un infiniment petit, c’est-
d-dire zéro. :

Cette démonstration ne repose, comme on voit, sur aucune considéra-
tion qui dépasse les principes que I'on a souvent occasion d’invoquer en
Géométrie ¢lémentaire.

Disons en passant que ce principe fournit immédiatement les démonstra-
tions les plus simples.des théorémes sur Péquivalence de deux prismes ou
de deux pyramides de méme base et de méme hautcur.

Supposons maintenant que 'on ait un triangle dont un seul angle soit
infiniment petit. Le coté opposé a cet angle sera infiniment petit par rap-
port a chacun des deuz autres, et il en sera de méme, a plus forte raison,
de la différence de ces deux cotés par rapport & chacun d’eux (). Nous
énoncerons ce résultat d’'unc manicére abrégée, en disant que les deux
cOtés qui comprennent 'angle infiniment petit différent infiniment peu
I'un de l'autre.

I1 résulte de Ia que, si 'on projette, par des paralléles de direction quel-

(') Dunaner, Eléments de Calcul infinitésimal, t. 1, p. 35.
(*) Le rapport de celte différence a chacun des cotés serait méme infiniment
pelit du second ordre, si le triangle était rectangle,
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conque, orthogonale ou non, une droite de longueur donnée sur un axe
faisant avec cette droitc un angle infiniment petit, Ia différence entre la
droite et sa projection sera infiniment petite par rapport achacune d'elles;
en d'autres termes, la droite ct sa projection différeront infiniment peu.

Donc, si la droite qui ferme un contour polygonal fait avec chacun des
cdtés de ce contour des angles infiniment petits, la longheur de cette droite
ne différera qu'infiniment peu de celle du contour polygonal.

Cela pos¢, considérons un arc d’une courbe, que nous supposcrons plane,
pour plus de simplicité, et admettons que cet arc soit entiérement con-
vexe (1). D'aprés les corollaires de la proposition 20 du premier Livee d’Eu-
clide (§ 24), on voit : 1° que le contour d'un polygone inscrit dans Yare
convexe croit & mesure que 'on ¢tablit de nouveaux sommets intermé-
diaires, en subdivisant les arcs; 2° que le contour d’un polygonecirconscrit
au méme arc diminue & mesure que I'on trace de nouveaux cotés, dont les
points de contact subdivisent les arcs; 3° qu'un quelconque des contours
inscrits est toujours moindre qu’un quelconque des contours circonserits.

On en conclut d’abord : 1° que les contours inscrits, dont on augmente
le nombre des cotés suivant une certaine loi, allant d’une part toujours
en croissant, mais restant d’autre part toujours moindres qu’'un polygone
circonscrit quelconque, tendront nécessairement vers une certaine limite
finie, dépendante ou non de la loi de subdivision;

2° Que les contours circonscrits, allant toujours en diminuant par la sub-
division des arcs, et restant toujours supérieurs 3 un polygone inscrit quel-
conque, tendront aussi vers une certaine limite finie, dépendante ou non de
la loi de subdivision.

Il reste a prouver que tous ces contours, tant inscrits que circonscrits,
tendent vers unc scule et méme limite, indépendante de la loi de subdivi-
sion. .
Considérons un coté d’un contour inscrit, et un polygone inscrit dans
I'arc sous-tendu par ce cdté. Si ce cOLé est assez petit, sa direction, ainsi
que la direction d’un coté quelconque du polygone en question, fera un
angle aussi petit qu’on voudraaveclatangente en un quelconque des points
de Parc. Done, d’aprés la proposition démontrée ci-dessus, le coté et le
polygone diflérent I'un de l'autre infiniment peu.

Soient maintenant deux polygones inscrits quelconques, a cotéssuffisam-
ment petits. Si nous les comparons 'un et lautre au polygone formé par
la réunion. de tous lcurs sommets, et correspondant par conséquent a une
subdivision de chacun des deux systémes d’arcs, chaque c6té de I'un quel-
conque des deux contours primitifs différera infiniment peu de la portion
correspondante du troisitine contour. Donc clhacun des deux premiers
contours différera infiniment peu du troisi¢ine, et par suite les deux pre-
miers contours différeront infiniment peu 'un de 'autre. Done ils ne peuvent
tendre que vers une scule et méme limite.

(') S’il ne Pétait pas, on le décomposerait en portions convexcs.
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On étendrait de méme ce résultat & deux polygones circonscrits, ou aun
polygone inscrit comparé avec un polygone circonserit.

Ainsi se trouve établic I'existence de la fongueur d'une courbe plane,

Il en résuite en méme temps :

1° Que cette longueur est plus grande que celle d’une ligne droite ayant
les mémes extrémités; ’

2° Qu'unc courbe convexe est plus courte qu'une courbe quelconque qui
Penveloppe de toutes parts sans la couper, ou qui I'enveloppe en s'ap-
puyant sur les mémes extrémités;

-3 Que la limite du rapport d’un arc infiniment petit a sa corde est égale
a 'unité.

Le méme mode de démonstration servirait a ¢tablir I'existence de la lon-
gueur d’une courbe non plane, et celle de l'aire d'une surface courbe.

NOTE ]X.
Réflexions sur l'enseignement de la Géomeétrie élémentaire.

Tout le monde s’accorde a répéter que 'un des buts de Penseignement
des Mathématiques doit étre de donner plus de rectitude a I'esprit, en lui
offrant un moddéle d’'une logique inflexible, appliquée a des principes cer-
tains, Pour que ce but soit atteint, il faut évidemment que Penseignement
ne se départe jamais de cette rigucur qui distingue les Mathématiques de
toutes les autres Sciences, et ¢’est 1a une condition essentielle ppur que
cette ¢tude soit fructueuse, aussi bicn comme gymnastique intellectuelle
que comme source d’apphications pratiques.

Mais la rigueur, telle que nous la concevons, n’est nullement compromise
par l'omission voloutaire de la démonstration d’une proposition, tandis
qu’elle Pest par I'introduction d'une démonstration fausse ou incompléte.
Lalogique n'a rien a souffrir d'unc lacune laissée provisoirement dans la
suite des raisonnements, pourvu que cette lacune soit clairement indiquée,
et qu'on ne cherche pas a la dissimuler.

C'est d’aprés cette maniére de voir que nous concevons la possibilité
d’un enseignement gradué de la Géométrie élémentaire, conduit, a tous
ses degrés, d’aprés un plan unique et invariable, toujours soumis’aux régles
de la plus sévére logique, et ou les difficultés ne se montreraient qu'a
mesure que les esprits seraient préparés i les aborder.

Pour cela, I'étude de la Géométrie devrait étre reprise successivement 3
divers points de vue, correspondant aux divers degrés d’initiation des
¢léves. Pour les commencants, il s’agit avant tout de se familiariser avec
les figures ct leurs dénominations, d’apprendre des faits, d'entrevoir leurs
applications les plus simples et les plus immédiates, celles surtout qui se
rapportent aux usages de la vie ordinaire. On devra donc, au début, multi-
plier les axiomes, employer, au lien de démonstrations, les vérifications



NOTE IX. 89

expérimentales, 'analogie, l'induction, en nc laissant jamais oublier que
ce mode d’exposition est essentiellement provisoire. On exercera P'éléve
aux tracés graphiques, au maniement des instruments, & la solution de
divers problémes de levé des plans et d’arpentage, a4 la construction des
figures en relief au moyen de fils ou d’argile plastique, & la représentation
de ces figures 4 Paide de leurs projections, cte., etc. Le maitre saura pro-
portionner au degré de développement intellectuel de Péiéve la part plus
ou moins grande qu'il devra faire au raisonnement, dans cette premiére
ébauche des études géométriques; ct la grande variété d’applications
qu'ofTrent la Géographie, I'’Astronomie, 'Arpentage, la Stéréotomie, ete.
suffira pour donner & cet enseignement un intérét soutenu.

On pourra méler & la Géométrie pure et appliquée I'étude des propriétés
les plus simples des nombres enficrs, que I'on représentera par des points
régulicrement distribués sur des droites ou sur des plans, ou encore par
des longucurs de droites, des aires de rectangles ou des volumes
de parallélépipédes. Cette maniére de traiter PArithmétique conduit aussi
promptement que la méthode abstraite aux régles du Calcul, et chaque
raisonnement acquiert une plus grande clarté par cette représentation qui
parle aux yeux.

On cxposera ensuite le systéme des poids et mesures, tandis que, d'un
autre coté, on étudicra les propriétés des proportions entre nombres
rationnels.

Remarquons que les diverses théories que nous venons d'énumérer, et
qui devront servir de préliminaires a I'étude rigourcuse de la Géométrie,
ne sont pas destinées, selon nous, a fairc I'objet d'une suite unique de
le¢cons. On ne doit pas craindre de se répéter, dans un enseignement scien-
tifique, et les ¢léves devront suivre successivement plusieurs cours gradués,
dont chacun comprendra les matiéres du cours préeédent, plus les nouveaux
développements qu’on y ajoutera, en faisant au raisonnement une plus
large part.

Mais les programmes de ces cours successifs ne devront pas étre tracés
au hasard, indépendamment les uns des autres. Il faudra se garder, avant
tout, d’altérer Pordre des propositions pour substituer a une démonstra-
tion difficile un raisonnement plus simple en apparence et moins rigoureux.
Si une démonstration présente quelques difficultés pour T'intelligence de
Véléve, qu'on la supprime, sans la remplacer autrement que par des expli-
cations, des analogies, des vérifications expérimentales. Mais que la subor-
dination des vérités géométriques, telle que Pexigera plus tard une étude
scientifique et approfondie, soit conservée sans altération & tous les degrés
de l'enseignement. Qu’il y ait unité de plan, et que les cours les plus élé-
mentaires ne différent des cours les plus élevés que par des suppressions,
de telle sorte que la place de chaque démonstration soit toujours réservée,
et qu'on n’ait plus qu'a I'y intercaler, lorsque I'esprit de I'éléve sera suffi-
samment prépard.

Le premier enseignement sera donc exclusivement expérimental, et peu
a peu on fera voir a I'édléve comment toutes les vérités n’ont pas besoin
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d’étre séparément constatées par expérience, ct comment elles sont les
conséquences d'un certain nombre d’entre clles, nombre que ’on restreindra
de plus en plus, a mesure que V'on avancera dans Pétude de la Science,
jusqu’a ce qu’on soit arrivé aux axiomes fondamentaux, dont fe nombre
ne peut plus étre réduit.

Telle doit étre, & notre avis, la premiére période de 'enseignement géo-
métrique, et le programme que nous venons d’esquisser comprend toutes
les notions mathématiques nécessaires aux commencants. Parallélement a
cet enseignement, I'éléve pourra suivre utilement des cours ¢lémentaires
de Cosmographie, de Mécanique, de Physique, de Chimie, o1 il rencontrera
4 chaque instant des applications de ses connaissances en Géométrie et en
Arithmétique.

Le second degré d’enscignement se rapprocherait, d’aprés nos idées, du
systéme actuellement suivi dans les class@s de science des lycées frangais.
En Géomiétrie, on adopterait la méthode euclidienne dans toute sa rigueur,
et le cadre des ¢tudes embrasserait & peu prés les Eléments d’Euclide et
les premiéres notions sur les sections coniques.

On joindrait a cette étude celle des premicres notions d’Algébre, en
rattachant les régles du calcul algébrique aux propriétés des figures par
des raisonncments analogues . ceux du second Livre d’Euclide. On établi-
rait ainsi par la Géométrie, en méme temps que par P'Analyse abstraite,
les principales régles de la multiplication algébrique, la résolution des
équations du second degré, les principaux théorémes sur les maxima et
les minima, etc.

I’étude rigoureuse de la Géométrie conduisant tout naturellement au
principe des limites et & la considération de Pincommensurabilité, on
serail alors amené a introduire les symboles appelés nombres incommen-
surables, et 4 revenir sur la théorie des proportions, en I'étendant a des
grandeurs continues, généralement incommensurables.

On pourrait passer de Ia a 'étude des logarithmes et de la Trigonométrie.

Mais cette étude de la Géométrie scientifique et rigoureuse doit elle-
méme étre graduée, comme celle de la Géométrie expérimentale. S'il
peut étre avantageux, dans une premiére exposition, de s’attacher autant
que possible a la méthode des anciens, afin d’établir d’abord avec briéveté
et précision les faits fondamentaux de la Science, il nous semble, au con-
traire, que dans les revisions successives du cours de Géométrie, on devra
s’é¢tudier de préférence a faire comprendre, par des applications aux
vérités simples et désormais bien connues de la Géométrie ¢lémentaire,
les grandes méthodes et les puissants procédés de I'Analyse moderne. On
pourra, de cette maniére, sans sortir du cadre d’Euclide, initier Péléve a
tous les procédés qu’il aura plus tard & appliquer dans les parties les plus
¢levées de la Science.

Ainsi, on sait quelles sont, en Géométrie et en Arithmétique, les nom-
breuses applications du principe des limites.

L'étude des licux géométriques, employés comme moyens généraux de
résolution des problémes déterminés, conduira naturellement a la notion
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de fonction d’une ou de deux variables indépendantes. En y joignant
méme le mouvement, on aura une représentation sensible des fonctions de
trois et méme de quatre variables.

Le cercle et les sections coniques donneront lieu d’appliquer la méthode
des tangentes, et de présenter la méthode des limites sous la forme plus
commode de la méthode infinitésimale.

On reviendra alors avec plus de détails sur les questions de maxima et
de minima, et on les raménera & la méthode des tangentes, dans le cas
d’une seule variable indépendante.

Les quadratures ct les cubatures des lignes ct des surfaces pourront
s’effectucr non seulement par les méthodes détournées des Anciens, mais
encore par les méthodes directes sur lesquelles est fondé le Calcul intégral.
Ainsi I'équivalence de deux prismes de méme base et de méme hauteur
pourra s’¢tablir par la division en tranches infiniment minces, comme nous
Pavons déja indiqué dans la Note précédente. )

C’est alors qu'il conviendra d'introduire les notions de longueur d'une
ligne courbe quelconque et d’aire d'une surface courbe quelconque, en
justifiant et généralisant les définitions restreintes et incomplétes qu’on en
avait données, au moyen des polygones réguliers, en traitant du cercle ct
des trois corps ronds. :

On peut enfin, sans sortir du méme cadre, donner des exemples de
courbes enveloppes, d'applications de la méthode inverse des tangentes, etc.

En un mot, la Géométrie d’Euclide peut servir de texte a une exposition
de tous les principes fondamentaux de 'Analyse moderne, et 'on congoit
quel fruit un esprit intelligent pourrait retirer d’une telle préparation a
Pétude de la Géométrie analytique et du Calcul infinitésimal.

FIN.
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