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PREFACE

PRUSERSEVS

L'Essai que je publie aujourd’hui a déja paru par extraits
dans les Archives de M. Grunert (*). Je me sunis déeidé & le
faire imprimer en entier, comme tne profestation contre
les tendances facheuses qui continuent & prévaloir dans la
rédaction des ouvrages de Géoméirie élémentairs,

Si I'on excepte les tentatives nombreuses qui ont eu pour
objet la question insoluble de la théorie des paralléles, et
les vagues dissertations de quelques métaphysiciens sur
Torigine desidées géométriques, rien n'a été fait en France,
jusqu'a ces derniers temps, pour perfectionner 'exposition
des premiers principes de la science de 1'étendue. On se
con'tente de répéter les phrases traditionnelles, ot d'établir
aveo un fanx appareil de rigueur les premiers théordmes
qui se seraient aussi bien passés de démonstrations. On
dédaigne de revenir sur des choses qui semblent s claires,
ot dont on atiribue 'évidence & la lueidité des raisonne-
ments qu'on a faits. - o

Pour nous qui ne croyons pas qu'en Géométrie plus
qu'ailleurs les moyens soient indifférents lorsque ls but

(") Archiv der Muthematik und Physik, t. XL, p. 474, 1803,
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est atteint, nous ne saurions admetire oelte doctrine com-
mode ; et si, comme il n'y & plus lien d'en douter, les
commencements de la Géométrie ont besoin d’¢tre totale-
ment vévisés et refondus, nous pensons que cette question
est assez importante ponr attirer V'atleglion sérieuse de tout
homme désireux de se rendre compte de oe qu’il dit. L'in-
t4rét que présento cette étude est d'autant plus grand
qu'on Yy rencontre plus de difficultés, rien n’étant plus
embarrassant que de olasser deg idées qui, au premier
abord, semblent toutes jouir du méme degré d'évidence,
et qui nons sont devenues si familidres que Ihabitude a
fini par émousser & leur égard la pénétration de notre
Jjugement,

Aussi est-il bien regrettable qu'on ait«cessé en France
de lire et de comprendre I'admirable Traité d'Euclide, dont
nos auteurs semblent ignorer l'existence, quand I'étude
leyr en sepait si profitable. C'est ce qui m'a déterminé 4
joindre & mon commentaire le texte méme des propositions
que j'étudie, en mettant ma traduction sous la forme mo-
derne, plus concise et plus olaire.

Un'aptre point important, que jo n'ai pu qu'indiquer
ici sommairement, ce sont les découvertes profondes, faites,
il y a bientét quarante ans, sur la théorie des paralldles,
par deux géomdires, qui, du fond de la Russie et de la
Transylvanie, sont parvenus en méme temps, sang s'éire
entendus, a reconstruire Ia théorie que Gauss avait congue
lui-méme depuis longues anndes, mais dont il ajournait
toujours la publication. Qutre le jour tout nouveau que ces

d
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recherches jettent sur la nature intime des vérités géomé-
triques, elles conduisent encore & des applications analy-
tiques remarquables, C'est aux indications du Dr. Balizer,
Vauteur du seul Traité de Géométrie élémentaire vraiment
scientifique qui ait para de nos jours, que je dois la con-
naissance de ces importants travaux, qui, & peine tirés de
I'oubli, ont déjd aftiré 1'attention d’'éminents géométres,
et sur lesquels je me propose de revenir dans une autre
occasion.

Le manuscrit de cet opuscule était prét pour I'impres-
gion, lorsqu'a paru le second volume du livre de M. Du-
hamel sur les Méthodes dans les sciences de raisonnement,
J'ai &6 heureux d'y trouver la confirmation des résultats
dont j'avais puisé le germe aux legons du Maltre qui a été
le réformateur de I'enseignement mathématique dans notre
pays, et auquel les nouvelles générations de professeurs
doivent tant de reconnaissance ! (’a été pour moi un
encouragement & publier ma brochure, dont le cadre plus
restreint m'a permis de {raiter d’une maniére plus déve-
loppée el plus élémentaire les sujets qui Ini sont communs
avec I'ouvrage de M. Duhamel. Puissé-je contribuer pour
ma faible part & la destruction des préjugés et des idées
fausses qui régnent encore sur le point de la science qui
semblerait devoir ¢tre e misux conhu!

Bordeaux, juillet 1867,
J. 1



ESSAI CRITIQUE
SUR LES PRINCIPES FONDAMENTAUX

DB LA

GEOMETRIE ELEMENTAIRE

ou

COMMBNTAIRE SUR LBS XXXI1 PREYIRRES PROPOSITIONS
DBS BLEMENTS D'EUCLIDE.

INTRODUCTION.

.Depuislongtemps les recherches scientifiques des mathéma-
tictens sur les principes fondamentaux de la Géométrie ¢lé-

mentaire so sont concentrées presque exclusivement sur lu
théorie des paralldles ; et si, jusqu’ici, les efforts de tant d’es-
prits éminents n’ont abouti & aucun vésullat satisfaisant, il est
peut-étre permis d’en conclure qu’en poursuivant ces recher-
ches, on a fait fausss rouls, et quon s'est altaqué i un pro-
bléme insoluble (*), dont on s’est exagéré Vimporiance, par
suite d'idées inexacles sur la nature et Vorigine des vérités
- primordiales de la science de Yélendue,

La source de cette erreur est, croyons-nous, dans le faux
point de vue metnphyanue ot l'on s'est placd, en considérant
Ia Géométrie comme nne science de raisonnement pur, et ne
voulant admetire parmi ses axibmes que des véritds néces-
saires et du domaine de la pure raison. On a été conduil ainsi
A attribuer aux axidmes une nature toute différente de celle
des autres vérités géoméiriques que I'expérience nous révéle
en dehors de toute étude scienhﬁq ue, et que lé géoméetre rat-
tache a.ces axidmes comme conséquences.

Cependant la Géométrie, comme la Mécanigne et la Phy-

(@) Yoy. Note VI
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sique, a pour objet I'étude d’uiie grandear tohcréte, Pétendus,
affectant nos sens d'une certnine maanidye; et c’est seulement
par les révélutions des sens que nous avens pu connaitre los
propriétés fondumentales de celte espice particuliore de
grandeur, Cus nroprislés, indéfinissables et indémiontrables,
sont 1¢s terrmes db contpirnison oblizés auxque\s nous ne pou-
vons que rapporter les autres propriélds, a I’aide du raisonne-
ment absirait. :

Alnel les gens senls peuvent nous mellrs en relation avec
Pétendue, et ils nous en font connattre déja un grand nombre
de propriélés, sans emprunter lo sécours de la logique déduc~
live. Parmi ces propriélés, les unes sont tellement simples,
tellement faciles & constater, que la force de- Phabitude, jointe
& la tradition consfante de I'Ecole,a bien pu faire oublier lour
véritable origine, et le rdle essentiel quant joud les sens dans
leur découverte. On a confondu, sous le nom d'axidmes, ces
vérités avec les vérités abstraites, qui ge rapportent i la
écletice des grandeurs en général ou & PArilimélique uni-
verselle (%),

D'autres propriéiés, enseignées dgalement par Yexpérience,
et jouissant de la inéime certitude immédiale que les précé-
dentes, s¢ déduisent néanmoias de celles-ci comme consé-
quences, et on les a classées, sous le noin de lhéarémes, a cblé
des vérités plus caclides, que le raisonnement seul pouvait
faire apercovoir.

Le parlage de ces vérités fondamentales en axidmes et thiéo-
rémes est, jusqu’a un cerlain poml, arbitraire. Ainsi, lorsque
deux de ces vérités sont des conséquences réciproques J'une
de Pauitre, on peut prendre celle des deux gue Yon voudia
tour axidrie, lautre devenant alors un théoreme.

Le nombie des axionies peut varier, suivant l'ordre que I'on
adopte dans 1a subordination des proposilions. 1 y a cepen-
dant un minimum,. au-dessous duguel cé nombre e saurait
dtre raduit, comme lé prouvenl es fentatives infrietueuses
auxquelles nous 'faisions tmﬂ a I’heure nl\uslon.

(@) Ainci, parmn fes. douas propusitions qu'uclide désigne du nom de
“sotvat v, s Wrois dernibres seules sppantiennent spécislement 3 la
géométrie, Les sept premidres s'appliquent b oute espiéee de grandeur.
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Nous nous proposons, duns ce travail, de présenter quelques
cotisidérations sur le nombre et la nalure des axidmes néces-
saires de Ja Géomeéirie rationnelle. Nous avons d0 examiner, 4
cefle occasion, les idées qul ont servi de base aux Eléments de
Legendre, ot qui dominent encore dans la plupart des traités
madernes, auxquels celui de Legendre a sorvi de type. Pour y
raconnaitre de nombreuses inexactitudes, il nous a soffl d'en
faive I comparaison avec les principesd’ Euclide et lesdiscus-
sions des géomdtres qu\ ont su se pénéirer de V'esprit de V'im-
mortel auteyr des anciens £léments.

E’ouvroge d’Ewuclide lui-méme, quelque mpériome que
Pon doive lui reconnalire sur ses successeurs, ne nous a. pas

‘purwe & Pabri de toute critique, et noas avons cru pouvoir y
signaler de Bgéres imperfections, quil serait d'ailleurs aisé
de faire dispataitre, sans altérer au foud Fadmirable en-
chalnement des vérilés que renierme cé chef- d’wuvre de
Joginue.

L’immense succds qu'ont eu les Eléments de Legmtm.

leur apparition, n’est pas Al sealement & la renommée scien-
tifique de cet illustre analyste. Il tiént anssi aux éminentes
qualités do précision el de clarté qui distinguent la rédaclion
de co livre, ot Vautour a si bien sn reproduire la forine
et le style des géoméires de Pantiquité, Malheureusement,
Legendre, entrainé par Vexemple de ses contemporains, n'a
pas su conserver dang toule leur pureté les méthodes vrai-
ment géomélriques des anciens, et il les a profondément
aliérées, en y mélant les procédés arithmétiques de I'Analyse
moderne.
+ Chez Euelide, la Géométrie forme une ecience compléts,
quirsesuffit i elie-méme, el n'invogue nulle part, dans ses dé-
monsirations, le -secours de la science ‘des nombres. Clest
plutdt celleci qui emprantera & ln géométrie ses dénomi-
nulions, et qui, rendue sensible aux yeux par le moyen des
figures, pourrafonder-sés premiers principes sur une évidence
tout intuitive. ]

Legondre, mu contraive, introduit i chaque instarit dans ses
raisonnements des considérations qui supposent les grandeurs
géomotriques remplacées par des nombres. C'est ainsi qu'it
purle de produils de lignes mullipliées par des lignes ou par
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des surfaces. Dans les démonsirations on il fait usage des
proportions, il applique immédiateinent aux proportions entre
lignes des théordmes d'arithmétique établis senlement pour
les proportious enlre nombres ratiannels, et I'axtension au cas
des incommensurables, qu’il croit démontrer par un artifice
imité des géomdtres nnciens, ne peut dtre justifide, tant gue
I'on n’a pas défini avec pins de précision ’égalilé de deux rap-
porls entre quantités incommensurables, Nous x'insisterons
pas davantage sur les défauls de ces méthodes, qui aujourd’hui
sont en partie abandonndes,

Nous nous occuperons plus particulierement des proposi-
tions fondamentales du premier livre, qui se ratlachent immé-
diotement aux axibmes. Comme nous Pavons défa fait enten-
dre, si Pon n’avait d’autre but que de mettre hors de doute
chacune des vérités géométriques, on. pourralt faire un bien
plus large appel & Fexpérience, en supprimant la plupart des
démonstrations dans celte partie de la géométrie, et prenant
pour axiémes le plus grand nombre des propositions énoncées,
Nul homme de bon sens anjourd’hui ne se donnerait la
peine de réfuter un sophiste niant.que, pour aller d’'un point
4 une droite, la perpendiculaire soit plus courte que Voblique;
el ce nest pus I'évidence qui manquerait & celle proposition
pour élre rangée parmi les axidmes de Ja géométrie.

Mais Fauteur d’un traité de géométrie ne doit passenlement
chercher a convaiucre I'esprit du lecteur, il doit chercher &
Péclairver; et, 8'il ne s'altache pas a établir avec soin I’enchat-
nement et la subordination des propositions, il arrivern &
rassembler des vérilés qui resleront isolées et stériles. Faute
de connailre le lien qui les unil, le Jecteur ne sera nulles
ment préparé & passer des vérilés connues a d’autres plue
cachées, et il aura perdu Foccasion de se. familiariser, sur
des exemples simples, avec les procedes de recherche de la
géométrie, :

I1.importe donc de bien preciser d’abord quelle esl a naturo-
des axidmes, et de les réduire an plus petit nombre possible,
Pour nous guider dans cetle recherche, nous ne perdrons
jamais de vue cette masime, {rop scuvent méconnue, que les
vérités simples doivent pouvoir se démonirer simplement, et
que ce que l'on gagne en rigucur dans les raisonnements, on
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doit powvoir aussi le gagner en simplicité, Si quelqu’un des
premisrs principes de la science ne peut se déduire d’une
maniére courle et facile des principes précédemment posés, on
auralien de croire qu'il n’en est pas une conséyuence, et qu'il
est lui-méme un axidme indémontrable. Ii faut done se défier
des démonstrations longues ot compliquées, par lesquelles on
asouvent prétendu élablir des propositions que 'on ne voulait
pas admettre parmi les axidmes. Par un examen approfondi,
on flnit généralement par constater qu'jl en ast de ces démon-
strations comme des appareils ingénieux an moyen desquels
on espore guelquefois réaliser 1o mouvement perpéluel. Il s'en
fant de bien peu que V'appareil ne marche ; mais il ne marche
pas. — D’aulires fols, on s'apergoit que la proposition a démon-
trer n'avait pas été ratlachée i celles dont elle est naturelle-
ment Ja consdquence. S '

Si nous appliquons ces considérations & Yexamen des
Traités de géométrie qui ont parn jusqu'a ce jour, nous ver-
rons sans peine qu'ils laissent tous & désirer sous ces divers
rapports.

Au point de vue de la rigueur des déductions el du choix
des axidmes, aucun (railé, jusqu’a présent, n'a surpassé les
Eléments &’ Euclide, malgré quelques points défectueux, qu'il
serait facile de corriger. Si les démonstirations d’Euclide n’ont
pas togjours la simplicité qui semble régner dans les ouvrages
modernes, cela tient bien moins au fond méme de ces dé-
monstrations qu' la forme dogmatique adoptée par 1'auteur,
qui se préoccupait avant fout de fermer la bouche & des
sophistes que la Gréce avait le tort de prendre au sérieux. De
13 son habitude de démontrer toujours quune chose ne peut
pas ne pas dire, au lisu d’éablir qu’elle est, et de faire voir en
méme temps pourguot elle est, et comment on a été conduit
i reconnaitre son existence. Il suffirait souvent de quelques
légbres modifications pour transformer les - raisonnemen(s
indirects d'Euclide en rafsormemients directs. Oh né peut
dailleurs lui faire un reproohe de w’avoir pas usé dans
cerlains cas des procédés beaucoup plus courls de V'analyse
moderne.

On est forcé de convenir aussi que I'ordre des propositions
du premier livre d’Euclide n’est pas complétement satis-
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faisant, Il semble quelquefois que Fauteur ait rangé ses pro-
positions, sans avoir dgard 4 lear simplicité ou & leur impor-
tance, elen s'imposant pour seule condition quela dédmonstra-
tion de chaque proposition ne s'appuyil Gue sur Jes proposi-
tions qui [a précédent (°).

8i Yon joint & cela Pabsence d’une honne traduction
frangaise, faite en deliorsde toule préoccupation archéologique,
ot reproduisant les idées de Fantour dans le langage plus clair
ot plus précis de la géométrie moderne, on comprend que Ja
lecture d'Buclide puisse offrir quelque difficulté aux com-
miencants, et ainsi s'explique, jusqu'a un certain point, I'oubli
ot il est tombé dans nos écoles, :

Et cependant, pour un géomdlre intimement pénétré de
’esprit de riguenr qui régne daus cet admirable ouvrage, et
joignant & cela la connaissance des ressousces de la science
acluelle, rien ne serail plus aisé que de firer -du livre des
Eléments un traild aussi correct pour le fond des idées, et dé-
barrassé de ce que la forme offre d’aride et de rebutant. Il Ini
suffiralt de subordonmer les propositions & un ordre plus
rationnel ; de remplacer antant que possible les démonsira-
tions par Pabsurde par des démonstrations direcles, plus
simples et plus Jumineuses ; el enfin d'inveguer, quapd il y &
lieu, le grand principe des {imiles, que les anciens n’avaient osé
formuler dans toule sa généralité, )

Sans vouleir entreprendre une tiche aussi longue, je
me bornerai ici & soumetire aux auleurs, qui seraient dis-
posés & concourir a cette ceuvre si utile, lo résultat de mes
_ recherches sur les premiéres propositions d'Evuclide.

Fai commencé par donner la traduclion des Lrente-deux
propositions du premier livre, qui font 'objet de mon travail.
En abandonnant le sysiéme litltéral suivi par R, Simson et
par Peyrard, j’ai pris pour modeéle V'édition allemande des

Kléments d’Euclide par Lovenz, ot le langage ordinaire est
- remplacé autant quo possible par.Jes signes algéhriques, plus
concis et plus clairs ().

{a} Voy. les notes velatives wux propositions 5 et 43 du premles livee
d'Euclide, psges 17 et 23.
{b) Voir aussi I'édition d'Euctide publiée por Barrow, Londres, 1685,
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Jindique, dans leg notes placées an bas des pages, les enw
droits ol le texted Euclide mi'a sewnblé défeciueux ou incomplet,
tout en pensant, avec R. Simson, qu’une grande purlje des
défaufs signajés peut élre attribuée & la maladrosse deg com-
mentatenrs par les mains desquels les Eléments nous opt été
fransmiz, et qui ne se sont pas fait fanle de subslituer leurs
idées a celles de Panteur, quand ils n'en comprenalent pas
Ja portée,

Je me suis efforcé de délimiter avec plus de précision les
axiomes pyrement géométriques, en les rattuchant i leur
origine expérimentale. Parmi les vérilés qu’ Euclide a rasseme
blées sous la nom de Notions communes, j'al déja fait rempr-
yuer que les sept premiéres appariiennent & la sciance des
grandeurs en général, Les deux suivantes (les axidmes 8 ot 9)
no sont pag, & proprement parler, des axidmes, mais dog dé-
finitions. Epfin on 1’y trouve pas 'énoncé de certains principes
fondamentaux, qui se rattachent & Varigine expérimeniale de
la science géamétrique.

1.e8 demandes sontau pombre de trois. Nous proposonsd’en
ajouter une quatrieme, dont Ewuclide {uil souveni un usage
lacite, quoiqu'il semble aveir vouju d’abord laviter i Vaide
des propositions 2 et 3. Nous demanderans qu'une fignre in-
variable de forme puisse éire transportée d'une manidre quel-
conque dans son plan ou dans Vespace (7).

Fexpose ensuile, sous forme de commentaire sur les 32
premiéres propositions d’£uclide, Uesquisse d’un plan suivan!
lequel on pourrait reconstruire plus régulicrement cotte
parlie du premier livre. Jui essayé de montrer comment, en
ne'perdant jamais de vue Iorigine des idées géométriques, ot
rapportant toujours chaque proposition a sa véritable source,
on infreduit dans la théorie plus de clarté et de généralité,
tout en restant plus prés des applications prntiques, et Fon est
tout préparé, parl'analogie des procédés, a I'étude des métho-
des de la nouvelle géométrie, '

Les premiéres propositions du premler lnwe pourronl se
classer d"aprés les divirlons suivantes :

) Voy. Nete |,

i
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1° Propriétés des angles ayant mnéme rommet,

20 Propriétés des angles ayant des sommets différents (théo-
vie des paralldles).

% Propriétés d'un triangle. — Egalités et indgalitds dansun
triangle.

- 4o Comparaison de deux triangles, — Cas d’4galitd, — Cas
d'inégalité,

Viendraient ensuite les propriéiés des quadrilatdres ot des
polygones en gdndral,

Mon but n’étant nullement de rédiger lo commencement
d’un traitd classique, jo me suis attachd & la discussion
des principes et & 1a comparaison des méthodes, sans: cher-
cher & proportionner les développements suivant la régularité
didactique. - ' '

L'Appendice, composéde plusieurs notes trop longues pour
trouver place dansle texte, est lerminé par quelques réflexions
sur Fimportance de enseignement de la géométrie élémen- -
taire, sur les moyens de rendre cet enseignement plus fruc-
tusux au double point de vue de Ja théorie et des applications,
et sur les avantages que la géométrie présente sur l'analyse
abstraite, comme premiére préparation a I’étude des parties
plus élevées des mathémaligues,
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LES XXXII PREMIERES PROPOSITIONS

DU PREMIER LIVRE D'EUCLIDE,

DEFINITIONS.

4. Un point est ce qui n’a pas de parties.

2. Une ligne est une longueur saus largeur (),

3. Les extrémités d’une ligne sont des points,

4. Laligne droite ést celle qui est située ssmblablement par
rapport i tous ses points (%),

B, Une surface est ce qui a senlement longueur et lar-
geur ().

6. Les extrémités d’une surface sont des lignes.

7. La surface plane est celle qui est située sembiablement
par rapport aux lignes droites qu’elle contient (#).

(o) Cene définition rappelle vaguement Vorigine expérimentals de la
aotion de la ligne,

{b) Coute déBnition, congue en termes assez obscurs, veut diré sana doute
que la ligne droite est composée semblablement en tous ses points, on
qu'elle est superposabled elle-méme dans toutes ses partics. Cles, en offet,
de cette propriété fondsmentale que découlent toutes les. autres propriétés
de la ligne droite,

(¢) Méme remarque que pour la définition 8,

{d) Définition aussi peu olaire que celle de la hgne droile Ella doit signi-
fler que 1o plan est une surface superposable & elle-mdme davs Loutes ses
parties, R.Simson la remplace par la propriété du plan de conteni tout
entidre une droits qui a deux points communs avee lui. Voir la Note I1],

[

W

o
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8. Un angle plan est Yinclinaison mutuelte de deux lignes
qui se rencontrent dans un plan, et qui ont des directions
différentes (),

9. Lorsque les lignes qui comprennent un angle plan sont
droites, Pangle esl appelé rectiligne.

10. Lorsqu’une droite, rencontrantuneantre droite, faitavec
elle deux angles adjacents égaux, chacun de ces angles est un
angle droit, et la premiore droﬂp est dilg perpendiculaire sur
la seconde.

11, L'angle obtus est celul qui est plus grand qu'un angle
droit,

12. L'angle daigu est celui qui est plus pelit qu'un angle
droil.

13. On nomme lmu;e ce quj esb Pestrémité de qnelque
chose (%)

44. On nomme figure ce qui est entouré par une ou par -
plusieurs Jimites (°).

18. Un cerclo est une figuye plane, enfourée par ung seule
ligne (%), appelée circonférence, et telle que toutes les drojles,
appelées rayons, menées a cette circonférence, d'un cerfain
point situé a V'intérieur de la figure, sont égales entre elles.

16. Ce point s¢ nomme le centre du cercle.

17. Un digmétre du cercle est une droite menée par le
cenire et terminée de part et d'aulre i lacirconférence : cette
~ droite pariage le cercle en deux parties égales ().

.

{aj On ne voi\ gure, d'aprés les termes de cetie définition, ce qu'jl faut
entendre par deux lignes non droites qui n'ont pas la méme divection (us)
in sWbsiats xapive). R. Simson suppose Iei quelque interpolation d'un
copiste maladroit, et i} est d'avis do fondre cette délinition avec la sui-
vante, en supprimant tout e¢e qui ne se rapporte pas aug lignes droites.
D'ailleurs Buclide n'intraduit pas une senle fois, dms ll :uhe de T'ouwrage,
18 considdration des angles curvilignes, '

(%) R. Simson considére cette défipition comme superflue.

(¢) L& mot figurs se prand maintenany dans un sens plus général,

(@) Une ligne rentrat sur elle-méme.

{o) Cette dernidre plirase estiénoncé d*un théordme, qui est du reste une
conséquence imwmédiate de la définition du cercle.
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48, Un demi-cerelt est la figure comprise entre le diamétre
et Pune des portions dgales dans lesquelies ce dinméire parfage
Ia circonférence.

49. Un segment de cercle est la figure comprise entre une
droite et I'une des porlions indgales dans lesquelles celle
droite partage Ia circonférence.

20, On appetle figures rectilignes celles ui sont enfourées
par des droites ;

21, Figures trilatéres, celles qui sont entourées par trois
droites;

22, Figures quadrilatéres, celles qui sont entourées par
quatre droites;

23. Figures multilatéres, colles gui sont entourdes par plus
de qualre dioites,

24, Parmi les figures irilatéres, on nomme triangle équila-
téral celle qui n ses trois cblds égaux ;

28, Triangle dsoscéle (%), celle qui a seulement deux edlés
éganx ;

26. Triangle scaléne, celle qui a ses trois cdlés inégaux ;

27. Triangle rectangle, celle qui a un angle droit ;

28. Triangle obiusangle, celle qui a un angle obius ;

29. Triangle acutangle, celle qui a ses trois angles aigus.

30, Parmi les figures quadrilatéres, on nomme quaryé celle
qui a tous ses cOliés égaux el tous ses ungles droits ;

31. Rectangle, celle qui a ses angles droits, sung avoir tous
ses cdlds égaux ;

32. Losange, celle qui a tous ses colés égaux, sans avoir ses
angles droils ; _

33. Paraltélogramme (*), celle qui a ses colds opposés égaux
deux & deux sculement, el ses angles opposés égaux, ‘mais
non droits,

() Et non fsocéle, d‘aprés e orlhographc vicieuse adoptée par un
grand nombre d'anteurs.

(b) Nous avons subsiitué au mot rhombdoide dn texte la ‘mot par lequel
celte figure est généralement désignée aujourd'hui, quoique ce mot soit tiré
d'une déflvition différente. 1 est d'sillenrs employ$ partout dans la suile
par Buclide lui-méme. (Voy. liv. I, prop. 34 et suiv.)
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34. Toutes les autres figures de quatre cOtés sappellent
simplement quadrilatéres (3),

DEMANDES.

On demunde de pouvoir :
4, Mener une ligne droite d’'un point quelconque 4 un

auire point quelconque ;
9. Prolonger indéflniment, snivant sa divection, une ligne

dvoile finje ;
3. Décrire un cercle d’un point quelconque comine centrs,

et avec une distance quelconque (comme rayon)..

AXTOMES (%)

1, Les grandenrs égales & une méme grandeur sont égales

entre elles ().
2. Si & des grandeurs égales on ajoute des grandeurs égales,

les sommes seront égales (¢).

(a) Lo mot trapdse qui se trouve dans le textose prend maintenant dans
un sens plus resireint,

{b) Nous traduisons ainsi les mots wowvel Iwaat (notions communes),
titre sous lequel Euclide réunit des énoncés de natures fort différentes ot
qui ne doit pas 8tre pris dans le sens que P'on altache, dans nos trailés
modernes, au mot axidme. Les sepl premiers énoncéds expriment des véri-
tés relatives b toute esphce de grandeurs, aussi bien qu'anx grandeurs géo-
métriques; les énoncés 8 et 9 sont de simples défivitions ; les trois derniers
sanls sont des axidmes géométriques proprement dits. Nous ne saurions
admettre l'opinion de -Peymd » qui, d"sprés cartaing manuserizs, range ces
trois derniers dnoncds parmi les demandes, On volt sisément que ce sont 1
des propositions d'un toul autre carserdre, et il est bien plus conformed
Peaprit d'Buclide @'en falre, avec Barrow, R, Simson et "Loreus, les fon-
dements expérimentaux de la science géométrigue.

() A=B, A=C, done B=C.

(d) A==B, A'=P', donc A4-A'=B-+B.
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3, 8i de grandeurs égales on relranche des grandeurs
égales, les restes seront égaux (2).

4. 8i & des grandeurs inégales on ujoute des grandeurs
égales, Jes sommes seronl indgales (dans le méme sens) ¢).

B, 8i de grandeurs indgales on retranche des grandeurs
égales, les restes seront inégaux (dans le méme sens) (7).

6. Les grandeurs qui sont doubles d’une méme grandeur
sont dgules entre elles (%),

7. Les grandeurs qui sont les moitiés d’'une méme grandeur
sont égales entre elles ().

8. Les grandeurs que l'on peunt fuire coincider Yune avee
Pautre sont égales entre elles (/).

9. Le tout est plus grand que la partie (4).

40, Tous les angles droits sont égaux.

-44, S8i deux droites sont rencontrées par une troisiéme, qui
forme avec olles deux angles intérieurs d’un méme cdté dont
1a somme soit moindreque deux angles droits, ces deux droites,
prolongées indéfiniment, finiront par se rencontrer du cdté
oft elles forment les deux angles valant ensemble moins de
deux angles droits (%),

12, Deux droiles ne pauvent entourer un espace ()

(¢) A=B, A'=D, done A~ A'=B-—B'
(v) AZB, A'=P, done A-+A' 2 BB,

() AZB, A'=B', Jonc A~A"ZB-B".

(d) A==B, donc 2a=21.

{6) A=, done jA={B,

(N Délinition de I'dgalitd géométrigus.

{g) Défnition du mat plus grand que, ou de P'indyalitd en général,

(h) Axidme connu improprement sous le nom de postulatum d'Euclide.
(Voir & ce sujet la Nows V1.). ' T o n

() Clest-d-dire quéntré deux points on ne peut méner qu'une ligne
droite.
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PROPOSITION 4.

Sur une droite finie donnde AB (fig. 1), construire un
triangle équilatéral,

Da centre A, avec lo rayon A B, décrivons le cercle BCD
{démn. 3); du centre B, avec o rayon BA, décrivotis le cercle
ACE. Du point C, ol ces deux cercles se coupent (%), menons
aux poinis A el B les droites CA, CB [dem.1]. ABC sera le
triangle demandé,

En effet, puisquo 'on a AC=AB [déf. 15),
et BC=BA,

il en résulle AC=BC [ax, 1].

Par conséquent AC == AB==BC, et il s’ensuit [déf. 24] que

le triangle construit sur AB est équilatéral.

PROPOSITION 2,

A partir d'un point donné A (fig. 2), placer une droite dgale
& une droite donnée BU (*)

{a) Ladémonstration d’Buclide semble incomplete, en ce qu'elle ne fait
pas voir que les deux cercles so coupent nécessairement, Il suflir, pour la
compléter, de faire remorquer que chacun des deux cercles a um point i
térieur el un polnt extérieur par vapport & V'autre cercle.

(%) Catte proposition est devenue, pour les ameurs modernes, un cas
particulier d’une demande plus générale que tous font, au moius tacite-
ment, savoir : Qu'une figure peut diro transporide d'une manidre quei~
congue dans son plan, ou plus généralement, dans Uespuce, sans qu'aucun
de ses eléments, distances mutusllos ou angles, change de grandeur.
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Menons de Aen B la dtofie AB [dem. 5). Sur celle droite,
conslruisons le triangle équilatérat ABD [pr. 1]. Prolongeons
1es droites DA ¢t DB versE et ¥ {dem. a}. Du ceirtre B, avec lo

fFig. 2
E‘\E .
g
‘lj e \ﬁ‘ \\
o 1y ¢
VAN
-------------- '--—-‘ H
¥t BD il i
| / ¢
S
~~~~~ €

- ol
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

rayon BC, décrivons le cercle GGH; et du centre D, avec lo
rayon DG, déerivons le cercle GIK [dem. 3}. La droite AK=HBC
sera placée & partir du point A, comine on le demnandait.

En effet, puisqu’on a DK = DG [déf. 15},
ot DA == DB [déf. 24),
il en résulte AK =BG [ax. 3).

Or on a BC==1G, et fiar suite AK et BC sont P'une at l’aixlre
égales & BG ; par suite AK =BC [ax. 1],

PROPOSITION 8.
Etant données deus droites inégales AB, C (ﬂg 3), retran-
cher de la plus grande AB une droite égale ¢ i plus
petite C (°).

. ,"
..........

(1) Méme observation quo pour la proposition précéente.
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Au point A plagons une droite AD = € [pr. 2], et du centre
A, avec le rayon AD, décrivons le corcle DEF [dem. 3}, ren-
conirant AB en E, On aura ainsl retranché de AB la ligne

Car on a AE=AD [déf, 15]; d'silleurs GC==AD. DoncAE=C
[ax. 1), el par-suite BE = AB ~C ().

PROPOSITION 4.

Sideux triangles ABC, DEF {fig. 4) ont les deux cotés AB, AC
respectivement égauz aux deux colés DE, DF, ot si les angles

Fig. 4,

/\ |

B ¢ n/\ ®
BAC, EDF, compris entre les cilés égaux, sont égaud; cés
triangles auront leurs bases BC, EF égales ; les triangles seront
égauc, et les angles restants, opposés aux colés égaux, ABC et
DEF, ACB et DFE, seront égaux chacun d chacun,

Appliguons, en effet, le triangle ABC sur le triangle DEF ¢),

«et, pour cela, plagons le point A sur le point D, et la ligne AB
:sur Ja ligne DE. Le point B coincidera avec E, puisyue AB =
DE. Ensuite, AB étant placé sur DE, et 'angle BAC étanl égal
& EDF, AC prendra ta direction de DF, et puisque AC=DF,
le point C tombera sur le point F, Donc, puisque B coincide

avec &, et G-avec F, BC coincidera avec EF; car, '} en élait
autrement, ces deux droites, qui onl mémes exirémitds, ron-

{a) 8i l'on donne la droite AD toute prdte placde au point A, lu con-
steuction se edduit b tracer simplement lo cercle DEF [dem. 3], .ol I'on a
Jjmmédiatement AE = AD [déf. 45).

() 1t somblequ's partir d'ici Buclide sdmette implicitement Ja demonde
*dont il est question dans los notes précédentes. Il en fait usage non-seule-

ment pour la démonstration aciuelle, mais encore dans d’autres cas (prop. 8,
ipar exemple),
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fermeraient entre elles un eépace, ce qui est impossible [ax.12].
Douc on a fux. 8| ’

BC =EF, triangle ABC = {riangle DEF,
angle ABC ==angle DEF,  angle ACB = angle DFE.
PROPOSITION §.

Dans tout triangle isoscéte ABC (flg. 5), 1o les angles a la
base ABC, ACB son! égaux entre eux; 2 si l'on prolonge les

Fig. 5.

vilés éyaux AB, AU, les angles formés au-dessous de la base,
DBG, ECB, seront aussi égaux entre eu.

Sur le prolongement BD de AB, prenons & volonté un point
F,et sur AE > AF, prenons une longueur AG = AF [pr. 3,
note). Joignons ensuite FC, GB,

1° Dans les triangles ACF, ABG, on a AF=AG, AC=AB, et
Pangle A est commun. Done jpr, 4}

FC:==GB, ACF=ABG, AFC=AGB.

Comme on a d'ailleurs AF == AG, et AB==AC, il en résulte
lax. 3] BF ==CG. Par conséquent, dans les Iriangles FBC, GCB,
ona

B :==CG, FC=BG, BFC=BGC.

Done {pr. 4] FBC = GCB, ¢'est-a-dire que les angles au-des-
sous de la base sont égaux.
2 Ple plus, BCF =CBG ; et, comme on a d’ailleurs

ABG == ACF, CHG = BEF,

(243
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il en vésulle [ox. 3] ABC==ACB, c'est-i-dire que les angles ¢
{a base sont égaux (),

PROPOSITION 8.

§i, dans un triangle ABC (fig. 6), deux angles ABC, ACB

Fig. 6.

sont égaux enlre eux, les colés AC, AB, opposés a ces angles
égaux, seront aussi égaux enlre eux.

Si Jes cOlés AC, AB ne sont pas égaux, soitABle plus grand.
Prenons sur AB la longueur BD = AC [pr. 3], et joignons DC.
Dans les deux triangles ABC, DCB, on a BD==AC, BC commun,
et DBL==ACB ; donc [pr. 4]

{riangle DBC = triangle ABC,

ce qui est impossible [ax. 9] (*). Donc AC el AB ne peuvent élre
inégaux. Donc AC = AB.

PROPOSITION 7.

Sil'on joint les extrémités d'une méme base AB (fig. 7) a
deuz points différents C, D, situés d'un méme colé de celle
droite, les deux distances CA, CB du premier point C auz ex-

(a) Cette dimonstration aurait pu éire abrégée, si Euclide efit appliqué ’

la proposition 4 ayx triangles ABC et ACB, ¢t &'l edu placé, comme il eit
416 plus naturel de le faire, la proposition 43 en 1éte de ce livre, (Voy. la
note relative & colto derniére proposition, page 23.)

() 11 serait peut-étre plus clair de remarquer que, de I'égalité des trian-
gles, il résulterait que Fangle DCB = ABC[ r. 4], et comme, par hypolkése,
ABC=ACB, on aurait DBC=ACSH [ox. l], ce qui est absurde [ax. 9). On
éviterait ainsi Ia considération des aires des deux triangles,
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{rémités de la base ne peuveni élre égales chacune a chacune

auz deuz distances DA, DB du second point D aux mémes
extrémités,

. Soil, eneffel, s’il est possible, AD==AC et BD=BC. Joiznens
CD [et prolongeons BC vers E, BD vers ¥,

Puisque AD == AG, on a ADC== ACD [pr. 5],
el pur suile ADC > DCE [ax. 9},
ef & plus forte raison ¥DC > DCE,
Mais on a en méimne temps BD == BC, d’oii résullerail
FDC = DCE [pr. J],
ce yui serait en contradiction avee ce qui précéde.

PROPOSITION 8.

Si deux triangles ABC, DEF (fiyr. 8) ont leurs deux eités AB,
AU respectivement égaux eue deus colés DE, DY, el lewrs bases

Fig. 8.
A/i\ ) ?\\ . G
\ S
AN RN
, . ‘ .
/ N / : \
R ’ N\,
SN AR
) ¢ E P

BC, EF qussi égales entre clles, les angles, tels que BAC, EDF,
compris entre des colés éyaux, sonl égaur.

Portons le triangle ABC sur le triangle DEF, en plagant le
point B sur le point E, et divigeant BC suivant EF,

it
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Puisque BC ==EF, le point C tombera sur F. Or on a

BA=ED, ot CA=FD,

Par conséquent, le point A tombera sur le point D ; car si
A tombait en un autre point G, on devrait avoir

GE=AB=DE, el GF= A(=DF [ax. 1],

en méme temps que G dilférerail de D, ce qui est jmpossible

[pr.7]. Douc BA coincidera avec DE, et AC avec DF. On a

donc [ax. 8] .

angle BAC= angle EDF, [et triangle BAC = triangle EDF.]
|Done, si deux triangles ont les trois cotés égauz chacun a

chacun, ils pewvent coincider l'un avec Pautre, et ils sont

égaux.]

PROPOSITION 8,

Partager un angle rectiligne donné BAC (fig. g) en deux
parties égales.

_/ \ I '

" &
[

Prenons sur AB un point quelconque D, ¢t retranchons de
AC la droite AE == AD {pr. 3, note]. Joignons DE, et construi-
sons sur DE le triangle équilatéra) DEF [pr. 1], Si l'on joint
AF, celle droite partagera Vangle BAC en deux parties égales.

Car, les deux triangles ADF, AEF ayant AF commun,
AD = AE, DF =EF, il en résulte {pr. 8]

DAF=EAF.
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PROPOSITION 10.

Partager une droite finie donnée AB (fig. 10) en deuz parties
égales,

Fig. tv.

._‘
-
..
-
SR,
4’/

ATTD :B
Constroisons sur AB le triangle dquilatéral ABC [pr, 1). -
Partageons I'angle ACB en deux parties égales par la droite
CD [pr.g] : cette droite parlagera AB en deux parlies égales
au point D.
Car les deux triangles ACD, BCD ayant

AC==CB, CDcommuun, angle ACD=angleBCD,
on a [pr. 4} AD=DB.

PROPOSITION 14.

En un point donné C (ig. 1) d'une droite donnée AB, élever
une perpendiculaire d cette droite,
Fig. 11,

ATTD c E B

Prenons sur AB un point quelconque D, et faisons CE=CD
{pr: 3, note]. Construisons sur DE le triangle équilatéral DEF
{pr. 1], et joignons FC. La droite FC sera perpendiculaire & AB
au point C.

Car les deux triangles DCF, ECFayant CF commun, DC =CE,
DF == EF, on a [pr. 8]

DCF =ECF,

, Donc [déf. 10] FC est perpendiculaire sur AB.
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PROPOSITION 42

D'un point donné C (g, 12), abaisser une perpendiculaire
sur une droite indéfinie donnée AB,
tig. 12,
"

- D

Prenons au-deli de AB par rapport a C, nn point gttelconque
D ; déerivons, du centre €, avee le rayon €D, le cercle EFG;
partageons EG en deux parties égales an point H {pr. 10], el
joignons CH : cette ligne CH sera perpendiculaire sur AB.

Cur, en joignant CE, CG, on a EH==HG, CH commun, el
fdét, 13) EC = CG. Donc [pr. 8]

EHC = CHG.
Done [deéf. 10] CH est perpendicalaire sor AB.

PROPOSITION 43.

Les angles adjacents ABD, ABC (fig. 13), que forme wne
droite AB avec une aulre droite CD, a laguelle elie se termine,
Fig. 13.

E
S A

/

B G

sont 1° lous les deux droils, ou bien 2° leur somme ést égale d
deuz angles droils.

1+ Si ces anyles sont égaux entre cux, ils sont tous les deux
droits [dél, 10].

3

Fe

kY]
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2° §ils ‘sont iuégaux, éomiiie ARC, ABD, élevons st DE,
au point B, la perpendiculdire BE [pi. i1]. Alors CBE, EBD
seront deux angles droils {déf. 1o).

Puisque CBE == CBA -+ ABE,
on a, en ajoutantde part et d’autre EBD {ax. 2,
CBE + EBD=CBA -+ ABE -+ KB,
De méme, puisque ABD = DBE - EBA,

*on a, en ajobtant de part et d’autre CBA,

ABD + CBA =DBE -+ EBA -+ CBA.
Par conséquent [ax. 1},

ABD - CBA — CBE -~ EBD;
v'esl-it-dire que on a
ABD - CBA == 2 droils ().

PROPOSITION 14,

Si en un point B d’une droite AB (ﬁg.:d), deua droites BC,
BD, font avec la premiére AB, &t de cotés différents de AB, des

Fig. 14,

s 5

angles adjacents ABC, ABD, dont la somme soil égale ¢ deuw
angles droits, ces deuz droites BC, BD seront le prolongement
Pune de lautre.

(a) Un peut s'étouncr qu'Euclide sit employé un si grand appareil de
logique pour prouver gue Iangle CBD, formé par les deuxdirections BD, BC,
est égal 3 la somme de ses deax parties, égalés ou inégales, et sirout qu'il
ait donné aussi tard une proposition qui aurait dd veniv unc des premidres
de ee livre, comme nous l'avons déjh fait remarquer dans Ja note sur la
proposition 5, page 18, .
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En effet, si Bl n'est pas Je prolongement de B, soil BE ce
prolongement. On aura alors [pr. 13}
CBA4-ABE=2droits.

Mais on a, par hypothése,
CBA -4~ ABD==2dr.
Done [ax. 1 et 10},
ABC-+ABD==ABC--ABE,
Donc, en retranchant ABC de part et d'autre [ax. 3},
ABD — ABE,

ce qui est jmpossible [ax.y}. Par conséquent, BE ne peut étre
en ligne droite avec BG, et le méme raisonnement sappliquera
pareillement & toute autre droile différente de BD. Done BC et
BD sont le prolongement 'une de Pautre ().

PROPOSITION 45.

St dewx droites AB, CD (fig. 15) se coupent mutuellement,
elles forment des angles opposés par le sommel égaux deux it
deuz, savoir CEA =DEB, ¢t CEB = AED.

Fig. 15,

DN

B £ \

On a, en effet [pr. 13],
CEA-+AED=2adr.,

et AED-+DEB=2dr,
Done jax. 1 et 10]
CEA+-AED==AED +-DEB;

parsaite, en Otant de partet d’autre AED [ax. 3],
CEA = DEB.
On démontrerait de méme que CEB==AED.

() On peut fsive sur cette proposition la méme remarque que sur la
précédente,
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PROPOSITION 186,

Si U'on prolonge un edté BC d'un triangle ABC (fig.10), Pangle
extérieur ACD est plus grand que chacun des angles intérieurs
non adjacents CBA, BAC,

Fig. ta.
)\ ¥,
Cy \ ll
s (
— & D

Puisque l 'on n )
AE=EC, BE=EF, ¢ pr. 13).
il en résulle |pr. 4]

BAE=ECF.
Mais on a [ax. ] ACD>ECF.
Par conséquent, ACD> BAE.

De méme, en partageant BC en deux parties égales, ¢t pro-
longeant AC vers G, on démontrera que BCG, c’est-a-dire ACD
[pr. ¥5], est plus grand que CBA.

PROPOSITION 417.

Pans tout triangle ABC (fig. 17), la somme de deux angles
gtelcongues ABC, ACB est moindre gque deux angles droits.
Prolongeons BC vers D, On a [pr. 16}

ABC < ACD,
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Par conséquent lax. 4],

ABC+ACB < ACD+-ACB,
Fig. (7.
/// \-
/ \
p e )}
Or on afpr.13] ACD +ACB=2dr.
Done ABC +ACB < adr.

Ondémontrerait de méme que chacune des deux sornmes
BAC+ACB, CAB-+-ABC
est moindre que deux angles droils.

PROPOSITION 48,

Deuz c6tés G, AB d'un triangle ABC (fig.18); étant inégauz,
au plus grand coté AC est opposé un plus grand angle ABC.

Fig. 18,

b

Soit AC>>AB. Pretiong AD==AB fpr. 3; note], et joignons BD.

On aura alors {pr. 16}
ADB>> ACB.

Nad ADB=ABD [p¥. 5):
Donc ABD> ACB, et i plus forle raison
ABC> ACB.
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PROPOSITION 19,

colé AC,

Deux angles ABC, ACB d'un triangle ABC (fig. 19) étant iné-
gauz, au plus grand angle ABC est opposé un plus grand

tig. 19.
/;t
./..

7
[ A——
v

A
]
8i Pon navait pasAC>AB, il faudraitque Yoneditou AC=
AB, on AC < AB.
Si AC==AB, on aurait {pr. 5}  ABC==ACB;
81 AC < AB, on antait [pr. 18] ABC<ACB.

Ces deux conclusions étant contraires § I'hypothise de ABC
> ACB, 1l g’ensuit que Yon ne peut pasne pas avoit AC> AB.

PROPOSITION 20,

Dans {out triangle ABC (fig. 20), la somine de deux cdtés
quelconques AB, AC est plus grande que le troisiéme BC.

Fig, 20,

/Y

Prolongeons AB vers D ; faisons AD==AC [pr. 3, note], ot
joignons CD,

Puisque AD=AC, ona ACD==ADC [pr. 5}. Orona BCB>ACD
{ax. g} par suite, BCD>> ADC. Done {pr.19] BD>BG, Cest-
a-dire BA4+-AC>BC.

On démontrerait de la méme maniére que T'on

AB+BC>AC, et BC-HCA>AB.
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PROPOSITION 21,

Si des deux extrémités B, Cde la base BC (fig, 21) du triangle
ABC, on méne deux droites BD), CD @ un point D intérieur au

Fig. 91,

triangle; 1o la somme de ces deux droites est moindre que celle
de deuz awulres cotés BA, CA du triangle; »° Fangle BDC
qu’elles comprennent est plus grand que Pangle BAC du triangle,
opposé & la méme base BC.

1° Prolongeons BD jusqu'd la rencontre de ACen E. Dans -

le triangle ABE, on a [pr. 20]

BA+AE>BE;
par suite, en ajoutant CE de part et d’auntre {ax, 4]
1)) BA 4 AC>BE+FC.
On a maintenant, dans le triangle CDE [pr. 20),
DE +EC> hC,
d'otr, en gjoutant DB de part et dautre,
(2) BE—+EC>DC-DB.

En comparant les inégalités (1) et (2), on en tive, & plus forte
raison, .
BA4-AC>>DC4-DB.

20 Ona [pr. 16] _
BDC>BKC, et BEC>BAC.
Done, & plus forte raison.
RDG > BAC,

T T T T

L

P
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PROPOSITION 22,
Construire un triaugle fig. «2) dont les cdtés soient égauz a

rois lignes données A, B,C, telles que la somme de devz quel-
congues d’entre elles soit plus grande que la troisiéme,

Fig. 22.

BY: I , e
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Tirons une droite DE, terminée en D, indéfinie vers E.
Prenons DF=A,FG =B, GH=sC |pr. 3], Décrivons, du centre
F, avec le rayon FD, le cercle DKL, el du centre G, avec le
rayon GH, le cercle KL, qui coupe le cercle DKL en K. Joi-
gnons KF, KG; KFG sera le triangle demandé.

En effet, FD ==FK [déf. 15]; or FD==A: donc aussi KF = A
[ax.1]. De méme, puisque GK =GHet que GH=C, on a GK=C,
On u d’aillenrs aussi FG ==B. Donc le triangle FGK u ses trois
colés égaux respeclivement aux lignes données A, B, C ().

PROPOSITION 23.

En un point A d'une droite donniée AB (fig. 23), construireun
angle rectiligne égal a un angle recliligne donné DCE,
Sur CD et sur CE prenons arbitraivement deux points D, E,

(4) Euclide a oublié de justilier In resiriction contenue daus I'énoncdé,
que la somme de denx quelconques des ¢diés est plus grande que le troi-
siema, Or il résulie de cetto hypothése que DG > HG, er que HG > la dif-
férence GI enwre DF et GI. Done, d'uve part, le point U est ewtérieur
au cercle HKL, et d'autre part, te paint | est intéricur an méme cercle,
Dounc le cercle DKL, ayunt des points extérieurs el des points intérieurs av
cercle HKL, coupers uécessairement ce dewnier cercle en deux points.
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et joignons DE. Construisons ensuite le triangle AFG, tel que
'on ait

Fig. 43,
Y4
/n, | al
/_ T Z_ P —
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AF=CD, AG=CE, FG=xDK {pr.22).
On aura [pr. 8] FAG=DCE,

PROPOSITION 24.

§i deuz triangyles ABC, DEF (fig. 24 et 25) ont deux colés
dgauz chacun & chacun, AB==DE, AC==DF, et 'angle compris

Fig. 21,
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par ces colés inégal, BAC > EDF, le coté BC, opposé au plus
grand angle, est plus grand que le ¢dlé EF, opposé au plus
pelit angle.

Construisons sur DE, au point D, Yangle EDG= BAC [pr. 23];
faizons DG == AC=DF [pr. 3]; {prolongeons DF vers H, DG
vers | (flg. 25)}, ef joignons EG, F6 ().

Puisquon a AB==DE, AC=DG, BAC=EDG, il en résulle
(pr, 4] BC=EG,

(a) Nousavuus réuni dans la méine démonstration les deux cas que peut
présenter la igure, et dont un seul (fly. 24) avait été considérd par Euclide,
R. Simson remargue que 'on pourrait toujours ramener la figure & ce pre-
wier css, en prenant poor DE le plus petit des deux cdids, DR, DF; car
alors les deux points G, F, étant sur un cercle déerit du centre D, et dl'in.
1éviene duquel se trouve Jo point K, il est visible que E sera du méme cdté
que D par rapport a s base FG, ~ Nous n’avons pas considéré le cas ob
EG passe par le point F, le théoréme éant alors évident.

)

s i -
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Or on a RG==DF, d'oil [pr. 5} AFG =IGF.
Par conséquent, EFG > FGI, et comme FGI > FGE, ona, 4

Fig. 36,
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plus forte raison, KFG > FGE.
" Done [pr. 19] EG ou RC > EF.

PROPOSITION 28,

Si deux triangles ABC, DEF (fig. 26) ont deuz cOtés égaux
chacun @& chacun, AB = DE, AC==DF, et le (roisiéme c0té iné-

Fig. 20,

A b
/ ..'“\ / \
n/ C ™ p

gal, BC>EF, Fangle BAC, opposé au plus grand c0té, est plus
grand que Uangle EDF, oppesé au plus petit coté,

Car, si Fon n’avait pas BAC > EDF, il faudrait que Pon eiit
ou BAC=EDF, ou BAC<EDF,

Dans le premier cas, il en résulterait [pr. 4] BC=EF; dans
le second [pr. 24}, BC<CEF. Ces deux conséquences élant
contraires a Fhypothése BC >>EF, on a donc nécessairement
BAC>EDF.

PROPOSITION 26.

8i deux (riangles ABC, DEF (ig. 27) ont deux angles égouz
chacun & chacun, ABC=DEF, ACB==EFD, et un ¢0¢é égal qui
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soit (1** Cas) ou adjacent aux angles égaux (BC=EF), (2 Cas)
ot opposé & l'un d’eux (AB =DE), les deur autres colés seront
égaux chacun a chacun, et le troisiéme angle BAC sera égal

au troisiéme EDF,
Fig. 27. .
A U]
- ’,/ v
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I Cas.—S8i les cités adjacents aux angles égaux, BC et EF,
sont égaux, ona:

1* AB==DE. Car, 8i AB et DE éhient inégaux, soit, par
exemple, AB>DE. Prenons alors BG == ED, et joignons CG.
Puisque

BG=ED, BC=EF, GBC=DLF,
il en vésulte BCG == EFD [pr. 4).
Or, par hypothése, BCA:==EFD.
On aurait donc BCA = BCG,
ce qui est impossible {ax. g]. Donc AB et DE ne sauraient &fre
inégaux.

2 Puisque AB==DE, BC=EF, ABC=DEF,
ona pr. 4] AC=DF, el BAC=LDF,

lie Cas. —5i les cotés opposés & P'un des angles égaux, AB el
DE, sont égaux, aloss on &

1* BC=EF. Car, sf BC el EF élaienl inégaux, soit, par
exemple, BC > EF. Prenons alors BH=—=EF, et joignons AH.

Puisque BH=FEF, AB==DE, ABC=DEF,

il en résulte BHA=EFD (pr. 4|.
“Or, par hypoliése, BCA=EFD,

On aurait donc BHA=BCA, !

ce qui est impossible [pr.17]. Done BC el EF ne sauraient |
&tre inégaux.

2 Puisque BC=EF, AB=DE, ABC=DEF,
onafpr. 4] AC=DF, et BAC=EDF.
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*

PROPOSITION 27,

S deux droites AB, CD (fig. 28) coupées par une iroisiéme
EF, font avec elle des angles alternes-internes (%) égauz AR,
EFD, elles sont paralléles.

Fig. 23.

Car, si les droites AB, CD n’élaient pas paralléles, alors, en
les prolongeant suffisamment dans un sens ondans Vautre,elles
flnivaient par se renconirer. Supposons, sl est possible, que
cette rencontre ait lieu en G, Dans le triangle EFG, on aurait
alors AEF > EFD [pr. 16}, ce qui est conirnire a4 P'hypothésc
admise AEF = EFD. Done AB et CD ne peuvent se rencontrer
de ce cdté. Par 1o méme raison, ces lignes ne peuvent se
rencontrer de P'autre cdlé. Donc [déf. 35] AB et CD sont
paralléles. .

PROPOSITION 28

Si deuw droites AB, CD (fig. 29), coupées par une troisiéme
EF, font avec elle 1° ou deux angles correspondants égauz
EGB, GHD, 2° ou deua angles intérieurs d'un méme cdté sup-
plémentaéres BGH, GHD, elles sont paralléles.

1° Puisque EGB=GHD, ot que EGB==AGH (pr. 15}, ilen ré=
stlte AGH=GHD, Donc [pr. 27) AB et CD sont_paralléles..

{a) Naus intraduisons, pour plus de simplicitd, dans Jes Snoncls F'Eu.
clide, les dénominations appliquées par les géomdtres modernes aux divers
couplesd’angles formés par deux droites qui en rencontrent une troisiéme,
Nous ne reprodulsons pas ioi les détinitions de ces angles qui se trouvent
dJdons tous les traitds de géométrie,

3
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20 Puisque l'on a BGH-+6HD ==adr. [hypothdse]
et AGH +4-BGH==adr. [pr. 13),
:  Fig. 99.

ilen résulte [ax.1et10) AGH -+ BGH==BGH--GHD.
En retranchunt BGH de part et d’autre, il veste [ax. 3]

AGH=GHD.
Douc [pr. 27] AB et CD sont paralléles (2).

PROPOSITION 29.

Si deua droites paralléles AB, CD (fig.2g) sont renconirées pay
une troisime droite EF, elles feront avec elle 1o des angles
allerneg-internes égauzs AGH, GHD; 20 des angles dirigés dans
(= méme sens (correspondants) égauz, EGB, GHD ; 3° des angles
inlérieurs d'un méme cilé supplémentaires BGH, GHD.,

1° 8i les angles AGH, GHD étaient indgaux, soit AGH > GHD.
On aurait alors, en sjoutant de part et d’autre BGH [ax. 4],

AGH-+BGH > BGH-GHD.
Or AGH4-BGH=2 dr. {pr. 1]},
el par suile BGH4-GHD < adr.

16) Toutes les proposiviens Sablies jusqu'ici re démontvent sans le ses
cours de l'axidbme 41. On pourvait encore juindre & ces propositions le
théoréme démonies par Legendre, quela somme do trois angles d'un triangle
rectiligne ne pewt surpasser denz angles droits. (Voy, Note VI, page 78).
Lea théorémes qul suivems s'sppuiens sur V'axibme 14, 1} est ajsh,
d'aprds cela, de se rendre compte de 1'ordre duns lequel Euclide a rangé
aes proposiions. 1 a voulu sépmer netiemen: toutes colles qui sont inde.
pendantes de l'axidme 41, et celles qui Jui sont subordonnies, ufin sans
doute gue les abjections qui poutraient g'élever conlre ce nouvesu grincips
natieignissent que les thdormes qui en dépendent nécessuirement, fvs
vingt-buit premiéres propositions resiant hors de cause,
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Il #'ensuivrait donc |ax. 11} que AB et €D, prolongées, sc
rencontreraient, et ne seraient pas paralléles [diéf. 35, ce qui
est conlraire 4 'hypothise, Par conséquent, AGH et GHIY ue
peuvent éire inégaux. Done AGH=GHD.

2¢ Puisquelon a AGH==GIID, <l AGH=EGB [pr. 15}, il
en résulle EGB==GID.

do Puisque EGB=GHD, on a en ajoutant BGH de part et
dautrelax. 21, EGB—+BGH=-BGH-+GHD.
or EGBA-BGH=2dr, |pr.13].
Done aussi BGH+4-GHD=2adr. (%}

PROPOSITION 30,

Dewz droites AB, CD (fg, 30) paralléles @ une traisiéme EF,
sont paralléles entre elles.

Fig, 30,

!
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Coupons ces trois droites par la droite 1. Puisque AB et EF
sont paralidles, on'a AGI = GIF {pr. 29]. De méme, puisque CD
et EF sont paralléles, on a GIF=GHD. Donc AGl==GHD, et

par suite AB et CD sonl paralléles [pr. 27}
PROPOSITION 34.

Par un point donné A (g. 31), mener une droite paralléle o
une droite donnée BC.
Sur BCprenons un point quelconque D, et joignons AD,

(«} l et &td peut-dire plus naturel de commeicer par &tablir ce troisiéme
a5, gui n'est qu'un antre énoneé de Paxidme 41, pour en déduire ensuite
les deux autres, :
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Construisons Vangle DAE==ADC {pr. 23|, et prolongeons EA
vers F, La ligne EF sera parvalléle & BC (pr. 27] {9).

’ Fig. 31.
E LA

Cw

PROPOSITION 33.

S§i Uon prolonge un coté BC (fig. 3a) d'un triargle ABC,
1° l'angle extérieur ainsi formé ACD est égal i la somme des

Fig. 32

N ¥

deuz angles intérieurs non adjacents CAB, ABC; 2° la somme
des trois angles ABC, BCA, CAB du triangle est égale & deux
angles droils,

1o Par le point C, menons CE paratiéie i AB [pr. 31]. Les
paraliéles AB, CE élant coupées par AC, on a {pr. 29, 1°] BAC
== ACE., Ces mémes parnlléles élant coupées par BD, on a
{pr. 29, 2°) ABC=ECD. Don¢ [ax. 2] BAC-+ABC==ACE--ECD
=ACD. .

"~ 2° Puisque BACG+ABC==ACD, on a, en ajoutant ACB de
part et d'autre [ax. 2],

BAC-+ABC~+ACB=ACD 4~ ACB.
or ACD ~-ACB=2dr. [pr.13).
Donc aussi BAC+-ABC+ACB==:2adr.

(2) Cette proposition aurait é1¢ mieux placée uvant lo proposition 29.
{Voy. la note relative i la proposition 28.)




ESSAI
D'UNE EXPOSITION RATIONNELLE DES PRINGIPES

bE LA

GEOMETRIE ELEMENTAIRE

§ 1.

La Géométrie est fondée sur la nolion indéfinissable et cx-
périmentale de la solidité oude Pinvariahilité des figures (‘).
Elle emprunte, en outre, & Pexpérience un certain nombre
de données que Fon appelle axédmes, — Nous verrons que les
axitmes de la géométrie peuvent se réduired quatre.
. -4

§ 2.

On appelle surface la limite de deux portions de V'espace.

Nous nous élevons a I'idée abstraite de surface parla consi-
dération d’une enveloppe on cloison matérielle, dont nous ré-
duisons indéfiniment Vépaissenr,

La limite de denx porlions de surface 8’appelle ligne,

Deuxsurfaces qui se rencontrent se limitent réciproguement.

L’intersection de deux surfaces est donc une ligne.

On s'est élevé a Pidée abslraite de ligne soit par la considé-
ration d'une lige rds-mince, soit par celle de la rencontre ds
deux cloisons, on de la trace laissde sur la superficie dun corpe
par le conlact d’'vne autre surface,

La limite de deux portions de ligne s'appelle point.

Une ligne-peut 8tre limitée par sn rencontre avec une sur-
face ou dvec une anlre ligne.

Ainsi l'interseetion de deux lignes ou d'une surfaceet d’une
ligne est un point.

N LS VU Co o wme s e e e

g \'zl!" Nutel,
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LYintersection de trois surfaces est uussi un point,

L’idée de point est venue de Jo considération d'un corps,
dont les dimensions étaient indéfiniment réduites,

$ 8

Nous avons déflui les wols surface, ligue, point, en parfant
de idée de surface ponr arriver jusquau point,

On peul suivre Yordre inverse, en introduisant plus explici-
tement Vidée de mouvement (*).

On dirn alors, en partant de Yidée de point, comme idée
primitive, qu'une ligne est Pensemble des posilions occupées
successivement dans Vespace par un poinl qui se meut.

Pe méne, on pent considérer une surface comme Pensemble
des positious oceupies successivement par une lignegqui sedé-
place, et qui et méme temps peut changer de forme,

Toutes ces idées peuvent élre rappelées par les représenta-
tions matérielles gui leur ont primitivement donné naissance.

§ 4

L’étude des lignes et des surfuces constitue Pobjet de la
géométrie,

On donne le nom de figure & un ensemble quelcongue de
points, de lignes ou de surfaces, considéré comme invariable
de forme.

Axidug ). —Trois points suffisent, en général, pour fixer dans
Vespace la position d'une figure,

§ 8.

L’expérience nous apprend cependant que, lorsqu’une figure
se ment en tournant autour de deux de ses points, supposés
fixes, il v a un ensemble de points, situés sur une certuine
ligne, yui restent immobiles pendant que les autres se dé-
placent.,

-,

) Voy. Note 1.
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Ces points sent disposds sur la route que suivrait un rayon
lumineux pour passer de Vun des points fixes & Vautre (en
supposant ces deux points silués dans un méme milien
homogbne).

La ligne qui contient tous ces points, et qui nous apparatt
comme la trajecloire habituelle des rayons lumineux, s'appatle
la ligne droite, Done .

Ax10ME IL Il existe une ligne, appelée ligne droite, dont la
position dans Pespace est complétement fizxée par les positions
de deux quelconques de ses points, el qui est telle que toute por-
tion de cette ligne peut s’appliquer exactement sur une qulre
porifon quelconque, dés que ces deux portions ont deux points
communs (*),

_Ainsi, d’un point & un autre, on ne peut mener qu'unesenle
ligne droite (**).

Deux lignes droites qui ont deux points communs coinci-
dent dans toute leur étendue, guelque loin qu'on les prolonge
au-dela de ces deux points.

En d’autres termes, on admet qu’une ligne droile peut étre
prolongée indéfiniment dans les deux sens, ef qu’elle ne puut
Véire que d’une ssule maniore.

§ 6.

8i, en joignant denx poinis d’'une surface par une ligne
droite, I partie de la droite comprise entre ces deux points se
trouve d’un certain cblé de la surface, on dit que la surface ost
concave de ce clé, ou convexe du colé opposd,

L’expérience nous monire cérlaines surfaces, comme celle
des eaux trangunilles, qui ne sont concaves d’aucun cdié, el sur
lesquelles une ligne droite, mende entre deux de leurs points,
s'applique dans toute son étendue,
" Une telle sucface a'appelle una surface plane on un plan.

Soient A, B, C (fig. 33) trois poinis d’une surface plane. Si
Yon joint I¢ point C & un point quelcongque A de la droite AB,
1a droile CA sera, ainsi gue Ia droite AB, comprise {out -enfiére

(*) Voy. Note {II. .
(**) C'eat, sous une auire forme, Faxidme 12 d'Enclide.
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dans la surface. Si I’on fait monvelr le point A tout le long de
la droile AB, 1a ligne CA prendra une infinité de positions, gui
par lenr ensemble engendreront la surface.

Fig. 33,
/
N i
A B
)

Ainsi la surface plane pent 8tre considérde comme engen-
drée pac le mouvement d’une droite tonrnant autour d’un
point fixe, ot glissant le long d’une droite fixe qui ne passe pag
par ce point.

Si Pon fait tourner un plan autour de deux de ses points
A et B, ov, co qui revient an méme, autour da la droite AB
comme charniére, jusgu’a ce qu'un point € du plan, non si-
tué sur la droite AB, vienne rencontrer I'ancienne position
du plan en un point T, sitné de I'autre cdtéd de AB par rapport
aC; Pancienne position pouvant 8tre considérée comme engen-
drée par le mouvement de C’'A le long de AB, et la nouvelle
par le mouvement de CA le long de la méme droite AB, il est’
clair que ces deux posilions ne formeront gu’une seule et
méme surface, puisque leurs lignes généralrices coincident
dans chaque position; en sorte que la surface relournée coin-
cidera avec son aneienne position,

En général, si I'on donne i deux plans trois points communs,
non en ligne droite, le méne raisonnement fait voir que les
deux plans coincideront dans toute leur étendue. Done

Axioug Il.—I existe une surface telle guw'une ligne droite,
qui passe par deux guelcongues de ses points, y est.renfermée
tout entidre, ot gu'une portion quelcongue de celfe surface peut
étre appliquée exactement sur la surface elle-méme, soit direc-
fement, soil aprés qu'ona reiournée, en lui faisant faire une
demi-révolution autour de deux de ses points. Celte surface
est le plan,

Par trois poinls non en ligne droite, ou par une droite et un
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point situé hors de cette droite, on encore, pardeux droites qui
se coupent, on peut toujours faire passer un plan, et 'on n’en
peat faire passer qu’un.

§1.

Lorsgque deux droites se rencontrent, on dit qu’elles forment
an angle. ) _ '

On peut se représenter un angle comme la quantité plus on
moins grande dont il faut faire tourner une droite autour d’un
de ses points pour la faire passer d’une position & uneautre,
en supposant que le mouvement s'accomplisse dans le plan
niené par les deux positions, '

On peut passer de la position AB (fig. 34) & la position AC,

Fig. 4.

) //u
y
2
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A ve

en tournant dans un sens ou dans I'antre : angle décrit n’est
pns le méme dans les denx cas.

§8..

Pour aller d’un poiot A & un antre point B, en suivant une
ligne droile, il faut connallre 1° la direction de cetle droite,
a°la longueur de la portion de cette droite comprise entre les
deux points.

Pour déterminer la divection d’une droite, on commence par
imaginer un plan passant par les deux poinis A, B, et dans ce
plan une droile fixe AC, menée par le point A. La direction de
la droite AR sera connue, si on donne Pangle CAB gu’elle
fait aveca droite fixe AC, c'est-d-dire la quantité dent il faut
tourner, dansle plan ABC, suivant un sens convenu, pour
passer de la position AC & In position AB. '

Si 'on donne ensuite la distance AB, c’est-d-dire la quantité
dont on doit s’avancer sur la droite AB, on aura enfln la posi-
tion dn point B.
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§9.

1l est facile de s’expliquer pourquoi Yon a pris la ligne droite
pour mesurer les distances, le plan pour mesurer les angles.
1° C'est que d'abord, par deux points donuds, on peut tou-
Jjours mener une ligne droite, de méme que, par deux drojles
*donndes, on peut tonjours faire passer un plan. — II pourrait
n'en plus 8tre de méme, si Fon prenait une ligne courbe ou
une surface conigue de forme donnée.
a° En socond liew, touts portion de ligne droite ou de plan
pout 8tre superposie & une ligne droite ou & un plan, de sorte
que on peut constater immédiatement Uégalité oun l'indgalité
de deux distances ou de deux angles.

. §10.

Lorsquune drojte, nprisavoir tourné toujoursdans leméme
sens, revient i son ancienne posilion, on dit qu’elle a accompli
un lour entier,

Lorsque la droite vient se placer sur son prolongement, on
dit qu'elle a fait un demi-tour.

Lorsqu'elle s'arrdle de maniérea former avec sa premiére’
position et le prolongement de celle-ci deux angles égaux, elle
a déerit un quart de tour ou angle droit, ot sa nouvelle posi-
tion esl dite perpendiculaire i la premiére.

Le prolongement de la perpendiculaire estaussi une perpen-
diculaire,

La premiére droite est aussi perpendiculaire o In seconde,

‘Tous les angles droits sont égaux.

On a pris pour unilé de mesure angulaive le quart de tour
ou angle droit (*).

§ 11,
On appelle cercle une ligne courbe tracée sur un plan, et

dont tous les points sont 4 lo méme distance d’un poiut fixe,
appelé centre.

v} Voy. Note V,
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Si 'on fait tourber une druite dans un plan autour d’un de
ses points, chacun des aulres points de la drojle décrira dans
ce mourvernent un cerele.

Ladistance constante d’un point du cerele au cenire s'ap-
pelle rayon.

8i Pon fait tourner un cercle dans son plan avtour de son
centre, Je cercle ne cessera pas de coincider avee lui-méme.

Un diamétre est une droile passant par le centre, et ler-
minée de part et d’autre au cercle.

8i 'on fail faire A un cercle un demi-lour aatour de son
cenlre et duus son plan, de telle sorte qu'un diamétre donné
revienne coincider avee son aneicone position, on veit que
Pano des deux parties du cercle viendra cofncider avecantre.
Done un diamétre divise le cercle el ja portion de plan qu’il
entoure, chacun, en deux panies égales.

Si l'on (uit faire & un cercle un demi-tour qutour d’un de
ses dinmaitres, jusyu’d ce que son plan revienne coincider, par
relournement, avec son ancienne position, le cercle coincidera
encore avee lui-méme, ce gui montre que les denx moitiés du
cercle penvent o superposer de deux maniéres différentes,

Deux cercles de méme rayon coincident nécessairement,
dés que Yon fuit coincider lours plans et leurs centres,

§12.

Tandis qu’une droite tonrne autour d’un de ses points, sup-
posé fixe, considérons le cercle déerit par nn quelconque des
points meobiles de Ia droile,

Pendant que la droile accomplit un tour entier, elle parcourt
le cercle entier. ’
Lorsquretle fait un demi-tour, elle parcourt le demi-cercle.
Si on Ja [ait fourner d’angles dgnux a parliv de deux posi-

tions AB, AB' (fig. 35), les arcs décrils BC, B/C’ seront égaux.

— Car, si Yon fait tourner le cercle putour de son.centre jus-
qu'd ce que AIY vienne se placer sur AB, 1'égalité des angles
fait veir que AC tombera sur AC, et par suite les arcs BC,B'C/
devront coincider, .

Si un angle est égal & la somme ou & la différence de deux
autres, Vare corvespondant au premier angle sera égal ala
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somme ou & la différence des aves correspondanis aux deux
autres angles.
Fig. 86.
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De la résulte que

1* Unangle droit comprend entre ses colés un quart de
cercle ou quadrant,

2 Si un angle est multiplié par un nombre entier quel-
conque, Farc correspondant est multiplié par le méme nom-
bre entier.

3¢ Si un angle est divisé par un nombre entier quelconque,
Yarc correspondant est divisé par le méme nombreentier.

4o Si deux angles ont entre eux un rapport quelconque, les
arcs correspondants ont entre eux l¢ méme rapport,

Done F'arc compris entre les cdtés d’un angle varie propor-
lionnellement i cet angle (*).

Si Pon veuntdonc comparer un angle 4 son unité, pour arri-
ver & sa représentation numérique, il revient au méme do
comparer V'are correspondant i cel angle avec I'are corres-
pondantd I'unité d’angle, et que I'on prend natureilement pour
unité d’are,

L'unité d’angle étant Vangle droit, Yunité d'arc sera le

.quadrant,

On exprime cetle correspondance en disant gu’un angle au
cenire a pour mesure Parc compris entre ses cbids.

L’avantage de la substitution des arcs de cerele aux angles
consiste a offrir une représentation plus facile & saisir, et i

() En d'autres termes, si Von prend pour unité d'sre Pare correspon-
dant & I'unite d'angle, en exécutant les opérations nécessaires pour P'évu-
luation numériquede V'augle, on se trouvera exdenter en méme temps lus
opératious qui conduisent & Pévalustion numérigoe de Vare, et Ponarrivera
de part et d'autre su méme réenhiat,
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faciliter Jus opérations graphiques que I'on doit exdeuler sur
les angles.

§ 13,

Uue droite AD (fig. 36), qui en renconire une autre, fait
avece les deux parties AB, AC de celle-¢l denx angles dont la

Fig, 96,

B

somme est I'angle CAB == un demi-lour ou deux angles droits.

Ces deux angles sont dits supplémentaires, et chacun d’eux
est le supplément de l'autre,

Si I'on ajoute deux angles supplémentaires, i} est clair que
leurs cOlés non communs seront en ligne droite,

Si deux droites se {raversent inutuellement, les angles oppo-
sés par le sommel sont égaux, comne ayant méme supplément.
—O0n pourrail encore démontrer celtfe ¢galité, en relonrngnt
la figure de maniére que chacun des cdtés de Pangle supplé-
menlaira commun vint coincider avec Pancienne position de
Tautre ¢Olé, auquel cas Jes deux angles en question sevaient
amends & coincider (*).

On peut encore énoncer la méme proposition, en disant que
les deuyx arcs de cercle compris entre deus rayons et entre les
prolongements de ces rayons sont égaux entre eux.

§ 14,

Deux droiles quelconques, renconlrées par une iroisiome,

{*) Nous ferons un comtinuel usage du o procidd de refonynement 1outes
les fois qu'il s'agira de démontrer I'égalité de deux parties d'une méme
figire. On peut prdsenier ce procddé autrement, en concevaut que l'on
plie en deux la figure autour de son axe de synétrie, qui est icila bissec=
trice de V'angle supplémentaire.
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forment avec celle-ci huil angles égaux deux a deux, etsupplé-
mentaires deux & deux, et auxquels, pour les désigner plus
facilement, on a donné les noyns de correspondants,d’alternes-
internes, d'internes d'un méme c0lé, ele.

Sil'on suppose qu'une guelconyue des cing relations suivan-
tes ait Lien:

40 Angles correspondants

2 ., .... allernus-internes ; égany,

3o . ... allernes-externes ‘

40 Angles internes d’un méme coté ‘ supplémentaires,

b PR 3 11141 11 D
Jes quatre antres relations ont néeessairement lieu.

Lorsque ces cing relations ont lieu, les droites €D, EF ne
peuvent avoir aucun peint commun (fig. 37).--Concevons, en

.

Fig, 37,

effet, que la moitic de ganche de la figure soit rendue mobile,
et qu'on lui fagge faire an demi-lour, dans son plan, autour
du milieu I de la droite AB. Lorsyue te point A seva arrivé en
B etle point B en A, on voit aisément que les deux moitiés de
la figure colncideront dans tons leurs points, quelque loin gue
f'on suppose les droifes prolongées. H ne saurait done v avoir
un puint de concours des droiles dans une des moiliés de ln
figure, sans qu'il en existdt un autre dans Puuire moilié ; et
comme Yexistence simultanée de deux points de renconire est
contraire a la nature déla ligne droite, il s’ensuit que les denx
droites n’ont ancun point commun, o

Done, si I'on fait glisser un angle, de grandeur invariable,
le long d*un de ses cdlds, supposé fixe, le cdté mobile se dé-
tache enticérement de son ancienne position, el ne conserve
plus avec elle aucun point commun,

Deux droites situées dans le méme plan, et ne pouvanl se
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renconirer, si loin qu'on les prolonge Fune et autre, sont
dites paraligles.

Ainsi deux droftes qui forment avec une trolsitme des
angles satisfaisant & Vune des cing conditions ci-dessus, son!
paralldles.

En particylier, deux droites perpendiculaives & une iroisibme
sont paralléles entre clles.

En d'autres termes, par un poiat donné hors d’une droite,
on ne peut pas mener plus d’'une perpendiculaire a celte
droite.

It résulte de ce que nous venons de dire que, par un point
pris hors d’une droile, on peut foujonrs mener une paralléle
a colte droite {*).

§48.

La paralléle étant mende, si on I fait tourner tanl sojt peu
autour de F'un de ses points, elle finira par atteindre la pre-
miére ligne, lorsqu'on les prolongera suffismiment f'une et
l'autre ; de sorte que la position de parallélisme est unigue.
C’est I un nouvean principe, qui n'est pas renfermé dans les
axiomes précédents, el que nous énoncerons ainsi :

Axi0ug IV.—Par un point dorné, on ne peut mener qu'une
seule paralléle & une droite dunnée.

Il vésulte ds la que

1* Deux droiles paralléles & une Iroisitme sont paralléles
entre elles.

2 Peux droiles paralléles étant rencontrées pur une séeante,
les angles formés satisfont aux eing relations du paragraphe
pricédent. v

Eno particulier, toule perpendiculaive & Pune des paralléles
est perpendiculuire & Vautre, .

Done, par un point donné hors d’une droite, on pent tou-
jours mener une perpendiculaive-i cetle droite. — Car si AB
{fig. 38) eat une perpendiculaire mende 4 la droity donnée en
un guelconyue de ses points, la paralléle & ABy menée par |

(') Voy. Nue ¥il.
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point douné C, sera la perpendiculaive demandée, — Nous
avons d'ailleurs vu, dans le paragraphe précédent, que celte
" Fig. 38. :

A lb‘

&

perpendiculaire est Ja seule qui puisse 8tre abaissée du point
C sur la droite donnée. '

814,

Deux angles qui ont les cdlés paralloles et dirigés dans le
méme sens sont égaux.—On le voit en les comparant & Pangle
formé parYintersection de leurs cO\és prolonges.

Réciproquement, deux angles étant égaux et dirigés dans-le
méme sens, si.leurs premiers cdlés sont paralléles, leurs se~
conds cdlés seront aussi paralléles.

1l vésulte de la gue, élant donné un systémo quelcongue de
droites, si Pon transports ce systéme dans son plan, de muniére
gqu’une des droites du systéme reste conslamment paralléle i
son ancienne position, chacune des autres droites restera dgale-
ment paralléle 4 son ancienne position,

On dit, dans ce cas, que le systéme a subi un mouvement
de translation paraliélement & lui-méme.

Plus généralement, si les deux cdtés d’un angle tournent,
dans ]e méme sens, chacun d’'une méme quantild angulpive,
autour de deux quelconques de leurs poinls, la grandeur de
I'angle n'aura pas changé. — Et réeiproquement, si Y'on
transporte un angle dans son plan, sans le retourner, chacun
des cOlés de I'angle fera lo méme angle avec son ancienne
position. T :

En particulier, deux angles qui ont les cilés perpendicu-
laires, chacun & chacun, sont égaux ou supplémenlaires.

Si V'on fait lourner un systéme de droites dans son plan,
autour d'un point quelcouque qui lui soit invariablement lié,
foules les droites feront avec leurs anciennes positions respec-
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tives des angles égaux, donl lu valeur commune est dile Pangle
de rotation du systeme,

§17.

Deux droites concourantes forment avec une troisidtme des
angles alternes-infernvs inégaux, dont le plus petit est celui gui
est divigé vers le point de concours,

Eu d’aufres termes, si F'on prolonge un ¢olé d'un trinngle,
Pangle extérieur ainsi formé est plus grand que chacun des
angles intérieurs non adjacents,

Celle proposition est presque dvidente, si I'on s’appuie sur
Paxidme 1V. En effet, si, de la position de parallélisme, on fait
passer ln droile AB (fig. 39) & la position A’8/, en la faisant

Fig. 19,
Soow
AT
—.
AT
i D TP T TR

tourner antour du point C, de maniére qu’elle rencontre la
droite DE en G; il est clair que, dans ce mouvement, 'angle
BCF aura augmenté, fandis que son allerne-interne CFD sera
resté conslant, Dong, puisgu’on avait, avant le mouvement,
BCF == CFD, on aura, aprés Je mouvement, B'CF > CFD. —
De midme, A/CF < CFE.

On voit en jnéme temps que la valeur commune des diffé-
rences BCF — CFD, CFE — A'CF est égale 4 Vangle G que
font entre elles les druiles A’B’ et DE. Done Pangle extéricur,
formaé par le prolongement d'un ¢dté d’un {riangle, est égal a
la somme des deux angles intérieurs non adjacents, et la
somme des trois angles du triangle est égale a deux angles
droits.

§18.

Si la maniére précédente d’élablir le théoréme sur Vinégu-
lité des angles allernes-internes formés par des droiles concou-
rantes est la plus directe et la plus simple, on ne peut nier ce-
pendant qu’elle ne sappuic sur un axidme dont ce théeréme ne

4
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dépend pas nécessairement, et il semble alors plus logique de
Pétablir sans le secours de cetaxidme, C'est ce qu'a fuil Euclide
{prop. 106}, et sa démonstration peut élre prégentée comme il
suit :

Soit ABC (fig. 4o) le trinngle donné, Je dis que Vangle ACD
est plus yrand quo son allerne - interne BAC, — En effet, joi-

¥ig. 10,
‘l PF
!’.’ X I/'
YA .. :
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4 | .
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gnons B au milien E de la droite AC, et faisons tourner le
triangle EBA aulour du point K, jusqu’a ce que EA vienne
s'appliquer sur son prolongement EC, et par suite le point A
sur le point C. L'autre coté EB de Vangle BEA viendra aussi
s'appliquer sur son prolongement. La ligne BA partira done
du point Cpour aller rencontrer BEF dans Vintérieur dePangle
ACD. Donc V'angle ECIF ou BAE sera contenu dans 1'angle ACD.
Donc enfin Yangle A est moindre que son alterne~interne ACD,

Par la méme raison, les deux droiles AB, AC &tant coupées
par BC, Pangle ABC sera moindre que son alerne-interne
BCG, ou gue son correspondant ALD = BCG. ’

Donc Pangle extérieur ACD est plus grand que chacun des
angles extérieurs non adjaceats.

En d’autres termes, dans un teiangle, chaque angle est
moindre que le supplément de Yun quelconque des deux
tutres,

Dotic lasomune de deux uelconiues des angles d'un triangle
est moindre que deux angles droits.

Tout triangle a au moins deux angles aigus,

Peux droifes partant d'un méme point ne peuvent avoir une
perpendiculaire commune. -
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Si on méne , d'un méme point , a une droile donnée , une
perpendiculuire et une oblique , Yobligue fera un angle aigu
avec la purtie de la droite qui va du pied de Pobligue au pied
de la perpendiculaire,

g9,

Aprés avoir élabli ces inégalités indépendamment du qua-
lridme aziome, on démontrera, conune Kuclide (prop. 32}, les
theoremes d'égalité fondds sur cet axidne,

Si Uon prolonge un ¢oté d’un {riangle, Yangle extérieur est
égral & ln summe des deux intéricurs non adjacents,

La somme des lrois angles du triangle est égale & deux
angles droits.

Dans un triangle rectangle, les deux angles nigus sont com-
plémentaires.

Deux angles d’un triangle, clant donnés, déterminent le
{roisiéme.

§ 20.

De TriaNcLe 1sosciLE (*). — Soit ABC (fig. 41) un {riangle iso-
sctle, dans lequel AB=AC, Retournons le plan de ce triangle,
en Jui faisant faire une demi-révolution antour de la bissec-
trice AD de I'angle A ou, ce qui revient au méme, plions la
figure en denx, en faisant tourner uue des moitiés autour de
AD comme charniére, On voit alors que les deux moitiés de la
figure se recouvrent parfaitement.

§i Pon ne veut pas d’abord introduire la bissectrice, on
conmencera par fiive voir que le trinngle relourné A'B'C/

(') Cest i tort que plusicurs auteurs franais se permettent d'écrire, au
mépris de Fotymologie, isvcdt: pour isoseéie, G'est Ia méme négligence que
si Pun derivait céne ponr scéne, Nous dirons en passant que plusieurs
autres mots du Langage mathématique sowt gévéralement déligurés par un
usage qui, malbeurensement, tend de plus eu plus i prévaloir. Cependant,
malgrd toutes les autorités qu'on prurrait nous citer, nous persisterons tuu-
jowrs i dire que Aypathdnuse. parallédlipipdde, ete., mis pour hypotd
nuse, paratidlépipide. e, , constituent de vévitables fautes d'orthogeaphe.
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peut se placer sursa premiére position ABC. Alors ln bissee-
trice de Vangle C/B'A’ coincide avee celle de Pangle BAC, le

¢ i

milieu de C'B’ avec le milieu de BC, ete. Done

Théoréme.—Dans un iriangle isoscéle, 1¢ les angles oppo-
8és aux cltés égaux sont égaux ; 2 la hisseclrice de Vangle an
sommet est perpendiculaire 4 la base ; 3 elle partage cette base
en deux parties égales.

Autre énoncé, — Si d’un point pris hors d’une droite, on
meéneacette droite une perpendiculaire et deux obliques égales
entre elles, 4° ces obliques s’écarlent ¢galement du pied de
Ia perpendiculaive; 2° elles sont également inclinées sur la
perpendiculaire ; 3¢ elles sont également inclinées sur la base
donnée.

Done tout point & égale distance des extrémilés d’une droite
appartient 4 la perpendiculaive élevée sur le milieu de celle
droite.

Si donc chacun des deux points A ¢t B de la droile AR
{fin. 42) est éguidistant des extrémités C et € de la droite CC/,
AB sera perpendiculaire sur le milieu de CC'.

Autre énoncé.—Si Yon joint, dans un cercle, lo cenfre aux
deux extréimités d'une corde, 4° lesdeux rayons feront avee la
corde des angles égaux ; 2° Ja bisseclrice de Vangle des deux
rayons (laquelle est aussi la bissectrice de I'are) esl perpen-
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diculaire & la corde ; 3° clle partage cette corde en deux par-
ties ¢yales.

Done, si deux cercles ont deux points communs, la ligne
des centrves est perpendiculaire sur le milicu de la corde
commune,

femarque. — Lu bissectrice de Fangle A (fig. 41), satisfait a
quatre conditions :

1° Elle passe au point A,

2 Klle partage I'angle A en deux parties égales.

3 Elle passe au milieu D de BC,

4 Elle est perpendiculaire 4 BC,

Or deux de ces quatre conditions, combinées convenable-
ment, déterminent complétement la droite AD, De li résultent
auntant de réciproques du théoréme précédent, Ainsi, dans
un triangle isoscéle,

La droite qui joint e sommet an milieu de la base est per-
pendiculaire & cette base, ot bissectrice do 'angle au sommet ;

La perpendiculaire abaissée du sommet sur la base partage
celle base et l'angle au sommet, chacun en deux parties
égales ;

La perpendiculaire élevée sur le milieu de la base passe au
somtnet, et partage langle au sommet en deux parties égales.

— On peut énoncer encore ces réciproques comme il suit:

Dans un cercle, la droite qui joint le centre au milieu
d'une corde est perpendiculaire 4 Ja corde ct bissectrice de
Pare ;

La perpendiculaire abaissée du centre sur une corde est bis.
sectrice de Ja corde et de Yare ;

La perpendiculaire élevée sur le milieu d'une corde passe
par le contre el par le milieu de Pave,

§21.

Considérons maintenant un triangle qui adeux angles égaux,
ces deux angles étant nécessairement aigus.

En relournant le friangle et Pappliquant sur son ancienne
position ; ou encore, en pliant la tigure autour de la perpendi-
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culaire élovée sur le milicu de la base (), ont voit gue les deux
moitiés de la flgure coiucident Pune avec Pautre; par consé-
quent, le triangle est isoscéle.

Autre énoncé, — Deux obliques également inclinées sur la
hase sont égales, et par suite s'écartent également du pied de
la perpendiculaire.

Autre énoncé. — Si deux droites, coupées par une troisiéme,

internes |

externes |
| correspondants )

égaux, ou des angles < allernes-internes ; supplémentaires,
( alternes-externes

les trois droites forment un triangle isoscéle.

forment avec celle-ci des angles 3 d’un méme codté

§22,

Soit enfln un triangle, dans Jequel le sommet se trouve sur
1a perpendiculaire élevée au milieu de la base.

En refournant Ia figure, ouen la pliant autour de la per-
pendiculaire, on voit que le (riangle est isoscéle,

Ainsi un triangle, dans lequel ta perpendicalaire élevie an
milieu de la base passe par le sommet, est isoscéle,

Autre énoncé, — Tout point de la perpendiculaire élevée sur
le milien d’une droite est ¢quidistant des deux extrémilés de
cette droile,

Autre énoncé. — Deux obligues qui s’éeartent également du
pied dg Ja perpendiculaire sont égales. ‘

— De ceite proposition, jointe & sa réciprogue dn § »0, il
résulle que la perpendiculaire élevée surle milien d’unc droite
est le lien géométrique des points équidistants des denx ex-
trémilés de cette droile.

En d’autres tormes, c’est le lieu géométrigne des centres des
cereles qui passent par les extrémités do la dyoile,

(*) Cente perpendiculaire remcoutie les denn conés au-dessus de la base
raxidme IV et corullairves),
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§ 24,

INEGALITES DANS UN TRIANGLE QUELCONQUE,— Si deux cdtésAB,
AC (fig. 42) d’un triangle sont inégaux, au plus grand chié
AB est opposé un plus grand angle €.

Fig. 1.

Voir Euclide, 1, 13,

Autrement, en retournant le iriangle, et ls placant sur son
ancienne position {ou , ce qui revient au méme , en pliant le
triangle autour de la bissectrice AD de Yangle au sornmet), on
forme le triangle BDC/, dans lequel 'angle AC'D, extéricur
au triangle , esl plus grand que Pangle inléricur non adja-
cent B,

— Réciproquement , si deux angles d'un triangle sont iné-
gaux, au plus grand angle est opposé un plus grand colé
{Euclide, 1, 19).

§ o4,

Nans un triungle , un cbté queleonque est moindre que la
somme des deux autres (Euclide, I, 20).

11 s'ensuit que, dans un triangle , un cdtd quelconque est
pius grand que la différence des deux autres,

Corollaires. — Dans un polygope, un ¢bté quelcongue est
moindre que ln somme de fous les antres,

Eu d’autres termes, une ligne droite est plus courte gu'une
ligne polygonale ayant les mémes extrémités, .

Un contour polygonal convexe est plus court qu'un conlour
polygonal quelconque gui 'enveloppe en aboutissant aux me-
mes extrémilés,
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Un coutour polygonal fermé et convexe est moindre qu'un
confour polygonal quelconque qui Penveloppe de toutes
parls ().
: § 25,

8i d’un point on méne & une droite une perpendiculaire el
diverses obliques,

1° La perpendiculaire est plus courte que toute oblique ;

2 5§ deux obligues s'écartent inégalement du pied de la
perpendiculaire, celle qui s’en écarte le plus est la plus
longue.

Autreénoncé, —Si la hauteur d’un triangle ne tombe pas
au milicu de la base, au plus grand segment est adjacent un
plus grand 618,

Pour démontrer cetle proposition, si les obliques sont de
colés differents de la perpendiculaire, on compare 'une d’elles
& une oblique égale & l'autre, et menée du méme ¢6té de la
perpendiculaive que la premiére. Le triangle formé par les
deux obligues a alors un angle oblus, opposé a I'oblique la plus
¢loignée ; donc celle-ci est la plus longue,

On peut encore énoncer cette proposition ainsi:

Tout point hors de la perpendiculaire élevée sur le milien
d’une droile est plus rapproché de celle des deux extrémités de
fa droite gui est située du méme coté que lui par rapport & la
perpendiculaire.

§ 26,

Réciproyuement, duns un triangle non isoscéle, la hauteur
est plus rapprochiée du plus petit coté.

Autre énoncé, — D¢ deux obliques inégales, la plus longue
s'écarle le plus du pied de la perpendiculaire,

Autre énoncé. — Toul point inégalement distant des deux
- extrémités d’une droite est hors de la perpendiculnive élevée

o ———— e ke ek —

*) Pour la comparaison des longaears curvilignes aux loagueurs recti-
lignes. vov. Note VILL
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sur le milicu de celle droite, el il ¢st du méme eoté de celle
perpendiculaire que celle des extrémitis-de Io droile dont il est
le plus rapproché,

§ 2%

Cas V'EGALITE bEs TRIANGLES.—1° Deux trjangles sonl égaus,
lorsyu’ils ont un angle égal compris entre deux cdtés égaux,
chacun a chacun (Euclide, 1, 4).

2° Deux triungles sont égaux, lorsqu’ils ont un colé égal
adjucent & deux angles égaux, chacun & clincun, — La dé-
monstration donnée par Legendre (liv. I, pr. VII) est plus
simple que celle d’Euclide (1, 26).

3° Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont les trois cotés
¢gaux chacun & chacun, — Adossons les deux triangles
(fy. 43) de maniére que leurs sommets C, ¢/ s¢ trouvent de

g 445,

/N

colés différents de la base eommune AB. Chacun des points
A, B étant dquidistant des poinis € el C', ta ligne AB est per-
pendiculairve sur le milieude CC'. Si done on replie la figure
autour de AB, le point ¢/ tombera en C.

—Aulrement, I perpendiculaire AB sur la base du {riangle
isoscele ACC/ élant bissectrice de Yangle au sommet, on a
CAB == BAC(/, ce qui raméne au premier cas d’égalité.

— Ou peul dire encore que, les triangles CAC, €BC élant
isuseiles, on a Pangle ACC'= ACC, Yangle BCC'=BCT, d’on
ACC’ =2 BCC = AC'G=t BCC, ¢est-i-dire ACB=AUB, elc.



H8 EXPOSITION DES PRINCIPES DB LA GROMETRIE.

§ 8.

Deux triangles reclangles sont égaux, lorsqu’ils ont deux
¢itis de méme nom dgaux chacun a chacun,

1° Si ce sont les deux edlés de Vangle droil, on est dans le
promier cas du pavagraphe précédent,

2 8i ce sont I'iypoténuse et un nutre cdte, on adosse les
deux triangles rectaugles, de manitre a former un triangle iso-
scéle, que sa haulewr parlage en deux friangles égaux,

~ Cetle derniére proposition est un cas particulier de la
sttivante :

Deux triangles sont égaux, lorsqu’ils ont deux cdtés éganx
chacun @ chacun, et I'angle opposé au plus grand de ces deux
colés égal.

§ 29.

Si deux triangles ont un angle indgal compris entre deux
cOtés égnux chacun & chacun, au plus grand angle est opposé
n plus grand cdte (Euclide, 1, 24).

— Réciproquement, si deux triangles ont deux cdtés éganx
chacun & chacan ot le troisicrme inégal, au plus grand coté cst
opposé un plus grand angle (Kuclide, 1, 25).
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Note 8.

Sur Pinvaviabilitd des figures.

Toute la Gdométrie est fondde sur 'Widde de Vinvariabilité des
formes. On commence par admettre qu'il existe dans les figures une
certaine propriétd, quisubsiste lorsque ces flgures se trouvent trans-
portées dans une autre région de l'espace,

Cette propriété ne saurit étre définie en termes géométriques,
sang pétition de principe. 1/idée d'invarinbilité deforme nous vient
de Pexpédrience. Apris avoir sequis Vidée de grandeur ou d’étendue
par la considération du mouvement (voy. la Note suivante}, nous
constutons que certains corps, ceux surtoul quioffrent au toucher le
plus de résistance, nous présentent toujoure, de quelque manitve
quon Jus déplace, des dimensions et des confignrations que nous
jugeous dtre les mémes, c'est-d-dive qui, apprédides d’aprés le mou-
vement de V'eil, en tenant comple de Péloignement plus ou moins
grand, nous causent des impressions toujours identiques, Nous
donnons i ces corps le nom de corps solides,

Nous dépouillons ensuile, par abstraction, e corps de toutes les
parties dont Yo considération ne nous intéresse yus; on, si V'on veus,
rious supposons ces parties parfaitement translucides et péndtrables;
¢l 'ensemble des parties conservées on resides visibles constitue ce
qu'on appelle une figure géométriyue,

Note H.

Sur e moucement géométrique,

Cest pur suite d'nue eonfusion d'idées gque plusienrs géomdtves ven.
lent hannirdes éléments de géomélriela considération du mouvement,
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Lidde du mouvement, ubstraction faile du tewps employé a Pac-
complir, c’est-d-dirve Vidée du mouvement géomélrique, n'est pas une
idée plus complexe que eelle de grandeur ou détendus, On peut
méme dire, en wule rigueur, que celle idde est identique avee celle
de grandeur, puisque e'est précisément par Je mouvement que nous
parvenons a Pidée de grandeur,

e mouvement géométrique, qn'une éguivoque de langage a fuit
confondre avec le imouvement daps le temps, objet de la cinématique,
ne peut pas dépendre d'une aulre science que de la géumétrie pure,

11 est avantageux d’introduire cette idée de mouvement géomé-
trique le plustot et le plus explicitement possible. On y gagne besu-
coup sous le rapport de lu clartd et de Ja précision du langage, et
Pon se trouve mieux préparé 4 introduire plus tard daus le mouve-
ment les notions nouvelles de temps cl de vitesse,

C'est d'uilleurs ce que tous les auteurs font & leur insu et malgré
eux: et il serait difficile de trouver une seule démoustration d'une
proposition fondamentale de géonétrie, dans laquelle n'entre pas
Fidée de mouvement géométrique, plus ou moins déguisde,

Noile 1A,

Sur les axidmes relatifs & I'existence du plan et de bu ligne droite.

Nous avons admis, pour plus de simplicité, comme deux axidmes
indépendants, Vexistence de Ja ligne drvile et cetle du plan, 1.es deux
géometres dans les ouvrages desquels nous trouvons la vraie théo-
rie des paralleles, W, Bolyai et Lobatschewsky, ont poussé plus loin
leurs recherches, et ont fondé les définitions du plan et de la ligne
droite sur d'autres axidmes plus simples el d'une évidence plus
lrappante. Voiei & peu priss comment Bolyai établit ces nolions (*).

On peut Fabord définiv Pégalité de deux distances indépendum-
ment dela ligne qui sert & les mesurer, et sans laquelle on ne pour-
rait définir ce que c’est quune distance plus grande qu'vne aulre,
si Aet B, A’ et B sont deux systémes de points, on peut imuginer
que chacun de ces syskemes fasse partie d'un systime sulide quel-

) Tentamen in clemente wmatheseos, cte. 1.4, p. $68 et suiv, Maros
viisirhely, 1833, — Kurser Grundriss cines Versuchs u. s, w..§ 33 et suiv,
Maros Visivhely, 1851, '
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conque (*). Si Fon peut tiansporter Pune de ces figures sur Pautre
de manitre que, A étunt placé sur A/, B puisse se placer sur B/, on
dira que les distances AB, AB' sout égales, '

Le point A étant considéré comme fixe, Pentemble de lous les
points B de Pespace également distants de A forme une sarface con-
tinue el fermde, appelde sphére, et dont be point A est le centre,

Une sphive partage Pespace en deux purties, l'une intérieure,
Vautre extérieure, Un point ne peat passer de V'une de ces parties
duns Pautre sans avoir rencontré la sphere,

Une sphére ne fait que glisser sur elle-médme, lorsqu’on la fait
tourner d’une manidre quelcunque autour de son centre,

Deux sphirves de centres différents ne peuvent coincider,

D'un centre donnd, on pout toujours déerire une sphire pas-
sant par un point donnd.

On peut aussi, d’un centre donnd, déerire une sphére qui ron-
ferme dans son intérieur une figure donnde quelconque de dimen-
sions finjes,

Soient 8, §' deux sphires de centres O, ¢/, ol telles que chacune
d’elles passe par lecentre de 'autre, Puisque chacuue de ces sphives
aung partie intéricure & 'autre sphéve, il faudra nécessairement
qu’elles aient des poinis communs, 5i A est un de ces points, et
qwon fasse tunener Pensemble des deux sphires autour des denx
cenires, supposés fixes, A déerira le lieu des points communs aux
deux splibres, Ce lieu sera une courbe fermde C, pouvant glisser
sur elle-méme, €t & laguelle nous dounerons le nom de cercle,

Si 'on retourne la figure, de maniére que O vienne en O/ et ¢/ en
0, 8 coincidera avee S et ¥ avee 8, Par suite le cercle C relom-
hera sur son ancienne position, Donc le cercle est superposable a
fui-méme par relournement.

Des centres O et O décrivons deux autres sphives 8, §',, dgales
entre clles, et enveloppant respectivement les sphéres S ot §',
Chacun des centres 0, 0' sera & la fuis intérieur aux deux sphies,
@'olr Yon conelut aigément que les deux sphidres, ayant une partie
intéricure commune, doivenl ndcessgivement se senconbier. On
vervait de méme que leur intersection est un nowvean cercle C,,
pouvant glisser sur lui-méme, et superposshle & lui-méme par re-
tournement.

(‘) Voy. la Nate L.
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Si Pon coustruit ainsi deux séries de sphdres égales, s’é¢tendant
d'une manicre continue jusyu’a Viofini, le Yien des cercles suivant
lesquels elles se coupent deux & deux s'itendra indéfiniment, et
formeta umie surface pouvant glisser sur elle-méme, lorsqu’on la
fait tourner aulour des points O, 0/, et superpusable A elie-mdme
par relournement. Nous appell-zrous cette surface un plen,

Lorsqu’on retourne Ja figure en plagant O en ¢/ et O/ en O, on
peut fuire en sorte qu’ua point A du cerele G revienne sur son
ancienne posilion, De part et d'aulre de &, les points du cercle se
placevont deux 3 deux les uns sur les autves, el s¢ distribueront
ainsi symétriquement par yapport i A, 8i 'on désigne par M, W'
duux queleonques de ces points symétriques, ils pourront 8tre eonsi-
dérés comme les positions simulandes de deux mobiles partaut de A
et parcourant fe cercle en sens contraire, Ces mobiles se rencon-
Wreront nécessairement en un point B, qui, avee A, purtagera le
cercle en denx moitids superposables AMB, AM'B..

Le retournement de la figure pourra dre considéré comme pro-
duit par une demi-révolution autour des points A et B, que le re-
tournement laisse immunbiles,

Dans Jo demi-révolution de la figure autour de A et de B, chaque
point m du plan, appartenant au cercle e, décrit un demi-cercle, en
venant se placer sur un point m' du méme cercle ¢, et tant que ce
cercle ne g3 véduira pas & un point unique, il ne pourra yevenir & sa
premiere position qu'apris avoir achevé la révolution entitre,

Or, dans chaque cercle o, il y a deux poiuts qui se trouvent duns
feur position primitive aprisla demi-révolution. Done ses points ont
dit déerire des cercles nuls, ¢’est-d-dire qu'ils n'ont pas changé de
place peadant la révolution,

L’¢ensemble de tous ces points forme une ligne qui reste immo-
hile lorsqu’on 1a fait tourner autour de deux de ces points. Cette
ligne s'appelle la ligne droite.

Transportons maintenant la dvoite le long d’elle~-méme, de ma-
nitre que deux de ses points a, & tombient swr deux autves points o',
U de la premiire position, La nouvelle position rvestera immobile,
lorsqu'on la fera lourner autour de o etde &, et Yon en conclut
qu’elle coincidera nécesairement duns tonte son éendue avee Pan-
cienne position, les points de cilie-ci étant les seuls qui décrivent
des cercles nuls, Done on peut fuire glisser une droite le long d’elle-
méine sans quelle cesse de cuincider avee sa premitre position,
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Si d’un point o commne ceutve on dderit une sphiéve qui enve-
loppe les points A el B, et vencontre Ja droile en et ¥, la portion
de droite ab pourys dtre placde de manitre quea tombe en & et bena,
Alors se trouvera comblde la lacune qui existait encove entre A et B,

En fuisant maintenaut towsner la figure antonr de OO/, la portion
de druoite AR engendrera une portion de plan qui comblera la lacune
laissée daus Vintdrieur du corcle €.

Si l'on fait tourner la droite ab autour de a de maniéve que b reste
dans le plan, la droite sestera tout entitre dans le plan, Car si olle
en sorfait ’un cdid, elle ne serait plus superposable & ele-méme,
lorsqu'en ferait faire au plan une dewi-vévolution autour des points
du corcle qui sout les milieux des denx ares ab,

On peul done joindre par une drvite le point @ & un point quel-
conque m du plan,

8i P'on fait mouvoir la droite am le long d’une autre droite quel-
conque bm, tracée sur le plan, la droite mobile ddcriva le plan,

Si Von fait tourner le plun uutour du point ¢ de maniére que bm
rencontre foujours deux positions de am, le plan ne cessera pas de
cuincideravee lui-méme.

Ilen sera de wméme si Pon fuit glisser de la méme manidre Ja
droite am le long d'elie-méme.

Donc le plan est une surface superposuble i elle-mdmne lorsqu'on
la fait glisser sur elle-méme d'une maniére quelconque, et de plus
superposable 3 elle-méme par retournement.

De 1 résulte que par trois points nun en ligne droite on peut tou-
jours faire passer un plan et un seul.

Note IV. '

Sur la délinition de la ligne droite.

Supposons un ob:ervateur plaed au milien dune varte plaine, I
apergoit de loin un point, et veut se transporier en ce point.

L instinet Yo porte & mavcher dans la direction suivant lnquello ce
point Jui envoie ses impressions lumineuses. La preuve que ce pro-
cddé est fustinelif, cost qu'il est suivi par tous les animaux,

1’expérience, aidée de la vétlexion, lni appren] plus tard qu'en
suivaiit eette route, il accomplit le trajet en noins de temps que 8%
se fint dcarté de la divection des rayons lumineux,

I U T T

h
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De 1 cette vérité vulgaire, mais assez complexe au point de vue
glomélrique : La ligne droite est le plus court chemin d"un point ¢ un
autre, C'est cet énoneé que les auteurs de la plupart des traitds de
gdométrie ont cru pouveir preadre pour définition de la ligne droite,

En discutant Porigine et Ja véritable signification de cette notion
du sens commupn, nous verrons sans peine que linseription d’une
telle proposition en tdte des éléments de géométrie indigue que Pon
n’a pas suffisamment analysé les iddes trés-simples qui se rapportent
& cet objet,

Certains philusophes de V'antiquité, au dire de Proclus, voulant
wailler agrénblement Ja 20° proposition d’Euclide, prétendaient que
les &nes eux-mémes Fadmettaient sans démoustralion, On peut ré-
pondre i cela que les dnes, en suivant telle voute plutdt que telle
autre pour atteindre leur but, ne se préoccupent en aucune fugon de
Ia longueur du chemin, Leur instinet les porte & marcher dans la
ligne suivant laquelle ’objet impressionne leurs sens, et celle ligne
sera la ligne droite, parce que ¢’est la route que suivent la Jumiére, le
son, ete, Il n'est pas impossible, d’ailleurs, que les animaux fassent
quelquefois acte d'intelligence, en adoptant le chemin que Pexpd-
rience leur a montré &tre le plus court,

C’est done Vexpérience, aidde de la mémoive et de la réflexion,
qui nous apprend que le chemin rectiligne est, toutes choses égales
d'ailleurs, le plus tdt parcouru.

le jugement concordant,sjue P'on forme en appréciant au coup
el la longueur du chemin, doit étre rapporté d la méme origine,
puisque Vidde de grandeur, que nous transmet immédintement le
sens de la vue (abstraction fuite des notions fournies par les autres
sens, ainsi que par la mémoir et la véflexion), n'a pas d*autre source
que le mouvement plus ou moins considérable que doil exéeuter
Paxe deVeeil pour pareourir tel ou tel contour.

1l nous parait donc établi que Yadoption du chemin rectiligne a
une origine primitivement instinctive et irréfiéchie, et que sa pro-
priété de minimum, qui en a fait conserver V'usage, nous a été ré-
vélée par Uexpérience,

Examinons maintenant de plus pris quelle est la signification de
ce jugement, quelle en esl Pexacte interprétation gdométrique, apris
qu'on V'a, pour ainsi dire, épuré par la faculté d’abstraction, et dé-

. pouillé de toutes les circonsiances physiques qui avaient accompagné
sa formation,
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la chemin de direction constante (*), qua nour pareourons en sui-
vant lerayon luminenx, nous conduit & I’idde d’une ligne de direction
constante, en remplagant, par la pensée, notre corps par un point,
cest-d-dive en réduisant iudéliniment les dimensions de notre corps
par rapport & ce qui Fenvironne; ce qui donne i I'idde de cherin
une précision de plus en plus grande, )

tin appliguant le mime procédé d'abstraction anx autres chemins
possibles, on a dd continuer d'abord, sans g’en rendre comple, &
mesurer la longueur du chemin par le nombre des pas, le temps du
parcours par Je temps employé i faire un pas; Vidée de temps n'é-
tant jci, du reste, qu’une idée auxilisive, qui deit 8tre éliminée & la
fin de Yopération intellectuelle, Dans le langage abstrait, cela ravient
b supposer lo mobile décrivant un polygone, et i admetire, comme
un fait d’expérionce, qu'un edté d’un polygone est moindre que la
sommade tous les autres,

Pour aller plus loin, pour acquérir des notions relatives 2 la lon-
gueur de slignes courbes, on est foreé de recourir & un nouveau pro-
cédé, au procédé du passage & la limite, qui remplace la comparaison
directe, devenue impossible.

1 nesuffit pas, en effet, de faive appel ici A I'idée vague que chacun
a ou croit avoir ds la longueur d’une courbe. On peut bien, il est .
viai, définir nettement ce qu'on entend par un axe plus grand ou plus
petit qu'un autre, lorsque ces deux arcs sont compiés & partir d'une
origine commune, Mais déjd, dis qu'il ne sagit plus du cercle ou de
Fhélice, il n’est plus possible de comparer directement deux aves de
Ia méme courbe, lorsqu'ils ne sont pas comptés i partir de la méme
origine. A plus forte raison celte comparaison est-elle impossible,
lorsque Von considére des arcs pris sur des couvhes différentes,

11 faut hien, cependant, que Fon tronve un moyen de suppléer
i cette comparaison divecte, tans quoi, en disant que telle ligne est
plus on moins longue que telle autre, on ne ferait que prononcer
une phrase absolument vide de sens. Vayons donc quels moyens
peusent proposer cenx qui se refusent & invoquer lo principe des
limites, ’

40 Le temaps employé par le mobile pour parcourir un cerfain
chemin, — Mais il faut alors supposer tacitement que la vitesse est

{*) Nuus jugeons que la direotion est constante, parce que uous n'avons
fait aucun effort pour imptimer & notve corps un mouvement de rotation,
8
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la mdme dans 128 deux chemins que Pon veut comparer, Qu’est-ce
muintenant que la vitesse? Ou, i Pon renonce 3 définir la vitesse, en
Pudmeltant au nombre des quantitds primitives, qu'est-ce que deux
vitesses dgales? — De quelque manidre que I'on essaye de répondre
i cette question, on e trouvera toujours obligd, ot on tard, de
passer pav ies notions de limites, et I'on n’aura fait que reculer inu-
tilement a difficults, en introduisant des auxilinives inutiles, pour
faire une comparaison qu'on aurait sussi bien pu faive direc-
tement, . .

2 On applique un fil flexible sur I courbe, puis on lo redvesse.
On suppose ici le fil snewtensible. Qu'est-ce dovie quin il inexten-
sible, dés qu'il cesse d’¢tro en ligne droite ou d’dtro appliqué sur la
mdme conybe ? Toutes les définitions que Yon peut tenter de donner
du phéuomene physique de Vallongement d’un fil curviligne re-
viennent, en définitive, A 6ter d ce fil (supposd infiniment mince) son
caractdre de courbe conlinue, pour en faire un polygone  cOlds tros.
petits, et ce nest que dane le passage & la limite que Fon arrive &
supposer ces cOlés infiniment petets, On voit done que, li encore, on
n’a fait qu'obscurcir la question en Ja compliquant de wotions phy-
siques dirangdres,,

Telles sont les difficultés jnsurmontables que 'on rencontre, Jors.
qwon veut définirlo plug simple des figures de géométrie an moyen
d'une de ses propriétés secondaires, qui w’est, au fond, qu'un théo-
réme d'une nature assez compliquée, ct exigeant, pour éve compris,
ln connaissance préalable d’un grand nombre d’autres proposilions.

Nous disons que la propriété de minimum de la ligne droite est
une propridlé sccondaive, En effef, aucune des propositions fonda-
mentales de la géométrie ne reposo sur cetlo propriétd, du moins
yuand on prend, pour avrviveri leur démonstration, la voie la plus
directe et I plus naturelle. '

La propriété dont il g'agit a son anglogue dans toutes les figures
syméiriques, sans que cependant on ait jamais songé 3 la prendre
comme définition pour une autve figurd que pour la ligne droite.
Que dirait-on, ‘'en effet, d'un auteur qui définirait le cercle comme la
courhe d’aire masimum parmi celles d'un périmdtre donné? Il serait
difficile de déduire simplement, de cetie définition, les propriétés
fondamentales du cercle. Et cependant e’est ce méme procédé que la
plupart des aulenrs suivent pour la ligne droite, et Ia force de Yhu-
bitade nous empéche senle d'en sentir Pétrangeté,
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L'ovigine decette prétendue définition de Ja ligne droite remonte &
une fausse interprétation d’un passage d’Archiméde. Lorsque ce grand
géometre voulut, le premior, aborder les probldmes de lu rectication
du cercle et de ln quadrajure de la sphére, il lui fallut biea définic
ce qu'it entendait par longueur d'une ligoe courbe ou par afre d'uny
surfuca courbe, Pour y payvenir, il posa comme des principes
(bmoféassc) certaines propositions, sur lesquelies il Yappuya comme
sur de nonveaux axidmes ;

1* La ligne droite est la plus courte de toutes celles qui ont les
mdmes exirémilds. _

9* Un contour convexe est moindre qu’un contour qui Penveloppe
_ en Fappuyant sur les mdmes extrémitds,

3° La surface plane est Ja plus petite de tontes celles qui sont ter-
mindes au méme contour,

Ele.

On peut aisément montrer, comme chacun suit, que la méthode
d’exhaustion, employée par les Auciens dans leurs démonstrations,
esl identique, pour le fond, avec la méthode des limites, par laquelle
les Modernes Vont remplaede. La limite d'une quantité variable n'est
ddterminde, en offet, que par Vexclusion de toutes les valeurs da la
variable, autres que celle que I'on ne peut délinir directement, et qus
la variable ne peut en géndral jamais atteindre; et ce procédd est
précisément celui de la mélhode d'exhaustion,

En suivant le mdme ordre d'iddes, on reconnaitra facilement que
les principes que nous venons de rapporter, étant interprétds d’aprds
les iddes modernes, ne sont aulre chose que des définitions de la
longueur d'une ligne courbe, ou de Vaire d'une surface courbe,
Aingi Archiméde, ne pouvant définir directement la ligne droite qui
représente une longueur curviligne, a défini celle-ci comme quelque
chose plus grand que tous les contours rectilignos inscrits, et plus
petit que tous les contours rectilignes circonscrits, Comme on peut
faire en sorle que deux contours vectilignes, pris dans chacunc de
ces doux séries, scient vendus aussi peu différents que Fon voudra
" Pun de Vautre, il en rédsulte que ces deux séries tendent vers une

limite .commune, qui est la longueur-de la courbe. On voit donc
que nous sommes arrivés.i la définition moderne dela longueur de
-Yare de coutbe, sans faire autre chose que de tvaduire et de déve-
" lopper Vidée d’ Archimade, et que les,principes que nous avons cilés,
lvin de contenir une définjtion de la ligne droite, sevventau contraire
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b définir, au moyen de lo ligne droite, la longueur de la ligne conrbe,

On peut remaryner en méme temps que les auteurs qui ont fait
cette confusion au sujet de la ligne droite auraient dd, pour resler
consquents avéc eux-mémes, prendre le troisibme principe pour
définition du plan, les propriétés exprimeées par les principes 4 et 3
étant compldtement analogues,

Note v.

Sar Punité angulaive, .

Les diverses fonctions trigonoméiriques, le sinus, la tangente, elc.,
sont détinies d’abord pour le premier quadrant, dans Vintervallo
duquel elles parcourent entidrement la série de leurs valeurs numé-
rigues, Cest par I'introduction des signes - et — que I'on parvient

4 donner, dux angles non compris entre les limites O et ?9':’ des

fonctions trigonométriques, qui ne sont avtyes que celles de certains
angles du premier quadrant, prises avec des signes convenables. On
sait, en effet, que, pour obtenir les fonctions trigonométriques d’un

angle <0 ou>%» on commencs par ajouter ou retrancher lo

nombre de quadrants nécessaire pour ramener angle donné 3 dtre .
compris dans le premier quadrant, de sorte qu'il suffit d’avoir une
table des fonctions trigonométriques dressée seulement pour le pre-
mier quadrant.

Si l'on exprime maintenant un angle en prenant le quadraut pour
unité, et Jo soumettant i la division décimale, Pangle se composers
d'une partic entidre, positive on négative, et d'une partie décimale, .
que P'on pourra toujours supposer positive. L'opération de I'addition
oude la soustraction des quadrants sera alors complélement ana-
logue & celle du changement de caractéristique dans les logarithmes
décimaux. Cest déji la un premier avantage du choix de la véritable
unité angulaire,

8i, comme quelques autéurs Yont proposé, on premait le cercle
entier pour unité, le quadrant serait représenté par la fraction 0,23,
et, pour opérer la réduction d’un angle au premier quadrant, on
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sevait obligé d'altérer les deux premiéres décimales, co qui serail
* heaucoup moins simple dans la pratique,

L/udoption, comme unild angulaire, du centiéme de quadrant ou
grade n'a d"autre maison d’dtre que Je désir de se vapprocher du
degrd sexagdsimal. Il n'en peut résulter aucun avantage sérieux,
mais seulement una complication dans I'écriture, et une perpéiuelle
confusion des degrds nouveauwm, des minules nouvelles, ele., uvee les
degrds anciens, les minutee anciennes, elc,

Nous avons signalé une premiére analogie entre la division déci-
male du quadrant et les logavithmes décimanx du systéme de Briggs,
La raison de cette anslogle est facile & saisir, Si Pon considire une
exponentielle & exposant compléxe, :

are V-'-‘-“a,

la partie réelle de Voxposant est un logarithme rdel, Jo coufficient
de Y1 un arc de cercle; de sorte qu’on peut regarder les arcs de
cercla comme des logarithmes imaginaires, D’aprés cela, si l'ou rap-
povte les Jogarithmes au systéme décimal, les déplacements de la
virgule dans la veleur namérigue de Vexponentielle répondront &
des changements de la seule caractéristique; et, d'aprés lo nature
des exponentielles réelles, qui ne sont pas des fonctions & période
réelle, la caractéristique pourra prendre toutes les valeurs entidres,
de —w -0,

De méme, si I'on adopte la division décimala pour les logaritiimes
imaginaires, les changements de quadrant, qui reviennent & la mul-
tiplication de Pexponentielle par une puissance dv y/<,"correspon=
drout & des changements de la caractéristiue du logarithme
lmagmawe, ot, d’aprés le caructire périodique de Vexponentielle
imaginaire, cette exponentielle parcourra le cycle entier de ses va-
leurs, lorsqu'on fera varier la caractéristique de 0 & 4, ou encore, ce
qui revien! au méme, de — 2 4 -+ 2, 1'addition d’use unitd & la ca-
racléristique équivalant & la multiplication par =1

Ainsi, de méme que 40 est la base des logarithmes réels décl-

maus, e“‘/_ sera celle des logarithmes i nmagmalres décimaux,

Les aulres unités angulaires dont on fait usage ont aussi leurs
analogucs dans les logarithmes, et it est aisé de s'en rendre compte
au moyen des considérations préeédentes.

Daus le calenl littéral, on emploic constamment les logarithines
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naturels, relatifs & la base ¢, ot Pon prend pour unitd angulaire Vave
dgal au rayon, Dens ce eas, Vanaloguede la eavoctéristique des Jo-
garithines décimaux rdols n'est plus un nombre entier; ¢’est lo lo-
garithme naturel de 10, ou Jo nombrs 2,302585...,, L'analogue de
la covactéristique des logarithmes décimaux imaginaires est, de

méme, le nombre irrationnel ; Pour calculer numériquement

dans ce sysidme naturel, on serait done oblig de se servir de ca-
ractéristiquos fractionnaires, co qui serait peu commode dans la pra-
ﬁqmc

It reste & chercher V'analogue de la divisiop sesagésimale du
cercle. f1 faut, pour cela, remonter dans l'antiguitd au temps o les
astronomes faisaient usage de la division sexagédeimale du rayon, et
olt le calcul proprement dit dtait trop méprisd des hommes do
science pour qu'ils songesssont i en perfectionner les mdthodes.
Les inventeurs des logarithmes se sont bien gavdés de reprendre ces
traditions, en choisissunt 60 on 90 pour bases de leurs systémes, et
la numération sexagésimale des logarithmes imaginaires n’a plus au-
jourd’hui rien qui ui corresponde dans la numération des nombres
réels, du moins dans les pays qui, commae la France, ont sonmis leur
systeme métrique & la division décirale.

On se demande souvent pourquoi les astronomes (rangais, apris
avoir proposé les premiers la division décimale du quadrant(‘), que
les étrangers appellent encore ln division francaise, ont éld eux-
mémes les premiers & Pabandonner, 1} y a, pour espliquer ce fait,
une raison {rés-grave dans la néeessité ob sont les astronomes de
puiser sans cesse dans des vegisires d’observations, qui, & toutes les
époques, ont été construits d'apris fe systéme sexagésimal. On con-
¢oit quel immense travail entralneraitla conversion detant de nombres
d’un systéme dans Pautre, et quelle souree d’erreurs et de confusion
résulterait d'un te) remaniement, sans parler des inconvénients qu’é-
prouveraient les observateurs actuels, foreés de changer leurs habi-
tudes et leurs instruments. L'astronomie, enchainée par son passé,
& done sagement fait do renoncer & un perfectionnement qui, en
somme, aurait précenté plis de dangers que d’avantages réels,

(*) Voyez, pour plus de détails, I'introduction des Tables dégimates dv
Hobert ot ldelay, Berlin, 1799,



APPENDICE. "

Mais Jes astranomes ohservateurs ne sont pas seuls A se servir des
tables trigonométriques, Or, pour tout autre usage que le caleul im-
médiat des observations faites avee des insiruments purtant [a division
sewngésimale, i1 est incontestable que la division décimale présen-
terait des avantages immenses, of nous ne pouvons comprendre la
persistance avee laquelle In plupart des calculatenrs la rejettent. 1l
n'est pag hasoin d’une bien grande expdrience du caleul pour voiv
combien on gagnerait & Padopter dans los caleuls de mécanique cé-
leste, de goddsie, de lopographie, en un mot, dans tous les cas ot
Pon n’a pas 4 lire ses nombres dansun registre d'observations astrono-
miques,

La soulo boune raiton que Von pourrait nous.opposer, c'est le
manque de honnes tables trigonométriques décimales. Les seules
tables 4 sept figures conslruites dans ce systéme, celles de Hobert et
ldelsr, de Borda ot de Callet,- sont mal disposées pour les usages
pratiques, Vintervalle des divisions étant trop considérable. Les
tables de Plauzoles, & six figures, sont beaucoup plus commnodes, et
copendant elles sont peu répandues, Pour que les calculateurs
pussent jouir des avantages de la division décimale, il faudrait que
Pou tivit des grandes Tables roanuserites du Cadastre (*) une sévie
do tables répondant aux divers degrds de précision dont on a besoin
dans les calculs, c'est-ia-dive des tables & sept, i six, & cinyg et &
quatre figures (**), Si cette publication étnit faite avee les mdmes soins
et une disposition aussi convenable que celle des honnes tables sexa-
gésimales publifes récemment en Allemagne, nous sommes con-
vaineu quoe le sen) systéme vraiment rationnel reprendrait bientdt fa-
vour, et que les tables sexagésimales ne trouveraiunt plus place que
dans les observatoires, ot elles devront longtemps encore étre exclu-
sivement en usage,

(") Il existe deux exemplaires de ces Tables, déposés I'un & la biblio-
thdque de 'Observatoive de Paris, V'autre 3 celle de 'Instint. Voy. Now-
velles Annales de Mathématiqies, Rulletin de Bibliagraphis, 4855, p. 443
Comptes rendus de I'Académie dos sciences, 26 mat 1858, et Anuales de
'Observatoire, LAV,

(**) Voy. notve Recueil de Formules ot de Tables numérigues, qui con-
tient des Tnbles trigonoméviques décimalesd quatre flgures, Paris, Gonthier-
Vitlars, 1866,

[Nt
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Note Vi.
Sur l'axidme 44 (dit postulatum) d'Euclide.

" Des recherches dejd anciennes, mais qui ont passé inapergues jus-

qu’h ces derniers temps, ont mis hors de doute que ta démonstration
de Paxidme 44 d’Euclide (noire axidme IV) ne peut pas se déduire
des axidmes précédents. Cesrecherches ontté faites versPannée 4820,
par deux géomdtres, Lobatschewsky et J. Bolyai(*), qui par des mé-
thodes différentes ot indépendamment I'un de Vautre, sont parvenus
presqu’en méme temps & vetrouver les résullats que Gawss possédait
déji depuis pris de quarante ans, Malheureusement ce grand ma-
thématicien n’a jamais publid ses travaux sur ce sujet, etsans la pu-
blication récente de sa correspondance ave¢ Schumacher, nous igno-
rerions encore Fexistence des nouvelles théories qu’il a appuydes de
son imposante autoritd,

Je n'entrerai pas ici dans Pexposition complite de ces théories,
que ’on tiouvera développées avec détails dans la brochure de Loba-
tschewsky dont j"ai donné une traduction (**), Je me contenlerai d’en
faire connaltre les points principaux, et d’indiguer sommairement ce
que la gdométrie abstraite, fondée sur la négation de V'axidme 41, a
de commun avec la géométrie euclidienne ou expérimentale, et en quoi
elle s’en écarte,

Lathéorie des paralléles ne fait qu'un avec la proposition 32 d’Eu-
clide sur la somme des angles d’un triangle rectiligne, Aussi plusicurs
géomitres, au lieu d’essayer Ju démonsiration directe del'axidme 114,
ont fait porter leurs efforts sur la détermination de la somme des
angles d’un triangle. .

On peut d’shord élablix, comme Legendre P'a fait (***), quelques
propositions complémentaires des 28 premdres propozitions ¢'Eu-
clide, et indépendantes comme elles de 1’axidme 44,

(*) Fils de W, Bolyai, dout nous avcus cité les ouvrages, p 6. ..

(**) Etudes gdomdiriques sur la thiorie des paratldles, psr N. 1, Loba-
tschewsky, suivi d'on exteait de la Correspondance de Gauss ef dv Sehu-
macher. Parls, Gauthier-Villars, 1866,

(***) Mémoires de I’ Académie des Seciences, v. XII, p. 869.— Eléments de
géométris, 30 & 8¢ édition, — Voyes encore Lovavscnewsky, Sludes sur los
paralldles, no* 19 et 20,



APPENDICE, 73

L. La somme des trois angles d'un triangle rectiligne ne pout pas

surpasser deuw angles droits,
Désignons, pour abréger, par f ABC (fiy. 44) la sonmmne des trois -
angles du triangle ABC, et soit, #'il est possible, fABC S 2dr. Sur

AG prolongé portons les Jongueurs CE=EG==...==AG, et sur ces
bases construisons les triangles DCE, FEG, ..., tous dgaux A ABC,

L'angle BCD, supplément de la somme des angles ACB ot
DCE = BAG, sera, d"aprits ’hypothese admise, < ABC. Done [Bucl,,
I, 24] BD < AC. '

Ou voit d'ailleurs [Buel,, 1, 4] que tous les triangles BCD, DEF,..,
sont égaux entre eux, Done BD==DF=FH=z....

Soit maintenant & la différence AC—BD, Si Von coustruit n
triangles consdentifs égaux & ABC, la différence entre Ja drojte totale
AP==n.AC ot la somme des droites BD 4 DF 4-...== 0. BD sera
nd; et, en prenant n assez grnnd,‘. on pourra faire ¢n sorte que nd
surpasse la longueur finie AB - PQ ==2AB,

Mais on gurait alors AP — (BDF... Q) > AB-+PQ, d’olt il vésul-
terait que le coté AP du polygone ABD .., QPA serait plus grand que
la somme de lous les autres, ce qui est contraire aux corollnires do
la proposition 20 du premier livre d’Enclide, [§ 24, p. 57).

1l est done impossible qu'il existe un triangle rectiligne dont les
angles aient une somme plus grande que deux angles droits,

11, Sl ewiste un seul triangle rectiligne dans lequel lu somme des
angles soit dgale & deusw angles droits, cétle somme sera éyale aussi &
deug angles droits pour tous les triangles rectilignes possibles,

1o Soit ABC (fig. 45) un triangle rectiligne tel quo fABC=2dr.
Faisons le triangle BCD =<ABC, en prenant Pangle BCD = CBA et
CD = AB, Foll BDC=A, CBD=BCA, BD==AC,

Prolongeons AB, AG de longueurs BE==AB, CF==AC; joignons
DE, DF. Des égalités précédentes et de fABC==2dr., il résulle
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DBE:==BAC==DCF, d'oh Von conolnt que chaoun des (riangles
DBE, DCB est égal & ABC, On en déduit ensuile aisément que la

B N\ IR Y717

. 'q‘*.‘ Fiu A5,
) ma P
Y \
A B E

somme des angles en D ost ==24dr., ot par suite EDF est une ligne
dioite. Donc on pent construire nn triangle AEF, ayant et ‘cOtés
doubles respectivement de ceux du triangle proposs ABC ; de plis,
dquiangle avec ABC, et ayant par suite la somme de ses asgles
==adr,

Ou poutra répéter cette construction autant de fois gue on voudra,
et oblenir ainsi un triangle dont les cOtds scront aussi grands que
Uon voudra, et 1a somme des angles dgale encore & adr, .

Qo Si un triangle AMN (fg. 46) aun angle A commun avet le
triangle ABC dont la somme des angles =adr., on aura anssi

Fig. 48,

JAMN=adr, Construisons, en effet, d’apréa co qwon vient de
voir, un triangle AGH, dont les ¢dtés AG, AH soient respectivement
plus grands que AM, AN, et tcl que Pon ait f AGH=[ABC=adr,;
menons GN. La somme totale fAMN- [MNG-t /NGH==la somme
des angles en M-+ la somme des angles en N+ fAGH, et, par
suite, = 6dr. ; et comme aucune dgs trois sommes partielles ne pout



APPENDIGE. 78

surpassar a dit. [prop. 4}, il faut que chacuna J'olles soit ==adr.
Dene fAMN==adr,

3° Suil maintenant abe (fig. 47) un trisngle quelcongue. Si ses
augles ne sont pas dgaux & coux du triangle ABC pour lequel

Fig. 44,
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f ABC==adr,, il faiudra que I'un au moins d'antre eux soit moindro
quo l'angle correspondant da ABC, sans quot Von aurait fabe>adr,
Supposons done bas < BAC ; faisons baf==BAG el menons bf &
volonté, D'siprés 2°,abf et ABCagent un anigle commun, fabf=adr.;
abd et abf ayant un angle commun, fabd=2adr.; ubd et abo ayant
un angle commun, [abez=adr,

Outre ces théorbmes et les 28 premidres propositions d'Euclide,
voici un apergu des propositions de la Géométrie qui s’établissent in-
dépendamment de Vaxiéme 14 ().

Uno droite peut avoir avec un cercle un on denx points communs,
et pas davantage. Trois points étant donnés sur un cercle, trouver le
centre de co cercle, Possibilité des polygones réguliors; construction
effective de cenx de 4, 8, 18,... cotds seulement, Deux cercles peu-
vent avoir, sans coincider, un ou deux points communs, et pas du-
vantage,

Propriétés des figures sphériques, en partic analogues aux 28 pre-
midres propositions d'Euclide, Egalité des triangles sphérigues,
Triangles sphdriqites isosciles, éte, Trouver le centre.d’un corcle pas-
sant par trois points donnds sur lasphéve (**). Déterminer le rayon d’une

(%) Bowvar. Kurser Griadyiss cines Versiclis u s, to.
(**) Ce probldme n'est résoluble pour trois points donués sur un plan
que lorsqu'on admet I'axidme 41. Si trois points quelcongues, non en ligue

il

[t
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sphdre par une construction plane, Tracor un grand cexcle passunt
par deux points dennés, ou perpendiculaire sur lo milien d'un are
de cercle donné, ou parfugeant un angle donnd en deux parties
égales, etc, Pelils cercles el arcs de grands cercles tangents, Con-
struction des polygones sphériques réguliors de 4, 8, 16,... ctés,
Aire du triangle sphérique et do la sphére totale. La somme des
angles d’un triangle sphérique dont les cdtés sont infiniment petits
par rapport au rayon de la sphire a pour limile deux angles droits,

Sidonc on construit ln surface qui est la limite d’une sphére ps.
sant par un point donnd, et dont le ragon crolt jusqu’d Pinfini, les
triangles tracds sur cette surface auront la somme de leurs angles
dgale & deux angles droits, et par conséquent toutes les conséquences
qui déconlent de Paxidme 14 on géométrie plane sont vraies, daus
Phypothise contraire, pour ces triangles tracés sur la sphére-limite,
En particulier, on' peut appliquer & ces triangles les formules de la
trigonométrie rectiligne ordinaire, et en déduire ensuite les for-
mules de la trigonométrie sphérique, qui se rouvent ainsi élablies
indépendamment de la théorie des paralldles (*).

Muis cette sphizre-limite coincide-teelle avec un plan? Tout co qu'on
peut dire, c’ost qu'elle n'en diffdre pas sensiblement dans P'dtendue
accessible i nos mesures, les triangles rectilignes que nous connaissons
ayant une somme d’angles que nous ne pouvons pas distinguer de
2 angles droits (**), Rien ne nous démontre cependant qu'il en soit
de méme pour des triangles rectilignes plus grands, et que la somme
des angles do ces {riangles ne finisse pas par &tre sensiblement
moindre que 3 droits,

Il n’y a, en effet, aucune incompatibilité entre les premiers
axiémes (nos axiomes I, 11 et 111) et Ja supposition que la somme

droite, pouvaient toujours &tve placés sur une sphore, I'axidme 44 serait
démoutré,

(") Lagrange avait reconnu Pindépendance entre les formules de Ja
trigonométrie sphérique et Faxidme 44, et il croyalt pouvoir tirer de 1 unie

* démonstration de cet axidme, Il considérait d'ailleurs toutes lén autres

tentatives de démonstration comme insuflisantes, C'est ainsi qu'il s'expri.
mait dans ses conversations avec M, Biot. (Communigué par M. Lefort.)

(*+) D'uprés les calculs de Lobatschewsky, les observations astronomiques
jndiquent que, pour un triangle dont les cdtds seraient & peu prés égaux &
Ia distance de la Terre au Sleil, la sommne des ongles we differe pes de
2.dr. de 3dix-millidmes de seconde.
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des angles, d'un triangle soit moindre que 2 angles droits, J. Bolyai
et Johatschewsky ont tird les conséquences de cette supposition, saus
jamais se trouver en contradiction uvec la logique, mais seulement
avec 'expérience, telle que nous la permettent nos moyens limités,

Si la somme des angles d’un trinngle rectiligne est moindre que
2 droits, on peut alors niener, par un poiut donné, unec infinité de
droiles différentes, quine rencontrent pus une droite donade, Celle de
cesdroites qui s’approche la plus de la druite donnde est dite parailéle
A cette droite. Deux droites poralléles sontasymptotes ’unede I'uutre,

1l 0’y a plus, dans cette hypothdso, de figures pluncs semblables,
On ne pent plus partager par les procédés élémentaires une droite en
{rois parties dgales, ni circonserire un cercle & un triangle rectiligne
queleongue, La somme des angles d’un triangle varie entre 2 angles
droits et 2éro, et pett diminuer indéfiniment, lorsqu’on fait croitre
les cités & Vinfini, L'angle d'un polygone régulier n’est plus constant,
et diminue indéfiniment, lovsqu'on fait croltre le cété du polygone
jusqu'd Vinfini,

Au contraire, la somme des angles d’un triangle rectiligne infini-
ment petit tend vers 2 angles droits, comme celle des angles d'un
triangle sphérique infiniment petit,

Les formules de la trigonométrie rectiligne relatives i 'hypothdse
ois Pon rejetie Paxidme 14 présentent une grande analogie avec celles
de lu trigonométrie sphérigue; clles s’en déduiraient en altribuant
aux cdtés du triangle sphérique des valeurs imaginaires.

Lobatschewsky a fait voir(*) que Fon pourrait construire sur cetle
hypothése un systéme complet de géométrie, i laquelle il a donné le
nom de Géomdtrie imaginaire, nom qu'il serait plus convenable de
reraplacer par eelui de Géomdirie abstraite, Les expressions des élé-
ments difliérenticls des lignes conrbes, des surfaces et des volumes
sont lee mimes que dans la Géométrie réelle ou expérimentale,

Ei résumé, Pexpérience ne nous ayant montré aucun triangle rec-
tiligne, si grand qu'il soit, dont la somme des angles soit moindre
que deux angles droits, la géométrie d'Euclide est certainement vraie,
au moins dans les limites de nos ohservations. Aussi sulfira-t-elle

(") Geométris tmaginaire (Journal de Crelle, 1. XVII, 1837). — Pan-
glomdtrie (Kazan, 4856). — Voir anesi J. Bowyar, Appendia scientiam spatii
absoluts veram exhibens, ote., inséré dans Je 1. | du Tentamen, cte., de W,
Bowrvat.
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tunjours dans la prahue, ot I'étude de la Gdomdtris abstraite n'offviva
jamais d’intérét qu’an point de vue philosophique, oh elle acquiert,
au contraire, une importance capitale.

Note vii.
Bur la théorie des paralidles.

8i Pon juge de la direction d'une droite par Pangle dont lle s'é.
‘earte d’une direction donnde, deux droites qui forment avec une
Wroisiéme des angles corvespondants égaux seront de méme direction,
et le théoréme démontrd au § {4 pourra s'énoncer ainsi :

Deum droites de méme direction ne peuvent se rencontrer, et sont pa-
ralidles, .

Celte proposition pourrait dtre prise pour axidme, en considérant
Pidde de direotion comme une donnée fondamentale de Fexpérience.
Des lors, il serait évident que deux dvoites qui se rencontrent ont
des dirvections différentes, et par suite colles qui ontla méme direc-
tion né peuvent se rencontrer,

Dans cet ordre d'iddes, laxidme réciproque, c'est-d-dire
Paxidme 1V du § {8, pourrait s'énoncer comume il suit :

Dans un plas, une droile quelconque rencontre tdutes cellos qui n'ont
pas la méme direction,

Cet énoncé devient encore plus évident, forsqu’on le rapproche de
ce que nous avons dit (§ 6) de la génération recliligne du plan.

Colte manibre de présenter la théorie des paralieles est plus
simple et plus symétrique que Ja méthode ordinaire, et nous semble
avantageuse pour un premier enseignement de Ja gdométrie (),
En rovenunt plus tard sur cet_objet, on montrerait, comme nous
I'avons fuit au § 14, que le parallélisme des droiles de méme divec-
tion est une congéquence des axidmes précédents,

. Nete VIiL
"Sur 1a longueur d'unc ligne courbe,

On démontre, dans la plupart des traités do Caloul intégral, ce

théordme, qu'il ewisle une limite commune, finic o déterminée, pour .

() Voy. Note X.
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les périmdires des polygones infinitésimaun fnsorits ef circonserits & un
are de courbe donné, On peut présenier cette démonstration sous une
forme tout & fait élémentaive, sans employer V'algotithme de Yana.
lyse transcendante,

L4 démonsiration repose sur le principe fondamental du caleul in-
tdgral {*), savoir que, dans une somme d’éléments infiniment petits,
on peut, sans changer la limite de cette somme, alidrer chacun de
ces dléments d’uve fraction de lui-méme inflniment petite, ~ Bu
offet, en remplagant toutes ces fractions par la plus grande d'entre
elles, qui est encore infiniment petite, on voit quo Validration de la
sommo est moindre que cotle fraclion maximum de la somme elle-
méme, c'est-d-dirs que ai s, 8,5¢... sont tous moindres que s, on a
bty 48y a0 < {8y %y 4~ 00s)e Lo somme étant supposée finie,
Faltération sera done moindre qu'une fraction infiniment petite
d'une quantité finie, et par suite elle sera infiniment petite, Done
Valtération de la limite sera la limite d’un inflniment petit, c'ested.
dive zéro,

Celie démonstration ne repose, comme on voit, sur aucune con-
sidération qui dépusse les principes que Pon a souvent occasion d’in-
vogquer ¢n géométrie dlémentaire,

Disons en passant que ce principe foutnit immédiatement les dé-
monstrations les plus simples des théordmes sur Péquivalence dé
deux prismes ou de doux pyramides de méme base et de méme
hauleur,

Supposons mainlenant que Yon ait un triangle dont un seul angle
soit infiniment petit, Lo ¢d16 opposé & cet angle sera infiniment petit
par rapport ¢ chacun des deuw autres (**), et il en sera de méme, 3
plus forle raison, de la différence de ces deux cOtés par rapport d
chacun d'enw, Nous énoncerons ce résuliat d’une manidre alnégde,
en disant que les deux cdtés qui comprennent Fangle infiniment
petit différent infinfment peu Pun de Pautre,

H résulte de 1 que, si Fon projette, par des paralitles de direc-
tion queleonque, orihogonale ou non, une dvolte de longueur dornée
sur un axe faisant avec celte droite un angle infiniment potit, la

{*) Duhamel, Kiémenis do caleub infinitésimat, 1. ), p. 35,
(**) Lo rapport de cette différence & chacun des cdtés serait méme infini-
mont petit du second ordye, ef le triangle était recrangle.
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différence entre la droite et sa projection sera infiniment petile par
rapport & chucune d'elles ; en d'autres termes, la droile et sa projec-
tion différeront infiniment peu. .

Done, si la droite qui ferme un contour polygonal fait avec chacun
des cdtés de co contour des angles infiniment petits, la longneur de
celte droile ne diffdrera qu'infiniment peu de celle du contour poly-
gonal,

Cola posé, considévons un arc de courbe, que nous supposerons
plane, pour plus de simplicité, et admetions que cet are soit entid-
rement convexe {*), D’apris les corollaives de la proposition 20 du
premier livre &' Euclide (§ 24), on voit: 4° Que la contour d'un po~
lygone inscrit dans I'arc convexe crolt & mesure que V'on établit de
nouveaux sommets intermédiaires, en subdivisant les ares; 90 que
le contour d’un polygoue circonserit an méme arc diminue & mesure
qua Pon trace de nouveaux cdids, dont les points de contact subdi-
visent les ares; 3oqu’un quelconque des contours inserits est toujours
moindre qu’un quelconque des contours circonserits,

On en conclut d'abord: 4° Que les contours inscrits, dont on
augmente le nombre des c6tés suivant une certaine loi, allant d'une
part toujours en croissant, mais restant d’autre part toujours moindres
qu'un polygone circonserit quelconque, tendront nécessairement
vers une cetlaine limite finie, dépendante ounon de Ia loi de suh~
division;

2° Que les contours circonscrits, allant foujours en diminuant
par la subdivision des arcs, et restant loujours supéricurs & vn po-
lygone inscrit quelconqgue, tendront aussi vers une certaine limite
finie, dépendanic ou non dela loi de subdivision,

1l reste i prouver que tous ces conlours, tant inserits que cir-
conscrits, tendent vers une seule et mdme limite, indépendante de
la loi de subdivision.

Considérons un ¢ité d'un contour inscrit, et un polygone inserit
dans J'arc sous-tendu par ce coté, Si ce ¢d16 est assez petit, sa direc-
tion, ainsi que la direction d'un cd§é quelconque du polygone en
question, fera un angle aussi pelit qu'on voudra.avec la tangente en
un quelconque des points de Varc. Done, d'apris la proposition
démontrée ci-dessus, le cdié et le polygone different Pun de Fantre
infiniment peu,

{*) il ne I'était pas, on le décomposerait on portions convexes,
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Soieal maintenant deux polygones inscrits quelcongues, & cbiés
suffisamment petits. Si nous les comparons V'un et Vautre an poly-
gone formé par la réunion de tous leurs sommets, ef correspondant
par conséquent & une subdivision de chacun des deux systdmes
d’arcs, chague cbi$ de 'un quelconque des deux contours primitifs
différera infiniment peun de la poition corvespondante dw troisizme
conteur. Done chacun des denx premiers contours différera infini~
ment peu du tyoisitme, et par suite les deux premiers contours dif-
fdrevont infiniment peu lon de Pautre. Done ils ne peuvent {endre
que vers uue seule et mime limite, )

On étendrait do mdme ce résultat & deux polygones circonserits,
ot & un polygone iaserit compard avee un polygons circonserit,

Ainsi se frouve établie Pexistence de la longueur d’une courbe
plane,

il en résulte en mOme temps ;

1° Que cette longueur est plus grande que celle d’une ligne
droite ayant les mémes extrémités ; _

2 Qu'une courbe convexe est plus courte qu'une courhe quel-
conque qui I'enveloppe de toutes parts sans la couper, on qui 'ene
veloppe en s'appuyant sur les mémes extrémités ;

& Que la limite du rapport d"un are infiniment petit & s corde
est dgale & unité,

Le méme mode de démonstration servirsit & établir V'exisience de

la longueur d’une courba non plane, et celle de Faire d’une surface
courhe.

Note IX.

Réfloxions sur I'enseignement de la géemétrie élémentaire.

Tout le monde s'accords & répéter que Pun des buts de Ven-
seignement des mathématiques doit étre de douner plus de rectitude
a Vesprit, en Jui offrant unmoddle d’une logique inflexible, appliquée
b des prin¢ipes certaing; Pour gue ¢e hut soit atleint, il faut évidem-
ment que Venseignement v se déparie jamais de cette rigusur qui
distingue les mathématiques de toutes les autres sciences, et c'est li
une condition essentielle pour que celte étude soit fructueuse; aussi
bien comme gymuastique intellectuelle que comme source dappli-
cations pratiques.

6
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Muis la rigueur, folle gue nous Ia concevons, n’est nullement com-
~ promise par I'omission volontaire do la démonstration d’ane proposi-

tion, tandis qu'elle Fgst par lintroduction d’une démonstration
fausse ou incomplite. La_ logique wa rien A souffrir d'une lacune
laissde provisoirement dans la suite des raisonnements, pourvu
que cette lacune sait clairement indiqude, et qu'on ne cherche pas &
la dissimuler, )

Cast d'apris colte manidre de voir que nous concevons Ja possibi-
lité d'un enseignement gradué de la géométrie élémentaire, con-
duit, & tous ses degrés, d’aprés un plan unique et invariable, tou-
jours soumis aux rogles de In plus sévire logique, et vl les difficul-
tés ne se montreraient qu'y mesure que Jes esprits seraient prépards
- Jes aborder, .

Pour cel, Pétude de Ja gdométrie devrait tre reprise successive-
ment & divars points de vus, correspondants aux divers degrés d’ini-
tiation des élpves, Pour les commengants, il s'agit avant tout de se
familiariser avec les figures et leurs dénominations, d’apprendre des
faits, d’entrevoir leurs applications les plus simples et les plus im-
médiates, celles surtout qui se rapportent aux usages de la vie ordi-
naire. On devra done, au début, multiplier les axidmes, employer,
au lieu de démonstrations, les vérifications expérimentales, Yanalo.
gie, Vinduction, en ne lnissant jamais oublier que ce mode d’expo-
sition est essenticllement provisoire, On exercera I'éléve aux tracés
graphiques, au maniement des instruments, & la solution de divers
problémes de levé des plans et d’arpentage, & la construction des
figures en relief au moyen de fils ou d’argile plastique, & la repré-
seniation de ces figures & I'aide de leurs projections, ete,, etc, Le
mailre saura proportionner au degrd de développement intellectuel
de Pélévels part plus ou moins grande qu'il dovra faire au raisonne-
ment, dans cette premidre ébauche des études géométriques; ot la
granda variété d’applications qu'offrent la géographie, I'astronomie,
Parpentage, Ja stéréotomie, etc., suffira pour donner & cet enseigne-
men un intért sontenu, . :

On pourra mdlex & la géoméirie pure ot appliquée Vétude des pro-
pridigs les plus simples des nombres entiers, que V'op reprdsentara
par des points régylitrement distribués sur des droites ou sur des
plans, o encore par des Jongueurs de droites, des aires de vectangles
ou des volumes de parallélépipedes, Cetle manidre de traiter Parith-
métique conduit aussi promptement que la méthode abstraite aux
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vigles du caleul, ot chaque raisonnement dbguievt une plus grande
cluité par cette représenitation qui parle aux yeiix,

On exposera ensuite lo systéme des poids et mesures, tandis que,
dun dutre coté, on dudiera les propriétés des proportions entre
nombres rationnels. ‘

Ramarquous que les diverses . théovies que nous venons ddnunié.
rer, et qui devront servir de préliminaires & Pétude rigonretse de ld
géoméirie, ne sont pes destindes , selon nous, A fiire Pobjet d’une
suite unique de Jegons, On ne doit pas craindre de se répdter , dans
un enseignement scienlifique, et les éldves devront suivre successive-
nient plusmurs cours graduds, dont chacun comprenidra los matibres
du cours précédent, plus les nouveaux développements qu'on y ajoun
tera, en faisant au raisonnement une plus large part,

Mais Joe programmes de ces cours succedsifs ie devront pas tre
tracds au hasard , indépendammient les uiie des dutres, 1 filtdra so
garder, avant tout, d'altérer ordre des propusitions pour substituer
% une démonstration difficile un raisonneément plus simple en appa~
rence of moins rigoureux, Si une démonstration présente quelques
difficultés pour Vintelligence de P’dlive, qu’on la supprime , sans la
remplacer antrement que par des explications, des analogies, des vé.
rifications expérimenitales. Mais que la subordination des véyités géo-
mélriques, tello que Vexigera plus tard une élude scientifique et ap-
profoudie, soit conservée sdns altération & tous les degrés de Pensei-
gnement, Qu'il y ait unité de plan, et que les cours les plus élémen-
taires ne different des cours les plus élevés que par des suppressions,
de telle sorte  que Ia place de chaque démonstration soit toujours vé.
servée, ot qu’on n’ait plus qu'd U’y intercaler, lorsque Vesprit de 1¢-
leve sera suffisamment prépard,

Ve premier enseignément sera done excluslvemum expéritoental,
et peu & peu on fera voird Péléve comment toules les véritds n’ont
pas besoirid'élre séparément constatées par Pexpérience, et comment
elles sont les conséquences d’un certain nombre d'entre elles, nombro
que Pon restreindra de flus en plua, & mesure que I'of avativéra dans
I'étude de la science, jusqu’a ce qu’on soif arrivé aux axiémes fonda-
mentaux, dout le nombre ne peut plus 8tre réduit. '

Tolle doit &tre, & notre avis , la premidre période de Venseigne-
ment géométrique , otlo progranime Yue nous venons d'esquisser
comprend toules les notions muthématiques ndécossaires avx com-~
inengants, Parallblement & cel enseignement, Véleve pourrn suivie
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utilemont des cours élémontaires de cosmographie , de mécanique,
de physique, de chimie , ob il rencontrera & chaque instant des ap-
plications de ses connalssances o gdomdirie el en arithmétique.

Lo second degré d’enseignement se rapprocherait, d’aprés nos idées,
du systéme actuellement suivi dans les classes do science des lycées
francais. En géométrie , on adopterait la méthode euclidienne dans
toute sa rigueur, et le cadre des dtudes embrasserait & pou prés les
Eléments & Ruclide ot les premidres notions sur les sections coniques,

On joindrait & celte étude celle des premidres notions d'algdbre,
en rattachant les régles du caleul algébrique aux propriétds des figu.
res par des raisonnements analogues b ceux du second livre &’ Eu-
clide. On établirait aingi par la géométrie, en méme temps que par
Panalysa abstraite, les principales rigles de la multiplication algé-
brique, la résolution des équations du second degré , les principaux
théorémes sur les mawéma et les minima, etc,

L’étude rigoureuse de la géométria conduisant tout naturellement
au principe des limites et & Ja considération de l'incommensurabi-
1ité, on serait alors amené & introduire les symholes appelds nombres
incommensurables, et & vevenir sur la théorie des proportions, en I'¢-
tendant & des grandeurs continues, généralement incommensurables,

On pourrait passerde 1 & I'étude des logarithmes et de la trigono-
métrie.

Mais cstte étude de la géométrie scientifique et rigoureuse doit
elle-méme dtre gradude, comme celle de la géométrie ewpérimentale,
8'il peut dtre avanlagoux , dans une premidre exposition , de s’at-
tacher autant que possible & la méthode des anciens , afin d’établir
d’abord avee bridvetd et précision les faits fondamentanx de lascience ;
il nous semble, au contraire , que dans les révisions successives du
cours de géométrie, on devra ’éludier de préférence & faire com-
prendre, par des applications aux vérités simples et désormais bien
connues de la géoméirie dlémentairs, les grandes mdthodes et les
puissants procédés de 'analyse moderne. On pourra ; de cette ma-
nidre, sans sortir du cadrs d’Bwoléde, initier I'éléve & tous les pro-
cédés qu'il aura plus tard & appliquer dans les parties les plus éle-
vées de ln science,

Ainsi, on sait quelles sont, en géoméirie ef en arithmétique , les
nombreases applications du principe des limites. '

L'étude des lieux géométriques, employés comme moyens géné-
raux de résolution des problémes déterminds, conduira naturellement
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4 la notion de fonction d’unc ou de deux variables indépendantes,
En y joignant méme lo mouvement, on aura uno représentation
sensible dos fonclions de trois et méme de quatre variables,

Lo corcle et les sections coniques donneront lieu d'appliquer la
méthode des tangentes, et de présenter la méthods des limiles sous
la forme plus commode de la méthode inlinitdsimale,

On reviendra alors avec plus de détails sur les questions de
maxima ot de minima, et on les ramdnera & laméthode des tangontes,
dans le cas d’une seule variable indépendante.

Les quadratures et les enbatures des lignes et des surfaces pour-
ront s'effectuer non-seulement par les méthodes détourndes des an-
ciens, mais encore par les méthodes directes sur lesquelles est fondd
le calcul intégral. Ainsi équivalence de deux prismes de méme base
et de méme hauteur pourra s’établir par la division en tranches infi-
niment minces, comme nous P"avons déjh indigqué.dana la Note pré-
cédente,

C’est alors qu'il conviendra d’introduire les notions de longueur

d’une ligne courbe quelcongue ot d’aire d’une surface courbe quel-

conque, en justifiant et géndralisant les définitions restreintes et in-
complétes qu'on en avait données, au moyen des polygones réguliers,
en traitant du cercls et des trois corps ronds.

On peut enfin, ssns sorliv du mdme cadre, donner des exemples
de courbes enveloppes, d’applications de la méthode jnverse des tan-
gentes, ele,

En un mot, la géomdtrie d'Euolide peut servir de fexte & une
exposition de tous les principes fondamentaux de V'analyse moderne,
et J’on congoit quel fruit un esprit intolligent pourrait retiver d’une
telle préparation & P'étude de la géométric analytique et du caleul
infinitdsimal,
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