
Notes du mont Royal

Cette œuvre est hébergée sur « Notes 
du mont Royal » dans le cadre d’un ex-

posé gratuit sur la littérature.
SOURCE DES IMAGES

Google Livres

www.notesdumontroyal.com 쐰



                                                                     

L’ES ÉLÉMENS

DE MlGÈOMÈT’RIE w

D’EUCLIDæE,

traduits littéralement , et suivis d’un Traité du Cercle,
du Cylindre, du Cône et de la Sphère; de la mesure
des Surfaces et des Solides 5 avec des Notes;

Par F. PEYBARD , Bibliothécaire
de l’ÉcoTe Polytechnique.

OUVRAGE ÂPPROUVÉ PAR L’INSTITUT NATIONAL.

El nova un: tremper. - van. . . .

A PARIS,
axez F. LOUIS, LIBRAIRE, me DE snoxn, N° 12j

au: aux-1804.
wr

. .u -i à. .. ."Jung.



                                                                     

I. -Îhfi i , "H ’ A r 1 v.
à l b Un. i W.[A fit. * * -’- Ë- . .4

L2 H

; .. .5* wfiwïrja 4 a. -
THÉ NFW in; à

’ W li", tuf iPUBLlL- P h g
"l»4-’v.l’..r, .-AS’IUR. LE-.:.v’ à; AND l

i (nous :4 ce, 11g! ai .- . R I j D I -
L. 4

.

fi

E V. I

’ ’ 7’ u

Î



                                                                     

œœxsgæxœæpxæs’ygœæœyœœmœim

. , ,- . .’ - l:R AP P O RVT.
fiait à la Classe des ScienCes physiques et mathé-

’ vmatiques de l’Institut national, t ’

parlescitoyens Lausanne et DELAnsnm l

4 désuet: du lundi 28 ventôse arum]. h j , "A

P1: v d’ouvrages ont été aussi souventïtrsduits’, «me

mon tés etreproduits, que les Elémem «ritualiste; mais
iiin’tinl pas d’auteur avec qui laestmduoteuïs sientëprid

d’aussi étranges libertés. Sous prétexte de donner tu:

démonstrations plus de clarté aide simplicité; iltnîest

presque pas de proposition dont ils n’aient changé on

modifiéles preuves. Pour nepsrler que des traduc-
leurs finnçsis, il suffit de jeter les yeux sur l’Euclido.
de Dechalles,»réiinprimé plusieurs fois successivement

par Ossnsnret Audin-ne; pour voir queues éditeurs
n’ont presque rien respecté du; l’ennem- original, si
ce n’est l’ordre et l’énoncé des théorèmes. malgré

tous leurs soins et leurs prétentions, ils n’ont pas fait
oublier le véritable Euclide; on trouve même encore
quelques savarts qui, soit Mec raison , soit par un goût
tin-peu trop exclusif pour les méthodes des anciens,
prétendent que malgré les talens et les aucuè des au-
teurs modernes ,* les Elémens d’Enclide sont"?! quèln

ques endroits près, le meilleur ouvrage que nous ayons
en ce genre. Sans prendre aucun parti sur cette ques-
tion,’on peut conclurewau moins de leur opinion, que A
le citoyen Peyrsrd a fait une chose utile en traduisant
fidèlement un ouvrage dont nous n’avons pas en de
traduction exacte depuis pluspde deux centsnns,’ et

3

52h.



                                                                     

il transir sans A Liman UT.
dont les bonn’e’s l’aditions,soit grecques soit latines , sont

assez rares , et à la portée de peu de savans’, sans
côntptsrles difficultés des deux langues , qui diminuent

encore assez considérablement leucmbre des lecteurs"
Nous avons lu avec soin la nouvelle traduction , en la.

comparant àl’original grec, du moins quanta l’énencé

de chaque proposition, et pour les parties essentielles
des démonstrations; car c’eût été un travail’aussi long

qu’inutile que de suivre le traducteur dans des détails

qui ne peuvent sursalaire de deux manières. Partout
lécimyen Beyrard nous a paru rendreLavec exactitude
le sans et même les expressions de sen auteur.. .

L’ouvrage d’Euclide ,- quelqn’estimablel qu’il soit ,I

est pourtant incomplet à plusieurs égards. Il y manque
sur-tout minibus deïpropositions importantes relatives
à la: surface. du,Cercle,;d,e, la,8phère,;du Cylindre et
du Cône ,-et à la. soliditéxde ces. trois derniers corps;
Le traducteur ensa.faitula;matière dîtm Supplément;

I qu’il commence par deux. propositions empruntées
d’Arcbimëde; ameublissant dans; une note que la
seconde lui paroit impossible, à démontrer bien rigou-
rensemenh’ Il ajoute que c’est sans ’doute pour cette

raison qu’Euclide n’a rien salit dola surface du Cercle

ni de celle de la Sphère. Ils’agit de prouver quelle
contour du Polygone circonscrit estfplus grand que
celui’duCercle. Pour yv parvenir, Archimède avoit
posé enprincipe queute deuàligm’sæoncaées du même

96M- etqui ont imbues extrémités, colle qui environne

I l’autre est la plus grandesissrdm. Il estvrai queue
principe .méritoit bien 1mn: démonstration i, mais il
n’est pas prouvé que ce soit précisément cette diflicnlté

gainait arrêté Euclide. Quand il com puasses Eléméns,’

u
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Archimèden’étoit peut-étrel pas. né -, il mustangs;
’ bable au moins qu’il n’avait encore -publié’tni «a

Traité . de in! Sphèreœtldu’ Œindœ, liât celuil le.
mesunë du rCerolew. Théorèmes que contient cèt

ouvrage étoient encore inconnuslpour lofpltimefl
la. réputation qu’ils ontzacquiss bien!) auteur; taquin

’qu’il y attachoit lui-même, nous prouvent combien
on: les: avoitzjugérdifidle’smliîub donc dont: ’iitn’ple

d’imaginer qu’Eu’olido u lps Iontüv’e’snent; ses:

s’il les eût connus, ils’sdntid’unevü’stfimpommol,

qu’il auroit du ,cesme semble ,18: indiquer; saufs me
venir de ce que la démonstration .poohitrsiifertner
n g .5, un imbu f. if ’4’ 47. n .i

Tous ies Théorèmes sont démnuésda me Suppléo

ment du citoyenilteyss’rd, in manièreëd’Eudlideïet
en se servanttauhntrquïilcwitü’posdbloidesrpttepési-
tio-s qui se .trouventtdsnsales :Blémensa IOè’stdénionitl

mitions- sont; punique toutesj’mdireotes ,’ tatamis-dive
qu’elles prouvent-4 n’ont quuruüeobose’üittde telle

ou de tellemaniès’eçtms’n qu’àlqt aunoitldell’absurdité

à la supposer autrement. 32L. Quidlqsieëaunèsi sa. Idé-

www était??? tamiseurscoup à celles qu on trouve dans l’ouvrage du citoyen
Legendre; mais quand on compose un livre d’Elé-
mm: °n ’39”’i".’4’9’9..P*5 retrairais-te me"

neuf, toujours inventeur; tout le mondé sait bien quq
c’est la chose impossible. On trouvera du moins plu-
sieurs propositions impartisses. Qui linfut-.Æmontréos
d’une manière nouvelle; ainsi pour arriver au théo-
rème sur la solidité de la Sphère, le citoyen Peyrard
emploie la proposition xvn du livre x1 1°, et ce théo-
rème paroit en elïet un corollaire assez simple de cette

’l



                                                                     

murant un mm msrmrmri
mpqaüion. La démonplmtion qû’olle-Tourhit oilïylüs

Mlomnpjœlle d’Arohiinètîe. Mai; cette propositiofl

iféSGitè duëmparfaîieùenb (1(5qu - dans Euclide.

Bôhert Simsony avoinialëùé planifia buüssionret
hexmgiludei. Le citoyenÆe’ynard: en! a cornpléîéla

dénonsz arum manièrequi tu: hisse rien à
niobium :::.;;;0’::; :1 :1 .". 1.3("1:  ’Ï î .iï. , sa
- L018upplémem «tuméfié liât-qdelqùenhéorémœ

connus ,- d’ail maganée-franchi 1 dans la manades
Hgnœ, du Surfaces et (16380583, et qui» ne ne &o’u-n
saburrau- am axpkra’nénïncnt énoncés Îdam- les Elévù

mwodendidouaz. mi" ÏJ’ÏZVIU:: 1:2.H: " ’ 1m hi
L’ouvrage est terminé par des noleapqù; l’bnïrap-

parte à! l’on limais qfielquea objeétidnb èt quelqhe

cornentionvupropoaéea ph: Rohan firman;   v v «v
L L’autçua, dddmë’üfnœ .mnnoncazun mil sem-

blable, qu’il): mmencégsmArohimède. Nom peu.-
aoiù queAlafllmo-yséhmpprouvantîcdni qu’il vient do

faire sur Pmlide», doiteçngager-le citoymxxPeyrard-àr
terminer la traductionfin’oç moinçônàportame, et bien

Plus Mcüo,rdÏâAîidhili)Ède. I un! N t r . 1-: .

ï

W

JE J-HÏ 2 .’ w:    npa’um  
La même âppËôuve lélflàppôitnëtïéülaîlëiaîte les con;

fluions. ’1’ vau". v: .wn :izv:1H,’n! 1.. ! .
. . mm :1: n’Lumuï nm a3 .; ’»’". ,’th :0 I- v

. 718*711; DE’LÆMBRnySa lain’peme’ml;

4. - . A. .1 15m., w» a.»   a. .2 .
’. :1   v-  ” v? fi; I . «in: hl 1:. 1,,
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vu«,PREFAÇE
Lamas je fils nommé Bibliothécàire
de’fl’Ecoîé Poly’teahnique, je formai lé

projet de donner au publie une, traducà
au; littérale des maires d’Euclide et
a’Arclflimëçle,’ les deux plus grands G604-

mètres djell’anfiquité. Je pensois qu’il vêtoit,

en quelque Sorte de mon devoir de. éon-l
--sacrer mes momens de loisir à des travaux

qui fussenf abalogues’à, ceux de I’Ecole’

Polytechnique. Je publierai ,’ dans le Vcou-
faut. de l’an X111 ,7 une traduction. littérale

(les (mémé octuplètes d’Arclrimède; cette

traxluction sera acoOmpaghée d’un Cam-L

meutaire pour faciliter l’intelligence Ides
eædroitsjfîifflqiéfles (i). Jeë’fais ISaroître au-

J1 fi-(1) la souscription pour]: influai. littérale du
complètwdmwhimède , [avec un commen-

fiireet du planches , par F. Fayard,
de YEoolo Polytechnique; mœvertedïoi au 3* von-R
démielle au xm. .Cetsouvragè un immine-pan .
Gapdat, sur caractère dit saint-augustin, formai iMQ. a
papier fin d’Angoulême. Prix 36 fit, et en papier
vélin 72 fr. Tous les exemplaires seront numérolés



                                                                     

x -’ PRÉFACE;
jourd’hui la traduction des, Livres de la
Géométrie d’EucIide auxquelsÎ j’ai. ajouté-

un Traité du Cercle, Cylindre, du
Çône et, de la Sphère; la mesure. des Sur-3

faces et; des Solides. Jq’aintraduitiipEuclidq
littéralement, ettmiêlmileim’ot àkmotîv, quèind

hqgéuie de la langue françaisepa punie le
permettre. Dans mon v Supplément , j’ai
edoptévles priucipes (l’Arcliiniède , et;
me suis. conformé, autant qu’il aiété eu

mon pouvoir, à la méthode et à la marche

d’Euclide. Dans les notes qui accompef.
gneut ce Supplément, je me suis appliquer.

à éclaircir quelques endroits obscurs; je.
rapporte ef je discute quelques obiections
proposées parZ Robert Simson. Je [fais fioir

dans ce; (mites que Robert - .Simsop est
x9

et livrés suivant l’ordre des souscriptions; La liste des

souscripteurs sera itnpiiniéeen tête du volume. Il ne
se". paumée un seul exemplaire .âuvdelà g damnable;
des souscrîplianè; a ami-iræ" malmena impossible
de a’enl procurer imminent ’qu’eni mqbcliva’nt.ï Cet

ouvrage parâtre dans le courût de Tamarin. On,
souscrit .àuP’dris, chez - lŒditeurpè! l’Ecole :Polyteclh

nique ,ï et chez .FL Louii ,’ ÎLibràire ,me ide! Savoie,

n°12,,.. 1c Un! ’ i - * ’ - .



                                                                     

’ r n É r A ce E. si
tombé dans une erreur très-grave au sujet

de la définition .x du Livre n. t l
Au lieu du Supplément que j’ai com-

posé pour servir de suite à la Géométrie

d’Euclide, je devois donner la traduction
littérale du Traité du Cylindre et de la
Sphère et du Traité de la mesure du Ceh.
cle d’Archimède; mais ayant fait réflexion.

que ces deux Traités ne. sont.pas assez
élémentaires , je me suis décidée; composer

un Traité succinct du cercle ,’ du Cylin-A

dre , du Cône et de la Sphère , quiïfût 311e

portée de ceux qui apprennent les ima-
thématiques;.et dont toutes les proposi;
tians fussent rigoureusement démontrées,

La démonstration .d’A-rchimède , qui

regarde lazmesure” de la sphère , est telle-
ment compliquée, qu’il faut la plus grande

contention d’esprit pour la comprendre;
la démonstration que je lui substitue est
courte et facile àqsaisir., et cependant elle
a toute la rigueur qu’on peut exiger" .

Je ne ferai pas l’éloge d’Euclide; on se
méfie toujours de» l’éloge d’un ’Iauteur fait



                                                                     

xij p 11131: A!) En
par son traduçteur. Je laisserai panier. deux
illustres Géomètres, Montuchi et’Bossnt. I ..

.. :ftrGÏeBÏSur-sout- à ses Elémens qu’Euc’lidc

doit la oélélsrité de son nom, Il ramassa dans

cet ouvrage, lemeillcur encore de tous (sans,
( e ce genre , les Vérités élémentaires de la (liée-,-

metrie, découvertes airant. lui. Il y mit ce! en-
cHàtdemZfirïslî- admiré par les. amateurs (le là ’

, et qui est tel , qu’il if)” à
manetpmposition qui n’ait tdésïrapportslnê;

cessairQSeayéc. celles qui la précèdent en qui la

suivent; En vain divers’Géomètres ,l à qui Tarn

gangement d’Euclide adépflu , ontitâché de le

réformer , sans porter atteinte à la force des
démonstrations. Leurs efforts "impuissans’ ont Î

fait ’v’oiriciombien il est difliCile de substituer à la

chaîne formée parl’an’cien géomètre, unelclmîne

aussi ferme et’aussiisolidetTel’Iétoit let-sien-

limentidelillustrewM. Leibnitz , dont l’au-
torité doitiêtre d’un; grandpoids en des me:
fières; et M; Wolf, qui nous l’apprend , con-
vient d’avoir tenté inutilement d’arrangeçÀ les

vérités géométriques d s un ordre difTérent ,

sans supposer des choses qui n’étoielnt [peint
encore démontrées, ou sans 5e relâcher henni
coup sur rla’sOIidité de la démonstration; Les

Géomètres anglais , qui tsemblent avoir le mieux



                                                                     

P R É F A c E. qui
conservé le goût de la rigoureuse géométrie,

ont toujours pensé ainsi; et Euclide a trouvé
chez en: de zélés défenseurs dans divers Géo-

mètres bahiles. .L’Angleterre Voit moinevéclorc

(le ces murages, ne facilitenttla science
qu’en réactivant; Euclide y est presque le seul
auteur élémentaire connu , et l’on n’y manque

pas de Géomètres. nn Le repincherdehdésordre fait àiEuclide’,

m’obligeàfiqudques sur l’ordre prés
tendu qu’afi’ectent utilisateurs modernes diélét

mens , et sur les inconvénient; qui en sont «la
suite. Peut-on regarder comme un véritable
ordre, celui oblige à. violer-la condition
la plus essentielle à un raisonnement
trique , veux dine ,. cette rigueur de Ide»-
annulation , seule capable de forcer am- esprit
disposé à ne se rendu qu’à l’évidenceméta-

physique? Or rien n’est plus commun chez les
auteurs dont on parle , que ces atteintes-pomélos
à le rigueur géométrique. Mais il leur falloit
nécessairement se relâcher jusqu’à- ce point , en

commencer là traiter d’un Certain genre d’état?

duc , avant que d’avoir épuisé ce qu’il y avoit à

adire d’un autre. plus n’sixnple , et ils ont mieux

aimé ne démontrer qu’à demi, c’est-à-dire , ne

point démontrer du tout , quede blesser un
prétendu ordre dont ils tétoient épris.



                                                                     

xiv P a É F A c E: t
V » Il y a même , à mon avis , une sorte de pué-

rilité dans cette affectation de ne point parler
d’un genre de grandeur, des triangles, par exem-
ple, avant que’dÎavoirtraitéau long des lignes

et des angles :car pour peu que, s’astreigtiant
à cet ordre , on veuille observer la rigueur géo-
métrique, il faut faire les mêmes ’frais de dé-

monstrations , que si l’on eût commencé par ce

genre d’étendue plus composé, et, d’ailleurs si

simple , qu’il n’exige pas qu’on s’yÏélèvé par

degrés. JÎose aller. plus loin, et je ne crains
point de direque cet ordre affecté va à rétrécir

l’esprit ,- età l’accoutumer à une marche cou-

trairc t’a-celle .du génie des découvertes. C’est

déduire laborieusement plusieurs vérités parti-

culières, tandis qu’il n’étoit pas plus difficile

d’embrasser teutd’un coup le tronc,edont elles

ne sont que les branches. Que sont euefi’et la
plupart de ces propositions sur lesiperp’endi-

culaires et les obliques, remplissent plu-
sieurs sections ,des ouvrages dont on parle,
sinon’autantde conséquences fort simplesde
la-propriété du trianule isoscèle? Il étoit bien

plus lumineux , et même plus.court , de com-
mencer à démontrer cette propriété, et d’en dé-

duire ensuite toutes ces autres propositions "n.
(Histoire des Mathématiques, par J. F. MON-
TUCLA. Paris, «an vu , tem. 1, pag. 395.)



                                                                     

PRÉFACE w
n Jamais livre de science n’a eu un succès

comparable à celui des Elémens ld’Euclide. Ils

ont été enseignés exclusivement pendant plu-

sieurs siècles dans toutes les écoles de mathé-
mantiques, traduits et commentés dans toutes les

langues; preuve certaine de leur excellence n.
( Essai sur I’Histoire générale des Mathématiques ,-

parÇn. Bossvm. Paris, 1802 , tom. 1 , pag.

N. Il est indispensable faire les corrections in-I
diquées dans l’efrata, Mn: d’entreprendre la lecture

d’Euclide. I z
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ELÉMENS-

DE

GÉOMÉTRIE

D’EUCLIDE.

LIVRE PREMIER.
DÉFINITIONS.

1. LE point est ce qui n’a aucune partie.
2. La ligne est une longueur sans largeur.
5. Les extrémités d’une ligne sont des points.

4. La ligne droite est celle qui est toute éga-
lement interposée entre ses points (1).

5. Une superficie est ce qui a longueur et
largeur seulement.

(1) Dans la suite nous dirons une droite au lieu de
dire une ligue droite.

A



                                                                     

2 ÉLÉMENS
6. Les extrémités d’une superficie sont des

lignes. ’ l7. Une superficie pleine est celle qui est
également interposée’entre ses lignes droites.

8. Un angle plan est l’inclinaison mutuelle de

. deux lignes qui se touchent dans un plan et qui
ne sont point placées dans la même direction.

g. Lorsque des lignes droites comprennent
un angle , l’angle s’appelle rectiligne.

1 o. Lorsqu’une droite tombant sur une droite

fait les angles de suite égaux entr’eux , chacun

des angles égaux est droit. La droite tombante
est dite perpendiculaire à celle sur laquelle elle

tombe. l
l I I . L’angle obtus est celui qui est plus grand

que l’angle droit.

12., L’angle aigu est celui qui est plus petit

que l’angle droit. p I
15. On appelle terme ou limite ce. qui est

l’extrémité de quelque chose. q
i4. On appelle figure ce qui est compris

entre une ou plusieurs limites. t
I5. Le cercle est une figure plane comprise

dans une seule ligne qu’on appelle circonfé-
rence; toutes les droites menées à la circon-
férence d’un seul point de ceux qui sont placés

dans les figures , sont égales entr’elles.

à



                                                                     

D’EUCLIDE. 5
16. Ce point se nomme le centre du cercle.
17.-Le diamètre du ’cercle est une droite

menée par lel centre et terminée de part et
d’autre par la circonférence du cercle i; le
diamètre partage le cercle eu’ deux parties

égales. i18. Un demi-cercle est une figure comprise
entre le diamètre et la portion de la circonfé-
rence qui est interceptée par le diamètre.

19. Un segment de cercle est une portion du
cercle comprise entre une droite et la circon-
férence du cercle.

20. Les figures rectilignes sont celles sont ,
terminées par des droites. ’ t g ’

2 I . On appelle trilatères ou triangles les figures

terminées par trois droites. t
22 . Quadrilatères ,’ - c’elle’s qui. sont terminées

par quatre. t i i’ "25. Multilatères ou polygones, celles sont
terminées par plus de quatre droites.

24. Parmi les figures trilatères , cellequi’ est
terminée par trois côtés égaux se. nomme tri’anli

gle équilatéral.

I 25. Celle qui a seulement deux côtés égaux

se nomme triangle isocèle. ’ v
26. celle dont tous les côtés sontinégaux se

nomme triangle scalène.
2

unfl



                                                                     

4 Ê L É M E N s z,
27. Parmi les figures trilatères , celle qui a un

angle droit se nomme triangle rectangle.
.28. Celle qui a un angle obtus se nomme

triangle amblygone ou triangle obtus-angle.
29. Celle qui a ses trois angles aigus , trian-

gle oxygone ou triangle acutangle. .
5o. Parmi les figures quadrilatères , celle qui

ses côtés égaux et ses angles droits, se nomme

quarré. ’ ï à »
51.. Celle quia ses angles droits , mais. qui n’a

pas seslcôtés égaux , se nomme quarré oblong .

ou rectangle. ,. 52,. Celle quia ses côtés égaux , mais qui n’a

pas ses-angles droits ,lse nomme rhombe.
55. Celle dont les côtés et les angles opposés

sont égaux , mais dont tous les côtés ne sont pas .

égauxetldqntles angles ne sont:pas droits, se
nomme rhomboïde.
1H54. Les autres quadrilatères, ceux-là excep-
tés, se nomment trapèzes
1. 55. , lesparallèles sont des droites qui,
étant placées sur un même plan, et qui étant

(1) On nomme aujourd’hui trapèze un quadrilalère
dont deux de ses’côlés seulement sont parallèles, et
les autres quadrilatères ,’excepté le trapèze et les qua-

drilatères dont- parle Euclide, se nomment ordinaire-
ment quadrilatères simplement dits.



                                                                     

D’E’UCLIDE. 5
prolongées de part et d’autre à l’infini, ne se

rencontrent nulle part. l

DEMANDES.
I . Conduire une droite d’uni’point quelcon-

que à un point quelconque.
2. Prolonger continuellement , selon sa di-

rection, une droite finie. i
5. D’un point quelconque et avec un inter-

valle quelconque décrire une circonférence de

cercle.

Notions communes ou maritimes.

1 . Les quantités sont égales à une même
quantité sont égales entr’elles.

2. Si à des quantités égales on ajoute des
quantités égales, les tous seront égaux.

5. Si de quantités égales on retranche des
quantités égales , les restes seront égaux.

4. Si à des quantités inégales on ajoute des
quantités égales , les tous seront inégaux.

5. Si de quantités inégales on retranche des
quantités égales, les restes seront inégaux.

6. Les quantités qui sont doubles d’une même

quantité sont égales entr’elles.

7. Les quantités qui sont les moitiés d’une
même quantité sont égales entr’elles.

w
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8,. Les choses qui se conviennent mutuelle-’-

ment sont égales entr’elles.

9. Le tout est plus grand que sa partie.
10. Tous les angles droits sont égauxl(1).
I i . Si une droite tombant sur deux droites

fait les angles intérieurs du même côté plus

petits que deux droits , les deux droites pro-
longées à l’infini se rencontreront du côté Où

les angles sont plus petits que deux droits.
12. Deux droites ne renferment point un

espace.

PROPOSITION PREMIÈRE.

P a o n L È M E.

Sur une droite donnée et finie, construire
un triangle équilatéral.

Soit AB (fig. I) la droite donnée et finie : il
faut construire sur la droite ’AB un triangle -

équilatéral. ’ ’ ,
Du Centre A et avec un intervalle AB , dé-

crivez la circonférence BC D (dem. 5 ); ensuite
du centre B et avec l’intervalle BA décrivez la

circonférence ACE; et du point C , oilles cir-

(l) Dans quelques manuscrits les axiomes 10 et Il
se trouvent placés parmi les demandes.
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conférences se coupent mutuellement , con-
duisez aux points A, B , les droites CA, CB

(dem. r .Car puisque le point A est le centre du cer-
cle C DB , la droite AC sera égale à la droite AB

(déf. I5); de plus , puisque le point B est le
centre du cercle CAE, la droite BC sera égale
à la droite BA; mais il a été démontré que la

droite ÇA étoit égale à la droite AB: donc cha-

cune des droites CA , CB estégale à la droite
AB ; Or les quantités qui sont égales à une même

quantité sont égales entr’elles; donc la droite ,

CA est égale à la droite CB : donc les trois droites

CA, AB, BC sont égales entr’elles.

, Donc le triangle ABC (déf. 24) est équila-
téral , et de plus il est construit sur la ligne
donnée et finie AB; ce qu’anlloit faire.

PROPOSITÏON 11.

l PROBLÈME.
D’un point donné conduire une droite égale à une

droite donnée.

Soit A (fig. 2) le point donné et BC la droite
donnée : il faut conduire du point A une droite

égale à la droite BC. I
Conduisez du point A au point B la droite

I A4
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tAB (dam. I ); sur cette droite construisez le
triangle équilatéral DAB (prop. 1.), et pro-
longez les droites AE , BF dans la direction

i des côtés DA , DB; du centre B et avec l’inter-

valle B C , décrivez la circonférence C GH
(dem. 5); et du centre D, et avec l’intervalle
DG décrivez ensuite la circOnférence GKL.

En effet, puisque le point B est le centre du .
carole CGH, la droite BC sera égale à la droite
BG (déf. 15 ); de plus, puisque le point D est le
centre du cercle GKL, la droite DL sera égale
à la droite DG; mais la droite DA est égale à
la droite DÎB : donc la droite AL sera égale à la

droite BG (axiome 5) ; mais il a été démontré

que la droite BC est égale à la droite BG: donc
les droites AL, BCV sont égales chacune à la
droite BG. Maists quantités qui sont égales à
une même quantité sont égales entr’elles : donc

la droite AL est égale à la droite BC.

Donc du point donné B on a conduit une
droite AL égale à la ligne donnée BÇ ; ce qu’il

falloit faire.
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PROPOSITION Il].

PROBLÈME.

Beur droites inégales étant données, retrancher

de la plus grande une droite égale à la plus
petite.

Soient AB et C (fig. 5) les deux droites iné-
gales données dont la plus grande soit AB z il
faut de la plus grande AB retrancher une droite
qui soit égale à la plus petite C.

Du point A conduisez une droite AD égale
à la droite C (prop. 2), et du centre A et avec
un intervalle AD décrivez la circonférence DEF

( dem. 5
Puisque le point A est le centre du cercle

DEF, la droite AE sera égale à la droite AD ;
mais la droiteC est égale à la droite AD : donc
les deux droites AE, C sont égales chacune à
la droite AD : donc la droite AE est égale à la
droite C.

Donc les deux droites inégales AB, C ayant
étédonnées , il a été retranché de la plus grande

AB une droite AE égale à la plus petite C 3 ce
qu’il falloit faire.
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PROPOSITION 1v.

THÉORÈME.

Si deux côtés d’un triangle sont égaux à deux

côtés d’un autre triangle chacun à chacun , et si

les deux angles compris entre les côtés égaux

de ces deux triangles sont aussi égaux , la base
de l’un sera égale à la base de l’autre; ces deux

triangles seront égaux, et les autres angles com-
pris entre les côtés égaux de ces deux triangles

seront aussi égaux entr’eux.

Soient les deux triangles ABC, DEF ( fig. 4)
dont les deux côtés AB , AC sont égaux aux deux

côtés DE, DF chacun à chacun, c’est-à-dire ,
le côté AB égal au côté DE, et le côté AC au

côté DF; que l’angle BAC soit aussi égal à

l’angle EDF : je dis que la base BC est égale à

la base EF, que le triangle ABC est égal au
triangle DEF, et que les autres angles compris
entre les côtés égaux de ces deux triangles sont
aussi égaux chacun à chacun; l’angle ABC égal

à l’angle DEF, et l’angle ACB égal à l’angle

DFE.
Car si le triangle ABC est appliqué sur le

triangle DEF, le point A étant posé sur le point
D , la droite AB sur la droite DE , le point B tom-
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bera sur le point E, parce que la droite AB est
égale, à la droite DE : Eiàïs la droite AB s’appli-

quant exactement sur la droite DE, la droite AC
s’appliquera de même exactement sur la droite
DF, parce que l’angle BAC est égal à l’angle

EDF ; le point C tombera sur le point F, parce
que la ligne AC est égale à la ligne DF; mais le

pointB tombe sur le point E: donc la base BC
est égale à la baSe EF , car si le point B tombant

sur le point E , et le point C sur le point F, la’
base BC ne s’applique pas exactement sur la
base EF , il faut nécessairement que deux lignes

droites comprennent un espace , ce est im-
possible (axiome I 2) ; donc la base BC s’appli-

quera exactement sur la base EF, et lui sera
égale; donc aussi le triangle entier ABC s’ap-

pliquera exactement sur le triangle entier DE F
et lui sera égale. Par conséquent les autres an-
gles de l’un des triangles s’appliqueront exac-

tement sur les autres angles de l’autre triangle
et seront par conséquent égaux aussi entr’eux;

c’est-à-dire l’angle ABC égal l’angle DEF, et

l’angle ACB égal à l’angle DF E.

Donc si deux côtés d’un triangle sont égaux

.deux côtés d’un autre triangle chacun à chacun,

’ et si. les deux angles compris entré les côtés

égaux de ces deux triangles sont aussi égaux , la

i
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base de l’un sera égale à la base de l’autre; ces

deux triangles seront égaux , et les autres angles
compris entre les côtés égauxdes deux trian-
gles seront aussi égaux entr’eux ; ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION V.
THÉORÈME.

Dans les triangles isocèles les angles placés sur
’ la base sont égaux entr’eux, et les côtés égaux

étant prolongés, les angles placés au-dessous
de la base seront aussi égaux entr’eux.

Soit le triangle isocèle ABC (fig. 5) dont le
côté AB est égal au côté AC; prolongez les

droites AB, AC, vers D et vers E (dem. 2) : je
dis que l’angle ABC est égal à l’angle ACB et que

l’angle CBD est encore égal à l’angle BCE-

Car prenons sur la droite BD un point quel-
conque F, et de la droite AE retranchons la
droite AG égale à la droite AF, qui est plus
petite que la droite AE ( prOp. 5), et condui-
sons les droites FC et GB.

Puisque la droite AF est égale à la droite AG
. et la droite AB à la droite AC , les deux droites

FA , CA seront égales aux deux droites GA», B’A

chacune à chacune; mais ces droites compren-
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nent l’angle commun FAG: donc (prop. 4) la
base FC sera égale à la base GB; le triangle AF C

sera égal au triangle AGB et les autres angles
compris entre les côtés égaux de ces deux
triangles seront aussi égaux entr’eux , c’est-à-

dire, l’angle ACF égal à l’angle ABG , et l’angle

A FC à l’angle AGB; mais comme la droite A F

est égale à la droite AC et la droite AB à la
droite AC , la droite BF égalera la droite CG
(axiome 5) ; mais il a été démontré que la droite

PC est égale à la droite GB : donc les deux droites

BF, FC sont égales aux droites CG, GB cha-
cune à chacune ; mais l’angle BFC est égal à

l’angle CGB et la droite BC est, la base com-
mune de ces deux triangles : donc le triangle
BEC sera égal au triangle CGB et les autres
angles compris entre les côtés égaux de ces
deux triangles seront aussi égaux chacun à cha-
cun (prop. 4) : donc l’angle,,FBC est égal à
l’angle GCB, et l’angle BCF égal aussi à l’an-

gle CBG. Mais comme ilta été démontré que
l’angle total AB G étoit égal à l’angle total A F

et que l’angle CBG étoit aussi égal à l’angle

B C F, l’angle restant ABC (axiome 5) et l’angle

restant ACB placés sur la base.seront égaux. Il
a’été démontré aussique les angles FBC et GCB

placés auedçsous de la base etoient aussi égaux.
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Donc dans les triangles isocèles les angles

placés sur la base sont égaux entr’eux , et les
côtés égaux étant prolongés , les angles placés

au-dessous de la base Seront aussi égaux entre
eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION ’VI.
THÉORÈME.

Si deux angles d’un triangle sont égaux entr’eux ,

les côtés opposés à ces angles égaux seront aussi

égaux entr’ eux.

Soit le triangle ABC (fig. 6’) ayant l’angle
ABC égal à l’angle ACB :tje- dis que le côté

AC est égal au côté AB. A ’ .
Car si le côté AC n’est pas égal au côté AB ,

l’un d’eux sera plus grand que l’autre. Soit AB

le plusgrand; retranchez de A’B est le plus
grand côté (prOp. 5) la droite DE égal au.plus

petit côté AC [et menez la droite DG.
Puisque DB’est’é’gal à la droite AC , et que

la droite BC est le côté commun , les deux
’droites’DB, BC sont égales aux deux droites

AC ,CB chacune à chacune; mais l’angle DBC

est égal à l’angle ACB : donc la base DC est
égale a la basè’AB et le triangle ABC égal au

triangle DCB; c”est-adire que. leïflus grand est
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égal au plus petit: ce qui eSt absurde. Donc la
droite AB .n’est pas plus grande que la droite
AC, donc elle lui est égale.

Donc si deux angles d’un triangle sont égala?

entr’eux , les côtés Opposés aux angles égaux

seront aussi égaux entr’eux; ce qu’il falloit dé-

montrer. I
PROPOSITION VIL

THÉORÈME.

Ayant conduit par les extrémités d’une droite

deux droites qui se rencontrent, il est impossi-
ble de mener des mêmes extrémités deux autres

droites qui leur soient égales chacune à cha-
cune , si le point où se rencontrent les deux»
demières droites est placé du même côté et n’est

pas le même que celui ou se rencontrent les deux
premières.

Supposons qu’il soit possible de conduire par
les extrémités A, B de la droite AB (fig. 7), deux

droites AD, DB égales chacune à chacune à ’

deux autres droites AC , CB conduites aussi par
les mêmes extrémités A, B, et se rencontrant

au point C est placé du même côté et
n’est pas le même que celui où se rencontrent

les deux droites AD , DE , de manière que



                                                                     

w ÉLÉMÉNS
les deux droites CA , DiA partant de la même
extrémité A soient égales entr’elles , et que les

deux droites CB , DB partant de la même extré-
mité Bpsoient aussi égales entr’elles; conduisez

lâ’droite C D.

Puis donc que la droite AC est égalé à la
droite AD, l’angle ACD est égal à l’angle ADC

( prop. 5); d’où il suit que l’angle ABC est plus

grand que l’angle DGB , et que l’angle CDB est

beaucoup plus grand que DCB; de plus puis-
que la droite CB est égale à la droite DB , l’an-

gle CDB sera égal à l’angle DCB; mais il a été

démontré qu’il est beaucoup plus grand , ce qui

est impossible.
Donc ayant conduit par les extrémités d’une

droite deux droites qui se rencontrent, il est
impossible de conduire par les mêmes extré-
mités deux autres droites qui leur soient égales

chacune à chacune , lorsque le point où se ren-
contrent ces deux dernières droites est placé
du même côté et n’est pas le même que celui I

ou se rencontrent les deux premières; ce qu’il
falloit démontrer.
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PROPOSITION VIII.

THÉORÈME.
s

Si Jeux côtés d’un triangle sont égaux à (leur

côtés d’un autre triangle, chacun à chacun , et si

la base de l’un est égale à la base de l’autre,

les Jeux angles compris entre les côtés égaux

seront aussi égaux.

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig. 8)
ayant les deux côtés AB, AC égaux aux côtés

DE, DF , chacun à chacun , c’est-à-dire le
côté AB égal au côté DE, et le côténAC égal

au côté DF; que la base BC soit aussi égale à
la base EF: je dis que l’angle BAC est égal à

l’angle E D F. l
Car si le triangle ABC est appliqué sur-le

triangle DEF , le point B sur le point E, et la-
droite BC sur la droite EF, le pointC tombera
sur le point F, parce que la droiteBC est égale
à la droite E-F. La droite BC s’appliquant exac-

tement sur la droite EF , les droites BA , AC
s’appliqueront exactement sur les droites DE , ’

DF : car si la base BC s’appliquant exactement
sur la hase EF , les côtés BA, AC ne s’appli-

quant pas exactement sur les côtés DE , DF,
- et prenoient une autre position comme EG,

B
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GF, il seroit possible , après avoir conduit par
les extrémités d’une droite deux droites-qui se

rencontrent , de mener par les mêmes extré-
mités deux autres droites qui leur seroient égales

chacune à chacune , lors même que le point ou
se rencontroient les deux dernières seroit placé
du même côté et ne seroit pas le même que

celui où se rencontrent les deux premières;
mais cela est impossible ( prop. 7) z donc la
base BC s’appliquant exactement sur la hase
EF, il est impossible que les, côtés AB , AC ne
s’appliquent pas exactement sur les côtés E D ,

DF : donc ils s’appliquent exactement les uns
sur les autres : donc l’angle BAC s’applique

exactement sur l’angle EDF : donc il lui est
égal.

- Si donc deux côtés d’un triangle sont égaux

à deux côtés d’un autre triangle , chacun à cha-

cun , et si la base de l’un est égale à la base de
l’autre , les deux angles compris entre les côtés
égaux seront égaux; ce. qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION 1X.

PROBLÈME.

Partager un angle rectiligne donné en Jeux parties
égales .

Soit BAC (fig. 9) l’angle rectiligne donné :

il faut-le partager en deux parties égales.
Prenez sur la droite AB un point quelcon-

que D , retranchez de la droite AC la droite AE
égale à la droite AD ( prop. 5) , conduisez la
droite DE , sur la droite DEcqnstruisez le trian-
gle équilatéral DEF (prop. 1), et conduisez la

droite AF.
Puisque la droite AD est égale à la droite

AE et que la droite AF est commune , les deux
droites DA, AF seront égales aux deux droites
EA, AF, chacune à chacune; mais la base DF
est égale à la base EF : donc l’angle DAF est
égal à l’angle EAF ( prop. 8) : donc l’angle rec-

tiligne dOnné BAC est partagé en deux parties
égales par la ligue AF; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION X.
PlkOABLÊ’M n.

Panager une droite donnée et finie en (leur
parties. égales.

Soit AB (fig. ’10) la droite donnée et finie :

il faut partager cette droite AB en deux parties
égales. .

Construisez sur cette ligne un triangle équi-
latéral ABC (prop. 1 ) , et partagez l’angle AC B

en deux parties égales (prop. 9) : je dis que la e
droite AB. est partagée en deux parties égales au

point D.
. Car puisque la droite AC est égale à la droite

CE, et que la droite C D est commune , les deux
droites AC , CD sont égales aux deux droites
BC, CD , chacune à chacune; mais l’angle AC D

est égal à l’angle BCD : donc la base AD est
égale àla base BD (prop. 4).

Donc la droite donnée et finie -AB est par-
tagée en deux parties égales au point D; ce
qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XI.

PROBLÈME.

Sur une droite donnée et d’un point donné dans

cette ligne, conduire une droite qui fasse deux
angles droits avec la droite donnée.

Soit AB (fig. 1 I) la droite donnée et Cle’point

donné dans cette droite: il faut par le point C
conduire à la droite AB une droite qui fasse

deux angles droits. A
Prenez dans la ligne AC un point quelconque

D , faites E égale à C D (proprâ) ,. construisez

sur la droite DE un triangle équilatéral F D E

(prI0p. 1 ), etmenez la droite F C : je dis que la
droite CF, conduite par le point C sur la droite V
donnée AB, fait deux angles droits avec elle...

Car puisque la droite C D est égale à la droite

.C E et que la droiteFC est commune , les deux
droites DC, CF sont égales aux deux droites
EC , CF, chacune à chacune; mais la hase
est égale à la base EF. : donc l’angle DCF est
égal à l’angle.ECF ( prop. 8). Or ces deux angles

sont de suite; mais quand une droite fait-aime
uneiautrve les angles de suite. égauxjentr’eulx,

chacun des angles égaux est droit (défi. i0) t

donc chacun des angles DCF, F CE est droit.
’ l
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Donc la droite FC, conduite par le point C

sur la droite AB, fait deux angles droits avec
la droite AB; ce qu’il falloit faire.

îPROPOSITION x11.
PROBLÈME.

Sur une droite daméeet indéfinie et d’un point

placé hors d’elle, mener une-perpendiculaire.

Soit AB (fig; me) la droite donnée et indé-
finie , et C le point donné placé hors de cette
droite : il fiant sur cette droite donnée et indé-
finie AB, conduire du point donné C pris hors

de cette droite, une droite perpendiculaire.
I Prenez de l’autre côté de la droite AB un

point quelconque D , et du "centre C et avec un
intervalle C D décrivez uneicirconférencelEF-G-

( dem. 5 ) , partagez, la droite EG en deux-par-
ties légales au point H (prop. 10) , et condui-

’ sez’les droites CG, CH, CE: je dis que sur la
droite indéfinie AB’et du point donné C placé

hors de cette droite on a mené une perpendicu-

lai’reCHu- W ’ a ’
’ Car puisque la droite GH est égale à la droite

HË , et que la droite CH est commune ; les deux
droite’s’GH , HCsont égales aux deux droites

EH , HC , chacune à chacune; mais la base CG
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est aussi égale à la base CE (défi 15) : donc
l’angle CHG est égal à l’angle EHC (prop. 8).

Or ces deux angles sont de suite; mais lors-
qu’une droite tombant sur une droite fait avec
elle les angles de suite égaux entr’eux , chacun

de ces angles est droit, et la droite tombante
est dite perpendiculaire à celle sur laquelle elle
tombe.

Donc on a conduit une perpendiculaire CH
sur la droite indéfinie AB , du point donné C ,
qui est placé hors de cette droite; ce qu’il falloit

faire.

PROPOSITION XIII..
THÉORÈME.

Si une droite placée sur une autre droite fait des
angles, elle fiera avec elle ou deux angles droits
ou Jeux angles égaux à deux angles droits.

Qu’une droite quelconqueAB (fig. 1 5) placée

sur une droite DC fasse les angles CBA , ABD z
je dis que les angles CBA , AB D ou seront droits
ou égaux à deux droits.

Car si l’angle CBA est égal à l’angle ABD ,

ces deux angles seront droits (défi 10). Si le
contraire arrive , du point B conduisez la droite
BE de manière qu’elle fasse deux angles droits

avec la droite DC (prop. 1 I Puisque l’angle

4
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CB E est égal aux deux angles CBA, ABE , si
on ajoute un angle commun EBD, les angles
CBE , EB D seront égaux aux trois angles CBA ,

ABE, EBD. De plus, comme l’angle DBA est
égal aux deux angles DBE , EBA, si on ajoute
un angle commun ABC , les angles DBA, ABC
seront égaux aux trois angles DBE , EBA ; ABC;
or il a été démontré que les angles CBE , EBD,

sont aussi égaux à ces trois angles z donc puis-
que les choses qui sont égales à une même
chose sont égales entr’elles, les angles CBE ,

EB D seront égaux aux angles DBA , AB C;
mais les angles CBE , EBD sont deux angles
droits; donc les angles DBA, ABC sont égaux

à deux angles droits. "Donc si une droite placée sur tine autre droite
forme des angles , elle fera ou deux angles droits
ou deux angles égaux à deuxdroits; Ce qu’il
falloit démontrer. k
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PROPOSITION XIV.

THÉORÈME.

Si dans un point quelconque d’une ligne droite ,
deux droites placées de dw’e’rens côtés font avec

elle deux angles de suite égaux à deux droits,

ces deux droites seront dans la même direc-
tion, c’est-à-dire qu’elles ne formeront qu’une ’

seule et même droite.

Que dans un point B (fig. 1 4) de la ligne droite
AB les deux droites BC , B D placées de difl’é-

rens côtés fassent avec elle les angles de suite
ABC , ABD égaux à deux droits : je dis que la
droite BD est dans la direction de la droite C B.

Car si la droite BD n’est point dans la direc-
tion de la droite BC , supposons que la droite BE
soit dans la direction de la droite BC (dem. a).

Puis donc que la droite AB est placée sur la
droite CBE , les angles ABC , AB E seront
égaux à deux droits ( prop. 1 5 ); mais les angles
ABC , ABD sont égaux à deux droits par suppo-

sition: donc les angles CBA , ABE sont égaux
aux angles CBA, AB D. Otez l’angle commun
ABC , l’angle restant ABE sera égal à l’angle

restant AB D , c’est-à-dire que le plus petit sera

égal au plus-grand; ce est impossible. La
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droite BE n’est donc pas dans la direction de
la droite BC. Nous démontrerons de la même
manière qu’il n’y en a point d’autre qui soit

dans la direction de BC , si ce n’est BD. Donc

la droite CB est dans la direction BD.
Donc si dans un point d’une ligne droite, deux

droites placées de difi’érens côtés font avec elle

deux angles de suite égaux à deux droits, ces
deux droits seront dans la même direction; ce .
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XV.
THÉORÈME.

Si (leur droites se coupent mutuellement, elles
font les angles au sommet égaux entr’eux. .

’ Que les deux droites AB, CD (fig. 15) se
coupent mutuellement au point E : je dis que
l’angle AEC est égal à l’angle DEB , et l’angle

CEB égal à l’angle AE D. ’
Car puisque la droite AE est placée sur la

droite CD, faisant les deux angles CEA, AED,
les angles CEA , AED sont égaux a deux droits

(prop. I 5 De plus , puisque la droite DE est
placée sur la droite AB ; faisant les deux angles
AED, DEB, les angles AED, DEB sont égaux
à deux droits (prop. 1 5 Mais il a été démon-
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tré que les anglesCEA, AED sont égaux à
deux droits : dônc les angles CEA, AED sont
égaux aux angles AED , DEB. Retranchez l’an-

gle cOmmun AED, l’angle restant CEA éga-
lera l’angle restant BED. On démontrera de
la même manière que les angles CE8, DEA
sont égaux entr’eux.

Donc si deux droites se coupent mutuelle-
ment , elles feront les angles au sommet égaux
entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
De-là il suit manifestement que quel que soit

le nombre des lignes se coupent en un
point , les angles au point de section sont égaux

à quatre angles droits.

PROPOSITION XVI.
THÉORÈME.

Jyant prolongé un côté d’un triangle quelconque ;

l’angle extérieur est plus grand que chacun desl

angles intérieurs et opposés.

Soit le triangle ABC (fig. 16), prolongez
le côté BC jusqu’en D : je dis que l’angle exté-

rieur AC D est plus grand que chacun des angles
intérieurs et opposés CBA , BAC.
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Partagez la droite AC en deux partiestégales

en E ( prop. Io); et après avoir conduit la droite
BE, prolongez-la jusqu’en F,’ faites la droite

E F égale à la droite BE prop. 5 ) , conduisez
la droite FC et prolongez AC jusqu’en G.

Puisque la droite AE est égale à la droite
EC et la droite BE égale aussi à la droite EF,
les demi droites A E , ’ EB seront égales aux

deux droites CE, EF, chacune à chacune;
l’angle AEB est égal à l’angle FEC (prop. I5);

puiSqu’ils sont opposés au sommet; donc la V
base AB est égale à la base FC (prop. 4); le ’
triangle ABE est égal au triangle FEC , et les
angles opposés à des côtés égaux sontvégaux

chacun à chacun : donc l’angle BAE est égal à

l’angle ECF (ax. 9); mais l’angle ECD est plus

grand que l’angle EC F : donc l’angle ACD est

plus grand que l’angle BAE. Si on partage le
côté BC en deux parties égales , on démontrera

,v de la même manière que l’angle BC G , c’est-

à-dire l’angle ACD Ç prop. 15) , est plus grand

que l’angle ABC.

Donc , ayant prolongé un côté d’un triangle

quelconque , l’angle extérieur est plus grand
que chacun des angles intérieurs et opposés 3 ce
qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVII.

THÉORÈME.

ÏDeux angles d’un triangle quelconque, de quel- -
que manière qu’ils soient pris , sont moindres

que deux droits.

. Soit le triangle ABC (fig. 1-7) : je dis que
deux angles du triangle ABC , de quelque ma-.
nière qu’ils soient pris , sont moindres que
deux droits. Prolongez la droite BC jusqu’en D
(dem. 2). L’angle extérieur ACB du triangle,
ABC est plus grand que l’angle intérieur et op-

posé ABC (prop. 16). Donc si nous ajoutons un

angle commun ACB, les angles ÀCD, ACB
seront plus grands que les angles ABC, BOA;
mais les angles ACD,’ACB sont égaux à deux

droits (prop. 15) : donc les angles ABC, BOA
sont moindres que deux droits. On démontrera
de la même manière que les angles BAC , ACB

sont aussi moindres que deux droits; on dé-
montrera encore lai même chose par rapport
aux angles CAB, ABC.

Donc deux angles d’un triangle quelconque,
de quelque manière qu’ils soient pris , sont
moindres que deux angles droits; ce qu’il falloit
démontrer.
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PROPOSITION XVIII;
V THÉORÈME.

Dans tout triangle, un plus grand côté est opposé

à un plus grand angle.

Soit le triangle ABC (fig. 18) ayant le c’ôté

AC plus grand que le côté AB : je dis que l’an-
’ gle ABC est plus grand que l’angle BC A. -

Puisque le côté AC est plus grand que le
côtéAB, faites la droite AD égale au côté AB

(prop. 5), et conduisez la ligne BD. p
. L’angle ADB ,, est un angle extérieur du
triangle BDC , est plus grand que. l’angle inté-

rieur et opposé DCB (prop. 16); mais l’angle
ADB est égal à l’angle ABD ( prop. 5), parce
que le côté AB est égal au côté AD : donc l’an-

gle AB D est plus grand que l’angle AC B : donc
l’angle ABC est beaucoup plus grand que l’an-

gle AC B. .Donc dans un triangle quelconque , un plus
grand côté est opposé à un plus grand angle ;r
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIX.

ITnnontun.
Dans tout triangle, un plus grand angle est opposé

à un plus grand côté.

Soit le triangle ABC 19) ayant l’angle’
ABC plus grand que l’angle BCA: je dis que le
côté AC est plus grand que le côté AB.

Car s’il n’est pas plus grand , le côté AC est

égal au côté AB , ou bien il est plus petit. Or le
côté AC n’est-pas égal au côté AB , car alors

l’angle ABC seroit égal à l’angle ACB ( prop. 5) ;

or l’angle ABC n’est point égal à l’angle ACB :

donc le côté AC ne sera pas égal au côté AB.

Le côté AC n’est pas cependant plus petit que

le côté AB , car alors l’angle ABC seroit plus

petit que l’angle ACB (pr0p. 18); or l’angle
A BC n’est pas plus petit que l’angle ACB ; donc

le côté AC ne sera pas plus petit que le côté AB.

Mais il a été démontré qu’il ne lui est pas égal :

donc le côté AC est plus grand que le côté AB.

Donc dans un triangle quelconque, un plus
grand angle est opposé à un plus grand côté 5
ce qu’il falloit démontrer.



                                                                     

52 ÉLÉMENs.
PROPOSITION’XX.

THÉORÈME.

Deux côtés d’un triangle quelconque, de quelque

manière qu’ils soient pris, sont plus grands que
le côté restant.

Car soit le triangle ABC (fig. 20) : je dis que
deux côtés du triangle ABC , de quelque ma-
nière qu’ils soient pris , sont plus grands que le
côté restant; c’est-à-dire que les côtés BA, AC

sont plus grands que le côté BC ; les côtés AB ,

BC plusgrands que le côté AC , et les côtés
BC , CA plus grands que le côté AB.

Prolongez le côté AB jusqu’au point D, faites

la droite DA égale à la droite CA (prop. 5) , et

conduisezla droite DC.
Puisque la droite DA est égale à la droite AC ,

l’angle ADC sera égal àl’angle ACD ( prop. 5);

mais l’angle BCD est plus grand que l’angle
AC D (ax. 9) : donc l’angle BCD est plus grand
que l’angle ADC : donc , puisque dans le triangle

DCB, l’angle BCD est plus grand que l’angle
BDC , et qu’un plus grand côté est opposé à

un plus grand angle ( prop. 19) , le côté DB sera
plus grand que le côté BC; mais la droite DB
est égale aux côtés AB , AC; donc les côtés
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AB , AC sont plus grands que le côté BC. Nous
démontrerons de la mêmemanière que les côtés

AB , BC sont plus grands que le côté CA, et les
côtés BC, CA plus grands que le côté AB.

Donc deux côtés d’un triangle quelconque,

de quelque manière qu’ils soient pris , sont
plus grands que le côté restant; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITIONXXL.
THÉORÈME.»

Si des extrémités d’un côté d’un triangle on mène

deux droites qui se rencontrent dans ce trian-
gle, ces deux droites seront plus courtes que
les deux autres côtés du triangle, mais elles
comprendront un angle plus grand.

U Des extrémités B, C (fig. a!) du côté BC ,

menez en dedans du triangle ABC les deux
droites BD, DC z je dis que les droites BD, DC
seront plus petites que les deux autres côtés
BA, AC du triangle ABC, et que cependant
elles comprendront un angle BDD’ plus grand

que l’angle BAC. ,
Prolongez la droite B D jusqu’au point E.
Puisque deux côtés d’un triangle quelconque

sont plus grands que le côté restant ( prop. 20) ,
les deux côtés AIS , AF. du triangle ABE sont

C
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plus grands que le côté BE. Donc si nous ajou-
tous une droite cOmmune EC , les côtés BA, AC

seront plus grands que les droites BE , EC. De
plus , puisque les deux côtés CE , ED du trian-
gle CED sont plus grands que le côté C D, si
nous ajoutons une droite commune DE, les
droites CE , EB seront plus grandes que les
droites CD, DE; mais on a démontré que les
côtés BA, AC sont plus grands que les droites
BE , EC : donc les côtés BA, AC sont beau-
coup plus grands que les côtés BD , DC.

Mais comme un angle extérieur d’un trian-
gle quelconque est plus grand qu’un des angles
intérieurs et opposés (prop. 16), l’angle BDC ,

qui est un angle extérieur du triangle CBE,
est plus grand que l’angle CED. Par la même
raison l’angle CEB, est un angle extérieur
du triangle ABE , est plus grand que l’angle
BAC ; mais il a été démontré que l’angle BDC

est plus grand que l’angle CEB : donc l’angle

BD C est beaucoup plus grand que l’angle BAC.
Donc si des extrémités d’un côté d’un trian-

gle quelconque on mène deux droites qui se
rencontrent dans ce triangle, ces deux droites
seront plus petites que les deux autres côtés du

triangle, et cependant elles comprendront un
plus grand angle; ce qu’il falloitdémontrer.
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PROPOSITION XXII.

PROBLÈME.

Avec trois droites égales à trois droites données

construire un triangle; il faut que deux de ces
trois droites, de quelque manière qu’elles soient

prises, soient plus grandes que la troisième.

Soient données les trois droites A , B , C
(fig. 22 ), dont deux, de quelque manière qu’on

les prenne, soient plus grandes que la troi-.
5ième ; c’est-à-dire les droites A , B plus grandes

que la droite C , les droites A et C plus grandes
que B, et enfin les droites B et C plus grandes
que A z il faut avéc trois droites égales aux
droites A, B , C construire un triangle.

Supposons la droite DE terminée en D et
indéfinie vers E ; faites la droite DF égale à la

droite A (prop. 5), la droite FG égale à la
droite B et la droite GH égale à la droite C ;
ensuite du centre F et avec l’intervalle FD
décrivez la circonférence DKL (dem. 5), du
centre G avec l’intervalle GH décrivez la cir-

conférence KLH, et conduisez les droites KF,
KG : je dis que le triangle KFG est construit
avec trois droites égales aux droites A, B, C.

Car puisque le point F est le centre du cercle.
2
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DKL, la droite FD est égale à la droite FK
(défi 15); mais la droite F K est égale à la droite

A : donc la droite KF égale la droite A. De
plus , puisque le point G est le centre du cercle
LKH, la droite GH est égale à la droite GK;
mais la droite GH est égale à la droite C : dOnc

la droite KG égale la droite C; or la droite KG
est égale à la droite B z donc les trois droites
KF, FG, GK égalent les trois droites A, B , C.

Donc le triangle KFG a été construit avec
trois droites KF, FG, GK qui sont égales aux
trois droites données A, B, C ; ce qu’il falloit
démontrer.

.PROPOSITION XXIII.
PROBLÈME.

Sur une droite donnée et à un point donné dans
cette droite, construire un angle égal à un angle
donné.

Soit AB (fig. 25) la droite donnée et A le
point donné dans cette droite; que DCE soit
l’angle donné : il faut sur la droite donnée AB

et au point donné A construire un angle rec-
tiligne égal à l’angle rectiligne donné DCE.

Soient pris dans l’une et l’autre ligne CD , C E

deux points quelconque D, E; conduisezila
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droite DE , et avec trois droites égales aux
droites C D , DE , CE , construisez le triangle
AFG (prop. 22) , de manière que la droite CD
soit égale à la droite AF, la droite CE égale à la

- droite AG, et la droite DE égale à la droite FG.
Puisque les deux droites DC , C E sont égales

aux deux droites F A, A G , chacune à cha-
cune, et que la base DE est égale à la base
F G , l’angle DC E sera égal à l’angle FAG

( prop. 8
Donc l’angle rectiligne FAG a été construit

égal à l’angle rectiligne DC E sur la droite
donnée AB, et au point donné A dans cette
droite.

PROPOSITION XXIV.
T n ’1’: o n i: M n.

Si deux triangles ont deux côtés égaux à d’eux

côtés, chacun à chacun, et si l’un des angles com-

pris entre ces côtés égaux est plus grand que
l’autre, la base de l’un de ces triangles sera aussi

plus grande que la base de l’autre.

Soient les deux triangles ABC , DEF (fig. a4)
dont les deux côtés AB , AC sont égaux aux
deux côtés DE , DF, chacun à chacun , c’est-
à-dire le côté AB égal au côté DE et le côté

5
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AC au côté DF; que l’angle BAC soit plus ’

grand que l’angle EDF : je dis que la base BC

est plus grande que la base EF.
Car puisque l’angle BAC est plus grand que

l’angle EDF, construisez sur la droite DE et
au point D un angle EDG égal à l’angle BAC

(prop. a5 ); faites la droite DG égale à l’une

ou à l’autre des droites AC , DF prop. 5) , et

conduisez les droites GE , FG.
Puisque la droite AB est égale à la droite

DE , et la droite AC à la droite DG , les deux
droites BA , AC seront égales aux deux droites
ED , DG, chacune à chacune; mais l’angle BAC

est égal par construction à l’angle EDG: donc

la base BC sera égale à la base EG (prop.4).
De plus, puisque la droite DG est égale à la
droite DF, et l’angle DFG égal à l’angle DGF

( prop. 5), donc l’angle DFG sera plus grand que

l’angle EGF : donc l’angle EF G sera beau-
coup plus grand que l’angle EGF; mais puisque
l’angle EFG du triangle EFG est plus grand
que l’angle EGF , et qu’un angle plus grand

est opposé à un côté plus grand (prop. i9) ,
le côté EG est plus grand que le côté EF;
mais le côté EG est égal au côté BC par cons-

truction: donc. le côté BC est plus grand que

le côté EF. t
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Donc si deux trianglesont deux côtés égaux

à deux côtés, chacun à chacun , et si l’un des

angles compris entre ces côtés égaux est plus
grand que l’autre , la base de l’un de ces trian-

gles sera plus grande que la base de l’autre.

PROPOSITION XXV.
THÉORÈME.

Si deux triangles ont deux côtés égaux chacun à

chacun, et si la base de l’un est plus grande que

la base de l’autre ,’ ils auront aussi les angles
compris entre les côtés égaux plus grands l’un

,que l

Soient ABC , DEF (fig. 25) deux triangles
qui aient les deux côtés AB , AC égaux aux deux

côtés DE , DF, chacun à chacun, c’est-à-dire le

côté AB égal au côté DE , et le côté AC égal

au côté DF; que la base BC soit plus grande
que la base EF : je dis que l’angle BAC est plus

grand que E DF.
Car si l’angle BAC n’est pas plus grand que

l’angle EDF, il lui est égal , ou il est plus petit;
or l’angle BAC n’est pas égal à l’angle EDF,

car alors la hase BC seroit égale à la base EF
(prop. 4) ; mais elle ne lui est pas égale; donc
l’angle BAC n’est pas égal à l’angle EDF. L’an-

, 4

autre.
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gle BAC n’est pas plus petit que l’angle EDF;

car s’il étoit plus petit, la base BC seroit plus
petite que la base EF (prop. 24); or elle n’est
pas plus petite : donc l’angle BAC n’est pas plus .

petit que l’angle EDF. Mais il a été démontré

qu’il ne lui est pas égal : donc l’angle BAC est

plus grand que l’angle EDF.
r Donc si deux-triangles ont deux côtés égaux ,

chacun à chacun , et si la base de l’un est plus

grande que la base de l’autre , ils auront aussi
les angles compris entre les côtés égaux plus
grands l’un que l’autre ; ce qu’il falloit dé-

montrer.

PROPOSITION XXVI.
THÉORÈME.

Si deux triangles ont deux angles égaux, chacun
à chacun , s’ils ont de plus un côté égal à un

côté, ou celui qui est adjacent aux angles égaux
ou celui qui est opposé à un des anglés égaux, ils

auront les autres côtés égaux, chacun à chacun;

et le troisième angle de l’ un sera encoreégal au .

troisième angle. de l’autre. ’

’. .SoientABC , DEF (fig..26) deux triangles
qui aient les deux angles AB C , BCA égaux aux

deux angles DEF , EFD, chacun à chacun,
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c’est-adire l’angle ABC égal à l’angle DEF et

l’angle BCA égal à l’angle EFD; que ces deux

triangles aient aussi un côté égal à un càé , et

d’abord celui qui est adjacent aux angles égaux,
c’est-à-dire le côté BC égal au côté EF : je dis

qu’ils auront les autres côtés égaux aux autres
côtés , chacun à chacun , c’est-à-dire le côté AB

égal au côté DE , et le côté AC égal au côté DF;

je dis de plus que l’angle BAC sera encore égal

à l’angle E DF. -
Car si le côté A B n’est pas égal au côté DE ,

l’un de ces côtés sera plus grand que l’autre.

Soit AB le plus grand côté; faites la droite GB
égale au côté DE (prop. 5) , et conduisez la
droite GC.

Puisque le côté BG est égal au côté DE , et

le côté BC égal au côté EF, les deux côtés BG ,

BC sont égaux aux deux côtés DE , EF, chacun
à chacun; mais l’angle GBC est égal à l’angle

DEF : donc la base GC est égale à la base DF
(prop. 4); le triangle GCB est égal au trian-
gle DEF , et les autres angles sont oppo-
sés à des côtés égaux sont aussi égaux entre

eux : donc l’angle GCB est égal à l’angle DFE;

mais l’angle DFE est supposé égal à l’angle

BCA : donc l’angle BCG est égal à l’angle BCA,

c’est-à-dire que le plus petit est égal au plus
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grand, ce qui est impossible : donc les côtés AB
et DE ne sont pas inégaux : donc ils sont égaux;
mais le côté BC est égal au côté EF : donc les

deux côtés AB , BC sont égaux aux deux côtés

D E , EF, chacun à chacun; mais l’angle ABC
est égal a l’angle DEF : donc la base AC est
égale à la base D F (prop. 4) , et le troisième
angle BAC est égal au troisième angle EDF.

Supposons à présent que les côtés qui sont
opposés aux angles égaux soient égaux , c’est;

à-dire le côté AB égal au côté DE :je dis que

les autres côtés de l’un de ces triangles sont
encore égaux aux autres côtés de l’autre trian-

gle; c’est-à-dire que le côté AC sera égal au

côté DF, le côté BC égal au côté EF, et le troiq

sième BAC égal aussi au troisième angle EDF.
Car si le côté BC n’est pas égal au côté EF,

l’un de ces côtés sera plus grand que l’autre.

Supposons s’il est possible que. BC soit le plus
grand; faites BH égal au côté EF (prop. 5 ) , et

conduisez la droite AH.
Puisque le côté BH est égal au côté EF et le

[côté AB égal au côté DE , les deux côtés AB , BH

seront égaux aux deux côtés DE, EF, chacun
à chacun; mais ces côtés comprennent des an-
gles égaux : donc la base AH est égale à la base

DF (prop. 4) ; le triangle AB H est égal au trian-

I
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gle DEF, et les autres angles qui sont opposés
à des côtés égaux seront aussi égaux, chacun à

chacun : donc l’angle BHA est égal à l’angle

EFD; mais par supposition l’angle EF D est
égal à l’angle BCA: donc l’angle BHA est égal à

l’angle BCA , c’est-à-dire que l’angle extérieur

BHA du triangle ACH est égal à l’angle BCA

intérieur et opposé ; ce est impossible
( prop. 16) : donc les côtés BC et EF ne sont
pas inégaux : donc ils sont égaux. Mais le côté

AB est égal au côté DE : donc les deux côtés

AB , BC sont égaux aux deux côtés DE , EF,
chacun à chacun; mais ces côtés comprennent
des angles égaux : donc la base AC est égale à

la base DF (prop. 4); le triangle ABC est égal
au triangle DEF, et le troisième angle BAC égal

aussi à un troisième angle E DF. I
Donc si deux triangles ont deux angles égaux,

chacun à chacun , et un côté quelconque égal

à un côté, ou celui qui est adjacent aux angles
égaux, ou celui qui est opposé à un des angles
égaux , les autres côtés sont égaux alu autres

côtés , chacun à chacun , et ces deux triangles
auront un troisième angle égal à un troisième

angle; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXViI.

THÉORÈME.

Si une droite tombant sur Jeux autres droites fait
’ les angles alternes égaux entr’euæ, :ces Jeux

droites seront parallèles.

l Que la droite EF 27) tombant sur les
deux droites AB , CD fasse les angles alternes
AEF, EFD égaux entr’eux : je dis que la droite V

AB est parallèle à la droite C D.
Car si elle ne lui est pas parallèle , les droites

AB , CD étant prolongées se rencontreront ou
du côté BD ou du côté AC. Prolongez ces
droites , et supposons qu’elles se rencontrent

du côté BD au pointG. ,
L’angle AEF, qui est hors du triangleEGF,

est plus grand que l’angle intérieur et opposé

EFG (prop. 16) ; mais par supposition il lui
est égal, ce qui est impossible : donc les droites
AB , CD prolongées du côté BD ne se rencon-

treront point. On démontreroit de la même ma-
nière qu’elles ne se rencontreront pas non plus

du côté AC ; or les droites ne se rencontrent
d’aucun côté sont parallèles ( déf. 25): donc la

droite AB est parallèle à la droite CD.
Donc si une droite tombant sur deux autres
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droites fait les angles alternes égaux entr’eux,

ces deux droites seront parallèles; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXVIII.
THÉORÈME.

Si une droite tombant surdent autres droites fait
un angle extérieur égal à un angle intérieur
opposé et placé du même côté , ou bien si elle

fait les angles intérieurs et placés du même côté

égaux à deux droits, ces deux droites seront
parallèles.

Que la droite EF (fig. 28) tombant sur les
deux droites AB , CD fasse l’angle extérieur
EGB égal à l’angle intérieur opposé et placé

du même côté GHD , ou bien les angles inté-

rieurs et placés du même côté BGH, GHD
égaux à deux droits: je dis que la droite AB
est parallèle à la droite CD.

Car puisque l’angle EGB est égal à l’angle

GHD, et que l’angle EGB est égal àl’angle AGH

( prop. I5), l’angle AGH sera égal à l’angle

GHD; mais ces angles sont alternes: donc la
droite AB est parallèle à la droite C D (prop. 27).

De plus , puisque les angles BGH , GHD sont
égaux à deux droits , et que les angles AGB,
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BGH sont encore égaux à deuxdroits ( prop. 1 3) ,

les angles AGH , BGH seront égaux aux angles
BGH, GHD. Donc si nous retranchons l’angle
commun BGH , l’angle restant AG H sera égal à

l’angle restant GHD; mais ces deux angles sont
alternes: donc la droite AB est parallèle à la

droite CD (prop. 27 V
Donc si une droite tombant sur deux autres

droites fait un angle extérieur égal à un angle
intérieur opposé et placé du même côté , ou si

elle fait les angles intérieurs et placés du même

côté égaux à deux droits , ces droites seront
parallèles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX,
THÉORÈME.

Si une droite tombe sur deux parallèles , les angles
alternes sont égaux entr’eux , l’angle extérieur

est égal à l’angle) intérieur opposé et placé du

même côté, et les angles intérieurs placés du

même côté sont égaux à Jeux droits.

Si la droite EF 28) tombe sur les paral-
lèles AB, CD, je dis que les angles alternes
AGH , GHD seront égaux entr’eux, l’angle
extérieur EGB sera égal à l’angle intérieur

opposé et placé du même côté GHD, et les



                                                                     

D’E U c L I D E. 47
angles intérieurs et placés du même côtéBGH ,

GHD seront égaux à deux droits.
Car si l’angle AGH n’est pas égal à l’angle

GHD, l’un de ces angles sera plus grand. Que
l’angle AGH soit le plus grand; puisque l’angle

AGH est plus grand que l’angle GHD, si on leur

ajoute un angle commun BGH, les angles AGH,
BGH seront plus grands que les angles BGH ,
GHD; mais les angles AGH, BGH sont égaux
à deux droits ( prop. I 5) : donc les angles BGH,

GHD sontmoindres que deux droits; mais
deux droites étant prolongées à l’infini du côté

où les angles intérieurs sont plus petits que
deux droits se rencontrent entr’elles (ax. I I ):
donc les droites AB, CD prolongées à l’infini

se rencontreront; mais elles ne se rencontre-
ront pas puisqu’elles sont parallèles : donc les

angles AGH, GHD ne sont point inégaux ,
donc ils sont égaux. Mais l’angle AG H est
égal à l’angle EGB (prop. 15) : donc l’angle -

EGB sera égal à l’angle GHD. Donc si nous

ajoutons un angle commun BGH, les angles
EGB , BGH seront égaux aux angles BGH ,
GHD; mais les angles EGB , BGH sont égaux
à deux droits (prop. 1 5) : donc les angles BGH ,
GHD sont égaux à deux droits.

Donc si une droite tombe sur deux parallèles,
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les angles alternes sont égaux entr’eux , l’angle

extérieur est égal à l’angle intérieur opposé et

r A A r v a r, .place du meme cote , et les angles intérieurs
placés du même côté sont égaux à deux droits;

ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXX.
THÉORÈME.

Les droites qui sent parallèles à une même droite
sont parallèles entr’elles.

Que chacun des parallèles AB ,’ CD (fig. 29)

soit parallèle à la droite EF : je dis que la droite
AB est parallèle à la droite CD.

Conduisez sur ces droites la droite GK.
Puisque la droite GK tombe sur les parallèles

AB, EF, l’angle AGH est égal à l’angle GHF

(prop. 27). De plus puisque la droite G K tombe
sur les parallèles EF, C D , l’angle GHF est égal

à l’angle GKD (prop. 28). Or il a été démon-n

tré que l’angle AGK est égal à l’angle GHF:

donc l’angle AGK est égal à l’angle G KD;

mais ces angles sont alternes : donc la droite
AB est parallèle à la droite CD (prop. 29).

Donc les droites qui sont parallèles à une
même droite sont parallèles entr’elles; ce qu’il

falloit démontrer. ’ 4
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PROPOSITION du.
PROBLÈME.

Par un point donné conduire une (imite parallèle
à une droite donnée.

Soit A (fig. 50) le point donné et BC la droite

donnée : il faut par le point A conduire une
droite parallèle à la droite BG. ’

Prenez sur la droite BC un point quelconque
D, et menez AD ; conStruiSez sur la droite DA
et en un point A un angle DAE égal à l’angle

ADC, et prolongez la droite AF dans la direca
tion de EA.

Puisque la droite AD tombant sur les deux
droites BC, EF fait les angles alternes ’E’AD,
ADC égaux entr’eux , la droite B’C sera parala-
lèle à la droite EF (prop. 27 ). - ’ï ’-

Donc par le point donnë’A , lai-droite EA
a été menée parallèle à droite donnée BC;

ce qu’il falloit faire. I

la î,
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PROPOSITION XXXII.
mixtionnais.

47mm prolongé un côté d’un triangle quelconque ,

l’angle extérieur est égal aux deux angles in-

4 térieurs et opposés, et les trois angles intérieurs

du triangle sont égaux à deux droits.

Soit le triangle ABC (fig. 51); prolongez
le côté BCA en D : je dis que l’angle extérieur

ACB est égal aux deux angles intérieurs et
Opposés CAD,;ABC, et que les trois angles
intérieurs ABC , BCA , CAB sont égaux à deux

droits. ’Menez par point C la droite CE parallèle

à la droiteAB ( prop. 21 ). ,
Puisque la droite CE est parallèle à la droite

AB et que la droite AC tombe surlces deux
droites, les anglesalternes BAC, ACE sont
égaux entr’eux (prop. 29.). De plus , puisque la

droite AB, est parallèle à la droite CE et que
la droite BD tombe sur ces deux droites , l’an-
gle extérieur ECD est égal à l’angle intérieur

et opposé ABC. Or il a été démontré que l’an-

gle ACE est égal à l’angle BAC : donc l’angle

extérieur total ACD est égal aux deux angles
extérieurs et opposés BAC , AB C.

A
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Doric si on ajoute un angle commun ACB,

les angles ACD, ACB seront égaux aux. trois
anglesACB, BCA, CAB; maislesanglesACD,
AC B sont égaux à deux droits (prop. 1 5) : donc

les angles ACB , CBA , CAB sont égaux à deux

droits. .Donc , ayant prolongé un côté de tout trian-
gle , l’angle extérieur est égal aux deux angles.

intérieurs et opposés , étales ’trOis angles inté-,

rieurs du triangle sont égaux à deux droits ;’
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XxxIII.
THÉORÈME.

Les droites qui joignent des mêmes côtés des droites

égales et parallèles sont elles-mêmes égales et.

parallèles.

Soient AB , C D (fig. 52) deux droites égales
et parallèles; joignez-les des mêmes côtés par

les droites AC , BD : je dis que les droites AC,
BD sont aussi égales et parallèles. " " ’ ’

Menez la droite BC. ’
Puisque’la droite AB est parallèle à la drOite

CD et que la droite BC tombe sur ces deux
drOites, les angles alternes ABC , BCD sont
égaux (prop. 29 De plus , puisque. ladroite

2



                                                                     

I

52 . É L E M E N s
’AB est égale à la droite CD et que la droite BC

est commune. aux deux triangles BCA, BDC ,
les deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites’CD, BC; mais l’angle ABC est égal à

l’angle BCD : donc la base AC est égale à la base

BD , le triangle ABC est égal au triangle BCD , et

les autres angles sont opposés à des côtés
égaux sont égaux, chacun àchacun: donc l’an-

gle ACB est égal à l’angle CED. Puisque la

ligne droite BC tombant sur deux droites AC,
BD fait les angles alternes égaux entr’eux , la
droite AC est parallèle à la droite B D et lui est

égale (prop. 27 ’ ’
Donc les droites joignent des mêmes côtés

deux droites égales et parallèles , sont elles-
mêmes égales et parallèles; ce qu’il falloit dé-

montrer. . ’

. PROPOSITION XXXIV.
THÉORÈME:

côtés et les angles opposés des parallélogram-i

mes sont égaux, et la diagonale les partage en
46.100 pénis-î égales-r . g

. :Soit ACDB (fig. 52 )’un parallélOgramIne’ et

BC sa. diagonale : je dis ï que les côtés et les.
angles opposés du parallélogramme AC DB sont

in
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égaux, et que sa diagonale BC le partage en
deux parties égales.

Car puisque la droite AB est parallèle. à; la
droite CD et que la; droite BC-tombe sur ces
deux droites , les angles alternes ABC , B C D
seront égaux entr’eux (prop. 29). De plus ,
puisque la droite. AC est parallèle a la droite B D

et que la droite BC tombe sur ces deux droites,
les angles alternes ACB , C BD sont égaux entre

eux : donc les deux triangles ABC , CBD ont
deux angles ABC , BCA égaux aux deux angles
BCD , CBD , chacun à chacun ,2 ils ont de plus un
côté commun BC adjacent à des angles égaux;

donc ils auront les autres côtés égaux aux autres.

côtés, chacun à chacun ( prop. 26)., et le troi-
sième angle égal au troisième angle, :y donc le
côté AB est égal ail-côté CD, ’etgl’angle BAC

égal àl’angle BDC. Puisquel’angle ABC est
égal à l’angle BCD, et l’angleCB D égal à l’an--

gle ACB, l’angle total ABD sera îégal a l’angle-z

total AC D. Mais il a été démontré que l’angle

BAC est égal à l’angle BDC." ” I

Donc les. côtés et lésangles opposés des pa-

rallélogrammes’sOut égaux? entr’eux. - .

I e dis de plus que la diagonale partage le
parallélogrammes en deux parties égales. Car»

puisque la droite AB est égaleà lai droite (ID l
5
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et que la droite B C est commune aux deux
triangles , les deux droites AB, BC serOnt égales

aux droitesDC ,.C B , chacune à chacune; mais
l’angle-ABC est égal à l’angle BCD : donc la A

base AC est égale à la base BC (prOp. 4), et
letriangle ABC égal au triangle BCD.
. Donc la diagonale BC«partage le parallélo-

gramme AC QB en deux parties égales; ce: qu’il

falloit démOntrer.- , ’ .
PROPOSITION x’xlxl’v. Il

A T-HE’OR’ÉME;

Les parallélogrammes qui, sont construits la
’ même base :et entre les mêmes parallèles sont

légaux entr’eux. u l y I

Soient les parallélogrammes ABC D, EBCIF
(fig. 55 ) construits :sur la même baseÏBC’et
entre l’es mêmes parallèles AF, BC :’ je dis que

le parallélogramme ABC D est égal au parallé-

logramme EBCF. ’ - . ’ ’ .
Car puisque AB C D est un parallélogramme ,

la droite AD est égales-à lavdroite BC (prop. 54),

et par la même raison ladroite EF est aussi’égale

à la droite BC: donc la droite ADîestégale à la

droite EF : donc, si on ajoute une droite cOm-
A mune DE, la droite totale AE sera égale à la
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droite totale DF (axiome 2) ; mais la droite AB
est égale à la droite DC : donc les deux droites
EA , AB sont égales aux deux droites FD, DC ,
chacune à chacune; mais l’angle extérieur FDC

est égal à l’angle. intérieur E AB (prop. 2g) :

donc la base EB est égale à la base FC (prop. 4),

et le triangle EAB égal au triangle F DC; donc
si l’on retranche la partie commune DCE, le
trapèze restant ABGD Sera égal au trapète res-

tant-EGCF. Donc si on leur ajoute le triangle
commun GBC , le parallélogramme total ABCD
sera égal au parallélogramme total EBG F.

’Donc les parallélogrammes construits sur les

mêmes baSes et entre les mêmes parallèles sont
égaux entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXV-I.
T n é o. a E M E.

Les parallélogrammes construits sur des bases
égales et entre les mêmes parallèles sont égaûr

entr’eux.

Soient les parallélogrammes ABCD, EFGH
(fig. 54) construits sur des bases égales BC,
F G et entre les mêmes parallèles AH, BG : je
dis que le parallélogramme ABCD est égal au

parallélogramme EFGH. I
4
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Conduisez les droites BE , C H.
Puisque la droite BC est égale à la droite FG

et’lavdroite FG égale à la.droite EH, la droite

BC sera égale à la droite EH ; mais les droites
I BC , EH sont parallèles et joignent les droites

BE , C H; or les droites qui joignent des mêmes
oôtés deux droites égales et parallèles sont égales

(prop.: 55 ) z donc les droites EB , CH sont
légales et,,parallèles : donc EBCH est un paral-e.

lélogramme , et ce parallélogramme est égal au.

parallélogrammepAB C;D (prop. 55).; car il a la
même base BC que lui,et il est construit entre les
mêmes parallèles. Par la même raison le paral-
lélogramme EFGH est égal au parallélogramme

EBCH E donc le parallélogramme ABCD est
égal au parallélogramme EFGHq

Donc les parallélogrammes construits sur des
bases égales et entre les mêmes. parallèles sont
égaux ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION Xxxvur
THÉORÈME.

les triangles construits la mêmelbase et entre. I
les mêmes parallèles sont égauæ. ’

Soient les triangles. ABC, DBC ( fig. 55
construits sur la même base BC et entre les.
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mêmes parallèles AD, BC : je dis que le trian-

’ gle ABC est égal au triangle DBC.

Prolongez de part et d’autre la droite AD
vers les points E, F, et par le point B con-
duisez une droite BE parallèle à la droite CA
(prOp.51), et par le point C conduisez aussi
une droite CF parallèle à BD.

Les figures EBCA, DBC F sont des parfilé-1
logrammes, et le parallélogramme EBCA est
égal au parallélogramme DBC F ( prop. 55) ;
car ils sont construits l’un et l’autre sur la même

base et entre les mêmes parallèles; mais le trian-

gle A B C est la moitié du parallélogramme
EBCA; car la diagonale AB le partage en deux
parties égales; le triangle DBC est la moitié
du parallélogramme DBCF, car la diagonale
DG la partage en deux parties égales ( pr0p. 54) 3
mais les moitiés des quantités égales sont égales

entr’elles z donc le triangle ABC est égal au

triangle DBC. I
Donc les. triangles construits sur la même base

d’entre les mêmes parallèles sont égaux entre
aux; ce qu’il falloit démontrer;
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PROPOSITION XXXVIII.

TE Éo RÊME.

Les triangles construits sur des bases égales et
entre les mêmes parallèles sont égaux antre

aux.

Soient les triangles ABC, DEF (fig. 56)
construits sur des hases égales BC , E F et entre
les mêmes parallèles BF, AD : je dis que le
triangle ABC est égal au triangle DEF.

Car prolongez de part et d’autre la droite AD

vers les points G, H; par le point B conduisez
la droite BG parallèle à la droite CA (prop. 5 I),

et par le point F conduisez aussi la droite FH
parallèle à la droite DE.

Les figures GBCA, DEFH sont des paral-
lélogrammes ; mais les parallélogrammes GBCA,

DEFH sont égaux entr’eux (prop. 56), car ils

sont construits sur des bases égales et entre les
mêmes parallèlestr le triangle ABC est la
moitié du parallélogramme GBCA, car la dia-

gonale AB le partage en deux parties égales
( prop. 54); le triangle FFD est la moitié du
parallélogramme DEFH, car la diagonale DF

vle partage en deux parties égales ; mais les
moitiés des quantités égales sont égales entre
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elles : donc le triangle ABC est égale au trian-
gle DEF. ’

Donc les triangles construits sur des bases
égales et’entre les mêmes parallèles sont égaux

entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION. XIXXIX.

I aTHEOREME.
Les triangles égaux qui sont construits sur la même ’

base et qui sont placés du même côté son: com-

pris entre les mêmes parallèles.

Soient les deux triangles égaux ABC, DBC
(fig. 57) construits sur la même hase BC et
placés du même côté : je dis que ces deux trian-

gles sont compris entre les mêmes parallèles.
Conduisez la droite AD : je dis que la droite

AD est parallèle à la droite BC. l
’Car si la droite AD n’est pas parallèle à la

droite BC , conduisez par le point Al une droite
AE parallèle à la droite BC (prop. 51); con-
duisez ensuite tla droite EC.

Le triangle ,ABC est égal au triangle EBC
( prop. 57) , car ces deux triangles sont cons-
truits sur la même base BC , et compris entre les
mêmes parallèles BC , AE. Mais par hypothèse
le triangle ABC est égal au triangle DBC : donc
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le triangle DBC est égal au triangle DBC, c”est

à-dire que le plus grand est égal au plus petit,
ce qUi ne peut se faire : donc la droite AE n’est
point parallèle à la droite BG. Nous démontre-

rons de même que toute autre droite , excepté I
AD , ne peut être parallèle à B C : donc la droite

AD est parallèle à la droite BC.
Donc les triangles égaux qui sont construits

sur la même base et qui sont placés du même
côté sont compris entre les mêmes parallèlest
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XL.
THÉORÈME.

Les triangles égaux qui sont construits sur des
bases égales et sont placés du même côté

sont compris entre les mêmes parallèles.

’ Soient les triangles égaux ABC, CDE (fig. 58)

construits sur des bases égalesBC., C E et placés

du même côté :je dis qu’ils sont compris entre

les mêmes parallèles. Conduisez la! droite AD:
je dis que la droite AD est parallèle à la droite BE.

Car si la droite AD n’est pas parallèle à la

droite BE , conduisez par le point A la droite
AF parallèle à la droite BC , et conduisez en-

suite la droite FE. I
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Le triangle ABC est égal au triangle FCE

(prop. 58) ; car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales et compris entre les
mêmes’parallèles BE, AF ; mais le triangle ABC i

est égal au triangle DC E: donc le triangle DC E
est égal au triangle FCE , c’est-à-dire que le
plus grand est égal au plus petit, ce qui ne peut
être : donc la droite AF n’est point parallèle à

la droite BE. Nous démontrerons de la même
manière que toute autre droite, excepté AD,
ne peut être parallèle à BF : donc la droite AI)
est parallèle à la droite BE.

Donc les triangles égaux sont construits
sur des bases égales et sont placés du même
côté sont compris entre les mêmes parallèles;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XLI.
THÉORÈME.

Si un parallélogramme et un triangle ont la même

base et sont compris entre les mêmes parallèles ,

le parallélogramme est double du triangle.

En efl’et, que le parallélogramme ABCD

et le triangle EBC (fig. 5g) aient la même
base et soient compris l’un et l’autre entre les

mêmes parallèles BC, AE : je dis que le paral-



                                                                     

62 I É L É M n N s
lélogramme AB C D est double du triangle

B E C . AConduisez la droite AC. Le triangle ABC eSt
égal au triangle EBC ( prop. 57), car ces deux
triangles sont construits sur la’même base BC
et compris entre les mêmes parallèles BC , AE;
mais le parallélogramme ABCD est. double du
triangle ABC, car la diagonale AC partagece pa-
rallélogramme en deux parties égales ( prOp. 54):

donc le parallélogramme ABCD est aussi dou-
ble du triangle EBC.

IDonc si un parallélogramme et un triangle
ont la même base et sont compris entre les
mêmes parallèles , le parallélogramme sera dou-

ble du triangle ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XLII.
PROBLÈME.

Construire dans un angle donné, un parallélo-
gramme égal à un triangle donné.

Soit ABC (fig. 4o) le triangle donné et D
l’angle donné : il faut construire un parallélo-

gramme soit égal’au triangle ABC dans
un angle égal à l’angle donné D. ’ I

Partagez la droite BC en deux partieségales

au point E et conduisez la droite AE; sur. la t
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droite EC et au point E construisez un angle
CEF égal à l’angle D ( prop. 25) , par le point

A conduisez une droite AG parallèle à la droite

EC ( prOp. 51), et par le point C conduisez
aussi une droite CG parallèle à la droite FE:
la figure FECG sera un parallélogramme.

Puisque la droite BE est égale à la droite EC ,

le triangle ABE sera égal au triangle AEC
( prOp. 58) , car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales BE, EC, et compris
entre les mêmes parallèles BC , AG : donc le
triangle ABC est double du triangle AEC; mais.
le parallélogramme FE CG est double du trian-
gle AEC, car ils ont la même base et ils sont
compris entre les mêmes parallèles : donc le
parallélogramme FECG est égal au triangle
ABC (ax.ô) , et il a un angle égal à l’angle D.

Donc le parallélogramme FECG a été cons-

truit égal au triangle ABC dans un angle CEF
égal à l’angle donné D; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XLIII.
THÉORÈME.

Dans tout arallélo amine les com lémens des

P a Pj parallélogrammes qui sont autour de la diagod
nale sont égaux, entr’eux.

n Soit le parallélogramme AB CD (fig. 41 ) dont

AC est la diagonale autour de laquelle soient les
parallélogrammes EH , FG , et les parallélo-
grammes BE, KD qu’on appelle complé’mens:

je dis que le complément B K. est égal au com-a

plément KD. vCar puisque la figure ABC D est un paralléa

logramme dont la droite AC est la diagonale ,
le. triangle ABC est égal au triangle ADC
(prop. 54). De plus , puisque la figure EKHA
est un parallélogramme dont la droite AK est
la diagOuale , le triangle A E K. est égal au. trian-s

gle AHK; le triangle KFC est égal au triangle
KGC, par la même raison : donc puisque le
triangle AEK est égal au triangle AH K, et que
le triangle KFC est aussi égal au triangle KFC r
ble triangle AEK, réuni avec le triangle KGC ,
est égal au triangle AH K réuni avec le triangle

KFC;mais le triangle total ABC est égal au
triangle total ADC : donc les restes BK, KD,
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qu’on appelle complémens , sont égaux entre

I. eux (axiome 5
Donc dans tout parallélogramme , les com-

plémens des parallélogrammes sont autour
de la diagonale sont égaux entr’eux ; ce qu’il

. falloit démOntrer. fi a
PROPOSITION XLIV.

PROBLÈMI.

Sur une droite donnée et dans un angle donné,
construire un parallélogramme qui soit égal à

un triangle donné.

Soient donnés la droite AB (fig. 42), le
triangle C et l’angle D : il faut sur la droite AB
et dans un triangle égal à l’angle D, construire

A un parallélogramme égal au triangle donné C.

Construisez un parallélogramme BEFG égal
au triangle C3 dans un angle EBG égal à l’an--

gle D ( prop.,42 ); placez la droite BE dans la
direction de la droite AB; prolongez la droite
FG vers H; et par le point A conduisez la droite
AH parallèle à la droite BG ou à la droite EF
(prop. 51), et menez la droite GB. Puisque la
droite HF tombe sur les parallèles AH, EF,
les angles AHF, HFE sont égaux à deux an-
gles droits ( prop.,ng) : donc les angles BHG ,0
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GFE sont moindres que deux angles droits;
mais les droites qui sont prolongées à l’infini.

du côté où les anglesintérieurs sontmoindres

que deux angles droits se rencontrent ( ax. 1 1 ):
donc les droites HB, FE se rencontreront étant
prolongées; que ces deux droites soient pro-

s longées (dem. a) , et supposons qu’elles se ren-

contrent en K; par le point K conduisez la
droite KL parallèle à la droite EA ou à la droite

FH ( prop. 51 ), et prolongez les droites AH,

t GB vers les points L , M. V -
La figure LKF est un parallélogramme

dont HK est la diagonale; autour de la diago-
nale HK sont les parallélogrammes AG, ME ,
et les paralléIOgrammes LB, BF, qu’on nomme

complémens : donc le parallélogramme LB est,

égal au parallélogramme BF (prOp.45); mais
le parallélogramme BF est égal au triangle C:
donc le parallélogramme LB sera égal au trian-a
gle C ; et puisque l’angle GB E est égal à l’angle

ABM (prop. 15) et que l’angle GBE est égal.
à l’angle D , l’angle ABM sera égal à l’angle D.

Donc sur la droite donnée AB et dans un
angle ABM égal à l’angle D, le parallélogramme

LB a été construit égal au triangle donné C; ce

qu’il falloit faire.
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PROPOSITION X.LV.
PROBLÈME.

Constna’ne , dans un angle donné, un parallélo-

gramme qui soit égal à une figure rectiligne
donnée.

Soit ABCD (fig. 45) la figure rectiligne
donnée. et E l’angle donné : il faut, dans un
angle égal à l’angle E , construire un parallélo-

gramme qui soit égal à la figure ABC D.

COnduisezla droite DE, et construisez dans
l’angle HKF égal à l’angle E , un parallélo-

gramme FH qui soit égal au triangle ADB, et
sur la droite GH construisez ensuite dans l’an-
gle GHM. égal à l’angle E , un parallélogramme

GM qui soit égal au triangle DBC.
Puisque l’angle E est égal à chacun des an-

gles HKF, GHM, l’angle GHM sera égal à
l’angle HKF : donc si nous leur ajoutons l’an-

gle commun EHC, les angles FKH, KHG
seront égaux aux angles KHG , .GHM. Mais
les angles FKH, KHG sont égaux à deux an-
gles droits (prop. 29) : donc les angles KHG,
G HM seront égaux à deux angles droits. Mais
puisque les deux droites KH, HM, placées de
difi’érens côtés, font sur. la droite GH et au

a
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point H de cette droite , deux angles de suite
égaux à deux droits , la droite KH est dans la
direction de la droite HM (prop. i4); et puisa
que la droite HG tombe sur les parallèles KM,

. FG, les angles alternes MHG, HGF sont
égaux ( prop. 29) ; donc si nous leur ajoutons
l’angle commun HGL , les angles MHG, HGL

seront égaux aux angles HGF, HGL. Mais
a les angles MH’G , HGL sont égaux à deux

angles «droits ( prop. 29) ; donc les angles
HGF, HGL seront aussi égaux à deux angles
drOits ;’ donc la droite FG est dans la direc-
tion de la droite GL; et puisque la droite KF
est égale et parallèle à la droite HG, et que
«la droite HG est aussi égale et parallèle à la

droite ML, la droite KF sera égale et paral-
lèle à la droite .ML (ax. 1 et prop. 50). Mais
ces deux droites sont jointes ensemble par les
droites KM, FL : donc les droites KM, FL
sont égales et parallèles (prop. 55) : donc la
figure KFLM estinn" parallélogramme; mais
comme le triangle ABD est égal au parallélo-
gramme HF, et que le triangle ABC est égal au
parallélogramme GM, la figure totale ABCD
sera égaleiau parallélogramme total KFLM.

Donc le parallélogramme KFLM a été cons.

.trnit- égal à la figure rectiligne ABC D, dans
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l’angle FKM égal à l’angle donné E; cequ’il

falloitfaire..

PROPOSITION XLVI.
en o-n 1. î»: M 1:.

Décrire un quarré sur une droite donnée.

Soit AB la droite donnée : il faut t
décrire un quarré sur cette droite.

Du point A, donné dans la droite AB, con-
duisez une droite AC perpendiculaire à la droite.
AB (prop. 1 1); faites la droite AD égale à la
droite AB (prop. 51); par le point D conduisez
la’droite DE parallèle à la droite AB ( prop.51),

et par le point B conduisez aussi une droite BE
parallèle à la droite AD.

La figure ADEB est un parallélogramme 2
donc la droite AB est égale a; la droite DE, et
la. droite AD égale à la droite BE; mais la
droite AB est égale à la droite AD z donc les
quatre droites BA, AD, DE, EB sont égales
entr’elles : donc le parallélogramme ADEB est
équilatéral. Je dis de plus, qu’il est rectangle,

car puisque la droite AD tombe sur les paral-ll
lèles AB, DE, les angles BAD, ABE. sont égaux
à deux droits (prop. 29); mais l’angle BAD est

droit par construction : donc l’angle ADEest
5
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droit.aussi. Mais les côtés et angles Opposés des

parallélogrammes sont égaux (prop. 54) ; donc
chacun des angles Opposés ABE , BED est droit,
et par conséquent le parallélogramme ADEB est
rectangle; mais nous avons démontré qu’il étoit

équilatéral. IDonc le parallélogramme ADEB est un quarré

décrit sur la droite AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XLVIL i
THÉORÈME.

Dans les triangles rectangles I, le quarré décrit sur
le côté opposé à l’angle droit , est égal au

quarrés construits sur les côtés qui comprennent

l’angle droit. I
Soit ABC (fig. 45) un triangle rectangle

dont l’angle-droit est BAC : je dis que le quarré

construit sur le côté BC est égal aux quarrés

construits sur les côtés BA, AC.
Construisez le quarré BDEC sur le côté BC ;

construisez aussi les deux quarrés ,G B , HG sur
les côtés BA, AC , et par le point A conduisez
une droite AL parallèle à l’une ou à l’autre des

droites BD, CE; conduisez ensuite les droites

AD, FG. ..Puisque chacun des angles BAC , BAGest
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droit, et que les deux droites AC , AG, placées
de part et d’autre de la droite BA , font au point

A, avec la droite AB, deux angles de suite
égaux à deux angles droits ,i la droite CA est
dans la. direction de la droite AG : la drOite
AB est dans ladirection de la droite AH, par
lavmême raison; et puisque l’angle .DBC est
égal à l’angle FBA (axiome 10) , étant droits

l’un et l’autre , si nous leur ajoutons un angle
commun ABC, l’angle total DBA sera égal à

l’angle total FBC; mais les deux droites DE,
BA étant égales aux deux droitesCB , BF, cha-
cune à chacune, et’ l’angle DBA égal à l’angle

FBC , la base AD sera égale à la base FC , et le

triangle ABD égal au triangle FBC (prop.
Or le parallélogramme BL est double du trian-
gle ABD (prop. 4.1 ) , car ils ont la même Base
BD et sont compris entre les mêmes [parallèles
BD, AL. Le quarré GB est iaussidOulilietdu

’ triangle F BC, car ils ont la même) base FB et

sont compris entre les mêmes .parallèlesf B,
GC; mais les quantités qui sont doubles ide
quantités égales sont égales enfielles i douéle

parallélogramme BL est au quarré AGB:
. Ayant conduit les droites AEI, 13K, ’noiisxlé-

montrerons de la même manière-que le
lélogramme CL est égal au quarré. HG : donc

4.
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A le. quarré tatal B DEC est égal aux deux quarrés

GB, HG; mais le quarré BDEC est construit
sur le Côté BC , et les quarrés GB, HG sont
construits sur les côtés BA , AC : donc le quarré l

BE, construit sur le côté BC , est égal aux
quarrés construits sur les côtés BA , AC.

Donc dans les triangles rectangles , le quarré i
construit sur le côté opposé à l’angle droit est "

égal aux deux quarrés construits sur les côtés

qui comprennent l’angle droit; ce qu’il falloit

démontrer.

i. PROPOSITION XLVIII.
THÉORÈME.

Si le quarré qui est constmit sur un des côtés
d’un triangle est égal aux quarrés construits

sur les autres côtés du triangle, l’angle com-
pris entre ces deux derniers côtés est droit.

s Que le .qnarré construit sur un côté B C
46) d’un triangle ABC , soit égal aux
quarrés construits sur les deux autres côtés
BA, AC :- je dis que l’angle BAC eSt droit.

Conduisez du point A une droite AD per-
pendiculaire sur la droite AC (prOp. 1 1); faites
la droite AD égale à la droite BA , et conduisez

la droite DC. r î
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Car puisque la droite DA est égale à la droite

AB , le quarré construit sur DA sera égal au
quarré construit sur AB. Donc si nous ajoutons
un quarré commun, celui est construit sur
AC , les quarrés construits sur DA, AC seront
égaux aux quarrés construits sur BA , AC. Mais
le quarré construit sur DC est égal aux quarrés

construits sur DA, AC (prop. 47) , car l’angle
BAC est droit. Or le quarré construit sur BC
est supposé égal aux quarrés construits sur BA ,

AC : donc le quarré construit sur DC est égal à

celui est construit sur BC : donc le côté DC
est égal au côté CB; et comme le côté AD est

égal au côté AB et que le côté AC est com-

mun, les deux côtés AD, AC sont égaux aux
deux côtés BA, BC , chacun à chacun; mais la
base DC est égale à la base CB; donc l’angle BAC

est égal à l’angle BAC, ( prop. 8); mais l’angle

DAC est droit : donc l’angle BAC est droit aussi.
Donc si le quarré ;construit sur un côté d’un

triangle est égal aux quarrés construits sur les
deux autres côtés , l’angle compris par ces deux

derniers côtés sera droit; ce qu’il falloit dé-

montrer. ’
sin un r-nnmxnn’tivnn.
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LIVRE Il.
DÉFINITION&

:1.’TOUT parallélogramme reCtangle est dit

contenu sous les deux droites qui comprennent

un angle droit. ’
- 2. Dans tout "parallélogramme, on appelle

gnomon la réunion de l’un quelconquedes pas
rallélo’grammes décrits autour de la diagonale.

avec’les deux complémens. v ’

I C lPROPOSITION PREMIÈRE.
I’rïnizonè’nrn.-

Si l’on a (leur droites, et si l’une d’elles est par--

tagée en un certain nombre de parties, le rec-
tangle compris sous ces deux droites est égal
aux rectangles compris sous la droite qui n’a
point été partagée, et sous chacun (Ifs segmens

de l’autre. ’
I Soient deux droites, A, BC (fig. 47) , et que
la droite B.C soit partagée d’une manière quel- i
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conque aux points D, E : je dis que le rectangle
compris sous les droites A, BC est égal au rec-

tangle compris sous les droites A , BD , au
rectangle compris sous les droites A, DE, et
au rectangle compris sous les droites A, EC.

Conduisez par le point B la droite BF perpen-
diculaire. sur la" droite BC (prop. I 1 . I )*; faites
la droite BG égale à la droite A, et par le point
G conduisez la droite GH parallèle à la droite
BC (prop. 51. 1); par les points D, E, C, con-
duisez ensuite les droites DK, EL, CH, pa-
rallèles à la droiteBG. ’

Le rectangle B H est égal aux rectangles B K ,

DL, EH; mais le rectangle BH est compris
sous les droites A, BC , car il est compris sous
les droites GB , BC , dont la droite BG est égale

àla droite A; le rectangle B K est compris sous
les droites A, BD, car ilest compris sous les
droites G B , B D , dont la droite GB est égale à la

droite A; le rectangle DL est compris sous les
v droites A , DE, puisque DK, c’est-à-dire BG,

est égale à la droite A; etenfin, le rectangle.
EH est compris sous les droites A, EC : donc
le rectangle compris sous les droites A , BC est

’1’ Le premier nombre indique h’proposition, et le

second indique le livre. . .
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égal au-rectangle compris sous les droitesiA;
BD,iau rectangle compris sous les droites A ,
DE , et enfin aUect’angle compris sans les

droites A, EC. . . i -
Donc si l’on a deux droites , et si l’une d’elles -

est partagée en .un certain nombre de .parties ,
le rectangle compris sous ces deux droites est
égal aux rectangles compris sous la droite
n’a point été partagée et sous chacun-des segd

mens de l’autre; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION Il.
THÉORÈME.

Si une droite est partagée d’une manière quel.-

conque en deux parties, le rectangle compris
sous la droite totale et sous l’un, et l’autre seg-

ment, est égal auquarré de la droite entière.

Que la droite AB (fig. 48) soit partagée d’une

manière quelconque au point C : je dis que’le

rectangle. compris sous les droites AB , B6 , avec
le rectangle compris sous les droites BA, AC,
est égal au quarré de la droite AB.

Sur la droite AB.construisez le quarré ADEB

- ( prOp. 46. 1), et par le point C conduisez la
droite’C’F parallèle àl’nne et à l’autre des droites

AD, BE (prop. 51. t). .
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. Le quarré’AE est égal aux rectangles AF,

CE; mais le quarré AE- est construit sur la
droite AB; le rectangle AF est compris sous

’ les droites BA , AC, car il est compris sous les
* droites DA, AC, dont la droite AD est égale à

AB; et enfin le rectangle CE est compris sous
’ les" droites AB , BC , puisque la droite BE est
i égale a la droite AB; donc le rectangle compris
-. sous les droites BA , AC, avec le rectangle com-
. a pris sous les droites AB , B.C , est égal au quarré

. de la droite AB.
Donc si une droite est partagée d’une ma-

. nière quelconque en deux parties , les rectan-
» gles compris sous la droite totale et sous cha-
- cun des segmens sont égaux au quarré construit

sur la droite totale 3- ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION 111.
THÉORÈME.

8.1 une droite est partagée d’une manière quiet-

conque en deux parties, le rectangle compris
sous la droite totale et l’un des segmens , est égal

. au rectangle compris sous les segmens et au
i quarré formé sur le segment premièrement pris.

Que la droite AB (fig. 49) sOit partagée en
un point quelconque C : je dis que le rectangle
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compris sous les droites AB, BC est égal au
rectangle compris sous les droites AC; CB , et
au quarré de la droite EC.

Sur la droite BC construisez le quarré CDEB
( prop. 46. 1) , prOlongez en F la droite E D , et
par le point A conduisez la droiteiAF paral-
lèle à l’une ou à l’autre des droites CD, RE

(prop.51.1). i iLe rectangle LE est certainement égal aux
rectangles Al) , CE; ’mais le rectangle AE est

compris sous les droites AB , BC , car il est
compris sousilesdroites AB , BE , dont la droite
BE est égale à la droite BC; le rectangle Al)
est compris sbus les droites AC , CB , puisque

. la droite DG est égale à la droite- CB; et enfin
le quarré DE est construit sur la droite BC :
donc le rectangle compris sous les droites AB,

l BC est égal au rectangle compris sous les droites

AC , CB et au quarré de la droite BC.
Donc si une droite est partagée d’une ma-

nière quelconque en deux parties, le rectangle
compris sous la droite totale et sous un des
segmens , est égal au rectangle compris sous les

segmens et au quarré construit sur le segment
premièrement pris ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION 1v.

THÉORÈME.

Si une droite est partagée d’une manière quel-

conque en Jeux parties, le quarré construit sur
la droite entière est égal aux quarrés formés

sur les deux: segmens et au double du rectangle
compris sans ces deux segmens.

Que la droite AB ( 50) soit partagée d’une

manière quelconque au point C : je dis que le
quarré construit surIAB est égal aux quarrés

construits sur AC , CB , et au double du rec-
tangle compris sous les segmens 3C , CB.
. Construisez le quarré ADEB sur la droite A B.

( prop. 46. t ) , conduisez la droite BD; par le"
point C conduisez la droite CGF parallèle à l’une

ou à l’autre des droites AD, BE (prop. 51 . 1) ,

et par le point G conduisez la droite H K paral-
lèle à l’une ou à l’autre des droites AB, DE.

» Puisque la droite CF est parallèle à la droite

AD, et que la droite BD tombe sur ces deux.
droites, l’angle extérieur BGC sera égal à l’an-

gle intérieur et Opposé ADB ( prop. 29. 1) 5 mais

l’angle ADB est égal à l’angle ABD (prop. 5, I),

parce que le côté BA est égal au côté AD; donc

l’angle est égal à.l’angle GBC: donc le
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côté BC est égal au côté CG (prop. 6. I ); mais

le côté CB est égal au côté GK ( prop. 54. 1), et

le côté CG égal au côté BK: donc» le côté GK

est égal au côté GC : donc le quadrilatère CGKB

est équilatère. Je dis de plus qu’il est rectan-

gle; car puisque la droite CF est parallèle à la
droite BK, et que la droite CB tombe sur ces
deux droites , les angles KB C , G C B sont égaux

à deux droites (prop. 29. 1); mais l’angle KBC
est droit ( déf. 5o. 1) : donc l’angle GCB est

droit aussi : donc les angles opposés CGK,
GKB seront encore droits (prop. 54. 1) z donc
le quadrilatère CGKB est rectangle. Mais on a
démontré qu’il étoit équilatère; donc ce qua-

drilatère est un quarré, et ce quarré est cons-

truit sur la droite BC. Par la même raison le
quadrilatère HF est encore un quarré qui est
construit sur HG, c’est-adire sur AC. Donc HF,

CK sont deux quarrés construits sur AC, CB;
et puisque le rectangle AG est égal au rectangle ’

GE (prop. 45. 1), et que ce rectangle AC est
compris sous les droites AC, CE, GC étant égal
à C’B , le rectangle GE sera égal à un rectangle

qui est compris sous les droites AC , GB.: donc
les rectangles AG , GE sont égaux au double
du rectangle qui est compris sous les droites

, AC, CB;.mais les quarrésHF, CK sont cons-
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traits sur les droites ACg:Œ’3 donc les quatre
figures HF, CKyAG’;’GE"sdnt égales aux’

quarrés construits sur AC, (DE et! au double du
rectangle comprissous lui-droites AC, C85
mais les quatre figures HF, CE, AG,’GE comw
posent toute la figure ADEthui esttlet quarré
construit sur A13 ; donc le quarré Construit sur»

- AB est égal aux quarrés construits sur AC , CB ,

et au double du rectangleïcom’pris sous les-

droites AC, CB. ’ ’ "I ” l
Donc si une droite estpa ée d’une ma-

nière quelconque, le quarrétdevh droite en;
tière est égal au quarré des segmens et au
double du rectangle compris sous ces ’seg’mens;

ce qu’il falloit démontrer. 7 ’ ’ i n ’ t

AUTREMENT. .
Je dis que le quarré suriïla droite

A8 est égal aux quarrés construits sur AC, CB’

et au double du rectangle’ cOmpris sous ,
En effet , puisque dans la même figurel’let

côté sa est égal au tous AD, l’ancien sera:

égalàl’angle ADB.(pr-op;’ 5.1 et’conifii’é’les’

trois angles d’un triangle quelconque ’son’t’légâiïx.’

à deux droites, (prop. sa. il) ,’lëstrois"àl1glès’*

A8 D , A DE ,*BA D du triangle seront
égaux à démit droits. I liais l’angle a ARA D est

F
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droit : donc. les,demutre.s angles AB D , ABE .-
sont égauxà un angleflrqjtt or [ces deux angleaî

sont. égaux enfilait! a doue-chacundes angles.
ABD, ZÂïDBuèstïégal à-rlavmoitié d’un angle:

droit. Mais l’angle’BC G; est droit ,.car. est égal.

à l’angle intérieur :etopposéBAD : donc l’an-i:

gle restant CGB est la moitié d’un angledroitgv
douc l’angle CGB est égala l’angle CBG z dond

le côté ,BC gest,égal au côté, CG ( prop. 54.1);

’mais CB est égal à KG, et CG égal auSsi à BIS.

(prop.: 54. 1,95 donc - le quadrilatère (3K est
éqtlilatèreg. niaisïil’a-I-un angle droit .: doncce.

quadrilatèrg est un quarré ,.e.t ce quarré est couse

truit surJe segment’rCB. Le quadrilatèreHE)
est un quarré, par la même raison, et ce quarré

est construit sur le segment AC : donc les qua-
drilatères CK, HF sont deux quarrés, et ces
dqçtXÆÇIllarlïés: sont. construits sur les segmens

AG,, QI): De plus, puisque le, rectangle:AG est
égal augectangle EG (prop. 51, i), et. quele
rectangle estcompxis sous les droites AC,
GB., par; ladroite CG estpégale à.la droiteICB,
lsrsçtaeslc .EG est: égalau rectangle. compris ’
89.9.3219? droites. [AC A: B: adonisées rectangles

AG..ÏQEsantésaPI a? doubledwrectansle qui

serpit compris septales droites AC, ,, mais les
quarrés Ç ,K,, HIE, sont, égaux à ceux , qui seroient

j
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construits sur les segmenslAC, CB : donc les
quatre figures CK, HF, AG,IGE sont égales
aux quarrés construits sur les segmens AC,
CB, et au double du rectangle compris sous
ces mêmes segmens. Mais les figures CK, HF,.
AG , GE composent toute la figure AE qui est
le quarré construit sur AB.

Donc le quarré formé sur la droite AB est
égal aux quarrés formés sur les droites AC,

CB, et au double du rectangle compris sous
les mêmes droites AC , CB; ce qu’il falloit dé- i

montrer.

c’onor.i.a1nn.s
Ilsuit de làque,dans les’quarrés,lesparallé-

logrammes sont autour de la diagonale sont ,
toujours des quarrés.
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PROPOSITÎON v.

"THÉORÈME.

Si une droite est coupée en deux parties égales
et. en deux parties inégales, le rectangle com-
pris sous les deux segmens inégaux de la droite
entière avec le quarré de la droite qui est placée

entre les points de section, est égal au quarré de
la moitié de cette’droite.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 51) soit
coupée en deux parties égales au point C et en
deux parties inégales au point D : je dis que le
rectangle compris sous les droites AD, DB ,
avec le quarré construit sur CD, est égal au

quarré conStruit sur CB. i I
Sur la droite BC construisez le quarré C E F B

( prop. 46. 1 ), et conduisez la droite BE; par le
point D conduisez la droite DHG parallèle à l’une

ou à l’autre des droites CE, BF ( prop. 51 . I );

par le point H conduisez la droite KLM paral-
lèle à l’une ou à l’autre des droites CB , EF,

et enfin par le point A conduisez la droite AK
parallèle à l’une ou l’autre des droites C L , B M.

Puisque le complément CH est égal au com-

plément HF ( prop. 45. t ) , si nous ajoutons à
chacun de ces complémens le quarré DM , le
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rectangle total CM-sera égal au rectangle total
DF ; mais le rectangle CM est égal au rectan.
gle AL (prop. 56. 1’), puisque la droite AC est
égale à la droite GB.: donc le rectangle AL est
égal au rectan’gle’DF ;’donc si nous’ajoutons

le rectangle CH àcèacun de» ces deux rectan-
gles , le rectangle total AH sera égal aux rectan- ï
gles DF, DL; mais’le rectangle AH est com-
pris sons les-’drOites AD , DE , puisque la drOite

DH est égale à la droite DE; or les rectangles
FD, DL l’orment .legnomon NOP adonc le
gnomon NOP’ est égal au rectangle ï compris

nous les droites AD ï DE; donc si nous ajoutons
à’chàcune’de ces dans quantités le quarré LG

est égal au quarré de CD (corOl.4.a) , le
gnomon NOPvetvle quarré LB seront égaux au

rectangle. compris sous les droitesAD, DE ,î.et
ququarré construit: sur CD,; maisnle gnomon
HOP et le quarré LGforment tout le quarré

CEFB est construit-sut: CB : donc le roo-
tangle compris sousAD ,.DB.,- avec le quartai
qonstruit sur CD, est au quarré construit

surCBMy .- ’ l . Il.4.me sinue droite-est coupée endettas par-
deségales et en-deux parties inégales,- le rec-
tangle compris sous les deux segmens inégaux
dela droite totale avanie quarré de. la droite

5
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est.- placée entre les deuxpointstde section ,
est égal au quarré de la moitié de cettedroite;
ce qu’il falloit démontrer; .-

t ’iïnorosrTi’pii .v1.

’Tnfionïnfib avv a

une ligne droite est coupéeen deux parties égales,

et si on lui ajoutedireçltementlime quel-,-
conque, le rectangle compris son; une droit;
composée de lis-première .droiteiet

A ajoutée, et sous la droite ajoutée 3 avec le
.I de la moitié de la première ligne droite gest

g ,1 au quarré d’une droite composée deçla moitié de

. la première ligne droite et de laydroitcajoutég,

- Qu’une ligne droite quelconque A3 (fig.152
soit coupée en deux parties égales au point C;
qu’on lui ajoute directement une droiteï’que’là

conque B D: je ’dist que ’le’ rectangle compris

sous AD, DB,tav*ecIle quarré ’de la droite CB,
est égalau quarré de CIL-ï :9: * a ’ i t w

il Sur la droitesCD décrimle quarréCEFD
( prOp. 46. I ); conduisez la droite DE; parle
point’B conduisez laidroite BHG parallèle alune

ou à l’autre des droitesCE, DF ( prop.v5r.*xr);

par le point H conduisez la droite KLM parallèle
à l’une ou à l’autre des droites AD , EF, et enfin
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"par le point Conduisez" la droitëïA K flaràllê’lé
hà’ï’ifilé’où’âll’âutre des droites? et: inné"! le

a musquera atout-"Arc est légale? :15. méfié
on, rèîfieêëaùgle A]: oserà égàl’àù fèqtâig’gî’e’ëfi

prop.562 1 ï maïs ’ le rectangle 3C H lèlï’ëéàîï en

rectangle HF ( prop. 45. 1) fifille le rècïënè’le

AL sera1 égal au lRectangle fiFltdoneA si nous
ajoutons à chacun de ces rectangles le rectangle
CM, le rectangle votaIHAM seraTégal au gnomon

N QP; mais le rectangleâM est cornprgslàotçs
les droïtes,ÀDÎ,l:Ï)llÏ, zârîgçlfl est égal àjDB
- " 1 :"âëiî’è’fè - mâîgümæ’mal

I901??? . , , tut-l» tue 1 3111:ng I neîïlllfib’àùn rectangle ont estfcotnpris sons’lgs’irçixtes

il), DE; V (lône. 3.33115: (allongions, à sémème de

deùx q’nianwtitésx lè°qfiàFÊË ÈG Égal a

quarré construit sur CE ,Ile rectangle compris
.s’msles droites ’ÀD?!PBla?ecnle quarré cons-

tant.ch sera ê’gHPmsgdüfizôfl Mm cfâ
qrîahêé hormis teæàmhmütfib in l’quîlarxîë

ne composentIIelquhHlë ËJfàTEUEFD qùÎÎEÂt

construit sur CD l: Hâlrcë’lëc’l’ëlct’ânglec ce. là

summums Eüèèlë’qæfikî’èwstfldl’sü? c

est égal au quarré cônsfilflfiildi! CDL’N’"; la
-- .Dcm’cœt LsgnèëamIëgï-ebüpéëmêu

puties’égâlesl," d’oti- ajontê gigotement?

4 une vdrütèfquelcbnlquë ;’Î’lé-’3’ectanlglë

sous me droitevcompàSe’e En! a: pæahaïërëixigaè

f;
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omîtes; de la (imite ajoutée, et sous la droite
ajoutâq’nayec le quarré de la moitiéer lape-
nqiè-rg .ligne.;ër°ite.» QSËÉEQI au quarré’d’une

dr9it9-89PEP9ëé?» de la moitiés dalla ’Pœamière

lignelÎdrçitç. etjdeîla droite ajoutée; ce: qufil

c r h ’i Â l41’033? a o,s-’1TLI 0 fi 14.1.

,1 V . . :.:Amtfi..ËÏ°;’R’ÊtMtB. "A
. ......
3: âme: 1151256136 de? Ë; Dèëu’mpleutm l z zorilles d’un

lmon: v1 un) il," m. * 1’.- mm?
pæan??? gïtdcon zîqyafré deila droite en,-

w: itériè’ die Ï’n’n rie ses segmens égqlent

dû son: la me;ï entièèèïïëz têt ë fixée: de falune ,

, 2mm); (:î,tïsi’fl’? l ï * . a -
. .Qu’unç: droitezqnelàqpque.-AB:( 55) soit
partagée ,d’dgçpatgièrç, qyglcpnqua aunant-Go:

jg,4èg..qne.lq 5119113: de ABretJç’quarré 110.5

SQPSÉEW. audwhke du .rqctaùglemrslpris son-s

(finBVIÇ. ’nîlrfiënqllakféâfimci’î H7 :1" W ’ "l
fifi!!! AMËÇIfixçakmæarsé ME (tatar-.46. I:-

et constmlsps lajfiggmmw 3m, g; x A t
A. . Je rçcWÆAGœw égal amenan-

619..., RCREPRaAâz 15)-1 si. mus. ajoutçnskà d’un

eu?! qlïantrgllgzqgafréïc Enfile rectangle: LE sera

V auîrectanglag Q? donc les rectangles AF,
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C E sont doubles du rectangle AF; mais les
rectangles AIF , CE bdmposent le gnomon
KLM et le quarré CF: dopqlqgnomon KLM
et le quarré C F sont doubles du rectangle AF;
mais le double du rectangle compris sous les
droites AB , BCïest double du rectangle AF, car
la droite BFtest égale-à la droite BC (cor. 4. a):

donc le gnomon KLM et le quarré CF sont
égaux au rectanglel compris ’ sous les droites
AB , BC; donc simiens ajoutons à ces quantités

le quarré HN , qui est construit sur la droite AC ,

le gnomon KLM et les quarrés CF,1 HN seront
égaux audauble du rectangle compissons AB,
BC ,et au quarré de AC ;.maisgle,gnomoanLM
et les quarrés CF 1 EN [forment le, quarré total

ADEB et le quarré CErquisont construits sur
A85 BG.: donc leSyQWrés, de AB.:et de ’BC

sont égaux au double du rectanglecompris sous

AB, 3C, étau glucide ne. E g y
.3, Donc si une,ziroite- test! partagée en). deux
parties, d’une manière. :quelconqqe,,; le quarré

de la droite entière et le quarré de l’un dettes
segmens sont, égaux, cl (double du ,. rectangle
compris sous, la droite .eytïèfiçs let. ne segment l;

et au quarré de Hamac segment me qu’il falloit

démontrer. ,- , ,. r k4 ..’ 4

. î
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” Iris-sortirs." l a

, ’ 13 tlyÏ-r 3 r’. .’ fi t
Si; une droite est partagée endetta? parties d’une

g manière quelconque Je, quadrupla du rectangle
, compris sous la droite enflé-ra gagne doses seg-
; imans, avec le quarré de l’qutrejegment, est égal

, ,autquarré construit sur, lojdrgite entière et le
. premier segment , considérés, ’qçzmmellzefonnant

1 qu’une seule droite. V q. . , . 4
Que-la droite AB (figÇ54’) soit partagée- en
deux parties d’une. manière quelconque au
ËOiiltÇC : je dis que le quadruple du rectangle
compris sous les droites AB; BC avec le quarré
decAiC , ïestItég’al’ an.q1iarré construit suries

droites AB;; B0 , considérées comme ne «tu:
mant’qu’une seuleldroitè. i ï’" l a t " ’

Prolongez la droiteîDB’ dans la direction de

A327 faites 34D égal à ’C’B; décrivez-sur 91D le

quarré AEF il), (prop .4621»), et construis!!! une

doublelfigurea 1*" 3’ in Il t i L î": 3’
- i Puistple’l’là droite’CB estivégale- à la droite

BD’,’4èt"que la droitê’C’B eSt égale à :315 droite

GK ( prop. 543 fi(91;1e?izatïür’oite BD’égale aussi

à la droite KN , la droite GK serakégàle à la
droite KN; la droite QR est égale à la droite

l
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RP par la même raison. Puisque CB est égal
àBD.’,-’ et’GK égal à KN , le rectangle CK sera

égal au rectangle BN, et le rectangle GR égal"

au rectangle KP ( prop. 56. t) ;4mais le rectangle
(3K est égal autrectangle EN ( prop. 45:1) [car
ils sont les complémens du parallélogramme CP:

dencle [rectangle- EN est égal au rectangle CR:
donc-lesîquatre- rectangles»BN, KG, GR, RN
sont égaux entr’eux : donc ils sont le quadruple
du rectangle C KÊD’erplus, puisque-CE est égal

à BDyet que B Destégal à BKv, c’est-a-dire à

C6454»! )r,t et CB" égal à 6K, c’est-à-dire à

GQ, la droite’CGi-sera égale à’la droite GQ;

or QR est égal à RP : donc le rectangle AC
est égalau rectangle .MQÎ (prop. 56; I ) , et
le «rectangle Oh égal au rectangle RF ; lmais
le rectangle ’M’IQ estî’égttl au rectangle Q L

( prop. 43:1),- puisqu’ils sont’le’s complémens

dlflparàllélograimtie ’ML t donc les rectangles

A03 NF- sonlëgzluiif donc’les quatre rectangles
ùG ,’*M’Q,’QL"; RF son? égaux entr’eux ,i et

sontvpar conséquent quadruples du rectangle
KG. Mais "(m’a démomré que les’ quatre quarrés

6K, BZN ’, 6R , EN , étoient quadruples "du
quarré-0K :- donc les huit figures qui compo-

sent le gnomon STV sont quadruples du. rec-
g tangle A K , et puisque le rectangle AIS. est

l
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compris sous les droites AB , BD; car 3K est
égal à BD (cor.4.2) , le quadruple .du’rec-
tangle Ali sera compris sous les droites ;AB ,
BD; mais il a été démontré que le
STV est quadruple, du rectangle AK ; I donc le
rectangle qui est compris sous les droites AB ,,
BD est égal au gnomon STV; donc si nous ajou-
tons à ces quantités égales le quarré OH est

égal au, quarré de AC (cor..4. a), le quadruple
du rectangle compris sous les .droiteslà’rB, BD,

et le quarré de AC seront égauxau gnomon
STV et au quarréQH; mais le gnomon STV
et le quarré 0H comprennent tout le quarré
AEFD est décrit sur AD : donc Je qua-
druple du rectangle,» compris; sous :lesi droites
AB, BC et le quarré dozAC est égal. auçqlmrré

construit sur les droitespÀB,’ïBC considérées

comme ne.laîsant.qu’ufie,,seith droite; .
4 Donc si une droite est partagèrent deux Paf-v
fies égales d’une manièrequeleonqne , le qua-

druple du rectangle compris-souSzlaa droite en»
tière et un de ses segmens «Je murène l’autre

segment, sont égaux au quarréiconstrnitt sur la
droiteentièreget le premier segmentggconsî-I-
déités commene formantfln’mle seule3droite;

cequ’il falloit.démontrer.- . - »

0 a I P a.
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PROPOSlTIÔN 1x.

i suions".
Si une droite est partagée en «leur parties égales

et en «leur parties inégales, les quarrés des
segmens inégaux sont doubles du quarré de la

moitié de cette droite et du quarré de la droite
interceptée entre les points de section.

Que la droite AB (fig. 55) soit partagée en
deux parties égales au point C et en deux par-
ties inégales au point D : je dis que les quarrés

de AD, DE sent doubles des quarrés de AC ,

C D. .Du point C conduisez une droite CE qui soit
perpendiculaire à la droite AB ( prop. I I . r) ;
faites la droite EC égale à l’une ou à l’autre des

droites AC , CB , et menez les droites EA, EB;
par le point D conduisez la droite DF parallèle
à la droite EC (prop. 51. 1), et par le pointF
conduisez la droite FG parallèle à la droite AB,"

et menez la droite AF. A
Puisque la droite AC est égale à la droite

C E, l’angle E A C sera égal à l’angle AIE C’

( prop. 5. 1 ) ;» et puisque l’angle ACE est droit ,

les angles ABC , EAC seront égaux à un angle
droit. (prop. 52. r); mais ces deux angles sont ’
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égaux entr’eux : donc chaoun des angles AEC ,

EAC est la moitié d’un angle droit. Par la-

même raison, chacun des angles CEB, EBC
est aussi la moitié d’un angle droit : donc l’an-

gle total AEB est droit; Puisque l’angle CEF
est la moitié d’un angle droit et que l’angle

EGF est droit, car il est égal à l’angle intérieur

et opposé ECB ( prop; 29. I) , l’angle EFG
sera la moitié d’un angle droit: donc-l’angle

CEF est égal à l’angle EFG: doucie côté EG I

est égal au côté GF (prop. 6. r). De plus, puis-r
que l’angle EBD est la moitié d’un angle droit, 2

. et que» l’angle FDB est droit , car il est égal à
’l’angle intérieur et opposé EGB , l’angle BFD

sera la moitié d’un angle droit : donc l’angle

FBD est égal à l’angle DFB : donc le côté DE

est égal au côté DB (prop. 6. I). Puisque la
droite AC est’égale à la droite CE , le quarré

de AC sera. égal au quarré de CE: donc les I
quarrés de AG,.CE sont doubles du quarré
de AC; mais le quarré. de EA est égal aux.
quarrés de AC , CE (prop.l47,’1), puis l’angle

ACE est droit i: donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus, puisque
est. égal à GF et que lequarré de EG est a
égal au quarré de GF, les quarrés de EGg, GF

a seront doubles du quarréide CF; unis le quarré l
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de EF est égal aux quarrés de EG, GF
(prop. 47. I : donc le quarré de EF est dou-
ble du quarré de CF; mais la droite GF est
égale à la droite CD (prop. 54. 1) : donc le
quarré EF est double du quarré de C D; mais

- le quarré de AE est double du quarré de AC:

donc les quarrés de AE , sont doubles des
quarrés de AC, CD; or le quarré de AF est
égal aux quarrés de AE , EF (prop. 47. 1),
puisque l’angle. AEFlest droit : donc le quarré

de AF est double des quarrés de AC, CD;
mais les quarrés de AD, DF sont égaux au
quarré de AF"( prop. 47. 1)’, car l’angle ADF

est droit: donc les quarrés de AD, DF sont
doubles des quarrés de AC, CD; or la droite
DF est égale à la droite DB :donc les quarrés
de AD , DE seront doubles des quarrés de AC",

C D. . . IDonc si. une droite est partagée en deux
parties égales et en deux parties inégales , les
quarrés des deux segmens inégaux sont doubles

du quarré de la-moitié de cette. droite et du
quarré de la droite interceptée entre les deux
points de sectionaçe qu’il falloit. démontrer. .

î
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PRO-POSITION
Tenontmns

Si une ligne droite est coupée en deux. parties
égales, et si on lui ajoute directement une

’ droite quelcopque, le quarré d’une droite com-

posée de la droite entière et de la droite
ajoutée, et le quarré la droite ajoutée, sont
doubles du quarré de [la moitié de cette ligne
droite et du quarré d’une droite composée de

l la moitié de, cette ligne droite et de la droite
. ajoutée, comme ne faisant qu’une seule droite.

Que la droite AB ( 56 soit partagée en
deux parties égales au point C , et qu’on lui

ajoute directement une droite quelconque B D:
je dis que les quarrés de AD, DE sont doubles

des quarrés de AC , CD. I -
ï Du point C conduisez la droite CE perpen-
diculaire sur AB (prop. I 1 . I ); faites la droite
CE égale à l’une ou à l’autre des droites AC ,

C’B; menez les droites A’E’,’ E8; par le point

E conduisez ou droite EFparallèle à la droite
AD, et par le Lpoint D conduisezrla- droite DF
parallèle à la droite CF. Puisque la droite EF
tombe sur les parallèlesEC, FD, les angles CEF,
EFD sont égaux à deux droits ( prop. 29. r) :
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donc les angles FEB , EFD sont moindres que V,
deux angles droits; or deux droites se rencon-
trent quand elles sont prolongées à l’infini du

côté où elles forment deux angles moindres que

deux" droits (ax. n) : donc les droites EB,
FD, prolongées du côté BD, se rencontreront.

Prolongez ces droites, et supposons qu’elles se

rencontrent au point G; menez la droite AG.
Puisque la droite AC est égale à la droite

CE , l’angle AEC sera égal à l’angle EAC

( prop. 5. l) ; or l’angle ACE est droit : donc
chacun des angles EAC, AEC est la moitié
d’un angle droit (prop. 52. 1). Par la même

raison, chacun des angles CEB, EBC est la
moitié d’un angle droit : donc l’angle AEB est

droit; Puisque l’angle EBC est la moitié d’un

angle droit, l’angle DBG est aussi la moitié
d’un angle droit ( prop. I5. 1 Mais l’angle
BDG est droit (prop. 29. I ) , car il est égal à
l’angle alterne DCE : donc l’angle DGB est la
moitié d’un angle droit : donc l’angle DGB est

égal à l’angle DBG : donc le côté BD est égal

au côté GD (prop. 6. 1). De plus, puisque
l’angle EGF est la moitié d’un angle droit , et

que l’angle EFD est droit, car il est égal à l’an-

gle opposé ECD (prop. 54. 1) , l’angle FEG
est la moitié d’un angle droit : donc l’angle

G
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EGF est égal à l’angle FEG : donc le côté GF

est égal au côté EF (prop. 6. I ); et comme la
droite EC est égale à la droite CA , le quarré de

EC est égal au quarré de AC : donc les quarrés

de EC , CA sont doubles du quarré de CA. Or
le quarré de EA est égal aux quarrés de EG,

CA (prOp. 47. I) : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus , puisque la
droite GF est égale à la droite EF, le quarré
de FG est égal au quarré de FE: donc les
quarrés de FG , F E sont doubles du quarré de
EF; or le quarré de EG est égal aux quarrés

de GF, FE (prop. 47. I) : donc le quarré de
EG est double du quarré de EF ; mais la droite
EF est égale à la droite CD : donc le quarré
de EG est dOuble du quarré de CD; mais on
a démontré que le quarré de EA est double du

quarré de AC: donc les quarrés de AE , EG
sont doubles des quarrés de AC , CD; mais le
quarré de AG est égal aux quarrés de AE , EG

(prop. 47. 1) : donc le quarré de AG est double
des quarrés de AC , CD. Or les quarrés de AD,

ID G sont égaux au quarré de AG ( prop. 47. 1):

.L donc les quarrés de AD, DG sont doubles des
quarrés de AC, CDI; mais la droite DG est
égale à la droite DE : donc les quarrés de AD,

DE sont doubles dès quarrés de A C , CD.

I0
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Donc si une ligne droite est partagée en deux’

parties égales, et si on lui ajoute directement
une droite quelconque , le quarré d’une droite

composée de la ligne droite entière et de la
droite ajoutée , et le quarré de la. droite ajoutée,

sont doubles du quarré de la moitié de la ligne
droite et au quarré d’une droite composée de

la moitié de la ligne droite et de la droite ’
ajoutée comme ne faisant qu’une seule droite;
ce qu’il falloit démontrer.

PRO-POSITION XI.

rnonLÊun. ’
i

Partager une droite donnée de manière que le
rectangle compris sous la droite entière et l’un .

de ses segmens , soit égal au quarré de l’autre

Segment.

Soit AB (fig. 57) la droite donnée : il faut
partager la droite AB de manière que le rec-
tangle compris sous la droite entière et l’un de
ses segmens , soit égal au quarré de l’autre seg-

ment. -Sur la droite AB décrivez le quarré ABDC

(prop. 46. 1 ), partagez la droite AC en deux
parties égales en E (prop. 1.0. l ) , et menez la
droite BE 5 ayant prolongé ensuite la droite CA

Il
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vers F, faites la droite EF égale à la droite BE
(prop. 5. 1), décrivez sur AF le quarré FH,
et prolongez la droite GH vers K : je dis que
la droite AB est partagée en H de manière que
le rectangle compris sous AB et BH est égal au

quarré de AH. - tPuisque la droite AC est coupée en deux
partieségales en E -, si nous lui ajoutons directeè

ment la droite AF, le rectangle compris sous les
droites CF, F A et le quarré de AE, pris ensem-
ble, seront égaux au quarré de EF ( prop. 6. a);

mais la droite EF est égale à la droite EB :
donc le rectangle compris sous C F, FA et le
quarré de AE, pris ensemble, sont égaux au
quarré de EB; mais les quarrés de BA, AE
sont égaux au quarré de EB ( prop. 47. I) ,I’car

l’angle BAE est droit; donc le rectangle com-
pris sous CF, FA avec le quarré de AE est égal

aux quarrés de BA, AE. Donc , si on retran-
che le quarré de AE qui est commun , le rec-
tangle compris sous CF, FA sera égal au quarré V

de AB; mais le rectangle FK est compris sous
les droites CF, FA, puisque la droite AF est
égale à la droite FG, et le quarré de AB est
égal au quarré AD : donc le rectangle F K est
égal au quarré AD z donc , si l’on retranche le
rectangle commun AK , le quarré F H sera égal ’
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au rectangle HD ; mais. le rectangle HD est
compris sous les droites AB , BH , puisque A8
est égal à BD et que FH est le quarré de AH:

donc le rectangle compris sous AB , BH sera
égal au quarré de AH.

Donc la droite AB est coupée au point H , de
manière que le rectangle compris sous AB , EH
est égal au quarré de AH; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION X11.
THÉORÈME.

Dans les triangles obtus angles , le quarré du côté

opposé à l’angle obtus est égal aux quarrés des

deux côtés qui comprennent l’angle obtus, et

au double du rectangle compris sous le côté de
l’angle obtus qui est prolongé jusqu’à la per-

pendiculaire abaissée du sommet de l’angle

opposé et sous la droite interceptée entre la
perpendiculaire et le sommet de l’angle obtus.

Soit ABC ( fig. 58) un triangle obtus angle
dont l’angle BAC est obtus; du point B con-
duisez’une perpendiculaire BD sur le côté pro-

longé CA: je dis que le quarré de BC est égal

aux quarrés de BA, AC , et au double du recu-
tangle compris sous les droites CA , AD.

Puisque la droite C D est coupée d’une ma-

5
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nière quelconque au point A, le quarré de CD
sera égal aux quarrés de CA, AD, et au double

du rectangle compris sous les droites CA, AD
(prop. 4.2 donc si on ajoute à ces quantités
égales le quarré de DE, les quarrésxleC D ,’ DE

seront égaux aux quarrés de CA, AD, DE, et
au double du rectangle compris sous les droites
CA, AD; mais le quarré de CE est égal aux
quarrés de CD, DE (prop. 47. I ), car l’angle
CDB est droit , et le quarré de AB est égal aux
quarrés de AD, DE : donc le quarré de CE est
égal aux quarrés de CA, AB , et au double du

rectangle compris sous les droites C A, AD.
Donc dans les triangles obtus angles le quarré

du côté opposé à l’angle obtus est égal aux

quarrés des deux côtés qui comprennent l’an-

gle obtus et au double du rectangle compris
sous le côté de l’angle obtus qui est prolongé

jusqu’à la perpendiculaire abaissée du sommet

de l’angle opposé et sous la droite interceptée

entre la perpendiculaire et le sommet de l’angle
obtus; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION X111.

THÉORÈME.

Dans les triangles acutangles, le quarré d’un côté

L opposé à un angle aigu est égal aux quarrés

des côtés qui comprennent cet angle aigu moins

le double du rectangle compris sou-s le côté de

l’angle aigu sur lequel tombe la perpendicu-
laire abaissée du sommet de l’angle opposé et

sous la droite interceptée entre cet angle aigu
et la perpendiculaire.

Soit le triangle acutangle ABC ( fig. 59’) dont

l’angle B est aigu; du point A conduisez sur la

droite BC la perpendiculaire AD : je dis que
le quarré de AC égale les quarrés de CE, BA ,

moins le d0uble du rectangle compris sous les
droites CE , BD.

Puisque la droite CB est coupée d’une ma-

nière quelconque au point D, les quarrés de
CE , E D seront égaux au double du rectangle
compris sous les droites CE , BD, et au quarré
de DC ( prop. 7. a) : donc si nous ajoutons à
ces quantités égales le quarré de AD , les quarrés

de C B, BD, DA seront égaux au double du
rectangle compris sous les droites CB, BD, et
aux quarrés de AD , DG; mais le quarré de AB

4
l
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. est égal aux quarrés de BD, DA (prOp.47. 1),

’ car l’angle ADB est droit, et le quarré de AC

est égal aux quarrés de AD, DC : donc les
quarrés de CB , BA sont égaux au quarré de AC

et au rectangle compris sous les droites CE,
. BD ’: donc le quarré de AC égale les quarrés

de CE, BA, moins le double du rectangle com-
pris sous CE, BD.

Donc dans les triangles acutangles le quarré
d’un côté opposé à un angle aigu est égal au

quarré des deux autres côtés qui compren-
nent l’angle aigu moins le double du rectan-
gle compris sous le côté de l’angle aigu sur

lequel tombe la perpendiculaire abaissée du
sommet de l’angle opposé et sous la droite in-

terceptée entre la perpendiculaire et cet angle

aigu
(1) Cette proposition est encore vraie, lors même

que l’angle A. est droit ou obtus.
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PROPOSITION X,IV.

PROBLÈME.

Construire un quarré égal à une figure rectiligne
donnée.

Soit A (fig. 60) la figure rectiligne donnée :
il faut construire un quarré soit égal à cette
figure.

. Construisez un rectangle BD égal à la figure
rectiligne donnée A ( prop.45. I). Si le côté B E
étoit égal au côté ED, on auroit déjà’fait ce

qu’on proposoit, car le quarré BD auroit été

construit égal à la figure rectiligne A. Si, au
contraire , l’un des côtés BE, ED est plus grand

que l’autre, et si le côté BE est le plus grand,

prolongez-le vers F, et faites EF égal à ED
(prop. 5. r); ayant ensuite partagé la droite F B
en deux parties égales au point G, du point G
et avec un intervalle égal à l’une ou à l’autre

des droites GB, GF, décrivez la demi-circon-
férence BHF (dem. 5 ) , prolongez DE jusqu’en

H, et menez la droite GH.
Puisque la droite BF est partagée en deux

parties égales au point G et en deux parties
inégales au point E , le rectangle compris sous
les droites BE, E F et le quarré de EG, seront
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égaux au quarré de GF (prop. 5. 2); mais la
droite GF est égale à la droite GH: donc le
rectangle compris sous les droites BE, EF et
le quarré de EG seront égaux au quarré de
GH; mais les quarrés de HE, GE sont égaux
au quarré de GH ( prop. 47. I ) : donc le rec-

tangle compris sous droites BE, EF et le
quarré de , pris ensemble , sont égaux aux
quarrés de HE , GE : donc , si nous retranchons
le quarré commun GE, le rectangle compris
Sous les droites BE, EF sera égal au quarré de

EH; mais le rectangle cOmpris sous les droites
BE , EF , est le parallélogramme B D , puisque
la droite EF est égale à la droite ED : donc le
parallélogramme BD est égal au quarré de HE ;-

or le parallélogramme BD est égal , par cons-
truction , à la figure rectiligne A : donc la figure
rectiligne A est égale au quarré construit sur
la droite EH.

Donc le quarré construit sur la droite EH
est égal à la. figure rectiligne donnée A; ce qu’il

falloit faire. V
FIN DU SECOND LIVRE.
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LIVRE III.
DÉFINITIONS.

1 . Les cercles égaux sont ceux dont les dia-
mètres sont égaux, ou ceux dont les droites
menées des centres aux circonférences sont
égales.

a. Une droite qui touchant le cercle et qui
étant prolongée ne le coupe point, est appelée

tangente du cercle. ’
5. Les cercles se touchant ne se cou-

pent point, sont appelés cercles tangens.
4. Dans le cercle on dit que les droites sont

également éloignées du centre , lorsque les per-

pendiculaires menées du centre sur ces droites
sont égales.

5. On dit qu’une droite est plus éloignée du

centre lorsque la perpendiculaire tombe sur
elle est plus grande.

6. Un segment de cercle est une figure qui
est comprise entre une droite et la circonfé-
rence du cercle.
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7. L’angle du segment est celui qui est com-

pris par une droite et la circonférence du cercle.
8. Un angle est dans le segment, lorsque l’on i

prend un point quelconque dans la circonfé-
rence du segment , et que l’on conduit de ce
point deux lignes droites aux extrémités de la
droite qui est la base du segment; l’angle est
compris par les deux lignes droites qui ont été
menées d’un point de la circonférence.

I 9. Mais lorsque les droites qui comprennent
l’angle embrassent une portion de la circonfé-l

rence, cet angle est dit appuyé sur la circon-

férence. æ ’ l
10. Un secteur de cercle est une figure 00m-

prise entre deux rayons qui font un angle au
centre et la portion de la circonférence qu’em-

brassent ces deux rayons.
1 1 . Les segmens des cercles sont semblables,

lorsqu’ils reçoivent des angles égaux ou lorsque

les angles qu’ils contiennent sont égaux entre

eux (I).

(1) Une droite menée du centre à la circonférence
se nomme rayon. Une droite menée d’un point de la
circonférence à une autre se nomme corde. On nomme
arc une portion de la circonférence.
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PROPOSITION PREMIÈRE.

’ PROBLÈME.

Trouver le centre d’un cercle donné.

. Soit ABC (fig. 61 ) le cercle donné : il faut
trouver le centre du cercle ABC.

Conduisez dans le cercle une droite quel-
conque AB , partagez-la en deux parties égales
au point D (prop. 10. I); du point D élevez une
perpendiculaire DC sur AB (prop. I 1 . 1), pro-
longez la droite DC jusqu’en E , et partagez C E

en deux parties égales au point F : je dis que le
point F est le centre du cercle ABC.

Car supposons que le point F ne le soit pas,
et que ce soit le point G , si cela est possible.
Conduisez les droites GA , G D , G B. Puisque
la droite AD est égale à la droite DE et que la
droite DG est commune , les deux droites AD,
DG seront égales aux deux droites DE, DG,
chacune à chacune ; mais la hase GA est égale

à la base GB , puisque ce sont deux droites
menées dupcentre à la circonférence (déf. 1 5. I):

donc l’angle A DG est égal à l’angle G DE

( prop. 8. I ); mais lorsqu’une droite tombant
sur une autre droite fait avec elle les angles de
suite égaux, chacun de ces angles égaux est
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droit ( défi 10. I ) : donc l’angle GDB est droit;

mais l’angle FDB est droit aussi : donc lÎangle
FDB est égal à l’angle GDB; c’est-à-dire que

le plusagrand est égal au plus petit , ce qui est
impossible : donc le point G n’est pas le Centre
du cercle ABC. On démontrera de la même
manière que tout autre point, excepté le point
F, n’est pas le centre du cercle.

Donc le point F est le centre du cercle.

c o R o I. L A 1 R E.
De là il suit évidemment que si dans un cer-

cle une droite en coupe une autre en deux
parties égales en faisant avec elle deux angles
droits, le centre du cercle est placé dans la
droite sécante.

PROPOSITION Il.
THÉORÈME.

Si. lion prend Jeux points quelconques dans la
circonférence d’un cercle, la droite qui joint ces;

Jeux points tombera dans le cercle.

Soit le cercle ABC ( fig. 62); qu’on prenne
deux points quelconques A , B , dans la circon-
férence de ce cercle : je dis que la. droite qui
est menée du point. Aau point B , tombe dans
le.cercle.
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Si cette droite ne tombe pas dans le cercle,

supposons, s’il est possible, qu’elle tombe en

dehors, en AFB par exemple; cherchez le cen-
tre du cercle ABC (prOp. I . 5) , supposons que
D soit ce centre; menez les rayons AD, DE ,
et prolongez DF jusqu’en E.

Puisque la droite DA est égale à la droite DE,
l’angle DAE sera égal à l’angle DBE (prop. 5. 1) ;

et puisque l’on a prolongé un côté AEB du

triangle DAE , l’angle DEB sera plus grand que
l’angle DAE (prop. 16. I); mais l’angle DAE
est égal à l’angle DBE : donc l’angle DEE est plus

grand que l’angle DBE; mais le plus grand côté

est opposé à un plus grand angle ( prop. 18. r ) :

donc la droite DE est plus grande que la droite
DE; mais la droite DF est égale à la droite DE:

donc la droite DF est plus grande que la droite
DE; c’est-à-dire que la plus petite surpasse la
plus grande, ce qui est impossible : donc la droite
menée du point A au point B ne tombe pas hors
du cercle. Nous démontrerons de la même ma-
nière qu’elle ne tombe pas dans la circonfé-

rence : donc elle tombe en-dedans du cercle.
Donc si l’on prend deux points quelconques

de la circonférence , la droite qui joint ces
deux points tombe eau-dedans du cercle; ce
qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION III.
THÉORÈME.

S i dans un cercle une droite qui passe par le centre
coupe en deux parties égales une droite qui ne
passe pas par le centre , la première droite cou--

pera la seconde à angles droits; et si la pre-
mière coupe la seconde à angles droits, elle la
coupera en deuæ parties égales.

Soit le cercle ABC ( fig. 65); supposons que
la droite C D menée dans le cercle par le centre

coupe la droite AB, ne passe pas par le
centre, en deux parties égales au point F : je
dis que la première droite coupe la seconde à
angles droits;

Cherchez le centre du cercle ABC (propQ 1 . 5);

supposons que son centre soit le point E , con-
duisez les droites EA , EB.

Puisque la droite AF est égale à la droite
FB et que la droite F E est commune , les deux
droites AF, FF. sont égales aux deux droites
FB, FE; mais la hase EA est égale à la base
EB : donc l’angle AFE sera égal à l’angle BFE

(prop. 8. 1); mais lorsqu’une droite tombant
sur une autre droite fait les angles de suite
égaux entr’eux , chacun de ces angles est droit:
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donc chacun des angles AFE , BFE est droit:
donc la droite CD , menée par le centre et cOu-

pant en deux parties égales la droite AB ne
passe pas par le centre , coupe la droite AE à
angles droits.

Si la droite C D coupe la droite AB à angles
droits , je dis qu’elle la coupe aussi en deux
parties égales , c’est-à-dire que la droite AF est

égale à la droite FB.

Faites la même construction ; puisque la
droite EA est égale à la droite EB , l’angle
EAF sera égal à l’angle EBF (prop.5. 1);
mais l’angle droit AFE est égal à l’angle droit

BFE : donc les deux triangles EAF , EBF
auront deux angles égaux à deux angles , chacun
à chacun , et un côté égal à un côté , c’est-à-dire

un côté commun est opposé à un des angles

égaux: donc ces deux triangles auront les autres
côtés égaux aux autres côtés (prop. 26. 1) :

donc la droite AF est égale à la droite EF.
Donc si dans un cercle une droite qui passe

par le centre coupe en deux parties égales une
autre droite qui ne passe pas par le centre,
la première coupera la seconde à angles droits;

et si la première coupe la seconde à angles
droits , elle la coupera en deux parties égales;
ce qu’il falloit démontrer.

’ Il
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PROPOSITION 1v.

Tuéoïntma. i
Si dans un cercle deux droites qui ne passent

point par le centre se coupent ,; elles ne se cou-
peront point en deux parties égales.

Soit le cercle ABC D (fig. 64), et supposons
que les deux droites AC , BD , qui ne sont point

v conduites par le centre , se coupent mutuelle-
ment au point E : je dis qu’elles ne se coupent
point en deux parties égales. i

SuppOsons, s’il est possible, qu’elles se cou-

pent en deux parties égales , de manière que AE

soit égal à EC et BE égal à ED : prenez le

centre du cercle ABCD , et supposons que son
centre soit le point F; menez FE.

Puisque la droite FE, conduite par le centre,
coupe en deux parties égales la droite AC qui
n’est point conduite par le centre , la première
coupera la seconde à angles droits( prop. 5. 5) :
donc l’angle FEA est droit. De plus , puisque
la droite FE coupe en deux parties égales la
droite BD n’est pas conduite par le centre ,
la première coupera la seconde à angles droits :
donc l’angle FEB est droit. Mais on a démon-
tré que l’angle FEA est droit aussi : donc l’an-
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gleF EA est égal, à.,l’angle F EE; c’esH’r-dire

que le plus petit est égal au plus grand, ce qui
est irnpossibleu donc les droites AC , BD ne
se coupent point en deux parties égales.

v Donc si dans un cercle deux droites qui ne
sont point conduites par le centre se coupent
mutuellement , elles ne se couperont point en
deux parties égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPosITION v.
THÉOREME.

Si dent cercles se coupent nmtuellement, il:
n’auront pas le même centre.

Que les deux cercles-ABC , CDG 65)
se coupent mutuellement aux deux points B , C :
je dis qu’ils n’auront pas le même centre.

Supposons , s’il est possible, qu’ils nient le

même centre et que ce centre soit le point E;
après avoir conduit la droite EC , cduduisez la
droite EFG d’une manière quelconque...

Puisque le point E est le centre du cercle
ABC- , la droite EC sera égale à la droite EF

(défi I5. I De plus , puisque le point E est
le centre du cercle C DG , la droite EC sera
égale à la droite EG. Mais on a démontré que

la droite EC est égale à la droite EF : donc la

a a



                                                                     

.116? ÉLÉMENS .
droite EF est égale à la droite EG , c’est-à-dire

j que la plus petite est égale à»la plus grande ,
. ce qui est impossible. Donc le point E n’est

pas le centre des cercles ABC , CDG.
Donc si deux cercles se coupent mutuelle-

ment , ils n’auront pas le même centre; ce qu’il

A falloit démontrer.

PROPOSITION VI.’
THÉORÈÎKE.

Si Jeux cercles se touchent intérieurement, ils
n’auront pas le même centre.

Que les deux cercles ABC , CDE (fig. 66)
se touchent intérieurement au point C : je dis
qu’ils n’auront pas le même centre.

Supposons que cela se puisse et que leur centre
soit le point F; après avoir conduit la droite
FC , conduisez d’une manière quelconque la

, droite FEB.
Puisque le point F est le centre du cercle

ABC, la droite FC est égale à la droite F B.
De plus, puisque le point F est le centre du
cercle CDE , la droite FC est égale à la droite
FE. Mais on a démontré que la droite FC est

. égale à la droite FB : donc la droite FE est
égale à la droite FB; c’est-à-dire que la plus
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petite est égale à la plus grande, ce est
impossible : donc le point F n’est point le centre

des cercles ABC, CDE.
Donc si deux cercles se touchent intérieure-

ment , ils n’auront pas le même centre; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION V11.
Tnéontmx.

Si dans le diamètre d’un cercle on prend un point

quelconque qui ne soit pas le centre de ce cer-
cle, et si de ce point on conduit des droites à
la circonférence , la plus grande sera celle qui

passera par le centre, et la plus petite sera le
l reste du diamêtre; quant aux autres droites,

celle sera plus proche de celle qui passe par
le centre sera plus grande que celle qui en est
plus éloignée; et enfin du même point on ne peut

conduire de part et d’autre de la plus petite que

deux droites qui soient égales.

Soit le cercle ABCD (fig.67) , que AD suit
son diamètre , prenez un point quelconque F
ne soit pas le centre de ce cercle , que le centre
du cercle soit le point E; du point, F condui-
sez à la circonférence ABCD les droites FB,
FC, FG: je dis que la droite FA est la plus

3
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grande , que la droite FD est la plus petite , et
que parmi les autres la droite FE est plus grande
que la droite FC , et que la droite FC est plus
grande que la droite FG.

Conduisez’les droites BE , CE , CE.
Puisque deux côtés d’un triangle Sont plus

grands que le côté restant ( prop. 21 . I ) , les

droites EB , EF seront plus grandes que la
droite BF; mais la droite AE est égale à la
droite BE : donc les droites BE , E F sont égales
à la ’droite ’A’F : donc la droite AF est plus

grande que la droite EF. De plus , puisque la
droite BE est égale à la droite CE et que la
droite EF est cOmmune, les deux droites BE,
EF. sont égales aux deux droites CE, EF ; mais
l’angle EEF est plus grand que l’angle C EF:

donc la hase BF est plus grande que la base C F
( prop. 24. I ); par la même. raison la hase CF
est plus grande que la base FG.

De plus , puisque les droites GF, FE sont
plus grandes que la droite EG , et que la droite
EG est égale à la droite ED, les droites GF, FE
seront plus grandes que la droite ED :’ donc si
On retranche la droite commune E F, la droite
restante GFsera plus grande que la droite -res--
tante FD :donc la droite FA est la plus grande,
et la droite FD la plus petite : donc la droite FB
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estplus grande que la droite FG, et la droite FC
plus grande que la droite FG.

Je dis aussi que du point F, on ne peut con-
duire à la circonférence ABCD, de part et d’autre

de la plus petite F D, que deux droites égales;
car sur la droite EF et au point donné E pris
sur cette droite construisez l’angle FEH égal
à l’angle GEF (prop. 25. x), et conduisez la ’
droite FH. Puisque la droite GE est égale à la

droite EH et que la droite EF est commune ,
les deux droites G E , EF sont égales aux deux
droites HE, EF ; mais l’angle GEF est égal à

l’angle HEF par construction : donc la base
FG sera égale à-la base FH (prop. 4. 1) : je dis

que du point F on ne peut conduire une autre
droite égale à FG. Car supposons que cela se
puisse , et que ce soit la droite FK; puisque la
droite F K est égale à FG, et que FH est aussi
égale à FG , la droite FH sera égale à la droite
FK , c’est-à-dire que la droite qui est plus près

de celle qui passe par le centre est égale à celle
qui en est plus éloignée ; ce qui ne peut être.

AUTREMENT.
Conduisez la droite EK; puisque la droite

GE est égale à la droite EK, que la droite FE-
est commune , et que la base GF est égale à la

4
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base FK , l’angle GEF sera égal à l’angle KEF

(prop. 8. I); mais l’angle GEF est aussi égal à ’

l’angle HEF : donc l’angle HEF sera égal à

l’angle KEF, c’est-à-dire que le plus petit est

égal au plus grand; ce est impossible: donc
par le point F on ne peut pas conduire à la cir-
conférence une autre droite qui soit égale à GF z

donc on n’en peut conduire qu’une seule.
Donc si dans le diamètre d’un cercle on prend

un point quelconque ne soit pas le centre
de ce cercle , et si de ce point on conduit des
droites à la circonférence , la plus grande sera

celle qui passe par le centre , et la plus petite
- sera le reste du diamètre; quant aux autres
droites, celle sera plus proche de celle qui
passe par le centre sera plus grande que celle
qui en est plus éloignée; et enfin du même i
point on ne peut conduire de part et d’autre
de la plus petite que deux droites soient
égales; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION V111.

THÉORÈME.

Si l’on prend un point quelconque hors d’un cer-

cle, et si de ce point on conduit à ce cercle plu-
sieurs droites dont l’une passe par le centre et
dont les autres passent par-tout où l’on voudra ,-

parmi les droites qui vont à la circonférence
concave , la plus grande est celle qui passe par
le centre,- cellel qui est plus près de celle qui
passe par le centre est plus grande que celle
qui s’en éloigne davantage; mais parmi les

droites qui vont à la circonférence convexe,
la plus petite est celle qui est comprise entre le
point pris hors du cercle et le diamètre; et celle
qui est plus près de la plus petite est plus courte
que celle qui s’en éloigne davantage ,- enfin de

ce point on ne peut mener à la circonférence
et de part et d’autre de la plus petite que (leur
droites qui soient égales.

Soit le cercle ABC 68), et hors de ce
cercle soit pris un point quelconque D;’ de ce ’

point menez à ce cercle les droites DA, DE, DF,

DC, et supposons que DA passe par le centre:
je dis que de toutes les droites vont à la cir- t
conférence concave AEF C , la droite DA,
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passe par le centre, est la plus grande , et que
celle qui est plus près de celle qui passe par le
centre est plus grande que celle qui s’en éloigne

davantage , c’est-à-dire que la droite DE est plus

grande que la droite DF , et la droite DF plus
grande que la droite DC ; mais parmi les droites
qui vont à la circonférence convexe HLKG,
celle qui est comprise entre le point D et le
diamètre AG est la plus petite, et celle qui
est plus près de la plus petite est toujours plus
courte que celle qui s’en éloigne davantage;
c’est-à-dire que la droite DK est plus ceurte
que la. droite DL, et la droite DL plus courte

que la droite DH. l
Cherchez le centre du cercle ABC (prop. I . 5) ,

supposons que M soit ce centre; conduisez les
droites ME, MF, MG, MK, ML, MH.

Puisque. la droite AMI est égale àla droite
EM , si nous leur ajoutons une droite com-
mune MD , la droite A,D sera égale aux droites
EM, MD; mais les droites EM, MD sont plus
grandes que la droite ’ED (prop. 20’. 1) : donc

la droite AD est plus grande que la droite ED.
De plus , puiSque la droite ME est égale à la
droite MF, et que la droite ’MD est commune ,
les droites’E’M, MD seront égales aux droites

MF, MD’ismais l’angle ÈMD est plus grand
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que l’angle FMD : donc la base E’D sera plus

grande que la base FI) (prop. 24. I). Nous dé-
montrerons de la méme manière que la droite

FD est plus grande que la droite CD : donc la
droite DA est la plus grande, la droite DE est
plus grande que la droite DF , et la droite DF
plus grande que la droite CD.

De plus, puisque les droites ME, KD sont
plus grandes que la droite MD ( prop. 20. 1),
et que la droite’MG est égale à la droite MK,

la droite restante KD sera plus grande que la
droite restante G D : donc la droite G D est plus
petite que la droite KD : donc elle est la plus
petite. Si des extrémités du côté MD du trian-’

gle MLD on conduit intérieurement les droites

MK, KD, les droites MK, KD seront plus
petites que les droites ML, LD (prop. 21. 1); .
mais la droite MK est égale à la’droite ML :g

donc la droite restante DK eSt plus petite que
la droite restante DL. Nous démontrerons de
la même manière que la droite DL est plus
petite que la droite DH : donc la droite DG
est la plus petite ,’ et la droite D K est plus petite l
que la drOite’DL , et la droite DL plus petite
que la droite DH.

Je dis encore que du point D on ne peut con-
duire au cercle, de part et d’autre de la plus
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petite , que deux droites égales. Construisez sur
la droite MD, et au point donné M , un angle
DMB égal à l’angle KMD, et conduisez DE.

Puisque la droite MK est égale à la droite
et que la droite MD est commune, les deux
droites KM, MD sont égales aux deux droites
BM , MD, chacune à chacune ; mais l’angle
KMD est égal à 1’ angle BMD : donc la base DK

est égale à la hase DB (prop. 4. i) : je dis qu’il

est impossible de conduire du point D au cer-
cle ABC une autre droite soit égale à la
droite DK. Supposons que cela se puisse et
que cette droite soit DN; puisque la droite DK
est égale à la droite DN et la droite DB égale
aussi à la droite D K, la droite DB sera égale à la

droite DN , c’est-à-dire que la droite est plus
près de la plus petite est égale à la droite qui
s’en éloigne davantage; ce qui a été démontré

impossible.

AUTREMENT.
Conduisez la droite MN ; puisque la droite

KM est égale à la droite MN , que la droite M D

est commune et que la base DK est égale à la
hase DN , l’angle KMD sera égal à l’angle DMN

(prop. 8. I ); mais l’angle KMD est égal à l’an-

gle BMD : donc l’angle BMD est égal à l’angle
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BN D, c’est-à-dire que le plus petit est égal au

plus grand, ce qui est impossible : donc il est
impossible de conduire du point D au cercle
ABC , et de part et d’autre de la plus petite
droite GD , plus de deux droites égales. I i

Donc si l’on prend un point quelconque hors
d’un cercle , et si de ce point on conduit à ce
’cercle plusieurs droites dont l’une passe par le

centre et dont les autres passent par-tout où
l’on voudra; parmi les droites qui vont à la cir-

conférence concave, la plus grande est celle
qui passe par le centre; celle est plus près
de celle qui passe par le centre est-plus grande
que celle qui, s’en éloigne davantage ; mais
parmi les droites qui vont à la circonférence
convexe , la plus petite est celle qui est com-
prise entre le; point pris hors du cercle et le
diamètre; et celle qui est plus près de la plus i
petite est plus courte que celle qui s’en éloigne

davantage ; enfin de ce point on ne peut mener
à la circonférence, et de part et d’autre de la

plus petite , que deux droites soient égales;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION-1X.
THÉORÈME.

Si dans un cercle l’on prend un point quelconque,

et si parmi les droites menées de ce point à la
circonférence il y en a plus de (leur qui ’SOient

égales entr’elles , ce point sera le centre du

cercle.

Soit le cercle ABC (fig. 69), que dans ce
cércle l’on prenne le point D et qu’il fait plus

de deux droites égales entr’elles qui aillent de

ce point à la circonférence ,v c’est-à-dire les

droites DA, DE , DC : je dis que le point D est

le centre du cercle ABC. t ’
Conduisez les droites AB , BC , et partagez-

les en deux parties égales aux points E , F
(prop. 10. 1 )-, conduisez les droites ED, DF,
que vous prolongerez vers les points G, K, H, L.

Puisque la droite AE est égale à la droite ED,

et que la droite ED est commune, les deux
droites A E , E D seront égales aux deux droites
BE , ED, mais la hase DAlest égale à la base
DE : donc l’angle AED est égal àl’angle BED

(prop. 8. I ) , et par conséquent chacun des
angles AED, BED est droit : donc la droite
GK, qui coupe la droite AB en deux parties
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égales , la coupe aussi à angles droits; mais lors-

que dans un cercle une droite coupe une autre
droite en deux parties égales et à angles droits ,

le centre du cercle est placé dans la droite
sécante ( cor. 1 . 5) : donc le centre du cercle
ABC sera dans la droite GK; par la même
raison le centre du cercle ABC sera placé dans
la droite HL; mais les droites GK , HL n’ont
qu’un seul point commun qui est le point D:
donc le point D est le centre du cercle ABC.

Donc si dans un cercle on prend un point
quelconque, et si parmi les droites menées de
ce point à la circonférence il y en a plus de
deux soient égales entr’elles , ce point sera

le centre du cercle.

AUTREMENT.
Dans le cercle ABC (fig. 7o) soit pris un

point quelconque D , et que parmi les droites
menées du point D à la circonférence ABC il

y en ait- plus de deux qui soient égales entre
elles, c’est-à-dire les droites DA, DE, DG : fa
dis que le point D est le centre du cercle ABC.

Supposons , s’il est possible , que le point D

ne soit pas le centre du cercle ABC, et suppo-
sons que le centre de ce cercle soit le point E,
conduisez la droite DE et prolongez-la vers F, G.
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La droite FG sera un diamètre du cercle ABC.
Si l’on prend dans le diamètre FG du cercle

ABC un point D qui ne soit pas le centre de
ce cercle, la droite DG sera la plus grande de
toutes, et la droite DG sera plus grande que la
droite DE , et la droite DE plus grande que la

. droite DA ( prop. 7. 5); mais ces droites sont
égales , ce ne peut être : donc le point E
n’est pas le centre du cercle ABC. Nous dé-
montrerons de la même manière qu’il n’y a pas

d’autre point , excepté le point iD , qui soit le

centre du cercle ADC : donc le point D est le

centre du cercle ABC. ’

PROPOSITION X.
THÉORÈME.

Une circonférence de cercle ne peut couper la
circonférence d’un autre cercle qu’en deux

points.

Supposons que cela puisse arriver, et que la
circonférence du cercle ABC (fig. 7 I) coupe la
circonférence du cercle DEF en plus de deux
points : savoir , aux points B , G, H; conduisez

. .les droites EG, EH, et partagez-les en deux
parties égales aux points K, L; par les points
K, L, conduisez les droites KG, LM perpen-
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diculaires sur B G , BH , et prolongez-les vers

les points A , E. IPuisque dans le cercle ABC, la droite AC
coupe la droite EH en deux parties égales et à
angles droits , le centre du cercle ABC sera placé

dans la droite AC (cor-01. 1 . 5 De plus , puis-
que daus le même cercle ABC la droite N0
coupe la droite EG en deux parties égales et à
angles droits, le .centre du cercle ABC sera
placé dans la droite NO. On a démontré que

le centre est placé dans la droite AC , et les
deux droites AC , N O ne se rencontrent qu’au

seul point 0 : donc le point O est le centre du
cercle ABC. Nous démontrerons de la même
manière que le point O est le centre du cercle
DEF: donc les deux cercles ABC, DEF, qui
se coupent mutuellement , auront le même
centre 0; ce qui est impossible (prop. 5. 5).

Donc la circonférence d’un cercle ne peut
pas couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux points; ce qu’il falloit dé-
montrer.

AUTREMENT.
Car que la. circonférence du cercle ABC

(fig. 73) coupe la circonférence du cercle DE F

en plus de deux points, savoir , aux points B,
I
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G , F; prenez le centre du cercle AB D, et que
son centre soit le point K; menez les droites
KF, KG, KB.

Puisque dans le cercle DEF on a pris un
point K, et que parmi les droites vont de
ce point à la circonférence DEF il y en a plus
de deux qui sont égales entr’elles, savoir ,
les droites KB, KF, KG, le point K sera le
centre du cercle DEF ( prop. 9. 5); mais le
point K est le centre du cercle ABC : donc ces
deux circonférences , qui se coupent , auront le
même centre ; ce qui est impossible (prop. 5. 5).

Donc une circonférence de cercle ne peut
pas couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux points ; ce qu’il falloit dé-
montrer.

PROPOSITION XI.
rTHÉORÈME.

A Si deux circonférences de cercle se touchent inté-

rieurement , et si on prend leurs centres, la
droite qui joindra leurs centres ira au point
de contact si elle est prolongée.

Que les deux cercles ABC, ADE 75)
se touchent intérieurement au point A ; qu’on

prenne leurs centres, que le point F soit le
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centre du cercle ABC, et que le point G soit
le centre du cercle ABE :tje dis que la droite
menée du point G au point F ira au point de
contact A , si elle est prolongée.

Supposons , s’il est possible , que cette droite
étant prolongée n’aille pas au point de contact

et qu’elle ait la position FGDH; menez les
droites AF, AG.

Puisque les droites AG, GF sont plus grandes
que la droite FA (prop. 20. x ) , c’est-à-dire que

la droite FH, car la droite FA est égale à la
droite F H , puisqu’elles partent du même centre:

donc si on ôte la droite commune FG , la droite
AG sera plus grande que la droite GH; mais la
droite AG est égale à la droite GD: donc la
droite GD est plus grande que. la droite GH;
e’est-à-dire que la plus petite surpasse la plus

grande; ce qui est impossible : donc la droite
menée du point F au point G ne peut pas passer
autre part qu’au point de contact A : donc elle

passe au point de contact.
Donc si deux cercles se touchent intérieu-

rement , la droite qui joint leurs centres passera
par le point de contact , si elle est prolongée;
ce qu’il falloit démontrer.
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VAUTREMENT.
Supposons que la droite menée du point G

au point F ait la position GFC et qu’elle soit
prolongée directement vers le point H , et qu’on

mène les droites AG , AF.
Puisque les droites AG, GF sont plus grandes

que la droite AF, et que la droite AF est égale
à la droite C F , ou bien à la droite FH , si l’on

retranche la droite commune FG , la droite
restante AG sera plus grande que ladroite res-
tante GH; mais AG est égal à GD : donc la
droite GD est plus grande que la droite GH ,
c’est-à-dire que la plus petite surpasse la plus

grande; ce qui est impossible. Si le centre du
grand cercle est hors du petit cercle, nous
démontrerons de même qu’il s’en suit une
absurdité.

PROPOSITION X11.
THÉORÈME.

Si deux circonférences de cercle se touchent exté-

rieurement , la droite qui joindra les deux
centres passera par le point de contact.

Que les circonférences des deux cercles ABC,

ADE (fig. 74) se touchent extérieurement au
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point A; qu’on prenne leurs centres, que le
centre du cercle ABC soit le point F, et que
le centre du cercle ADE soit le point G : je
dis que la droite est conduite du point F
au point G passe par le point de contact.

Supposons , s’il est possible , que le contraire

arrive , et que cette droite ait la position FCDG;
conduisez les droites AF, AG.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC , la droite FA sera égale à la droite FC.
De plus, puisque le point G est le centre du
cercle ADE , la droite AG sera égale à la droite
GD; mais on a démontré que la droite FA est
égale à la droite FC : donc les droites FA, AG
sont égales aux droites FC , DG : donc la droite

totale FG est plus grande que les droites FA,
AG; mais, au contraire, elle est plus petite
(prop. no. I , ce est impossible : donc la
droite menée du point F au point G ne peut
pas passer autre part qu’au point de côntact :
donc il faut nécessairement. qu”elle passe au
point de contact.

Donc si deux circonférences de cercles se
touchent extérieurement, la droite joindra
leurs centres passera par le point de centact ,
ce qu’il falloit démontrer.

I a
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PROPOSITION un.
z ’I THEORÈME’.

Une circonférence de cercle ne peut pas toucher.
uneautre circonférence de cercle en plus d’un

point, soit qu’elle la touche intérieurement, soit

qu’elle la touche extérieurement.

Car si cela est possible , supposons d’abord
, que la circonférence du cercle AEDC ( fig. 75)

touche intérieurement la circonférence du cer-
cle EB F D en plusieurs points , savoir aux points

B, D.
Cherchez les centres des cercles ABDC ,

EEFD; que le point G soit le centre du pre-
mier et le point H le centre du second.

La droite qui est conduite du point G au
point H passera par les points B, D (prop. I 1 . 5).
Qu’elle ait la position B GH D; puisque le point

G est le centre du cercle ABDC , la droite BG
est égale à la droite GD : donc la droite BG
est plus grande que la droite HD, et la droite
EH beaucoup plus grande que la droite HD.
De plus, puisque le point H est le centre du
cercleEBP D,.la droite EH est égale à la droite
HD; mais on a démontré qu’elle est beaucoup

plus grande , ce qui est impossible : donc une
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circonférence de cercle ne touche point inté-
rieurement une autre circonférence de cercle
en plus d’un point.

Je dis encore qu’il est impossible qu’une cir-

conférence de cercle touche extérieurement
une autre circonférence de cercle en plus d’un

point; car si cela étoit possible , il faudroit que
la circonférence du cercle AC K touchât exté-

rieurement la circonférence du cercle ABDC
en plus d’un point , aux points A, C, par exem-
ple; conduisez la droite AC.

Puisque dans la circonférence des cercles
AE DC , AC K on a pris deux points quelconques

A, C , la droite joint ces deux points tom-
bera intérieurement dans l’une et l’autre des

deux circonférences ( prop. a . 5); mais la droite

qui tombe dans le cercle ABDC tombera hors
du cercle ACK (déf. 5. 5) , ce est absurde :
donc une circonférence de cercle ne touche
point extérieurement une autre circonférence
de cercle en plus d’un point. On a démontré

qu’une circonférence ne touche point inté-

rieurement une autre circonférence en plus

de deux points. l ’
Donc une circonférence de cercle ne touche

point une autre circonférence de cercle en plus
d’un point , soit qu’elle la touche intérieureq

4
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. ment, soit qu’elle la touche extérieurement;

ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XIV.
THÉORÈME.

Dans une circonférence de cercle les dmztes égales

sont également éloignées du centre, et celles qui

sont égàlement éloignées du centre sont égales.

’ « Soit le cercle ABDC (fig. 76) et que les
droites AB , CD, prises dans sa circonférence,
soient égales : je dis que ces deux droites sont
également éloignées du centre.

» Cherchez le centre du cercle ABDC , et que
ce centre soit le point E; de ce point conduisez
les droites EF, EG perpendiculaires sur les
droites AB , C D , et menez les droites AE , EC.

Puisque la droite EF, menée par le centre,
coupe à angles droits la droite AB , qui n’est pas

menée par le centre, elle la coupe en deux
parties égales (prop. 5. 5) : donc la droite AF
est égale à la droite FB, et par conséquent la

droite AB est double de la droite AF. Par la
même raison la droite CD est double de la
droite CG; mais la droite AB est égale à la
droite CD : donc la droite AF. est égale à la
droite CG : et puisque la droite AE est égale
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- à la droite EC , le quarré de la droite AE est

égal au quarré. de la droite EC; mais les quarrés

des droites AF, FE sont égaux au quarré de la

droite AE ( prop. 47. 1); car l’angle AF E est
droit; et les quarrés des droites EG , GC sont
égaux au quarré de la droite EC , puisque l’an-

gle C GE est droit : donc les quarrés des droites
AF,.FE sont égaux aux quarrés des droites
CG, GE; mais le quarré de la droite AF est
égal au quarré de la droite CG, puisque la
droite AF est égale à la droite CG: donc le
quarré restant de la droite F E est égal au
quarré restant de la droite EG : donc la droite
F E est égale à la droite EG; mais dans un cer-
cle les droites sont dites également éloignées

du centre lorsque les perpendiculaires menées
du centre sur ces lignes’sont égales (défi 5) :

donc les droites AB , CD sont également éloi-

gnées du centre.
Supposons actuellement que les droites AB ,’

C D soient également éloignées du centre; c’est-

à-dire , supposons que la droite FE soit égale
à la droite EG : je dis que la droite AB est
égale à la droite C D.

Avec les mêmes constructions nous démon-

trerons également que la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et que la droite CD est
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double aussi de la droite CG. Puisque la droite
AE est égale à la droite EC , le quarré de la droite

AE sera égal au quarré de la droite EC; mais
les quarrés des droites EF , FG sont égaux au
quarré de la droite de AE ( prop. 47. 1), et les
quarrés des droites EG, GC égaux au quarré

de la droite EC : donc les quarrés des droites
EF , FA sont égaux aux quarrés des droites
EG , GC; mais le quarré de la droite EG est
égal au quarré de [la droite EF, car la droite
EG est égale à la droite EF z donc le quarré
restant de la droite AF est égal au quarré res-

tant de la droite CG : donc la droite AF est
égale àla droite CG; mais la droite AB est dou-

ble de la droite AF, et la droite CD double de
la droite CG : donc la droite AB sera égale à
la droite CD.

Donc dans une, circonférence de cercle les
droites égales sont également distantes du cen-

ne, et le" droites également distantes du centre-
sont égales; ce qu’il falloit démontrer.



                                                                     

D’EUCLIDB. 159

.PROPOSITION XV.
Tinéonfimz.

Dans une circonférence de cercle le diamètre est

la plus grande de toutes les droites, et la droite
qui est plus près du centre est plus grande que
celle qui en est plus éloignée.

Soit le cercle ABCD 77) dont le dia-
mètre est la droite AD et dont le centre est le
point E; que la droite BC soit plus près du
centre E que la droite FG : je dis que la droite
AD est la plus grande de toutes , et que la droite
BC est plus grande que la droite FG.

Conduisez du centre les droites EH, EK
perpendiculaires sur BC, FG. Puisque la droite
BC est plus près du centre que la droite FG,
la droite EK sera plus grande que la droite EH
(défi 5. 5) ; faites la droite EL égale à la droite

EH, et par le point L conduisez la droite LM
perpendiculaire sur EK , prolongez la droite
LM vers le pointN , et menez les droites EM ,
EN,EF,EG.

Puisque la droite EL est égale à la droite
EH, la droite MN sera égale à la droite BC
(prop. 14. 5). De plus , puisque la droite AE
est égale à la droite EM et la droite ED égale

MA.
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à la droite EN, la droite AD sera égale aux
droites ME, EN; mais les droites ME, EN
sont plus grandes que la droite MN : donc la
droite AD est plus grande que la droite MN;
mais la droite MN est égale à la’droite BC :

donc la droite AD est plus grande que la droite-
BC; et puisque les deux droites ME, EN sont
égales aux deux drmtes FE, EG, et que l’an-
gle MEN est plus grand que l’angle FEG, la

base MN sera plus grande que la base FG
(prop. 24. 1 ). Mais on a démontré que la droite

MN est égale à la droite BC : donc la droite BC

est plus grande que la droite FG : donc le dia-
mètre AD est la plus grande de toutes les
droites , et la droite BC est plus grande que la

droite F G. iDonc dans une circonférence de cercle le
diamètre est la plus grande de toutes les droites ,
et la droite qui est plus près du centre est plus
grande que celle en est plus éloignée; ce
qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVI.
THÉORÈME.

Une droite perpendiculaire au diamètre d’un cercle

et menée par une de ses extrémités , tombe hors

dece cercle; il est impossible qu’il y ait une droite

dans l’espace qui est compris entre cette perpen-

diculaire et la circonférence ,- l’angle du demi-

cercle est plus grand qu’aucun angle rectiligne
aigu, et l’autre angle est plus petit qu’aucun

angle rectiligne aigu.

Soit le cercle ABC (fig. 78) dont le point D
est le centre et la droite AB le diamètre : je dis
que la perpendiculaire à la droite AB, menée
par le point A, tombe hors du cercle.

Car si cela n’est point , supposons s’il est
possible , qu’elle tombe en-dedans et qu’elle

ait la position AC; conduisez la droite DG.
Puisque la droite DA est égale à la droite DC,

l’angle BAC sera égal à l’angle ACD ( prop. 5. 1);

mais l’angle DAC est droit: donc l’angle ACD

est droit aussi : donc les angles DAC , ACD
sont égaux à deux angles droits, ce quiest im-
possible (prop. I7. 1) :donc la perpendiculaire
au diamètre AB, menée par le point A ne tombe

point dans le cercle. Nous démontrerons de
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la même manière qu’elle ne tombe point survla

circonférence : donc il est nécessaire qu’elle

tombe en-dehors, et qu’elle ait une position
comme la droite AE.
« Il: dis qu’il est impossible qu’il y ait une

droite dans est compris entre la
droite AE et la circonüeuoegCHA.

Car si cela est possible , mais qu’il
y ait une droite qui ait la position Et; du
point D menez une droite DG perpendiculaàg.

à FA. I aPuisque l’angle AGD est droit et que l’angle.

DAG est plus petit qu’un angle droit , la droite

AD sera plus grande que la droite DG; mais la
droite DA est égale à la droite DH : donc la
droite DE est plus grande que la droite AG ,
c’est-à-dire que la plus petite surpasse la plus
grande , ce qui est impossible : donc il est im-
possible qu’il y ait une droitedans l’espace qui

est compris entre cette perpendiculaire et la
circonférence. . I v I

Je dis de plus, que l’angle du demi-cercle
qui est compris [par la droite BA et la circon-
férence CHA est plus grand qu’aucun angle
rectiligne aigu , et que l’angleZ restant compris

par la’circonférenceCHA et la droite AE est
plus petit qu’aucun angle rectiligne aigu.
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Car s’il y a un angle rectiligne plus grand

que l’angle compris par la droite BA et par la
circonférence CHA, ou s’il y a un angle recti-

ligne plus petit que l’angle compris par la cir-

conférence CHA et par la droite AF., supp-
sons que dans l’espace comprime la circon-
férence CHA et Me AE , il y ait une droite
quelconqpclqni fasse un angle plus grand que
Celui qui est compris par la droite BA et la cir-
conférence C HA, savoir , un angle compris par
deux droites , et qu’il y ait un angle plus petit que

celui est compris par la circonférence CHA
et la droite AE; mais il n’y en a point : donc il
n’y a point d’angle aigu qui, étant compris par

des droites, soit plus grand que l’angle compris

par la droite BA et la circonférence CHA, ni
d’angle plus petit que celui qui est compris par
la circonférence CBA et la droite AE; ce qu’il
falloit démontrer.

COROLLAIRE.
Il suit manifestement de là quelle droite per-

pendiculaire au diamètre, et menée d’une de

ses extrémités , touche la circonférence , et que

cette droite ne la touche qu’en un seul point ,
parce que nous avons démontré que les droites

lm.
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que rencontre le cercle en deux points, entrent
dans le cercle (prop. 2. 5).

PROPOSITION XVII.
PROBLÈME.

D’un point donné, conduire une droite qui touche
la circonférence d’un cercle donné.

SoitA 79) un point donné quelconque
et BCD le cercle donné : il faut conduire du
point A une droite touche la circonférence
du cercle BCD.

Prenez le centre de ce cercle , conduiSez la
droite AE; du centre E et avec un intervalle
EA, décrivez la circonférence AFG (dem. 5) ;

par le point D conduisez une perpendiculaire
DF sur la droite EA , et menez les droites EBF,
AB : je dis que la droite AB, menée du pointA,
touche la circonférence du cercle BC D.

Puisque le point E est le centre des cercles
BCD, AF G , la droite EA sera égale à la droite
EF, et la droite ED’ égale à la droite EB : donc

les deux droites AE , EB sont égales aux deux
droites F E , ED; mais ces droites comprennent

’ un angle commun qui est en E : donc la base
DF est égale à la base AB, le triangle DEF
égal autriangle EBA, et les autres angles de
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l’un de ces triangles sont égaux aux autres
angles de l’autre triangle ( prop. 4. 1 ) z donc
l’angle EBA est égal à l’angle E DF; mais l’en-

gle EDF est droit : donc l’ le EBA est droit
aussi. Mais la droite EB est un rayon, et la per-
pendiculaire à une des extrémités d’un diamètre

touche le cercle ( prop: 16. 5) : donc la droite

LB touche le cercle. v .
. Donc la. droite AB, a été menée par le

point A , touche le cercle BC D; ce qu’il falloit

fin.
l PROPOSITION XVIII.

THÉORÈME.

Si une droite touche la circonférence d’un cercle,

et si du Centre on mène une droite au point de
contact , cette demiëne droite sera perpendi-

culaire sur la première. i

q Que la droite DE (fig. 8b) touche au point C
la circonférence du cercle ABC; prenez le cen-
tre F de ce cercle , et de ce centre conduisez
la droite FC au point C : je dis que la droite PC
est perpendiculaire sur la droite DE. ’

Car si elle ne l’est pas, du point F conduisez

la droite FG perpendiculaire sur la droite DE

0.12.1. -(Pr? ) Ks
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I Puisque l’angle FGC est droit, l’angle GCF

sera aigu (prOp. 1 7. I); mais un plus grand an-
gle est opposé à un plus grand côté (prop. 19. 1):

donc la droite FC est plus grande que le droite
FG; or la droite FC est égale à la droite FB;
donc la-droite F-B est plus grande que la droite
FG , c’est-à-dire que la plus petite surpasse la

plus grande; ce qui est impossible a: denc la
droite FG n’est pas perpendiculaire sur’la droite

DÈ.IN.ous démontreronsd’une manière Sembla-
ble qu’il n’y a point d’autre droite , excepté ’FC ,

qui soitperpendicuyleirepur la droite DE: donc
la droite FC eÊt perpendiculaire sur la droite DE.

Donc si une droite :toueheune circonférence
de cercle , et si du centre on mène une droite
au point de contact’,ic’ette dernière droite sera

perpendiculaire sur la première; ce qu’il falloit

démontrer. ’ " i l i I
. PRQPOSÆTION X’IX. .

"’" iTnÊonÊinE.

445i une droite touche le cercle, et si parle pqint de
contact on lui. mèneurw perpendiculaire, cette

1 . perpendiculaire passera par le cernre.

Qu’une droite DE ( 81’) touche -le cercle

ABC au point C ; par le point C conduisez une
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perpendiculaire sur la droite DE : je dis que la
perpendiculaire AC passera par le centre. Car
si cela n’est point, supposons , s’il est possible,

que le centre soit le point F, et menons la droite

CF. , » -Puisquella droite DE touche le cercle ABC
et que la droite FC a été menée du centre au

point de contact , la droite FC sera perpendi-
culaire sur la droite DE (prop. 18. 5) : donc
l’angle FCE est droit; mais l’angle ACE est
droit aussi : donc l’angle FCE est égal à l’angle

ACE, c’est-à-dire que le plus petit est égal au

plus grand , ce est impossible : donc le point
F n’est pas le centre du cercle ABC. Nous de-
montrerons d’une manière semblable qu’il n’y

a aucun antre point puisse être le centre
du cercle, à moins qu’il ne soit placé dans la

droite AC.
Donc si une droite touche un cercle , et si par

le point de contact on lui mène une perpenj
diculaire , cette perpendiculaire passera par le
centre; ce qu’il falloitde’montrer.
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l puerosnlouçxx.
TnÉonÊHL

Dans cercle , l’angle ’au centre est double de
l’angle à la circonférence, quand ils ont pour

, ,base la même portion de la circonférence.

sa: le cercle. AB c (fig. 82 ) , que l’angle
’ BEC soit au centre de ce cercle , que l’angle

BAC soit à la circonférence , et que ces deux
angles aient pour base la même portion de la ’
circonférence BC : je dis que l’angle BEC est

double de l’angle BAC. l ’ I i
’ Conduisez la ligne AE, et prolongez-la jus-
qu’en F.

Puisque la droite EA est égale à la droite EB ,
l’angle EAB sera égal à l’angle EBA (prop. 5. 1) :

donc les angles EAB, EBA sont doubles de
l’angle EAB; mais l’angle BEF est égal aux

angles EAB, EBA (prop. 52. I ); donc l’angle
BEF est double de l’angle EAB. L’angle FEC

est double de l’angle FAC , par la même raison;

donc l’angle total BEC est double de l’angle
total BAC.

Que l’angle BAC change de position et qu’il

devienne B DC; conduisez la droite DE et pro-
longez-la jusqu’en G. Nous démontrerons sem-
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blablement que l’angle GEC est doublede l’an-

gle G DC ; mais l’angle GEB est double de l’an-

gle GDB : donc l’angle restant BEC est double
de l’angle restant BDC.

Donc dans le cercle , l’angle au centre est
double de l’angle à la circonférence , quand ils

ont pour base la même portion de la circon-
férence; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI.
THÉORÈME. ..

Les angles placés dans un même segment de cercle
sont égaux entr’euæ.

Soit le cercle AB CD (fig. 85) et que les
aghas BAD, BED soient placés dans le même
segment BAE-D : je dis que ces angles sont

égaux entr’eux. A . j
Prenons le centre ducercle ABCD (prop. 1 . 5),

et que ce centre soit le point F 5 menez fies

droites B F, FD: I .
l Puisque l’angle BFD est au centre , que l’an-

gle BAD est à la circonférence, et que cesdeux

angles ont pour base la même, portion de la
circonlërence , l’angle BFD sera double de l’an:

gle BAD (prOp. 20. 5); l’angle BFD est double
aussi de l’angle BED, parla même maison : donc
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l’angle BAD estégal à l’angle BED (ax.

Donc les angles, placés dans le même seg-
’ ment de cercle , sont égaux entr’eux ; ce qu’il

falloit démontrer. I ’
PROPOSITION XXII.’

l THÉORÈME.
Les angles opposé; des quadrilatères inscrits dans

des cercles sont égaux à Jeux droits.

Soit le cercle ABCD ( fig. 84) et que le qua-
drilatère ABCD soit inscrit dans ce cercle : je
dis que les angles opposés de ce quadrilatère
sont égaux à deux droits. l

Conduisez les droites AC , BD. p p
Puisque les trois angles de mut triangle sont

égaux à deux droits ( prop.’52. 1), les trois”

angles CAB, ABC, BCA du triangle ABC seront
égaux à deux angles droits; mais l’angle CAB
esti’égal à- l’angle B DC (prop. 21 . 5) , car ces

deux angles sont placés dans le même segment
BADC; l’angle ACB est égal à l’angle ADB ,

parce’que ces deux angles sont placés dans le
même, segment ; donc l’angle total ’ ADC est

egal aux. angles BAC ACB ; donc si nous ajouà
tous un angle commun ABC, les angles ABC ,
BAC, ACB seront égaux aux angles ABC ,
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A DC; mais les angles ABC, BAC , ACB sont
égaux àdeux droits -: donc les angles ABC,
ADC sont égaux à deux angles droits. Nous
démentrerons semblablement que les angles
BAD, DCB sont aussi égaux à deux droits.

Donc les angles. opposés des quadrilatères
inscrits dans des cercles sont égaux à deux
droits; ceëqu’il falloit démontrer. ’

PROPOSI’TION 1111111.

ATHÉOREME.

sur une même droite, on ne peut pas décrire du
même côté Jeux segmens décercles semblables

et’inégauæ. l ’ ’
æ Supposons que cela soit possible; décrivez du
même côté et sur la même droite AB (fig. 85)

deux segmens de cercle ACB, ADB semblables
et inégaux, et conduisezïla droite ADC et les

droites CB, DE. A n , *
» Puisque le segment ACB est semblable au

segment ADB, et queles segmens de cercles
semblables sont ceux qui reçoivent des angles
égaux (déf. 11. 5) , l’angle ACB sera égal à ’

l’angle ADB , c’est-à-dire qu’un angle intérieur

est égal à un angle. extérieur; ce qui est inipos-

sible grog 16. 1).’ -

. ’ 4
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Donc sin une’même droite on ne peut pas”

décrire du même côté deux segmens de lrcercles

semblables et inégaux ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIV.
THÉORÈME. i f

Sur des droites égales ,les segmens de cercles
semblables sont égayer entr’euæ.

Que sur les droiteségales AB, CD ( fig. 86)

soient décrits les segmens de cercles sem-
blablesAEB, CFD : je dis que le segment
AEB est égal au segment CFD. p

Car le segment AEB étant appliqué sur le

segment CFD , le point A sur le point-C et la
droite AB sur la droite CD, le point B s’appli-g

’ quera sur le point D, puisque la droite AB est
égale àla droite CD; mais la droite AB s’appli- i

quant exactement sur la droite CD , le segment
AEB s’appliquera exactement sur le segment
CFD; car si la droite AB s’appliquant exacte-
ment sur la droite C D , le segment AEB ne s’ap- k

plique pas exactement sur le segment CFD, le
segment AEB changera de position et prendra
par exemple la position CHGD ; mais une sir-ï
conférente de cercle ne peut couper une autre
circonférence de cercle en plus de deux’apoints
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(prop. Io. 5) , et la circonférence CHGD coupe
la circonférence C FD en plus de deux points ,
savoir, aux points’C’, G , D ,v ce qui est impos- t

sible; donc la droite AB s’appliquant exacte-
ment. sur la droite C D , il est impossible que le
segment A E D ne s’applique pas exactement sur

le segment C FD : donc le premier segment
s’appliquera exactement sur le second : donc

il lui sera égal. ’ .
’ Donc, sur des droites égales, les segmens de

cercles semblablessont égaux entr’eux.; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
paonLÈnn.

Ünjegment de cercle étant donné, décrire

le cercle dont il est segment.

Soit ABC (fig.87 , 88 , le segment de cer- V
cle donné : il faut décrire le cercle dont ABC

est le segment. yCoupez la droite AC en deux parties égales î

au point D (prop. 10. 1), du point D conduisez v ’
la perpendiculaire ’DB sur AC (prop. 11. 1),
et menez la’droite AB; l’angle ABD est ou plus

grand que l’angle BAI), ou il lui est égal, ou il

est plus peut.
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Supposons d’abord qu’il soit plus grand; sur

la droite donnée BA. (fig. 87) et au point
donné A faites l’angle BAE égal à l’angle ABD

(prop. 25. 1), prolangez la droite DE
qu’en E, et conduisez la droite EC. Puisque.
l’angle’ABE est égal à l’angle BAE, la droite

BE sera égale à la droite EA (prop.6. 1), et
puisque la droite AD est égale à la droiflDC
et que la droite DE est commune, les! deux
droites AD, DE sont égales’aux deux droites
CD, DE ,chacune à chacune; mais l’angle ADE
est égal à l’angle C DE, car ils sont droits. l’un et

l’autre ; donc la base AEest égale à la base EC
(prop.’4. 1). Mais il’a été démontré que la

droite AE est égale à la droite EB : donc la
droite BE est égale à la droite EC : doucies
trois droites AE, EBJ’EC sont égales entre
elles : donc la circonférence de cercle décrite

du point E.comme.-centre, et avec un inter-
valle égal-alune des droites AE , E3, EC a
passera par les autres points, et le cercle sera
décrit: donc un segment de cercle ayant été
donné , on a décrit. le cercle dont il est seg-
ment (prop. 9. 5). Il est évident que le seg-
ment ABC. est plus petit qu’un demi-cercle,
puisque le centre E est placé cil-dehors de ce

* segment.
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-’*’Si-J’angle ABD (88) est égal à-l’angle

BAD, la droite AD étant’égale à chacunevdes

droites BD, DG, les troisdroites DA, DE, DC
seront égales cntr’elles; le point D sera le centré

du cercle entier (prop. 9.5), et le. segment

ABC sera un demi-cercle. .
Mais si l’angle ABD ( est moindre

que l’angle BAD , et si sin la droite BA et au
point A donné dans cette droite , on fait l’angle

BAE égal à l’angle ABD, le centre E sua en-

dedans du segment ABC et sur la droite DE, et
le segment sera plus grand qu’un demi-cercle.

Donc étant donné un segment de cercle, on
a décrit le cercle dont il est segment; ce qu’il

falloit faire. s t I
APR O P 0,51, T1 ON

T ni: o n à n x. I
’ Dans des. cercles égaux des angles égaux s’ap-

puient sur des arcs égaux, soit qu’ils soient
placés à leurs.centres. ou bien à leur; circon-

férences. -Soient ABC , DEF ( fig. go) des cercles
égaux, qu’aux centres de ces cercles soient les
angles égaux BGC , EHF, et qu’à leurs circon-

férences soient les angles égaux BAC , EDF :
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Conduisez les drOiœs BC , EF. - I
I Puisquelës cercles ABC , DEF sont égaux , .

leurs raybns seront égaux: donc les deux droites
BtG , GC sont égales aux deux droites EH,
HF; mais les anglesG ,.H sont égaux : donc la
baseÇBC est égale à la base EF (prop. 4. 1). «
Puisque l’angle -A.est: égal à l’angle D , leseg- ’

mentIBACvesera semblable au. segment EDF .
(défi 1 1 . 5 mais des ’Segmens sont planés sur

les droites égales BC , EF; et les segmens semi-n I

blablas -,l sont placés sur. des droites égales ,
sont égaux entr’eux-( prop.ï24. 5) :donc le seg-

mept’BACaest égal aulsegment E DE]; mais le

cercle entier AB C est égal au carole entier
DEF :l donc le segment restant BEC est égal
au segme’nt’restant : donc’ l’arc B KG sera

égal à l’arc EBF. . I. L .
Donc , dans les cercles égaux, des angles égaux

s’appuientvsur des arcs égaux , soit qu’ils soient
placés alleursz’œnues’ ou’à leurs circon férencesç

ce qu’ilfalloit démontrer; ’

.l.
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zèPROËOSITIÔN XXVII.

i T’néon’atnn. *v

Dans les cercles , angles qui s’appuient
sur des arcs égaux sontfiégauæ entr’eux , soit

.qu’i’ls soient placés à leurs centres ou bien à

leurs circonférenœs.

Que dans les cercles égaux AB C , DEF
91 ) les angles au centre BGC , EHF, et
les angles à la circonférence BAC, EDF s’ap-

puient sur les arcs Inégaux BC, EF : je dis que
l’angle BGCAest égal àl’angle EHF, et l’angle t

me égal à l’angle EDF.

Car si l’ange BGC est légal à l’angle EHF;

il est évident que l’angle BAC est égal à l’an--

gleEDF"(prop. no. ; car si cela n’est pas; l’un

de ces angles est nécessairement plus grand que
l’autre. Supposons que l’angle BGC soit le plus

grand. Sur la. droite BG et au point G faisons
l’angle BGK égal à l’angle EHF (prop.35. 1);

orles angles égaux s’appuient sur des arcs égaux,

lorsqu’ils sont placés au centre (prop. 26. 5.) ,:
donc l’arc B K est égal U’arc EF, mais l’arc EF,

est égal à l’arc BC z donc l’arc B K est égal à

l’arc BC , c’est-à-dire quele. plus. petit est égal

au plus grand; ce qui est impossible z donc les.
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anglesBGC, EHF ne sont pas inégaux: donc
ils sont légaux; l’angle en A’estla moitié
de l’angle BGC etrl’angle en D la moitié de
l’angle E-HF ( prOp. no. 5) : donc l’angle en A

est égal à l’angle en D.D n j .
’ Donc, diaules cercles égaux , les angles qui
s’appuient sur des arcs égaux. sont égaux entre

eux, soit qu’ils soient placés à leurs centresou
bien’à leurs circonférences; ce qu’il falloitdé-r-

montrer. I . I ’ . t r
p 11 o r 0.s’IT’10NIXxv’1i’1.

Tnfionënnri l
Dans les cercles égaux, des cordes gales, son;
.7 tendent des arcs égaux? le plusgrand .a’rc étant

A égal au plusgrand , et le plus petit auplus

I petit. L iSoient ABC, DEF 92) deux cercles.
égaux , et BC , EF deux cordes égales qui sou-

l tendent les deux grands arcs BAC , EDF, etles
deux petits arcsBGC, EHF : je dis que le grand
arc’BA’rC est égal au grand arc EDF, et que le

petit arc BGC est égal au petit arc EHF. ’

Prenez les centres K , L de ces cercles
(PPOP.*I. 5), et menez les droites 13K, KG ,

EL,LF.* t
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Puisque ces cercles sont égaux , leurs rayons

seront égaux : donc lesade’ux droites BK , KG

sont égales aux deux droites EL , LF; mais la
base BC est égale a la base EF : donc l’angle
BKC est égal à l’angle ELF (prop. 8. 1); or
les angles. égaux s’appuient sur des arcs égaux

quand ils sont placés aux centres (prOp. 26. 5):
donc l’arc BGC eSt’égal à l’arc EBF; mais la

circonférence entière ABC est égale à.la circon-

q férence entière DEF : donc l’arc restant ABC
est égal. à l’arc restant E DF.

Donc, dans des cercles égaux, des cordes’
égales soutendent des arcs égaux , le plus grand

arc étant égal au plus grand , et le plus petit
égal au plus petit; Ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
T n é Io a à m E. f

Dans des cercles égaux des cordes égales

soutendent de; arcs égaux. I
Soient les cercles égaux ABC , DEF (fig.gn);

que dans ces cercles soient prisles arcs égaux
BGC, EHF, et menez. les cordes BC, EF (je
dis que la corde’BC est égale à la corde EF.

Prenez les centres K , L des cercles, et menez
les droites BISa KG, EL, LF.
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Puisque l’arc B GC est égal à l’arc EHF, l’an-

gle BKC est égal à l’angle ELF (prop.n7.5);

et puisque les cercles AB C , D EF sont égaux;
leurs rayons serOnt’égaux : donc les deux droites

BK, KG sont égales aux deux droites EL ,’LF;

mais ces droites comprennent des angles égaux :
donc la base BC est égale à la base EF(prop.4. I);

Donc , dans des cercles égaux , des cordes
égales soutendent des arcs égaux; ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION xxX. -’

PRÔBLËME.

Partager un arc donné en (leur parties égales.

Soit ADB (fig.95) un arc donné : il faut
partager l’arc ADB en deux parties.

Menez la corde AB, et partagez-la en deux
parties égales en C ( prop. Io. I ) ; du point C
élevez une perpendiculaire C D sur la corde AB
(prop. I l . I ) , et menez’les droites AD, DB.

Puisque la droite AC est égale à la-droite
CB,’et que la droite CD est commune, les deux

droites. AC; CD sont égales aux deux droites
BC, CD; mais l’angle ACD est égal à l’angle

BCD; car ils sont droits l’un et l’autre ; donc

. la hase AD est égale à la base DB (prop. 4. I);
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or les cordes égales soutendent des arcs égaux ,

le plus grand arc étant égal au plus grand, et
le plus petit égal au plus petit ( prop. 28. 5);
mais l’un et l’autre des arcs AD, DB est moin-

dre qu’une demi-circonférence: donc l’arc AD

est égal à l’arc DE.

Donc l’arc donné a été partagé en deux parties

égales; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXI.
THÉORÈME.

Dans un cercle, l’angle qui est compris dans le
demi-cercle est droit,- celui qui est compris dans
un segment plus grand est plus petit qu’un angle

droit, et celui qui est compris dans un segment
moindre est plus grand qu’un angle droit. L’an-

gle d’un plus grand segment est plus grand qu’un

angle droit, et celui d’un segment moindre est

plus petit qu’un angle droit. p

Soit un cercle ABCD (fig. dont le dia-
mètre est BC et le centre le point E; menez les
droites BA, AC, AD, DG : je disque l’angle I
qui est compris dans le demi-cercle BAC est
droit; que l’angle compris dans le segment ABC
plus grand qu’un demi-cercle , savoir , l’angle

ABC est plus petit qu’un angle droit , et que
l’angle compris dans le segment ADC plus, petit

f
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. qu’un demi-cercle , savoir , l’angle ADC est plus

grand qu’un angle droit.

Conduisez la droite AE , et prolongez BA vers F .
Puisque la droite BE est égale à la droite EA ,’

l’angle EAB sera égal à l’angle EBA ( prop. 5. I).

De plus , puisque la droite EA est égale à la
droite EC , l’angle ACE sera égal à l’angle CAE :

donc l’angle total BAC est égal aux deux angles

ABC , ACB; mais l’angle extérieur FAC du
triangle ABC est égal aux deux angles ABC ,
ACB (prOp. 52. 1): donc l’angle BAC est égal

à l’angle FAC : donc chacun dekces angles est
droit (prop. 10.1) : donc l’angle BAC , compris ’

dans le demi-cercle BAC , est droit.
Puisque les deux angles AB C, BAC du trian- .

gle. AB C sont plus petits que deux droits
( prop. I7. I ) , et que l’angle BAC est droit,
l’angle ABC sera plus petit qu’un angle droit,

et cet angle est compris dans le segment ABC
plus grand qu’un demi-cercle.

Puisque le quadrilatère AB C D est placé
dans un cercle , et que les angles opposés des
quadrilatères décrits dans les cercles sont égaux

à deux angles :droits (prop. 22. 5 ) , les angles
ABC , ADC sOnt égaux à deux angles droits;
.mais l’angle ABC est plus petit qu’un angle
droit : donc l’angle restantlA’DC est plus grand
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qu’un angle droit , et cet angle est compris dans.
le segment ADC pluspetit qu’un demi-cercle.

Je dis en outre que l’angle d’un plus grand

segment, compris par l’arc ABC .et. la droite
AC, est plus grand qu’un angle droit, et que
l’angle d’un segment moindre , compris par.
l’arc ADC et laldroite AC , est moindre qu’un.

angle droit , et cela est certainement évident;
car puisque l’angle COmpris par les droites BA ,

AC est droit,-l’angle compris par l’arc ABC et
la droite AC- sera plus grand qu’un angle droit. I

De plus, puisque l’angle compris par les droites

CA, AF- est droit, l’angle compris parla drOite
CA et l’arc ADC sera plus petit qu’un angle droit.

Donc , dans un cercle , l’angle compris dans
un demi-cercle est droit; celui qui est compris
dans un plus grand segment est plus petit qu’un

angle droit, et celui qui est compris dans un
segment plus petit est plus grand qu’un angle
droit. De plus , l’angle d’un plus grand segment.

est plus grand angle droit , et l’angle
d’un segment mbindre est plus petit; ce qu’il
falloit démontrer. î

AUTBEMENT.
On démontre que l’angle BAC est droit , puis-

que l’angle AEÇ est double. de l’angle BAE ,

2
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car il est égal aux deux angles intérieurs et

. opposés ( prop.’ 52. I ) ;" mais l’angle AEB est

double de l’angle EAC : donc les angles AEB,
AEC seront doubles de l’angle BAC ; Imais lesI
angles AEB ,ïAEC sont égaux à deux angles

droits (prop. I5. I): dOnc l’angle ABC este
droit; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
De là il suit manifestement. que si l’un des

angles d’un triangle est égal aux deux autres ,

cet anglesera droit, parce que son angle de
suite est égal aux deux autres 5; Or quand deux

angles de suite sont égaux, ces deux angles.
sont droits l’un et l’autre (défi Io. I

PROPOSITION xXXII.
THÉ-ORÈME.’

Si une droite touche la circonférence d’un cercle ,’

et si du pointde Contact on conduit une corde,
les angles que cette corder fait avec la tangente
seront égaux aux angles qui sont placés dans

les segmens altemes du cercle.

Que la droite 95 )’t0uclie la circon-
férence du cercle ABCDau point B, et que
du point B soit conduite la corde BtD’d’une ma:

p
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nière quelconque :je dis que les angles que la.
corde B D fait avec la tangente EF sont égaux à

ceux qui sont compris dans les segmens alternes
du cercle ; c’est-à-dire que l’angle FIE D est égal

à l’angle compris dans le. segment DAB , et que

l’angle EBD est égal à l’angle. est compris

dans le segment DCB. -, A. il. .P
, D’un point B conduisez la droite BÎA perpen-

diculaire sur EF (prOp. ri. 1), et dans l’arc
BD prenez un point quelconque .C et [menez les

cordes AD, DC, CB. q I .
Puisque la, droite EF touche la circonférence

du cercle ABCD au point B, etque ladroite BA
a été menée du point de contact B perpendicu-

laire’ sur la tangente le centre du cercle
ABCDsera placé sur la droite BA(prOp. 19. 5) :
donc l’angle ADB , compris dans le demi-cercle ,P

est droit (prop. 5 I . 5) : donc les. angles restans
BAD, ABD sont égaux à un angle droit; mais
l’angle ABF. est droit par construction ; donc
l’angle ABF est égal aux angles BAD,:ABD

(ax. Io) : donc on retranche l’angle com-
mun ABD , l’angle restant DBF est égal à celui

qui est compris dans le segment alterne du
cercle , c’est-à-dire à l’angle BAD. Actuelle-

ment , puisque le quadrilatère ABC D est. ins-
crit dans le cercle , ses angles opposés sont

. , 5
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:ég’aux.’à deux droits (prop. 22. 5) : donc les

angles DB F, DBE seront égaux aux angles
BAD, BCD (prop. I5. I ); mais on a démon-

itré que l’angle BAD est égal à’ l’angle DBF»:

v donc l’angle restant DBE sera égal à celui qui

est compris dans le segment alterne du"cercle
DCB, c’est-àedire à l’angle DCB. A

Donc si lune-droite touche la circonférence
’d’im cercle ,vet si du point de contact on con-

duit une"c’orde, les angles que cette corde fera
avec la tangente serontfi’égaux ceux sont
compris dans les segmens altérnes ; ce qu’il
falloit démontrer; ’ i ’ I ’ ’ L

P BIC P 0 5 I T’IOïN X:XX’III.

n ràiôjâîmnt l
Sur’u’aedroite donnée ,ï décrire un segment’de

r cercle qui reçoiue un angle. égal à un angle

dôn’néu” v ’ ’ 1 V
i son Aiâ’mg. 96,97, 98) la ’droite démise

et C l’angle donné z il faut sur la droite donnée

AB décrire un Segment de cercle qui reçoive
un angle égal l’angle donné C. L’angle C est

aigu ou drOit Ou olitus. . ’
SupposOnS d’abord que cet angle Soit aigu,

* comme dans la figure’gô; sur la droite AB et
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au point A construisez un angle BAD égal à
l’angle C ( prop. 25. I) ; l’angle BAD sera aigu.

Du point A conduisez la droite AE perpendicu- ’
laire sur la droite AD ( prop. I I . I); partagez AB
en deux parties égales au point F (prOp. I 0-. 1),

et du point F conduisez la droite FG perpendi-
culaire sur la droite AB , etInenez la droite GB.
Puisque la droite AF est égale à la droite FB et

V que la droite FG est commune , les deux droites
AF, FG sont égales aux deuxdroites FB , FG;
l’angle AFG est égal à l’angle GFB : donc la base

AG est égale à la base GB (prop. 4. I) : donc
la circonférence décrite du centre G et avec
l’intervalle AG passera-par le point B. Décris

vez cette circonférence et qu’elle soit ABE ,

et menez la droite EB.,Puisque du point A,
extrémité du diamètre AE., on a conduit sur

la droite AE une perpendiculaire AD , cette
perpendiculaire AD touchera la circonférence
(prop. l ô. 5) ; et puisque la droite AD touchela
circonférence du cercle ABE , et que du point
de contact qui est. en A on a conduit une corde
AB , l’angle DAB sera égal à l’anglezqdi ost dans

le segment alterne du (cercle ( prOp.-î52.
c’est-adire à l’angle AEB; mais l’angle DAB est

égal à l’angle C : donc l’angle C sera égalât l’an;

gle AEB : donc sur-la droite donnée AB; on a
4
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décrit un segment de cercle AEB reçoit un
angle AEB égal à l’angle donné C.

Supposons ensuite que l’angle C soit droit;
et qu’il faille décrire sur la droite AB un seg-
ment de cercle reçoive un angle égal à l’an-

gle droit C. Construisez un angle BAD égal à
l’angle droit C (prop. 25. 1 ), comme dans la
figure 97 ; partagez la droite AB en deux parties
égales au point F ( prop. Io. l ), et du centre F
et avec un intervalle égal àl’une ou à l’autre des

droites AF, FB, décrivez la circonférence de
cercle A EB..La droite A D est tangente à la cir-
conférence ABE (prop. 16; 5 ) , parce que l’an-4 ’

gleBAD est droit , et l’angle BAD est égal à l’an-

gle qui est: compris dans le segment AEB , car
cet angle est droit , puisqu’il est compris dans
un. demi-cercle ( prop. 5T . I5); mais l’angle BAD
est égal à l’angle C41 "donc on a décrit sur la

droite A B un segmentrde cetmIeAEB qui reçoit
« unirangle égal à’ l’angle droit C: ’

’ Enfin que l’angle. C fig. soit obtus;
sur la droite AB et au pointTA, construisez un
angle BA D égal àAl’angle C, comme dans la

.figurelgB-(prOp. 25. r) ,’ et conduisez la droite

AE’pèrpendiculaire à la droite Al) ( prop. I I . 1) ;

partagez la droite AB [en deux partieségales au
pointF (prop. 10. I); conduisez sur AB la’per- o
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pendiculaire FG, et menez la droite GB. Puis-
que la droite AF est égale à la droite FB et que la

droite. FG est commune , les deux droites FG ,
AG sont égales aux deux droites BG, FG; mais
l’angle AFG est égal à l’angle GFB : donc la base

AG est égale à la base GB (prop.4. I) : donc
la circonférence’de cercle décrite du point G

avec l’intervalle AG passera par le point B. Que

cette circonférence aitla position AEB; puis-
qu’on a mené la droite AD perpendiculaire
à l’extrémité du. diamètre AE, la droite AD

touchera la circonférence (prop., 16. 5 ) , et
parce que la droite AB a été menée du point

de contact est en A, l’angle B-A;D.est égal
à celui qui est compris dans le segment alterne
du cercle. Mais l’angle BAD est égal à l’angle

C : donc l’angle qui est dans le segment AHB
sera égal à l’angle C : donc on a décrit sur la

droite AB un segment de cercle AHB qui reçoit
un angle égal à l’angle C; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITIONÂXXXIV.
PRO BLÈME.

D’un cercle’ donné, retràncher’un segment qui

reçoive un angle égal à un angle donné.

soit ABC (fig. 99) le cercle donné, et D
l’angle donné : il faut du cercle ABC retran-

’ f
.21



                                                                     

176 É L É M E N s
cher un segment reçoive un angle égal à

l’angle donné D. . a a
Menez une droite EF qui touche le cercle

ABC au point B (prop. 17. 5), et sur la droite
FE et au point B , pris dans cette droite , faites
l’angle FBC égal à l’angle D (prop. 25. 1).

Puisque la droite EF touche le cercle ABC
et que la droite BC a été menée du point de

contact B , l’angle FB C sera égal à celui qui est

compris dans le segment alterne du cercle BAC
(prop. 52. 5) ; mais l’angle FB C est égal à l’an-

gle D : donc l’angle qui estcompris dans le seg-

ment BAC sera égal à llangle D. I
Donc d’un cercle donné ABC on a retran-

ché le segment BAC qui reçoit un angle égal
- à l’angle donné D; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION xx’xv.

THÉORÈME.

Si dans un cercle, Jeux cordes se coupent mutuel-
lement, le rectangle compris sous les segmens
de l’une de ces côrdes est égal au rectangle
compris sous les segmens de l’autre.

Que dans le cercle ABC D (fig. zoo) les deux

cordes AG, BD se coupent mutuellement au
point E z je disque le; rectangle compris sous
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les droites! AE , EC est égal à celui qui est
compris sous les droites DE , EB.

Si les droites AC , BD passent par le centre,
de manière que le point E soit le centre du
cercle ABCD, il est évident que les droites
AE, EC , DE, EB étant égales , le rectangle
compris sous les droites AE , EC est égal à
celui est compris sous les droites DE , EB.
t Si les droites AC, DB (fig. 101.) ne passent

paspar le centre , prenez le centre du cercle
ABCD (prop. I. , que ce centre soit le
point F ; du centre F conduisez les droites FG,
FH perpendiculaires sur les droites AC , DE
(prop. 12(1) , et menez les droites FE, FC, FE.

Puisque la droite GF menée par le centre
est perpendiculaire sur la droite AC n’est
pas menée par le centre , la droite GF coupe
la droite AC à angle droit ,’ et la partage en
deux parties égales (prop. 5. 5) : donc la droite
AG est égale à la droite GC. Puisque la droite
AC est coupée en deux parties égales au point G,

et en deux parties inégales au point E , le rec-
tangle compris sous les droites" AE, EC, avec
le quarré de GE , est égal au quarré de GC
(prop. 5. 2 ) ’: donc si nous ajoutons à ces quina.

tités le quarré de G F, le rectangle c0mpris sans

les droites AE, EC , avec les quarrés de G E ,
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GF, est égal aux quarrés de CG, GF. Mais
le quarré de FE est égal aux quarrés de EG,
GF (prop. 47. 1), et le quarré de FC égal aux
quarrés de CG, GF : donc le rectangle com-
pris sous les droites AE, EIC , avec le quarré
de FE, est égal au quarré de FC. Or la droite
FG: est égale à la droite FB : donc le rectangle
compris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de EF, est égal au quarré de FB. Par la même

raison le rectangle compris sous les droites DE,
EB, avec le quarré de FE, est égal au quarré

de FB. Mais on a démontré que le rectangle
compris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de FE, est égal au quarré de FB : donc le rec-
tangle compris sous les droites AE; EC, avec le
quarré de FE, est égal au rectangle compris
sous les droites DE, EB, avec le quarré de FE :
donc si on retranche le quarré de FE , quiest
commun , le rectangle restant compris sous AE;
EC sera égal au rectangle restant compris sous

DE, EB. - aDonc si dans un cercle deux cordes se cou-
pent mutuellement, le rectangle compris sous
les segmens de l’une sera égal au rectangle
cOmpris sous les segmens de l’autre; ce qu’il»

falloit démontrer. i
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PROPOSITION xxxri.

THÉORÈME.

Si l’on prend un point quelconque hors d’un cer-

cle, et si de ce point on mène deuæ droites dont
l’une coupe le cercle et dont l’autre lui soit tan-

gente, le rectangle compris sous la sécante en-
tière et le segment extérieur qui est intercepté

par ce point et l’arc convexe sera égal au
quarré de la tangente.

Que hors du cercle ABC ( fig. 102) soit pris
un point quelconque D, et que de ce point
soient menées deux droites DCA, DE; que la
droite DCA coupe le cercle ABC, et que la
droite AB lui soit tangente : je dis que le rec-
tangle compris sous AD , DC est égal au quarré

de DB, soit que la droite DCA passe par le
centre ou non.

Supposons d’abord qu’elle passe par le centre

du cercle ABC , et que ce centre soit le point F;
menez la droite FB. L’angle FBD sera droit
( prop. 18. 5). Puisque la droite AC est coupée
en deux parties égales au point F et que la
droite CD lui est ajoutée , le rectangle compris
sans les droites AD, DÇ , avec le quarré de FG,
sera égal au quarré de F D ( prop. 6. a); mais
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la droite FC est égale à la droite FB : donc le
rectangle compris sous AD, DC , avec le quarré
de FB , est égal au quarré de FD; mais le quarré

de F D est égal aux quarrés des droites FB , BD

(prop. 47. I) , car l’angle FBD est droit : donc

le rectangle compris sous AD , DC , avec le
quarré de FB , est égal aux quarrés des droites

FB , BD. Donc si on retranche le quarré de FB,

qui est commun, le rectangle compris sous les
droites AD, DG sera égal au quarré de la tan-

gente DB. . .Supposons à présent que la droite D C A
( 105) ne passe pas par le centre du cercle
ABC; prenons le centre E, et du point E con-
duisons sur la droite AC la perpendiculaire EF
( prop. I a . I ), et menons les droites EB, EC, ED.
Puisque l’angle EFD est droit, et que la droite
EF menée par le centre coupe à angles droits
la droite AC qui n’est pas menée par le centre,

la droite EF coupera la droite AC en deux
parties égales (prop. 5. 5) : donc la droite AF
est égale à la droite FC. De plus, puisque la
drOite AC est coupée en deux parties égales au

point F et que la droite CD lui est ajoutée , le
rectangle compris sous les droites AD, DC, avec
le quarré de FC, sera égal au quarré de F D
(prop. 6. a) : donc si on ajoute à cesvdeux quan-
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tités le quarré de FE , le rectangle compris sous

les droites AD, DC , avec les quarrés des droites
CF, FE, est égal aux quan°és de DF,FE. Mais
le quarré de DE est égal aux quarrés de DF, FE

( prop. 47. x ) , car l’angle EFD est droit, et le
quarré de CE est. égal aux quarrés CF, FE:

donc le rectangle compris sous les droites AD,
DC, avec le quarré de CE, est égal au quarré

de ED; mais la droite CE est égale à la droite
EB : donc le rectangle compris sous les droites
AD, DC, avec le quarré de EB, est égal au
quarré de ED; mais les quarrés de EB, BD
sont égaux au quarré de ED (prop. 47. 1),
puisque l’angle EB D est droit : donc le rectan-

gle compris sous les droites AD, DC, avec le
quarré de EB, est égal aux quarrés de EB , BD:

donc si on retranche le quarré de EB, est
commun, le rectangle restant compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré de DB.

Donc si hors du cercle on prend un point
quelconque, et si de ce point on mène deux
droites dont l’une coupe le cercle et dont l’autre

lui soit tangente, le rectangle compris sous la
sécante entière et le segment extérieur qui est

intercepté par ce point et l’arc convexe sera
égal au quarré de la tangente; ce qu’il falloit
démontrer.
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PROPOSITION XXXVII.

un 1’: 0 ninas.

Si l’on prend un point quelconque hors d’un cer-

cle , si de ce point on mène deux droites dont
l’une coupe le cercle et dont l’autre tombe sur

sa circonférence, et si le rectangle compris sous
la sécante tetale et le segrnent extérieur inter-
cepté entre ce point et l’arc cOnvexe est égal

au quarré de la droite qui tombe sur la circon-
férence, cette dernière droite sera tangente à

la circonférence. ’
Que hors’du cercleABC (fig. 104) soit pris

un point quelconque D , et que de ce point on
mène les deux droites DCA, DB dont la droite
DCA coupe le v cercle et dont la droite DE
tombe sur sa circonférence ; si le rectangle
compris sens les droites AD, DC est égal au
quarré de DB : je dis que la drOite DB est tan-
gente au cercle ABC.

Cenduisei la droite DE de manière qu’elle
soit’tang’ente au cercle ABC (prop. I7. 5), et

prenez le centre du cercle ABC ( prop. I . 5),
que le point F Soit ce centre;’menez les droites
FE, FB, FD; l’angle FED sera droit (prop. I 8.
’ Puisque la droite DE touche le cercle ABC

et que la droite DCA la coupe, le rectangle
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compris sous AD, DC sera égal au quarré de DE

( prop. 56. 5 ); mais le rectangle compris sous
AD, DC est supposé égal au quarré de DB:
donc le quarré de DE sera égal au quarré de
DE, et par conséquent la droite DE sera égale
à la droite DB. Mais la droite FE est égale à la

droite FB : donc les deux droites DE, EF sont
égales aux deux droites DB, BF , et la base
FD est commune : donc l’angle DEF est égal
à l’angle DBF (prop. 8. I) ; mais l’angle DEF

est droit : doncl’angle DBF est droit aussi;
mais la droite FB prolongée est un diamètre ,
et la drOite qui est perpendiculaire à l’extré-

mité d’un diamètre est tangente au cercle
(prop. 16. 5 On démontreroit la même chose
si le centre étoit placé sur la droite AC.

Donc si l’on prend un point quelconque hors

d’un cercle, et si de ce point on mène deux
droites dont l’une coupe le cercle et dont l’autre

tombe sur la circonférence , et si le rectangle
compris sous la sécante totale et le segment exté-

rieur intercepté par ce point et l’arc convexe
est égal au quarré de la droite qui tombe surla cir-

conférence , cette dernière droite sera tangente
à la circonférence; ce qu’il falloit démontrer.

rut B-U TROISIÈME LIVRÉ.
I

M u
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L I V R E I V.

. DÉFINITIONS. l
I . UNE figure rectiligne est dite inscrite dans
une figure rectiligne , lorsque chaque angle de
la figure inscrite touche chaque côté de celle
dans laquelle elle est inscrite. l

a. Semblablement une figure est dite cir-
conscrite autour d’une figure , lorsque chaque
côté de la figure circonscrite touche chaque
angle de la figure autour de laquelle elle est
circonscrite.

5. Une figure rectiligne est dite inscrite dans
un cercle, lorsque chaque angle de la figure
inscrite touche la circonférence de ce cercle. 4

4. Une figure rectiligne est dite circonscrite
autour d’un cercle, lorsque chaque côté de la

figure circonscrite touche la circonférence de

ce cercle. I5. Semblablement un cercle est dit inscrit
dans une figure rectiligne , lorsque la circonfé-
rence du cercle touche chaque côté de la figure

dans laquelle elle est inscrite.



                                                                     

D’EUCLIDE. x79
6. Un cercle est dit circonscrit autour d’une

figure rectiligne , lorsque la circonférence du
cercle touche chaque angle de la figure-autour

de laquelle elle est circonscrite. q
7. Une droite est dite appliquée dans un cer-

cle , lorsque ses extrémités sont dans la circon-

férence de ce cercle.

PROPOSITION PREMIÈRE.

P a O a L i: tu E.

Dans un cercle donné, appliquer une droite égala

à une droite donnée qui ne soit pas plus grande
que le diamètre. ’

’ Soit ABC (fig. I05) le cercle donné , et D la
droite donnée moins grande que le diamètre de

ce cercle : il faut dans le cercle ABC appliquer
une droite égale à la droite D. ’

COnduisez le diamètre BC du cercle ABC.
Si la droite BC est égale à la droite D , on a’déjà

fait ce que l’on proposoit: car on a appliqué
dans le cercle ABC une drOite égale’à la droite

D. Si, au contraire , la droite BC est plus grande
que la droite D, faites la drOite CE égale à la

droite D (prop. 5. I ), et du. centre C et avec
l’intervalle CE décrivez la circonférence AEF

(dem. 5) , et conduisez’ la droite C A ( dem; I),

a 2 f
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Puisque le point C est le centre du cercle

AEF, la droite CA sera égale à la droite CE;
mais la drOite D est égale à la droite CE : donc
la droite D sera égale à la drOite CA.

Donc dans le cercle donné ABC on a appli-
qué la droite C A égale à la droite donnée D qui

est moindre que son diamètre 51cc qu’il falloit

faire.

PROPOsITION 11.
PROBLÈME.

Dans un cercle donné , inscrire un triangle qui
soit équiangle avec un triangle donné.

Soit ABC (fig. 106) le cercle donné et DEF
le triangle donné : il faut dans le cercle ABC
inscrire un triangle qui soit équiangle avec le

triangle donné DEF. I a
Conduisez la droite GAH de manière qu’elle

touche le cercle. ABC au point A , et sur la
droite AH et au point A faites l’angle HAC égal

à l’angle DEF (prop. 25. I De plus , sur la
droite GA et au point A faites l’angle GAB égal.

à l’angle FDE, et menez la droite BC.

Puisque la droite HAG touche le cercle AB C
et que la droite AC a été menée du point de

s contact, l’angle HAC est égal à celui qui est
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placé dans le segment alterne du cercle, c’est-
à-dire à l’angle ABC ( prop. 52. 5); mais l’an-

gle HAC est égal à l’angle DEF 2 donc l’angle

ABC est égal à l’angle DE F. Par la même
raison. l’angle ACB est égal à l’angle FDE:

donc l’angle restant BAC sera égal à l’angle res-

tant EFD (prop. 52. I) :donc le triangle ABC
est équiangle avec le triangle DE F, et il est
inscrit dans le cercle ABC (déf. 5. ’ ’

Donc dans le-cercle donné on a inscrit un
triangle équiangle avec un triangle donnéîce A

qu’il falloit faire. ’ ’ ’ ”’
tv

PROPOSITION 111.
P R O a I. i: M E. ’ ’

,l . . . IAutour d’un cerclelcirconscrire un triangle A.
équiangle avec untriangle donné.

Soit ABC ( fig. 107) le’cercleidODné et DEF

le triangle donné : il faut autourdu cercle ABC
cuconscrire un triangle-équiangle avec le trian-

gle donné DEF. ’ ’ I
Prolongez la drOite EF de ’part et d’autre

vers les points H, G (dem.. a) , prenez le centre
K du cercle ABC (prop.’I . ; conduisez d’une

manière quelconque la droite KB , faites sur la
droite KB’ et au point K un angle BKA égal à

5

t

z

. o
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l’angle DEG, et l’angle BKC égal à l’angle DFH

Ç prop. 25 . I) ; par les pointsA , B , C conduisez les

droites LAM , MBN , NCL de manière qu’elles

soient tangentes au cercle ABC ( prop. I7. 5l).
Puisque lesdroites LM, MN , NL touchent

le cercle ABC aux» points A, B, C et que les
droites KA, KB , KG sont menées du centreiK
aux points A , B, C , les angles seront droits aux
points A,’B, C (prop. 18. 5); et puisque les
quatre angles du quadrilatère AMBK sont égaux

à quatre angles droits (prop. 53. 1.), car ce qua-
drilatère peut se diviser en deux triangles; mais
parmi les angles de ce quadrilatère , les angles
KAM , KBM sont droits: donc les angles reStans
A K B , A M B seront égaux à deux angles droits;

mais les angles DEG, DEF sont égaux à deux
droits (prop. r 5. i) : donc les angles AKB, AMB
sont égaux aux angles DEG, DEF ; mais l’angle
DEG est égal à l’angle A KB z donc l’angle res-

tant A MB sera égal àl’angle restant DEF. Nous

démontrerons, semblablement que l’angle LNM,
’ est égal à l’angle DF E z donc l’angle restant

MLN est égal à,l’angle EDF (prop. 52. I):
donc le triangle IL MN est équiangle avec le
triangle DEF, et il est circonscrit autour du

cercle ABC (défi lj Donc un triangle équiangle avec un, triangle
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dénué a été circonscrit autour du cercle donné;

ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION 1V.
PROBLÈME.

Inscrire; une circonférence de cercle dans

un triangle donne.

Soit ABC (fig. 108) le triangle donné : il
’ faut dans le triangle ABC inscrire un cercle.

Partagez en deux parties égales les angles

ABC,*BCA par les droites BD, CD se
rencontrent au point D , et du point Dicon-
duisez sur les droites AB , BC, CA les perpen-
diculaires DE, DF, DG (prop. 12. 1

Puisque l’angle AB D est égal à l’angle CBD,

car l’angle ABC a été partagé en deux parties

égales , et que l’angle droit BE D est égal à l’an-

gle droit BFD, les deux triangles EBD, DBF
auront deux angles égaux à deux angles et un
côté égal à un côté, car BD, qui est Opposé à deux

angles égaux, est commun : donc ils auront les
autres côtés égaux aux autres côtés (prop. 26. I):

donc le côté DE sera égal au côté DF Par la

même raison le côté DG sera égal au côté DF;

sont la circonférence décrite du, point D avec
un intervalle égal à une des. droites DE, DF,

4
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DG. passera par les autres points et touchera les
droites AB , BC , CA, parce que les angleslsont
droits en E, F, G; car si cette circonférence
coupoit ces droites, la perpendiculaire à l’ex-
trémité. d’un diamètre tomberoit dans le cer-

cle; ce qui est absurde (prop. 16. 5). Donc
la circonférence décrite du point D avec un
intervalle égal à une des droites DE, DF, DG
ne coupera point les droites AB,’BC, CA : donc

elle les touchera , et cette circonférence sera
inscrite dans le triangle ABC (déf. 5.

Donc dans le triangle donné ABC on a ins-
, critIIa circonférence de cercle EFG; ce qu’il

falloitlfaire.

PROPOSITION v.
PROBLÈME.

Autour d’un triangle donné décrire une circon-

.. . .férence de cercle.

Soit ABC ( 107) le triangle donné : il faut
autour du triangle donné ABC décrire une cir-
conférence décercle.

Partagez les côtés AB, AC en deux parties
égales aux points D ,.E (prOp. Io. 1), et. des
points D , E conduisez sur les droites AB, AC
les. perpendiculaires DF, EF (prop. 1 r. 1);
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ces perpendiculaires se rencontreront ou dans
le triangle ABC , ou dans la droite B C , ou hors
du triangle A’BC.

Supposons d’abord que ces perpendiculaires

se rencontrent dans le triangle au point F;
menez les droites BF, F C , FA; puisque la
droite AD est égale à la droite DE , et que la
perpendiculaire DF est commune , la base AF
sera égale à la base FB (prop. 4. 1). Nous dé-

montrerons semhlablement. que la droite C F
est égale à la droite FA : donc la droite BF est
égale à la droite F C : donc les trois droites FA ,
FB, FC sont égales entr’elles : donc si du centre

F et avec un intervalle égal à une des droites
FA, FB, FC on décrit une circonférence, cette

circonférence passera par les autres points, et
cette circonférence sera décrite autour du trian-
gle ABC (défi ô. décrivez la circonférence
AB C.

Supposons actuellement que les droites D F,
EF se rencontrentdans ladroite BC et au point F,
cOmme dans la figure 108; menez la droite .A F.
Nous démontrerons semblablement que lé point

F est le centre de la circonférence circonscrite
autour du triangle AB C.

Supposons enfin que-les droites DF , EF se
rencontrent hors du triangle ABC , au point F
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comme dans la figure 109; menez les droites
A F, FB , F C. Puisque la droite AD est égale à

la droite DE et que la perpendiculaire DF est
commune, la base AF sera égale à la base FB
(prop. 4. 1 Nous démontrerons semblable-7
ment que la droite CF est égale à la droite FA:

donc la droite BF est égale à la droite FG:
donc si du centre F et avec un intervalle égal
à une des droites FA, FB , FC on décrit une
circonférence, elle passera par les autres points,
et cette circonférence sera circonscrite autour-
du triangle ABC; décrivez donc la circonfé-

rence AB C. lDonc une circonférence de cercle a été cir-

conscrite autour du triangle donné; .ce qu’il
falloit faire.

CIOROLLAIRE.
Il estiévident que si le centre du cercle tombe

dans le triangle, et si l’angle ABC est compris dans

un segment plus grandqu’un demi-cercle , .cet
angle sera moindre qu’un angle droit. Si le centre

du cercle tombe sur la droite B C , si cet angle est
compris dans un demi-cercle , [cet angle-t sera
droit; si enfin le centre du cercletombe hors du
triangle ABC ,i et si cet angle esteomprisdans
un segment plus petit qu’un demi -cercle , cet
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angle sera plus grand qu’un angle droit : donc si
le triangle donné est acutangle,lesdroites DF,EF

se rencontreront dans le triangle; si ce triangle
a un angle droit B AC , les droites se rencontre-
ront dans la droite BC ; si enfin cet angle a un
angle obtus , ces droites se rencontreront hors
du triangle ABC.

PROPOSITION v1.
PROBLÈME.

Décrire un quarré dans un cercle donné.

7 lSoit ABCD (fig. I Io) le cercle donné il
faut décrire un quarré dans le cercle ABC D.

Conduisez les diamètrestC , BD du cercle
ABCD de manière qu’ils soient perpendicu-
laires l’un sur l’autre ( prop. I I . 1 ); menez les

droites AB;, BC, CD, DA. ,
A Puisque la droite BE est égale à la droite E D,

car le point E est le centre , et que la droite EA
est commune et perpendiculaire sur BD , la
base AB sera égale à la base AD (prop.4. I).
Par la même raison, chacune des droites BC, CD
est égale à chacune des droites BA, AD z donc le

quadrilatère ABCD est équilatère. Je dis aussi
qu’il est rectangulaire ; car puisque la ligne droite

I BD est un diamètre du cercle ABCD , la figure
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DAD sera un demi-cercle : donc l’angle BAD

est droit ( prop. 51. I ); par la même raison
chacun des angles ABC , BC D, CDA serardroît

aussi : donc le quadrilatère ABCD est rectan-
gulaire; mais on a démontré qu’il est équila-s

tère : donc ce quadrilatère est un quarré , et ce
quarré est inscrit dans le cercle ABC D.

Donc-on a inscrit le quarré ABCD dans le
cercle donné ABCD; Ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION IVII.
PROBLÈME.

Circonscrire un quarré à un cercle donné.

Soit ABCD ( fig. I 1 I) le cercle donné : il
faut circonscrire un quarré autour du cercle

A3 C D. ’Conduisez dans le cercle ABCD les deux
diamètresAC , BDde manière qu’ils soient per-

pendièulaires l’un sur l’autre; et par les points

A, B, C,’D conduisez les droites FG, GHA,
HK, KF de manière qu’elles soient tangentes

du cercle ABCD (prop. 17.5). Il
Puisque la droite FG est tangente du cercle

ABCD, et que la droite EA a été conduite du

centre E au point de contact. est en A , les -
angles serqntdroits en A (prop. 18. 5). Par la
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même raison les angles seront droits en B, C, D.
Puisque l’angle AEB est droit et que l’angle

EBG est droit aussi, la droite GH sera paral-
lèle à la droite AC ( prop. 28. I Par la même
raison la droite AC est parallèle à la droite F K.
Nous démontrerons semblablement que l’une et

l’autre des droites GF,HK est parallèle à la droite

BED : donc les figures GK,.GC, AK, FB,
B K sont des parallélogrammes : donc la droite
GF est égale à la droite HK (prop. I) , et
la droite GH égale à la droite FK; et puisque
la droite AC est égale à la droite BD, que la
droite AC est égale à l’une et à l’autre des

droites GH ,-F H, et que la droite BD est égale
à l’une et à l’autre des droites GF, HK, les

droites GH , F K seront égales aux droites GF,
HK : donc le quadrilatère FGHK est équila-
tère , et je dis qu’il est rectangulaire; car puisque

le quadrilatère GBEA est un parallélogramme,
et que l’angle AEB est droit , l’angle "AGB
sera droit aussi (prop. 54. 1 «Nous démon-
trerons semblablement que les angles sont
placés vers les points H , K, F sont des angles
droits: donc le quadrilatère FGHK est rec-
tangle. Mais on a démontré qu’il est équilatère;

donc le quadrilatère est un quarré , et il est cir-
’c0n3crit autour du cercle- ABCD.
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Donc on a circonscrit un quarré autour du

cercle donné; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION V111.
PROBLÈME.

Inscrire un cercle dans un quarré donné.

Soit ABCD (fig. 1 12 ) le quarré donné : il

faut inscrire un cercle dans le quarré ABC D.
Coupez en deux parties égales l’une et l’autre

des droites AB, AD aux points F, E (prop. Io. I),
et par le point Econduisez ladroite EHparallèleà
l’une et à l’autre des droites AB, CD (prop.5 1 . 1),

et par le point F conduisez aussi la droite FK
parallèle à l’une et à l’autre des droites AD,

BC donc chacune des figures AK, KB, AH,
HD, AG, GC, BG, GD est un parallélogramme ,
et leurs côtés opposés sont égaux (prop. 54. 1).

Puisque la droite AD est égale à la droite AB ,

que la droite AE est la moitié de AD et la
droite AF la moitié de AB , la droite AE sera
égale à la droite AF. Mais les côtés qui leur

sont opposés sont égaux : donc la droite FG
est égale à la droite GE. Nous démontrerons

semblablement que les droites G11, GK sont
égales aux droites FG , G E, chacune à ,cba-V

cune : donc les quatre droites GE, GF, GH,
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GK sont égales entr’elles : donc le cercle dé-

crit du centre G avec un intervalle égal à une
des droites GE, GF, GH, GK passera par les
autres points, et sera tangent aux droites AB ,.
BC,.CD, DA, parce que les angles en E, F,
H, K sont droits; car si la circonférence cou-
poit les droites AB, BC , CD , DA , la perpen-
diculaire à l’extrémité d’un diamètre entreroit

dans le cercle ; ce qui est absurde (prop. 16. 5) :
donc la circonférence de cercle décrite du cen-
tre G avec un intervalle égal à une des droites
G E , G F , G H , G K ne coupera point les droites
AB, BC, CD, DA: donc elle sera tangente à
ces droites , et elle sera inscrite dans le quarré
ABCD (déf. 5. 4).

Donc on a inscrit une circonférence de cer-
cle dans le quarré donné; ce qu’il falloit flairez

PROPOSITION 1X.
PROBLÈME.

Cùnonscn’re un cercle autour d’un quarré donné.

Soit ABCD ( fig. 1 15) le quarré donné : il
faut autour,de ce quarré ABCD circonscrire
une circonférence de cercle.

Menez les droites AC ,’ BD qui se coupent
mutuellement au point E.
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Puisque la droite DA est égale à la droite

AB et que la droite AC est commune , les deux
droites DA , AC sont égales aux deux droites
BA,A C ; la base DC est égale à la base BC : donc
l’angle DAC est égal à l’angle BAC (prop. 8,. 1) :

donc l’angle DEB est coupé "en deux parties

égales par la droite AC. Nous démontrerons

semblablement que chacun des angles ABC
BC D , CDA est coupé en, deux parties égales
par les droites AC, D B : donc puisque l’angle
DAB est égal à l’angle ABC, que l’angle EAB

est la moitié de l’angle DAB , et l’angle EBA

la moitié de l’angle ABC , l’angle EAB sera
L égal à l’angle EBA : donc le côté EA est égal

au côté EB (prop. 6. 1 Nous démontrerons
semblablement que les droites EC , ED sont
égales aux droites EA , EB , chacune à cha-
cune : donc les quatre droites EA , EB , EC,
ED sont égales entr’elles : donc la circonfé-

rence de cercle décrite du centre E avec un
intervalle égal à une des droites. EA, EB, ED
passera par les autres points et elle sera circons-
crite autour du quarré AB C D ; circonscrivez le

cercle ABCD.
Donc on a circonscrit un Cercle autour d’un

quarré donné; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION x.

PROBLÈME.
Comtruire un triangle isocèle qui ait chacun des

angles de «abuse double du troisième angle.

Soit la droite AB 1 14); que cette droite
soit coupée en un point C de manière que le
rectangle compris sous les droites AB , BC soit
égal auquarré de CA (prop. 1 1. a); du centre
A et avec l’intervalle AB- décrivez la circonfé-

, rence BDE (dem. 5 ); dans le cercle BDE
menez la corde B D égale à la droite AC est
moindre que le diamètre de ce cercle (prop . 1 . 4),

et ayant conduit les droites DA , DC , circons-
crivez la circonférence ACB autour du trian-
gle ACD (prop. 5. 4).
I Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de la droite AC et
que la droite AC est égale à la droite BD, le
rectangle compris sous les droites AB , BC sera
égal au quarré de B D : puisque le point B est

pris hors du cercle ACD et que du point B on
a mené un cercle ACD , les droites BCA, BD ,
dont l’une coupe le cercle et dont l’autre ne le

coupe point, et puisque le rectangle compris
sous les droites AB , BC est égal au quarré de
BD, la droite BD sera tangente au cercle ACD

’ N
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( prop. 57. 5). Donc, puisque la droite BD est
tangente et que la corde DC a été menée du
point de contact D , l’angle B D C sera égal à-

celui qui est compris dans le segment alterne du
cercle , c’est-à-dire àl’angle DAC (prop. 52 .15).

Mais , , puisque, l’angle BDC est égal à l’angle.

DAC , si nous ajoutons un angle commun C DA,
l’angle total B DA sera. égal aux deux angles

I CDA, DAC. .Mais l’angle extérieur BCD est
l légal aux deux angles C DA, DAC ( prop. 52. 1):

donc l’angle BDA est égal à l’angle BCD; mais

l’angle -B DA est égal à l’angle C B D (prop. 5 . 1),

puisque le côté AD est égal au côté AB :. donc
l’angle DBA sera égal à l’angle BCD: donc-les

trois angles BDA , DBA , BC D sont égaux entre
eux; et puisque l’angle DBC est égal à l’angle

BCD, le côté BD sera égal au côté DC (prop.6. 1 );

’ mais le côté BD est supposé égal au côté GAI:

donc le côté AC est égal au côté C D : donc
l’angle CDA est égal à l’angle DAC ( prop. 5. 1) :

donc les angles CDA , DAC, pris ensemble , sont
double de l’angle DAC; mais l’angle BCD est

égal aux angles CDA, DAC (prop. 52 . 1): donc
l’angle BC D est double de l’angle DAC; mais
l’angle BC D est égal à chacun des angles BDA ,

DBA : donc chacun des angles BDA, DBA est
I double de l’angle DAB.
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Donc on a construit un triangle isocèle ADB

dont chacun des angles de sa base BD est dou-
ble du troisième angle; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XI.
enonntns.

Dans un cercle donné, inscrire un pentagone
équilatéral et équiangle.

Soit ABCDE 1 15) le cercle donné : il
faut inscrire dans ce cercle un pentagone équi-
latéral et équiangle.

Soit le triangle isocèle FGH, ayant chacun
des angles de sa base G, H double de l’angle F

(prop. 1o. 4). Inscrivez dans le cercle ABCDE
un triangle ACD équiangle avec le triangle FGH

( prop. a. 4), de manière que l’angle CAD soit
égal à l’angle F, et de manière que chacun des

angles AC D, CDA soit égal à chacun des angles ,

G , H qui sont placés sur la base GH. Chacun des
angles AC D, CDA sera’double degl’angle CAD.

Partagez chacun des angles ACD, CDA en deux
parties égales par les droites CE , DB ( prop. 9. 1),

et menez les droites AB , BC, DE, EA.
Puisque chacun des angles ACD , CDA est

double de l’angle CAD, et que chacun de ces
angles est coupé en deux parties égales par les

a
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droites CE, DE, les cinq angles DAC, ACE,
ECD , CDB , B DA sont égaux entr’eux; mais

des angles égaux sont appuyés sur des arcs égaux

(prop. 26. 5): donc les cinq arcs AB , BC, CD,
DE , EA sont égaux; mais des cordes égales
soutendent des ares égaux (prop. 29. 5) : donc
les cinq cordes AB, BC, CD, DE, EA sont
égales entr’elles : donc le pentagone ABC DE
est équilatéral. Je dis qu’il est aussi équiangle;

car puisque l’arc AB est égal à l’arc DE ,, si

l’on ajoute un arc commun BCD, l’arc total
ABCD sera égal à l’arc total EDCB. Or l’an-

gle AED est appuyé sur l’arc ABCD et l’angle

BAE est appuyé sur l’arc EDCB : donc l’an-

gle BAE est égal à l’angle AED (prop. 27. 5);

par la même raison chacun des angles ABC,,
BCD, CDE est égal à chacun des angles BAE ,

è AED : donc :le pentagone ABC DE est équian-
gle; maisin a été démontré qu’il est équilatéral.

- Donc dans un cercle donné, on a inscrit un
. pentagone équilatéral et équiangle; ce qu’il

falloitfaire.
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PROPOSITION m1. ’

"roselins.
Circohscn’re à un cercle donné un pentagone

équilatéral et équiangle.

Soit ABCDE (fig. 116) le cercle damé": a

faut à ce cercle circonscrire un pentagone équi-

latéral et équiangle. i
Supposons que les points A, B, C, D, E soient

les sommets des angles d’un pentagone inscrit
dans ce cercle (prop. 1 1. 4) , dermanière que
les arcs AB, BC, CD, DE, EA soient égaux;
par les points A, B, C, 1),. E, conduisez au
cercle les tangentes GH , H-’K ,r 11L ,, LM, MG

(prop. 117-. 5j); et: ayant pris le centre F du ces;
ale-ABCDE , menez les droites FE, FK, FC’,i

n, en. - .’ Puisque la droite K1. touche le cercle ABCDE
au G, et; que la .droiœ- EC’ a été menée

ducentre F au-point de contact C , la droite PC
sera perpendiculaire sur KL (prop. 18..
donc chacun des angles FCK , ’FCL est droit;
chacuntd’es angles F311, FER, FDL, FDM
eSt droit par la mêmel raison. Puisque l’angle
PC K est droit, lequarré de la droiteFK estégal
aux quan’é’s’vdes droites C11 (prop. 47a 1

5
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Le quarré de la droite K est égal aux quarrés

des droites F B , B K , par la même raison :
donc les quarrés des droites F C , F K sont
égaux aux quarrés des droites FE,, DE; mais
le quarré de la droite FC est égal au quarré
de la droite’FB : donc le quarré restant de la
droite CK sera égal au quarré restant de la droite

BK :donc la droite C K est égale à la droite BK.

Puisque la droite FB est égale à la droite FG
et que la: droite F K est commune , les deux
droites BF, F K sont égales aux deux droites
CF, FK; mais labase BKestégale alabaseCK:
donc l’angle BFK estégal à l’angle KFC , et l’an--

gle B KF à l’angle FISC (prop. 8. 1): donc l’an-

31è: BFC. est double de l’angle KFC et l’angle

BKC double de l’angle FKC . Par-la même raison
l’angle C F D’est double de l’angle CFL , et l’an-

gle CLD double de l’angle CLF. Puisque l’arc-

BC est égal à l’arc CD, l’angle BFC sera; égal

’ à’l’angle CFD (prOp. 27.. 5 ); maisl’angle BFC.

estLdouble de l’angle KFC, et l’angle DE C dou-.

bleds l’angle L F C : donc l’angle KF C est égal

à l’angle C F L : donc les-deux triangles F KG,

F LC. ont deux angles égaux à deux angles ,
chacun à chacun, et un côté égal àrun côté ,

puisque le côté Cleur est commun : donc ces
deux triangles ont leurs autres côtés égaux aux.
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autres côtés , et l’angle restant égal à l’angle res-

tant (prOp. 26. 1 ) z doncïla droite KG est égalai
à la droite CL , etl’angle FKCeégalà l’angle FLC.

La droite. KLo sera double de la droite KCv
puisque la droite KC est égale a la droite CL.
Par la même raison la droite HK sera double de
la droite B K. De plus, puisqu’on adéinontré

que la droite BK est égale à la droite KC , que
la droite KL est double de la droite KG et. la .
droite H K double de la droite B Kyla droite H K
sera égale à-laidroite KL.:INous démontrerons

semblablement que chacune des droites CH ,
GM, MLeSt égale à l’une ou à l’autre des droites

HKi, K13 r donc. le pentagone GHKLM. est
équilatéralitJ e dis missi qu’il est équiangle ;r car

puisque l’angle FKC esL-égal à l’angle FBC ,

et? qu’on a démontré que l’angle lHKL est dou-

ble de l’angle FKC et l’angleKEM’dOuble aussi

de l’angle F DE , l’angle HKL sera égal à’li’anf

gale KL M. Neus démontreronspar une raison
semblable que chacun des angles .KHG , HGM
GMH est égal à l’un oùàl’autre des angles HKL,

KL’M : donc. les cinqrangles 63K, HKL, KLM ,
LMG; MGH sont égaux entr’e’ux: donc le pen-

tagone 63H KLM est éqùiangleî Nous avons dé-

montré qu’il est équilatéral, et il est circonscrit

au cercleABCDE; ce qu’il falloit faire.
4

,1
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son assuma,
,PROPOSIITION un;

P’ROBLÈMD.

Dans un pentagone équilatéral et équiangle ,

’ inscrire un cercle.
Soit ne DE (55.- n 17 ) le petitagone équi-

latéral et équiangle donné : il faut inscrire un

cercle dans le pentagone ABCDE.
Partagez chacun des angles BCD, CDE en deux

parties égales par les droites CF, DF (prop. 9’. I);

et du point F où les deux droites CF, DF se ren-
contrent , menez les droites FB , FA , FE. Puis-
que la droite B C est égale à la droite C D et que
la droite FC estrcomnumefles deux droites BC,
CF- sont égales aux deux droites DC, CF; mais
l’ le BCF esteégal à l’angle DGF : donclla.
hase BF estég’ale à, la base DF (pi-op; 4. 1)’;’

le triangle BFC est égal au triangle DGF et les
autres angles soutendent des côtés égaux
dans ces deux triangles sont égaux m’en:
(,prop. 4. I) : donc l’angle CBF sera égal à l’an-

gle CDF ;’ et puisque l’angle CDE est double

de l’angle CEF et que l’angle CDE est égal
à l’angle ABC et l’angle CDF égal à l’angle CBF,’

l’angle CBA sera double de l’angle CB F, et par

conséquent l’angle ADF sera égalàl’angle FBC :
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donc l’angle ABC est partagé en deux parties

égales par la droite BF. Nous démontrerons
semblablement que chacun des angles BAE,
AE D est partagé en deux parties égales par les

droites FA ,gF E. Actuellement du point F con-
duisez sur les droites AB, BC, CD, DE, EA
les perpendiculaires.FG,.FH, FK, FL, FM.
Puisque l’angle HCF est égal à l’angle, KCE et

que l’angle droit FHC estégal-a l’angle droit

FKC, les deux triangles FHC,FKC auront
deux angles égaux à deux angles, et. un côté,

égal à un côté; savoir , le côté commun F C qui

soutendr un des angles égaux : donc ces deux
triangles auront les autres côtés égaux aux autres

côtés (prop. 26. I) , et la perpendiculaire FH sera
égale à la perpendiculaire rit. On démontrera

semblablement que chacune des droites FL,
FM ,-FG est égale àl’une ou àl’autre des droites

F H, FK: doucies cinq droites FG., FH, FK,
FL , F M sont, égales entr’elles : donc si du
centre F et avec un intervalle égal à une des
droites FG, FH, FK, FL, FM ont décrit une
circonférence de cercle ,v cette circonférence

passera par les autres points et touchera les
droites AB , BC, CD, DE, EA, parce que les
angles sontdroitsenG, H, K,L, M; enefl’et, si
italien de les toucher, elle les coupoit, la per-



                                                                     

au: * Il L É M a N s ’
pendiculaire menée à l’extrémité d’un diamètre

entreroit dans le cercle; ce quia été démontré

absurde (prop. 16.5) ’: donc la ’circonférenc’e

décrite du centre F avec un intervalle égal à

une des droites FG, FH, , FM ne cou;
pera point les droites AB; B C , 0D , DE [El

adonc elle les toucherai. Décrivez la ’circon’fé-n

rence GHKLM; 1’ p
’ Donc on a inscrit une circonférence de cercle:

dans un pentagone équilatéral et équiangle; ce

qu’il falloit faire. I r 1 ’ ’ p’

PROPOSITION XIV... ,,
PROBLÈME. 4

Cirçonscn’re une circozférence de cercle à un I

g pentagone équilatéral et, équiangle donné.

Soit ABCDE (fig. i 18) un pentagone équi-’

latéral et équiangle : il faut à ce pentagone cir-

conscrire une circonférence de cercle. ’
Partagez en deux parties égales chacun des

angles BCD , CD’E par les droites CF, FD
(prop. 9. i ) , et du point F où ces droites se
rencontrent, menez aux points B , A , E les
droites F’B , FA, F E. Nous démontrerons ,
comme dans la proposition précédente , que L
chacun des angles CBA , BAE , AED est coupë’



                                                                     

D’EUCLIDE. :05
en deux parties égales par les droitesBF, FA, FE.
Puisque l’angle BC D est égal à l’angle CDE , et

que l’angle FCD est la moitié de l’angle BCD,

p et l’angleICDF la moitié de l’angle CDE, l’an-

gle FCD sera égal à l’angle FDC : donc le côté

F C est égal au côté FD (prop. 6. 1). On démon-

trera semblablement que chacune des droites
FB, FA, FE est égale à chacune des droites FC,

FD : donc les cinq droites FA, FB, FG, FD, FE.
sont égales entr’elles : donc la circonférence

décrite du point F et avec un intervalle égal à é A

une des droites FA, F B, FC , ’F D, FE passera
par les autres points et sera ’circOnscrite au
pentagone équilatéral et équiangle ABCDE.

Décrivez la circonférence ABCDE. -
’ P Doncune circonférenceïde cercle a été cir-

cOnscriteaun pentagone équilatéral et équian;

gle; ce qu’il falloitfalre. v
PROPOSITION xv.

PROBLÈME.

Inscrire dans un cercle donné un hexagone
’ t w" latéral et équiangle. ’ l-

Soit mener (fig. x 19) le mon donné : il.
faut dans be’c’ercle inscrire un hexagone équi-

. , latéral ét équiangle.

Menez le diamètre AD du cercle ABCDEF,
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prenez le centre G de ce cercle , et du centre D
avec l’intervalle DG décrivez la circonférence

EGC H (dem. 5 )1; menez les droites E G , C G ,
prolongez-les vers les points B , F, et menez
les droites AB, BC, CD, DE, EF, FA: je dis
que l’hexagone AB C DE F est équilatéral et
équiangle.

Puisque le point G est le centre du cercle
ABCDEF, la droite GE sera égale à-la droite G1).

De plus, puisque le point D est le centre du
cercle EGC H, la droite DE sera égale à la
droite DG; mais on a démontré que, la droite
GE est égaleàfla droite GD : donc la droite G E

est égale à la droite E D : donc le triangle EGD
est équilatéral : donc, ses trois angles EGD’,
GDxE , DEG sont égaux entr’eux ,,puisqt1e dans

les triangles isocèles les. angles a la baSe sont
égaux entr’eux (prop. 5. I );. mais les trois
angles d’untriangle sont égaux à deux droits
(prop.5a. I ) : donc” l’angle. EGD est le tiers 4

de deux angles droits. On démontrera sembla-
blement que l’angle DGC est le tiers dedeux
angles droits; donc , puisqu’une droite CG tom-
haut sur la droite EBrfait les angles de suite EGC ,
CGB égaux à deux droits (prop. 15. I) , l’angle

restant CGB sera le tiers de deux angles droits:
donc les angles EGD, DG-C, CGB sont égaux ’

4
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.emr’eux; mais les angles BGA, AGF, FGE
sont égaux aux angles ÈGD, DGC , CGB,
parce que ces angles sont opposés par le sommet

(prop;15. I) : donc ’lessix angles ECD, DGC,
CGB, BCA, AGF, FGE sont égaux entr’eux;
mais des angles égaux s’appuient sur des arcs

égaux (prop. 26. 5) : donc les six arcs AB, BC,
CD, DE , EF, FA sont égaux entr’eux; mais des

arcs égaux sont soutendus par des cordes égales

( prop. 29. 5) : donc les six cordes sont égales
entr’elles : donc l’hexagone ABC DEF est
latéral. Je dis qu’il est équiangle , car puisque

l’arc AF est égal à l’arc ED, si nous leur ajou-

tons à chacun l’arc ABCD , l’arc total FAB C D

sera égal à l’arc total EDCB A : donc , puisque
l’angle FEÏ) s’appuie sur l’arc FABCD et que

l’angle AFE s’appuie sur l’arc EDCBA, l’an-

gle AFE est égal à l’angle DEF (prop. 27.3

On démontrera semblablement que les autres
angles de l’hexagone .AB C D E F sont égaux

chacun à l’un ou à l’autre des angles AF E ,

F-E D : donc l’hexagone ABC D E F est équian-
gle. Mais-on a démontré qu’il est équilatéral ,.et

il est inscrit le cercle ABCDEF.
Donc on a inscrit un hexagone équilatéral et

équiangle dans un cercle donné; ce qu’il ffioit
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COROLLAIRE.
Il suit manifestement de là que le côté de

l’hexagone est égal au demi-diamètre du cercle.

SiparlespointsA,B, C, D, E, F nous me-
nons des tangentes au cercle , on circonscrira
à ce cercle un hexagone équilatéral et équian-

gle , en suivant la méthode que nous avons
donnée pour le pentagone; c’est aussi de la
même manière que nous inscrirons et que nous!
circonscrirons une circonférence de cercle à
un hexagone donné.

PROPOSITION XVI.
rnonnfima.

Inscrire dans un cercle donné un quindécagone

équilatéral et équiangle. l

Soit ABCD (fig. me) le cercle donné : il,
faut dans ce cercle inscrire un quindécagone

équilatéral et équiangle. » z
Inscrivez dans le cercle ABCD le côté AC

d’un triangle équilatéral et le côté AB d’un pen-

tagone équilatéral. Puisque la circonférence en:

fière ABCD doit être partagée en quinze parties

égales , l’arc ABC est la troisième partie de
la circonférence en contiendra cinq, et l’arc AB.

qui est le cinquième de la Circonférence encon-
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tiendra trois : donc l’arc restant BC en con-
tiendra deux. Partagez l’arc restant BC en deux
parties égales au point E (prop. 5o. 5) , chacun
des arcs BE , EC sera la quinzième partie de
la circonférence du cercle ABC D : donc si l’on

porte une des droites BE, EC sur la circonférencs
ABCD autant de fois qu’on le pourra (prop. 1 . 4),
on aura un quindécagone équilatéral et équian-

gle qui sera inscrit dans cette circonférence;

ce qu’il falloit faire. .
En suivant la méthode que nous avons donnée

pour le pentagone , si par les points de division
d’un cercle on conduit des tangentes à ce cern

cle , on circonscrira à ce cercle un quindéca-
gone équilatéral et équiangle. En suivant la
même méthode, nous inscrirons et nous cir-
conscrirons une circonférence de cercle à un
quindécagone équilatéral et équiangle donné. 1

un nu quartidi!!! LIVRE.
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LIVRE VI.

l,DÉFINIT10Na

r. L E s figures rectilignes semblables sont
celles dont les angles sont égaux chacun à
chacun et dont les côtés placés autour des angles

égaux sont pmportionnels. ’
I v2. Les figures sont réciproques lorsque les
antécédens et les conséquens des raisons se
trouvent dans l’une et l’autre figure.

5. Une droite est dite coupée en extrême et
moyenne raison lorsque la droite totale est au
plus grand segment comme le plus grand seg-
ment est au plus petit.

4. La hauteur d’une figure est une perpen-
diculaire menée de son sommet sur sa hase.

5. On dit qu’une raison est composée de rai-

sons lorsque les quantités des raisons ’multi-
pliées entr’elles produisent la quantité de cette

* raison.
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PROPOSITION PREMIÈRE.

T n 1’: o a È M z.

Les triangles et les parallélogrammes qui ont
la même hauteur sont enlr’euæ comme leurs

bases.

Soient les triangles ABC , ACD (fig. 121)
et les parallélogrammes EC , C F qui ont la
même hauteur , savoir , la perpendiculaire me-
née du point A sur la droite BD : je dis que le
triangle ABC est au triangle ACD et que le
parallélogramme EC est au parallélogramme C F

I comme la base BC est à la base CD.
Prolongez la droite B D de part et d’autre

vers les points H , L , et faites les droites BG , GH

égales chacune à la hase BC; faites aussi les
droites DK, KL égales chacune à la hase CD,
et menez les droites AG, AH, AK, AL.

Puisque les droites CB , BG , GH sont égales
entr’elles , les triangles AGH , AGB; ABC seront

égaux entr’eux (prop. 58. I) : donc le triangle

AHC contient le triangle ABC autant de fois
que la base HG contient la base BG. Par la même
raison le triangle ALC contient le triangle ACB
autant de fois que la hase LC contient la base CD.
Si la base HG est égale a la base CL, le triangle

. O
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AHC sera’égal au triangle ABC (prop. 58. 1);

si la base HC surpasse la base CL, le triangle
i AHC surpassera le triangle ALC , et si cette

base est plus petite le triangle sera plus petit.
Ayant donc quatre quantités , savoir , les deux
bases BC , CD et les deux triangles ABC , ’ACD ,

on a pris des équimultiples de la base BC et du
triangle’ABC , ’saVoir , lagbase HC et le trian-

gle AHC; on a pris aussi d’autres équimultiples

de laliase CD et du triangle. ACD,,’.savoir, la
base L et le triangle ALC ; et l’on adémontré

. que si la base, HG surpasse la baseCL, le trian-
gle AHC surpassera le triangle ALC; que si la
hase HC est égale à la base CL , le triangle AHC

sera Égal au triangle ALC , et que si la base HG
est plus petite que la hase C L, le triangle AHC’

sera plus petit que le triangle ALC : donc le
triangle ABC est auÎ triangle AC Dr comme la
base BC et la baseJCD (:déf.’5.’.5 . a.
. Puisque le parallélogramme” E0 est double
du triangle ABC , que le-parallélogramme FC
est double aussiadujrian’gleAClM prop. 41 . 1),
et à cause quclesîparties ont-entr’elles la, même i

raison que leurs’équimultiples (prop. 15’. , le

parallélogramme EG,.sera Sun parallélogramme"
FC comme le nianglaABC est un, triangle ACB :
dOnC puisqu’au andémoutrétque le triangle ABC

i 1
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est au triangle ACD comme la hase BC est à la
base CD; et à cause que le parallélogramme. EC

est au parallélogramme FC comme le triangle
ABC est au triangle ACB, le parallélogramme
E8 sera au parallélogramme F C comme la base

BC est à la base CD (prop.11.
Donc les triangles et les parallélogrammés

qui ont la même hautelir sont entr’eux comme
leurs bases; ce qu’il falloit’démoutrer.

.. Mm -. l’un-î ’,JmP-R 0.9.05 I T 1 0 N :11...
, I

Y ratio-n’am’i...’ il

r. a. 1;.).;.l. . ..Si 1’901 conduit une dmitejqni soit parallèle-à un

’ des côtészd’un triangle, ,cette droite coupera

proportionnellement les côtés de ce triangle ;,et

si (leur côtés d’un triangle sont coupés propor-

tttionluellement, ladmùmquæ’ joindra les sections

sera parallèle altfiâïéwesçant du triangle; l ,

Que l’on mène laidr’oite DE (fig. 122) de
manière qu’elle soit mené-1è amn- d’escôte’s du

triangle ABC : je disque CEest à EA comme

BD est): DA. Ï v ’ i i’
l ’M’enez les droites BË , C D.

Le triangle Bonnes égal au triangle CDE "
(prop. 57. 1) , parce qu’ils ont la même hase et

qu’ils sont campas entre les mêmes parallèles.

a
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Mais deux quantités, égales ont la même raison

avec une même quantité ( prop. 7. 5) : donc le

triangle CDE est au triangle ADE comme le
triangle B D E est au triangle ADE. Mais le
triangle BDE est au triangle ADE comme 12D
està DA : car ces deux triangles , qui ont-la même

hauteur , savOir, la perpendiculaire menée du
point E sur la base AB , sont entr’eux comme
leurs bases (prop.; .6).I.Par la même raison’le

triangle CDE est au triangle ADE comme CE
est à EA : donc BD est-Ïà’DA comme CE est

àEA(PP0P.IIA.5)-. ., , ,
Si les côtés AB , ’ÂC du triangle ABC sont

coupés’proportionnellement aux points D592 de

, manière-que BD soità DA comme CEest à EA ,
et si l’on mène la droite DE : je dis que la droite
DE est parallèle à la droite’BC.

Faites) «la -mêmebçoâstmction. Puisque YB D
est a DA comme CEtes’tiïi’EiA , que BAD est à-DA

comme le triangleiBDEest au triangleADE
(prop. .1. 6).,et. est à EA,ÇQI,DV.ID;Çq le
triangleACDE est au triangle ABE; le triangle
BDE sera au triangle ADE comme le triangle
CDE est au triangle .ADAE, (prop.,u 11 . 5);-donc

j chacun triangles BDE, CDE :a même
raison avec laminais. A, 11E î. dons. il? triangle
BDE, est égal. au trianslszçDE (FOR: a: :5) ,
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et ils ont la même base. Mais des triangles égaux

et construits sur la même base sont compris
entre les mêmes parallèles ( prop. 59. 1) : donc
la droite DE est parallèle la droite BC.

Donc si l’on conduit une droite qui soit pa-
rallèle à un des côtés d’un triangle , cette droite

coupera proportionnellement les côtés de ce
triangle; et si les côtés d’un triangle sont coupés

proportionnellement, la droite qui joindra les
sections sera parallèle au côté restant de ce
triangle; ce qu’il fallôit démontrer.

PROPOSITION 1.11. v
THÉORÈME...

Si un angle d’un triangle est partagé en «leur par-

ties égales, et si la droite quipartagc cet angle
coupe la base , les segmens de la base auront
la même raison que les autres côtés de ce trian-

gle; et si,les segmens de la base ont la même -
raison que les autres côtés du triangle, la droite

qui est menée du sommet à la section partagera
. l’angle de ce triangle en Jeux parties égales.

Soit le triangle ABC (fig. 125 ) , que l’an-
gle BAC soit partagé en deux parties égales par

la droite AD : je dis que BD est à DC comme
8A est à AC.

5
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Par le point C menez la.droite CE parallèle

à la droite DA (prop. 5 I . 1); prolongez la droite
BA jusqu’à ce qu’elle rencontrera la droite CE

au point E. l .Puisque la droite AC tombe sur les parallèles
AD , EC , l’angle ACE sera égal à l’angle CAD

( prop. 29. 1 ); mais l’angle CAD est supposé
égal à l’angle BAD : donc l’angle BAD sera égal

à l’angle ACE. De plus , puisque la droite BAE
tombe sur les parallèles AD, EC, l’angle exté-

rieur B A D est égal à l’angle intérieur AE C

(prop. 29. 1.). Mais on a démontré que l’angle
AC E est égal à l’angle BAD : donc l’angle ACE

sera égal à l’angle AEC : donc le côté AE sera

égal au côté AC Ç prop. 6. 1 Puisque la droite

A D est parallèle à un des côtés du triangle BCE,

savoir , au côté EC, la droite B D sera à la droite

DC comme la droite BA est. à la droite AE
(prop. 2. 6). Mais la droite AE est égale à la
droite AC : donc la.droite BD est à la droite
DC comme la droite BA est à la droite AC

(prop.7.5)." .SuppoSons à présent que la.droite BD soit à.

la droite DC comme la droite BA est à la droite
AC ; menez la droite AD : je dis que l’angle
BAC est partagé en deux parties égales par la

droite AD. A »
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Faites la même construction. Puisque BD

p est à DC comme BA est à AC, et que BD est
à DC comme BA est à AE (prop. 2.6), car
la droite AD est parallèle à un des côtés du
triangle BCE, savoir, au côté EG, il est évi-
dent quc BA sera à AC comme BA est à AE :
donc la droite AC est égale à la droite AE
( prop. 9. 5) : donc l’angle AEC est égal à l’an-

gle ACE (prOp. 5. 1 );’ mais l’angle AEC est
égal à l’angle extérieur B AD ( prop. 2,9. 1), et

l’angle ACE égal à l’angle alterne CAD :donc

l’angle BAD sera égal à l’angle CAD : donc

l’angle BAC.est partagé en deux parties égales

par la droite AD. ,Donc si un angle d’un triangle est partagé en-

deux parties égales, et si la droite qui partage
cet angle coupe la base, les segmens de la base j

’ auront la même miaou que les autres côtés de

ce triangle; et si les segmens de la base ont la
même raison que les autres côtés du triangle ,
la droite qui est menée du sommetà la section
de la base partage l’angle de ce triangle en deux
parties égales; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION IV.
THÉORÈME.

Dans les triangles équiangles, les côtés qui sont

autour des angles égaux sont proportionnels ,-
et on appelle côtés homologues ceux qui sou-
tendent des angles égaux.

Soient les triangles équiangles ABC, DCE
( fig. 124) dont l’angle ABC soit égal à l’angle

DCE, l’angle ACB égal à l’angle DEC , et l’an-

gle BAC égal à l’angle CDE : je. dis que dans

les deux triangles AB C, DC E, les côtés qui sont

autour des angles égaux sont proportionnels ,
et que les côtés qui soutendent des angles égaux

sont homologues.
Placez le côté BC dans la direction de CE;

Puisque les angles ABC , ACB sont moindres
que deux angles droits (prop. I7. I),’ et que
l’angle ACB est égal à l’angle DEC , lesangles

ABC , DEC seront plus petits que deux angles
droits : donc les deux droites BA, ED étant
prolongées , se rencontreront entr’ elles (ax. 1 1) ;p

et supposons qu’elles se rencontrent au point F.
Puisque l’angle DCE est égal à l’angle ABC,

la droite DC sera parallèle à la droite B F
( prop. 28. 1 De plus , puisque l’angle ACB
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est égal à l’angle DEC , la droite AC sera pa-

rallèle à la droite FE. Donc la figure FAC D est

un parallélogramme : donc la droite FA est g
égale à la droite FD et la droite AC égale à la
droite FD ( prop. 54. 1); et puisqu’un des côtés

du triangle FBE , savoir, le côté AC est paral-
lèle au côté FE , le côté BA sera au côté AF

comme le côté BC est au côté CE (prop. 2.6).

Mais la droite AF est égale à la droite C D : donc

BA est à CD comme BC est à CE (prop. 7.5),
et, en alternant, AB est à BC comme CD est à
CE ( prop. 16. 5). De plus , puisque la droite
CD est parallèle à la droite BE , la droite BC
sera à la droite CE connue la droite FD est à
la droite DE; Mais la droite DF est égale à la
droite AC : donc BC est à CE comme AC est
à ED, et en alternant, BC est à CA comme CE
est à ED; mais puisqu’on a démontré que AB

est à BC comme DC est à CE, et que BC est à
CA comme CE est à ED, la droite BA sera à
la droite AC comme C D est à DE (prop. 22.5).

Donc dans les triangles équiangles les côtés

qui sont autour des angles égaux sont prOpor-
tionnels, et les côtés qui soutendent des angles
égaux sont homologues ; ce qu’il falloit dé-

montrer.
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î

PROPOSITION v.
THÉORÈME.

Si Jeux triangles ont leurs côtés proportionnels,
ces deux triangles seront équiangles, et les an-
gles soutendus par les côtés homologues seront
égaux.

Soient deux triangles ABC , DEF (fig. 125)
dont les côtés soient proportionnels , de ma-
nière que AB soit à BC comme DE est à EF,
que BC soit à CA comme EF est à FD et que
BA soità AC comme ED est à DF : je dis que
les triangles ABC, DEF sont équiangles et’que

les anglestsoutendu’s par les côtés homologues
sont égaux , savoir, l’angle ABC égal à l’angle

DEF, l’angle BCA égal à l’angle EFD, et enfin

l’angle BAC égal à l’angle EDF.

Construisez sur la droite EF et aux, points
E , F l’angle FEG égal à l’angle ABC et l’an-

gle EFG égal à l’angle BCA (prop. 25. r ;’le7

troisième angle BAC sera égal au :troisièmc

angle EGF (prop. 52. I) : donclestriangles
ABC, EGF sont équiangles : donc dans les deux
triangles ABC , EGF, les côtés qui sontautour
des angles égaux sont proportionnels et les côtés-

qui soutendent les angles égaux sont homologues
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(prop. 4. 6) : donc AB est à BC comme GE
est à EF; mais AB est à BC Comme DE est à
EF : donc DE est à EF comme GE est à EF
( prop. I 1 . 5) : donc l’une et l’autre des droites

DE , GE ont la même raison avec la droite EF :
donc la droite D E est égale à la droite G E
( prop. g. 5). La droite DF sera égale à la droite

GF , par la même raison. Donc, puisque la droite
EG est égale à la droite DE , et que la droite
EF est commune , lesrdeux droites DE, EF sont
égales aux deux droites GE, EF; mais la base
DF est égale à la base GF : donc l’angle DEF est

égal à l’angle GEF (prop. 8. 1) ; donc le triangle

DEF est égal au triangle GEF et les autres angles
qui sont soutendus par les côtés égaux sont en-
core égaux :I donc l’angle DFE est égal à l’angle

GFE et l’angle EDF égal à l’angle EGF. Puisque

DE F eSt égal à l’angle GEF et que l’angle GE F

est égalai l’anglezAzBG,’par Construction , l’an-

gle ABC sera égal Mange DEF. Par la même
raisonïl’angle ACB s’erafégal à l’angle DFE ot-

l’angleA égal à l’angle Dt t donc les triangles-t

ABC , DEF sont’équiangles." t :L è .
Donc si deux triangles ont, leurs côtés pre-r.

portionnels , ces deux trianglesseront équin.-
gles , et les angles ’SOutendus par les côtés homos-n,

logues seront égaux; ce qu’il falloit, démontrera
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PROPOSITION v1.
’THÉOREME.

Si (leur triangles ont un angle égal à un angle, et

si les côtés qui sont autour des angles égaux

sont proportionnels, ces Jeux triangles seront
équiangles et les angles soutendus par les côtés

homologues seront égaux. "
Soient les deux triangles ABC , DE F

( fig. 126), ayant un angle BAC égal à un angle
, E D F, et ayant de plus les côtés sont autour

des angles égaux prOportionnels entr’eux, de-

manière que BA soit à AC comme ED est à
DF : je dis que les triangles ABC , DEF sont
équiangles et que l’angle ABC est égal à l’angle

DEF et l’angle ACB égal à l’angle DFE.

Sur la droite DF et. aux points D , F acons-
truisez l’angle FDG égal à l’un ou à l’autredes

angles BAC, EDF et l’angle DFG égal à l’an-

gle ACB ( prOp. 25; L’angle restant B sera
égal à l’angle restantG (prop. 52. I ) : donc les

triangles ABC , DGF sont équiangles :"ddnc BA

est à AC comme GD est à DF (prop.’4. 6);
mais onsnppose que BA est à AC comme ED
est à DF z donc ED est à DF-comme-GPD est
à DE (prop. I l. 5) : donc le côté ’ED est égal-
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au côté DG (prop. 9. 5); mais le côté DF est

commun : donc les deux droites ED, DF sont
égales aux deux droites GD, DF; mais l’angle
EDF est égal à l’angle GDF :doncla hase EF est

égale à la base FG (prOp. 4. I); donc le triangle
D E’F égal au triangle GDF et les autres angles

qui sont soutendus par les côtés égaux sont en-
core égaux : donc l’angle DF G est égal à l’angle

’ DFE et l’angle G égal à l’angle E. Mais l’angle

DFG est égal à l’angle ACB, par,construction:

(lône l’angle AC B est égal à DFE; mais l’angle

’ BAC est supposé égal à l’angle E DF t: donc

l’anglè.restant B [est égal à l’angle restant E

( prop.;ôn. l :doncâles deux triangles ABC,

’DEF sont équiangles. - .
Donc si deux triangles ont un angle égal à

un angle, et si les côtés’qui sontautourdes
angles ; égaux sont proportionnels , ces deux
triangles seront équiangles , et les anglessou-

4enduspar les côtés homologues seront égaux;

ce qu’il falloir démontrer. ’ t ’

’ tu.
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PROPOSITION VIL”

IT n E o R la M a.

À ’ t l, à F -Si (leur triangles ont unangle égal à unyazngle,
si les côtés placés autour de (leur autres angle;

V . ’ ’ï 2’ ’ l ’l * «
sont proportionnels entr’eur, et si chacun des

angles restans est en même tems ou plus petit

, g . , . ” ’ou n est pas plus petitiqu un angleîdîrpit ,vilfels

triangles seront cquîiangles et les angles!)
cens aux côtés proportionnels, seront égaux. ,

t e .* w ; unSoient les deux triangles ABC, DEF (fig; t 27”)
ayant un angle égal à un angle , savoir , cil-angle
BAC égal a l’angle EDlFœt’les côtés’qui sont

autour de deux autres angles ABC , DEFpéOpor-
tionnels entr’eux , de manièretque DE soitvà EF
comme AB est à BC ,’et-q11erlcl1acun d’essieux

autres angles ACB ,DFE soit plus petit’qu’nn

angle droit z je dis que les triangles ABC,;BEF
sont équiangles, que liturgie ABCeÉte’æln àïl’anF

gle DEF, et l’angle ACB égalé: lîægle DFE; r

Car si l’angle ABC n’est pas égal à l’angle

DEF, l’un d’eux sera plus grand. Que l’angle

ABC soit le plus grand. Construisez sur la droite
AB et au point B un angle AB G égal à l’angle

DEF (prop.25.1). a .’ Puisque l’angle A est égal à l’angle D et l’an-

K

fi-
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gle ABG égal à l’angle DEF, l’angle AGB sera

égal à l’angle DFE ( prop. 52 . 1) : donc les triam

gles ABG, DEF sont équiangles : donc AB est
à BG comme DE est à EF (prop.4.6); mais
par Supposition DE est à EF comme AB est
à BC : donc AB est à BC comme AB est à BG
(prOp. 1 I . 5) : donc la droite AB a la même
raison avec chacune des droites B C , BG : donc
la droite BC sera égale à la droite BG et par
conséquent l’angle BGC est égal àl’angle BCG

( prop. 5. 1) ; mais on a supposé Quel’angle C
est plus petit qu’un angle duoit 5 .doncl’augle

BGC est plus petit qu’un angle droit et par con-
séqqent l’angle. de suite AGB est, plus; grand.

qu’un angle droit (prop. 15. 1 ); maison a dé-
mon é que l’angleAGB est égal à l’angle F a

donc l’angle F est plus grand qu’un angle riroit;

mais on a supposé qu’ilkétoit plus peut, qu’un

angledroit, ce qui est absurde : donc lesangles
ABC, DEF ne sont pas inégaux : donc ils sont
égaux ; mais l’angle Aœst égalât l’angle D ’: donc

l’angle C est égal à l’angle F : donc les triangles

ABC , DEF sont égaux.
Supposons à présent que l’un, et l’autre des

angles C, F n’est pas plus petit qu’un angle droit :

je dis encore que les triangles ABC , DEF sont
équiangles.
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Ayant fait la même construction, nous dé-

montrerons semblablement que le côté 13C est
égal au côté BG et l’angle C égala l’angle BGC;

mais l’angle C n’est pas plus petit qu’un angle

droit : donc l’angle BGC n’es: pas plus petit

qu’un angle droit : donc deux angles du trian-
gle BGC ne sont pas plus petits que deux angles
droits, ce qui est impossible ( prop. 17. I) : donc
les angles ABC , DEF ne sont pas inégaux:
donc ils sont égaux; mais l’angle A est égal à.
l’angle D : donc l’angle C est égal à l’angle F

(prop. 52. Il) : donc les triangles ABC, DEF
sont équiangles.

Donc si deux triangles ont un angle égal à un U

angle , si les côtés placés autour de deux autres

angles sont proportionnels éntr’eux , et si cha-

cun des angles restans est en même tems plus
petit ou n’est pas plus petit qu’un angle droit,

les triangles seront équiangles et les angles adja- I
cens aux côtés proportionnels seront égaux;
ce qu’il falloit démontrer. ’



                                                                     

D’EUCLIDE. 225
PROPOSITION VIII.’

THÉORÈME;

Si dans un triangle rectangle on conduit une
perpendiculaire de l’angle droit sur la base, le:

triangles placés autour de la perpendiculaire
sont semblables au triangle total et semblable:

entr’euæ. ’
Soit le triangle rectangle ABC ( fig. 128) dont

l’angle BAC est droit; du point A conduisez la

perpendiculaire AD sur la base BC :je dis que
les triangles AB D , A D C sont semblables au
triangle total ABC et semblables entr’eux.

Car puisque l’angle BAC est égal à l’angle

ADB , étant droits l’un et l’autre, et que l’angle

B est commun aux deux triangles ABC , ABD7
l’angle restant ACB sera égal à l’angle restant

BAD (prop. 52. 1) : donc les deux triangles
ABC, ABD sont équiangles : donc le côté BC

qui soutend l’angle droit du triangle ABC , est
au côté BA soutend l’angle droit du triangle

ABD comme le côté AB soutend l’angle C
du triangle ABC , est au côté BD qui soutend un
angle égal à l’angle C , c’est-à-dire l’angle B A D

du triangle ABD, et enfin comme le côté AC
est au côté AD soutend un angle B commun

P
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à ces deux triangles : donc les triangles AB C ,
ABD sont équiangles, et les côtés placés autOnr

à des angles égaux sont prop0rtionnels entre
eux (prOp.4. 6) : donc le triangle ABC est sem- ’
blable au triangle ABD (défi I . 6). Nous dé-
montrerons que de même legtriangle ADC est

semblable au triangle : donc chacun des.
(triangles ABD, ADC est semblable, au triangle

total ABC. . àt "l’edis de plus les triangles ABD, ADC
sont’semblables entr’eux.’ a ’ .

"afin: puisque l’angle’tdr’oit BDA est égal à

l’angle droit ADC , et à causé qu’il a été dé-

montré’que l’angle BAD: est égal à l’angle C ,

l’angle restant B sera légal à l’angle’restant DAC

(prop.’52”. 1’) : donc les deux triangles ABD,

ADC sont équiangles : denc le côté BD du
triangle ABD, qui soutend l’angle BAD est au

côté DA du’triangle" ADC, qui soutend l’angle

C égal à l’angle: BAD,. connue le côté AD du

triangle ABD qui soutend l’angle B est au côté

DG du triangle ADC soutend l’angle DAC
(égal à l’angleB , et Comme le côté BA qui sou-

tend l’angle’droit ADB est’au côté AC qui sou-

tend l’angle droit ADC ( prop. 4. 6) : donc le
triangle ABD est semblable au triangle ADC

(déf.r.6). ’ 4 s-
X
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Donc si dans un triangle rectangle , on con-

duit une perpendiculaire de l’angle droit sur la
base , les triangles placés autour de la perpen-
diculaire sont semblables au triangle total et
semblables entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

I CO’RQLLAIRE.
’Il suit de là que ,i dans un triangle rectangle

la perpendiculaire conduite del’angle droit sur
la, base, est moyenne proportionnelle entre les
segmens de la base, et que chaque côté de l’angle

droit est moyen proportionnel entrela base et

le segment qui lui est contigu. i
PROPOSITIOÈ 1X.

’ .P n o a L Ê si E,

D’une droite ’ retrancher A une partie
Il demandée.

Soit AB 12:9) la droite donnée: il .faut
de la droite AB retrancher une :partie;deuiandée. Ï

Que’la partie demandée sqjt- le. tiers de cette

droite ç du lpoint .A.c0ndtlisez’ une droite quell-

conque AC qui fasse avec la droite ABïun angle

quelconque; prenez sur la droite AC un point
quelconque D; parfaites les droites. DE ,- EC
égalesÏchacune a. droite AD prop. 5. I j;
conduisez ensuiteilg droite,B et, parle (point

2
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conduisez la droite DF parallèle à la droite B C

(prop.51. I). -Puisqu’on a conduit la droite FD parallèle à

un des côtés du triangle ABC , savoir, au côté

BC , la droite CD sera à la droite DA comme
la droite BF est à la droite FA (prop. a. 6); va
.mais la droite C D est double de la droite DA:

, (donc la droite ’BF est double de la droite FA:
donc la droite BA est double de la droite A F.

I Donc on a retranché de la droite donnée AB
sa troisième partie demandée; ce qu’il falloit

faire. .lPROPOSITIQN X.
r a o in L à M a.

Partager une droite donnée qui n’est point par-
tagée de la niâmenzanière qu’une autre droite

donnée est partagée.

t r-Séit4A’B I 50) la droite donnée n’est

point partagéetet AG,-la droite donnée qui est
partagée: il Tant partager la droite AB qui n’est

pas partagée de la même manière que la droite

AC est partagée. ’ I 7
Que la droiteIAC soit partagée aux points

D , E , et que les droites AC ,’AB soient placées

de manière qu’elles comprennent un angle
quelconque; Conduisez la dione BC , et par les
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points D, E , conduisez les droites DF, EG
parallèles à la droite BC ( prop. 51 . 1 ), et par
le point D conduisez la droite DHK parallèle
à la droite AB.

Les figures FH , HB sont des parallélo-
grammes , et par conséquent la droite DH est
égale à la droite FG et la droite HK égale à la
droite GB (pl-op. 54. 1); et puisqu’on a conduit

A la droite HE parallèle à un des côtés du triangle

DKC , savoir, au côté KG , la droite CE sera à

la droite ED comme la droite KH est à la droite
HD ( prop. a . 6); mais puisque la droite KH est
égale à la droite BG et que la droite HD est
égale à la droite GF, la droite C E est à la droite

ED comme la droite B G est à la droite G F, De
plus , puisqu’on a conduit la droite FD parallèle

à un des côtés du triangle AGE , savoir au côté

EG, la droite ED sera ià la droite DA comme
la droite GF est à la droite FA. Mais on a dé-
montré que la droite CE est à la droite ED
comme la droite BG est à la droite GF : donc la.
droite CE est à la droite ED comme la droiteBG
est à la droite GF, et la droite ED est à la droite
DA comme la droite GF est à la droite FA.

Donc la droite donnée AB, qui n’est parm-
gée, a été partagée de la même manière que

la droite donnée AC; ce qu’il falloit faire-
5
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PRÇPOSITION XI.
PÏtOBLÈME.

Deux droites étant données , trouver une troisième

proportionnelle.

Soient AB, AC (fig. 151) les deux droites:
données; placez-les de’manière qu’elles oom-

prennent un angle quelconque: il faut trouver
’ une troisième proportionnelle aux droites AB ,

AC.
Prolongez les droites Ali, AC vers les points

D , E; faites la droite BD égale à la droite AC;

menez la droite BC, et par le point D menez la
droite DE parallèle à la droite BC (prop. 5 l . I ).

- Puisque la droite DG est parallèle à un des,
côtés du trianglel ADE , savoir au côté DE , la

droite AB sera à la droite BD comme la droite
IAC est à la droite CE (prop.2.6); mais la
droite BD est égale à la droite AC z donc la
droite AB est à la droite AC comme la droite

AC est à la droite CE. I
Donc les deux droites A8, AC rayant été don-

nées, on a trouvé une troisième proportion-
nelle CE; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XIAI-
PROBLÈME...

Trois droites étant données, trouver une qua-
i trième proportionnelle.

n Soient A,.B, C ( fig. 152) les trois droites
données , il faut trouver une quatrième propor-

tionnelle aux trois droites A , B , C.
Menez les deux droites DE, DF, compre-

nant un angle quelconque EDF ; faites la droite
ne égale à la droite A, la droite en égale à la

droite B et la droite DH égale à la droite C.
Menez la droite GH, et par le point E menez
la droite EF parallèle à la droite GH.
A Puisque la droite GH est parallèle à un des.

côtés du triangle DEFJI savoir au côté EF , la

droite DG sera à la droite GE comme la droite.
DH est à la droite HF (prop. 2.6). Mais la
droite DG est égale à la droite A ? la droite CE!
égale à la droite B , et la droite DH égale à la

droite C : donc la droite A est à la droite. B
comme la droite C est à la droite HF.

Donc trois droites A , B , C étant données, on

a trouvé une quatrième proportionnelle HF; ce
qu’il falloit faire.

La
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PROPOSITION XIII.

PROBLÈME.

Deux droites étant données, trouver une moyenne

proportionnelle.

Soient AB, BC (fig. 155) les deux droites
données; il faut trouver une moyenne propor-
tionnelle entre ces deux droites.

Placez ces deux droites dans la même direc-
tion , et sur la droite AC décrivez le demi-cercle
A DC , du point B élevez la perpendiculaire AC

et menez les droites AD, DC (prop. 11. 1).
l Puisque l’angle ADC est dans un demi-cercle,

cet angle est droit (prop. 51. 5); et puisque
dans le triangle rectangle ADC on a conduit de
l’angle droit la droite DE perpendiculaire sur la

base , la drOite DE sera moyenne proportion-
nelle entre les segmens de la base AB, B C

(corroi. 8. 6 .Donc les deux droites A B , B C ayant été
données , on a trouvé une moyenne propor-
tionnelle DB; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XIV.
PROBLÈME.

Si deux parallélogrammes égaux ont un angle
égal à un angle, les côtés qui sont placés autour

des angles égaux sont réciproquement propor-

tionnels ,- et si deux parallélogrammes ont un
angle égal à un angle, et si les côtés qui sont

placés autour des angles égaux sont récipro-

quement proportionnels, ces deux parallélo-
grammes sont égaux entr’ eux.

Soient AB , BC (fig. 154) deux parallélo-
gramr’nes égaux , ayant deux angles égaux en B.

Placez la droite BE dans la direction de DE;
la droite BG sera dans la direction de FB
( prop. 14. 1) : je dis que les côtés des parallé-

logrammes AB, BC qui sont placés auteur des
angles égaux sont réciproquement proportion-
nels, c’est-à-dire que DE est à B E comme GIS

est à BF.
Achevez leparallélogramme FE.
Puisque le parallélogramme AB est égal au

parallélogramme BC et que EF est un troisième

parallélogramme, AB serait FE comme BC est
à FE (prop. 7. 5); mais AB est à FE comme
DB est à BE (prop. 1.6); ct BC est à FE



                                                                     

254 ”ÉLÉ1tIENS
comme GB est à BF : donc DE est à BF. comme
GB est à BF (prop. 1 1 . 5): donc les côtés des

parallélogrammes AB, BC qui sont autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-

nels. * ’Supposons a présent que les côtés qui v sont

autour des angles égaux soient réciproquement
proportionnels, c’est-à-dire que DE soit à BE

comme GB est à BF : je dis que le parallélo-
gramme AB est égal au parallélogramme BC.

Puisque DE est à BE comme GE est à EF-
que DE est à EE comme le parallélogramme
AE est au parallélogramme FE (prop. 1 . 6),. et
que GB est à BF comme le parallélogramme-
BC est au parallélogramme FE, AB sera à FE
comme BC est à FE (prop. 1 1 .5) : donc le pa--
rallélogramme AB est égal au parallélogramme

13C (prop. 9. 5). sDonc si deux parallélogrammes égaux ont un?

angle. égal à un.angle , les côtés qui sont autour

des angles égaux sont réciproquement propor-

tionnels; et si deux parallélogrammes ont un
anglevégal à un angle , et si les côtés qui sont

autour des angles: égaux sont réciproquement
proportionnels , ces deux parallélogrammes sont
égaux; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION KV.

THÉORÈME.

- Si deux triangles égaux ont un angle égal à un
angle, les côtés placés autour des angles égaux

. sont réciproquement proportionnels; et si deux

triangles ont un angle égal à un angle, et si
les côtés placés autour de ces angles égaux sont

réciproquement proportionnels, ces deux trian-
gles sont égaux-entrent.

Soient ABC , ADE (fig. 155) des triangles
égaux , ayant un angle égal à un angle, savoir,
l’angle BAC égal à l’angle DAE : je dis que les

côtés des triangles ABC, ADE placés autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels entr’eux , c’est-à-dire que CA est à A D

comme EA est à AB. ’
Placez ces triangles de manière que la droite

CA soit dans la direction de la droitè AD; la
droite EA sera dans la direction de laldroite AB
(pr0p. 14. 1 Menez la droite BD.

Puisque le triangle ABC est égal au triangle
ADE et que ABD est un autre triangle , le trian-
gle CAB sera au triangle BAD comme le trian- ’
gle ADE est au triangle BAD ( prop. 7. 5) à mais

’ le triangle C AB est au triangle B AD comme C A

est à AD (prop. 1. 6), et le triangle EAD est
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est à AD comme EA est à AB (prop. 11. 5):
donc les côtés des triangles ABC, ADE , qui
sont autour des angles égaux, sont réciproque-

ment proportionnels. l
Supposons à présent que les côtés des trian-

gles ABC, ADE soient réciproquement pro-
portionnels , c’est-à-dire que C A soit à AD
comme EA est à AB : je dis que le triangle ABC
’est égal au triangle ADE. MenezB D.

Puisque CA est à AD comme EA est à AB ,
que CA est à AD comme le triangle ABC est
au triangle EAD (prop. 1. 6), et que EA est
à AB comme le triangle EAD est au. triangle
EAD , le triangle ABC sera au triangle BA D
comme le triangle EAD est au triangle BA D
(prop. 1 1 . 5) : donc l’un et l’autre des triangles

A3 C , AD E ont la même raison avec le triangle
EAD : donc le triangle ABC est égal au triangle

EAD (prop. g. 5).
Donc si deux triangles égaux ont un angle égal

à un angle , les côtés placés autour de ces angles

égaux sont réciproquement proportionnels; et
si deux triangles ont un angle égal à un angle, et.

si les côtés placés autour des angles égaux sont

réciproquement proportionnels, ces deux trian-
gles seront égaux ;. ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVI.
THÉORÈME.

Si quatre droites sont proportionnelles , le rectan-
gle compris sous les deux droites extrêmes est
égal au rectangle qui est compris sous les deux

droites moyennes; et si le rectangle compris sous
, deux droites extrêmes est égal à celui qui est

compris sous deux droites moyennes , ces quatre
droites sont proportionnelles..

Soient AB, en, E, F (fig. 156) quatre droites
proportionnelles de manière qu’on ait ABiest à

C D comme E est à F : je dis que le rectangle
compris sous les droites AB , F est égal au rec-
tangle compris sous les droites CD, E.

Des points A , C et sur les droites AB, CD éle-

vez les perpendiculaires AG , CH ( prop. 1 1 . 1);
faites la droite AG égale à la droite F et la droite
C H égale à la droite E, et terminez lesparallé-

logrammes BG , DH. ’ r
Puisque AB est à CD comme E est à F et.

l que E est égal à CH et F égal à AG ,:.AB. sera

à CD comme CH eSt à AG (prop. 7. 5): donc
les côtés des parallélogrammes BG , DH placés

autour des angles égaux sent réciproquement
proportionnels ; mais lorsque les côtés des

a
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parallélogrammes équiangles qui sont autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels , ces parallélogrammes sont égaux entre

eux (prop. 14.6). ; donc le parallélogramme
VBG est égal au parallélogramme DE; mais le.
parallélogramme Berst compris sous les droites
AB, F; car AG est égal à F , et le parallélo-
gramme DH est compris sous les droites C D a! E;

puisque .CH est égal à .E : donc le rectangle
compris sous les droites AB , F est égal à celui

qui est compris sous les droites C D , E. i
Sitle rectangle compris sous les droites AB ,

l’F eSt égala celui qui est compris sous les droites.

C D, E : je dis que ces quatre droites sont pro-
portionnelles, c’est-à-dire que AB est à Cl)

comme. E est à F4, i r i I a - i
Faites la même cOnstructionr’; le’rectangle

compris sousiles drOites AB , F est égal à éelui

qui est comprisisous les droites C D j E; mais le
rectangle BG est compris Sous les droites AB, F g
car AG est égal à F et le rectangle DE) est com-
pris sous les droites CE , E ,’ car» iC Hi est. égal

àiE’ :’ donc lé parallélogramme-BG est, égal au

parallélogramme DH et ces deuxr’pamll’é-lo-

grammes sont équiangles. Mais iles-côtés des
parallélogrammes égauxnet équiangles placés

autour des angles égaux sont réciproquement»
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proportionnels ( prop. 14.6) : donc AB est à CD
comme CH est à AG; mais CH est égal à E et

AG égal à F : donc AB est à CD comme E est

à F. IDonc si quatre droites sont proportionnelles,
le rectangle compris sous les droites extrêmes
est égal au rectangle compris sous les droites
moyennes; et si un rectangle compris sous deux
droites extrêmes est égal à un rectangle compris

sous deux droites moyennes , ces quatre droites
sont proportionnelles ; ce qu’il falloit démontrera

PROPO’SÎTIONiXIVILI

THÈORËM’E.’

Si trois droites sont proportionnelles , le rectangle
compris sous les droites extrêmes est légal au
quarré de la droite moyenne ,-. et si un rectangle

compris sous Jeux droites extrêmes est égal au
quarré’d’une droite moyenne-aces. trois droites

sont proportionnelles. A h A p l t l ’ I I

Soient AEI, BG, G (fig. 157 trois droites
proportionnelles; de manière que l’oniait AiÉ

est à BG comme BG està C :*je dis que le rec-
tangle compris sous lesîdroites AE ,i C est égal

auquarré de BG. Û; v . « - :
Faitesla droite D égale à la droiteBG....: a
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Puisque AE est àJBG comme BG est à C et

que BG est égal à D, la droite AE sera à la i
droite B G comme la droite D est à la droite C ;
mais si quatre droites sont proportionnelles , le

’ rectangle compris sous les droites extrêmes est

égal à celui est compris sous les droites
moyennes ( prop. I6. 6) : donc le rectangle
compris sous les droites AE , C est égal à celui

qui est compris sous les droites BG , D. Mais le
rectangle compris sous les droites BG, D est
égal au quarré de BIG , car la droite BG est égale

à la droite D : donc le rectangle compris sous
les droites AE , C est égal au quarré de BG.

Si le rectangle compris sous les droites .AE , C
est égal au quarré de BG :je dis que AE est à

BG comme BG est à C.
Faites la même construction. Puisque le rec-

tangle compris sous les droites AE, C est égal
au quarré de BG et que le quarré de BG est un

rectangle compris sous les droites BG , D , car
BG est égal à D , le rectangle compris sous les
droites AE , C est égal au rectangle compris sous

les droites BG, D. Mais si un rectangle compris
sous deux droites extrêmes est égal àun rectangle

compris sous deux droites moyennes , .es quatre

droites seront proportionnelles ( prqp 16. 6) :
donc AE est à BG gomme l) est à C; mais BG est
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égal à D: donc AE est àBG comme BG est à C.

Donc si trois droites sont proportionnelles,
le rectangle compris sous les droites extrêmes
sera égal au quarré de la droite moyenne; et si
un rectangle compris sous deux droites extrêmes
est égal au quarré de la droite moyenne , ces
trois droites seront proportionnelles, ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITIOP’Ï’ XVIII.’

PROBLÈME.

C. .Sur une droite donnée, décrire unefigure recti-
ligne semblable à une autrq etsemblàblement

placée. I ’
Soit A-B r 58) la droite donnée etCE la

figure donnée : il faut sur la droite AB décrire

une figure semblable à la figure CE et sembla-

blement placée. x a ;
Menez la droite DF, et sur la droite AB et aux

points A ,-B faites l’angle GAB égal à. l’angle C,

et l’angle ABG égal à l’angle CDF (prop. 25. I);

l’angle restant CFD sera égal à l’angle restant

AGB (prop. 52 . r) : donc les triangles FCD, GAB
sont équiangles : donc FD est à GB comme F C

est à GA, et comme CD est à AB (prop. 4. 6).
Construisez ensuite sur la droite DG et aux points

Q
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B, l’angle BGH égal à l’angle DFE et l’angle

GBH égal à l’angle F D E; l’angle E restant sera

égal à l’angle H restant : donc les triangles FDE,

GBH sont équiangles : donc FD est à GB comme

FEestàGH,et commeEDestàHB(pr0p.4.6).
Mais on a démontré que FD est à GB comme

FC est à GA, et comme CD est à AB : donc
FC est à GA comme CD est à AB,’comme FE

est à GH, et comme ED est à HB (prop. 1 I. 5).
Mais l’angle CFD est égal à l’angle AGB par

construction, et l’angle DFE égal à l’angle BGH :

donc l’angle total C FE est égal à l’angle total

AGH. Par la même raison , l’angle CDE est égal

a l’angle ABH, l’angle C égal à l’angle A et

l’angle E égal à l’angle H : donc les figures AH ,

C E sont équiangles, et elles ont les côtés oppo-

sés aux angles égaux proportionnels sentr’eux :

donc les deux figures AH, CE sont semblables
(défi I . 6

Donc , sur la droite AB’ on a décrit la figure

AH semblable à la figure C E et semblablement
placée; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XIX.
THÉORÈME.

Les triangles semblables sont entr’eux en raison
doublée des côtés homologues.

Soient ABC, DEF (fig. 159’) deux triangles
semblables, ayant l’angle B égal à l’angle E.

Supposons que AB soit à BC comme DE est à
EF, de manière que le côté BC soit l’homo-v

logue du côté EF (défi 12. 5) : je dis que les
triangles ABC, DEF sont entr’eux en raison
doublée des côtés BC , EF.

Prenez une troisième proportionnelle BG a
( fig. 158) aux droites BC, EF 3 de manière
que BC soità EF comme EF eSt à BG, et
menez la droiteaGA (prop. 1 I . 6).

Puisque AB est à BC comme DE est à EF.;
si l’on rechange les places des moyens, on aura
AB est à DE comme BC est à EF ( prop. 16. 5);
mais BC est à EF comme EF est à BG : donc
AB est à DE comme EF’ est à BG (pro. 111.5)5

donc les côtés des triangles ABG, DEF pla-
cés autour des angles égaux sont réciproque-

ment proportionnels. Mais deux triangles sont
égaux entr’eux lorsqu’ils ont un angle égal. à

un angle et lorsque les côtés placés autour des

a
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angles égaux sont réciproquement prop0rtion-

nels ( prop. I5. 6) : donc le triangle ABC est
égal au triangle DEF. Mais puisque BC est à EF

comme E F est à B G, et que lorsque trois droites
sont proportionnelles, la première et la troisième
sont entr’elles en raison doublée de la première

et de la seconde (’déf. I o. 5), les droites BC et BG

seront entr’elles en raison doublée de B C et de

EF; mais BC est à BG comme le triangle ABC
est au triangle ABG ( pr0p. 1 . 6): donc le.trian-
gle ABC et le triangle ABG sont entr’eux en
raison doublée de BC et de EF; mais le triangle
ABG est égal au triangle DEF : donc le triangle
ABC et le triangle DEF sont entr’eux en raison

doublée de BC et de EF (prop. 7. 5).
Donc les triangles semblables sont entr’eux

en raison doublée des côtés homologues; ce
qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
I Il suit manifestement de là que si trois droites

sont proportionnelles , la première sera à la troi-
sième comme triangle décrit sur la première est

triangle semblable qui est décrit semblablement
sur la seconde , puisqu’il a été démontré que CB

est à B G comme le triangle ABC est au triangle
, c’est-à-dire au triangle DEF.
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PR’OPOSITIION xx.

THÉORÈME. i

Les polygones semblables peuvent se diviser en
triangles semblables, égaux en nombre et pro-

portionnels aux polygones ,- et ces polygones
sont entr’eux en raison doublée de leurs côtés

homologues. V

Soient ABCDE, FGHKL (fig. i40) deux
polygones semblables et que le côté AB soit
l’homologue du côté FG z je dis que les poly-

gones ABCDE , FGHKL peuvent se diviser en
trianglessemblables , égaux en nombre et pro"-
portionnels aux polygones, et que les polygones
AB C D E , F G H K L, sont entr’eux en raison
doublée des côtés AB , FG. i

Menez les droites BE, EC, GL, LH.
Puisque le polygone ABCDE est semblable

au polygone FGHKL, l’angle BAE est égal à
l’angle GFL; mais BA est à AE comme GFnest à

FL : donc , puisque ces deux triangles ont un
angle égal à un angle. et que les côtés placés

autour des angles égaux sont proportionnèlsi,
les triangles AB E , F G L serOnt équiangles
(prop. 6. 6) , et par . conséquent semblables
(prop. 4. 6) : donc l’angle dB E531; égal à l’an-

5
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gle FGL ; mais l’angle total ABC est égal à
l’angle total FGH , à cause de la similitude des
polygones : donc l’angle restant EBC est égal
à l’angle restant LG H; mais à cause de la simi-

litude des triangles ABE , FGL , EB est à BA
comme LG est à GF, et à cause de la similitude
des polygones, AB est à BC comme FG est àGH,
EB sera à BC comme LG est à GH (prop. 22. 5),
c’est-à-dire que les côtés placés autour des an-

gles égaux EBC, LG H seront proportionnels :
donc les triangles EBC , LGH’sont équiangles

( pr0p. 6. 6) , et par conséquent semblables
(prop. 6 Par la même raison , les triangles
ECD, LHK sont encore semblables : donc les
polygones ABCDE , FGHKL sont divisés en
triangles semblablesiet égaux en nombre.

Je dis de plus que ces triangles sont propor-
tionnels aux polygones f c’est-à’-dire que ces
triangles sont entr’e’ux comme les antécédens

ABE, EBC , ECD sont aux conséquens FGL,L
LGH, LHK; je dis encore que les polygones
ABC DE , FGHKL sont en raison doublée des
côtés homologues, c’est-à-dire en raison dou-

blée des côtés AB , a FG. h

Menez les droites AC , FH.
Puisqu’à cause de’la similitude des polygones

l’angleÀBC’tst égal à l’angle FGH , et que AB
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est à BC comme FG est à GH, les triangles
ABC , FGH seront équiangles (prop. 6. 6) :
donc l’angle BAC est égal à l’angle GFH et

l’angle BCA égala l’angle GHF. De plus , puis-

que l’angle BAM est égal à l’angle GF N et qu’il

a été démontré que l’angle ABM est égal à l’au-

gle FGN , l’angle restant AMB sera égal à l’an-

gle restant FNG (prop. 52. I ) : donc les deux
triangles ABM , FGN sont équiangles. Nous dé-

montrerons semblablement que les deux trian-
gles BMC , GN H sont équiangles : donc AM
est à MB comme FN est à NG, et BM est à MC

comme GN est à NH (prop. 4. 6) : donc AM
est à MC comme FN est à NG (pr0p. 22. 5);
mais AM est à MC comme le triangle ABM est
au triangle MBC, comme’le triangle AME est
au triangle EMC , car ils sont entr’cux comme .
leurs bases ( prop. I . 6) , mais un seul (losan-
técédens est à un seul des conséquens comme
tous les antécédens sont à tous les conséquens

(prop. 12. 5) : donc le triangle, AMB est au
triangle BMC comme le triangle ABE est au
triangle CBE; mais AMB est à BMC comme
AM est à MG : donc AM est à MC connue le
triangle ABE est au triangle EBC prop. l 55),.
Par la même raison FN est à comme le
triangle FGL est au triangle rGLH ; mais AN

4
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est à MC comme FNsest à NH : donc le trian-
gle AB E, est au triangle BEC comme le trian-
gle FGL est au triangle GLH (prôp. l 1. 5) :
ou bien en échangeant les places des moyens,
le triangle ABE est’au triangle FGL comme le
triangle BEC est au triangle GLH (prop. 16. 5).
Nous démontrerous’semblablement , après avoir

mené BD , GH , que le triangle BEC est au trian-

gle GLH comme le triangle ECD est au trian-
gle LH K; mais puisque le triangle AB E’est au

triangle FGL comme le triangle EBC est au
triangle LGH et comme le triangle ECD est
au triangle LHK, un des antécédens sera à un

des conséquens comme tous les antécédens

seront à tous les conséquens (prop. 12. 5) :
donc le triangle AB E est au triangle F G L
comme le polygone ABCDE est au polygone
FGHKL; mais les triangles ABE , FGL sont
entr’eux en raison doublée des côtés AB, FH;

car les triangles semblables sont en raison dou-
blée des côtés homologues (pr0p. 19. 6) : donc

les polygones AB C DE", F G H KL sont en raison
doublée des côtés homologues AB , FG.

Donc les polygones semblables peuvent être
divisés en un même’nombre de triangles sem-

blables et proportionnels aux polygones; et les
polygones semblables sent entr’eux en raison
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doublée des côtés homologues; ce qu’il falloit

démontrer. ’
COROLLAIRE I.

On démontrera de la même manière que les
quadrilatères semblables sont en raison doublée
des côtés homologues; mais cela a été démontré

pour les triangles semblables (corol. 19. 6):
donc généralement les figures rectilignes sem-

blables sont entr’elles en raison doublée des
côtés homologues.

COROLLAIRE Il.
Si nous prenons une troisième proportion-

nelle aux deux droites AB , FG , les droites
AB , O seront en raison doublée des droites AB ,
F G (déf’. 10. 5) ; mais les polygones et les qua-

drilatères sont entr’eux en raison doublée des
cô’tés homologues , c’est-à-dire en raison dou-

blée des côtés AB, FG; l’on démontrecela pour

les triangles; il est donc généralement évident

que si trois droites sont proportionnelles , la
première et la troisième sont entr’elles en raison

doublée de la figure. décrite sur la première , et

de la figure semblable décrite semblablement
sur la seconde.
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AUTREMENT.

Nous démontrerons autrement et plus briève-

ment que les triangles sont proportionnels aux
polygones de la manière suivante :

Soient les polygones A B C D E , F G H K L
(fig. x41 Menez BE,’EC, GL, LH : je dis
que le triangle ABE est au triangle FGL comme
le triangle EBC est au triangle LGH et comme
le triangle CDE est au triangle HKL.

Puisque les triangles ABE , FGL sont sem-
blables, les triangles ABE , FGL sont en raison
doublée des côtés BE , GL (prop. 19.6). Par
la même raison les triangles BEC, GLH sont
en raison doublée des côtés BE, GL : donc le

triangle ABE est au triangle F GL comme le
triangle EBC est au triangle LGH (prop. 1 1 . 5).
De plus , puisque le triangle EBC est semblable
au triangle L G H , les triangles E B C , L G H
sont en raison doublée des droites CE , HL
( prop. 19. 6). Par la même raison les triangles
EC D , LHK sont en raison doublée des droites
CE , HL : donc le triangle EBC est au trian-
gle LGH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK ( prop. 1 1. 5) ; mais on a démontré
que le triangle EBC est au triangle LGH comme
le triangle ABE’ est au triangle FGL : donc le
triangle ABE est au triangle FGL comme le
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triangle B E C est au triangle G L H et comme le
triangle ECD est au triangle LHK : donc un
des antécédens est à un des conséquens comme

tous les antécédens sont à tous les conséquens

(prop. I 2 . 5) ; et le reste comme dans la première
démonstration; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION X’XI.
THÉORÈME.

Les figures rectilignes qui sont semblables à une
même figure rectiligne sont semblables entre
elles.

Que chacune des figures rectilignes A , B
(fig. 142) soit semblable à la figure rectiligne
C : je dis que la figure rectiligne A est sembla-
ble à la figure rectiligne B.

Car puisque les figures rectilignes A et B sont
semblables, ces deux figures sont équiangles
et les côtés placés autour des angles égaux

sont proportionnels (déf. I .6). De plus, puis-
que les figures rectilignes B , C sont semblables ,
ces deux figures Sont équiangles et les côtés
placés autour des anglcs égaux sont propor-
tionnels : donc l’une et l’autre des figures rec-

tilignes A , B sont équiangles avec la figure recti-
ligne C , et les côtés placés autour des angles
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égaux sont proportionnels : donc les figures
rectilignes A, B sont équiangles (ax. 1) , et les
côtés placés autour des angles égaux sont pro-

portionnels ( prop. 11. 5) : donc les figures
rectilignes k1 B sont semblables (déf. 1. 6);
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXII.
THÉORÈME.

Si quatre droites sont proportionnelles , les figures
rectilignes semblables, construites semblable-
ment sur ces droites , seront proportionnelles ,-
et si les figures rectilignes semblables et cons-
tmites semblablement sur ces droites sont pro-
portionnelles , ces droites seront proportion-
nelles.

soient AB, CD, EF, GH (fig. 145) quatre
droites proportionnelles, de manière que AB soit
à CD comme E F est à GH. Soient décrites sur

les droites AB, CD les figures rectilignes sem-
blables et semblablement placées KAB , LC D,
et sur les droites EF, GH soient décrites les
figures semblables et semblablement placées
MF, NH : je dis que la figure rectiligne KAB
est à la figure rectiligne LCD comme la figure
rectiligne MF est à la figure rectiligne NH.
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Prenez une troisième proportionnelle O aux

droites AB , CD, et une troisième proportion--

nelle P aux droites EF , GH (prop. 1 1. 6
Puisque AB est à CD comme EF est à GH et
que CD est à 0 comme GH est à P, AB sera
àO comme EF est à P (prop. 22. 5) ; mais AB
est à 0 comme la figure rectiligne KAB est à la
figure rectiligne LC D.(c0r. 2. prop. 20. 6) , et
EF est à P comme la figure rectiligne MF est
à la figure rectiligne NG : donc KAB est à LCD
comme MF est à NH (prop. I 1. 5).

Si la figure rectiligne KAB est à la figure rec-
tiligne LC D comme la figure rectiligne MF est
à la figure rectiligne NH : je dis que AB est à
CD comme EF est à GH. i

Prenons une quatrième proportionnelle aux
trois droites AB, CD, EF de manière que l’on
ait AB est a CDcomme EF est à QR (prop. I 2.6),
et sur QR décrivez la figure rectiligne 5R de
manière qu’elle soit semblable à l’une et à

l’autre des figures MF, NH, et semblablement
placée (pr0p. 18. 6).

Puisque AB est à CD comme EF est à QR,
que les figures rectilignes KAB, LCD décrites
sur les droites AB , CD sont semblables et sem-
blablement placées, et que les figures rectili-
gnes MF, SE décrites sur les droites EF, QR
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sont semblables, et semblablement placées , la
figure rectiligne KAB est à la figure rectiligne
LCD comme MF est’à 5R , ainsi que dans la
première partie de cette proposition; mais on
suppose que la figure rectiligne KAB est à la
figure rectiligne LCD comme la figure rectili-
gne MF est à la figure rectiligne NH : donc
la figure rectiligne MF a la même I raison avec
l’une et l’autre des figures rectilignes N H , SR

(prop. Il. 5) : donc la figure rectiligne NH
est égale à la figure rectiligne SR (prop. g. 5) ;
mais la figure rectiligne N H est semblable à la
figure SE et semblablement placée : donc GH
est égal à QR (lem. suiv.) , et puisque AB est à
CD comme EF est à QR et que QR est égal à GH,

AB sera à CD comme EF est à GH (prop. 7. 5).
Donc si quatre droites sont proportionnelles,

les figures rectilignes semblables, construites
semblablement sur ces droites , seront PI’OPOI”?

tionnelles ; et si les figures rectilignes sembla-
bles et semblablement construites sur ces droites
sont proponionnelles, ces droites seront pro-
portionnelles; ce qu’il falloit démontrer.

LEMM.E.
Si des figures rectilignes sont égales et sem-

blables , nous démontrerons de cette manière
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que leurs côtés homologues sont égaux entre

eux.
Supposons que les figures rectilignes NH,

SE soient égales et semblables , et que HG soit
à GN comme QR est à QS :je dis que QB. est

égal à GH. t
Car si ces droites sont inégales , une d’elles

sera plus grande ; supposons que la droite QR
soit plus grande que la droite HG. Puisque QR
est à QS comme HG est à GN , si on échange

lès places des moyens , QR sera à HG comme
Q5 est à GN (prop. 16. 5); mais QR est plus
grand que HG : donc QS sera plus grand que GN: ,
donc la figure rectiligne B8 est plus grande que
la figure rectiligne HN (prop. 20. 6); mais elle
lui est égale , ce qui est impossible : donc les
droites QR, GH ne sont pas inégales : donc
elles sont égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIII.
THÉORÈME.

Les parallélogrammes équiangles sont entr’euæ

en raison composée des côtés.

Soient les parallélogrammes équiangles AC,
CF (fig. 144) , ayant l’angle BCD égal à l’angle

ECG : je dis que les parallélogrammes AC, C F

f
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sont entr’eux en raison composée des côtés ,

c’est-à-dire, en raison composée de la raison

de BC à CG et de la raison DC à CE.
Placez la droite BC dans la direction de la

droite CG ; la droite DC sera placée dans la
direction de CE ( prop. I4. 1 Achevez le pa-
rallélogramme DG ,1 prenez une droite quel-
conque K, de manière que BC soit à CG comme

K est à L et que DC soit à CE comme L est
à M (prop. 12. 6).

Les raisons de K à L et de L à M sont les
mêmes que les raisons des côtés, c’est-à-dire

de BC à CG et de DC à CE; mais la raison ’
de K à M est composée de la raison de K à L
et de la raison de L à M (déf. 5, 6) : donc les
droites K et L sont,entr’elles en raison com-*
posée des côtés; et puisque BC est à,CG comme

le parallélogramme AC est au parallélogramme

CH (prop. 1.6), et que BC est à CG comme K
est à L , K sera à L comme le parallélogramme

AC est au parallélogramme CH (prop. 1 I . 5
De plus , puisque DC est à comme le paral-
lélogramme C H est au parallélogramme CF , èt

que DC est à CE IcommeL est à M (prop. 1 . 6),
L sera à M comme le parallélogramme CH est
au parallélogramme CF (pr0p. 1 1 . 5) : donc
puisqu’il a été démentie que K est àL comme
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le parallélogramme AC est au parallélogramme

CH , et que L est à M comme le parallélogramme

CH est au parallélogramme CF, K sera à. M
comme le parallélogramme AC est au parallé-

logramme C F ( prop. 22. 5 Mais les droites K
et M sont en raison composée des côtés : donc
les parallélogrammes AC , CF sont entr’eux en
raison composée des côtés.

Donc les parallélogrammes équiangles sont
entr’eux en raison composée des côtés; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION XXIV.
THEOREME.

Dans tout parallélogramme, les parallélogrammes ’

placés autour du diamètre sont semblables au
parallélogramme total et semblables entr’eux.

Soit le parallélogramme ABCD (fig. 145)
dont AC est le diamètre; qu’autour du diamètre

AC soient les parallélogrammes EG , HK: je
dis que les parallélogrammes EG , HK sont sem-

’ blables au parallélogramme total ABC Det sem- ,
blables entr’eux. I

Car puisque la droite EF est parallèle à un
des côtés du triangle ABC , savoir au côté BC ,

la droite B E sera à la droite EA comme la droite

Il
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CF est à la droite FA (prop. a. 6). De plus , puis-
quella droite FG est parallèle à un des côtés du

triangle ACD, savoir au côté CD , la droite CF
sera à la droite FA comme la droite DG est à la

. droite GA; mais on a démontré que CF est à FA

comme BE est à EA : donc BE est à EA comme
DG est à GA (prop. 1 1. 5) ; ajoutant les con-
séquens aux antécédens ( prop. 18. 5), BA sera

à AE comme DA est à AG,et enfin en échangeant

’ les places des moyens (prop. 16.5), BA sera à
AD comme AE est à AG : donc les côtés des
parallélogrammes ABCD , EG qui comprennent

un angle commun EAD sont proportionnels.
Puisque GF est parallèle. à DG, l’angle AGF
est égal à l’angle A D C (prop. 29. 1 ) , et l’angle

GFA égal à l’angle DCA; mais l’angle DAC est

commun aux deux lrianglesADC, AGF z donc
les triangles ADC, AGF sont équiangles. Les
triangles ABC , AFE sont équiangles, par la
même raison : donc le parallélogramme total
ABCD et le parallélogramme EG sont équian-

gles : donc AD est à DC comme AG est à GF
(prop. 4.6), et AC est à CB comme AF est à
FE, et de plus CB est à BA comme FE est à
EA : donc puisqu’on a démontré que DC est)

a CA comme GF est à FA et que AC est à CB
comme AF est à FE, DG sera à CB comme GF
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est à FE ( prop. sa. 5) ; donc les côtés des paral-

lélogrammes ABCD, EG sont autour des
angles égaux sont proportionnels : donc le pa-
rallélogramme ABCD est semblable au paral-
lélogramme EG (déf. 1 . 6). Le parallélogramme

AB C D est semblable au parallélogramme KH ,
par la même raison : donc chacun des parallé-
logrammes EG, HK est semblable au parallé-
logramme ABC D ; mais les figures qui sont
semblables chacune à une autre 1figure , sont
semblables entr’elles ( prop. a! : donc le
parallélogramme EG est semblable au parallé-

logramme H K.
Donc , dans tout parallélogramme , les pa-

rallélogrammes placés autour du diamètre sont

semblables auïparallélogramme total et sembla-

bles entr’eux; ce qu’il falloit démentirait; i

PROPOSITION XXV.’

pitonnant.”
COnstruire une figure semblable à une figure donnée

et égale à une autre figure aussi donnéel

Soit ABC (fig. 145) la figure donnée, alaquelle

il faut construire une figure semblable, et D la
figure à laquelle il faut la faire égale : il faut

2
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construire une figure qui soit semblable à la
figure ABC et égale à la figure D.

Construisez sur la droite BC un parallélo-
gramme B E qui soit égal au triangle AB C ,
(prop. 44’et 45. 1), et sur la droite CE et dans
’angle FCE qui est égal à l’angle CBL ,- Cons-

truisez un parallélogramme CM égal à la figure D;

la droite BC sera dans la direction de C F,*et la
droite LE dans’la direction de EM ( prop. 1 4. 1).

Preneznne moyenne proportionnelle GH entre
les Idrgites 13C , CF (prop. 15.6) , et sur cette
moyenne, proportionnelle GH , construisez une
figure KGH semblable à la figure ABC et sem-
blablement placée (prop. 18. 6).
. Puisque BC est à GH comme GH est àCF,
etpuisque, lorsque trois droites sont propor-
tionnelles la première est àla troisième comme
la figure’qu’i ’e’s’t’construite sur la première est à

la figure semblable construite sur la seconde
et semblablement placée (cor. a. prop.2o. 6) ,
la droite BC sera à’la droite CF comme le trian-
gle ABC est. au triangle son; mais, BGest à
C F comme le parallélogramme BE est au paral-
lélogramme EF (prop. 1.6), et le triangle ABC
eSt au triangle KGH comme le parallélogramme
BE est au parallélogramme EF : donc en chan-

geant les places des moyens ( prop. 16. 5), le
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triangleABC sera au parallélogramme BE comme I

le triangle KGH est au parallélogramme EF;
mais le triangle ABC est égal au parallélogramme

BE , par construction : donc le triangle KGH est
égal au parallélogramme EF; mais le parallélo-

gramme EF est égal à la figure D : donc le
triangle KGH est aussi égal à la figure) D; mais
le triangle KGH est semblable au triangle ABC ,

par construction. tDonc on a construit une figure KGH sem-
blable à la figure ABC et égale à uneautre
figure donnée; ce qu’il falloit faire. ’

PROPOSITION XXVI.
T a 1’: O a î: M ’15.

Si d’un parallélogramme on retranche un paral-

lélogramme qui soit semblable au parallélo-

gramme gIttier et semblablement placé , et qui

ait avec lui un angle commun, ces (leur pa-
rallélogrammes seront placés autour dul’méme

diamètre. l ’ . .7 ’ g
Que du parallélogramme ABCD (fig. 147)

on retranchele parallélogramme AEFG sem-
blable au parallélogramme ABCD etrsemblav
blement placé et ayant avec lui un angle .com- I
mun DAE ,: je dis que les parallélogrammes

3
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ABCD, AEFG sont placés autour du même
diamètre.

Car si cela n’est point , supposons , si cela est

possible, que la droite AHC soit leur diamètre ,
et par le point H conduisons la droite HK pa- .
rallèle à l’une et à l’autre des droites AD, BC.

Puisque les parallélogrammes ABCD, KG
sont placés autour du même diamètre, le paral-

lélogramme ABC D sera semblable au parallé-
logramme KG (prop. 24. 6) : donc DA est à AB
comme GA est à AK (déf. 1 . 6); mais à cause

de la similitude des parallélogrammes ABCD,
EG , la droite DA est à la droite AB comme la
droite GA est à la droite AE : donc GA est à Ali

comme GA est à AK (prop. 11. 5) z donc la
droite GA a la même raison avec chacune des
droites AK ,’ AE : donc la droite AK sera égale

à la droite AE (prop. 9. 5), c’est-à-dire que la
plus petite sera égale à la plus grande, ce qui est

inipossible : dOnc les parallélogrammes ABCD,
KG ne sont point placés autour du même dia-
mètre : donc les parallélogrammes AB C D ,
AEFG sont placés autour du même diamètre.

Donc si d’un parallélogramme on retranche
un parallélogramme qui soit semblable au pa-
rallélogramme total et semblablement placé, et

qui ait avec lui un angle commun, ces deux



                                                                     

D’EUCLIDE. 265
parallélogrammes seront placés autour du même

diamètre; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVII.
THÉORÈME.

De tous les parallélogrammes qui sont appliqués

sur la même droite et qui sont defaillans de pa-
rallélogrammes semblables au parallélogramme

décrit sur la moitié de cette droite et sembla-

blement placés que lui , le plus grand est celui
qui est appliqué sur la moitié de cette droite et I

qui est semblable à son défaut

t Soit la droite AB (fig. 148 ) , que cette droite
soit coupée en deux parties égales au point C,

(1) Un parallélogramme est dit appliqué sur une I
droite lorsqu’il est décrit sur cette droite.

Un parallélogramme est dit défaillant d’un parallé-

logramme lorsqu’il est décrit sur une partie de la base
d’un autre parallélogramme, sous les mêmes angles et

entre les mêmes parallèles; le parallélogramme dont il
est défaillantse nomme son défaut. Soit A0 le paral-
lélogramme que l’on considère; le parallélogramme

AD sera le parallélogramme défaillant et son défaut

sera le parallélogramme C O.
Un parallélogramme est dit excédent d’un parallé-

logramme lorsqu’il est décrit sur la base prolongée d’un

autre parallélogramme, sous le même angle et entre
4

f
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et que, sur cette droite AB soit appliqué le pa-
rallélogramme AD qui est défaillant du paral-
lélogramme CE semblable à celui qui est dé-
crit sur la moitié de AB , c’est-à-dire sur AC z

je dis que de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur la droite AB et qui sont défaillans

de parallélogrammes semblables au parallélo-
gramme CE et semblablement placés que lui, le
plus grand est le parallélogramme AD. En effet,
appliquez sur la droite AB le parallélogramme

’ AF défaillant du parallélogramme KH sembla-

ble au parallélogramme CE et semblablement
placé que lui : je dis que le parallélogramme AD

est plus grand que le parallélogramme AF.
Puis le parallélogramme CE, est semblable

au parallélogramme EH, ces deux parallélo-
grammes seront placés autour du même dia-
mètre (prop. 26. 6). Menez leur diamètre DE

et décrivez la figure. t
Puisque le parallélogramme CF est égal au

parallélogramme FE (prop. 45. 1), si l’on ajoute

les mêmes parallèles; le parallélogramme dont il sur-
passe le parallélogramme que l’on considère se nomme

son excès.

Soit A0 le parallélogramme que l’on considère; le

parallélogramme sera le parallélogramme excé-
dent et le parallélogramme KE sera son excès.
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à chacun le parallélogramme KH, le parallélo-
gramme total iC H serti égal au parallélogramme

total KE. Mais CH est égal à CG (prop. 56. I) ,
parce que la droite AC est égale à la droite CB.

Donc GC est égal à EK : donc si nous ajou-
tons à chacune de ces quantités le parallé-
logramme CF,.le parallélogramme total AF
sera égal au gnomon LMN : donc le parallélo-
gramme CE, c’est-à-dire le parallélogramme

AD , est plus grand que le parallélogramme AF

(prop. 56. I
Partageons de nouveau la droite AB (fig. 1 49)

en deux parties égales au point C , et appliquons
sur cette droite le parallélogramme AL défail-

lant du parallélogramme CM, et de plus appli-
quons sur la droite AB le parallélogramme AE
défaillant du parallélogramme DF, semblable-

ment posé et semblable au parallélogramme
qui est décrit sur la moitié de AB, c’est-à-dire

au parallélogramme CM. Je dis que le paral-
lélogramme AL qui est appliqué sur la moitié

de la droite AB est plus grand que le parallé-
logramme AE.

Car puisque les parallélogrammes DF et CM
sont semblables , ces deux parallélogrammes
sont autour du même diamètre (prop. 26. 6).
Soit EB leur diamètre et décrivez la figure.

j.
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Attendu que LF est égal à LH (prop. 56. 1) ,

car FG est égal à GH , LF sera plus grand que
EK. Mais LF est égal à LD (prop. 45. I) : donc
DL est plus grand que EK : donc si nous ajou-
tons à chacun de ces deux parallélogrammes le
parallélogramme KD, le parallélogramme total

AL sera plus grand que le parallélogramme
total AE.

Donc de tous les parallélogrammes sont
appliqués sur la même droite et qui sont dé-
faillans de parallélogrammes semblables au pa-
rallélogramme décrit sur la moitié de cette
droite et semblablement placés que lui, le plus
grand est celui qui est appliqué sur la’moitié de

cette droite et est semblable à son défaut;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVIII.
PROBLÈME.

Sur une droite donnée appliquer un parallélo-

gramme qui soit égal à une figure rectiligne
donnée et qui soit défaillant d’un parallélo-

gra me semblable à un autre parallélogramme

don ;il faut que lajËure rectiligne donnée,
à laquelle on doit substituer une figure qui lui
soit égale, ne soit pas plus grande que le paral-
lélogramme qui est appliqué sur la moitié de la

I di’oite donnée ,- les défauts du parallélogramme

appliqué sur la moitié de cette droite et de celui

qui doit être défaillant d’un parallélogramme

semblablevétant semblables entr’euæ.

Soit AB ( fig. 1 5o) la droite donnée à laquelle

il faut appliquer un parallélogramme égal à la
figure rectiligne donnée C , que cette figure soit
plus petite que le parallélogramme appliqué sur
la moitié de la droite AB , les défauts étant sem-

blables, et que le parallélogramme auquel le
défaut doitiêtre semblable soit D. Il faut sur .
la droite AB appliquer un parallélogramme
soit égal à la figure rectiligne donnée C et qui
soit défaillant d’un parallélogramme semblable

au parallélogramme D.
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Coupez la droite AB en deux parties égales

au point E (prop. 10. I) , et sur EB décrivez le
parallélogramme EBFG semblable au parallélo-
gramme D et semblablement placé que lui ( prop.
18. 6) ’, et terminez le parallélogramme AG. Le

parallélogramme AG est égal à la figure C , ou il

est plus grand que cette figure. Si le parallélo-
gramme A G est égal à la figure C , on a fait ce
étoit proposé; car on a appliqué sur la droite A3

un parallélogramme AG égal à la figure rectiligne

donné C et défaillant d’un parallélogramme EF

Semblable au parallélogramme D. Au contraire,
si le parallélogramme HE n’est pas égal à la

figure rectiligne C, ce parallélogramme sera plus
grand que cette figure. Mais HE est égal à EF:

donc EF est plus grand que C. Construisez le
parallélogramme KL MN de manière que ce
parallélogramme soit égal à l’excès du parallé-

logramme EF sur lafigure C , et semblable au ’
parallélogramme D et semblablement placé que

lui (prop. 25. 6) ; mais EF est. semblable à D:
donc le parallélogramme K M sera semblable
au parallélogramme EF. Que la droite LK soit
l’homologue de la droite GE et la droite LM
l’homologue de la droite GF. Puisque le pa-
rallélogramme EF est égal aux deuxfigures C,
KM, le parallélogramme . EF sera plus grand
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que le parallélogrammeiKM : donc la droite GE

est plus grande que la droite KL , et la droite
GF plus grande que la droite LM (prop. 20. 6).
Faites’la’ droite GO égale à la droite LK, et la

droite GP égale à la droite LM ( prop. 5. 1), et ter-

minez le parallélogramme OGPQ (prop. 5 1 . i).
Le parallélogramme OP sera égal et semblable

au parallélogramme KM ( prop. 24. 6) ; mais le
parallélogramme KM est semblable au parallé-

logramme EF : donc le parallélogramme OP est
semblable au parallélogramme EF (pr0p. 2 I . 6) :

donc ces deux paralléIOgrammes sont autour du
même diamètre ( prop. 26. 6). Soit GQB leur
diamètre et décrivez la figure.

Puisque le parallélogramme EF est égal aux
deux figures C,’ KM, et que OP est égal à KM,

le gnomon restant ’VXY (sera égal à la figure

restante C; et à cause que PR est égal à OS
( prop.45. 1), si l’on ajoute à chacun de ces.
deux parallélogrammes le parallélogramme R5,
le parallélogramme total PB sera égal au paral-

lélogramme total 0B. Mais 0B est égal à TE
(prop. 56. 1), parce que le côté AE est égal
aucôté EB : donc TE est égal à RE : donc
si on ajoute à chacun de ces deux parallélo-
grammes TE, PB le parallélogramme OS, le
parallélogramme total T S sera égal au gnomon
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total VXY. Or on a démontré que le gnomon
VXY est égal à C : donc le parallélogramme
TS est égal à la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite AB un
parallélogramme TS qui est égal à la figure
rectiligne donnée C et est défaillant d’un
parallélogramme ES semblable à un parallélo-

gramme D, puisque R5 est semblable à P0;
ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXIX.
PROBLÈME.

Appliquer sur une droite donnée un parallélo-
gramme qui soit égal à une figure rectiligne
donnée et qui soit excédent d’un parallélo-

’ gramme semblable à un autre parallélogramnie

donné.

. Soit AB ( I5 I ) la droite donnée à laquelle
il faut appliquer un parallélogramme soit
égal à une figure rectiligne donnée C et
soit excédent d’un parallélogramme semblable

au parallélogramme D K: il faut sur la droite
AB appliquer un parallélogramme soit égal
à la figure rectiligne C, et soit excédent
d’un parallélogramme semblable au parallélo-

l gramme D. . .
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Partagez la droite AB en deux parties égales

au point E (prop. 9. I ) , sur la droite EB dé-
crivez le parallélogramme EL semblable au pa-
rallélogramme D et semblablement placé que
lui, et construisez le parallélogramme GH égal
aux deux figures EL , C , et semblable au’paral-

lélogramme D et semblablement posé que lui
(prop. 25. 6); le parallélogramme GH sera sem-
semblable au parallélogramme EL. Que le côté
KH soit l’homologue du côté FL et le côté KG

l’homologue du côté FE. Puisque le parallélo-

gramme GH est plus grand que le parallélo-
gramme EL , la droite KH sera plus grande
que la droite EL et la droite KG plus grande
que la droite FE. Prolongez FL et F E jusqu’à
ce que la droite FL M soit égale à la droite EH
et jusqu’à ce que la droite FEN soit égale à la

droite KG (prop. 5. I ) , et terminez le paral-
lélogramme MN. Le parallélogramme MN sera
égal et semblable au parallélogramme GH; mais

le parallélogramme EL est semblable au pa-
rallélogramme GH : donc le parallélogramme

MN sera semblable au parallélogramme E L
( prop. a x . 6) : donc les deux parallélogrammes

F L , M N seront autour du même diamètre
( prop. 26. 6). Conduisez leur diagonale F O et

terminez la figure. t l

1’
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Puisque le parallélogramme GH est égal aux

deux figures EL , C et que est égal à GH , le
parallélogramme MN sera égal aux deux figures

EL, C : donc, si l’on retranche le parallélo-
gramme commun EL , le gnomon restant ZYX
sera égal a la figure rectiligne C ; et puisque EA
est égal à EB , le parallélogramme AN sera égal

au parallélogramme NB (prop. 56. 1) , c’est-à-

dire au parallélogramme LP (prop. 45. 1) :
donc si nous ajoutons à chacun d’e ces deux
parallélogrammes le parallélogramme E0 , le
parallélogramme total A0 sera égal au gnomon
total ZYX; mais le gnomon ZYX est égal à’la

figure rectiligne C : donc le parallélogramme
A0 est égal à la figure rectiligne C. l

Donc on a appliqué sur la droite donnée ’AB

un parallélograImne A0 est égal à la figure
rectiligne C et qui est excédent d’un parallélo-

gramme QP semblable au parallélogramme D ,
parce que le parallélogramme QP est sem-

À blable au parallélogramme LE; ce qu’il falloit

faire. ’ ,
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PROPOSITION XX’X.

PROBLÈME.

Couper une droite finie et donnée en moyenne
et extrême raison.

Soit la droite AB ( fig. 152) finie et donnée:

ilfaut couper cette droite AB en moyenne et
extrême raison.

Sur la. droite AB construisez le quarré BC
( prop. 46. t) , et sur la droite AC appliquez un
parallélogramme CD qui soit égal au quarré BC

et dOnt le parallélogramme excédent AD soit
semblable au quarré BC (prop. 29. 6).

La figure BC est un quarré : donc la figure AD
sera aussi un quarré; et puisque BC est égal à

CD, si l’on retranche la partie commune CE,
la figure restante BF sera égale à la figure res-
tante AD; mais ces deux figures sont équian-
gles : donc les côtés des figures BF, AD
sont autour des angles égaux sont réciproque;
ment pr0portionnels (prop. 14. 6) : donc FE
est à ED comme AE est à EB; mais FE est
égal à AC (fig. 54. I), c’est-à-dire à ÂB et ED

est égal à AE: donc AB est à AE comme AE
est à EB; mais AB est plus grand que AE : donc»

AE est plus grand que EB.
S
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Donc la droite AE a été coupée au point E

en moyenne et extrême raison , et sa partie AE
est son plus grand segment; ce qu’il falloit
faire.

A U T a a M E N T.

Soit AB (fig. 155) la droite donnée : il faut
éouper cette droite ’en moyenne et extrême

raison; h ’ I ’
Partagez la droite AB au point C de manière

que le reCtangle compris sOus les droites AB,
BC soit égal au quarré de AC (prop; n. a).
fi Puisque le-rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de AC, AB sera à

AC comme AC est à CB (prop. I7. 6) : donc
la droite-A3 a été coupée en moyenne et ex-
trême raison (défi 5. 6); ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION xxx1.
THÉORÈME;

Dansiles triangles rectangles, la figure construite
l sur le côté qui soutend l’angle droit est égale

i aux figures semblables qui sont décrites sem-
blablement sur les côtés qui comprennent l’an-

gle’droit.) .I l V q
,.S.0it le triangle rectanglevABC’(fig. 154) dont

l’angle BAC est droit: je dis que la figure cons-
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truite silr BC est égale» aux figures semblables
décrites semblablement sur les côtés BA, AC.

Conduisez sur BC la perpendiculaire AD.
Puisque dans le triangle ABC On a conduit

de l’angle A sur la base BC la perpendiculaire
AD , les triangles ABD, ADC placés autour de

’ la perpendiculaire sont semblables au triangle
total ABC et semblables entr’eux ( prop. 8. 6
Puisque le triangle ABC est semblable au trian-
gle ABD, CB sera à BA comme AB est à BD;
mais lorsque trois droites sont proportionnelles,
la première droite est à la troisième comme la
figure construite sur la première droite est à’la

figure semblable construite semblablement sur
la seconde (prop. a. cor. no. 6) : donc CB est ’
à BD comme la figure construite sur CB est à
la figure semblable construite semblablement
sur "B A. Par la même raison, BC est à CD
comme la figure construite sur BC est à la figure
décrite sur CA : donc BC est à BD plus DC
comme la figure construite sur BC est aux figures
semblables qui sont décrites semblablement sur
BA, AC; mais BC est égal à BD plus DC (1):

(l) En eflel, si l’on ajoute les deux proportions
CB:BD z: BE:BF,etBC:CD î: BExCG,etsil’on
divise les antécédens par deux , on aura la proportion

BC:BD-i-CD î: BE:BF 4- CG.-
2

f
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donc la figure construite sur BC est égale aux
figures semblables sont décrites semblable-
ment sur BA, AC.

Donc dans les triangles rectangles, la figure
qui est construite sur le côté qui soutend l’an-

gle droit est égale aux figures semblables qui
sont semblablement décrites sur les côtés qui
comprennent l’angle droit; ce qu’il falloit dé-

montrer.
A u T a E M E N T.

Puisque les figures semblables sont entre
elles en raison doublée des côtés homologues

(prop. a5. 6), la figure construite sur BC et
celle qui est construite sur BA seront entr’elles
en raison doublée des côtés BC , BA; mais le

quarré construit sur BC et le quarré construit
sur BA sont en’ raison doublée de BC , BA
(prop. 1 . cor. 20. 6.) : donc la figure construite
sur BC est à celle qui est construite sur BA
comme. le quarré de BC est au quarré de BA

(prop. Il. 5 Par la même raison la figure
construite sur BC est à celle qui est construite
sur CA comme le quarré de BC est au quarré

de CA: donc la figure construite sur BC est
z aux figures construites sur BA,7AC comme le

q quarré de BC est aux quarrés de BA et de AC.

Mais le quarré de BC est égal aux quarrés de
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BA et de AC (prOp. 47 . 1) : donc la figure cons-
truite sur BC est égale aux figures semblables
qui sont semblablement décrites sur BA et sur
AC; ce, qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION xxxn.
THÉORÈME.

Si (leur triangles qui ont Jeux côtés proportion?
nels à deux côtés sont disposés selon un angle

de manière que leurs côtés homologues soient

parallèles, les autres côtés fomerdnt une seule

droite. VSoient les deux triangles ABC, DCE (fig. 155)
qui aient les deux côtés BA , AC proportionnels
aux deux côtés CD, DE de manière que BA soit

àAC comme CD eSt à DE, et que, AB soit pa-
rallèle à DC et AC parallèle aussi à DE :7 je dis

que -BC et CE ne formeront qu’une seule droite.

Puisque AB est parallèle à DC et que AC
tombe. sur ces deux droites,tles angles alternes
BAC , ACD sont égaux entrÏeux (prop. 29. 1). ’
Par la même raison , l’angle CDE est égal à l’an-

gle ACD : donc l’angle BAC est égal à l’angle

CDE; et puisque les deux tiiangles ABC , ACE
ont deux angles égaux en A et en D , et que les
côtés qui comprennent ces deux angles égaux

5
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sont proportionnels , c’est-à-dige que BA est à

AC comme CD est à DE, les triangles ABC ,
DCE seront équiangles ( prop.t6. A6) : donc
l’angle ABC est égal a l’angle DCE, Mais on a

démontré que l’angle ACD est égala l’angle

BAC : donc l’angle total ACE est égal aux deux

angles ABC , BAC : donc ,i si nous ajoutons à
chacune de ces deux quantités l’angle ACB , les

angles A C E , A C B seront aux angles BAC ,
ACB , ABC; mais les angles BAC, ACB, ABC
sont égaux à deux angles droits (prop. 52. 1):
donc les angles ACE , ACB sont égaux à deux
angles droits: donc avec une droite quelcon-
queAC et au point C les deux droites BC, CE
placées de difl’érens côtés font les angles de

suite ACE, ACB égauxïà deux angles droits :
donc les deux droites BC, CE ne forment qu’une

seule droite (prop. 14. 1). A A
,Donc si deux [triangles qui ont deux côtés

proportionnels à deux côtés sont disposé’s’èelon

un angle de manière que leurs côtés homolo-
gues soient parallèles , les autres côtés foi;-
meront une seule droite; ce qu’il falloit dé-

montrer.’ ’ l I

X
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PROPOSITION XXXIII.

i THÉORÈME.
Dans les cercles égaux , les angles sont propor-

’ tionnels aux: arcs qu’ils comprennent, soit que

ces angles soient placés auxicentres ou bien
aux circonférences. Il en est de même des sec-

teurs qui sont placés sur centres. i

Soient les cercles égaux ABC, DEF (fig: 1 56) ,
que lesangles-BGC , EHFs’oientplacés à leurs

centres G, H, et que les angles BAC, EDF
soient placés à leurs cirennférences : je dis que

.l’arc BC est à l’aroEE comme l’angle BGC est

à l’angle; EHF, comme l’angle BAC est à l’an-

gle EDF et OOImne le secteur GBC-est au sec-

teur HEF.’z , : îg l. . v a ’
’ Faites les arcs démâte, K, 1KL ,. etc. égaux

chacun a, l’arc BC ; faites [anesilesnaqcæde suite

FM, MN, etc. égaiixuoljaoun à l’arc EF, et
r menez les rayons GgK, GL,«HM ,î HN.

Puisque les arcs «BC ,CJÇd-sKLî sontéga’ux

entr’eux ,.les anglesiBGC, CGH, KÇrLI sont
aussi égaux entr’eux (prop. :27. 5): donc l’arc

,BL est multiple, de l’arc BC autantyde fois que
l’angle BGL est multiple de l’angle BGC. Par

la même raison , l’arc EN est multiple de l’arc
4.
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EF autant de fois que l’angle EHN est multiple
de l’angle EHF. Donc si l’arc BL est égal à
l’arc EN , l’angle BGL sera égal à l’angle EHN

(prop. 27. 5) , si l’arc BL est plus grand que
l’arc EN , l’angle BGL sera plus grand que
l’angle EHN , et si l’arc BL est plus petit que
l’arc EN , l’angle BGL sera plus petit que l’an-

gle EHN. Ayant donc quatre quantités , savoir
les arcs BC, EF et deux angles AGC , BHF,
on a pris des équimultiples de l’arc BC et de
l’angle. BGL, savoir , l’arc HL et l’angle BGL;

on a pris aussi des équimultiples de l’arc EF et
de l’angle EHF, savoir, l’arc EN et l’angle

EHN; mais on a démontré que si l’arc BL sur--

passe l’arc EN , l’angle BGL surpassera l’angle

EHN; que si l’arc BL’ est égal à l’arc EN,

l’angle BGL sera égal à l’angle EHN , et que

si l’arctBL est plus petit que l’arc EN ,- l’angle

BGL sera plus petit que l’angle EHN : donc l’arc

BC est àvll’arc EF comme l’angle BGC est à
l’angle-EHF (défi 5. 5) ; mais l’angle’BGC est

à l’angle EHF comme l’angle BAC est à l’angle

EDF (prop. 15. 5), car ils sont doubles les uns
des autresî( prop. 20. 5) : donc l’arc BC est à
l’arc EF comme l’angle BGC est Ïà’ l’angle EHF,

et comme l’angle BAC est à l’angle EDF.

Donc dans des cercles égaux , les angles sont
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proportionnels aux arcs , soit que ces angles
soient placés aux centres ou bien aux circon-
férences; cé qu’il falloit démontrer.

’ Je dis de plus que l’arc B C est à l’arc E F

cOmme le semeur GBC est au secteur HEF.
Menez les droites BG, CE. 157), et ayant

pris sur les arcs BC , CK, les points O , P, con-
duisez les droites B0 , OC , CP, PK.

Puisque les deux droites BG , GC sont égales
aux deux droites; CG , GK , et qu’elles com-
prennent des angles égaux , la base BC sera
égale à la base CK : donc le triangle GBC est
égal au triangle GCK (prop. 4. 1 ); et à cause
que l’arc BC est égal à l’arc C K, et que le reste

CAB de la circonférence qui complète le cercle

entier ABC est égal au reste KAC de la cira-
c0nférence qui complète le même cercle (ex. 5 ),’

l’angle BOC sera égal à l’angle CPK( prop. a7 . 5) :

donc le segment BOC est semblable au segment
CPK (défi I I. 5), et ces deux segmens’ sont
placés sur des droites égales; mais les segmeus
semblables qui sont placés, sur des droites égales

sont égaux ( prop. 24. 5) : donc le segment BOC
est égal au segment CPK 5’ mais le triangle BGC

est égal au triangle CGK : donc le secteur total
GBC sera égal au secteur totalsGC K (ex. 2
Par la même raison , le secteur GKL sera égal à
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l’un ou à l’autre des-secteurs GKC’, GCB : donc

les trois secteurs GBC , GC K , G KE sont égaux

entr’eux. Les secteurs H E F , H F M ,- H M N
sont pareillement égaux entr’euxï adonc l’achL

est multiple de l’arc BC autant de fois que le
secteur GBL est multiple du secteur GBC. Par
la même raison , l’arc EN est multiple de l’arc

EF autant de fois que le secteur HEN est mul-
tiple du secteur HEF : donc d’après ce que l’on

vient de voir , si l’arc BL est égal à l’arc EN ,

le secteur GBL sera égal au secteur HEN; si
l’arc B L surpasse l’arc E-N , le secteur GBL

surpassera le secteur HEN , etrsi l’arc ’BL est

plus petit que l’arc EN, le secteur GBL sera
plus petit que a le secteur HEN. Ayant donc
quatre quantités ,Isavoir les deux arcs BC , EF
et les deux secteurs GBC , HEF, on a pris des
équimultiples de’l’achC ’et.du secteur GBC,

savoir ,-l’arc BL et le secteur GBL; son. a-pris
aussi des équimultiples de l’arc EF et du Sec-

teur HE F, savoir , l’arc-EN et le secteur HEN;
mais on a démontré (pictai l’arc BL surpasse l’arc

EN, le secteur-GBL surpassera le secteur HEN ,
que si l’achLrest régal à, l’arc EN, le secteur

GBL sera égal au secteur H EN, et que si l’arc
BL est plus petit’que’l’arc EN , le secteur GBL

sera plus petit que le secteur GEN : donc l’arc
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BC eSt à l’arc EF comme le secteur GBC est
au secteur HEF (défi 5. 5).

l

COROLLAIRE.
Il est évident qu’un secteur est à un autre

secteur comme l’angle du premier secteur est
à l’angle du second secteur (prop. I I. 5).

FIN DU SIXIÈME LIVRE.
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LIVRE XI.

DÉFINITION&

1. UN solide est ce a longueur, largeur
et épaisseur.

2. Un solide est terminé par des surfaces.
5. Une droite est perpendiculaire sur un plan

lorsqu’elle fait des angles droits avec toutes les

droites qui la rencontrent et sont dans ce
plan.

’4. Un plan est perpendiculaire sur un plan ,
lorsque les perpendiculaires menées dans un
seul plan sur la commune section des plans
sont perpendiculaires sur l’autre plan.

5. L’inclinaison d’une droite sur un plan est

l’angle aigu compris par cette même droite et

par la droite qui joint le point du plan que la
première droite rencontre et le point de ce plan
que rencontre la perpendiculaire menée sur ce
plan de l’extrémité supérieure de la première

droite.

xx.
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6. L’inclinaison d’un plan sur un plan est

l’angle aigu compris entre les perpendiculaires
sur leur commune section , menées d’un point

de cette commune section dans l’un et dans

l’autre plan. a7. L’inclinaison d’un plan sur un plan est
égale à l’inclinaison d’un autre-plan sur un autre

plan , lorsque les angles de leurs inclinaisons
sont égaux entr’eux.

8. Les plans parallèles sont ceux qui, étant
prolongés, ne se rencontrent point.

g. Les solides semblables sont ceux qui sont
contenus dans le même nombre des plans sem-
blables.

Io. Les solides semblables et égaux sont
ceux sont contenus dans le même nombre
de plans semblables et égaux.

1 r . Un angle solide est l’inclinaison de plus

de deux droites les unes vers les autres , qui se
rencontrent et qui ne sont pas dans le même

plan. -A U T a a M a N T.
Un angle plan est celui qui est compris par

plus de deux angles plans qui ne sont pas dans
le même plan et qui sont construits dans le
même point. I

I 2. Une pyramide est un solide compris sous
l
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des plans qui, étant construits sur un seul plan ,
se réunissent dans un même point.
’ I 5. Un prisme est un solide compris sous des

plans , dont deux plans opposés sont égaux,
semblables et parallèles , et dont les autres plans
sont des parallélogrammes.

14. Une sphère est un solide compris sous
la surface décrite par l’arc d’un demi-cercle

qui tourne autour du diamètre immobile jus-
qu’à ce qu’il soit revenu au même endroit d’où

il étoit parti.

15. L’axe de la sphère est cette droite immo-

bile autour de laquelletourne le demi-cercle.
z 16. Le centre de la sphère est le même que

celui du demi-cercle.
17. Un diamètre de la sphère est une droite

menée par le centre et terminée de l’un et de
l’autre côté par la surface de la sphère.

18. Un cône est un solide compris sous la
superficie décrite par deux côtés d’un triangle

rectangle tournant autour d’un des côtés de
l’angle droit qui reste immobile , jusqu’à ce
qu’il soit revenu au même endroit d’où il étoit

parti. Si le côté immobile est égal à l’autre côté

de l’angle droit, le cône est rectangle; s’il est

plus petit, il est obtus-angle , et s’il est plus
grand, le cône est acutangle.
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19. L’axe du cône est la droite immobile

autour de laquelle tourne le triangle rectangle.
2o. La base du cône est le cercle décrit par

un des côtés qui tournent.

21. Un cylindre est un solide compris sous
la surface décrite par trois côtés d’un parallé-

logramme rectangle tournant autour du qua-
trième côté qui reste immobile jusqu’à ce que

ce rectangle soit revenu au même endroit d’où
il étoit parti.

22. L’axe du cylindre est la droite immobile
autour de laquelle tourne le parallélogramme.

25. Les bases du cylindre sont les cercles
décrits par les deux côtés opposés du parallé-

logramme qui se meuvent. .
24. Les cônes et les cylindres semblables

sont ceux dont les axes et dont les diamètres
des bases sont proportionnels.

25. Un cube est un solide compris sous six
quarrés égaux.

26. Un tétraèdre est un solide compris sous
quatre triangles égaux et équilatéraux.

27. Un octaèdre est un solide compris sous
huit triangles égaux et équilatéraux.

28. Un dodécaèdre est un solide compris
sous douze pentagones égaux, équilatéraux et
équiangles.
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29. Un icosaèdre est un solide compris sous

vingt triangles égaux et équilatéraux.

PROPOSITION PREMIÈRE.

T n E o n Ë M n.

Une partie d’une droite ne peut être dans un plan

et une autre partie de cette droite hors de ce

plan. ’Supposons , si cela peut se faire , qu’une
partie AB ( fig. 1 58) de la droite ABC soit dans

un plan et une autre partie B C hors de ce
plan. V

Prolongez la droite AB dans le plan sur
lequel elle est placée; soit BD le prolonge-
ment de cette droite; les deux droites ABC ,
ABD auront une partie commune AB, ce
est impossible , car deux droites ne peuvent se
rencontrer qu’en un seul point , autrement elles

se confondroient. 4
Donc une partie d’une droite n’est point dans

un plan et une autre partie de cette droite hors
de ce plan; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION Il.

THÉORÈME.

Si Jeux droites se coupent, elles sont dans un
seul plan; tout triangle est aussi placé dans

un seul plan. lQue les deux droites AB , C D (fig. 159) se
coupent mumellement au point E : je dis que les
droites A B, Cl) sont dans un seul plan; je dis
aussi que tout triangle est placé dans un seul
plan.

Prenez sur les droites EB , E C deux points
quelconques F, G; menez CB, FG et FH, GK:
je dis d’abord que le triangle EBC est placé-

dans un seul plan; car si la partie FHC ou la
partie GBK du triangle EBC est dans un plan
et l’autre partie dans un autre plan, une partie
de l’une des droites EC, EB sera dans un plan
et l’autre partie dans un autre plan; mais si une
partie FCB G du triangle E C B est dans un plan
et l’autre partie dans un autre plan , une cera
mine partie de l’une et de l’autre des droites

EC, EB sera dans un plan et certaine autre
partie dans un autre plan; ce a été démon-
tré absurde z donc le triangle EBC est dans un
seul plan; mais l’un et l’autre des droites EC ,

T
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EB sont dans le même plan que le triangle
B CE , et les droites AB, C D sont dans le même I
plan que l’une et que l’autre des droites EC , EB

(prop. 1. 1 1) : donc les droites AB, CD sont
dans un seul plan , et tout triangle est aussi
placé dans un seul plan; ce qu’il falloit dé-

montrer.

PROPOSITION 111.
T’H 1’: O R Ê m E.

. ’ l I ’Si Jeux plans se coupent mutuellement, leur com-
mune section est une ligne droite.

ngIe les deux plans AB, BC ( fig. 160) se coud
pent mutuellement et que leur commune sec-
tion soit DB : je dis que la ligne DE est une

ligne droite. ’
- Car si cela n’est point, du point D au point

B et. sur le plan AB conduisez la droite DEB ,
et sur le plan BC conduisez la droite DFB; les l
extrémités des deux droites DE B , D F B seront

les mêmes, et ces deux droites renfermeront
un espace, ce qui est absurde (’ax. 12): donc
les lignes DEB , DFB ne sont pas des lignes
droites. Nous démontrerons semblablement que
toute autre ligne-menée du point D au point B
n’est point uneeligne droite , excepté la ligne



                                                                     

D’EÜÔLIDE; .59"!
DE, c’est-à-dire la commune section des plans
AB, BC.

Donc si deux plans se coupent mutuellement,
leur commune section Sera une ligne droite; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITÎON 1v.
THÉORÈME.

Si (leur droites se coupent mutuellement, la droite
qui sera perpendiculaire sur ces deux droites ;
à leur sectidn commune, le sera aussi sur le
plan qui passera par ces deux droites.

Que les deux drOites AB, CD (fig. 161) se
coupent mutuellement au point E et que la
droite E F leur soit perpendiculaire au point E:
je dis que la droite EF est aussi perpendicu-
laire sur le plan qui passe par les droites AB , CD,

Prenez les droites AE, EB, CE, ED égales
- entr’elle’s. Par le point E et sur le plan AB con;

duisez d’une manière quelconque une droite
GEH, menez AD, CB , et ensuite d’un point
quelconque F conduisez les droites FA, FG,
FD, FC, FH, FB. Puisque les deux droites
AE, ED sont égales aux deux droites CE,
EB , et que ces droites comprennent des angles
égaux (prop. 15. I ), la base AD sera égale à

a
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la base CB ( prop. 1), le triangle AED égal
au triangle CEB , et l’angle DAE égal à l’angle

EBC ; mais l’angle AEG est égal à l’angle BEH

( prop. 15. 1) : donc les deux triangles AGE,
,BE H ont deux angles égaux à deux angles , cha-

cun à chacun; mais les côtés AE, EB adjacens
à des angles égaux sont égaux entr’eux : donc les

autres côtés de ces triangles seront aussi égaux
entr’eux (prop. 26. 1) : donc GE est égal à EH

et AG égal à EH; et puisque AE est égal à EB

et que la perpendiculaire FE est commune , la
base FA sera égale à la base FB ( prop. 4. 1
Par la même raison, FC sera aussi égal à FD. De

plus , puisque la droite AD est égale à la droite
CB et la droite FA égale à la droite F B , les deux

droites FA , AD seront égales aux deux droites
FB, BC , chacune à chacune; mais on a dé-
montré que la base FD est égale à la base F C :
donc l’angle F A D est égal à l’angle F B C

(prop. 8. I) ; mais on a démontré de plus que
AG est égal à BH et FA est égal à FB : donc

les deux droites FA , AG sont égales aux deux
droites FB , BH; mais on a démontré que l’an-

gle FAG est égal à l’angle FBH : donc la base

FG est égale à la base FH ( prop. 4. I); et. puis-
qu’on a démontré encore que GE est égal à

EH , et à cause que la droite E Eest commune ,
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les deux droites GE , EF seront égales aux deux
droites HF., EF; mais la base FH est égale à la
base FG : donc l’angle GEF est égal à l’angle HEF,

( prop.. 8. 1) : donc l’un et l’autre des angles

G E F, HEF sont droits : donc la droite F E fait
des angles droits avec la droite GH , de quelque
manière que la droite GH soit menée dans le
plan AB par le point E. Nous démontrerons-
semblablement que la droite F E fait des angles-
droits avec toutes les droites qui la rencontrons
et sont dans le plan A8; mais une droite
est perpendiculaire sur’un planvl’orsqu’elle fait

des angles droits avec toutes les droites qui la
rencontrent et qui sont. placées dans ce plan
( défi 5. 11.1 donc la droite EF’est perpen--
diculaire sur les plan AB; mais le plan AB est:
celui passe par les deux droites AB, CI) r
donc la droite FE est perpendiculhiresurl’e plan».

qui passe par les droitesAB, CI).
Donc si deux droites. se coupent mutuelle-

ment, et si une droite est perpendiculairesur
cesdeux droites à leur commune section , cette
droite seraaussi perpendiculairesur- le plan qui
passe par ces deux droites; ce qu’ilifalloit dé-A

montrer. ’
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PROPOSITION v.

T H É o n i M E. I

trois droites se rencontrent et si une droite leur.
V est perpendiculaire à leur commune section , ces,

trois droites seront dans un seuls plan.

- Si une droite AB (fig. 162) est perpendicu-
laire sur trois droites BC , BD , BE au point de
contact B : je dis que les trois droites BG, BD,
15E sont dans un seul plan.

Car supposons, si Cela est possible , que BD,
BE soient dans un. plan et BC dans un autre.
plan élevé alu-dessous du premier; faites. passes,

un plan par les droites AB,-BÏCI; la commune.
section de ce plan avec le plan inférieur sera
une ligne droite (-pt’op.’5". 1 1); que cette droite.

soit B F. Il est évident que les trois droites AB ,h
BG, BF sont dans le plan qui passe par les droites
AB , BC : donc , puisque la droite AB est perpen-
diculaire sur l’uneet l’autre des droitesBD , BF. ,g

cette droite sera perpendiculaire sur le plan qui
passe par DB , BE (prop. 4. 1 1); mais le plan qui
passe par DE , BE est le plan inférieur : donc la
droite AB est perpendiculaire sur le’plan inféT

rieur : donc cette droite sera perpendiculaire sur
toutes les droites qui la rencontrent et qui sont,
ce plan (déf. 5. 1 1) ; mais, cette perpendie

p
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culaire est rencontrée dans le plan inférieur par

la droite BF : donc l’angle ABF est droit ; mais
on a supposé. quel’angle: AB C est droit adonc

les deux angles ABF, ABC, placés dans letmême
plan , sont égaux entr’e’ux ; ee’qui Est impossible

( ax. g) : donc la droite BC n’est pas daIIsÎmi
plan élevé au-dessus de celui passe pailles
droites BD , BE : donc les trois droites BC., BD;
BE sont dans. un seul plan. 1’ . x - ’ 7

V Donc si.trois droitesse rencontrent Ç et sans
droite. leur eSt perpendiculaire à. leur commune
section , ces. trois droites. seront dans un»serul;
plan; cequ’il falloit démentrer. Ü- Ha

, P; a O P o. S Il T; I o tu.
v «garanti. 12., "’1’;

. H 1. . ’ î l
Si Jeux droites sont perpendiculaires sur? le

plan , ceszdeux (fifilles seront parallèles.

Que lesdeux droites AB gCD. (figl’165) scient

perpendiculaires sur un mérite plan : jadis que
AB est parallèle à CD. ’ ’ g i

Supposonsque ces perpendiculaires rencon-
trent ce plan aux pointsB, D; menez. la droite:
BD; conduisez dans ce plan la droite DE per-
pendiculaire sur BD , et après avoir fait DE égala

à AB , menez les. droites BpE , AE , AI).
4.



                                                                     

:196 .ËLÉ.ME.Ns
Ruisque la droite AB est perpendiculaire sur

le plan BDE , elle est perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce plan ( défi 5. 1 1 ); mais cette droite est ren-l
contrée par! l’une et l’autre des droites BD,

BE qui sont dans ce plan : donc les angles ABD ,
ABE. sont droits l’un et l’autre. Par la même

raison, les angles CDE, CDE sont aussi droits
l’un et l’autre. Mais puisque la droite AB est

égale à la droite DE et que la droite BD est
commune , les deux droites AB , BD sont égales
aux deux-drOites ED, DE; mais ces droites com...
prennent des angles droits : donc la base Al). est
égale à la base BE ( prop.. 4. I ; et puisque la
droite AB est égale à la droite DE et, la droite
AD égale à la droite BE , les deux droites AB,
BE sont égales aux deux droites ED , DE ; mais
la base AE est. commune : donc l’angle ABE
est égal à l’angle EDA ( prop. 8. 1); mais l’an-

gle AB E est droit :-donc l’angle EDA est droit

aussi; donc la droite ED est perpendiculaire
sur la droite DA; mais la droite ED est pets-1
pendiculaire sur l’une et l’autre des droites B D ,I

DG : donc ED est perpendiculaire sur les trois.
droites BD, DA, DC à leur point de Contact:
donc les trois droites BD , DA , DC sont dans
un seul plan (prop. 5. 1 1).; mais la droite AB, est
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dans le même plan que les droites BD , DA , car
tout triangle est dans un seul plan (prop. 2 . r 1) :
donc les trois droites AB , BD, DC sont dans
un seul plan; mais les angles ABD, BDC sont
droits l’un et l’autre»: donc la droite AB est pa-

rallèle à la droite CD (prop. 28. 1
Donc si deux droites sont perpendiculaires

sur le même plan , ces deux droites seront pa-
rallèles entr’elles; ce qu’il falloit démoutrer.

PROPOSITION VIL
THÉORÈME.

Si (leur droites sont parallèles, et si l’on prend

sur chacune de ces droites des points quelcon-
ques , la droite qui joindra ces points sera dans
le même plan que les parallèles.

Soient AB , CD (fig. 164) deux droites pa-
rallèles, et soient pris dans ces droites des points
quelconques E , F: je dis que la droite qui joint
les points .E , F est dans le même plan que les

deux parallèles. . u
Supposons que cela ne soit point, et suppo-

sons, si cela est possible, que cette droite soit:
dans un plan élevé au-dessus du premier, et
qu’elle ait , par exemple, la position EGF; par
la ligne EGF conduisez un plan qui fasse avec
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le plan inférieur une section qui sera une ligne
droite (prop. 5.1 1); que cette section soit EF:

I il ,est évidentiqué les deux droites EGF, EF
renfermeront un espace, ce qui est impossible
(ax. i2) :.do:ic-l’a droite conduite du point E
au point F n’est point dans un plan élevé au-

dess’us du premier :’donc elle est dans celui qui

passe par les parallèles A8 , C D- I a
Donc si deux droites sont parallèles, et si l’on

prend dans l’une et l’autre de»ces parallèles des

points quelconques, la droite qui joindra ces
points sera dausle même plan que les paraln
lèles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION VIII..
.THÉORËME.

Si (leur droites sont parallèles , et si F une d’elles

est perpendiculaire sur un plan, l’autre sera

aussi perpendiculaire sur ce plan. I

Soient AB, CD (fig. 165) deux droites pa-
rallèles , et que-l’une de ces droites AB soit per-

pendiculaire sur le plan BED : je dis que l’autre

droite C D sera aussi perpendiculaire sur ce

plan» . .i Que les droites AB, CD rencontrent le pla -
13.151) aux pointsB, D. Menez BD. Les droites AB,
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DG , BD seront dans le’même plan (prop. 7. 1 1).

Conduisez dans le plan BED la droite-DE per-
pendiculaire sur BD; faites ensuite DE égal à
AB, et menez BE, AE, AID. Puisque AIS est
perpendiculaire sur le plan AE D, elle sera per-
pendiculaire sur toutes les droites qui la ren-’
contrent et qui sont dans ce plan (déf. 5. 1 i) :
donc les angles ABD, ABE sont droits l’un et
l’autre; et puisque la droite BD tombe sur les
droites AB , CD, les angles ABD, CDE seront
égaux à deux angles droits (prop. 29. I). Mais
l’angle ABD est droit : donc l’angle CDE est

droit aussi : donc CD est perpendiculaire sur
BD ; et puisque la droite A13 est égale à la droite

DE , et que la droite BD est commune , les deux
droites AB , DB sont égales aux deux droites
ED , DB;-mais l’angle ABD est égal à l’angle

EDB, car ils sont droits l’un et l’autre : donc

la base AD est égale à la base BE (prop. I);
et puisque AB est égal à DE et BE égal à AD,

les deux droites AB , B E seront égales aux deux

droites ED, DA , chacune à chacune; mais la
base AB est commune : donc l’angle ABE est
égal à l’angle EDA ( prop. 8. I ); mais l’angle

ABE est droit : donc l’angle EDA est droit
aussi: donc ED est perpendiculaire sur DA;
maileD est aussi perpendiculaire sur BD : donc

K
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la droite ED sera perpendiculaire sur le plan qui

passe par les droites BD, DA ( prop.4. I I):
donc la droite ED est perpendiculaire sur toutes
les droites la rencontrent et qui sont dans
ce plan. Mais la droite DC est dans le plan qui
passe par les adroites B A , A D , parce que les
droites AB , BD sont dans le plan qui passe par
les droites BD , DA ( prop. 2. I i ) ; mais la droite
DG est dans le même plan que les droites AB,
’BD ( prop. 7. I I) : donc la droite ED est per-
pendiculaire sur DC z donc la droite CD est per-
pendiculaire sur DE; mais la droite CD est per-
pendiculaire sur la droite BD : donc la droite
CD est perpendiculaire sur les deux droites DE,
DE à leur point de rencontre D: donc la droite
CD est perpendiculaire sur le plan passe par
les droites DE , DB- (prop. 4. r I ); mais le plan
qui passe par les droites. DE , D B est le plan
BE D : donc C D est perpendiculaire sur leplan
BED; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION 1x.

THÉORÈME.

Les droites qui sont parallèles à une même droite j

sans être dans le même plan que cette autre
droite, sont cependant parallèles entr’elles.

Que l’une et l’autre des droites AB , C D

(fig. 165) soient parallèles à la droite EF , et
que les droites AB , C D ne soient pas dans le
même plan que la droite EF : je dis que la
droite AB est parallèle à la droite CD.

Prenez sur EF un point quelconque G , et de
ce point menez dans le plan qui passe par EF,
AB la droite GH perpendiculaire sur EF, et
dans le plan qui passe par F E, CD, menez
la droite G K perpendiculaire aussi sur FE :
puisque la droite EF est perpendiculaire sur
l’une et l’autre des droites GH , GK , la droite

EF sera aussi perpendiculaire sur le plan qui
passe par les droites ’G H , G K (prop. 4. 1 1) ;
mais AB est parallèle à EF : donc AB est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les points
H, G, K (prop. 8. 1 1); par la même raison CD
est perpendiculaire sur le plan qui passe par les
points H , G , K : donc les droites AB , C D sont
perpendiculaires l’une et l’autre sur le plan qui
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passe par les points H, G, K; mais si deux droites
sont perpendiculaires sur un seul plan a ces deux
droites sont parallèles entr’elles ( prop. 6: 1 1
donc la droite AB est parallèle à la droite CD;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION x..
THÉORÈME

Si deux droites qui se touchent sont parallèles d
(leur droites qui se touchent et qui ne sont pas
dans le même plan, ces droites comprendront
des angles égaux.

’ Que les deux droites A13 , BC (fig. 166) qui

se touchent soient parallèles aux deux droites
DE , EF qui se touchent et qui ne sont pas dans
le même plan : je dis que l’angle ABC est éga

à l’angle DEF. iPrenez les droites BA, BG , ED, EF égales
entr’elles , et menez les droites AD , CF, BE;
AC , DF. Puisque BA est égal et parallèle à ED,
AD sera égal et parallèle à BE ( prop. 35. 1):

Par la même raison CF sera égal et parallèle à

BE : donc les deux droites A D , CF sont égales
et parallèles chacune à la droite BE; mais les
droites qui sont parallèles à une même droite
sont parallèles entr’elles (prop. 9. r 1) : donc la



                                                                     

D’EUCLIDE. 505
droite AD est parallèle et égale à la droite CF ;

mais ces parallèles sont jointes parles droites
AC, DF : donc la droite AC est parallèle et
égale à la droite DF ; et puisque les droites AB ,

BC sont égales aux deux droites DE, EF, et
que la base AC est égale à la base DF, l’angle
ABC sera égal à l’angle DEF (prop. 8. 1)..

Donc si deux droites qui se touchent. sont
parallèles à deumdroites se touchent et qui
ne sont pas dans le même plan , ces deux droites
comprendront des angles égaux; ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION XI.
pitonnasse.

D’un point donné hors d’un plan , mener une

perpendiculaire sur ce plan.

Soit A (fig. 167) le point donné hors d’un
plan , soit B H le plan donné : il faut du point A
mener une perpendiculaire sur ce plan.

Dans le plan donné , conduisez une droite
BC d’une manière quelconque, et du point A

menez la droite A D perpendiculaire sur B C
(prop. 12. I Si la droite AD est aussi perpen-
diCulaire sur ce plan, on aura fait ce qui étoit
proposé; si cela n’est pas, du point D et dans le
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plan donné menez sur BC la perpendiculaire DE

(prop. I i . 1) , et du point A menez sur DE la
perpendiculaire AF ( prop. I a . l) , et enfin par le
point F conduisez la droite G H parallèle à BC.

Puisque BC est perpendiculaire sur l’une et sur
l’autre des droites DA, DE, la droite BC sera per-

pendiculaire sur le plan passe par les droites
ED, DA, et parallèle à la droite GH (prop. 4. 1 I );

mais si deux droites sont parallèles et si l’une
d’elles est perpendiculaire à un plan , l’autre

droite est aussi perpendiculaire à ce même plan
(prop. 8. I 1) : donc GH est perpendiculaire sur
le plan passe par ED , DA , et par conséquent
perpendiculaire sur toutes les droites qui se
rencontrent dans ce plan (défi 5. I I) ; mais la
droite AF rencontre la droite GH dans le plan
qui passe par ED, DA : donc la droite GH est
perpendiculaire sur AF : donc AF est perpen-
diculaire sur GH; mais AF est perpendiculaire
sur DF, par construction: donc la droite AF est
perpendiculairelà l’une et à l’autre des droites

GH, DE; mais si une droite est perpendiculaire
au point de contact sur deux droites se ren-
contrent, elle sera aussi perpendiculaire sur le
plan qui passe par ces deux droites(prop.4. 1 r) z
donc FA est perpendiculaire sur le plan qui passe

par ED, GH; mais le plan passe par EDz
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CH estle plan BH : donc la droite AF est per-
pendiculaire sur le plan BH. l

I Donc du point donné A, pris au-dessus d’un

. plan , on a mené une perpendiculaire AF sur ce
plan; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION X11.
PROBLÈME.

D’un point donné dans un plan donné, élever

lune perpendiculaire surice plan.

. Soit EF (fig. 168) le plan donné , et soit A
le point donné dans ce plan : il faut du point-A
élever une perpendieulaire sur ce plan.

D’un point quelconque B, pris tau-demis du

plan donné , menez une perpendiculaire BC
sur ce plan (prop. 51. Il ) , et par le point A
menez AD parallèle à BC (prop. 51’ . 1

Puisque les deux droites AD , CB sont paral-
lèles et que BC , l’une. de ces droites , est parpain-

diculaire sur le plan donné , l’autre droite AD ses

aussi perpendiculaire sur ce plan ( prop. 8; 1 1
Doue , d’un point donné dans un plan donné;D

ou a élevé une perpendiculaire sur ce plan; ce
qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XIII.
THËonÈME.

D’un point donné dans un plan donné, on ne peut

élever du même côtédeux perpendiculaires sur

ce plan.

Suppœons que cela soit possible; du point
donné A (fig. pris dans le plan donné,
élevez du même côté les deux perpendiculaires

ÀB , AC sur ce plan; conduisez un plan par les
deux droites BA, AC; ce plan fera au point A
avec le plan donné une section sera une
ligne droite (prop. 5. I I ); que cette section
soit DAE; les droites AB, AC, DAF seront
dans le même plan; mais puisque CA est per-
pendiculaire sur le plan donné, elle sera per-
pendiculaire sur toutes les droitbs qui la rencon-
trent et qui sont dans le plan donné (défi 5. 1 I);

mais la droite DAE , qui est dans le plan donné ,

maomre la droite CA : donc l’angle CAE est
nioit. L’angle BA E est droit , par la même rai-
gon »; donc l’angle CAE et l’angleÉAE qui sont .

dans le même plan sont égaux entr’eux , ce qui

est. impossible (ax. 9 ) .
Donc ,d’un point donné dans un plan donné,

on ne peut élever deux perpendiculaires sur ce
plan; ce qu’il falloit démontrer. s
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PROPOSITION XIV.

THÉORÈME.

Les plans sur lesquels une même droite est pape»:
dit-alaire sont parallèles entr’eux.

Que la droite AB (fig. 170) soit perpendi-
culaire sur l’un et l’autre plan CD, EF : je dis

que ces plans sont parallèles.
Car si cela n’est point , ces plans étant pro-

longés se rencontreront et leur section sera une
ligne droite ( prop. 5. i I ). Que cette section
soit GH; ayant pris dans cette section un point
quelconque K ,r menez AK , BIS. Puisque la
droite AB est perpendiculaire sur le plan EF, p
cette droite sera perpendiculaire sur la droite
BK qui est placée dans le prolongement du plan e
EF (défi 5. Il) : donc l’angle ABK est droit.
L’angle BAR est droit, par la même raison:

idonc les deux angles ABE, BAI du triangle
ABK sont égaux à deux angles droits; ce qui
est impossible (prop. 17. I) : donc les plans
CD, EF étant prolongés, ne se rencontreront
point entr’eux : donc les plans CD, EF 59m

parallèles. t ’ *Donc les plans sur lesquels une même droite
est perpendiculaire sont parallèles entr’eux; ce
qu’il falloit démontrer.

l a
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PROPOSITION XV.

antidatais.
Si deux droites qui se rencontrent sont parallèles

à Jeux droites qui se rencontrent et qui ne sont
pas dans le même plan les plans qui passeront
par Ces droites seront parallèles.

Que les droites AB, BC (fig. 171) qui se ren-
contrent soient, parallèles avec deux droites DE,

EF qui. se rencontrent et qui ne sont pas dans
le même plan; je disque les plans qui passent
par lesdroites A8 , BC et par les droites DE , EF
ne se rencontreront point s’ils soneprolongés. .

Du point B menez sur le plau.,qui passe par
les drOites DE, EF la perpendiculaire BG qui
rencontre ce plan au point G ( prop. 11 . il);
par le point menez la droite .GH parallèle à
la droite El) et la droite GK parallèle à la droite
EF (propi’5i. I). Puisque la droite BG est pen-
pendicnluire sur le plan quipasse parles droites
DE, EF, elle sera perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent etçqui sont dans a
ce même plan (défi 5. I I ) ; mais cette droite
est rencontrée par l’une et l’autre des droites

GH , 6K qui sont. dans le plan qui passe par les
t droites DE, EF : doucies anglesBGH, BGK
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sont droits l’un et l’autre; et puisque BA’est

parallèle à la droite G H , les angles GBA, BGH
seront égaux à des): angles droits (prop. 39. r);
mais l’angle BGH est droit : (leur; l’angle’GBA

sera droit 3 dune GB est perpendiculaire sur
BA. Par la même raison , BG est perpendicuw
laire sur BC : donc puisque la droite BG est
perpendiculaire sur les deux droites BA, BC
qui se coupent mutuellement , la drOite BG
sera perpendiculaire sur le plan qui passe par
les deux droites AB, BC (prop. 4. Il). Par-
la même raison , la droite -BG est perpendicu-
laire sur le plan qui passe par les droites GH,
G K. Mais le plan qui passe par les droites GH ,
GK est le même que celui qui passe par les
droites DE, EF : donc la limite BG est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les droites
DE, ’EF. Mais on a démontré que la droite

BG est perpendiculaire sur le plan qui passe
par les droites A13 , BG, et cette droiterest cn-
core perpendicuhaiœ sur le plan qui passe par
les droites DE , EF : donc la droite BG est per-
pendiculaire sur l’un et l’autre des plans qui

passent par les droites AB , BC et par les droites
DE , E F; mais les plans sur lesquels une même
droite est perpendiculaire sont parallèles entre
eux (pmp. i4. 1 1) : donc le plan qui passe par

J
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les droites AB , tBC est parallèle à celui qui passe

par les droites DE, EF.
Donc si deux droites se rencontrent sont

parallèles à’ deux droites se rencontrent et
qui ne sont pas dans le même plan , les plans
qui passeront par ces droites seront parallèles
entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PRO-POSITION xv1.’

THÉORÈME.

Si Jeux plans parallèles sont coupés par un plan

quelconque , leurs communes sections seront
parallèles.

Que les deux plans parallèles AB,CD (fig. 1
soient coupés par un plan quelconque EFGH],
et que leurs communes sections soient EF, GH;
je dis que EF est parallèles GH
I Supposons que cela ne soit point ; prolongez
les droites EF, GH , ces droites se rencontre-
ront ou du côté des points F, H, ou du côté
des points E, G. Prolongez ces droites du Côté
des points F, H, et supposons qu’elles se ren-

l contrent au point K; puisque EFK est dans le
plan AB , tous les points pris dans EFK seront
dans le même plan; mais le point K est un des
points pris sur EFK l: donc le point K est dans

t
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le plan A13. Par la même raison , le point K est
dans le plan CD : donc les plans AB, CD pro-"-
longés , se rencontreront entr’eux ; mais ces
deux plans ne se rencontreront point puisqu’ils
sont parallèles : donc les droites EF, GH pro-
longées ne se rencontreront point du côté des

points F , H. Nous démontrerons semblable-
ment que les droites: EF, GIH’ prolongées ne

se rencontreront point du côté des points-E , G.
Mais les droites qui ne se rencontrent d’aucun
côté sont parallèles (défi 55. l) : donc les droites

E F; G Hi sont parallèles. p
Donc si deux plans parallèles sont coupés par.

un plan quelconque , leurs communes sections.
seront parallèles entr’elles; ce qu’ilifalloit dé-

montrer. aPROPOSITION XVII.

x r n ATHEOREMB.
Si Jeux droites. sont coupées par des plans pa-

rallèles ,. elles seront coupées proportionnel-
lament.

’ Que les deux droites AB , CD (fig. r75) soient

coupées par les plans parallèles GH, KL, MN

aux points A, E, B, C, F, D: je dis que AE
est à EB comme CF est à FD.

I 4
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Menez les droites AC, BD, AD; Supposons

que la droite AD rencontre le plan KL au point
0.; et conduisez les droites E0 , OF. Puisque
les deux plans parallèles KL, MN sont coupés

par le plan EBDG, leurs sections E0, BD
sont parallèles (prop. 16. I 1); puisque les deux
plans parallèles GH, KL sont coupés par le
plan AOFC , leurs sections communes AC , F0
sont parallèles, par la même raison. Mais puis-
que E0 est parallèle à un des côtés du triangle

ABD, savoir au côté BD, le côtélAE sera au
côté EB comme le côté A0 est au côté 0D

(prop. 2. 6). De plus , puisque le côté OF est
parallèle à un des côtés du triangle ADC, savoir

r au côté AC , le côté A0 est au côté 0D comme

le côté CF est au côté FD. Mais on a démontré

que le côté A0 est au côté 0D comme le côté

AE est au côté EB : donc le côté AE est au
côté EB comme le côté CF est au côté FD

(prop. Il. 5).
Donc si deux droites sont coupées par des

plans parallèles , ces droites seront coupées pro-

portionnellement; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVIII.
ensoutana.

Si une droite est perpendiculaire sur un plan, tous
les plans qui passent par cette droite sont per-
pendiculaires sur ce même plan.

.Qu’une droite quelconque AB (fig. :74)
perpendiculaire sur un plan : je dis que tous les
plans qui passent par cette droite sont perpens-

diculaires sur ce même plan. 4
Par la droite AB conduisez le plan DE, e

que la droite CE soit la commune section du
plan DE et du plan donné; sur la droite CE
prenez un point quelconque F; de ce point et
dans le plan DE conduisez la droite FG per-
pendiculaire sur la droite CE. Puisque la droite
AB est perpendiculaire sur le. plan donné , cette

droite sera perpendiculaire sur toutes les droites
qui la rencontrent et qui sont dans ce plan
(déf. 5. 1 1) : donc la droite AB est perpendi-
culaire sur la droite CE : donc l’angle ABF est
droit; mais l’angle GFB est droit aussi : donc AB

est parallèle à FG (prop. 28. 1); mais A3 est
perpendiculaire sur le plan donné : donc F G sera

perpendiculaire sur ce même plan (prop. 8. x 1);

mais un plan est perpendiculaire sur un plan,



                                                                     

514 ÉLÉMENS
lorsque les droites menées dans l’un» de ces

plans sont perpendiculaires sur leur commune
section et sur l’autre plan (déf. 4. 1 1) : donc la

droite FG menée dans le plan DE et perpendi-
culaire sur la droite CE, commune section des
plans , est aussi perpendiculaire sur le plan
donné : donc le plan DE est perpendiculaire
sur le plan donné. Nous démontrerons sembla-

blement que tous les autres plans qui passent
par la droite AB sont aussi perpendiculaires sur
le plan donné.

Donc si une droite est perpendiculaire sur
un plan , tous les plans qui passeront par cette
droite seront perpendiculaires sur ce mêmen

t plan; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XIX.
THÉORÈME.

Si deux plans qui se coupent mutuellement son:
perpendiculaires sur un plan, leur commune
section sera aussi perpendiculaire sur ce plan.

Que deux plans AB, BC (fig. 175) qui se
coupent mutuellement soient perpendiculaires
sans un plan donné, et que leur commune section

soit BD: je dis que la droite BD est perpendi-
culaire sur le plan donné.
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Supposons que cela ne soit point; du point D

menez dans le plan AB la droite DE perpendicua
laite sur la droite AD (prop. t t . 1), et du point D
et dans le plan BC menez la droite DF perpen-
diculaire sur la droite CD. Puisque le plan AB
est perpendiculaire sur le plan donné et que la
droite DE a été menée dans le plan AB perpen-

diculaire à la commune section AD de ces plans,

la droite DE sera perpendiculaire sur le plan
donné. Nousdémontrerons semblablement que
DF est’perpendiculaire sur le plan donné : donc

du point D on a mené du même côté deux per-

pendiculaires sur le plan donné ; ce qui est im-
possible ( prop. t5. 1 1) : donc du point D on
ne peut pas mener d’autres droites qui soient
perpendiculaires sur le plan donné, si ce n’est

la commune section DB des plans AB, BC.
Donc si deux plans qui se coupent mutuelle-

nient sont perpendiculaires sur un plan donné ,
leur commune section sera perpendiculaire sur
ce plan; ce qu’il falloit démontrer.

l
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’PROPOSITION xx.

THÉORÈME;

Si un angle solide est compris sous trois angles
plans l deum de ces angles, de quelque ma-
nière qu’on. les prenne, sont plus grands que la .

troisième.

Que l’angle solide A ( fig. 176) soit compris

sous les trois angles plans BAC , CAD, DAB:
je dis que deux quelconques des trois angles
plans BAC, CAD, DAE, de quelque manière
qu’on les prenne , sont plus grands que l’angle

restant.
Car si les angles BAC, CAB, DAE sont

égaux entr’eux , il est évident que deux quel-

conques de ces angles, de quelque manière
qu’on les prenne , sont plus grands que l’angle

restant. Supposons que ces trois angles ne sont
point égaux entr’eux , et que l’angle BAC est le

plus grand. Sur la droite AB et au point: A fait.
sons dans le plan qui passe par BAC l’angle BAE
égal à l’angle DAB (prop. 25. I 1). Faisons AIE.

égal à AD (prop. 5. 1 ) , menons ensuite par le
point E la droite BEC qui coupe les droites AB,
AC aux points B, C, menons aussi les droites DE,
DC. Puisque la droite DA est égale à la droite AE
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et que la droite AB est commune, les deux
droites DA, AB sont égales aux deux droites
AE, AB; mais l’angle DAE est égal à l’angle.

BAE : donc la base DB est égale à la base BE
( prop.4. 1); et. puisque les deux droites DB , DC
sont plus grandes que la droite BC et que la droite
DE est égale à la droite B E , la droite restante
DC sera plus grande que la droite restante EC;
mais puisque la droite DA est égale à la droite
AE , que la droite AC est commune et que la
base DG est plus grande que la base EC, l’an-
gle DAC sera plus grand que l’angle EAC ,
( prop. 25. r). Mais l’angle DAB est égal à l’an:

gle B AE , par oensfiruetion z donc les angles
DAE, DAC sont plus grands que l’angle BAC.
Si l’on prend deux autres angles quelconques,
nous démontrerons semblablement qu’ils sont
plus grands que l’angle restant.

Donc si un angle solide est compris sous trois
angles plans, deux quelconques de ces angles,
de quelque manière qu’on les prenne, sont plus
grands que le troisième; ce qu’il falloit déa-

"rentrer.
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PROPOSITION XXI.
THÉORÈME.

Tout angle solide est compris sous des angles plan:
qui sont moindres que quatre angles droits.

Soit l’angle solide A (fig. 17.7) compris sous

les angles plans BAC, CAD, DAB : je dis que
les angles BAC , CAD , DAB sont moindres
que quatre angles droits. i

Dans chacune des droites AB , AC, AD, pre-
nez des points quelconques B, C, D, et menez
BC , CD, DB. Puisque l’angle solide B est com-

pris sous les trois angles plans CBA, ABD,
CBD, deux quelconques de ces triangles sont
plus grands que l’angle restant (prop. 2b. I t):
donc les angles CBA ,ABD sont plus grands qne
l’angle CB D. Par la même raison , les angles
BCA , ACD sont plus grands que l’angle BCD, et

les angles CDA, ADB plus grands que l’angle
CDB : donc les six angles CBA, ABD, BCA, ACD,

ADC , ADB sont plus grands que les trois angles
CBD, BCD , CDB. Mais les trois angles CBD,
BC D , C DE sont égaux à deux angles droits
(prop. 52. I ) : donc les six angles CBA, ABD,
BCA, ACD, ADC, ADB sont plus grands que
deux angles droits; mais puisque les trois angles
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de chacun des triangles ABC , ACD, ADB sont
égaux à deux angles droits , les neuf angles CBA ,
ACB , BAC , ACD , DAC , CDA , ADB , DBA ,

BAD de ces trois triangles sont égaux à six angles

droits; mais les six angles ABC , BCA , ACD ,
CDA, ADB ,qDBA sont plus grands que deux
angles droits : donc les angles restans BAC , CAD,
DAB qui contiennent l’angle solide sont plus
petits que quatre angles droits.

Donc tout angle solide est compris sous des
angles plans plus petits que quatre angles droits;
ce qu’il falloit démontrer. .

PROPOSITION XXII.
THÉORÈME.

Si l’on a trois’ angles plans, dontldeux de ces
angles, de quelque manière qu’on les prenne,

sont plus grands. que l’angle restant, et si ces
angles sont compris par des côtés égaux; on ’

pourra construire un triangle avec les droites
qui joignent ces côtés égaux

Soient les trois angles plans ABC, DEF,
GHK (fig. 178) dont deux de ces angles, de
quelque manière qu’on les prenne, sont plus
grands que l’angle restant , c’est-à-dire que les

deux angles ABC , DEF sont plus grands que’

f
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l’angle GHK, que les demi angles DEF, CHIC

sont plus grands que l’angle ABC , et enfin que

les deux angles GHK, ABC sont plus grands
que l’angle DEF; que les droites AB , BC , DE;
EF, GH, HK soient égales ; menez AC ,’ DF,

GK: je dis qu’on peut construire un triangle
avec des droites égales aux droites AC, DF, GK;
c’est-à-dîre que deux quelconques’ des droites

AC , DF, GK, de quelque manière qu’on les
prenne , sont plus grandes que la droite restante.

Si les angles ABC, DEF, GHK sont égaux
entr’eux , il est évident qu’on pourra construire

un triangle avec des droites égales aux droites
AC , DF, GK qui sont alors égales entr’elles. Au

contraire, si ces angles ne sont point égaux , sur
la droite HK et au point H , faites l’angle KHL
égal à l’angle ABC (prop. 25. 1 ); faites aussi

la droite HL égale à une des droites AB, BIC,
DE, EF, GH, HK,’et menez les droites GL,
KL. Puisque les deux droites AB., BC sont
égales aux deux droites KH, HL, et que l’an-
gle B est égal à l’angle, KHL , la base AC sera

égale la la base KL (prop; 4. 1’); et puisque les
angles ABC , GHK sont plus grands que l’an-
gle DEF et que l’angle ABC est égal à l’angle

KHL, l’angle GHL sera plus grand que l’an--

gle DE F. De plus ,Ï puisque les deux droites
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GH, HL sont égales aux deux droites DE, EF
et que l’angle GBL est plus grand que l’angle E,

la base GL sera plus grande que la base DF
(prop. 24. 1); mais les droites GK, KL sont
plus grandes que la droite GL (prop. 20. I) à
donc, à plus forte raison, les droites GK, KL
Sont plus grandes que la droite DF ; mais KL
est égal à AC : donc les droites AC , GK sont

plus grandes que la droite restante DF. Nous
démontrerons semblablement que les droites
AC , DF sont plus grandes que la droite OK,
et que les droites GK , DF sont aussi plus grandes

que la droite AC z donc on peut construire un
triangle avec des droites égales aux droites AC ,-

DF, GK (prop. sa. I

A v T a E M E N "r.

Soient donnés les trois angles plans ABC,
DE F, GHK 17g) dont deux de ces angles,
de quelque manière qu’on les prenne , sont plus

grands que l’angle restant; que ces angles soient
compris par des droites égales AB, BC , DE,
EF, GH, HK. Menez les droites AC, DF, GK :
je dis qu’on peut construire un triangle avec des

droites égales aux droites AC , DF, GK; c’est;
à-dire que deux de ces droites, de quelque ma-
nière qu’on les prenne, sont plus grandes que

X
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la droite restante. Si les angles ABC, DEF,
GHK sont égaux, les droites AC, DF, GK
seront égales entr’elles (prop. 4. 1), et deux
de ces droites seront plus grandes que la droite
restante. Au Contraire , si ces angles ABC, DEF,
GHK sont inégaux, et si l’angle ABC est plus
grand que l’un et que l’autre des angles E, H, la

droite AC sera plus grande que l’une et que l’autre

des droites DF, GK (prop. 24. 1.); et il cet évi-
dent que la droite AC avec l’une ou avec l’autre

des droites DF, GK sera plus grande quela droite
’ restante. Je. dis que les droites DF, GK sont

plus grandes que la droite AC. Sur la droite AB
et au point B construisez l’angle ABL égal à

l’angle GHK (prop. 25. I); faites la droite BL
égale à une des droites AB, BC , DE, EF’,
GH, HK, et menez AL, LC. Puisque les deux
droites AB, BL sont égales aux deux droites
GH, HK, chacune à chacune , et qu’elles com-
prennent des angles égaux , la hase AL sera égale

à la base GK ( prop. 4. 1 ); et. puisque les angles
E, H sent plus grands que l’angle ABC et que
l’angle GHK est égal à l’angle ABL, l’angle

restant E sera plus grand que l’angle L’BC. De

plus, puisque les deux droites LB, BC sont
égales aux deux droites DE, EF, chacune à
chacune, et que l’angle DEF est plus grand
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que l’angle LBC , la hase DF sera plus grande

que la hase LC (prop. 24. x Mais on a dé-
montré que la droite GK est égale à la droite

AL l: donc les droites DF, GK sont plus grandes
que les droites AL , LC ; mais les droites AL , LC
sont plus grandes que la droite AC ( prop. 20. I) z
dOuc à plus forte raison les droites DF, G K
sont plus grandes que la droite AC : donc deux
des droites AC , DF, GK, de quelque manière
qu’on les prenne , sont plus grandes que la droite

restante.
Donc on peut construire un triangle avec

trois droites égales aux droites AC, DF, GK
(prop. 22. 1 ) ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIII.
PROBLÈME.

Construire un angle solide avec trois angles plans
dont deux de ces angles , de quelque manière
qu’on les prenne, sont plus grands que l’angle

restant ,- il faut que ces trois angles soient plus
petits que quatre angles droits.

Soient donnés les trois angles plans AB C ,
DE F, G HK (fig. I 80) dont deux de ces angles ,
de quelque manière qu’on les prenne , soient plus

grands que l’angle restant; que ces trois angles
a
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soient plus petits que quatre angles droits : il
faut avec des angles égaux aux angles ABC,

a .-, l DEF, GHK construire un angle solide.
., Faites les droites AB, BC, DE, EF, GH,

HK égales entr’elles et menez AC, DF, GK.
On peut avec des droites égales a AC , DF, GK

construire un triangle (prop. 22. n Causa
truisez le triangle LMN ( prop. 22. 1) de ma-
nière que LM soit égal à AC, MN égal à DF

et LN égal à GK. Décrivez ensuite une circon-I

férence de cercle LMN autour du triangle LMN
( prop. 5: 4) ; prenez le centre de ce cercle qui
Sera ou dans le triangle LMN ou sur un de ses
côtés, ou hors de ce triangle.

Que le centre du cercle soit d’abord dans le
triangle , et que ce centre soit i0; menez LO ,
M0, NO : je dis-que AH est plus grand que L0 g
car si cela n’est point , la droite AB sera égale à

la droite L0 ouplus petite que cette droite.
Supposons d’abord qu’ellelui soit égaleiPuisque

AB est égal à L0 et que AB est égal à BC , L0
sera égal à BC; mais L0 est égal à 0M ï donc

les deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites L0, 0M, chacune à chacune; mais la
hase AC est supposée égale à la base LM : donc
l’angle ABC est égal à l’angle LOM (prop. 8. r).

Par lamême raison , l’angle DEF est égal à l’an-a
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gle MON et l’angle GHK égal àl’angle NOL :»

donc les trois angles ABC, DE F, GHK sont
égaux aux trois angles LOM, MON , NOL; mais.
les trois angles LOM, MON , NOL sont égaux à

quatre angles droits : donc lestrois anglesABC ,.
DEF, GHK sont égaux à quatre angles; mais.
on les a supposés plus petits que quatre angles
droits , ce qui est absurde : donc la droite AB-
n’est pas égale à la droite L0 : je disde plus que.

la droite AB n’est pas plus petite que la droite
L0. Car supposons, si cela est possible , qu’elle
soit plus petite , et que-la droite AB soit égale à
la droite OP et la droite BC égale à la droite OQ;

menez PQ. Puisque la droite AB est égale à la
droite BC, u droite OP sera égale à la droite OQ :

donc la droite restante PL sera égale à la droite
restante QM : donc la droite LM est parallèle
à la droite PQ (prop. 2:6): d’une les triangles
LMO , PQO sont équiangles : donc 0L est à.
LM comme OP est à PQ (prop. 4. 6), et en
échangeant les places des moyens, L0 est à OP,

comme LM est à PQ (prop. i6. 5); mais L0
est plus grand que OP : donc LM est plus grand-
que PQ;’mais LM est égal à AC, par cons--

truction : donc AC sera plus grand quePQ; et
puisque les deux droites AB, BC sont égales
aux deux droitesPO , OQ et que la base AC

’ 5.
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est plus grande que la base PQ , l’angle ABC sera

plus grand que l’angle POQ (prop. 24. I). Nous
démontrerons semblablement que l’angle DE F
est plus grand que l’angle MON et l’angle GHK

plus grand que l’angle NOL :donc les trois
angles ABC , DEF, GHK sont plus grands que
les angles LOM, MON, NOL; mais les angles
ABC, DEF, GHK sont supposés plus. petits
que quatre angles droits : donc à plus forte
raison les trois angles LOM , MON , NOL sont
plus petits que quatre angles droits; mais ces
trois angles sont égauxà quatre angles droits ,
ce qui est absurde : donc la droite AB n’est pas
plus petite que la droite L0. On a démontré
qu’elle ne lui est point égale : donc la droite AB

est plus grande que la droite L0. Du point O
élevez une perpendiculaire OR sur le plan du
cercle LMN prop. ma I Supposons quele
quarré de 0B. soit égal à l’excès du quarré de

AB sur le quarré. de 150 lem. suiv.) , et menons

les droites RL, KM; EN. Puisque la droite OR
est perpendiculaire sur le plan du cercle LMN ,
cette droite. sera perpendiculaire sur lehacune
des droites LO, M0, N0 (défi 5. Il); et
puisque L0 est égal à 0M et que là droite 0B.
est commune et qu’elle est perpendiculaire sur
ces deux droites, la base LR sera égale à la



                                                                     

un Une-Li n n. 527
hase EM (prop. 4. i Par la même raison , la,
droite EN est égale’à l’une et à l’autre des

droites EL , EM: donc, les trois droites ELi
EM , EN sont égales entr’elles. Puisque le
quarré fait surnO’E est égal a l’excès du quarré

de ABlsur le quarré ’LO , le quarré de AB sera

égal aux quarrés des droites L0, 0E; mais le
quarré deEL est égal aux quarrés. des droites

L0, 0E (prop.47. I), car l’angle LOE est
droit : donc le quarré de la. droite AB est égal

au quarré de la droite EL : donc la droite AB
est égale» à la droite EL;. mais chacune des
droitesBC , DE, EF, GH , HK est égale. à la.
droite AB, etachecune desdroitesEM , EN est
égale à la droite AL : donc chacune desdroites
AB, BC’, DE, EF, GH, HK est égale à char

cune des droites EL LEM , EN; mais puisque
les deux droites LE,,EM sont égales aux deux
droitesAB, BC et que la base LM est égale à.
la base-AC, l’angle LEM sera égal à l’angle

ABC’(pr.0p. 8. x). L’angle MEN sera égal à
l’angle DEF et l’angleLEN égal à l’angle GHK ,

par la même raison : donc avec les trois angles
plansLEM, MEN, LEN , qui sont égaux aux
trois angles donnés , on a construit un angle
solide E qui est compris sous.1es, angles LEM,

MENLLEN. 4
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Que le centre du cerclesoit présentement sur

tmdes côtés , savoir , sur" le côté MN (fig. 181),

et que le centre de ce cercle soit le point 0.;
menez 0L : je dis de nouveau que AB est plus
grand que L0; car si cela n’est point, la droite
AB sera égale à la droite L0 ou bien elle sera
plus petite que cette droite. Supposons d’abord
qu’elle lui soit égale; les deux droites AB , BC ,

c’est-andire les deux droites DE , E F , sont
égales aux deux droites M0, 0L, c’estsà-dire

à la droite MN; mais la droite MN est supposée
égale à la droite DF : donc les droites DE, EF

’ sont égales à la droite DF, ce qui ne peut être

(prop. no. i ) : donc la droite AB n’est point
égale à la droite L0. On démontreroit sente
blablement qu’elle n’est pas plus petite, car de

cette supposition il s’enSuivroit une plus grande

absurdité : donc la droite AB est plus grande
que la droite L0. Si l’on mène la droite E0
perpendiculaire sur le plan du cercle , et si l’on
Suppose que le quarré de 0E soit égal a l’excès

du quarré de A3 sur le qüàrré L0 lemrsuiv.),

le problème sera résolu.

" Que le centre du cercle soit enfin hors du
triangle LMN (fig. 182) , et que le centre de
ce cercle soit O; menez L0 , M0 , NO : je dis
que la droite AB est plus grande que la droite

. z .
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L0; car si! cela n’est point , elle lui sera égale
ou plus petite. Supposons d’abord qu’elle lui

soit égale ; dans cette supposition les deux
droites AB, BC sont égales aux deux droites
M0, 0L , chacune à chacune; mais la base AC
est aussi égale à la base ML : donc l’angle ABC

est égal à l’angle MOL (prop. 8. I). L’angle

GHK est égal à l’angle LON , par la même
raison : donc l’angle total MON est égal aux
deux angles ABC , GHK ; mais les angles ABC ,
GHK sont plus grands que l’angle DEF : donc
l’angle MON est plus grand que l’angle DEF;
et puisque les deùx droites’DE , EF sont égales

aux deux droites M0, ON, et que la base DF
est égale à la base MN , l’angle MON sera égal

à l’angle DEF (prop. 8. 1) ; mais on a démona
’tré qu’il est plus grand, ce qui (est absurde:

donc’la droite AB n’est pas égale à la droite L0.

Nous démontrerons de suite qu’elle. n’est pas

,plus petite, donc elle est nécessairement plus
grande. Si nous menons de nouveau la droite
0E perpendiculaire sur le plan du cercle , et si
nous supposons cette perpendiculaire égale à
une droite dont le quarré soit égal à l’excès du

quarré de la droite AB sur le quarré de la droite
L O (lem. suiv.) , le problème sera résolu. Je dis
à présent que la droite AB n’est pas plus petite
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que la droite L0. Supposons, si’cela est possiL.
ble , qu’elle soit plus petite; faites OP égala AB

et OQ égal à BC et nieneszQ. Puisque AB:e.st
égal à BG, la droite OP sera égale à la droite

OQ : donc la droite restante PL sera égale à la
droite restante QM : donc la droite LM est pa.
rallèle à la droite OP (prop. 2 . 6) : donc les deux

triangles LMO , QOP sont équiangles : donc
L0 est à LM comme OP est àPQ (prop. 6) ,
et en échangeant les plans des moyens , L0 est
à OP comme LM est à P0; mais L0 est plus,
grand que OP : donc LM est plus grand que PQ;
mais LM est égal à AC’par construction : donc

AC sera plus grand que PQ; mais puisque les
deux droites AB , B C sont égales aux deux
droites P0, OQ, chacuneà chacune , et que la
base AC est plus grande que l’akbase P0, l’an-

gle AB C , sera plus grand que l’angle P0 Q
(prop. 25. ln). Si l’on prend la droite 0V égale
à chacune des droites 0P , OQ , et si l’on mène

PV, nous démontrerons semblablement que
l’angle GHK est plus grand que l’angle POV.

Sur la droite L0 et au point O , pris [sur cette
droite , construisez l’angle LOSégal a l’angle

ABC et l’angle LOT égal à l’angle. GHK;

faites chacune-des droites OS, 0T égale à la.
droite P0 , et menez PS, PT, ST. Puisque les. ’
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deux droites AB , BC sont égales aux deux
droites P0 , OS, et que l’angle ABC est égal à
l’angle POS, la’base AC , c’est-à-dire la droite

LM, sera égale à la base PS (prop. 4. 1 La
droite LN sera égale à la droite PT, par la même

raison; et puisque les deux droites ML, LN
sont égales aux deux droites PS, PT et que
l’angle MLN est plus grand que l’angle- SPT ,

la base MN sera plus grande que la base ST
(prop. 24. I ) ; mais MN est égal à DF : donc
DF sera plus grand que ST : doue puisque les
deux droites DE , EF sont égales aux deux
droites SO, 0T et que la base DF est plus
grande que la base ST , l’angle DEF sera plus
grand que SOT ( prop. 25. x); mais l’angle SOT
est égal aux angles ABC , GHK : donc l’angle

DEF est plus grand que les angles ABC , GHK :
mais il est au contraire plus petit; ce qui est,
inipossible.

L E M M E.

Nous allons faire voir de quelle manière on
fait sur E0 un quarré qui soit égal à l’excès

du quarré de la droite AB sur le quarré devla

droite L0.
Soient les droites A’B , L0 (fig. i85); que

AB soit la plus grande, et sur cette droite dé-
crivez la demi-circonférence ABC , et appliquez.
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dans la demi-circonférence ABC une droite AC
égale à la droite L0 et menez la droite BC.

V Puisque l’angle ACB est compris dans le demi-
cercle ABC, l’angle ACB sera droit ( prop. 5 x . 5 ) :

donc le quarré de la droite AB est égal aux
quarrés des droites AC, CB ( prop. 47. 1j :
donc le quarré ,de AB surpasse le quarré de
AC du’quarré de CB; mais AC est égal à L0 :7

donc le quarré de AB surpasse le quarré de L0
du quarré de CB : donc si nous faisons la droite
0E égale à la droite CB , le quarré de la droite

AB surpassera le quarré de la droite L0 du
quarré de la droite 0E; ce que nous voulions
faire.

«PROPOSITION xxiv.
THÉORÈME.

Si un solide est compris sous des plans parallèles,
les plans opposés sont des parallélogrammes

égaux. ’
Que le solide C DHG (fig. 184) soit compris

sous les plans parallèles AC, GF, AH, DF ,
FB , AE : je dis que les plans opposés sont des

parallélogrammes égaux. l ’
Puisque les deux plans parallèles BG, CE

sont coupés par le plan AC , leurs communes
sections sont parallèles (prop. 16. I t) : donc la
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droite AB est parallèle à la droite DC. De plus,
puisque les deux plans parallèles BF, AE sont
coupés sur le plan AC , leurs communes sections
sont parallèles : donc la droite AD est parallèle
à la droite B C ; mais on a démontré que la

. droite AB est parallèle à. la droite DC : donc le
plan AC est un parallélogramme. Nous démon-

trerons semblablement que chacun des-plans
DF, FG , GB , BF, AE est 1m parallélogramme.

Menez les droites AH, DF. Puisque AB est
parallèle à DC. et BH parallèle à CF, les deux

droites AB , BH qui se rencontrent seront pa-
rallèles aux deux» droites DC , CF qui se ren-
contrent et qui ne sont pas dans le même plan:
donc ces droites comprendront des angles égaux
(prop. 10. il) :donc l’angle ABH est égal à
l’angle DCF; et puisque les deux droites AB ,
B H sont égales aux deux droites D C , C F
(pr0p. 54. 1), et, que l’angle ABH est égal à
l’angle DCF, la base AH sera égale à la base
DF (prop.]; 1) , et leËtriangle ABH égal au
triangle DC F; mais le parallélogramme BG est
double du triangle AB H et le parallélogramme
C E double aussi du triangle DCF (prop. 54. I) z
donc le parallélogramme BG sera égal au paral-

lélogramme CE. Nous démontrerons sembla-
blement que le parallélogramme AC est égal au
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parallélogramme GF et le parallélogramme AE

égal au parallélogramme BF. t
Donc si un solide est compris sous des plans

parallèles , les plans opposés sont des parallé-
logrammes égaux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
THÉORÈME.

Si un parallélipipède est coupé par un plan pa-
rallèle à des plans opposés, les solides obtenus

par cette section seront enlr’eur comme leurs
bases.

Que le parallélipipède ABCD ( fig. 185) soit
coupé par un plan VE parallèle aux plans op-
posés EA, DH : je dis que le solide ABFV est
au solide EGCD comme la base AEFX est à
la base EHCF.

Prolongez de part et d’autre la droite AH et
prenez autant de droites égales que vous vou-
drez HM, MN égales chacune à lat droite EH;
prenez aussi autant de droites que vous voudrez
AK, KL égales chacune à la droite AE et ache-
vez les parallélogrammes LP, KX , HY, MS, et
les parallélipipèdes AQ , KZ , DM , MT. Puisque
les droites LK, KA, AE sont égales entr’elles ,
les parallélogrammes LP, KX , AF seront égaux
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cutr’eux (prop. 58. I). Les parallélogrammes
K0 , KB, AG sont aussi égaux entr’eux , ainsi que

les parallélogrammes LZ, K0, AE( pro. 24. I 1) ,*

car ces parallélogrammes sont opposés. Par la
même raison , les parallélogrammes EC , HY,’

MS sont encore égaux entr’eux , ainsi que les

parallélogrammes HG, HI , IN et les parallé-
logrammes DH , MA’, NT: donc trois plans des
solides LQ, KE, AV sont égaux à trois plans;
mais trois plans sont égaux à trois plans oppo-
sés : donc les trois parallélipipèdes LQ , KE ,

AV seront égaux entr’eux (défi IO. I I). Les
trois parallélipipèdes ED , DM, MT sont égaux

entr’eux, par la même raison : donc la base LF I

est multiple de la base AF autant de fois que
le parallélipipède LV est multiple du parallé-
lipipède AV. Par la même ’raison la base NF

est multiple de la base HF autant de fois que
le parallélipipède NV est multiple du parallé-
lipipède HV. Enfin si la base LF est égale à la
base NF, le parallélipipède LV sera égal au’ pa-

rallélipipède NV, si la base LF surpasse la base

NF, le parallélipipède LV surpassera le paral-
lélipipède NV, et si la base LF est plus petite
que la base N F, le parallélipipède LV sera plus

petit que le parallélipipède M V. On a donc
quatre quantités , savoir, les deux bases AF, FH
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et les deux parallélipipèdes AV, VH , et l’on à

pris des équimultiples de la base AF et du pas
rallélipipède AV, savoir, la base LF et le paral-
lélipipède LV; on a pris aussi des équimultiples

de la base HF et du parallélipipède HV, savoir,
la base NF et le parallélipipède NV. Mais on a
démontré que si la base LF surpasse la base
NF, le parallélipipède LV surpassera le paral-’
lélipipède NV; que si la base LV est égale à la

base NV, le parallélipipède LV. sera égal au

parallélipipède NV, et que si la base LV est
plus petite que la hase NV, le parallélipipède
LV sera plus petit que le parallélipipède NV à
donc le parallélipipède AV est au parallélipi-a

pède VH comme la base AF est à la base FH
(déf. 5. 5); ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION X.XVI.v
PliOBLÈME.

Sur une droite donnée et à un point donné dans"

cette droite, construire un angle solide égal à
un angle solide donné.

Soit AB ( fig. 1 86) la droite donnée , A le point
donné dans cette droite, et D l’ongle solide donné

et compris sous les plais EDC , EDF, FDC :
il faut sur la droite donnée AB et au point A
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donné dans cette droite construire un angle
solide égal à l’angle solide donné D. ’

Prenez dans la droite DF un point quelconu
que F, et de ce point menez une perpendicu-
laire FG’sur le plan qui passe par les droites ED,’

IDOC ( prop. I 1 . n) ; que lalperpendiculaire FG
rencontre le plan DEC. au point G; menez la

’ droite DG. Ensuite sur la droite AB et au point
donné Apris dans cette droite construisez l’angle

BAL égal à l’angle EDC (prop. 25. I) , et l’an-

gle BA K égal à l’ângle EDG; faites ensuite AH

égal à DG (prop. 5. 1); du pointiK menez KHL
perpendiculaire sur le plan qùi passe parnBÀL
(prop. r2; 1 i) , faites enfin’la droite KH égale

à la droite GF. et .menez la droitea’HA: : je dis
que l’angle solide A, compris sous les angles
BAL, BAH; HAL , est égal a l’angle Solide-D1;

compris Sous les angles EDG; EDF, FDC. i
Faites AB égal à DE et niènez ’ les droites

HB, KB, FE, GE. Puisque la droite FG est
perpendiculaire sur le planIEDC’, cette droite

sera perpendiculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent ethui sont dans de plan (défi 5 . I 1) :
donc chacunÏdes angles FGD, FGE est droit;
chacun des angles HKA, HKB est droit, par la
même. raison; et puisque les deux droites KA,
.AB sont égales aux - deui droites GD , DE;

Y
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chacune yà chacune , et que ces droites com-
prennent des angles égaux , la base B K sera
égale à la base EG (prop34. I); mais la droite
KH est égale à la droite GF, et les angles HKB,
FHE sont droits l’un et l’autre : donc la droite

HB est égale à la droite FE. De plus, puiSque
les deux droites AK, KH sont égales aux deux
droites DG, GF, et que ces droites compren-
nent des angles droits , la base AH sera égale à la

base DF; mais la droite AB est égale à la droite
DE : donc les deux droites HA , AB sont égales
aux deux droites F D , DE; mais la base H B est
égale à la base FE A: donc l’angle BAH sera égal

à l’angle EDF. L’angle HAL est égal à l’angle

FDC, par la même raison ; en effet, faites la droite
AL égale à la droite DG, et menez les droites KL,
HL , GC , FG. Puisque l’angle total BAL est
égal à l’angle total EDC et que l’angle BAR est

égal à l’angle EDG , l’angle restant KAL sera

égal à l’angle restant GDC ; et puisque les deux

droites KA, AL sont égales aux deux droites
GD , DC , et qu’elles renferment des angles
égaux , la hase K L sera égale à la base G C
( prop. 4. 1) ; mais la droite KH est égale à la
droite GF : donc les deux droites LK, KH sont
égales aux deux droites CG , GF ; mais ces deux

droites renferment des angles droits: donc la a
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base HL est égale à la’base FC. De plus, puis-

que les deux droites HA, ALsont égales aux
deux droites F1), DC et que la, base ’HL’est
égale à la base FC , l’angle HAL sera égal" à ,

l’angle FDC (prop. 8. 1); mais l’angle BAL est

égal à l’angle EDC : donc , sur une droite donnée

et à un point pris dans cette droite, on acons-
truit un angle solide égal a un angle solide donné;

ce qu’il falloit faire. I
PROPOSITION XXVII.’ V

I. PRODL’ÈP’IE..: .
Sur une droite donnée décrire un parallélipipède

qui soit semblable à un parallélipipède donné

et semblablement placé quo’lui. A i

Soit AB fig. 187) la droité’donnée. et lie,

parallélipipède donné : il faut décrire la
droite AB un, parallélipipède qui soit semblable
au parallélipipède donné ne et embaumai:

placé que A v l I;Sur la droite AB et aulpoint donné dans
cette droite construisez un angle solide qui soit
compris sous les angles solides BAH, HAK,
KAB et qui soit égal à l’angle solide C , de ma-

nière que l’angle BAH soit égal à l’angle ECF,

l’angle BAK égal à l’angle EC G et l’angle KAH

a
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égal à l’angle GCF, et.cnsuite faites en sorte

quegEC soit à CG comme BA, est à AK, et que

OC soit à CF comme est à AH (prop. I 2.6):
LEÇ sera à CF comme BA est à AH prloptnn . 5);

terminez le parallélogramme B H et le, parallé-

llipipèdeAL. ... 4 j A s . li.
u Puisque EC [est à ÇpGlcomme est’à AK,
côtés qui sont autour des angleségaux ECG,
B AK seront proportionnels ç donc le parallélo- .

gramme GE sera semblable au. parallélogramme
KB (prop.4..6).;’Par la même raison, le’paral-

lélogramme G sera semblable au parallélo-
gramme KH , et le parallélogramme FE sembla-

àblew *au.pai;allélpgramme. H3 :donc trois paral-

àélogratunies; duflparallélipipède CD sont. sem- .

blables à trois parallélogrammesdu parallélipi-

. pédé A L ; mais trois parallélogrammes sont
1légaux et, semblables a trois parallélogrammes
kopiîiüsés (prop. 24’. r) ’: donc le parallélipipède

’t’otiil”CDÎserii seniblable au parallélipipède total

Jfis’fiyiluntLtq, x; n - 4. .
Donc, sur la droite AB, on a [construit’un

parallélipipèdei’ALïqui est semblable à un pa-

’rallëlipipedefdonné CD et semblablement placé;

me qu’il falloit faire; V ’ l A ’
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PROPOSITION XXVIII.
THÉORÈME.

Si un parallélipipède est coupé par un plan selon

les diagonales de deux plans opposés, le pa-
rallélipipède sera coupé en deux parties égale:

par ce plan.

Que le parallélipipède AB (fig. 1 88) soit coupé

par le plan CDEF selon les diagonales des deux
plans opposés CF, DE : je dis que le parallé-
lipipède AB sera coupé en deux partieshégales

par le plan CDEF.
Puisque le triangle CGF est égal au triangle

CBF (prop. 54. I) et le triangle ADE égal au
triangle DEH, de plus , puisque le paralléloÂ
gramme CA est égal au parallélogramme BE
( prop. 24. I 1) , car ces deux parallélogrammes
sont opposés , et puisque le parallélogramme
GE est aussi égal au parallélogramme CH, le

prisme compris sous les deux triangles CGF,
ADE et sous les trois parallélogrammes GE,
AC , CE , sera égal au prisme compris sous les
deux triangles CFB, DEH , et les trois parallé-
logrammes CH, BE , CE, car ils sont compris
sous des plans égaux en nombre et en grandeur
(déf. 10. I I ) : donc le parallélipipède total AB

5
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est coupé en deux parties égales par le plan
CDEF; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THÉORÈME.

Les parallélipipèdes qui ont la même base et la

même hauteur, et dont les droites insistantes
sont placées dans les même: droites, sont égaux:

entr’eux.

Que les parallélipipèdes C M , CN (fig. 1 89)
aient la même base AB’ et la même hauteur, et

que les droites insistantes AF, AG , LM, LN ,
C D, CE, B H , BK soient dans les mêmes droites
FN , DK z je dis que le parallélipipède CM est
égal au parallélipipède CN.

Car puisque chacune des figures C H , C K est
un parallélogramme , la droite CB sera égale à

chacune des droites DH, EK (prop. 54. 1) :
donc la droite DH sera égale à la droite EK.
Retranchez la partie commune E H , la droite
restante DE sera égale à la droite restante HK :
donc le triangle DEC est égal au triangle HKB
( prop. 8. I ) , et le parallélogramme DG égal au

parallélogramme HN ( prop. 56. 1). Par la même
raison le triangle AFG est égal au triangle LMN .
Mais le parallélogramme C F est égal au parallé-
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logramme BM et le parallélogramme CG égal

au parallélogramme BN ( prop. :14. n ) , car
(ces parallélogrammes sont opposés: donc le
prisme contenu sous les deux triangles A F G ,
DEC et sous les trois parallélogrammes AD ,
DG, GC est égal au prisme contenu» sous les

deux triangles LMN , HBK et sous les trois.
parallélogrammes BM, NH, EN (da. w. r1):

donc si nous ajoutons à chacun de Ces prismes
le solide dont une des bases. est le parallélo-
gramme AB’ et dont l’autre base» est le parallé-

logramme GE HM , le parallélipipède total C M
sera égal au parallélipipède total CN.

Donc les. parallélipipèdes ont la même
base et la même hauteur , et dont les droites in-
sistentes sont placées dans les mêmes droites ,
sont égaux entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXX.
Taie-nant.

Les parallélipipèdes qui ont la même base et la

même hauteur, et dont les droites insistantes
ne sont point placées dans les mêmes droites,
sont égaux entr’eur..

Soient CM, CN (fig. 190) des parallélipipède;

qui ont lamême base AB: et la même hauteur,
4

a
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et dont les droites insistentes AF, AG, LM,
UN , CD , CE, BH , BK ne sont point placées
dans les mêmes droites : je dis que le parallé-
lipipède CM est égal au parallélipipède CN.

Prolongez les droites NE, DH et les droites
GE , FM , et que ces droites se rencontrent aux
points P, R, Q, o. Menezi A0, LP, CQ,
BR. Le parallélipipède C M , dont la base est le
parallélogramme AC BL opposé au parallélo-

grammeFDHM, sera égal au parallélipipède
C P dont la base est le parallélogramme AC BL
opposé au parallélogramme OQRP (pr. 29. 1 r),

car ces deux parallélogrammes ont la même base

et la même hauteur , et leurs droites insistantes
AF, A0, LM, LP, CD, CQ, BH, BR sont
dans lesmêmes droites FP, DE; mais leparal-
lélipipède CP dont la base est le parallélo-
gramme ACBL opposé au parallélogramme
OQRP est égal au parallélipipède CN dont la
base est le parallélogramme’ACB L opposé au

parallélogramme GEKN (prop. 29.. Il ); car
ces deux parallélipipèdes [ont la même base et

la même hauteur , et leurs drOites insistentes
AG , A0, CE , CQ, LN , LP, BK: 3R sont dans
les mêmes droites GQ, NE : donc le paralléli-
pipède CM est égal’au parallélipipède CN.

x Donc les .parallélipipèdes qui ont la même

d.
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base et la même hauteur, et dont les droites
insistentes ne sont point placées dans les mêmes
droites , sont égaux entr’eux; ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION XXXI.
THÉORÈME.

Les parallélipipèdes qui ont des bases égales et la.

V même hauteur, sont égaux entr’euz’.

Que les parallélipipèdes AE, CF (fig. rgi)
aient des bases égales AB , CD et la même hau-
teur : je dis que le parallélipipède AE est égal
au parallélipipède CF.

D’abord que les droites insistentes HK, DE,

AG, LM, PQ, DF, C0, RS soient perpen-
diculaires sur les bases AB, CD, et que l’angle
A LB ne soit pas égal à l’angle C R D. Con-
(luisez la droite ET dans la direction de la droite

CR, et faites sur la droite RT et au point R
pris dans cette droite l’angle TRV égal à l’an;

gle ALB (prop.. 25. I) , faites la droite RT égale
à la droite AL et la droite RV égale à la droite

LB; par le point V conduisez la droite YV pa-
. rallèle àla droite RT, achevez la base RY et le

parallélipipède Z V. Puisque les deux droites
TR , KV sont égales aux deui droites AL, LBp
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et qu’elles comprennent des angles égaux, le
parallélogramme RY sera égal et semblable au

i parallélogramme HL. De plus , puisque RT est
égal à AL et RS égal à LM et que ces droites
comprennent des angles égaux , le parallélo-
gramme RZ sera égal et semblable au paral-
lélogramme AM. Le parallélogramme 5V sera
égal et semblable au parallélogramme LE , par
la même raison : donc trois parallélogrammes
du parallélipipède AE seront égaux et sem-
blables à trois parallélogrammes du parallélipi-

pède ZV : donc puisque trois parallélogrammes.
sont égaux et semblables à trois parallélogram--

mes opposés (prop. 24:1 l ) , le parallélipi-
pède total AE sera égal au parallélipipède total

ZV. Prolongez DE, YV, et que ces droites se
rencontrent au.point A’; par le point T con-
duisez la droite TT,’ parallèle à la droite DA’,

et prolongez TT’, PD jusqu’à ce qu’elles se

rencontrent au point B’, et complétez les paral--
lélipipèdes A’Z, RI. Le parallélipipède ZA’ qui

a pour base le parallélogramme RZ opposé au
parallélogramme A’ Q’ est égal au parallélipi--

pède ZV qui a pour base le parallélogramme
RZ opposé au parallélogramme VX, attendu
que ces deux parallélipipèdes ont la même base

BZ et la même hauteur , et que les droites in-
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sistentes RA’, RV, TT’, TY, SS’, SN, ZQ’, ZX

sont placées dans les mêmes droites A’ Y, S’X;

mais le parallélipipède ZV est égal au parallé-

lipipède AE : donc le parallélipipède AE est
égal au parallélipipède ZA’. Mais le parallélo-

gramme KV Y T est égal au parallélogramme
A’T (prop. 55. 1) , car ces deux parallélogram-

mes ont la même base RT et sont compris entre
les mêmes parallèles RT, A’Y, et le parallélo-

gramme RVJYT est égal-an parallélogramme C D

parce que le parallélogramme CD est égal au
parallélogramme AB : donc le parallélogramme
A’ T sera égal au parallélogramme C D; mais DT

est un autre parallélogramme : donc la base CD
est à la base DT comme la base A’T est à la base

DT ( prop. 7. 5); et puisque le parallélipipède
CI est coupé par le plan RF parallèle aux plans
opposés , la base CD sera à la base DT comme
le parallélipipède CF est au parallélipipède RI

( prop. 25. 1 1). Par la même raison , puisque le
parallélipipède A’I est coupé par le plan RZ
parallèle aux plans opposés , la base A’T sera à

la base DIT comme le parallélipipède A Z est
au parallélipipède RI; mais la base CD est à la

base DT comme la base A’T est à la base TD:
donc le parallélipipède CF est au parallélipi-
pède RI comme le parallélipipède A’Z est au

Il
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parallélipipède RI ( prop. 15. 5) : donc puisquer

chacun des parallélipipèdes CF, A’Za la même

raison avec le. parallélipipède RI , le paralléli-
pipède C F sera égal au parallélipipède A’ Z

. (prop. g. 5 ); mais on a démontré que le pa-
rallélipipède A’ Z est égal au parallélipipède AE:

donc le parallélipipède AE est égal au parallé-

lipipède CF.
Supposons à présent que les droites insis- I

tentes AG, HK, BE, LM, GO, PQ, DF,
R5 (fig. 192) ne soient point perpendiculaires
sur les bases AB , C D : je dis encore que le pa-
rallélipipède AE sera égal au parallélipipède CF.

Des points K, E, G, M, Q, E, 0, S con-
duisez sur les plans LN, A’D les perpendicu-
laires KN , ET, GV, MX, QY, FZ, OA’, 31 qui

rencontrent ces plans aux points N , T, V, X ,
Y, Z, A’, Il(prop. I 1 . I I) , et menez les droites
NT, VX, NV,TX, YZ, YA’, A’I, Z1. Le pa-

rallélipipède KX. sera égal au parallélipipède QI

( prop. 51 . I I ) , parce que les parallélipipèdes

KX, QI ont des bases égales KM, Q5, et la
même hauteur , et que leurs droites insistentes
sont perpendiculaires sur leurs basessMais le
parallélipipède KX est égal au parallélipipède

AE (prop. 50. I I ) , et le parallélipipède QI
égal au parallélipipède CF, puisqu’ils ont" la
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même base et la même hauteur, et que leurs
droites insistentes ne sont pas dans les mêmes
droites : donc le parallélipipède AE est égal

au parallélipipède C F. j
Donc les parallélipipèdes qui ont des bases

. égales et la même hauteur, sont égaux entr’eux;

ce qu’il falloit, démontrer.

PROPOSITION XXXII.’

THÉORÈME..’

Les parallélipipèdes qui ont la même hauteur sont

L entr’euæ comme leurs bases.

Soient AB, CD,(fig. I 95) deux parallélipipèdes

qui aient la même hauteur : je dis que ces pa-
rallélipipèdestsont entr’eux comme leurs bases ,

c’est-à-dire que le parallélipipède AB est au

parallélipipède CD comme la base, AE est à la

base C F. r .Appliquez sur FG un parallélogramme FH qui
soit égal au parallélogramme AE ( prop. 45. t) ,
et’sur la base F H construisez le parallélipipède

GK dont la hauteur soit la même que celle du
parallélipipède C D. Le parallélipipède AB sera

égal au parallélipipède GE. ( prôp. 51. 1 1) , car

ces parullélipipèdes ont des bases égales AE,

FH et la même hauteur. Puisque le paralléli-
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pipède CK est coupé par un plan DG parallèle
aux plans Opposés, le parallélipipède HD sera

au parallélipipède DC comme la base HF est
à la base CF (prop. 25. Il); mais la base FH
est égale à la base AE et le parallélipipède
égal au parallélipipède AB : donc le parallélipi-

pède AB est au parallélipipède CD comme la
base AE est à la base CF.

Donc les parallélipipèdes qui ont la même
hauteur sont entr’eux comme leurs bases; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIII.
THÊO ni: ME.

Les parallélipipède: semblables sont entr’euæ en

raison triplée de leurs côtés homologues.

Soient AB, CD (fig. 194) deux parallélipi-
pèdes semblables et que le côté AE soit l’ho-

mologue du côté C F : je dis que les parallélipi-

pèdes AB, CD sont entr’eux en raison triplée
des côtés AE, CF.

Menez les droites EK, EL, EM dans la
direction des drOites AE, GE, HE; faites EK

A égal à CF, EL égal à FN et EM égal à FR;

achevez le parallélogramme KL et le parallé-
lipipède KP. Les deux droites EK, EL sont
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égales aux deux droites C F , FN; l’angle KEL
est égal à l’angle CFN , parce que l’angle AEG

est égal à CFN , à cause de la similitude des
parallélipipèdes AB, CD z donc le parallélo-
gramme KL sera égal et semblable au parallé-

logramme CN. Par la même raison, le pat-al.
lélogramme KM est égal et semblable au paral-
lélogramme CR , et le parallélogramme PE égal

et semblable au parallélogramme DF: donc trois
parallélogrammies du parallélipipède KP sont

égaux et semblableszà trois paralléIOgrammes

du parallélipipède CD : donc puisque trois pa-
rallélogrammes sont égaux et semblables à trois

parallélogrammes opposés ( prop. a4. I r) , le
parallélipipède total KP sera égal et semblable

au parallélipipède total CD (défi 10. 1 1). Ache-

vez le parallélogramme GK , et sur les bases
GK , KL construisez deux parallélipipèdes E0,
LQ qui aient la même hauteur que le parallé-
lipipède AB. Puisqu’à cause de la similitude
des parallélipipèdes AB , C D le côtégAE est au
côté CF comme le côté’EG est au côté FN ,

comme le côté EH est au côté IF R , et puisque
’FC est égal à E-K, le côté FN est égal à EL,

et que FR est égal au côté EM, AE sera au. ’
côté EK comme le côté GE. est au côté EL et

comme le. côté HE est au côté EM. Mais AE
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est à EKicomme le parallélogramme AG est au l
parallélogramme G K (prop. I . 6) , et G E est à

EL comme le parallélogramme GK est au pa-
rallélogramme KL , et , de plus, HE est à EM
comme le parallélogramme QE est au parallé-

logramme KM : donc le parallélogramme AG
est au parallélogramme GK comme le parallé-

logramme GK est au parallélogramme KL et
cOmme le parallélogramme QE est au, parallé-

logramme KM. Mais AG est à GK comme le
parallélipipède AB est au parallélipipède E0

(prop. 52. 1 I), et GK est à KL comme le pa-
rallélipipède 0E est au parallélipipède QL, et

de plus QE est à KM comme le parallélipipède

.QL est au parallélipipède KP : donc le paral-
lélipipède AB est au parallélipipèdeEO comme

le parallélipipède E0 est au parallélipipède QL

et comme le parallélipipède QL est au parallé-
lipipède KP; mais si l’on a quatre quantités de

suite soient proportionnelles , la première et
la quatrième seront entr’elles enlraison triplée

de la premièreoet de la secondei(déf. I I . 5 ):
donc les parallélipipèdes AB , KP sont entr’eux

en raison triplée des parallélipipèdes A3 , E0;

mais A13 est à EQ comme le parallélogramme AG

est au parallélogramme GK et comme la droite.
AE entât la’droitë EK (prop. 1 . 6) : donc les
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parallélipipèdes Ali , vKP sent en raison triplée

i des droites AE, EK. Mais le parallélipipède KR
eSt égal au parallélipipède C D et la droite ÈK

h égale à la droite C F : donc les parallélipipèdes

4B , C D sont en misoit triplée des côtés homo:

logues AE, CF; ce qui falloit démontrer.

c O li O L i. a i a a.

j suit manifestement de là,- que si quatre
’droites sont propOrtionuelleS) la première sera

à quatrième comme le parallélipipède Cons-4
trait Sur la première est au parallélipipède sem-
blable et semblablement Construit sur la seconde,
puisque la première et la quatrième droite sont
en raison triplée de la première et de la secunde: î

PROPO’SITÏON Xxg’ii’v:

i T u É o a M Il.

Les hases des parallélipipèdes égaux sont
portionnelles aux hauteurs ,- et les pafalle’lipi.’

pèdes dont les bases sont réciproquement prao-J I

partis nnelles aux hauteurs sont égaux entr’eur;

mais parallélipipèdès AÈ, en (agame) a

soient égaux E jeudis que leurs bases sont sa:
proquemént pro’ptîrtionnellesf à’ leurs hauteurs;

c’estèâ’rëdire que la base EH est à la base me

- Z
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comme la hauteur du parallélipipède C D est à
la hauteur du parallélipipède AB.

Supposons d’abord que les droites insistentes
AG, EF, LB, un, CM, NO, PD, QP soient
perpendiculaires sur les bases : je dis que la
base EH est à la base NQ comme C M est à AG.
Si la base EH est égale à la base NQ et le pa-
rallélipipède AB égal au parallélipipède C D, la

" hauteur CM sera égale à la hauteur AG; car si
les bases EH, NQ’étant égales , les hauteurs
AG, CM n’étoient pas égales, le parallélipi-

pède AB ne seroit point égal au parallélipipède

CD ( prop. 51 . I 1); mais ces deux parallélipi-
pèdes sont supposés égaux : donc les hauteùrs

CM , AG ne sont pas inégales : donc elles sont
égales : donc la base E H est à la base N Q
comme C M eSt à AC, d’où il suit évidemment

que les bases des parallélipipèdes AB , C D sont

réciproquement proportionnelles à leurs hau-

teInts. t t ’ ISupposons à présent que la base EH ne soit
pas égale à la base NQ et que la base EH soit la

plus grande; puisque le parallélipipède AB est
égal au parallélipipède C D, la hauteur CM
sera plus grande que la hauteur A G ; car si, cela
n’étoit point , les parallélipipède-s AB. ,. C D .ne

seroient pas égaux (prop. 51 . 1.1); mais ilssont

l I
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supposés égaux. Faites CT (fig. 196) égal à

AG et sur la base NQ construisez un parallé-
lipipède XC dont la hauteur soit CT. Puisque
le parallélipipède AB’est égal au parallélipipède

C D et que XC est un autre parallélipipède avec
lequel les deux parallélipipèdes égaux AB , C D

ont la même raison ( prop. 7. 5), le paralléli-
pipède AB sera au parallélipipède CX comme

le parallélipipède C D est au parallélipipède
C X; mais le parallélipipède AB est au paralléli-

pipède (1X comme la base EH est à la base NQ
(prop. 52. 1 1) , car les parallélipipèdes AB , C X
sont égaux en hauteur , et le parallélipipède C D

est au parallélipipède CX comme la base MQ
est à la hase QT (prôp. 25. I I )V, et comme le
côté MC est au côté CT (prop. I . 6) : donc la

base EH està la base NQ cOmme le côté MC
est au côté CT; mais CT est égal à AG ; donc
la base EH est à la base NQ comme le Côté M C

est au côté AG: daine, les bases des parallélipi-

pèdes AB, CD sont réciproquement propor-
tionnelles aux hauteurs.

Supposons ensuite que les bases des paral-
lélipipèdes AB, CD soient réciproquement pro-

portionnelles aux hauteurs , c’est-à-dire que la
hase EH soit à la base NQ comme la hauteur
du parallélipipède on es: à la hauteur du pa-

a
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rallélipipède AB : je dis que les parallélipipèdes

AB, CD sont égaux entr’eux.

Que les droites insistentes soient encore perd
pendiculaires sur les hases. Si la base EH est
égale à la base N Q et si la base EH est à la base

NQ comme la hauteur du parallélipipède CD
est à la hauteur du parallélipipède AB , la hau-
teur du parallélipipède CD sera égale à la hau-

teur du parallélipipède AB. Mais les paralléli-

pipèdes qui ont des bases égaleset la même
hauteur sont égaux entr’eux (prop. 5:. n ) z
donc le parallélipipède AB sera égal au parai-a

lélipipède CD. a
Mais supposons que la base EH ne soit point

égale à la base N Q et que E H soit la plus grande

base; la hauteur du parallélipipède CD sera plus

grande que la hauteur du parallélipipèdeAB ,A
c’est-ardue que CM sera plus grand que AG;
faites-CT égal à AG, achevez également le pa-a

rallélipipède CX. Puisque la hase EH est à la
base N Q comme le côté C M est au coté AG et

que AC est égal à CT, la base EH sera à la,
baselVQ comme le côté MC est au côté CT.-

Mais la base est à la base N Q comme le
parallélipipède AB est au parallélipipède CX
(prop. 5:. 1 i) , car les parallélipipèdes AB, CX., -

sont égaux en hauteur; mais le côté MG est au
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côté CT prop. 1.6) , ’comine la hase MQ est

à la base QT’et parallélipipède C’D
est au parallélipipède CX ( prop. 25. I I) ; doncr
le parallélipipède ’ABlest au parallélipipède CX

commel’e’p’aràllélipipède C D est aujparallélipiq

pèdetC’X”: donc l’un”èt”l’afitrE’des parallélipi-

pèdésï’Aa, c a bnt’lühi’êniëïaison avec lé pas

rallélipipède’C’Xf;Rond lè’îàaràllélipîpèdë AB’

Sera*égalaàa’lpârâllélifiîpëdé’C15 (profixgïxsygt

ce qü’tkfàæit’défiidütièr; I t n - I I ’ ”

" ’ ’SuppOsons ’mainitenântique ’le’s drOites insisï

tentes’FÉ’,’BL",’GVAI,tKH, ON, ne, MC, POT

(figi’lgl’f) ne soient point perpendiculaires sur:
les bases dés parallélipipèdes. Des 1)oints’F,iG,v

B,IK;’O,’ M.) Dl, R conduisez sur l’esplaus des

bases EH, NpQ desperpendimilaires quiy’re’në-

contrentces plans aux points T, V, X, Y,
Z , B’,’ À’,’et’iaéhevez les parallélipipèdes-FX";

OA’ (prop. II.’ Il) :lje’ dis que les bases des

parallélipipèdes égaux AB,. CD sont récipr-O-A-il

mamans proportionnelles aux hauteurs , c’est-
à-dire’ que la base est à la base NQA coma.
laihai’iteur. du parallélipipède en. est à une;

téuh rdu parallélipipède AB. Mais le parallélif

pipède AB’ est légal au parallélipipède CD; le

i parallélipipède BT estégal’au parallélipipède

’ABtÇprop. 50. I i), car ils Ont la même base

’ 5
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et la même hauteur , et leurs droites insistentes
ne sont point placées. dans les mêmes droites;
et le, parallélipipède DC est égal aussi au parai-g

lélipipède D Z , car ces deux parallélipipèdes

ont la même base OR et la mêmezthauteur , et
leurs droites. insistantesme’. sont. point dans les

mêmes droites adonc le parallélipipède BT est
égal au parallélipipède DZ. Mais nous venons de
voir que lesbases dés parallélipipèdes égaux dont

les hauteurs sont perpendiculairesfsurgles bases,
sont réciproquement pr0portionuelles aux hau-
teurs : donc la base FK est à la base-QR’eomme.

la hauteur du parallélipipède DZ est .àlahau-a
teur.du parallélipipède BT. :Mais la base FK
est égale à la base EH (prop. 24. 1 I) , et la base

0R égale à la hase N Q : donc la base est
à la base comme la hauteur du parallélipi-
pède DZ est à la hauteur du parallélipipède BT.

Mais les hauteurs des parallélipipèdes DZ, BT
sont les mêmes que celles des parallélipipèdes

DG, BA: douella base EH est à,la.base,NQ
comme la. hauteur du parallélipipède DC est à
la hauteur du parallélipipède BA : donc lésinasses

des parallélipipèdes AB ,CD sont réciproquer

ment proportionnelles à leurs hauteurs. ., g ,
n Supposons enfin que les hases des,

pédés AB , CD soient réciproquemeutïpwporr

L.
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tionnelles aux hauteurs , c’est-à-direl que. la base

soit là la hase NQ comme la hauteur du
parallélipipède CD veSt à la hauteur paral-
lélipipède AB.: je dis que le parallélipipède AB

est égal au parallélipipède CD. ’ 

Faites la même construction. Puisque la hase
EH est à la base NQ comme la hauteur du pa-
rallélipipède CD est à la hauteur du paralléli-
pipède AB, que la base EH est égalelàlla hase
F K et. la hase N Q égale la base OR, la base FK

sera à la hase OR comme la hauteur du paral-
lélipipède Cl) est "à la hauteur du parallélipi-

pède AB. Mais les hauteurs des parallélipipèdes

AB , CD sont les. mêmes que celles des paral-
lélipipèdes BC , DZ : donc la base FK est à la
base OR commewla hauteur du parallélipipède
DZ est à la hauteur du parallélipipède BT :
donc les bases des parallélipipèdes BC , DZ sont

réciproquement proportionnelles aux hauteurs.
Mais. nous avons démontré que les parallélipi-

pèdes qui ont leurs hauteurs. perpendiculaires
sur les bases et qui ont leurs bases récipro-
quement broportionnelles aux hauteurs sont
égaux" entr’eux : donc le parallélipipède BT

est égal au parallélipipède .DZ. Mais le paral-

lélipipède BA est égal au parallélipipède BT

(prop. 5o. 1 1 ) , car ces deux parallélipipèdes
a 4
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ont le même basezFlS et la même, hauteur.z et,
leurs droites insistentes ne sont point dans les.
mêmes droites; et outre cela le parallélipipède
DZ est égal au parallélipipède DG , puisque ces

deux parallélipipèdes. ont la même base OR et
la même hauteur , et que leurs droites insistentes.

ne sont pas. dans les, mêmes droites : donc le
parallélipipède AB est égal au parallélipipède
ÇD; çe qu’il falloit démonU’Çlf:

91.1.0 P o sinon: xxvaîg

* t1) si: o. nivaux, I
,Si des sommets de dans." angles égout on même

au-dessus de leurs plans des droites quifassentl
avec leurs côtés des angles égaux. chacun à

chacun ,- si dans ces droites ou prend des points
quelconques , si de ces points ou mène des par:
pendiculaires’sur les plans des arlgles donnés,

et si des points où ces pemeiitliicuiaires.ramon-I
iront ces plans on siège des droites aidât sommets

des angles dehne’s, les angles corripriis. par ces.

droites et par ceiles (phi): à d’abord menées des

sommets des, angles ait-dessus dei-leurs plans
seront égafl entr’ezi’r.’ l i ’

Soient les deux angles. égauxi BA C , E D
.( fig- 1.98); des miam. A, D me]?! zée-(16559::
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des plans de ces angles les droites AG , DM qui
fassent avec les côtés de ces mêmes angles des
angles égaux chacun à chacun, savoir, l’angle.
GAB égal à l’angle MDE et l’angle GAG égal

à l’angle MDF; prenez Sur les droites AG, DMs

des points quelconques G , M; des points G , M
menez sur les plans BAC , EDF l’es perpendis-
culaires GL , M N qui rencontrent ces plans aux
pointsL,N, et menez les droites LA, ND : je
dis que l’angle GAL est égal à l’angle MDN.

Faites la droite AH égale à la droite DM , et

par le point H menez la droite HK parallèle-à
la droite G L. Puisque la droite G L est perpen-
diculaire sur le plan BAC ,la droite HK sera aussi
perpendiculaire sur le plan BAC (prop. 8. 1 I); I.
des pointva, N conduisez sur AB, AC, DF,
DE les perpendiculaires KB, KG, NF, NE et
menez HG , CB , MF, FE. Puisque le quarré de
la droite HA est égal aux quarrésdesdroites
H’K, KA et que les quarrés des.droites;KC,
CA sont égaux au quarré de la droite KA
(prop. 47.1 1 , le quarré de la droite HA sera
égal aux quarrés des droites HK , KG , CA. Mais

le quarré de la droite HG est égal aux, quarrés

des droites HK , ,KC : donc le quarré de la
droite HA sera égal aux quarrés des droites
HG, ÇA z donc l’angle HCA est droit. L’une.



                                                                     

562 ÉLÉMENS
gle DFM est droit , par la même raison : donc
l’angle A C H est égal à l’angle DF M. Mais

l’angle HAC est égal à l’angle M DF: donc

les deux triangles M D F, HAC ont deux angles
égaux à deux. angles; chacun-à chacun, et un
côté égal à un côté , c’est-à-dire les côtés son-

tendus parades angles égaux , savoir, le côté
AH qui est égal au côté D M par construc-
tien : donc ces deux triangles ont les’autres
côtés égaux aux autres côtés , chacun à chacun

(prop. 26. 1): donc AC est égal à DF. Nous
démontrerons semblablement que AB est égal
à DE. Menez les droites HB, ME. Puisque le
quarré de la droite AH est égal aux quarrés des

droites AK , KH et que les quarrés des droites
AB , BIS sont égaux au quarré de la droite A K ,

les quarrés des droites AB, BK, K11 seront
égaux au,quarré’ de la droite AH. Mais le quarré

de laidroite BH est égal aux quarrés des droites

BE, KH, car l’angle HKB est droit à cause que la

droite H est perpendiculaire sur le plan BAC c
donc le quarré de laiîdroitc AH est égal aux
quarrés des droitesAB,IBH : donc l’angle ABH
est droit. L’angle DEM est droit ,’ par la même

raison ; mais l’angle BAH est égal à l’angleED-M,

par supposition , et la droite AH estégale à la
droite DM z donc la droite A3 est égale a]:
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droite DE; donc puisque AC est égal à DF et
AB égal à DE, les deux droites CA», AB sont
égales aux deux droites FD, DE; mais l’angle
CAB est égal à l’angleIF DE : donc la base BC

est égale à la base EF (prop. 4. I) , le. triangle
égal au triangle et les autres angles égaux aux
autres angles : donc l’angle ACB est égal à l’anq

gle DFE; mais l’angle droit ACK’cst égal à

l’angle droit D F N , par construction : donc
l’angle restant BCK est égal à l’angle restant

--EFN. Par laméme raison l’angle CBK est égal

à ’lîangle FEN : donc les deux triangles CBK,

FEN ont deux angles égaux à deux angles ,
chacun à chacun, et un côté égal à un côté,

c’est-adire les côtés qui sont adjacens à des angles

égaux , Savoir, le Côté BC qui est égal au côté EF :

donc ces deux triangles auront les autres côtés
égaux aux mitres cotés (prop.’26. 1) 3 donc le

côté 0K est’égal au côté FN; mais AC est égal

DE : donc les deux droites AC, CK sont égales
aux. deux droites "D F; EN et ces droites com-
prennent des angles droits : donc la base AK est
égale à la hase DN ( prop. 4. I) ; et puisque la
droite AH est égalé à’la’droite DM, le quarré de

AH sera égal au quarré de DM; mais les quarrés

des droites A K , KH sont égaux au quarré de la

droite AH (prop. 47. 1) , car l’a’ngle AKH est
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droit et les quarrés des droites DN, NM sont

’ égaux au quarré de la droite DM, parce que

l’angle DNM est droit : donc les quarrés des
droites A K , KH’ sont égaux aux quarrésdes

droites DN, NM; mais le quarré de AK est
’égal au quarré de DN : donc le quarré de K3

est égal au quarré. de N M’: douci la droite H-K

est égal à la droite MN.: ’donc puisque les deux

droites HA, AIS. sont’égales aux deux droites

Ml) , DN , chacune à chacune; etnqu’on’ii
montré que la base H K est égale à la base N M;
l’angle HAK sera égala l’angle MDN (prop. 8. I );

ce qu’il falloit démontrer; v » i .1

"c o n ont il! un.
Il suit manifestement de là que si deux angles

sont égaux à deux angles et que si des sommets

de ces angles et au-dessus de leurs plans un mène
des droites qui fassent avec. les côtés des angles
donnés des angles égaux chacun à chacun, les

perpendiculaires menées de-ces droitesjsur les
plans des premiers angles sont égales entr’elles,

si les points d’où elles partent sont également

éloignés des sommets de ces. angles, . .
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PROPOSITION’XXXVI.

THÉORÈME.

Si trois droites sont proportionnelles, le paral-
lélipipède construit avec ces trois droites est

’ égal au parallélipipède construit avec la droite

’ moyenne ,- il faut que ce dernier parallélipi-
pède, qui sera équilatéral, soit équiangle avec

le premier parallélipipède.

Soient trois droites proportionnelles A , B , C
(fig. 199), de manière que A soit à B comme B
est à C : jedis que le parallélipipède construit
avec les trois droites A, B, C est égal au parala
lélipipède construit avec la droite B ; il faut que
ce dernier parallélipipède , qui seraéquilatéral,

soit équiangle avec le premier parallélipipède.

Soit l’angle solide E compris sous les trois
angles plans DEG, GEF, FED; faites chacune x
des droitesaDE, GE, EF égales à la droite B ,
et achevez le parallélipipède E K. Faites ensuite

LM égal à A , sur la droite LM et au point L
Construisez un angle solide étant compris-
sous les plans NLO, OLM, MLN soit égal à;
l’angle solide E (prop. 26. I 1); laites-L0 égal à

B , et LN égal à C. Puisque A est à B comme B
une, que A est égal à LM, que B est égal à
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chacune des droites L0 , EF, EG, ED et que C
est égal à LN , la droite LM sera à la droite E F

comme la droite DE est à la droite LN : donc
les côtés placés autour des angles égaux MLN ,

DEF sont réciproquement proportionnels: donc
le parallélogramme MN est égal au parallélo-

gramme DF ( prop. 14. 6); et puisque les deux
angles DE F, NLM sont égaux , que les droites
L0 , EG sont égales entr’elles et sont
menées au-dessus des plans des angles égaux
DEF, NLM font avec leurs côtés des angles
égaux , chacun à chacun , les perpendiculaires
menées des points G, O sur les plans DEF,
NLM seront égales entr’elles (corol. 55. I 1):

donc les parallélipipèdes LH , EK ont la même

hauteur. Mais les parallélipipèdes ont des
hases égales et la même hauteur sont égaux entre

eux (prop. 5 x . 1 1) z donc le parallélipipède HL
est égal au parallélipipède E K. Mais le parallé-

lipipède HL a été construit avec les trois droites

A, B , C , et le parallélipipède E K a été cons-

truit avec la droite B : donc le parallélipipède
ceustruit avec les trois droites A , B , C est égal
au parallélipipède construit avec la droite B ,
lequel est équilatéral et équiangle avec le pre-

mier parallélipipède. .
Donc si trois droites sont proportionnelles , le
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parallélipipède construit avec ces trois droites
est égal au parallélipipède construit avec la
droite moyenne , et ce dernier parallélipipède
est équilatéral et équiangle avec le premier
parallélipipède; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVII.
THÉORÈME.

Si quatre droites sont proportionnelles, les paral-
lélipipèdes semblables et semblablement cons-

truits sur ces droites sont proportionnels , et si
des parallélipipèdes semblables et semblable-

ment construits sur quatre droites sont propor-
tionnels, ces droites seront aussi proportion-
nelles entr’elles.

Soient quatre droites proportionnelles AB ,
CD, EF, GH (fig. 200), de manière que AB
soit à CD comme EF est à GH; construisez e
sur les quatre droites AB, CD, EF, GH les
parallélipipèdes semblables et semblablement
posés RA, LC, ME, NG : je dis que KA est
à LC comme ME est à NG. A

Puisque le parallélipipède RA est semblable
au parallélipipède LC , les parallélipipèdes KA ,

LC seront entr’eux en raison triplée des côtés

AB, CD (pmp. 55. I I Par la même raison ,
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. les parallélipipèdes ME, NG seront entr’eui

en râiàon triplée des côtés EF, GH. Mais; par

hypothèse, AB est à C D comme E F est à GHi

donc AK est a L0 comme ME est à NG.
Si le parallélipipède AK est au parallélipi-J

pède .LC comme le parallélipipède ME est au
parallélipipède N G : je disque la droite A3 est
in droite c1) comme la droite EF est à la

* droite GH. 1
Puisque les parallélipipèdes AK , LC sont

entr’eux en raison triplée des côtés Ali , C D ,

et que les parallélipipèdes ME, NG sont aussi
en raison triplée des côtés EF, GH , et à cause

que AK est à LC comme ME est à NG, la
droite AÈ Sera à la droite C D Cômmé la droite

EF est à la droite GH. a
Donc si quatre droites sont proportionnelles,-

les parallélipipèdes semblables et semblableJ

ment construits sur ces quatre droites seront
proportionnels ; et si quatre parallélipipèdes
construits sur quatre droites sont pr0portion-
nels; ces quatre droites seront aussi propor-ï
tionnelles; ce qu’il. falloit démontrer:
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PROPOSITION XXXVIII.

T’H 130 narrai

Si un plan est perpendiculaire sur un autre plan,
et si d’un point pris dans un de ces plans on
conduit une perpendiculaire sur l’autre plan,
cette perpendiculaire tombera sur la section
commune des plans.

Que le plan C D (fig. 201 ) soit perpendicu-
laire sur le plan AB , que leur commune section
soit AD, et que dans le plan CD soit. pris un
point quelconque E : je dis que la perpendicu-
laire menée du point E sur le plan AB tombe
sur la droite AD.

Que cette perpendiculaire tombe , si cela est
possible , hors de la commune section des plans; s

p qu’elle ait , par exemple , la position E’F et

qu’elle rencontre le plan AB au point F; du
pointÆ et dans le plan AB conduisez la droite
FG perpendiculaire sur DA (prop. Io. t) , cette
droite sera certainement perpendiculaire sur le
plan CD (déf. 4. 1 1). Menez EG.

Puisque la droite F G est perpendiculaire sur
le plan CD et qu’ele rencontre la droite EG
qui est dans le plan C D ,.l’angle FGF sera droit

(def. 5. I I). Mais la droite EF est perpendicu- .
A a
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laire sur le plan AB : donc l’angle EF G est droit:

donc le triangle EFG a deux angles droits , ce
qui est absurde ( prop. I 7. t) : donc la perpen-
diculaire menée du point E sur le plan AB ne
tOmbc pas hors de la droite DA : donc elle
tombe sur la droite DA. i

Donc si un plan est perpendiculaire sur un
autre plan , et si d’un point pris dans un de ces

plans on mène une droite perpendiculaire sur
l’autre plan, cette droite sera perpendiculaire
sur la commune section des plans; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXXIX.
THÉORÈME.

Si dans un parallélipipède on coupe en (leur
parties égales les côtés des plans opposés, et si

par leurs sections on mène des plans , la com-
mune section de ces plans et le diamètre du
parallélipipède se couperont mutuellement en.
(leur parties égales.

Que dans le parallélipipède AF (fig. 202)
les côtés des plans opposés CF, AH soient
coupés en deux parties égalés aux points K , L ,

M, N, O, Q, P, R, et par les sections de’ccs
côtés soient conduits les plans KN, OR; que
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la commune section de ces plans soit VS, et que
le diamètre du parallélipipède soit DG : je dis

que les droites VS , DG se coupent en deux
parties égales , c’est-à-dire que VT est égal à

TS et DT égal à TG. a
Menez DV, VE, BS, SG. Puisque D0 est

parallèle à PE , les angles alternes DOV, VPE
sont égaux entr’eux ( prop. 29. I) ; et puisque DO

est égal à PE , 0V égal à VP et que ces droites

comprennent des angles égaux , la base DV sera
égale à la base VE , le triangle DOV égal au

triangle VPE , et les autres angles égaux aux
autres angles : donc l’angle O V D est égal à
l’angle PVE : donc la ligne DVE est une ligne

droite (prop. I4. 1). Par la même raison , la
ligne BSG est aussi une ligne droite, et la droite
BS est égale à la droite SG. Puisque la droite
CA est égale et parallèle à DE et que. la droite
CA est aussi égale et parallèle à la droite EG ,
la droite DE sera égale et parallèle à la droite EG

(pr. 50. x); mais ces droites sont jointes par les
droites DE , BG : donc la droite DE est parallèle
à la droite BG (prop. 55. x); mais on a pris dans
chacune de ces droites des points quelconques
D,V, G, S et on a mené les droites DG,VIS : donc

ces droites sont dans un seul plan( prop. 7. I I):
donc puisque la droite DE est parallèle à la droite

a
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BG, les angles EDT, BGT sont égaux, car ils
sont alternes (prop. 29. t); mais l’angle DTV
est égal à l’angle GT S (prop. I5. I) : donc les

deux triangles DTV, GTS ont deux angles égaux
à deux angles , un côté égal à un côté , ces côtés

soutendant des angles égaux, c’est-à-dire que
le côté DV est égal au côté GS , car ces côtés

sont les moitiés des droites DE , BG : donc ces
deux triangles auront les autres côtés égaux aux

autres côtés (prop. 26. I) : donc DT est égal
à TG et VT égal à T5.

Donc si dans un parallélipipède on coupe en
deux parties égales les côtés des plans opposés ,

et si pa eurs sections on inène des plans, la
comm e section de ces plans et le diamètre du ,
parallélipipède se couperont mutuellement en
deux parties égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XL.
’ THÉORÈME.

Si deux prismes sont égaux en hauteur, si l’un
d’euæ a ppur base un parallélogramme et l’ autre

un triangle, et si le parallélogramme est double

du triangle, Ces prismes seront égaux. ’

Scient ABCDEF, GHKLMN (fig. 205) V
des prismes égaux en hauteur , que l’un d’eux
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ait pour base le parallélogramme AF et l’autre

le triangle GHK, et que le parallélogramme
AF soit double du triangle GHK z je dis que le
prisme ABCDEF est égal au prisme GHKLMN.

Achevez les parallélipipèdes A0 , GP. Puis-
que le parallélogramme AF est double du trian-
gle GIHK et le parallélogramme HK double aussi

du triangle GHK, le parallélogramme A F set-a
égal au parallélogramme HK. Mais les parallé-

lipipèdes qui ont des bases égales et la même
hauteur sont égaux entr’eux Ç prop. 51 . I 1 ) z

donc les parallélipipèdes A0 , GP sont égaux;

mais le prisme ABC DEF est la moitié du pa-
rallélipipède A0 et le prisme G HKLMN v la
moitié du parallélipipède. GP’ :donc le prisme

ABCDEF est égal au prisme GHKLMN;
Donc si deux prismes Ont la même hauteur,

si l’un d’eux a pour base un parallélOgramme

et l’autre un triangle , (et si le parallélogramme

est double du triangle , ces’ deux prismes sont
égaux; ce qu’il falloit démontrer.

I W ’ I l t l

un un ONZIËME LIVRE.

f
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LIVRE XII.
PROPOSITION PREMIÈRE.

T H i: o n È M z.

Les polygones semblables inscrits dans des cer-
cles sont entr’eux comme les quarrés des dia..-

mètres.

SOIENT les cercles ABCDE, FGHKL
(fig. 204) dans lesquels sont décrits les poly-’

gones semblables AB C DE , F GH KL; que les
diamètres de ces cercles soient BM, GN : je
dis que le polygone ABCDE est au polygone
FGH KL comme le quarré de BM est au quarré

de GN. l ’ ’Menez BE, AM, GL, FN. Puisque le p0-
lygone A B C D E est semblable au polygone
FGHKL , que l’angle BAE est égal à l’angle

GFL (défi 1. 6) et que BA est à AE comme
GF est à FL, les deux triangles BAE, GFL
ont un angle égal à un angle, savoir , l’angle
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BAE égal à l’angle GFL et les côtés placés

autour de ces angles sont proportionnels entre
eux : donc les deux triangles ABE, FGL sont
équiangles (prOp. 6. 6) : donc l’angle AEB est
égal à l’angle FLG , mais l’angle AEB est égal

à l’angle AMB (prop. 21 . 5) , car ils sont ap-
puyés sur le même arc ettl’angle FLG est aussi
égal à l’angle F NG : donc l’angle AMB est égal

à l’angle FN G; mais l’angle droit BAM est égal

’à l’angle droit GF N : donc l’angle restant est.

égal à l’angle restant : donc les deux triangles

ABM, FGN sont équiangles : donc BM est à
GN comme BA est à GF (prop. 4:6). Mais les
quarrés des droites BM, GN sOnt en raison
doublée des droites B M , GN (prop. 20. 6) ,”

et les polygones ABCDE , FG HKL sont en
raison doublée des côtés BA , GF : donc le

polygone ABCDE est au polygone FGHKL
comme le quarré de BM est au quarré de GN.

Donc les polygones semblables inscrits dans.
des cercles sont entr’enx comme les quarrés des

diamètres; ce qu’ils falloit démontrer." ’

.X
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PROPOSITION Il.

THÉORÈME.

Les cercles sont entr’eux commodes quarrés

de leurs diamètres.

Soient les cercles ABCD, EFGH (fig. 205)
et que leurs diamètres soient BD, FH : je dis
que le cercle ABCD est au cercle EFGH
comme le quarré de BD est au quarré de FH.

Si cela n’est point , le quarré du diamètre BD

sera au quarré du diamètre FH comme le cer-
cle ABCD est à une surface plus grande ou à
une surface plus petite que le cercle EFGH.
Supposons d’abord que cettersnrface soit plus
petite et qu’elle soit S. Dans le cercle EFGH
décrivez le quarré EFGH; le quarré décrit

dans ce cercle est plus grand que la moitié du
cercle EFGH, parce que si par les points E,
F, G, H nous menons des tangentes à ce cer-
cle , le quarré EFGH sera la moitié du quarré

circonscrit ( prop. 47 .1 r , prop. I . 5) : mais un
cercle est plus petit que le quarré circonscrit:
donc le quarré E F G H est plus grand que. la
moitié du cercle EFGH. Partagez les arcs EF,
FG , GH , HE en deux parties égales aux points

K, L, M, N, et menez les droites EK,KF,
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FL, LG, GM, MH, HN, N F. Chacun des
triangles EKF, FLG, GMH , HNE est plus
grand que la moitié du segment dans lequel il
est placé; parce que si par les points K, L,
M, N nous menons des tangentes au cercle,
et si sur les’droites EF, FG, GH, HE et
entre ces tangentes nous construisons des pa-
rallélogrammes , chacun des triangles EKF ,
F L G , GM H , HN E sera la moitié du paral-
lélogramme dans lequel’il est placé ( pr. 57. I

Mais chaque segment est plus petit qu’un
parallélogramme : denc chacun des triangles
EKF, FLG, GMH, HNE est plus grand
que la moitié du segment dans lequel il est
placé. Si nous partageons ensuite les arcs res-
tans en deux parties égales , et si nous joignons
leurs extrémités par des droites , et si nous cons

tinuons toujours de faire la même chose, il nous

restera certains :segmens de cercles dont la
somme sera moindre que l’excès du, ,cercle
EFG H sur l’espace S; car nous avons démon-
tré dans le premier théorème du dixième Livre

que deux quantités inégales étant données , si

l’on retranche de la plus grande quantité une
partie plus grande que la moitié de cette quan-
tité , si on retranche ensuite de ce qui reste une
partie plus grande que lanmoitié de ce reste , et
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si l’on continue toujours de faire la même chose,

il reste enfin une certaine quantité qui est moin-
dre que la plus petite des quantités données.
Supposons’qu’on ait pour reste les segmens du’

cercle EFGH placés sur les cordes EK, EF,
FL, LG, GM, MH, HN, NE ,A et que ces
segmens soient moindres que l’excès du cercle

EFGH sur l’espace S , il est évident que le. po-

lygone E KFLGM HN sera plus grand que l’es-

pace S. Décrivez dans le cercle ABCD un po-
lygone A O B P C Q D R semblable au polygone-
EKFLGMHN ; le quarré de BDsera au quarré

de F H comme le polygone AOBPCQDR
est au polygone EKFLGMHN (prop. 1 . la);
mais par supposition le quarré de B D est au
quarré de FH comme le cercle ABCD est à;
l’espace S :I donc le cercle ABCD est a l’espace S

comme le polygone AOBPCQDR est au poly-
gone E K F L G M H N , et en échangeant les
plans des moyens , le cercle ABC D est au po-
lygone qui lui est inscrit comme l’espace S est

au polygone E K F L G M H N ; mais le cercle
ABCD est plus grand que le polygone qui lui est
inscrit : donc l’espace S est plus grand que le po-

lygone E KF LG M H N ; mais , par supposition ,
il est au contraire plus petit , ce qui est impossi-
ble : donc le quarré de BD n’est point au quarré
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de FH comme le cercle ABC D est à un espace
quelconque plus petit que le cercle FFGH. Nous
démontrerons semblablement que le quarré de ’

FH n’est point au quarré de BD comme le cer-l

cle EFGH est à un espace quelconque plus
petit que le cercle ABCD.. Je dis ensuite que
le quarré de B D n’est point au quarré de FH

j comme le cercle ABC D est à un espace quel-
conque plus grand que le cercle EFGH; car si’
cela est possible, supposons’qne le quarré de

BD soit au quarré de FH cOmme le cercle
ABCD est à un espace plus grand , et suppo-
sons que S soit cet espace. En mettant les anté-’

cédens à la place des conséquens et les consé-l
quens à la place des antécédens , le quarré de FH

sera au quarré de BD comme l’espace S est au
cercle ABC D ; mais on’démontrera plus bas que

l’espace S est au cercle AB C D comme le cercle

EFGH est à un espace quelconque plus petit
que le cercle ABCD : donc le quarré; de FH
est au quarré de BD comme le cercle EFGH
est a un espace plus petit- que le cercle AB C D î
ce qui a été démontré impossible : donc le
quarré de B D n’est pas au quarré de F H comme

le cercle ABCD est à un espace quelconque
plus grand que le’cercle EFGH. Mais on a.
démontré que le quarré de BD n’est point au
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quarré de FH comme le cercle ABCD est à
un espace quelconque plus petit que le cercle
EFGH : donc le quarré de BD est au quarré
de FH comme le cercle ABCD est au cercle
EFGH.

Donc les cercles sont entr’eux comme les
quarrés des diamètres ; ce qu’il falloit démou-

trer.

LEMME.
Si l’espace S est plus grand que le cercle

EFGH (fig. 206) : je dis que l’espace S est
au cercle ABCD comme le cercle EFGH est
à un espace quelconque plus petit que le cer-

cle AB C D. ) lCar supposons que l’espace S soit au cercle
ABCD comme le cercle FFGH est à un espace
T : je dis que l’espace T est plus petit que le
cercle ABCD; car puisque l’espace S est au
cercle AB C D comme le cercle E F G H est à
l’espace T, en échangeant les plans des moyens,

l’espace S sera au cercle EFGH comme le cer-
cle ABCD est à l’espace T (prop. 16. 6), Mais
par supposition l’espace S est plus grand que le

cercle EFGH : donc le cercle ABCD est plus
grand que l’espace T 3 et par conséquent l’espace

S est au cercle ABCD comme le cercle EFGH
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est,à un espace quelconque plus petit que le
cercle AB C D.

PROPOSITION III.
THÉORÈME. V

Toute pyramide triangulaire (I) peut se diviser
en deux pyramides triangulaires égales et sem-4

blables entr’elles et semblables à la pyramide

totale, et en deux prismes égaux qui sont plus
grands que la moitié de la pyramide entière.

Soit une pyramide dont la base soit le trian-
gle AB C ( fig. 207) et dont le sommet soit le
point D : je dis que la pyramide ABCD peut se
diviser en deux pyramides triangulaires égales
et semblables entr’elles et semblables à la py-I’

ramide totale, et en deux prismes égaux qui
sont plus grands que la moitié de la pyramide
totale.

Partagez les côtés AB, BG, CA, AD, DE,
DC en deux parties égales aux points E, F , ,
G, H, K,’ L, et menez les droitesEH, EG, GH,

HK, KL, LH, EK, KF, FG. Puisque AE
est égal à EB et AH égal à HD, la droite EH
sera parallèle à’la droite DE (prop. 2. 6). La

( I) Une pyramide triangulaire est celle dont la base
est un triangle.
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droite HK est parallèle à la droite AB , par la
même raison: donc la figure HEBK est un
parallélogramme : donc .H K est égal à EB
(prop. 54.. I Mais EB est égal à AE : donc
AE sera égal à HK. Mais AH est égal à HD:

donc les deux droites AE , AH sont égales aux
deux droites KH, 11D), chacune à chacune;
mais l’angle E AH est à l’angle EH D
( prop. 29. I ) : donc la base EH est égale à la
base KD (prop. 4. I) z donc le triangle AEH
est égal et semblable au triangle HKD. Par la
même raison , le triangle AHG est égal et
semblable au triangle HL D. Puisque les deux
droites EH , HG qui se touchent sont parai...
lèles aux deux droites KD , DL qui se touchent
et qui ne sont pas dans le même plan, ces droites
comprendront des angles égaux ( prop. Io. I 1) :
donc l’angle EHG est égal à l’angle KDL. De

plus , puisque les deux droites EH , HG sont
égales aux deux droites KD, DL, chacune à
chacune , et que l’angle EHG est égal à l’angle

KDL, la base EG sera égale à la base KL:
donc le triangle EHG est égal et semblable au
triangle KDL. Par la même raison , le triangle
AEG est égal et semblable au triangle HKL:
donc la pyramide dont la base est [le] triangle
A EG et dont le SOInmet est le point-H est égale -
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et semblable à la pyramide dont la base est le
triangle HKL et dont le sommet est le point D.
Puisque la droite HK est parallèle à un des
côtés du triangle ADB , savoir, au côté AB, le

triangle ADB sera équiangle avec le triangle
DHK ( prop. 29. I) : donc ces deux triangles
auront leurs côtés proportionnels (prOp. 4. 6) ,

et seront par conséquent semblables. Par la
même raison , le triangle DBC est semblable au
triangle DKL et le triangle ADC est semblable
aussi au triangle DHL. Mais puisque les deux
droites BA, AC qui se touchent sont parallèles
aux deux droites KH , HL qui se touchent et
qui ne sont pas dans le même plan , ces droites
comprendront des angles égaux (prop. I o. I I):
donc l’angle BAC est égal à l’angle KH L. Mais

BA est à AC comme KH est à HL: donc le
triangle ABC est Semblable au triangle HKL
(prop. 6. 6) , et par conséquent la pyramide
dont la base est le triangle A B C et dont le
sommet est le point D est semblable à la pyra-
mide dont la base est le triangle HKL et dont
le sommet est le point D. Mais nous avons dé-
montré que la pyramide dont la base est’le
triangle HKL et dont le sommet est le point D
est semblable à la pyramide dont la base est le
triangle AEG et dont le sommet est le point H:
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donc la pyramide dont la base est le triangle
ABC et dont le sommet est le point D est sem-
blable à la pyramide dont la base est le triangle
AEG et dont le sommet est le point H : donc
l’une et l’autre des pyramides AEGH , HKLD

sont semblables à la pyramide totale AB C D.
Puisque BF est égal à FC, le parallélogramme

EBFG sera double du triangle GFC ( pr. 4x . I) : ,
mais deux prismes de même hauteur dont,
l’un a pour base un parallélogramme et dont
l’autre a pour base un triangle sont égaux entre

eux lorsque le parallélogramme est double du
triangle ( prop. 4o. I I) : donc le prisme com-
pris sous les deux triangles B KF, E HG et sous
les trois parallélogrammes EBFG , E B KH , .
KHGF est égal au prisme qui est compris sous
les deux triangles GFC , H KL et les trois pa-
rallélogrammes KF C L , LC GH , H KF G. Mais

il est évident que chacun de ces prismes et celui

dont la base est le parallélogramme EBFG op-
posé à la droite HK et celui dont la base est le
triangle G FC opposé au triangle KLH est plus -
grand que chacune des pyramides dont les bases
sont AEG, HKL et les sommets les points H,
D; puisque si nous menons les droites EF, EK,
le prisme dont la base est le parallélogramme
EBFG opposé à la droite HK est plus grand a
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que la pyramide qui a pour base le triangle
EBF et pour sommet les point K. Mais la
pyramide qui a pour base le triangle EBF et
pour sommet le point K est égale à la pyramide

qui a pour base le triangle AEG et pOur sommet
le point H (défi 10. I 1 ) , car elles sont com-
prises sous des plans égaux et semblables:
le prisme qui a pour base le parallélogramme
EBFG Opposé à la droite HK est plusngrand
que la pyramide quia pour base le triangle AEG
et pour sommet le pointH. Mais le prisme, qui
a pour base le parallélogramme EBFG Opposé

à la droite HK est égal au prisme quia pour
basale triangle G F C Opposé au triangleLHISL;

et la pyramide apeurbaselc triangloAE G
et pour sommet le point lH est légale, aila. pyra-

midis: qui a pour base le triangle HKL et pour
sommet le point D : donc les-deux prismes dont
rings sciions de parler sontplus(girant’ls’îpjez

deux pyramidgs ont -pourvbase,sfllèsl!trian-
gles,AF,G, HKL’. et pour sommetszllçs peint?

.11st donc la pyramide mâle quia???” base.
lamangle etponr sommet le-ptiint D, a été
divisée, en deux .Pyrmidesotriavsulaires égales

et semblables entîr’glles eti semblablephgàhla py-

xide et entent; Prismes. qui.
Bb’

f
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sont plus grands que la moitié de la pyramide
totale; ce qu’il falloit démontrer. v

PROPOSITION 1V.
in. THÉORÈME.

Si pyramides triangulaires de même hauteur
sent divisées l’une et l’autre en deux pyramides

égales xentr’elles et seniblablesià la pyramide

h et. en deux prismes égaux , si ces nou-
s vailles pyramides sont divisées de la même ma-

t rzière et ainsi de suite, la base de l’une de ces

pyramides sera à la base de l’autre pyramide
* cànnie-toùs’ïl’e’s prismes de l’une de ces pyra-

’ mides sont à un même nombrerde prismes con-
» marmitions l’autre pyramidon .

I du S’Oiéiit’deux pyramid’è’s’ triangulaires de même

hauteur qui aient pour bases les triangles ABC
DEF 208 )",’e’t pour LSOmniets les points
c; un; ’IÎI’I’e’cha’cunede bespyramides son me:

sée’ ’èn’i’de’ux pyramides’ égales tentr’elles et

semblabl’ès’ aux pyraiiiides’ïtOtalès et eb”*deiix

primassent ,"f que ces nouvelles L amides
, soie’n’t’ niasses *de’ Ia’némètihttttêrevat ses

de suite’ è aiglefins base "ne semais
base DEflF comme tOuS”les prismes» cémenns
d’anslà aga-fascia ABGG’SÔm sa même nanan

. il
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de prismes contenus dans la pyramide DE FH.

Puisque B0 est égal à O C et AL égal à

LC, la droite AB sera parallèle à la droite OIL
(prop. 2.6) , et le triangle ABC sera semblable
au triangle LOC (prop.4.6). Le triangle DEF
sera semblable au triangle, RXF , par la même
raison; et puisque la droite BC est double de
la droite GO et la droite EF double aussi de
la droite FX, la droite BC sera à la droite GO
comme la droite EF est à, la droite F X. Mais
les figures rectilignes semblables et semblable-e
ment posées ABC , LOC ont été déniâtes sur

les droites BC , C0 , et leshfigtniesrreetilignes
semblables et semblablement; posées DEF,
RXF ont été décrites, sur les droites E’F, PX;

donc le triangle ABC: est au triangle. L O C
comme le triangle DEF. est; au4’triangle RXF
(prop. 22. 6) , et en échangeant les plantsldesl
moyens ,’le triangle ABC est au triage.
comme le triangle LOC est au triangleBXF.
Mais on démontrera plus 4h35 que le trijapgle
LOC estÎau triangle RXE comme le prisme,
qui a pour’base le. triangleLOÇ appelsé à

est au prisme qui a pour base le niangle RXF
opposéà STV : donc le triangle ABC; est au
triangle DEF comme le prisme qui a pour base
le triangle LOC opposé à PMN est au prisme

a

x
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qui a pour base le triangle RXF opposé à STV;

et puisque les deux prismes qui sont dans la
pyramide ABCG sont égaux entr’eux et que les

deux prismes qui sont dans la pyramide DEFH
sont aussi égaux entr’eux , le prisme qui a pour

hase le parallélogramme KLOB .opposé à la

droite MP sera au prisme qui a pour base le
triangle LOC opposé à PMM comme le prisme

qui a pour base le parallélogramme EQRX
opposé à la droite ST est au prisme qui a pour
base le triangle RXF opposé à STV : donc ,
en ajoutant les conséquens aux antécédens
(prop. 15 . 5) , les prismes KBOLMP, LOCMNP
sont au prisme LOCMNP comme les prismes
QEXRST, RXFSTV sont au prisme RXFSTV,
et enfin en’ëchangeant les places des moyens,
les prismes KB’OL FM, LOC PMN sont aux

prismes: QEXRST , RXFSTV comme le
prisme" L OC M N P est au prisme RXFSTV.
Mais on a démontré» que le prisme LOCMNP

est» au prisme RXïFSTV comme la base LOC

est à la base RXF et comme la base ABC est
à la base DE F’ s :dode’lettriangle ABC est au r-

triangle DEF comme les deux. prismes qui sont
dans la pyramide A B’C G sont aux deux prismes

qui sont dans la pyramide DEF H. Si nous par-
tageons de la même manière les nouvelles pyra-
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.mides, savoir les pyramides PMN G, STV H, la
base PMN sera à la base STV comme les deux
prismes de la pyramide PM NG sont aux deux
prismes de la pyramide STVH. Mais la base
P MN est à la base STV comme la base ABC
est à la base DEF : d0nc la base ABC est à la
base DEF comme les deux prismes de la pyra-
mide ABCG sont aux deux prismes de la py-
ramide DEFH , comme les deux prismes de la
pyramide PMNG sont aux. deux prismes de la
pyramide STVH et comme les quatre prismes
sont aux quatre prismes. On démontrera la
même chose pour tous les autres prismes qu’on

obtiendra par la division des pyramides AKLO
et DQRS, et en général de toutes les pyra-
mides égales en nombre; ce qu’il falloit dé-

montrer. lL E M M E.
Nous démontrerons de la manière suivante

que le triangle L0 C est au triangle RXF
comme le prisme qui a pour base le triangle
LOC opposé à PMN , est le prisme qui a pour
base le triangle RXF opposé à 8T V.

Dans les mêmes figures imaginez des perpigna-

diculaires menées des points G ,, H sur. les plans

des triangles ABC , DE F. Ces perpendiculaires
seront égales entr’elles , parce qu’on a supposé

5

fj
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ces pyramides égales en hauteur. Puisque la
droite GC et la perpendiculaire menée du point
G sont coupées par les plans parallèles ABC ,

PMN , ces deux droites seront coupées pro-
portionnellement ( prop. 1 l. Il). Or la droite
GC est coupée en deux parties égales au point

N par le plan P MN : donc la perpendiculaire
menée du point G sur le plan ABC est cou-
pée en deux parties égales par le plan PMN.
Par la même raison, la perpendiculaire menée
du point H sur le plan DEF est coupée en
deux parties égales par le plan STV. Mais les
perpendiculaires menées des points G, H sur
les plans ABC , DEF sont égales entr’elles :
donc les perpendiculaires menées des triangles
PMN, STV sur les triangles ABC, DEF sont
égales entr’elles : donc les prismes qui ont pour

bases les triangles LOC , BXF opposés à PMN ,
STV sont égaux en hauteur : donc les parallé-
lipipèdes qui sont décrits sur les prismes égaux

en hauteur dont nous venons de parler sont
entr’eux comme leurs bases, et il en sera de
même de leurs moitiés, c’est-à-dire que les

bases LOC , RXF seront entr’elles comme les
prismes dont nous avons parlé ; ce qu’il falloit

démontrer. ’
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PROPOSITIONVQ,

THÉORÈME.’

Les [gramides triangulaires qui ont la même
hauteur sont entr’elles comme leurs bases.

Que les pyramides dont les hases sont les
triangles ABC , DEF (fig. 208) et dont les
sommets sont les points G, H aient la même
hauteur : je dis que la base ABC est à 11a base
DEF comme la pyramide ABCG est à la pyra-

mfieDEFH. a ., ’Car si cela n’est point, la base ABC sera à la

base DEF comme la pyramide ABCG est à un
solide plus petit que la pyramide DEFH’ ôu a
un solide plus grand. Supposons-d’abord que la

base ABC soit à la base DEF comme la pyra-
mide ABC DE est à un solide plus petit et que
ce solide soit Y. Divisez la pyramide DEFH
en deux pyramides égales entr’elles et sembla-

bles à la pyramide totale , et en. deux prismes
égaux ; les deux prismes seront plus grands que
la moitié de la pyramide totale (prop. 5. 12).
Que les nouvelles pyramides obtenues par
cette division soient partagées de la’même ma-

nière jusqu’à ce qu’on ait obtenu de.:la pyra-

mide DEF H certaines pyramides qui soient
4

4 r
in
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plus petites que l’excès de la pyramide DEFH
sur le solide Y. Qu’on cherche ces pyramides,
et qu’elles soient par exemple DQRS, STVH,
les prismes restans de la pyramide DEFH seront
plus grands que le" solide Y. Partagez sembla-
blement la pyramide ABCG en autant de par-
ties que la pyramide DEFH. La hase ABC
sera à lathase DEF comme les prismes de la
pyramide ABCG sont aux prismes de la pyra-
mide DEFH ( prop. 12 ); mais par suppo-
sition la hase ABC est à la base DEF comme
la pyramide ABCG est au solide Y: donc la
pyramide ABCG est au solide Y comme les
prismes de la pyramide ABCG sont aux prismes
de la pyramide DEFH, et en échangeant les
places des moyens , la pyramide ABCG est aux
prismes qu’elle renferme comme le solide Y est

aux prismes de la pyramide DEFH. Mais la
pyramide ABCG est plus grande que les prismes
qu’elle renferme : donc le solide Y est plus
grand que les prismes que renferme la pyra-
mide DEFH; mais, au contraire, il est plus
petit; ce ne peut être z donc la hase ABC
n’est point à la hase DEF comme la pyramide
ABCG est à un solide quelconque plus petit que
la pyramide DEFH. Nous-démontrerons se»
hlablementoque la hase DEF n’est point à la hase
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. ABC comme la pyramide DEFH est à un
solide quelconque plus petit que la pyramide
ABCG. Je dis enfin que la base ABC n’est
point à la hase DEF comme la pyramide ABCH

est à un solide plus grand que la pyramide
DEFH; car supposons , si cela est possible ,
que la hase ABC soit à la base DEF comme la
pyramide ABCG est à un solide quelconque
plus grand que la pyramide DEFH et que ce
solide soit Y. En mettant les antécédens à.la
place des conséquens et les conséquens à la
place des antécédens , la hase DEF sera à la
base ABC comme le solide Y est à la pyramide
ABCG. Mais le solide Y est à la pyramide ABCG

comme la pyramide DEFH est à un solideÔ
quelconque plus petit que la pyramide ABCG ,
ainsi que cela a été démontré : donc la hase

DEF est à la hase ABC comme la pyramide
DEFG est à un solide quelconque plus petit
que la pyramide ABCG, ce qui est absurde :
donc la hase ABC n’est point à la base DEF
comme la pyramide ABC G est à un solide quel-

cbnque plus grand que la pyramide DEFH.
Mais on a démontré que la base ABC n’est point

à la hase DEF comme la pyramide ABCG est
à un solide quelconque plus petit que la pyra-
mide DEFH : donc la base ABC est à la base

f
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DEF comme la pyramide ABCG est à la py-
ramide DEFH.

Donc les pyramides triangulaires ont
la même hauteur sont entr’elles comme leurs
bases; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V1.
mexicains.

Les pyramides qui ont la même hauteur et qui
ont des polygones pour bases sont eutr’elles
comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
polygones ABCDE , FGHKL (fig. 209) et
dont les sommets sont les points M , N aient la
même hauteur : je dis que la hase ABC DE est à
la hase FGHKL comme la pyramide ABCDEM
est à la pyramide FGHKLN.

Partagez la base ABCDE en triangles et que
ces triangles soient ABC , ACD, ADE g par-
tagez aussi la base FGHKL en triangles et que
ces triangles soient FGH , FHK , FKL , et sup-
posons que chacun de ces triangles soit la base
d’une pyramide qui ait la même hauteur que
les deux pyramides qu’on avoit d’abord. Puisque

le triangle ABC est au triangle ACD comme
la pyramide ABCM est à la pyramide ACDM
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( prop. 5. 12) , si l’on ajoute les conséquens
aux antécédens, le quadrilatère ABCD sera au

triangle ACD comme la pyramide ABCDM est
à la pyramide ABCM (prop. 18. 5); mais le
triangle ACD est au triangle ADE comme la
pyramide ACDM est à la pyramide ADEM :
donc la base ABCD sera à la base ADE comme
la pyramide ABC DM est à la pyramide ADEM
( pr0p. 22. 5) : donc en ajoutant les conséquens
aux antécédens, la base AB C D E sera à la base

ADE comme la pyramide ABCDEM est à la
pyramide ADEM. Par la même raison , la base
FGHKL est à la base FKL comme la pyra-
mide FGHKLN est à la pyramide FKLN; et
puisque ces deux pyramides triangulaires ont la
même hauteur, la base AD E sera à la base F KL

comme la pyramide ADEM est à la pyramide
FKLN : donc puisque la basetABCDE est à
la base ADE comme lapyramide ABCEM est
à la pyramide ADEM , et que la base ADE est
à la base FKL comme la pyramide ADEM est
à la pyramide FKLN , la base ABCDE sera à. la

base FKL comme la pyramide ABC DEM est
à la pyramide FKLN (prop. ,22. 5); mais la
base F KL est à la base FG HKL comme la py-
ramide FKLN est à la pyramide FGHKLNV:
donc la base ABCDE est à la base FGHKL
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comme la pyramide ABCDEM est à la pyra-

mide FGH KL M. i
Donc les pyramides qui ont la même han-’-

teur et dont les bases sont des polygones sont
entr’elles comme leurs bases; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION VIL
THÉORÈME.

Tout prisme triangulaire peut se diviser en trois
Wramides triangulaires égales entr’elles.

Soit un prisme dont la base soit le triangle
ABC opposé au triangle DEF (fig. me) : je
dis que le prisme ABCDEF peut être partagé
en trois pyramides triangulaires égales entre

elles. ’Menez les droites BD, EC, CD. Puisque
la figure ABED est un parallélogramme dont
BD est la diagonale , le triangle ABD sera égal
au triangle EDB (prop. 54. i) : donc la pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale à la pyramide
a pour base le triangle EDB et pour sommet le
point C ( prop. 5. 12); mais la pyramide qui a
’pour’base le triangle EDB et pour sommet le

- point C est égale à la pyramide qui a pour base
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le triangle EBC et pour sommet le point D,
car elles sont comprises dans les mêmes plans:

donc la pyramide a pour base le triangle
ABD et pour sommet le point C est égale à la

pyramide qui a pour base le triangle EBC et
pour sommet le point D. De plus , puisque la
figure FC BE est un parallélogramme qui a pour
diagonale la droite CE, le triangle EC F est égal

au triangle CBE (prop. 54. 1) : donc la pyra-
mide qui a pour base le triangle BEC et pour
sommet le point D est égale à la pyramide qui

a pour base le triangle ECF et pour sommet
le pointD(prop. 5. I I). Mais on adémontré que

la pyramide qui a pour base le triangle B C E et
pour sommet le point D est égale à la pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C : donc la pyramide qui a pour
base le triangle C EF et pour sommet le point D
est égale à la pyramide qui a pour base le trian-
gle ABD et pour sommet le point C : donc le
prisme ABCDEF a été partagé en trois pyra-
mides triangulaires égales entr’elles. La pyra-

mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale à la pyramide qui

a pour base le triangle CAB et pour sommet
le point D, car ces pyramides sont comprises
sous les mêmes plans; mais on a démontré que
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la pyramide qui a pour base le triangle ABD et
pour sommet le point C est la troisième partie
du prisme a pour base le triangle ABC op-
posé au triangle DEF : donc la pyramide a
pour base le triangle ABC et pour sommet le
point D est la troisième partie d’un prisme qui
a la même base , savoir , le triangle ABC opposé

au triangle DEF; ce qu’il Ealloit démontrer.

c o a o L r. A r a a. x
l Il suit manifestement de la que toute pyra-

mide est la troisième partie d’un prisme a
la même base et la même hauteur; car une des
bases du prisme étant une figure rectiligne quel-
conque, la base opposée sera une figure égale
et semblable , et ce prisme pourra être divisé en.

prismes qui auront des bases triangulaires et
dont les bases apposées seront des triangles.

PROPOSITION VIII.
THÉORÈME.

Les pyramides semblables qui ont des bases trian-
gulaires sont entr’elles en raison triplée deleurs
côtés homologues.

Soient deux pyramides semblables et sem-
blablement placées qui aient pour bases les
triangles ABC , DEF (fig. 2 r r) et pour sommets
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les points G, H : je dis que les pyramides ABCG,
DEFH sont entr’elles en raison triplée des côtés
B C , EF.

Achevez les parallélipipèdes BGML, EHQP.
Puisque la pyramide ABC G est semblable à la
pyramide DEFH, l’angle ABC sera égal à l’an-

gle DEF (défi 9. r r) , l’angle GBC égal à l’an-

gle. HE F, l’angle ABG égal à l’angle DEH et

AB sera à DE comme BC est à EF et comme
BG est à EH : donc, puisque AB est à DE
comme BC est à EF et que les côtés placés
autour d’angles égaux sont proportionnels , le
parallélogramme BM sera semblable au paral-
lélogramme EQ. Par la même raison , le paral-
lélogramme B N sera semblable au parallélo-V
gramme ER et le parallélogramme BK sembla-

ble au parallélogramme E0 : donc les trois pa-
rallélogrammes, BM , KB , BN sont semblables
auxtrois parallélogrammes EQ , E0 , ER; mais
troisparallélogranimes MB , BK, BN sont
égaux et semblables aux trois parallélogrammes I
opposés et les trois parallélogrammes EQ, E O,

E913 sont aussi légaux et semblables aux trois
penallélogrammes opposés (prop. 24. r r) : donc

les; parallélipipèdes BG ML , E HQP sont com-

pris-dans des plans semblables et égaux en nom-
brai-donqple pareilélipipède BEGML est sem-
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blable au parallélipipède EHQP (défi 9. r r
Mais les parallélipipèdes semblables sont entre
eux en raison triplée de leurs côtés homologues

(pr. 53. r r) : donc les parallélipipèdes BGMH ,

EHQP sont entr’eux en raison triplée des
côtés homologues BC, EF; mais le paralléli-
pipède BGML est au parallélipipède EHQP
comme la pyramide ABCG est à la pyramide
DEFG (prop. 15.5)! car une pyramide est la
sixième partie d’un parallélipipède , puisqu’un

prisme triangulaire qui est la moitié d’un paral-
lélipipède est triple d’une pyramide : donc les

pyramides ABCG , DEFH sont entr’elles en
raison triplée des côtés BC , EF; ce qu’il falloit

démontrer. ’
COROLLAIRE.

De la il suit évidemment que les pyramides
semblables qui ont des polygones pour hases
sont entr’elles en raison triplée de leurs côtés

homologues; car ces pyramides peuvent- être
,divisées en pyramides triangulaires , puisqueles
polygones semblables qui sont les bases de ces
pyramides peuventétre divisés en unifié-mél

nombre de triangles semblables entr’eiix et pro-l
portionnels à ces polygones : donc .une’despyra-f
mides triangulaires contentii? dans’îlalprëmière
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pyramide est à une autre des pyramides triangu- V

laires contenue dans la seconde pyramide comme
la somme de toutes les pyramides triangulaires
contenues dans la première pyramide est à la
somme de toutes les pyramides triangulaires
contenues dans l’autre pyramide, c’est-à-dire

comme une des pyramides a pour base un
polygone est à l’autre pyramide qui a aussi pour

base un polygone. Mais les pyramides triangu-
laires semblables sont entr’elles en raison tri-
plée de-leurs côtés homologues : donc les pyra-

mides semblables qui ont pour bases des poly-
gones sont entr’elles en. raison triplée de leurs

côtés homologues. ’

PROPOSITION 1X.
THÉORÈME.

Les bases des pyramides égales ont des bases
triangulaires sont réciproquement proportion-
nelles aux hauteurs de ces pyramides ,- et les
pyramides triangulaires qui ont des bases réai.

proquement proportionnelles à leurs hauteurs
sont gales entr’elles.

Soient deux pyramides égales aient les
bases triangulaires ABC , DEF (fig. 2 la) et dont
les sommets soient les points G, H : je dis que

C c l
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les baSes des pyramides ABCG, DEFH sont réci-

proquement proportionnelles aux hauteurs de
ces pyramides, c’est-à-dire que la base ABC est

à la base DEF comme la hauteur’de la pyra-
mide DEFH est à la hauteur de la pyramide
ABCG.

Achevez les parallélipipèdes BGML , EHQP.

Puisque la pyramide ABCG est égale à la py-
ramide DE FH , que le parallélipipède BGML
est sextuple de la pyramide ABCG et que le
parallélipipède EHQP est aussi sextuple de la
’pyramide D E F H , le parallélipipède BG M L

sera égal au parallélipipède EHQP (pr. 15.5).
Mais les bases des parallélipipèdes égaux sont

réciproquement proportionnelles aux hauteurs
de ces parallélipipèdes (prop. 54. 1 1) : donc la
base BM est à la base EQ comme la hauteur du
parallélipipède EHQP est à la hauteur du pa-
rallélipipède BGML. Mais. la base’B M est à la

base EQ comme le triangle AlBC est au triangle
DEF : donc le triangle ABC est au triangle DEF
comme la hanteur du parallélipipède EHQP I
est à la hauteur du parallélipipède BGML. Mais

la hauteur du parallélipipède E H Q P est la
même que la hauteur de la pyramide DEF H,
et la hauteur du parallélipipède BGML est la
même que hauteur de la pyramide ABCG ç
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donc la base ABC est à la base DEF comme
la hauteur de la pyramide DEFH est à la hauteur
de la pyramide ABCG : donc les bases deJ py-
ramides ABCG, DEF H sont réciproquement
proportionnelles à leurs hauteurs.

Si les bases des pyramides ABCG , DEFH
sont réciproquement proportionnelles à leurs
hauteurs, c’est-à-dire que si la base ABC est à

la base DEF comme la hauteur de la pyramide
DEF H est à la hauteur de la pyramide ABCG :
je dis que la pyramide ABCG sera égale à la

pyramide DEFH. p n
Faites la même construction. Puisque la base

ABC est à la base DEF comme la hauteur de
la pyramide DEFH est à la hauteur de lampy-
ramide ABCG et que la base ABC est a la base
DE F comme le parallélogramme BM est au
parallélogramme EQ , le parallélogramme BM

sera au parallélogramme EQ comme la hauteur
de la pyramide DEFH est à la hauteur de la
pyramide ABCG. Mais la hauteur de la pyra-
mide DEFH est la même que la hauteur du
parallélipipède EHQP, et la hauteur de la py-
ramide ABCG est la même que la hauteur du
parallélipipède BGML : donc la base BM est
à la base EQ comme la hauteur du parallélipi-
pède EHQP est à la hauteur du parallélipipède

a
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BGM L; mais les parallélipipèdes qui ont leurs

bases réciproquement proportionnelles à leurs
hauteurs sont égaux entr’eux (pr. 54. 1 r) : donc

le parallélipipède BGML est égal au parallé-

lipipède EHQP. Mais la pyramide ABCG est
la sixième partie du parallélipipède BGML et
la pyramide DEFH est aussi la sixième partie
du parallélipipède EHQP : donc la pyramide
ABCG est égale à la pyramide DEFH.

Donc les bases des pyramides égales qui ont
des bases triangulaires sont réciproquement
proportionnelles aux hauteurs de ces pyra-
mides; et les pyramides triangulaires ont
des bases réciproquement proportionnelles à .
leurs hauteurs sont égales entr’elles; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION X.
THÉORÈME.

Un cône est la troisième partie d’un cylindre qui

a la même base et une hauteur égale.

Qu’un cône ait la même base qu’un cylindre ,

savoir, le cercle ABCD (fig. 2 r5) et une hau-
teur égale : dis que ce cône est la troisième
partie de ce cylindre.

Car si le cylindre n’est pas le triple du cône , il

a

P a a.
"A
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sera plus grand que le triple ou plus petit; sup-
posons d’abord qu’il soit plus grand que le tri-

ple. Décrivez dans le cercle ABCD le quarré
ABC D; le quarré ABCD sera plus grand que la
moité du cercle ABCD. Sur le quarré ABCD
élevez un prisme qui ait la même hauteur que
le cylindre; ce prisme sera plus grand que la
moitié du cylindre; parce que si l’on circons-
crit un quarré au cercle ABC D, le quarré ins-
crit sera la moitié du quarré circonscrit; mais
les parallélipipèdes , c’est-à-dire les prismes

élevés sur ces bases ont la même hauteur :
donc ces prismes sont. entr’eux comme leurs
bases :donc le prisme élevé sur le quarré ABCD

est la moitié du prisme élevé sur le quarré cir-

conscrit au cercle ABC D ; mais le cylindre est
plus petit que le prisme élevé sur le quarré cir-
conscrit au cercle AB C’D : donc le prisme élevé

sur le quarré ABCD , qui a une hauteur égale à

celle du cylindre , est plus grand que la moitié
l du cylindre. Partagez les arcs AB, BG, CD, DA

en deux parties égales aux points E , F, G , H,
et menez les droites AE, EB, BF, FG, ce,
GD, DH , HA; chacun des triangles AEB ,
BFC , CGD , DHA sera plus grand que le demi-
segment du cercle où il est placé , comme nous
l’avons démontré plus haut (prop. 2. 12 ); sur

pÔ
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chacun de ces triangles élevons des prismes qui
aient une , hauteur égale à celle du cylindre ;-
chacun de ces prismes sera plus grand que la
moitié du segment respectif du cylindre , parce
que si par les points E , F, G, H on mène des
parallèles aux droites AB., BG, CD, DA, et si
sur les droites AB, BC , C D, DA et si entre ces
parallèles on construit des parallélogrammes sur
lesquels on élève des parallélipipèdes qui aient

la même hauteur que le cylindre , les prismes
qui auront pour bases les triangles AEB, B F C ,e
CGP, DHA seront les moitiés de chacun de
ces parallélipipèdes. Mais les segmens du cylin-
dre sont plus petits que ces parallélipipèdes :
donc les prismes qui ont pour bases les triangles
AEB, BFC, CGD,DHA sont plus grands que les
moitiés des segmens respectifs du cylindre. Par--
tageons les arcs restans en deux parties égales,
joignons leurs extrémités par des droites, sur
chacun de ces triangles élevons des prismes
aient la même hauteur que le cylindre, et con-.
tinuons de faire la même chose jusqu’à ce qu’il

reste certains segmens du cylindre qui soient.
plus petits que l’excès du cylindre sur le triple

du cône ( prop. I . 10). Supposons que les sega
mens restans du cylindre soient AE, EB, BF,
FC, CG, GD, DH, HA; il est évident que le
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prisme restant qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et a la même hauteur que le
cylindre sera plus grand que le triple du cône;
mais le prisme qui a pour base le polygone.
AEBFCGDH et qui a la même hauteur que
le cylindre, est triple de la pyramide quia pour
base le polygone AEB FC G DH et quia le
même sommet que le, cône ( prop.: 7;. r2 ) a:
donc la pyramide qui a peur base lepolygone
AEBFCGDH et qui a le même sommet que
le cône. est plus grande que le cône qui a pour
base le cercle ABCD; mais au contraire la py-
ramide est plus petite , car le cône comprenddav
pyramide; ce qui est impossible : donc le cylinç
dre n’est pas plus grand que. le triple du cône. I

Je dis à présent que le cylindre n’jest pas-plus

petit que le triple du cône’; car s’il pouvoit amie

ver que le cylindre fût moindre que le triple
du cône , le cône seroit plus grand que la troi-
sième partie du cylindre. Dans. le cercle ABCD
décrivons le quarré ABCD; le quarré ABCD

sera plus grand que la moitié du Cercle ABCD.
Sur le quarré ABC D élevez une pyramide qui

ait. le même sommet que le cône, cette pyra-
mide sera plus grande que la moitié du cône;
parce que si nous circonscrivons un quarré au
cercle ABCD, le quarré ABCD sera la moitié

4

’ f
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du quarré circonscrit à ce cercle , ainsi que nous
l’avons démontré; et si sur ces quarrés nous

élevons des parallélipipèdes , c’est-à-dire des

prismes, celui qui sera élevé sur le quarré ins-
crit dans le cercle sera la moitié du prisme élevé

sur le quarré circonscrit, car ces parallélipipèdes

sont entr’eux comme leurs bases (pr0p. 52. r 1);

mais. leurs troisièmes parties sont aussi entre
elles comme leurs bases : donc la pyramide
qui a pour base le quarré ABCD est la moitié
de la pyramide qui a pour base le quarré cir-
conscrit au cercle. Mais la pyramide i élevée

sur le quarré circonscrit au cercler est plus
grande que le cône, car elle le comprend:
donc la pyramide qui a pour base le quarré
ABCD et qui a le même sommet que le cône
est plus grand que la moitié du cône. Par-
tagez les arcs AB, BC, CD, DA en deux par-
ties égales aux points E , F, G , H , et menez les
droites AE, EB, BF, FG, CG, GD, DH, HA.

Chacun des triangles AEB, BEC, CGD, DHA
seraplus grand que la moitié du segment res-
pectif du cercle ABCD; sUr chacun des trian-
gles AEB, BFC, CHD, DHA élevez des py-
ramides qui aient le même sommet que le cône;
chacune de ces pyramides sera plus grande que
la moitié du segment respectif du cône. Par-
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tageons les ares restans en deux parties égales ,
et joignons leurs extrémités par des droites; sur

chacun de ces triangles élevons une pyramide,
qui ait le même sommet que le cône et conti-
nuons de faire la même chose; il restera enfin
certaines portions de cône qui seront. moindres
que l’excès du cône sur la troisième partie du

cylindre ( prop. 1 . Io). Qu’on ait ces portions
restantes du cône et qu’elles soient celles
ont pour bases les segmens AE , EB , BF ,

-FC, CG, GD, DH, HA. La pyramide res-
tante a pour base le polygone AEBFCGDH
et qui a le même sommet que le cône est plus
grande que la troisième partie du cylindre.
Mais la pyramide qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a le même sommet que
le cône , est la troisième partie du prisme qui
a pour base le polygone AEBFCGDH et
a la même hauteur que le cylindre (pr. 7. 12):
donc le prisme qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et a la même hauteur que le
cylindre est plus grand que le cylindre qui a
pour hase le cercle ABC D; mais le prisme est
au eonlraire plus petit que le cylindre, car le
cylindre comprend ce prisme; ce qui est impos-
sible : dOnc le cylindre n’est pas plus petit que
le triple du cône; mais. on a démontré qu’il
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n’est pas plus grand que le triple : donc le cy-
lindre est le triple du cône et par conséquent
le cône est la troisième partie du cylindre.

-Donc un cône est la troisième partie d’un

cylindre qui a la même base et une hauteur
égale; ce qu’il falloit démontrer;

PROPOSITION XI.
Tnfioniiiun.’

Les cônes et les cylïndres qui ont la même hauteur

sont entr’euæ comme leurs bases.

Que les cônes et les cylindres dont les bases

sont les cercles ABCD, EFGH 214),
dont les axes sont les droites KL; MpN , et dont
les diamètres des bases sont les droites AC, EG

aient la même hauteur: je dis que le cercle
ABCD sera au cercle EFGH comme le cône

AL est au cône EN. I -Car si cela n’est point, le cercle ABCD sera

au cercle EFGH comme le cône AL sera à un
solide quelconque plus petit ou plus grand que
le cône EN. Que le cercle ABCD soit d’abord

au cercle EFGH comme le cône AL est au
solide plus petit que le cône EN ; que ce solide
soit O , et que l’excès du cône EN sur le solide

Ô soit égal au solide Z ,.Ie côneEN sera égal aux
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solides O, Z. Dans le cercle EFGH décrivons le
quarré’EFGH; ce quarrésera plus grand que la

moitié de ce cercle.- Sur le quarré EFGH élevons

une pyramide qui ait la même hauteur que le
cône. Cette pyramide sera plus grande que la
moitié du cône ; car si nous décrivons un quarré

autour du cercle EFGH, et si sur ce quarré nous
élevons une pyramide qui ait la même hauteur.
que le cône , la pyramide inscrite sera la moitié

de la pyramide circonscrite , parce que ces py-
ramides sont comme leurs bases (prop.6. 1 a) ;:
mais le cône est plusipetit que la pyramide cir-
conscrite : donc la pyramide qui a pour base-le
quarré E FGH et qui a le même sommet que le
cône estplus grande que la moitié du cône. Par-v

tageons les arcs EF , FG, GH, HE en deux parties
égales aux points P , Q, R , S , et menons les
droites HP, PE, EQ , QF, FE, BG, GS, 5H;
chacun des triangles HPE, EQF, FRG, GSH
sera plus grand que la moitié du segment respec-

tif du cercle. Sur chacun des triangles HPE,
EQF, FRG, GSH’élevons une pyramide qui ait

la même hauteur que le cône; chacune! de ces
pyramides sera plus grande que la’moitié du saga

ment respectif du cône. Si donc nous partageons
en deux parties égales les arcs restans et si nous.
joignons les extrémités de ces arcs par des
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droites , et si sur chacun des triangles nous
élevons des pyramides aient la même bau-
teur que le cône , et si nous continuons de faire
la même chose , il restera enfin certains seg-
mens du cône qui seront plus petits que le
solide Zr ( pr. 1 . Io). Supposons que l’on ait ces

segmens et que ces segmens soient ceux ont
pourtbases les segmens circulaires HP, PE, EQ ,
QF, FE, BG, GS, 5H]. La pyramide restante
qui a pour base le polygone H P E QF RG S et
a la même hauteur que le cône sera plus grande
que le solide O. Dans le cercle ABCD décrivons

un polygone DTAVB XCY qui soit semblable
au polygone H P E Q F R G S et semblablement
placé , et sur le polygone DTAVBXC Y élevons

une pyramide qui ait la même hauteur que le
cône AL. Puisque le quarré de AC est au quarré

de EG comme le polygone DTAVBXCY est au
polygone HPEQFRGS (pr. no. 6, pr. I . I2) , et
que le quarré de AC est au quarré de EG comme

le cercle ABCD est au cercle EFGH (pr. 2. 1 2) ,
le cercle ABC D sera au cercle FG H comme
le polygone D T AV B X C Y est au polygone
HPEQFRGS (prop. r r . 5 Mais par suppo-
sition le cercle ABC D est au cercle EFGH
comme le cône AL est au solide O, et le poly-
gone DTAVBXCY est au polygone HPEQFRGS
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comme la pyramide a pour base le polygone
DTAVBXCY et pour sommet le point L est à la
pyramide qui a pour base le polygone HPEQFGS
et pour sommet le point N (prop. 6. 12) : donc
le cône AL est au solide O comme la pyramide
qui a pour base le polygone DTAVBXCY et
pour sommet le point L est à la pyramide qui
a pour base le polygone HPEQFRGS et pour
sommet le point N : donc en échangeant les
plans des moyens, le cône AL est à la pyra-
mide lui est inscrite comme le solide 0
est à la pyramide inscrite dans le cône EN.
Mais le cône AL est plus grand que la pyra-
mide qui lui est inscrite : donc le solide O est
plus grand que la pyramide qui est inscrite dans
le cône EN ; mais le solide O est au contraire
plus petit que la pyramide inscrite dans le cône
EN , ce qui est une absurdité : donc le cercle
ABCD n’est point au cercle EFGH comme le
cône AL est à un solide quelconque plus petit
que le cône EN. On démontrera semblable-
ment que le cercle EFGH n’est point au cer-
cle ABC D comme le cône EN est à un solide
quelconque plus petit que le cône AL.

Je dis à présent que le cercle ABCD n’est point

au cercle EFGH comme le cône AL est à un
solide quelconque plus grand que le cône EN.



                                                                     

4x4 E’ L É M E N s
Supposons que cela soit possible et que le cer-
cle Ali C D soit au Cercle E FGH comme le
cône AL est à un solide plus grand que le cône

EN et que ce solide soit O. Mettons les con-
séquens à la place des antécédens et les antécé-

dens à la place des conséquens , le cercle EFGH

sera au cercle ABC D comme le solide O est au
cône AL. Mais le solide O est au cône AL
comme le cône EN est à un solide quelcon-
que plus petit que le cône AL : donc le cercle
EFGH est au cercle ABCD comme le cône
EN est à un solide plus petit que le cône AL;
ce quenous avons démontré impossible :donc
le cercle ABCD n’est point au cercle EFGH
com’mele cône AL est àr un solide quelconque

plus grand que le cône EN. Mais on a démon-
tré que le cercle. ABCD n’est point au cercle
EFGH comme le cône AL est à un solide plus
petit que le cône EN : donc le cercle ABCD
est au cercle EFGH comme le cône AL est
au cône EN. Mais un cône est à un cône comme

.un cylindre est à un cylindre , car un cylindre
est le triple d’un cône (prop. Io. 12) : donc
les cercles ABCD , EFGH sont entr’eux comme

les cylindres qui ont ces cercles pour bases et
qui ont des hauteurs égales à cellesdes .cônes..-.

Donc les cônes et les cylindres qui ont la
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même hauteur sont entr’euit comme leurs bases;

ce qu’il falloit démontrer.

PRO-POSITION, XII.
THÉORÈME.

Les cônes et cylindres semblables sont entr’eur
en raison triplée des diamètres de leur; bases.

Que les cônes et les cylindres ont pour
bases les cercles ABCD, EFGH (figfnxô) ,
pour diamètres de leurs bases les droites BD,
PFH et pour axes les droites KL, MN soient
semblables entr’eux: je dis que le cône a
pour base le cercle ABCD et pour sommet le
point L , est au cône a pour base le cercle
EFGH et pour sommet le point N en raison
triplée de BD à FH.

Car si le cône ABCDL n’est point au cône

EFGHN en raison triplée du diamètre BD au
diamètre FH, le cône-ABCDL sera à un solide

quelconque plus grand ou plus petit que le
cône EFGHN en raison triplée du diamètre
BD au diamètre FH. Supposons d’abord que
le cône ABCDL soit à un solide O plus petit que

le cône EFGHN en raison triplée du diamètre

AD au diamètre FH; dans. le cercle EFGH
décrivons le quarré EFGH; le quarré EFGH
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sera plus petit que la moitié du cercle EFGH.
Ensuite sur le quarré EFGH élevez une pyra-

mide ait la même hauteur que le cône;
cette pyramide sera plus grande que la moitié
du cône. Partagez les arcs EF, .FG, GH, HE
en deux parties égales aux points P, Q, R, S,
et menez les droites EP, PF, FQ, QG, GR,
RH, HS, SE; chacun des triangles EPF,
FQG, GBH, HSE sera plus grand que la
moitié du segment respectif du cercle EFGH.
Sur chacun de ces triangles élevez des pyra-
mides aient le même sommet que le cône;
chacune de ces pyramides sera plus grande que
la moitié du segment respectif du cône. Si nous

partageons les arcs restans en deux parties
égales , si nous joignons les extrémités de ces

arcs par des droites et si nous élevOns sur cha-
cun de ces triangles des pyramides qui aient le
même sommet que le cône et si nous conti-
nuons de faire’la même chose , il restera enfin

certains segmens de cône qui seront plus petits
que l’excès du cône EFGHN sur le solide O
( prop. 1 . Io). Supposons que l’on ait ces seg-

mens, que ces segmens soient ceux qui sont
élevés sur les segmens circulairrs EP, PF, FQ,

QG, GR, EH, HS, SE, la pyramide restante
qui a pour base le polygone EP’F QGRHS et
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pour sommet le point N sera plus grande que
le solide O; dans le cercle ABCD décrivez un
polygone ATBVCXDY qui soit semblable au
polygone EPFQGRHS et semblablement placé;
Sur le polygone ATBVCXDY élevez une py-
ramide ait le même sommet que le cône;
que LBT soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
ATBVCXDY et dont le sommet est le point L ,
que NFP soit un des triangles compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
EPFQGRHS et dont le sommet est le point
N, et enfin menez les droites KT, MP. Puis-
que le cône ABCDL est semblable l’au cône
EFGHN, la droiteIBD sera à la droite ’FH
comme l’axe KL est à’l’axe MNI(déf. 54. tr);

mais BD est à FH comme BK’est’à FM ’: donc

BK est à FM comme KL est à MN t ddnc’en
échangeant les plans des moyens , B K sera à KL

comme FM est à MN. Maisyles sangles BKL,
FMN sont égaux parce qu’ils sont droits, et Ces
angles égaux sont compris par des Côtés propor-

tionnels : donc le triangle BKL’est semblable au

triangle ’FMN (prop. 6. De plus, puisque
la droite B K" est à la droite KT comme la droite
F M’est à la droite MF et que ces-droitescomà l

prennent les angles égaux BKT, FMP, car la .
Dd
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portion des quatre angles droits placés au cen-
tre H que comprend l’angle BKT est la même
portion des quatre angles droits placés au cen-
tre M que comprend l’angle FMP a donc puis-
que les côtés qui comprennent les angles égaux

BEC, FMP- sont proportionnels, le triangle
BKT est semblable au triangle FMP ( prop. 6.6).
De plus, puisqu’on a démontré que BIS est à

KL comme FMIest à MN , et à cause que BK
est égal à KT et FM égal à MP, la droite KT

sera à la droite KL comme PM est à MN. Mais
les côtés qui comprennent les angles droits
T ISL , .P M sont ’ proportionnels : donc le
triangle. LIST est semblable au triangle NMP.
Mais à cause de la similitude des triangles
BKL, FMN la droite LB est à la. droite BK
comme la droite IN F est à la droite FM , et
à causede la similitude des triangles .B Kir,
FMP ladroiteKB est-à la droite BT comme
la droiteMFest à la droite, FP; donc la droite
LB est à la droite BT commegla droite N F est à .

la droite FP (prop. 22. 5). De plus , à cause
de la similitude des triangles LT K, INPM la
droiteLT est à la droite T,K commé la droite
NP est à la droite P M , et la cause de la simi-
litude des ,triangles KBT 5 -PM F la droite ET
est à la droite Tgcomme la droite MP est à la
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droite PF :donc droite LT.ISBI.’aràilfl.dP0lte

TB comme la droite NP est à la droite P Mais
on a démontré queTB est à BL comme Plïiest

à FN.: doue-TL est àLB comme P N est aux:
donc les côtés des triangles , N soin
proportionnels z donc les V’tniangles LTB’,

sont. équiangles appas .oonséquent semblables

entrent: (mon. 5.-. 6..) 91989 1.4; amide fini?
ukupour basale triangle et pour sommqtl’e
I vpoipt Lest semblableà la, pyramidgflpi a pour

hase aveugle F. mon; -. muet. le est
(défi g. I il); car ces deux p. amides sont com:-
prises sans des plans. semblables-et égaux en
nombre ; mais lespymamides semblablesqui ont
des basesfiriangulaùesîsgntienn-Îelles en raison
,u-i-phës;deleur.6 côtés homqlogues (prop. 8., I a);

doucies. pyramides BKT Li, F M P N , spnt entre

elles «tu liaison! triplée des droites 13K": FM. xSi

nous-menonsdes, droites;des points A,LY, l),
X ,0, 7:31» point finet des points E, S, ,H,:R,
G ,1 Qïaunpeint M, et si sur: les triangles que ces

droites magane gâtés. des polygones
intentai mustélemns. des; pymntiéesiqui aient

les méniessbommets que letcônegmous démon,

trerons, semblablement que chaquepyramide
du .pnlygonç AT;B VççzanY. cette chaque, pyra-

midetdwpolygoue EPWSen raison trâiplée
2 ,
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du côté BK au côté. homologue FM, c’est-adire

du diamètre B D au. diamètre FH. Mais un seul
ides’antécédens est à un seul des conséquens.

comme" tous les antécédens sont à tous les con-
liséq’uens (prop. 12 .5) t’donc la pyramide BKTL

iè’st 1è; pyramide "FMPN- comme la pyramide

totale qui a pour base’le polygonel ATBYCXDY
et pour sommet le point L est à la pyramide totale
’liui’a’pour’base le pélygdne EPFQ GKHS et

somma lépbi’nt’N :doncïla pyramidé a

’pourbase lepolygone ATBVX DYetpoutSblumet

le point L est â’la’ yramide a pour base le

polygoneEPFQGrl en raison triplée du dia-
mètre B D au diamètieŒ’H; mais on a supposé

tine le cône qui a’pour’base le cercle VABC D
et pour sommetîle’i’pointÎ filât au solideËÛen

raison triplée’ de BD à FH à doucie cônelqtii

a’pour’ base le cercle ABCD et pour sommet
lèipoiut ’Lc satan sdlideïO comme la pyramide

qui époi" basélile polygone ATBVCXDY- et
pour sommet le point L est à la’pyramide qui

a pour base le EBF QüRtHS et! pour
sommetz ’le’JpointI’Ni :ülonc , enliéciaangeant I les

plaeësïdes mayen’sfii’rop. 164-5’)«;’le’cône qui

a pour .hase-lezrkercle- A1130 D et pour sommet
le point L est aile pfialitièl’é quia peuplasse: le
polygone ATBVG XD’YÔM pour) sommet ile
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point N comme le solide O est à la pyramide
qui a pour base le polygone EPFQGRHS et
pour sommet le point N. Mais le cône qui a
pour base le cercle ABC D et pour sommet le
point L est plus grand que la pyramide in»,
crite; car le cône la comprend : donc le solide 0,
est plus grand que la pyramide qui a pour base
le polygone EPFQGRHS et pour sommet le
point N; mais au contraire ce solide est plus
petit que cette pyramide; ce qui est impossible:
donc le cône qui a pour base le cercle ABCD
et pour sommet le point L n’est point à un
solide quelconque plus, petit que le cône qui
a pour base le cercle EFGHet pour sommet
le point N en raison triplée de BD à
Nous démontrerons semblablement que le cône
EFGHN n’est point à un solide quelconque
plus petit que le cône ABC DLven raison triplée,

de FH à B D. Je dis enfin que le cône ABCDE
n’est point à un solide quelconque pilusvgralndl

que le cône EFGHN en raison triplée de BD
à FH; car s’il peut arriver que le cône AB C D L

soit à un solide 0 plus grand que le .cône
EFGHN en raison triplée de BD à, FH,, en,
mettant les conséquensà la. place des anté-l
cédens et les antécédens à la place ces consé-

quens , le solide O sera au cane AB C D L
p(a
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en raison triplée de FH à B D. Mais le solide 0’

est au cône ABCDL comme le cône EFGHN"
est à un solide plus petit que le cône ABCDL :
donc le cône EFGHN est à un solide quel-.-
conque plus petit que le cône ABC DL en rai-Â
son triplée de F H à B D , ce qui a été démontré

impossible z donc le cône ABC DL n’est point
à un solide quelconque plus grand que le cône
EFGHN en raison triplée de BD à FH. Mais
on a démontré que le cône ABC DL n’est point

à un solide quelconque plus petit que le cône
EFGHN en raison triplée de BD à FH : donc

le cône ABCDL est au cône EFGHN en
raison triplée de BD à FH, mais un cône est à
un’ autre cône comme un cylindre est à un
autre Cylindre g car un cylindre qui a la même
base qu’un cône et une hauteur égale est triple
de ce cône, puisqu’on a démontré qu’un cône

est la troisième partie du cylindre qui a la
mènebase et une hauteur égale (prop. 1 1 . 12):
doücpcès cylindres semblables sont enlr’eux en’

raison triplée des droites BD, FH. I I
Donc’ les cônes et les cylindres’scmblahles’

sont éntr’e’ux en raison triplée des diamètres des

bases; ce qu’il falloit démontrer. w

1 t
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PROPOSITION X111.
THÉORÈME.

Si un cylindre est coupé par un plan parallèle
aux plans opposés , l’un de ces cylindres sera

d l’autre cylindrelcomme l’axe du premier est

à l’axe du second. y
Que le cylindre AD (fig. 216) soit coupé par

un plan GH parallèle aux plans opposés AB,
CD , et que ce plan rencontre l’axe EF au point

K: je dis que le cylindre BG est au cylindre
GD comme l’axe EK est à l’axe KF. a

Prolongez de part et’d’autre l’axe EF vers

les points L, M , et prenez autant de droites que
vous voudrez EN, NL égales chacune à l’axe

EK; prenez aussi autant de droites que vous
voudrez F0 , 0M égales chacune à l’axe F K;

par les points L, N , 0 , M conduisez des plans
parallèles aux plans AB , CD , et dans les plans

qui passent par les points L , N, O , M et
autour des centres L, N,:0, .M imaginezdes
cercles PQ, RS, TV, XY égaux aux cercles
AB, CD; imaginez ensuite les cylindres-Q3,
RE, DT, TY. Puisque les axes LN, NE,
EK sont égaux entr’eux, les cylindres QR,
BB , BG seront eutr’eux comme leurs bases

4
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(prop. 1 1 . 1 2) ; mais les bases sont égales : donc

les cylindres QR, RB, BG sont égaux entre
eux. Puisque les axes LN, NE , E K sont égaux
entr’eux , que les cylindres QR, .BB , BG sont
aussi égaux entr’eux et que le nombre des
axes L-N , NF, EK est égal au nombre des
cylindres QR, EB, BG , l’axe. K1. sera mul-
tiple de l’axe EK autant de fois que le cy-

. lindre QG est multiple du cylindre GB. Par la
même raison , l’axe MK est multiple de l’axe

KF autant de fois que le cylindre YG est mul-
tiple du cylindre GD. Si l’axe KL est égal
à l’axe KM , le cylindre QG sera égal au cylina

dre GY; si l’axe KL est plus grand que l’axe

KM, le cylindre QG sera-plus grand que-le
cylindre GY, et si l’axe KL est plus petit que
l’axe KM, le cylindre QG sera plus petit que
le cylindre GY. On a donc quatre quantités,
savoir, les axes EK, KF et les cylindres B G ,
GD, et l’on a pris des équimultiples de l’axe

EK et du cylindre BG, savoir , l’axe KL et le
cylindre QG; on a pris aussi des équimultiples
de l’axe KF et du cylindre GD, savoir , l’axe

KM et le cylindre GY; on a démontré aussi
que si l’axe KL- surpasse l’axe KM, le cylin-

dre QG surpassera. le cylindre GY, que si l’axe
KL est égal à l’axe. KM , le cylindre QG sera
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égal au cylindre GY, et que si l’axe KL est plus

petit que l’axe KM, le cylindre KM sera plus
petit que le cylindre GY : donc l’axe EK est à
l’axe KF comme le cylindre BG est au cylindre
GD (défi 4. 5); ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION x1v.
THÉORÈME.

Les cônes et les cylindres qui ont des bases égales

sont entr’eux comme leurs hauteurs.

Que les cylindres FD, EB (fig. 217) aient
des bases égales AB , CD : je dis que le cylin-
dre EB est au cylindre FD comme l’axe G H

est à l’axe KL. ’
Prolongez l’axe KL vers le point N , faites

LN égal à l’axe GH et autour de l’axe LN ima-

ginez le cylindre C M. Puisque les cylindres
EB , CM ont la même hauteur , ces cylindres
sont entr’eux comme leurs bases (prop. 1 1 . 1 2);

mais leurs bases sont égales : donc les cylindres
EB , CM seront égaux entr’eux. Mais puisque

le cylindre FM est coupé par le plan CD pa-
rallèle aux plans opposés, le cylindre CM sera
au cylindre F D comme l’axe LN est à l’axe KL.

Mais le cylindre CM est égal au cylindre EB et
l’axe LN égal à l’axe CH : donc le cylindre EB
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est au cylindre FD comme l’axe GH est à l’axe»

KL(prop.15. la); mais le cylindre EB est
au cylindre FD comme le cône ABG est au

’ cône CDK, car les cylindres sont triples des
cônes (prop. 10. 12): donc l’axe GH est à l’axe

KL comme le cône ABG est au cône CDK et
comme le cylindre EB est au cylindre FD; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XVV.
THÉORÈME.

Les bases des cônes ou des qylùzdres égaux sont

réciproquement proportionnelles aux hauteurs
de cônes de ces cylindres ,- et lorsque les bases?
des cônes ou des cylindres sont réciproquement

proportionnelles aux hauteurs, les cônes ou les
cylindres sont égaux entr’eux.

Que les cônes et les cylindres dont les bases
sont les cercles ABCD, EFGH (fig. 2x8),
dont les diamètres des bases sont les droites

. AC , EG et dont les axes sont les droites KL,
l MN qui sont en même tems les hauteurs des

cônes et des cylindres soient égaux entr’eux;

achevez les cylindres A0, EP : je dis que les
bases de ces cylindres A0, EP sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs; c’est-

t
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lui-dire que la hase ABCD est à la hase EFGH
comme la hauteur MNi est à la hauteur KL.

La hauteur KL est égale à la hauteur MN
où elle lui est inégale; qu’elle lui soit d’abord

égale. Puisque le cylindre A0 est égal au cylin-

dre EP et que les cônes ou les cylindres qui
ont la même hauteur sont entr’eux comme leurs h
hases (prop. 1 1 . la) , la base ABC D sera égale

à la base EFGH : donc les bases sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs , c’est-
à-dire que ABCD est à EFGH comme la hau-
teur MN est à la hauteur KL. Supposons à pré-
sent que la hauteur KL ne soit point égale à la
hauteur MN et que la hauteur MN soit la plus
grande. De la hauteur MN retranchez la droite
QM égale à la droite 3KL et par le point

Ocoupez le cylindre EP par le plan STV pa-
rallèle aux cercles opposés EFGH, RPX, et
imaginezjlun cylindre ES dont la base soit le .
cercle EFGH et la hauteur l’axe QM, Puisque
par supposition le cylindre A0 est égal au cy-
lindre EP et que ES est un autre cylindre, le
cylindre A0 sera au cylindre ES Comme le cy-
lindre EP est au cylindre ES ( pr0p. 7. 5 Mais
le cylindre A0 est au cylindre ES comme la hase
ABCD est à la base EFGH (prop. 1 I. 12) , car" -
les cylindres A0, ES ont la même hauteur;
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mais le cylindre EP est au cylindre ES comme la
hauteur MN est à la hauteur MQ ( prop. t 5. 1 2),

car le cylindre EP est coupé par le plan TV5
parallèle aux plans opposés; mais la hase ABCD

est à la base EFGH cOmme la hauteur MN est
à la hauteur MQ, et la hauteur MQ est égale
à la hauteur KL : donc la base ABCD est à la
base EFGH comme la hauteur MN est à la
hauteur KL : donc les bases des cylindres A0 ,
EP sont réciproquement proportionnelles aux
hauteurs de ces cylindres.

A présent que les hases des cylindres A0 ,
EP soient réciproquement proportionnelles aux
hauteurs de ces cylindres , c’est-à-dire que la

hase ABC D soit à la base EFGH comme la
hauteur MN est à la hauteur KL : je dis que
le cylindre A0 est égal au cylindre EP.

Faites la même construction. Puisque la hase
ABC D est à la hase EFGH comme la hauteur
MN est à la hauteur KL et puisque la hauteur
KL est égale à la hauteur , la base ABCD
sera à la base EFGH comme la hauteur MN est
à la hauteur MQ; mais la base ABCD est à la
hase EFGH comme le cylindre A0 est au cy-
lindre ES (prop. 1 r. 12), Car ils ont la même
hauteur , et la hauteur MN est à la hauteur MQ

comme le cylindre EP est au cylindre E S
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(prop. t5. in) : donc le cylindre A0 est au
cylindre ES comme le cylindre EP est au cy-
lindre E S : donc le cylindre A0 est égal au cy-
lindre EP (prop. g. 5) :ïla démonstration sera
la mène pelu les cônes; ce qu’il falloit démon-

trer. I v i Ï ’
1h PROPOSITION XVI.
il l pnoatàmn. p

Deux. cercles concentriques étant donnés , décrite

. I dans le plus. grand un polygone dont les, côtés A

tu? soientgéggupet pairs entnqmbre et qui ne tou-
’-., chapoùittle plus. petit. cercle." y

sommes deux’cercles ABCD ,- EFGH
’(lflgïzxg) ayant’le même centretK : il flint
dans le plus grand’t’cèrelé’ Ali CD’décrire un

polygope dont les côtés,soient.éâau;x(et pairs

en nombre et qui ne touche point e plus petit
cercle EFGH. v A ç s A r

Par le centre K menez, la droite BD; par le
point G menezula droite A0 perpendiculaire
sur BD et prolongez cette droite vers le point
C. La droite AC touchera le’ceècle EFGH
(pr0p. 163. 5). Partage-z la demiàcirconférence
EAD en deux parties légales etxsatmoitié en
deux parties. égales, et ainsi de suite jusqu’à

ce qu’il reste un arcïplus petit-que l’arc. AD
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(prop. 1 . 10). Qu’on ait cet arc et que cet are
soit LD; par les point L conduisezisur BD la

h perpendiculaire LM; prolongez cette perpen-
r vers le point N et menez les droites

LD, DN ; la droite LD sera égalai; la droite
DN; et puisque la droite LN est parallèle à la
droite AC et que, la droite AC touche le cercle
EF GH , la droite LN ne touchera point le cer-
cle EFGH, à plus forte raison les droites LD ,
-DN ne toucheront point ce même cercle :donc
si l’on applique à la eircOnférence ABCD, à

’la suite les unes des autres , des droites égales

à la droite LI) (proer tf4); en décrira un
polygone dont les côtés seront. égaux etpairs

en-nbmbre et qui ne touchera point le cercle
EF G Il; se qu’il falloityfëîre» il.

’è’Îfigp’ieio’SIT’ItosN X-vlrtk

tenonnèmsn.
sphères concentrique; étant données q;

crir’e (1an la plus grande. un polyèdre qui ne
a . - zoucÏPeIpO’iQIÊÎ la mince de pluspetite.

- Imaginez; deux sphères qui aieutle .même
centre A (.fig;.220) z il tautdans la plus grande
sphère décrire un polyèdreq’ui ne touche point

.la surfacede la pluspetite. r
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Faites passer un plan quelconque par le centre

de ces sphères , les sections seront des cercles,
parce qu’une. sphère étant engendrée par un

demi-cercle qui tourne autour de son diamètre
immobile ( déf. 14. I I ) , dans quelque position

que nous concevions ce demi-cercle , le plan
prolongé de ce demi-cercle produira nécessai-

rement une circonférence de cercle sur la sur?
face de la sphère; et il est évident que cette
circonférence sera celle d’un grand cercle ,
parce que le diamètre de la sphère, qui est aussi

celui du demi-cercle , est la plus grande de
toutes les droites menées dans le cercle. ou
dans la sphère. ( prop.’15. 5 Supposons en
conséquence que BC DE Soit un cercle de la
plusgrande sphère et que FGH soit un cercle
de la plus petite; menez leurs diamètres BD,
CE de manière qu’ils soient perpendiculaires

l’un sur l’autre.. Les deux cercles BC. DE ,
EGH ayant; lelmên’iç centre , décrivez dans le

plus ,grandeC DE un. polygones dont lès côtés

soient égauxet pairsen nombre et qui ne touche
point Ier-plus petit cercle IFG H (prop. 16.,12);
que -les,côtés de ce polygone qui sont dans le
quartile cercle BE soient BK, KL, LM, ME;
menez la droiteleA’que vous prolongerez vers

N ; au point A et sur le plan du cercle BCDE
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élevez la perpendiculaire A0 rencontre la
surface de la sphère au point 0 , et par la droite
A0 et par chacune des droites BD, KN con-
duisez deux plans qui , d’après ce que nous .
avons dit , produiront deux grands cercles dans
la surface de la sphère. Supposons qu’on ait

ces deux grands cercles et que B0D, KON
en soient les moitiés , et que BD , KN en soient
les diamètres. Puisque la droite 0A est perpen-
diculaire sur le plan du cerclevBC DE , tous les
plans qui passeront par cette droite A0 seront
perpendiculaires sur le plan du cercle BCDE
( prop.’ 18. I 1) : donc les demi-cercles B0D,
KON sont perpendiculaires sur ce même plan;
et puisque les demi-cercles BED , BOD , KON
sOnt égaux, car leurs diamètres EC , BD, KN
sont égaux entr’eux , les quarts de leurs circon-
férences B E , B 0 , K0 seront égaux entr’eux g

donc les quarts de. cercle B0; K0 contien-
dront chacun’autant de côtés du polngne’ ins-

crit que le quart décercle BE,”et les côtés
contenus dans les quarts’de- cercles BÔ;-K0
seront égaux aux côtés ’BK, ’KL, LM ME,

chacun à chacun. Menez les côtés BP’, PQ ,

0R1; R0; K5, ST, TV;"V0 et conduisez les
droites SP, TQ , V-R , et des points P, S abais-
sez des perpendiculaires’sur le plan du cercle

En
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BCDE; ces perpendiculaires tomberont dans
les pommunes sections B D , K N des plans
desdemi-cercles B0D, KON (prop. 58. I 1),
puisque ces plans sont perpendiculaires sur
le plan du cercle BCDE, par construction;
que ces perpendiculaires tombent donc sur ces
cOmmunes sections et que ces perpendiculaires
soient PX, SY et menez la droite XY. Puis-
qu’on a pris les arcs égaux BP, KS dans les

demi-circonférences égales B0 D , KON et
qu’on a mené les perpendiculaires PX, SY, la

droite-PX. sera égale à la droite SY et la droite

BX égale à la droite. KY. Mais la droite totale
BA est égale à la droite totale KA : donc la
droite restante XA est égale à la droite restante

YA: donc BX est à XA comme KY està YA:
U donc la droite XY est parallèle à la droite KB

( prop. 2. 6) ; et puisque chacune des droites
PX , SY est perpendiculaire sur le plan du
cercle BCDE , la droite PX sera parallèle à la
droite SY (prop. 6, I I ); mais on a démontré
que ces droites sont. égales: donc lesidroites
YX , SP sont égales et parallèles ( pr. 55! r I);

et puisque la droite YX est parallèle à la droite
SP et à la droite KB, la droite SP sera parallèle

- à la droite KB (prop. 9. I 1) ; mais ces droites

’ E e
s
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sont jointes par les droites BP, K5 : doucie
quadrilatère KBPS est dans un seul plan , car
si deux droites sont parallèles et si dans cha-
cune de ces droites on prend des points quel-
conques , les droites qui joignent ces points
sont. dans le même plan que ces parallèles
(prop. 7. n Par la même raison l’un et
l’autre des quadrilatères SPQT, TQRV sont

dans un seul plan; mais le triangle VRO est
aussi dans un seul plan (prop. a. 1 1) : donc si
des points P, S, Q, T, R, V on conçoit des
droites menées au point A , on aura construit
entre les arcs-BD , K0 un certain polyèdre
composé des pyramides dont les bases seront
les quadrilatères KBPS, SPQT, TQRV et le
triangle VRO et dont le sommet commun sera
le point A. Si sur chacun des côtés KL , LM ,

ME nous faisons la même construction que
nous avons faites sur le côté KB, si nous faisons

ensuite la même chose dans les autres quarts
de cercle et dans l’autre hémisphère , nous au-

rons inscrit dans la sphère un certain polyèdre
qui se’ra composé des pyramides dont les hases

sont les quadrilatères KBPS, SPQT, TQRV et
le triangle VRO, et les quadrilatères et les trian-
gles correSpondans à ces quadrilatères et à ce
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triangle. et dont le sommet commun sera le
point A. «

Je dis à présent que ce polyèdre ne touche

point la surface de la petite sphère dans laquelle
est le cercle FGH. Du point A menez la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatère
KBPS (prop. 1 Il. 1 1) , que cette perpendicu-
laire rencontre ce*plan au point Z et menez les
droites B,Z,AZK.I Puisque AZ est perpendicu-
laire sur le plan du quadrilatère KBPS , elle
sera perpendiculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent et sont dans ce plan (déf. 5 . 1 1):
donc. AZ est perpendiculaire sur l’une et l’autre

des. droites BZ , 2K5 mais puisque AB est égal
à AK , le quarré de AB sera égal au quarré de

Ali; mais les quarrés des droites AZ , ZB sont
égaux au quarré de A13 (prop. 47. 1) , car l’angle

en Z est droit par construction , et les quarrés
de AZ , ZK sont égaux au quarré de AK : donc

i les quartés des droites AZ, ZB sont égaux aux

quarrés des droites A2 , ZK. Retranchant le
(plané de AZ qui est commun, le quarré de BZ
sera égal au quarré de ZK : donc la droite BZ
est égale à la droite ZK. On démontrera sem-

blablement que les droites menées du point Z
aux points P , S sont égales chacune à l’une et

à l’autre des droites BZ, ZK : donc le cercle
2
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décrit du centre Z et avec un intervalle égal à

unedes droites ZB, ZK passera aussi par les
points P , S : donc le quadrilatère KBPS’ sera

inscrit dans un cercle; et puisque la droite KB
est plus grande que la droite YX et que la
droite YX est égale à la droite SP3 la droite
KB sera plus grande la droite SP. Mais la
droite KB est égale à l’une et à l’autre des

droitesKS, BP : donc l’une et l’autre des droites

K5, BP sont plus grandes que la droite SP.
Puisque le quadrilatère KBPS est décrit dans
un cercle et que les droites KB , BP, K5 sont
égales, que la droite PS est plus petite et-q’ue

la droite Z est menée du centre du cercle; le
quarré de KB sera plus grand que le double du
quarré deBZ’. Du point K menez la droite KA’

perpendiculaire sur BD. Puisque la droite BD
est plus petite que le double de DA’ et que DE

:est à DA’ comme le rectangle comprissous DE,
» .BA’ est au rectangle compris sous DA’, A’B

A (prop. I .6), si l’on décrit un quarré sur BA’

et si sur A’D on complète le parallélogramme
.conipris sousA’D, A’B, le rectangle compris’sous -

DB,.BA’ sera plus petit que le double de celui qui

.est compris sous DA’,-”A’B. Menez la droite

.KD. Le parallélogramme compris sous DE, BA’

sera égal au quarré de KB ( prop. 8; 6), et le
A



                                                                     

D’EUCLIDE..’ ’43»;
parallélbgramme compris. sousa DÀ’, A’ Ë-égal

au quarré de KA’ : donc le quarré de KB est"

plus petit que le double du quarré de KM;
mais le quarré de KB est plus grand que le
double ëdu quarré de BZ: donc le quarré de
KA’ est plus grand que le quarré de BZ ; et puis;

que BA est égal à KA , le quarrée de’BA sera

égal au quarré de KA. Mais les quarrés-t des

droites BZ, Z-A sont égaux au quarré de la
droite BA (prop. 473 1), et les quarrés des
drdtevaA’, A’A égaux au quarré de la droite

RA : doucies quarrés des droites BZ , ZA sont?
égaux aux quarrés des droites KA’, A’A; mais

le quarré de KA’ est plusgrand que le quarré.

de BZ :’ donc le quarré de A’A est plus petit I

que le quarré de ZïAI: donc la droite AZ est
plus grande que la droite AA’ z donc la droite

AZ-est à plus forte raison plus grande que la
droite AG; mais la droite AZ est une perpendi-
culaire sur une des bases du polyèdre et la droite
ÏAG, est un rayon de la plus petite sphère : donc

ce polyèdre ne touche point la surface de la
plus petite sphère.

AUTREMENT.
Nous allons démontrer autrement et d’une

manière plus prompte que la droite AZ est plus
5
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grande que la droite AG. Du point G conduisez
une perpendiculaire GL sur A G et menez AL.
Puisque si l’on parlage en deux parties égales
l’arc EB et la moitié de cet arc en deux parties

égales et ainsi de suite , il restera enfin un cer-
tain arc plus petit que celui de la circonfé-
rence du cercle BC D qui est Soutendu par une
droite égale à la droite GL ( prop. 1 . in). Qu’on

ait cet arc et que cet arc soit K8 , ladroite KB
"est plus petite que la droite. GL; mais puisque

i le quadrilatère BKSP est inScrit dans un cercle
et que les droites PB, BE, K5 sont égales et
que la droite PS est plus petite que chacune de
ces droites, l’angle BZK sera obtus adonc la
droite. BK sera plus grande que la droite BZ;
mais la droite GL est plus grande que BK par
construction : donc à plus forte raison la droite
GL sera plus grande que la droite BZ et par con.
séquent le quarré de GL sera plus grand que le
quarré de BZ ; mais puisque la droite AL est égale

- à la droite AB, le quarré deALsera égal au quarré

de AB ;’mais les quarrés des droites AG,’GL sont

égaux au quarré de la droite AL et les quarrés

des droites BZ, ZA sont égaux aux quarrés de
la droite AB : donc les quarrés des droites AG,
GL sont égaux aux quarrés des droites BZ, ZA;
mais le quarré de BZ est plus petit que le quarré



                                                                     

r D’EUCLIDE. 459
de GL : donc le quarré de ZA est plus grand
que le quarré de AG : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AG.

Donc , deux sphères concentriques ayant été

données , on a décrit dans la plus grande un po-

lyèdre qui ne touche pas la surface de la plus

’ petite; ce qu’il falloit faire. i

COROLLAIRE.
Si l’on décrit dans une autre sphère un polyèdre

semblable à celui qui est décrit dans la sphère
BCDE , le polyèdre décrit dans la sphère BCDE

Seraau polyèdre qui est décrit dans une autre
sphère en raison triplée du diamètre de la
sphère BC DE au diamètre de l’autre sphère;

car ayant divisé ces polyèdres en pyramides
égales en nombre et dans le même ordre , on
aura des pyramides semblables. Mais les pyra-
mides semblables sont en raison triplée des
côtés homologues (cor. 8. 12) : donc la pyra-
mide a pour base le quadrilatère KBPS et
pour sommet le point A sera à la pyramide cor-
respondante de l’autre sphère. en raison triplée
d’un côté de la première au côté homologue de

la seconde , c’est-à-dire en raison triplée du

rayon AB de la sphère qui a pour centre le
point A au rayon de l’autre sphère. Semblable-n

4
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x ment chacune des pyramides comprises dans

la sphère a pour centre le point A sera à
chacune des pyramides-du même ordre com-
prise dans l’autre sphère en raison triplée du

rayon AB au rayon de l’autre sphère. Mais un
des antécédens est à un des conséquens comme

tous les antécédens sont à tous les conséquens

(prop. 12. 5) : donc le polyèdre total compris
dans la sphère a pour centre le point A est
au polyèdre total compris dans l’autre sphère

en raison triplée du rayon AB’au rayon de
l’autre sphère , c’est-à-dire en raison triplée du

diamètre AB au diamètre de l’autre sphère ; ce

qu’il falloit démontrer.

, PROPOSITION XVIII.
’Tn’fionnmn.

l Les sphères sont entr’elles en raisons triplées

de leurs diamètres.

Imaginez les sphères ABC , DEF (fig. 221)
dont les diamètres sont les droites BC , EF : je
dis que la Sphère ABC est à la Sphère DEF en
raison triplée du diamètre BC au diamètre EF.

Car si cela n’est point, la sphère ABC sera
à une sphère plus petite ou à une sphère plus
grande que la sphère DEF en raison tripléede I I
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BC-à EF. Supposons d’abord que la sphère ABC

soit à une sphère plus petite , savoir à la sphère

GHK en raison triplée de BC à EF. Imaginez ’

la sphère DEF placée autour du même cen-
tre que la sphère GHK; décrivez dans la plus

grande sphère DEF un polyèdre qui ne tou-
selle pointnla surface de la plus petite sphère
GHK (prop. I7. 12), et dans la sphère ABC
décrivez un polyèdre semblable à celui qui est

décrit dans la sphère DEF; le polyèdre ins-
crit dans la sphère ABC sera au polyèdre inscrit
dans la sphère DEF en raison triplée de BC à
EF’(cor. I7. in); mais , par supposition, la
sphère ABC est à la sphère GHK en raison
triplée de BC à EF : donc la sphère ABC est à
la sphère GHK comme le polyèdre inscrit dans
la sphère ABC est au polyèdre. inscrit dans la
sphère DEF (prop. Il. 5) : donc en échan-
geant les places des moyens la sphère ABC sera
au polyèdre inscrit dans cette sphère comme
la sphère GHK est au polyèdre inscrit dans la
sphère DEF; mais la sphère ABC est plus
grande que le polyèdre qui lui est inscrit :donc
la sphère GHK est plus grande que le polyè-
dre inscrit dans la sphère DEF; mais au con-
traire il est plus petit, car il est inscrit dans
cette sphère, ce qui est impossible : donc la
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sphère ABC n’est point à une sphère plus petite

que la sphère DEF en raison triplée de BC à
E F. Nous démontrerons semblablement que la
sphère DEF n’est point à une sphère plus
petite que la sphère ABC en raison triplée de
EF à BC. Je dis de plus que la Sphère ABC
n’est point à une sphère plus grande que la
sphère DEF en raison triplée de BC à EF; car
si cela peut se faire , supposons que la sphère
ABC soit à une sphère plus grande que la sphère

DEF, savoir à la sphère LMN en raison triplée
de BC à EF; en mettant les conséquens à la
place des antécédens et les antécédens à la

place des conséquens, la sphère LMN sera à i
la Sphère ABC en raison triplée du diamètre
EF au diamètre BC. Mais la sphère LMN est
à la sphère ABC comme la Sphère DEF est là

une i sphère plus petite que la sphère ABC , ainsi
que cela a été démontré, puisque la sphère LMN

est plus grande que la sphère DEF : donc la
sphère DEF est à une sphère plus petite que
la sphère ABC en raison triplée de EF à BC ;
ce qui a été démontré impossible : donc la

sphère ABC n’est point à une sphère plus
grande que la sphère DEF, en raison triplée
de BC à EF; mais nous avons démontré que
la sphère ABC n’est point à une sphère plus
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petite que la sphère DEF en raison triplée de
AB à EF : donc la sphère ABC est à la sphère

DEF eh raison triplée de AB à EF; ce qu’il,
falloit démontrer.

YIN DU DOUZIÈME ET DERNIER LIVRE.
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A LA GÉOMÉTRIE D’EUÇLIDE.

IDÉFINITION&

I I. U N cercle est une surface plane comprise
dans une seule ligne qu’on appelle circonfé-

rencefi et qui est telle que toutes les droites
menées à cette ligne d’un des points qui sont
placés dans la figure sont égales entr’elles.

2. Ce point s’appelle le centre du cercle.
5. Un diamètre est une droite menée par le

centre et terminée des deux côtés par la circon-

férence du cercle.
A 4. Un rayon est une droite menée du centre

à la circonférence. s5. Une corde est une droiteimenée d’un ,
point de la circonférence à un autre point sans

passer par le centre.
6. Un arc est une partion de la circonfé-

rence.
7. Uni secteur est une figure comprise entre

deux rayons qui font un angle et la circonfé-
rence du cercle.
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8. Un segment de cercle est une figure coma

prise entre une corde et la circonférence du
cercle.

9. Les secteurs et les segmens circulaires
sont semblables lorsque les rayons qui com-
prennent leurs arcs sont égaux. ,

Io. Un cylindre est un solide contenu sous
deux cercles égaux et parallèles et sous la sur-
face décrite par une droite qui se meut sur les
circonférences de ces cercles parallèlement à
la droite menée par les centres de ces mêmes
cercles , jusqu’à ce qu’elle soit revenue au
même endroit d’où elle étoit partie.

I r . Les deux cercles égaux et parallèles
s’appellent les bases.du cylindre.

I2. La surface décrite par cette droite s’ap-
’pelle la surface convexe du cylindre.

I 5. La droite menéetpar les centres des deux
bases s’appelle l’axe du cylindre. l

1 4. Lorsque l’axe est perpendiculaire sur les

bases, on dit que le cylindre est droit; on dit
qu’il est oblique. lorsque l’axe n’est point per-

pendiculaire sur les bases.
15. On peut définir le cylindre droit en di-

sant, que le cylindre droit est un solide com-
pris sous la surface décrite par trois côtés d’un

parallélogramme rectangle tournant autour de
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son quatrième côté qui reste immobile jusqu’à

ne que ce rectangle soit revenu au même en-
droit d’où il étoit parti. l a . ’

16. Un cône est un solide contenu sous un
cercle et sous la surface décrite par une droite
qui se meut sur la circonférence de ce cercle
en tournant autour d’un point immobile placé
Ian-dessus de ce même cercle , jusqu’à ce que
cette droite soit revenue au même endroit d’où
elle étoit partie.

I7. Ce cercle s’appelle la base du cône.
1 8. La surface décrite par la droite qui tourne

"autour d’un point immobile et sur la circonfé-

rence de la base s’appelle la surface convexe du

cône:
19. Le point immobile s’appelle le sommet

du cône.
20. La droite menée du sommettsur le centre

de sa base s’appelle l’axe du cône.

in . Lorsque l’axe est perpendiculaire sur la
base , on dit que le cône est droit ;.on dit qu’il
est oblique lorsque l’axe n’est point perpendi-

culaire sur la base. l22. On peut définir le cône droit en disant
que le cône droit est un sdlide contenu sous la
surface décrite par deux côtés d’un. triangle

rectangle tournant autour d’un des côtés de I

Ff
l
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l’angle droit qui reste immobile jusqu’à ce que

ce triangle soit revenu au même endroit d’où il

étoit parti. s25. Les cylindres droits et les cônes droits
sont semblables lorsque leurs axes et les dia-
mètres de leurs bases sont proportionnels; les
cylindres obliques et les cônes obliques sont
semblables lorsque leurs axes et les diamètres
de leurs bases sont proportionnels et que leurs
axes sont également inclinés sur les bases.

24. Une sphère est un solide contenu sous
la surface décrite par l’arc d’un demi-cercle

tournant autour de son diamètre. imInObile
jusqu’à ce que ce demi-cercle soit revenu au
même endroit d’où il étoit parti.

25. L’axe de la sphère est cette droite immo-

bile autour de laquelle tourne le demiecercle.
26. Les extrémités de l’axe s’appellent les

pôles de la sphère.

27. Le centre de la sphère est le même que

celui du demi-cercle, ,
28. La surface décrite par la demi-circon-

férence est la surface de la sphère.

29. On appelle zône la surface décrite par
un arc est plus petit que la demi-circonfé-
rencelet dont une des extrémités n’est point

un des pôles de la sphère.
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50. Un secteur sphérique est un solide .cou-
tenu sous la surface décrite par l’arc et par un

des rayons d’un secteur circulaire tournant au-
tour de son autre rayon jusqu’à ce que ce sec-’

teur circulaire soit revenu au même endroit
d’où il étoit parti.

5 1 . Un segment sphérique est un solide con-
tenu sous la surface décrite par le demi-arc et
par la demi-corde d’un segment circulaire tour-

nant autour d’un rayon perpendiculaire sur la
corde de cet arc jusqu’à ce que ce demi-seg-

ment circulaire soit revenu au même endroit
d’où il étoit parti. I

52. On appelle calotte de sphère la surface
décrite par le demi-arc du secteur circulaire.

55. La hauteur d’un segment sphérique est
la partie du rayon immobile qui est comprise

l entre l’arc et la corde du secteur circulaire.

54. Les secteurs et les segmens sphériques
. sont semblables lorsque les secteurs et les seg-

mens circulaires les ont engendrés sont

semblables. »
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PROPOSITION PREMIÈRE.
THÉORÈME. à

Si un polygone est inscrit dans un cercle, il est
évident que le contour du polygone inscrit est
plus petit que la circonférence du cercle.

Car chaque côté du polygone inscrit est plus
petit que l’arc qu’il soutend.

Archimède, de la sphère et du cylindre

(prop. 1 , liv. 1

PROPOSITION’II.
T n li o n È M E.

Si un polygone est circonscrit à un cercle, le con-
tour de ce polygone est plus grand que la cir-
conférence de ce cercle.

Soit ABC DE (fig. 222) un polygone circons-
crit au cercle RSTVX : je dis que le contour
du polygone ABCDE est plus grand que la
circonférence du cercle RSTVX.

Car puisque les deux droites XA, AH com-
prennent l’arc XR et qu’elles ont les mêmes

extrémités X, R que cet arc , les deux droites
XA, tAR sont plus grandes que l’arc X3. Pareil-

lement les deux droites EB, BS sont plus grandes
que l’arc R5. Les deux droites’SC , CT sont aussi

plus grandes que l’arc 5T; les deux droites
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TD, DV plus grandes que l’arc TV, et enfin
les deux droites VE, EX plus grandes que
l’arc VX : donc le contour total du polygone
circonscrit est plus grand que la circonférence
entière (t); ce qu’il falloit démontrer.

Archimède , de la sphère et du cylindre
"il (prop. 2,liv. I).’

(1) Il estévident que le contour du polygone ins-
crit dans un cercle est plus petit que la circonférence
de ce cercle; mais il n’est pas également évident que le

contour duipolfgo’ne circonscrit à un cercle soit plus
grand qtje la circonférence de ce cercle; et tous les
efi’orts que l’on fieroit pour démontrer cette proposi-

tion, qui. est cependant incontestable, se réduiroient
à démontrer qu’un polygone circonscrit est toujours

plus grand qu’un polygone inscrit. Pour démontrer
cané proposition , Archimède pose en principe que
deux droites qui comprennent un arc et qui’ ont les
mérites extrémités que cet’arc sont plus grandes que

cet arc; si Archimèdeln’a pas démontré ceprincipe,
qui n’est point évident par lui-môme , c’est parce qu’il

est impossible de le démontrer d’une manière satisfai-
sante. C’est sans doute à cause du défaut de l’évidence

de cette proposition et à cause de l’impossibilité de la
démontrer rigoureusement, qu’Euclide’n’a point fait

usage de cette proposition, sans laquelle il lui a’été

impossible de démontrer plusieurs théorèmes impors

tans, concernant. le cercle, le cylindre, le cône et la

sphère.» 4 I a

I 7’ 5
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P’ROPOSIATlON 1,11;

.Tflfionin’tny

Si (leur cercles sont. concentriques et si les côtés
d’un polygone régulier inscrit dans le plus grand V

cemle ne touchent pointÏa circonférence du plus

peut, le contour dans polygone est plus grand
que la bimonférenceduplm petit. carde.

Soient FGHIK, LMNPQ (fig; in) deux
cercles concentriques et LMNPanlpolygone
régulier inscrit dans le plus grand, de manière
que les côtés de ce polygone ne touchent point
la citerinfe’renëë (in plus pet-i! Cercle : jedis que

le contour du fioïgone LMN PQ’eSt Iplùs grand

que la circonférence FGHÏK. li

Du centre O menez sur les côtés du poly-
gone LMNPQ les perpendiculaires OIR’, 05’,
OT’, OV’, OX’, et par les pointa ai; desrperpen»

diculaires rencontrai la circonférence FGHIK
menez .les tangentes AB,’ BG, CD, DE; EA;
ces tangentes seront les côtés d’lu’n ppIYgone

régulier circonscrit au cercle FGHIK. A L
Puisque dans les triangles semblables L0 M,

ADB le côté 0L est plus grand que le: côté
0A, le côté LM sera» plus grand que leIicôté

AB. On démontrera de la même manière que
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les autres côtés du polygone LMNPQ sont
plus grands que les côtés correspondans du po-
lygone ABCDE : donc le contour du polygone
LMN PQ est plus grand que le contour du po-
lygone ABCDE; mais le contour du polygone
ABC DE est plus grand que la circonférence
FGHIK : donc à plus lbrte raison le contour
du polygame LMNPQ est plus grand que la
circonférenCe FGHI K.

Donc si deux cercles sont concentriques
et si les côtés d’un polygone régulier inscrit

dans le plus grànd cercle ne touèbent point
la circonférence du plus petit, le contour de
ce polygone sera plus grand que la circonfé-
rence du plus petit cercle; ce qu’il falloit dé-

montrer. ’ ’ le
PROPOSITION 1V.

puonttnn.
Deux cercles étant concentriques, inscrire dansr

le plus grand un polygone régulier d’un nombre

pair de côtés qui ne touche point la bire6nfé»

rance du plus petit.

Soient les deux cerclés concentriques ABCD,

EFGH (fig. 225) : il faut dans le plus grand"
cercle AB C D inscrire un polygone régulier

4
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d’un nombre pair de côtés qui. ne touche point

le plus petit cercle EFGH.
Par le centre K conduisez la droite BD , et

parle point G menez la droite AG perpendicu-
laire sur la droite BD et prolongez cette droite p
vers lei-point C. La droite AC touchera le cer-
cle EFGH. Partagez la demi-circonférence EAD

en demi parties égales et sa moitié en deux.
parties égales, et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il

reste un arc plus petit que l’ex-c AD. Qu’on ait

cet arc et que cet arc soit LD; du point L con--
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM;
prolongez cette perpendiculairevers le pointN
et malien les droites LD, DN; la droite LD
sera egale à la droite DN;.et puisque la droite
LN est parallèle à la droite AC et que la droite
AC touche le cercle EFGH, la droite LN ne
touchera point’le cercle EFGH; et à plus forte-

raison les droites LD , DN ne toucheront point
ce même cercleEF donc si l’on applique
sur la circonférenceiABED , à la suite les unes
des autres , des droites égales à la droite L D ,
on décrira un polygone régulier d’un nombre

pair de côtés qui ne touchera- point le cercle
EFG H; ce qu’il falloit faire.
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’PROPOSITION V.
PROBLÈME.

Deux secteurs circulaires semblables et concen-
triques étant donnés , inscrire dans le plus grand

une portion de polygone régulier qui ne touche
point l’arc du plus petit.

Soient les deux secteurs semblables et con-
centriques IKD, HKG (fig. 225) : il faut ins-
crire dans le plus grand une portion de polygone
régulier qui ne touche point l’arc du plus petit.

Par le centre K conduisez la droite BD et
par le point G menez la droite AC perpendi-
culaire sur la droite BD; partagez l’arc ID en
deux parties égales et sa moitié en deux parties
égales , et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il reste

un arc plus petit que l’arc AD. Qu’on ait cet

arc, et que cet arc soit L D; du point L con-
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM ,
prolongez cette perpendiculaire vers le point
N et menez les droites LD, DN ; la droite LD
sera égale à la droite DN ; et puisque la droite
LN est parallèle à la droite ACyet que la droite

AC touche le cercle EFGH, la droite LN ne
touchera point le cercle E F et à plus forte
raison les droites LD, DN ne toucheront point
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le même cercle EFGH : donc si l’on applique
sur l’arc ID , à la suite les uns des autres des
droites égales à la droite LD, on décrira une

portion de polygone régulier qui ne touchera
point l’arc HG ; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION V1.
PROBLÈME.

Deux cercles étant concentriques , circonscrire au

plus petit un polygone régulier dont les côtés

soient en nombre pair et ne rencontrent point
la circonférence du plus grand...

Soient les deux cercles con CentriquesLMNPQ ,

F GHI K ( fig. 222) : il faut au plus petit cercle
FGHIK circonsCrire un polygone régulier dont
les côtés soient pairs en nombre et ne rencon-s
trent point la circonférence du plus grand car--

cle LMN P Q. -Dans le grand cercle LM N P inscrivez un
polygone régulier dont les côtés soient pairs en

nombre et ne touchent point la circonférence
du plus petit cérele. Circonscrivez ensuite au
plus petit cercle un polygone semblable au po-
lygone inscrit. Il est évident que le polygone
circonscrit au plus petit cercle sera un poly.
gone régulier dont les côtés seront pairs en
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nombre et ne rencontreront point la circonfé-
rence du plus grand cercle; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VIL
PROBLÈME.

Deuæ secteurs circulaires , semblables et concen-
triques étant donnés , circonscrire au plus petit

une portion de polygone régulier dont les côtés

ne rencontrent l’arc du plus grand.

Soient les deux secteurs circulaires sembla-
bles et concentriques EKD, HKG (fig. 225) :
il faut circonscrire au plus petit une portion de
polygone régulier dont les côtés ne rencon-
trent point Parada plus grand.
’ Dans le plus grand secteur inscrives une

portion de polygone régulier dont les côtés ne

touchent pOint rare du plus peut secteur. Cira
conscrivez ensuite à l’arc du plus peut secteur

une portion. de polygone semblable à la portion
du polygone régulier-inscrit dans le plus grand
SëCteùr. *

a Il est évident que la’ portion de polygone I

circonscrite au plus petit secteur Sera une por-s
tion de polngne régulier dont les côtés ne mind

contreront point l’arc du plus grandi secteur;
ce qti’illalloit faire.
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PROPOSITION VIII.
THÉORÈME.

Les circonférences de cercles sont entr’elles

comme leurs diamètres.

Soient les deux cercles ABCD. EFGH
l (fig.224) : je dis que le diamètre BD est au

diamètre FH comme la circonférence ABC D
est à la circonférence EFGH.

Car si cela n’est point, le diamètre BD sera
au diamètre F H comme la circonférence ABCD

est à une circonférence plus petite ou à une
circonférence plus grande que la circonférenceI
EFG H. Supposons d’abord , si cela est possi- I
ble, que le diamètre BD soit au diamètre .F H
comme la circonférence ABCD est à une’cir-
conférence plus petite , savoir, à la circonfé- V

rence concentrique RSTV. lnscrivons dans le
cercle EFGH un polygone régulier EIFKGLHM

dont les "côtés soient pairs en nombre et ne
touchent point la circonférence BSTV;.ins--
crivon’s ensuite dans le cercle ABCD un poly-
gone semblable A N B O C P D Q , le diamètre
BD sera au diamètre FH comme le polygone
ANBOCPDQ est au polygone EIFKGLHM;
mais par supposition le diamètre BDest au dia-
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mètre FH comme la circonférence ABCD est à
la circonférence RSTV z donc la circonférence

ABC D est à la circonférence RSTV comme
le polygone A N B O C P D Q est au polygone
EIF KGLHM :donc , en échangeant les places
des moyens , la circonférence ABCD sera au po-

lygone AN BOC PDQ comme le cercle RSTV
est au polygone EIF KGLHM; mais la circon-
férence ABCD est plus grande que le contour
du polygone AN B O C P D Q qui lui est inscrit :
donc-la circonférence RSTV est plus grande
que le contour du polygone EIFKGLHM 3 mais
au contraire la circonférence RSTV est plus
petite que le contour du polygone EIFKGLHM ;I
ce qui est impossible : donc le diamètre BD
n’est point au diamètre FH comme la circon-
férence ABCD est à une circonférence plus
petite que la circonférence EFG H.

Je dis à présent que le diamètre BB n’est
point au diamètre FH comme la circonférence
ABCD est à une circonférence plus grande que
la circonférence EF GH. Car supposons que le
diamètre BD Soit au diamètre FH comme la
circonférence ABCD est à une circonférence
plus grande que la ciréonférence EFGH, savoir,
à la circonférence concentrique R’ S’T’ V’. Cir-

conscrivons au cercle E F G H un polygone

t



                                                                     

462 s SUPPLÉMENT
régulier dont les côtés soient pairs en nombre et
ne rencontrent point la circonférence 11’ S’ T’ V’.

Circonscrivons au cercle ABCD un polygone
semblable. Le diamètre BD est au diamètre F H

comme le contour du polygone circonscrit au
cercle ABCD est au contour du polygone cir-
conscrit an cercle EFGH; mais par supposi-è
tion le diamètre B D est au diamètre EH comme
la circonférence ABCD est à la circonférence
R’S’T’V’ x donc la circonférence ABCD est à

la circonférence R’S’T’V’ comme le contour

du polygone circonscrit au cercle ABCD est
au contour du polygone circonscrit au cercle
EFGH : donc en échangeant les places des
moyens , la circonférence ABCD est au cons-
tout! du polygone qui lui est circonscrit comme
la circonférence R’S’T’V’ est au contour du

polygone circonscrit au cercle EFGH; mais la
I circonférence ABCD est plus petite que le
contour du polygone qui lui est circonscrit;
donc la circonférence R’ S’ T’ V’ est plus petite

que le contour du polygone circonscrit au cen-
cle EFGH; mais cette circonférence est au
contraire plus grande; ce qui est impossible:
donc le diamètre BD n’est point au diamètre PH

comme la circonférence ABCD est à une air.-
conférence plus grande que la circonférence
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.EFGH; mais on a démontré que le diamètre
AD n’est point au diamètre FH comme la cir-
conférence ABC D est à une circonférence plus

petite que la circonférence EFGH: donc le
diamètre AB est au diamètre FH comme la
circonférence ABCD est à la circonférence

EFGH. "Donc les circonférences de cercles sont entre
elles comme leurs diamètres; ce qu’il falloit dé-

montrer.
c o n o L L A 1 n n.

Puisque les circonférences de cercles sont
enlr’elles comme leurs diamètres, et que par
conséquent les diamètres des cercles sont entre
en; comme leurs circonférences , il est évident
que si l’on connoissoit le diamètre d’un cer-

cle et sa circonférence , on trouveroit la cir-
conférence de tout autre cercle dont le dia-
mètre seroit connu, en faisant la proportion
suivante : Le diamètre du cercle dent on con-"
naît la circonférence est à la circonférence de

ce cercle comme le diamètre du cercle dont
on ne cannoit pas la circonférence est à la cir-
conférencetde ce cercle. Si l’on vouloit trouver

le diamètre d’un cercle dont on connoîtroit

la circonférence , on feroit la proportion sui-
vante : La circonférence du cercle dont on

f
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connaît le diamètre est au diamètre de ce âcre-le

comme la circonférence connue du cercle dont
on ne connoît pas le diamètre est au diamètre

de ce cercle. Mais il est impossible. de trouver
exactement la longueur de la circonférence d’un

cercle dont le diamètre est connu; et il est éga-

lement impossible de trouver exactement le
diamètre d’un cercle lorsque la longueur de sa.
circonférence est donnée.

PROPOSITION 1X.
THÉORÈME.

Un cercle étant donné, on peut lui circonscrira
un polygone régulier et lui inscrire un polygone
semblable, de manière que la dg’fi’érence des

contours de ces Jeux polygones soit plus petite
qu’une droite donnée quelque petite qu’elle soit.

Soit ABCDEF (fig. 225) le cercle donné etN
la droite donnée : je dis qu’on peut circonscrire’

à ce cercle un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de manière que la diffé-

rence des contours de cesdeux polygones soit
plus petite que la droite donnée N.

Circonscrivons au cercle ABCDEF un po-
lygone régulier A’B’C’ D’E’F’ et inscrivons-lui

un polygone semblable, de manière que leurs
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côtés soient parallèles , et du centre O menons
la droite OG’ perpendiculaire sur le côté A’B’

du polygone circonscrit; cette droite sera aussi
perpendiculaire sur le côté AB du polygone
inscrit, à cause que les côtés de ces deux poly-

gones sont parallèles. Puisque lescontours des
polygones réguliers et semblables sont entr’eux

comme les perpendiculaires menées de leurs
centres sur leurs côtés, le contour du poly;
gone ABCDEF sera au contour du polygone
A’B’C’D’E’F’ comme la droite 0G est à la

droite OG’. Si nous circonscrivons au cercle
ABCDEF un polygone régulier dont le nom-
bre des côtés soit double, et si nous lui ins-
crivons un polygone semblable, si nous con-
tinuons de faire toujours la même chose, et si
nous appelons P’ le contour d’un des polygones

circonscrits et P le contour du polygone i115:
crit qui lui est semblable; si nous appelons R’
la perpendiculaire menée du centreisur un des
côtés du polygone circonScrit et È la perpen-
diculaire menée du centre sur un des tâtés du

polygone inscrit , nous aurons la propertion
suivante :

P’ : P :: R’ : R

ou bien -P’-P:P :: R’--R :3?

G s
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Cette dernière proposition donnera l’équatiOn

suivante : ’ ’1),-15;? x (R’-R)

---R .
Mais puisque la quantité R’-R qui est la diffé-

rence de la perpendiculaire menée du centre
sur un côté des polygones circonscrits et de la
perpendiculaire menée de ce même centre sur
un côté du polygone inscrit qui lui est sembla-

ble diminue toujours à mesure que le nombre
des côtés des polygones circonscrits et inscrits
augmente, il est évident Qu’en continuant de

circonscrire au cercle ABC DEF des polygones
réguliers dont le nombre des côtés soit toujours

double et de lui inscrire des polygones sembla-
bles, il arrivera nécessairement que la quan-

. ,- P . .me î x (11’ - R) deviendra plus petite que

la quantité N et par conséquent que la quantité

P’-P, c’est-à-dire que la différence des con-

tours d’un polygone régulier circonscrit et d’un

polygone semblable inscrit. ,
Donc un cercle étant donné , on peut lui ciri-

conscrire un polygone régulier et lui inscrire-
uu polygone semblable , de manière que la diffé-

rence des contours de ces polygones soit plus
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petite qu’une droite donnée N , quelque petite
qu’elle soit; ce qu’il falloit démontrer.

c o n’o’L’L A 1 n E.

l Puisqu’un cercle étant donné; on» peut lui

circonscrire un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable ,de manière que la difl’é-

rence des contours de ces deux polygones soit
plus petite qu’une droite donnée N, quelque
Petite qu’elle soit; et puisque le contour d’un

polygone circonscrit est toujours plus grand
que Alan circonférence, et que le contour d’un

polygone inscrit est toujours plus petit i que;
cette même circonférence, il est évident qu’on

peut , àiplus. forte raison, circonscrire à un
cercle.ou lui inscrire un polygone régulier de
manière que la différence du contourndu poly-

gone circonscrit ou du polygone inscrit et de,
la circonférence de ce cercle soit plus petite
qu’une droite donnée N , quelque. petite qu’elle

son. .
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PROPOSITION X.
PROBLÈME.

Tmuver la circonférence approchée d’un cercle

dont on connaît le diamètre.

Soit ABCDEF (fig. 225) un cercle dont on.
connoît le diamètre AD : il faut trouver la cir-
conférence approchée de ce cercle.

Inscrivons dans le cercle ABCDEF un exa-
gone régulier et circonscrivons-lui un polygone
semblable, de manière que les côtés de ces
deux polygones soient parallèles; du centre O
menons la droite OG’ perpendiculaire sur le
côté A’B’ du polygone circonscrit; cette droite

sera aussi perpendiculaire sur le côté AB ,
parce que les côtés de ces polygones sont pa-

rallèles. i
4 Puisquè les côtés d’un hexagone régulier ins-

crit dans un cercle sont égaux chacun’au rayon

de ce cercle , le contour de l’hexagone inscrit
dans le cercle ABCDEF sera égal au rayon OB v
multiplié par six.

A cause que le triangle 0GB est, rectangle
en G et à cause que la droite GB est égale à la
moitié de ’la droite AB , le quarré de la droite

0G est égal au quarré du rayon OB moins le
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quarré de la droite de GB qui égal à la moitié

du rayon : donc la droite 0G sera égale à la °
racine quarrée de la différence du quarré du
rayon et du quarré de la moitié du rayon.

Les deux triangles ACB, A’OB’ sont sem-.

blables : donc la droite 0G est à la droite OG’
comme la droite AB est à la droite A’;B’ :donc

la droite A’ B’ est égale au produit de la droite

AB par la droite O G’ divisé par la droite 0G:
donc le contour de l’hexagone-.régullercircons- 4

crit au cercle ABCDEF est égal à. ce produit

multiplié par six. v I c- I
Le contour de l’hexagone inscrit dans le cert-

cle ABCDEF est plus petit que la circonférence
de ce cercle, etlenontour de l’hexagone circons-

crit à ce cercle est au contraire plus grand que
sa circonférence. Pour avoir une première vav-
leur approchée de la circonférencerdu cercle
ABCDEF, ajoutons les deux. quantités aux-
quelles les contours tdutpolygone inscrit", et du
polygone circonscrit; sont. égales , et prenons la
moitié de leur somme; la moitié de la somme
de ces, deux qualifiés "sera la première valeur
approchée de lacirconfiérence ABCDE F.

- Pour avoir une seconde valeur soit plus
approchée de la circonférence ABCDEF,» me;

crivons’ dans cette;f circonférence dm dodéca-

5
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gène régulier et circonscrivons-lui ensuite un
polygone semblable , de manière que les côtés
de ces deux polygones soient parallèles. Du
centreO menonsun rayon perpendiculaire sur
un des’côtésïKH du dodécagone circonscrit ,

ce rayer] sera aussi perpendiculaire sur le côté
BGl du polygone inscrit, puisque les côtés de
ces polygones sont parallèles.

ï [Puisque le triangle HGB est rectangle en G,
le quarréI du’côté G’rB est égal au quarré de la

droite GB et au quarré de la droite GG’ : donc
la droite G’ B égale la racine quarrée de la somme

des quarrés de la droite BG qui est la moitié de
la droite AB et de la droite GG’qui est la difl’é-

renccidu rayon G’O et du rayon OG. Multi-
pliant- cetteracine par douze , on aura le con-
tour du dodécagone "régulierinscrit dans le ’

Cercle ABCDEF. r en :.. v i ’ a
Le triangle Ong étant’rectangle en g , le

quarré de la droite;0gssera égal au quarré du

rayon OBmoins le quarré delndroite Bg : donc
la droite Dg égale la racinerquarre’e de la diffé-

rence du quarré dusrayomû’tfi etdn quarré de

la droite-3g qui esulaïmoitiégnde’ la droite BGC

" Les deux triangles? G’OBpHOK sont sem-
blables gagnait droiteIOgÀ’éstga adroite-05’,

comméilâ droite B0? estïàvlaj droite KH : donc

t.



                                                                     

A LA GÊOM. D’EUCLIDE. 47r

la droite EH est égale au produit de la droite BG’

par la droite Og’ divisé par la droite O g : donc

le contour du dodécagone régulier circonscrit
est égal à ce produit multiplié par douze.

Connoissant les contours du dodécagone ré-

gulier’inscrit dans le cercle ABCDEF et du
dodécagone régulier semblable qui lui est cir-
conscrit , si l’on ajoute ces deux quantités et si

l’on divise leurrsomme par deux , la moitié de

la somme de ces deux quantités sera une se-
conde valeur qui sera plus approchée de la
circonférence A B C DE F.

Si l’on continue d’inscrire dans la circonféà

rence ABCDEF et de lui circonscrire des po-
lygones dont le nombre des. Côtés soit toujours
double, si l’on fait des opérations analogues à

celles que nous venons de faire, et si l’en re-
présente le rayon par un nombre quelconque,
on aura des valeurs qui seront de plus en plus
approchées de: la: circonférence dont on cou-
noît le diamètrelon le rayon. C’est ainsi qu’Aré-

chimède a trouvé que la: circonférence d’un

cercle dont le’diamètre est 7 égale 22 à peu de
chose près , et qu’Adrien-Métius a trouvé’dans

la suite que la circonférence d’un cercle dont
le diamètre est H5 égale 555 à très-peu de.»

chose près. i 4.
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PROPOSITION x1.’

vTKÊORÈME. i
Un cercle est égal à un triangle rectangle dont un

des côtés de l’angle droit est égal à la circon-

férence de ce cercle et dont l’autre côté de

l’angle droit est égal au rayon.

Soient le cercle ABC D ( fig. 226) et un trian-.
gle rectangle EFG dont le côté FG soit égal à

la circonférence de ce cercle et dont le côté EF-

soit égal à son rayon : je dis que le cercle ABCD

est égal au triangle EFG.
Car si cela n’est point, le triangle EFG sera

plus petit ou plus grand que le cercle ABCD;
Supposons d’abord que le triangle EF G son plus
petit que le cercle ABCD ,I et qu’il soit égal à

un cercle plus petit, savoir au cercle HKLM.
Inscrivons dans le cercleABCD un polygone
régulier dont las côtés soient pairs en nombre
etIne touchentpoim la circonférence HKLM ;
du centre .0 menons sur le côté AN la perpen-
diculaire OP, le polygone inscrit est égal à un
triangle rectangle dont un des côtés de l’angle

droit est égal à la somme des côtés de ce po-
lygone et dont l’autre côté de l’angle droit est

égal à la perpendiculaire P0. Mais le contons t
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du polygone inscrit est plus’petit que la cir-
conférence du cercle ABCD et la perpendicu-

laire PO est plus petite que le rayon de ce -
. cercle : donc ce polygone est plus petit que le

triangle EFG dont le côté FG est égal à la cir-

conférence du cercle ABCD et dont le côté
E F est égal au rayon de ce même cercle. Mais ,

par supposition, le triangle EFG est égal au
cercle HKLM : donc le polygone inscrit est
plus petit que ce même.ccrcle; mais au coua-
traire il est plus grand; ce qui est impossible:
donc le triangle EF G n’est pas plus petit que

le cercle ABC D. . ’
Supposons en second lieu que le triangle

EFG soit plus grand que le cercle ABCD, et
qu’il soit égal au cercle H’K’L’M’. Circonscri-

vons au cercle ABCD un polygone régulier
dont les côtés soient pairs en nombre et ne
rencontrent point la circonférence H’ K’ L’M’ 3 .

du centre O menons au point de contact P’ le
rayoniOP’. Le polygone circonscrit’est égal à

un triangle rectangle dont un des côtés de l’an- .

gle droit est égal au contour de ce polngne
et dont l’autre côté de l’angle droit est égal au

rayon OP’. Mais le contour du polygone cir-
conscrit est plus grand que la circonférence du ’

cercle ABCD: donc le polygone circonscrit est
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i plus grand que le triangle EFG dont le côté

F G est égal à la circonférence du cercle ABC D

et dont le côté EF est égal au rayon de ce
même cercle. Mais , par supposition, le triangle
EFG est égal au cercle H’ K’L’M’ z donc le po-

lygone circonscrit est plus grand que le cercle
H’K’ L’ M’ ; mais au contraire ce polygone est

plus petit; ce est impossible : donc le trian-
gle EFG n’est pas plus grand que le cercle
ABCD; mais on a démontré qu’il n’est pas plus

petit : donc il lui est égal.
t Donc la surface d’un cercle est égale à un
triangle rectangle dont un des côtés de l’angle

droit est égal à la circonférence de ce cercle
et dont l’autre côté de l’angle droit est égal à

son rayon; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XII.
. THÉOREME.

Un secteur de cercle est égal à un triangle dont
un des côtés de l’angle droit est égal à l’arc

l campris par les (leur rayons de ce secteur et dont
l’autre côté de l’angle droit est égal au taxon

de ce cercle. ’

Soit le secteur AND (fig. 226) et le triangle
rectangle EFG’ dont le côté F G’ de l’angle droit
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est égal à l’arc AN et dont l’autre côté EF de

l’angle droit est égal au rayon du cercle ABCD:

je dis que le triangle EF G’ est égal au secteur
ANO.

Prolongez le côté FG’ et faites le côté FG

égal à la circonférence du cercle ABCD, et

menez la droite EG’. 4
Puisqu’un cercle est à un secteur de ce cercle

comme la circonférence entière est à l’arc com-

pris par les deux rayons de ce secteur , le cercle
ABCD est au secteur ANO comme la circon-
férence du cercle ABCD est à l’arc AN ; mais

la circonférence du cercle AB C D» est égale à la

droite FG, par supposition, et l’arc AN égal
aussi à la droite F G’: donc le cercle ABC D est

au secteur ANO comme la droite FG est à la
droite FG’; mais le triangle EFG est au trian-
gle EFG’ comme la droite FG est à la droite
FG : donc le cercle ABC D est au secteur AN 0
comme le triangle EFG est au triangle EAF G’:

donc, en échangeant les plans des moyens, le
cercle ABCD est au triangle EFG comme le
secteur AN O est au triangle EF G’; mais le
cercleABCD est égal au triangle EFG : donc
le secteur ANO est- égal au triangle EFG’.

g Donc la surface d’un secteur est égale à un
triangle rectangle dont un des côtés de l’angle
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lt égal à l’arc compris par les rayons de

Co èur et dont l’autre côté de l’angle droit 1
est égal au rayon de ce secteur; ce qu’il falloit,
démontrer.-

PROPOSITION XIII.
I THÉORÈME.

’Læ cercles sont entr’eux comme les quanti:

de leurs rayons. ’
Soient les deux cercles A B C D , F G H K

A (fig. :127) : je dis que le cercle ABCD est au
cercle FGHK comme le quarré du rayon AE
est au quarré du rayon FL.

Supposons que le côté NO de l’angle droit

du triangle rectangle MNO soit égal à la cir-
conférence du cercle ABCD, que l’autre côté

MN de l’angle droit soit égal au rayon du même

cercle z supposons ensuite. que le côté QR de
l’angle droit du triangle rectangle PQR soit
égal à la circonférence du cercle FGHK et
que l’autre côté PQ de l’angle droit du même

triangle soit égal au rayon du même cercle.
Puisque les droites N0 , QR sont égales aux

circonférences des cercles ABCD, FGHC , que
les droites MN; PQ sont légales aux rayons de
ces cercles, et ’que les circonférences des cer-

Icles sont entr’elles comme leurs rayons , le côté
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N0 sera au côté QR comme le côté MN est
au côté PQ; mais les angles N, Q sont droits:
donc les deux triangles MNO, PQR sont sem-
blables; mais les triangles semblables sont entre
eux comme les quarrés de leurs côtés homo-

logues : donc le triangle MNO est au triangle
PQR comme le quarré du côté MN est au
quarré du côté homolgue PQ; mais le cercle
ABCD est égal au triangle MNO, le cercle
FGHK égal au triangle PQR, le côté MN
égal au rayon AE, et le côté PQ égal au raypn

FL : donc le cercle ABCD est au cercle FGHK
comme le quarré du rayon AE est au quarré du

rayon FL. °Donc les cercles sont entr’eux comme les
quarrés de leurs rayons; ce qu’il falloit dé-

montrer. ar COROLLAIRE.
i Il suit manifestement de la que les secteurs"

Semblables sont aussi entr’eux comme les
quarrés de leurs rayons. En efi’et ces secteurs

sont égaux à des triangles rectangles semblables

qui sont entr’eux comme les quarrés de leurs
côtés homologues; mais parmi ces côtés homo-

logues il en est (pi sont égaux aux rayon de.
ces cercles : donc les secteurs semblables sont
entr’eux comme les quarrés de leurs rayons. t
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PROPOSITION XIIV.’

.THÉORÊME. .
La surface convexe d’un cylindre droit est égale

à un rectangle dont’la base est égale à la cir-

conférence de la base du cylindre et dont la
hauteur est égale à celle du cylindre. I

« Soit le cylindre droit tAQ (fig. 926) dont la
base est le cercle ABC D et dont la hauteur est
la droite OQ est en même tems l’axe du’cy-

lindre; soit le rectangle ET dont la base ST
est égale à la circonférence de la base de ce
cylindre et dont la hauteur R5 est aussi égale à

celle de ce mêmeicyliudre : je dis que la sur-
face convexe du cylindre droit est égale au rec-

tangle RT. ;Car si le rectangle RT n’est point égal à la

surface convexe de ce cylindre, ce rectangle
sera plus petit ou plus grand que la surface
convexe, de ce même cylindre. 1

Supposons d’abord que ce rectangle soit plus

petit que la surface convexe de ce cylindre et
’ qu’il soit égal à la surface d’un cylindre plus

petit , savoir au cylindre HQ.
Dans la circonférence de la base du cylin-

dre AQ inscrivons un polygone régulier qui ne
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touche point la circonférence de la hase du
cylindre HQ. Imaginons que ce polygone son
la base d’un prisme droit inscritdans-le cylin-
dre AQ, la surface de ce prisme, sans y com.
prendre ses deux bases, est égale à un rectan-
gle dont la base est égale à la somme des côtés

de la base de ce prisme et dont la hauteur est
la droite O Q. Mais le contour du polygone ins-
crit est plus petit que,la circonférence ABCD:
donc la surface de ce prisme, sans y comprenÂ
dre ses deux bases, est plus petite que le rec-
tangle RT. Mais , par supposition, ce rectangle
est égal à la surface convexe du cylindre HQ:
donc la surface du prisme, sans y comprendre
ses deux bases, est plus petite que la surface
convexe du cylindre HQ. Mais au contraire la
surface de ce prisme, sans y comprendre ses
deux bases , est plus grande que la surface con-
vexe de ce cylindre z donc le rectangle BT
n’est pas plus petit que la surface convexe du

cylindre
Supposons en second lieu que le rectangle

ET soit plus grand que la surface convexe du.
cylindre AQ et qu’il soit égal à la surface con-l

vexe d’un cylindre plus grand,»savoir au cy-’

lindre H’Q; autour de la circonférence de la
base ABCD décrivons un polygone régulier
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dont les côtés ne rencontrent point la circon-l
férence de la base H’ K’ M’L’; imaginons que ce

polygone soit la base d’un prisme circonscrit au

cylindreAQ; la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux. bases, est égale à un rectan-
gle quia pour base une droite égale à la somme

des côtés de ce polygone et pour hauteur la
droite OQ; mais le contour du polygone cir-
conscrit est plus grand que la circonférence
ABCD : donc la surface de ce prisme, sans y
comprendre les deux bases, est plus grande
que celle du reetangle ET; mais par supposi-
tion le rectangle ET est. égal à la surface con-
vexe du cylindre H’Q :’ donc la surface de ce

prisme , sans y comprendre ses deux bases , est
plus grande quela surface convexe du cylindre
H’Q; mais au contraire la surface de ce prisme,

sans y comprendre les deux bases , est plus
petite que la surface du cylindre H’Q; ce qui
est impossible: donc le rectangle ET n’est pas

plus grand que la surface convexe du cylindre
AQ. Mais nous avons démontré que ce rectan-

gle n’est pas plus petit que cette surface : donc

le rectangle ET est égal à la surface convexe.

du cylindre AQ; IDonc la surface convexe du cylindre droit
est égales un rectangle dont labase est égale
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à la circonférence de la base de ce cylindre et
dont la hauteur est égale’à celle de ce même

cylindre; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
Il suit manifestement de l’a que les surfaces

convexes des cylindres droits et semblables sont
entr’elles comme les quarrés des, diamètres de
leurs bases; car puisque les surfaces convexes des

cylindres droits et semblables sont égales à des
rectangles dentaleslaases sont égales aux circon-
férences des hases de ces cylindres et dont les
"hauteurs sont aussi égales aux’hauteurs de ces i

mêmes cylindres , et puisque les circonférences
des bases des cylindres droits et semblables sont
proportionnelles aux hauteurs de ces mêmes
cylindres , il est’évident que les rectangles qui

sont égaux aux surfacesconvexés des cylindres
droits et semblâmes, sont des figures semblables,
puisque leurs hases sont prOpOrtionnelles àleurs

hauteurs : donc ces rectangles sont entr’eux
comme les quarrés de leurs bases; mais ces rec-
tangles semblables sont égaux aux surfaces con-’

vexes de ces cylindres et les bases de ces rec-
"tangles sont égales aux circonférences’des baSes

’de cesmêmes’ cylindres : donc les surfaces cau-

ivexes des cylindres droits et semblables sont
H h
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entr’elles comme les quarrés des circonférences

de leurs bases , et par conséquent comme les
quarrés des diamètres de leurs bases.

PROPOSITIONsxv.
THÉORÈME.

Un cylindre droit ou oblique est égal à un paral-
À lélépipède dont la base et la hauteur sontiégale:

à la base et à la hauteur de ce cylindre.

Soit le cylindre AQ ( 226) dont la base est
le cercle ABCD et dont l’axe est la droite OQ;
soit. aussi un parallélépipède KV 228) dont
la base et la-hauteursoient égales à la base et
à la hauteur du cylindre AQ : je dis que le pa-

s, rallélépipède KV est égal au cylindre AQ.

Car si le parallélépipède-11V n’est pas égal au

cylindre AQ , ce parallélépipède se? égal à un I

cylindre plus petit ou à un cylindre plus grand;
supposons d’abord que le parallélépipède av

soit plus petit que le cylindre AQ et qu’il soit
égal à un cylindre plus petit , au cylindre HQ,
par exemple. Dans la circonférence de la base
ABC’D inscrivons un polygone régulier ne
touche point la circonférence de la base HKLM,
et imaginons que ce polygone régulier soit la
base d’un prisme inscrit dans le cylindre AQ.
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Puisque la base du polygone inscrit est plus v
petite que la base du cylindre AQ et que la
base du cylindre AQ est égale à la base du pa-
rallélépipède rectangle RV, la base du prisme

inscrit sera plus petite. que la base du parallé-
lépipède KV; mais le prisme inscrit et le paral-
lélépipède RV ont la même hauteur : donc le

prisme inscrit est plus petit que le parallélépi-
pède KV; mais nous avons supposé que le pa-
rallélépipède RV étoit égal au cylindre HQ:

donc le prisme inscrit est plus petit que le.
cylindre HQ; mais au contraire le prisme ins-
écrit est plus grand que le cylindre HQ , puisque

ce prisme contient ce cylindre; ce qui est im-
possible : donc le parallélépipède rectangle 11V

n’est pas plus petit que le cylindre AQ.
Supposons à présent que le parallélépipède

rectangle 11V soit plus grand que le cylindre AQ
et qu’il soit égal à un cylindre plus grand, au
cylindre H’Q, par exemple. A la circonférence

de la base ABCD , circonscrivons un polygone
régulier dont les côtés ne rencontrent point la
circonférence de la base H’ K’ L’M’, et imagi-

nons que ce polygone régulier soit la base d’un

prisme circonscrit au cylindre AQ; la base du
prisme circonscrit est plus grande que la base du
cylindre AQ; mais la base du cylindre AQ est

a
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’«égale àla hase du parallélépipèdè’rectangleRV:

d0nc la base du prisme circonscrit est plus
grande que la base du parallélépipède rectangle

11V; mais le prisme inscrit et le parallélépipède

rectangle ÉV ont la même hauteur : donc le
prisme circonscrit est plus grand que le paral-
lélépipède rectangle KV; mais nous avons sup-
posé que ce parallélépipède rectangle étoit égal

au Cylindre H’Q : donc le prisme circonscrit est

plus grand que le cylindre H’Q; mais au con-
traire le prisme circonscrit est plus petit que le
cylindre H’Q , car ce prisme-est contenu dans

ce cylindre; ce qui est impossible .: donc le pa-
rallélépipède rectangle KV n’est pas plus grand

que le cylindre AQ; mais on a démontré qu’il

n’est pas plus petit: donc le parallélépipède
rectangle RV est égal au cylindre AQ.

Donc un cylindre droit ou oblique est égal
à. un parallélépipède dont la base’et la hauteur

sont égales à la base et à la hauteur de ce cy-
lindre; ce qu’il falloit démontrer. ’
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PROPOSITION xvr«.g ’
TIÊO-RÈM’E’.

En cylindres droits ou obliques qui ont des bases-
égales sont entr’eux comme leurs hauteurs, et l
ceux quilont’ des hauteurs égales sontentlr’eux:

comme leurs bases. l
Car puisqu’un cylindrées: égal à uniparallé-k-

lépipède dont la hase et la hanteur sont égales.

alla hase été la, hauteur de ce cylindre, il est
évident que les-cylindres sont entr’eux comme"

les parallélépipèdes qui ont des-bases et des-halb-

teurs égales aux hases et aux hauteurs de ces
cylindres. Mais les parallélépipèdes-quiont des»;

Bases égales sont entr’eux comme leurs hau-

teurs»: donc les cylindres qui ont des bases.
égales sont entr’eux comme les hauteurs des.
parallélépipèdes qui ont des bases et deshauw
teurs- égales aux bases et aux hauteurs. de cess
cylindres; c’est-à-dire que les: cylindres qui ont

des bases égales sont entr’eux commeleurs-z

hauteurs. .Puisque les cylindres sont entr’eux comme
les parallélépipèdes qui ont des Bases et des;

hauteurségales" aux bases et aux hauteurs de:
ces cylindres , et que lesparallélépipèdes quirl

5a
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v ont des hauteurs égales sont entr’euxr comme

leurs bases, il est évident que les cylindres qui
ônt deshauteurs égales sont entr’eux Comme

les bases des parallélépipèdes ont des bases
et des hauteurs égales aux bases et aux hau-
teurs de ces cylindres; c’est-à-dire que les cy-
lindres qui ont des hauteurs égales sont entre
eux comme leurs bases.
A Boucles cylindres droits ou obliques ont
des bases égales, sont entr’eux comme leurs
hauteurs , et ceux qui ont des hauteurs égales
sont entr’eux comme leurs bases 5’ ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION XVII.
rationnait; Il

Les cylindres semblables, droits ou obliques j sont
entr’euæ comme les cubes des diamètres de leur:

bases ., . l
Que les cylindres qui ont pour bases les cer-

cles ABC , DEF 228) , pour diamètres
de leurs bases les droites AC, DF, et pour
axes les droites CH , KL, soient semblables
entr’eux : je dis que ces deux. cylindres sont
entr’eux comme les cubes des diamètres de

leurs bases AC , DF. l
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. Construisez les deux parallélépipèdes rectan-

gles MP , RV dont les bases soient des quarrés;
que la base et la hauteur du premier soient égales
à la base et à la hauteur du cylindre AH , et que
la base et la hauteur du second soient égales à
la base et à la hauteur du cylindre DL..
- Puisque le cercle ABC est égal au quarré
NP et que le cercle DEF est égal au quarré SV,

le cercle ABC sera au quarré N P comme le
cercle DEF est au quarré 5V : donc , en échan-

geant les places des moyens , le cercle ABC sera
au cercle DEF comme le quarré NP est au
quarré SV. Mais le cercle ABC est au cercle
DEF comme le quarré du diamètre AC est au
quarré du diamètre ,DF, et le quarré NP est
au quarré SV comme le quarré du côté NO est

au quarré du côté ST : donc le quarré du dia-

mètre AC est au quarré du diamètre DF comme
le quarré du côté NO est au quarré du côté-5T:

donc le diamètre AC est au. diamètre DFl comme

le côté N0 est au côté 5T. Mais puisque la

hauteur du cylindre AH est à la hauteur du.
cylindre DL comme le diamètre AC est au. die-
mètre DF et que le côté MN est égal à la
hauteur du cylindre AH et le côté’RS égal à ’

la hauteur du cylindre DL , le diamètre AC
sera au diamètre DF sommeils côté MN est:

4
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au côté R5; mais on a démontré que le dia-- ’l

mètre AC est au diamètre DF comme le côté
N0 est au côté RS : donc le côte’ N0 est au
côté ST comme le côté MN est au côté R5 a

donc les: côtés des pardiélépipèdes rectangles

MP, RV sont proportionnels: donc ces parai.
lélépipèdes sont semblables : donc les parallé-

lépipèdes MP, RV sont entr’eux comme les"

cubes de leurs côtés homologues N0, 5T; mais
le côté NO est au côté ST comme le diamètre

AC est au diamètre DF : donc le cube du côté.

NO est au cube du côté ST comme le cube du
diamètre AC eSt au côté du diamètre DF z donc

les parallélépipèdes MF , RV sont entr’eux

comme’lcs cubes. des diamètres AC , DF; mais
les parallélépipèdes MP, RV sont égaux aux.

cylindresAH, DL, chacun à chacuni donc les
cylindres AH, DL sont entr’eux commeles cubes.

de leurs diamètres AC , DF.
Donc les cylindres semblables, droits ou obliir

ques, sont entr’eux comme les cubes des dia-
mètres de leurs bases; ce qu’il falloit démo»

trer.
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PROPOSITION xvlll..
T’HÉOBËMEa

La surface convexe d’ un cône droit est égale à un

triangle rectangle dont un (les côtésxde l’angle

’ droit est égal à la circonférence de la base de

ce cône , et dont 1’ autre côté de l’angle droit est

égal au côté de ce même cône. l I

Soit le cône droit AQ ( fig. 229) dont, la base
est le cercle ABCD et dont le sommet est le point

Q; soit aussi le triangle rectangle EFG dont
un des côtés FG de l’angle droit est égal à, la

circonférence de la base du cône, AQ et dont
l’autre côté de l’angle droit est égal au côté

de ce cône : je dis que la surface convexe du
cône AQ est égale au triangle rectangle EF G.

Car si le triangle rectangle EFG n’est pas
égal à la surface convexe du cône droit AQ fics»

triangle sera plus petit ou plus grand que la
,surface convexe de ce cône. l . . V,

-Supposonsld’abord que le triangle rectangle

EFG soit plus petit que la surface convexe du
cône AQ, et qu’il soit égal à la surface convexe

du cône plus petit , à la surface convexe du cône

HQ, par exemple. Dans la circonférence de
la base ABC D inscrivons un polygone régu-
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lier qui ne touche point la circonférence de la
base HKLM, et imaginons que ce polygone
régulier soit la base d’une pyramide inscrite

dans le cône AQ; la surface de la pyramide
AQ , sans y comprendre sa base , est égale à un
triangle rectangle dont un des. côtés de l’an-

gle droit est égal au contour de la base de
cette pyramide et dont l’autre côté de l’angle

droit est égal à la perpendiculaire menée du
sommet de cette pyramide sur un des côtés de

sa base; mais le contour de la base de la py-
. ramide inscrite est plus petit que. la circon-

férence de la base du cône AQ est égal à
i un des côtés de l’angle droit du triangle EFG

et. la perpendiculaire menée du sommet de la-
pyramide sur un des côtés de sa base est plus
courte que le côté du cône AQ est égal à
l’autre côté de l’angle droit du triangle rectana

g]; EFG : donc la surface de la pyramide ins-
crite , sans y comprendre sa base , est plus petite
que le triangle rectangle EFG. Mais nous avons
supposé que le triangle rectangle EFG est égal
à la surface convexe du cône HQ : donc la sur-
face de la pyramide inscrite, sans y compren-
dre sa base , est plus petite que la surface con-
vexe du cône HQ; mais au contraire la surface
de la pyramide inscrite , sans y comprendre sa
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base , est plus grande que la surface convexe du
cône HQ; ce’qui est impossible : donc le trian-

gle rectangle EFG n’est pas plus petit que la

surface convexe du cône AQ. . a
Supposons à présent que le triangle rectanà,

gle EFG soit plus grand que la surface convexe
du cône AQ , et qu’il soit égal à la surface con-

vexe d’un cône plus grand , à la surface convexe

du cône H’Q, par exemple ; autour de la circon-

férence de la base du cône AQrdécrivons un
polygone régulier dont les côtés nerencontrent
pas la circonférence de la base du cône H’ Q , et

imaginons que. ce polygone soit la base d’une
pyramide circonscrite au cône AQ; la surface de
Cette pyramide , sans y comprendre sa hase , est
égale à un triangle rectangle dont un des côtés

de l’angle droit est égal au contour de la base
de cette pyramide’et dont l’autre côté de l’angle

droit est égal à la perpendiculaire menée du
i sommet sur un des côtés de la base’de Cette

pyramide; mais le contour de la pyramide cir-
conscrite au cône AQ est plus grand que la
circonférence de la hase du cône AQ, qui est
égal à un des côtés FG de l’angle droit du trian-i

gle rectangle EFG , et la perpendiculaire menée
du sommet de la pyramide sur un côté de sa base
est plus grande que le côté du cône AQ qui est
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face de la pyramide circonscrite au cône AQ ,
sans y comprendre sa Base , est plus grande que
le triangle rectangle EFG ; mais nous avons sup-
posé que le triangle rectangle EFG est égal à laz

surface convexe du cône H’Q: donc la surface
de cette pyramide, sans y comprendre sa base,
est plus grande que la surface convexe du cône
H’Q ; mais au contraire la surface de cette pyra-
mide est plus petite que la surface du cône H’ Q;

ce qui est impossible : donc les triangle rectangle
EFG n’est pas plus grand que la surface œn-
vexe du cône AQ; mais nous avons, démontré

que ce triangle n’est pas plus petit : dOnc le
triangle rectangle EFG est égal à la surface

convexe du cône AQ. I i
Bouc la surface convainc du cône droit; sans

y comprendre sa base, est égale à un triangle"
rectangle dont un des côtés de l’angle droit est

égal à la circonférence de la base de ce cône et
dont l’autre côté de l’angle droit est égal au»

côté de ce même cône "; ce qu’il falloit dé-

montrer. h I
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PROPOSITION XIX.
THÉORÈME.

La section de la surface convexe d’un cône droit

ou oblique par un plan parallèle à sa base est
une circonférence de. Cercle.

Coupez le cône ABRC ( figraiag) par-un plan

FSG parallèle à la base BEC : je dis que la
section FSG de la surface convexe de ce cône
parce plan est une circonférence de cercle.

Du centre O de la base du cône menez autant

de rayons que vous voudrez OB, 0R, et par
l’axe A0 et par les rayons 0B, 0R conduisez
les plans AOB, AOR, les sections AB, AR
de la surface convexe du cône par ces plans
seront des lignes droites , car les lignes AB, AR
se confondent nécessairement avec la droite
génératrice de la surface convexe du cône ,.
lorsque cette droite a une des positions AB, AR.
Le plan BEC étant parallèle au plan FSG, les
sections OB, PF de ces deux plans par le plan
AOB seront deux droites parallèles : donc les
deux triangles A0 B, APF sont semblables:
donc l’axe A0 est à l’axe AP comme le rayonc

0B est au rayon PF. On démontrera de la même
manière que l’axe A0 est à l’axe AP comme le
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rayon 0R est au rayon PS : donc le rayon 0B
est au rayon PF comme le rayon 0R est au
rayon PS : donc , en échangeant les plans des
moyens , le rayon 0B est au rayon OR comme
le rayon PF est au rayon PS; mais le rayon 0B
est égal au rayon OR : donc le rayon PF est
égal au rayon PS. On démontrera , de la même

manière, que toute autre section du plan FSG.
par un plan qui passe par l’axe est égale à cha-

cune des droites PF , PS : donc la section de
la surface convexe du cône ABRC par un plan
parallèle à la base de ce cône. est une circon-
férence de cercle.

Donc la section de la surface convexe d’un a
cône droit ou oblique , par un plan parallèle à
sa base, est une circonférence de cercle; ce
qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.
THÉORÈME.

La surface convexe d’un tronc de cône droit à bases

parallèles est égale à un rectangle qui a pour
- hauteur une droite égale au côté du tronc et parit

base! une droite égale à la circonférence qui
résulte de la section de la surface convexe de
ce tronc par un plan parallèle aux deux basa
et mené à (gale distance de ces Jeux bases.

Soit le tronc du cône droit BD 229) dont
les bases BRC, ETD sont parallèles : je dis que la I
surface convexe de ce tronc de cône est égale
à un rectangle qui a pour hauteur le côté DC

i du tronc BD et pour base une droite égale à la
circonférence résulte de la section de la
surface convexe de ce tronc par un plan pa-
rallèle aux deux bases et mené à égale distance

de ces deux bases.
Complétez le cône ABRC; sur le côté AC et

au point C élevez la perpendiculaire CH; faites
ladroite C H égale à la circonférence de la base

BRC; menez la droite AH, et par le point D
menez la droite DK parallèle à la droite CH. ,

Puisque les triangles A0C, AQD sont sem-
blables , la droite AC sera à la droite AD comma
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le rayon 0C est au rayon QD. Mais les circonfé-
rences sont entr’elles comme leurs rayons : donc

la droite AC est à la droite AD comme la cir-
conférence BRC est à la circonférence ETD;

et à cause que les triangles ACH, ADK sont
semblables , la droite AC est a la droite AD
comme la droite C H est à la droite D K z donc la
circonférence BRC est à la circonférence ETD

comme la droite CH est à la droite DK : donc en
échangeant les places des moyens, la circon-
férence BRC est à la droite CH comme la cir-

conférence ETD est à la droite DE; mais la
circonférenCe BRC est égale à la droite CH,
par supposition : donc la circonférence ETD
est. égale à la droite DK. Mais la surface con-
Vexe du cône total ABRC est égale au triangle
rectangle total ACH et la surface convexe du
cône AÉTD est égale au triangle rectangle ADK:

donc la surface convexe du tronc de côneiBD est
égale au trapèze restant DCHK. Du milieu de la
droite DG menez la droite GL parallèle à l’une

ou à l’autre des-bases parallèles DK , C H; par le

point L ,i où la droite GL rencontre le côté KH,
conduisez la droite MN parallèle au côté DC,
et prolongez la droite DK jusqu’à ce qu’elle ren-

contre la droite MN au point Puisque, par
construction, la droite DC est perpendiculaire
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sur la droite CH, la droite DC sera égale à la
distance des deux bases parallèles DE , CH; et
puisque la droite GL est égale à la droite CN , le
trapèze DCHK sera égal au rectangle DCN M.
Mais nous avons démontré que la surface con-

vexe du tronc de cône BD est égale au trapèze

DCHK : donc la surface convexe du tronc de
’cône BD est égale au rectangle DCNM. Nous

démontrerons que la circonférence FSG est
égale à la droite GL, de la même manière que
nous avons démontré que la circonférence ETD

est égale à la droite DE : donc la surface con-
. vexe du cône BD’est égale à un rectangle qui

a pour base une droite égale à la circonférence

. FSG et pour hauteur la droite DC.
Donc la surface convexe du tronc de cône

droita bases parallèles est égale à un rectan-
gle qui a pour hauteur une droite égale au côté

du tronc de cône et pour base une droite égale
à la circonférence de cercle qui résulte de la
section de la surface convexe du tronc de cône .
par un plan parallèle aux deux bases et mené
à égale distance de ces deux bases; ce qu’il
falloit démontrer.

Ii
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PROPOSITION XXI.
rationnant.

La surface convexe d’un cône droit est égale à

un rectangle quia pour hauteur une droite égale
au côté de ce cône et pour base une droite égale

à la circonférence de cercle qui résulte de la

section de la surface convexe du cône par un
plan parallèle à la base du cône et mené par

le milieu de son côté. ’ I
Soit un cône droit ABRC (fig. 229) z je dis

que la surface convexe du cône ABRC est égale

à un rectangle qui a pour hauteur une droite
égale au côtélde ce cône et pour base une droite

égale à la circonférence de cercle qui résulte de .

la section de sa surface convexe par un plan
parallèle à sa base et mené parle milieu de son

côté AC. ’Sur le côté AC et au point C élevons une
perpendiculaire CH, faisons cette droite égale
à la circonférence de la base du cône et menons

la droite AH.
Puisque nous avons démontré que la surface

convexe d’un cône droit est égale à un triangle

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonference de sa base et pour hauteur une
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droite égale au côté de ce cône , le triangle ACE

sera égala la surface convexe du cône ABRC.

Du milieu de la droite AC menons la droite
DK; nous démontrerons , comme dans la pro-
Position précédente , que la droite DE est égale

à la circonférence ET D.

Puisque les deux triangles ACH , ADK sont
semblables et que le côté AC est double du côté
AD , le côté CH’sera double du côté DK : donc

le triangle ACE est égal à un rectangle qui a

pour base la droite DK et pour hauteur la
droite AC , parce’qulUn triangle est égal à un

rectangle qui a la même hauteur que ce triangle
et a pour base une droite égale à la moitié
de la base de ce même triangle. Mais le trian-
gle ACH est égala la Surface comme du cône

droit ABRC : donc le retatangle qui a pour
base la droite DvK et pour .hauteurxla droite AC
est aussi égal. à la surface convexe du cône
droit ABRC; mais la base de 0e rectangle est

4 égale à la circonférence ETD fila-hauteur de
ce même rectangle est égale au côté de ce cône.

Dont: la surface convexe d’un cône droit est

égale à un rectangle qui a pour hauteur une
droite égale au côté de ce cône et pour base
une droite égale à la circonférence de cercle-
qui-réwlte tic-la Mondes: surface convexe

2
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par un plan parallèle à sa base et inené par
le milieu de son côté; ce qu’il falloit dé-ï

montrer i
PROPOSITION XXII.

rni’onimn.

Un cône droit ou oblique est la troisième partie
d’un cylindre qui a la même base et la même

hauteur que ce cône.

Soientle cône AQ fig. 226) et le cylindre AQ
ayant la même base et le même axe : je dis que
le cône AQ est la troisième [partie du cylin-

dre AQ. a ’
Car si le tiers du cylindre AQ n’est pas égal

au côneaAQ , le tiers de ce cylindre sera plus
petit ou plus grand que le cône AQ. Supposons

’ d’abord que le tiers de ce cylindre soit plus petit

que le cône AQ , et qu’il soit égal à un cône plus

petit, au cône HQ , par exemple. Dans la cir-
conférence de la base du cône AQ inscrivons
.un polygone régulier Gent les côtés ne touchent

fpas la circonférence de la base du-cône HQ , et
imaginons que ce polygone régulier soit la base
d’un prisme inscrit dans le cylindre AQ et d’une

pyramide inscrite dans le icône AQ.’ ’
La pyramide inscrite cane le cône AQ est
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égale au tiers du prisme inscrit- dans le cylindre

U AQ; mais le prisme inscrit est plus petit que le
cylindre AQ : donc la, pyramide inscrite est plus
petite que le tiers du cylindre AQ; mais le tiers
du cylindre AQ est égal au cône HQ , par. suppo-

sition : donc la pyramide inscrite est plus petites
que le cône HQ ; mais au contraire cette pyra-
mide est plus grande , puisqu’elle le contient;
ce qui est impossible : donc le tiers du cylin-
dreAQ n’est pas plus petit que le cône AQ.

Je dis à présent que le tiers du cylindre AQ
n’est pas plus grand que le cône AQ; car sup-
posons que le tiers du cylindre AQ soit égal à
un cône plus grand, au cône H’Q, par exem-
ple; autour de la base du cône. AQ décrivons
un polygone régulier dont les côtés ne rencon-

trent point la base du cône H’Q , et imaginons
que ce polygone régulier soit la base d’un
prisme circonscrit au cylindre AQ et d’une py-
ramide circonscrite au cône AQ; la pyramide
circonscrite est égale au tiers du prisme cir-
conscrit; mais le prisme circonscrit est plus
grand que le cylindre AQ : donc la pyramide
circonscrite est plus grande que le tiers du cy-
lindre AQ; mais le tiers du cylindre AQ est
égal au cône H’Q, par supposition : donc la-

pyramide circonscrite est plus grande que le-

’ 5
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cône H’Q; mais au contraire cette pyramide est

plus petite que ce cône , puisque le cône con-
tient cette pyramide; ce qui est impossible :
donc le tiers du cylindre AQ n’est pas plus grand

que le cône AQ; mais nous avons démontré
qu’il n’est pas plus petit : donc le tiers du cylin-

dre AQ est égal au cône AQ; »
Donc un cône droit ou oblique est le tiers

d’un cylindre qui a la même base et le même
’ axe que ce cône; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE 1.
Puisque les cylindres Ont des bases égales

sont entr’eux comme leurs hauteurs, et que les-
cylindres qui ont des hauteurs égales sont entre
eux comme leurs bases, et parce qu’un cône
est le tiers d’un cylindre a la même base et
le même axe que ce cône , et que les tiers sont
proportionnels aux tous; il est évident que les
cônes qui ont desvbases égales sont entr’eux

comme leurs hauteurs , et que ceux qui ont des
hauteurségales sont entr’eux comme. leurs bases

CŒROLLAIRE IL
Puisque les cylindres semblables sont entre

eux comme les cubes des diamètres de leurs
bases , et parce que les cônes semblables sont
les tiers de cylindres semblables qui ont les
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mêmes bases et les mêmes axes , il est encore
évident que les cônes semblables sont entr’eux

comme les cubes des diamètres de leurs bases.

PROPOSITION XXIII.
T a 15: o il È M m.

Si un demi-polygone régulier d’un nombre pair

de côtés tourne autour deison diamètre, la sur-

face décrite par un certain nombre de côtés de

ce demi-polygone est égale à un rectangle qui
a pour base une droite égale à la circonférence

inscrite dans le denti-poiygone et pour hauteur la
portion du diamètre interceptée partiaux droites

qui lui sont perpendiculaires et qui comprennent
les côtés qui ont décrit cette surface; et la sur-

face décrite par tous les côtés du demi-polygone

est égale à un rectangle qui a pour base une
droite égale à la circonférence inscrite dans ce

demi-polÏgone et pour hauteur le diamètre de
ce même polygone.

Soit ABCDEFG (fig. 250), un demi-poly-
gone régulier dont la droite AG est le diamètre

et le point H le centre; du centre H menez la
perpendiculaire HK sur un des côtés CB de ce
demi-polygone , et des points B et E menez les
droites BM, E0 perpendiculaires sur le dia-

’ 4

’2’

f
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mètre AG : je dis que la surface décrite par les
côtés BC, CD, DE est égale à un rectangle
qui a pour base une droite égale à la circon-
férence inscrite et pour hauteur la droite M0:
je dis de plus que la surface décrite par tous
les côtés du demi-polygone est égale. à un
rectangle qui a pour base une droite égale à.
la circonférence inscrite et pour hauteur le
diamètre AG.

Du point C et du milieu du côté CB menez
les droites CN , KL perpendiculaires sur le dia-
mètre AG, et du point B menez aussi une droite
BQ perpendiculaire sur la droite CN.

Le triangle HKL est semblable au triangle
BCQ; en effet , ces deux triangles ont chacun
un angle droit en L et en Q; l’angle HKL avec
l’angle BKL est égal à un angle droit; mais
l’angle BCN est égal à l’angle BKL z donc l’an-

gle HKL avec l’angle BCN est égal à un angle

droit; mais l’angle KHL avec l’angle H KL est

aussi égal à un angle droit : donc les deux angles

KHL, BCN sont égaux entr’eux : donc les
deux triangles HKL , BCQ ont deux angles
égaux chacun à chacun : donc ils sont sem-
blables : donc la droite HK est à la droite KL
comme la droite CB est à la droite BQ ou à la
droite MN qui lui est égale. Mais les circon-
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férences sont proportionnelles à leurs rayons à
donc la circonférence qui a pour rayon la droite
HK est à la circonférence qui a pour rayon la

’ droite KL comme la droite CB est à la droite .
M N ; mais lorsque quatre droites sont propor-
tiOnnelles , le rectangle compris sous les deux
droites extrêmes est égal au rectangle compris
sous. les deux droites moyennes : donc le rec-

, tangle compris sous la droite MN et sous une
droite égale à la circonférence quia pour rayon

la droite H K est égal au rectangle compris sous
le côté CB et sous une droite égale à la cir-

conférence tqui a pour rayon la droite KL;
mais le rectangle compris sous le côté CB et
sous une droite égale à la circonférence qui a

pour rayon la droite KL est égal à la surface
convexe du tronc de cône décrit par le côté

CB : donc le rectangle compris sous la droite
MN et sous une droite égale à la circonférence

qui a pour rayon la droite HK est égal à la
surface convexe du tronc de cône décrit par le
côté CB. On démontrera, de la même manière,

que chacune des surfaces des troncs de cône
et des pyramides décrites par les autres côtés

AB, Cl), DE, EF, FG est égale à un rectan-
gle compris sous la portion du diamètre inter-
septé par les deux perpendiculaires qui com-

L23...
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prennent chacun des côtés AB, CD, DE , EF,
FG et sous une droite égale à la circonférence

qui a pour rayon la perpendiculaire menée du
centre sur chacun des côtés AB , C D, DE ,
EF, FG. Mais les perpendiculaires menées du
centre du polygone régulier sur les côtés de ce
polygone sont égales entr’elles : donc les cir-

conférences qui ont pour rayons ces perpendi-
culaires sont aussi égales entr’elles, et par con--

séquent égales à la circonférence inscrite dans

le demi-polygone régulier ABCDEFG : donc
la surface convexe d’un tronc de cône décrite

par un côté quelconque du demi-polygone est
égale à un rectangle compris sur la portion du
diamètre interceptée par les deux droites
lui sont perpendiculaires et qui comprennent V
ce côté, et sons une droite égale à la circonfé-

rence inscrite : donc les trois surfaces de troncs
de cône décrites par les trois côtés BC ,l CD ,

DE sont égales à trois rectangles qui ont pour
bases des droites égales chacune à la’circonfé-

rence inscrite et pour hauteur les droites MN ,
NH , HO ; mais ces trois rectangles sont égaux
à un seul rectangle qui a pour hase une droite
é rale à la circonférence inscrite et pour hau-
leur la droite M0 , c’est-à-dire la portion du
diamètre interceptée par les deux droites BM,
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E0 qui lui sont perpendiculaires et qui com-
prennent les côtés BC , CD, EF : donc, par la
même raison, la somme des surfaces convexes
des troncs de cône et des deux pyramides dé-
crites par tous les côtés du demi-polygone est
égale à un rectangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence inscrite et pour hauteur

le diamètre du polygone.
Donc si un demi-polygone régulier d’un nom-

bre pair de côtés tourne autour de son dia-
mètre , la surface décrite par un certain nom- V
1m: de côtés de ce demi-polygone est égale à

un rectangle qui a pour hase une droite égale à
la circonférence inscrite et pour hauteur la por-
tion du diamètre interceptée par deux droites
qui lui sont perpendiculaires et qui compren-
nent les côtés qui ont décrit cette surfine; et
la surface décrite par tous les côtés du demi-
polygone est égale à un rectangle qui a pour
base une droite égale à la circonférence ins-

crite et pour hauteur le diamètre de ce demi-
polygone; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXIV.
THÉORÈME.

la surface d’une sphère est égale à un rectangle

qui a pour base une droite égale à la circon-
férerwe d’un grand cercle de la sphère et pour

hauteur une droite égale à son diamètre.

Soit une sphère qui ait pour diamètre la droite

AB (fig. 251) et pour centre le point C : je dis
que la surface de la sphère qui a pour diamètre
la droite AB est égale à un rectangle Q qui a .
pour base une droite égale à la circonférence ’

d’un grand cercle de cette sphère et pour hau-
teur une droite égale à son diamètre.
. Car si ce rectangle n’est pas égal à la surface

g de la sphère qui a pour diamètre la droite A’B,
ce rectangle sera égal à la surface d’une sphère

plus petite ou à la surface d’une sphère plus
grande. Supposons d’abord que ce rectangle
soit égal à la surface d’une sphère concentrique

plus petite, à celle, par exemple; qui a pour

diamètre la droite KM. I
Faisons passer un plan par le diamètre AB ,

les sections des sphères qui ont pour diamètres
les droites AB , KM par ce plan donneront les
deux demi-cercles ADEFGHB, KLM; car



                                                                     

A LA GÉOM. n’nucmnn 509
les droites menées du centre d’une sphère’à la

section de sa surface par un plan qui passe par
son centre sont égales chacune au rayon de

cette sphère. Dans la demi-circonférence dont
AB est le diamètre inscrivons un demi-poly-
gone régulier dont les côtés soient en nombre

pair et ne touchent point la circonférence du
demi-cercle KLM. Supposons que ce demi-
polygone fasse une révolution autour du dia-
mètre AB; le contour de ce demi-polygone ré-
gulier décrira une surface égale à un’rectangle

qui aura pourbase une droite égale à la cir-
conférence inscrite dans ce demi-polygone ré-

gulier et pour hauteur une droite égale au
diamètre AB; mais le rectangle qui a pour base
une droite égale à la circonférence inscrite dans

le demi-polygone ADEFGHB et pour hauteur
une droite égale au diamètre AB est plus petit

. que le rectangle Q qui a pour base une droite
égale à la circonférence ADEFGHB circons-
crite à ce demi-polygone régulier et pour hau-
teur le diamètre AB, parce que ces deux rec-
tangles ayant des hauteurs égales , le premier a
une base plus grande que celle du second : doue
l’audace décrite par le contour du demi-poly-

gone inscrit est plus petite que la surface de la
sphère décrite parle demi-cercle KL M , c’est-



                                                                     

5m surrpÈMENr
à-dire que la surface de la sphère qui a pour
diamètre la droite KM, parce que nous avons
supposé que le rectangle Q étoit égal à la sur-

face de cette sphère; mais au contraire la sur-
face décrite par les côtés du demi-polygone
inscrit est plus grande que la surface décrite par
la demi-circonférence KLM, c’est-à-dire que

la surface de la sphère qui a pour diamètre la
droite KM, puisque le contour de ce demi-
polygone est plus grand que la demi-circonfé-
rence KLM; ce qui est impossible : donc le
rectangle Q n’est pas plus petit.que la surface
de la sphère dont AB est le diamètre.

Supposons en second lieu que le rectangle Q
soit égal à la surface d’une sphère concentri-

que plus grande que celle dont le diamètre est
la droite AB et qu’il soit égal, par exemple , à

la surface de la sphère dont le diamètre est la

droite K’ M’. .
Faisons passer un plan par le diamètre ’K’ M’ ;

les Sections des Sphères dont les diamètres sont
les droites AB , K’ M’ par ce plan donneront les

deux demi-cercles ADEFGHB, K’L’M’. Cir-

conScrivons au demi-cercle dont Ali est le dia-
mètre un demi-polygone régulier dont les côtés

soient en nombre pair et ne rencontrent pas
la demi-circonférence K’ L’ M’ , et supposons



                                                                     

A LA GÉOM. D’EUCLIDE. 511

que. ce demi-polygone fasse une révolution
autour du diamètre A’B’.

Le contour de ce demi-polygone régulier dé-

crira une surface égale à un rectangle qui aura
pour hase une droite égale à la circonférence
ADEFGHB et pour hauteur le diamètre A’B’;

mais le rectangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence ADEFGHB et pour
hauteur une droite égale au diamètre A’B’ est

plus grand que le rectangle Q a pour hase
une droite égale à la cirCOnférence ADEFG HB

et pour hauteur une droite égale à la droite AB ,

parce que ces deux rectangles ayant des bases
égales , le premier a une hauteur plus grande
que celle du second : donc la surface décrite
par le contour du demi-[polygone circonscrit est
plus grande que la surface de la sphère décrite
par le demicercle K’L’ M’,parce que nous avons

stipposé que le rectangle Q étoit égal à la sur-

face de cette sphère. Mais au contraire la’sur-
face décrite par le. oomour du demi-polygone
circonscrit est plu;- petite que la surface dé-
crite par la demincirconférence K’ L’ M’ , c’est-

.à-dire que la surface de la sphère qui a pour
diamètre la droite K’M’, puisque le contour du

demi-polygone circonscrit est plus petit que la
demi-circonférence K’ L’ M’ ; ce qui est impos-
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sible : donc le rectangle Q n’est pas plus grand

que la surface de la sphère a pour dia-
mètre la droite AB; mais nous avons démontré

que le rectangle Q n’est pas plus petit que la
surface de cette sphère : donc le rectangle Q
est égal la surface de la sphère a pour
diamètre la droite AB.

Donc la surface d’une sphère est égale à un

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence d’un grand cercle de cette sphère

et pour hauteur le diamètre de cette même
sphère.

c o a o L L A I a 1:.
Il suit évidemment de là que la surface de. la

sphère est égale à la surface convexe du cylindre

droit qui lui est circonscrit. En effet , la surface
d’un cylindre droit est égale à un rectangle a
pour base une droite égale à la circonférence de

la base de ce cylindre et pour hauteur une droite
égale à la hauteur de ce même cylindre ; mais la

circonférence de latbase du cylindre circonscrit
est égale à la circonférence d’un grand cercle de

la sphère et la hauteur du cylindre égale au dia-
mètre de la sphère : donc la surface convexe du
cylindre circonscrit est égale à un rectangle qui
a pour hase une droite égale à la circonférence

de la sphère inscrite et pour hauteur une droite
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égale au diamètre de cette même sphère :donc

la surface convexe du cylindre circonscrit est
égale à la surface de la sphère inscrite : donc la

surface de la sphère est égale à la surface con-

vexe du cylindre qui lui est circonscrit.

PQOPOSITION ,XÂY.

manguiers.
b.autfizce convexe d’un segment sphérique est

égale à un remaria-le qui a pour base une droite

égale à la &er d’un grand cercle de
la spline et peurhauteur une droite égale à la
hauteur du segment sphérique.

Soit un segment sphérique dont la surface
convexe soit décrite par l’arc ADE (fig. 251)

pendant que le demiæercle ADEFGHB fait
une révolution sur son diamètre AB : je dis qué 4

la surface convexe de ce segment est égale à
un re e Il qui a pour hase une droite égale
à la circonférence d’un grand cercle et pour

hauteur une droite égale à la hauteur AN du
segment sphérique. y’

Car si le rectangle R n’est pas égal à la sur-

face convexe de ce segment sphérique , ce rec-
tangle sera plus petit ou plus grand. Supposons

» d’abord qu’il soit plus petit et qu’il soit égal à

t K k
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la surface convexe d’un segment sphérique sema

blable d’une Sphère plus petite; savoir, à la sur-

face conveXe d’un segment sphérique semblable

de la sphère dont le diamètre est la droite KM
et qui a le même centre que la sphère où se
trouve le segment décrit par l’arc ADE.

Par le diamètre AB et par l’arc ADE faisons

passer un plan; la section de la sphère a
pour diamètre la droite KM , par ce plan , don-
nera lendemi-cercle 15L M. Menons la droite
EC; il est évident que le segment sphérique
dont la surface convexe est déclrite par l’arc KL

Sera semblable au segment dont. la surface con-
vexe est décrite par l’arc ADE.

Dans l’arc ADE- inscrivons une portion de
polygone régulier dont les côtésne touchent
point l’arc KL; cette portion de polygone ré-

i gulier, en faisant une révolution autour du dia-
mètre AB , décrira une surface égale à un rec-

tangle qui a pour-base une droite égale à la
circonférence inscrite dans cette portion de
polygone et pour hauteur une droite égale à la

droite AN; mais le rectangle qui a pour base
uneidroite égale à la circonférence inscrite et
pour hauteur uneldroite égale à la droite AN
est plus petit que le rectangle R, qui a pour
lause une droite égale à la circonférence dont.
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le diamètre est la droite AB et pour hauteur une
droite égale à laedroite AN , parce que ces deux
rectangles’ayant la même hauteur , le premier
a une hase plus petite que celle du second. Mais-
le r angle R est égal, par supposition, à la.
surftaië: convexe dut segment’sphérique décrite

par l’arc, KL : donc la surface décrite par le
Contour de la portion du polygone régulier
inscrit dans l’arc ADE est plus petite que la
surface convexe du segment sphérique décrite

par l’arc KL; mais, au contraire, la surface
décrite par cette portion du polygone régulier

inscrit est plus grande que la surface du seg-
ment sphérique décrite par l’arc KL , parce que

le contour de la’portion du polygone régulier
inscrit dans l’arc ADE est plus grand que l’arc

KL; ce qui est impossible : donc le rectangle R
n’est pas plus petit que la surface dusegment
sphérique décrite par l’arc’ADE.

Supposons en second lieu que le rectangle R
soit plus grand que .la surface convexe du seg-
ment sphérique décrite par l’arc ADE et qu’il

soit égal à la surface convexe d’un segment
sphérique semblable d’une sphère phis grande;

savoir , à lax surface d’un segment sphérique

semblableade la sphère dont le diamètre est la
droite K’M’ et qui a le même centre que la

a
’ l

f(à
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sphère où se trouve le segment décrit par-l’arc

ADE. I aPar le diamètre K’M’ et par l’arc ADE fai-

sons passer un plan; la section de la sphère qui
a. pour diamètre la droite K’ M’ par - plan
donnera le demi-cercle K’ L1 M’. MeÆns la

droite (3E et prolongeons-la jusqu’à ce
rencontre la demi-circonférenceK’L’M’ du

point L’; il est évident que le segment sphé-

rique dont la surface convexe est décrite par
l’arc K’ L’ sera semblable au segment dont la

surface convexe est décrite par l’arc ADE.

Circonscrivons à l’arc ADE une portion de
polygone régulier dont les côtés ne rencontrent
point l’arc K’ L’; du point E”menons la droite

E’O perpendiculaire sur le diamètre K’M’, et

du point E la droite El perpendiculaire sur la
droite E’O. Le contour de cette portion de poly-
gone régulier , en faisant une révolution autour
du diamètre A’B’, décrira une surface égale à

un rectangle dont la base sera égale à la circon-
férence du cercle ADEF-G HB , et dont la han--
tour sera la droite A’O. Mais la circonférence

ADEFGHB qui a pour diamètre la droite AB
est égale à la base du rectangle R et la droite
d’0 est plus grande que la hauteur AN de ce
même rectangle; car la droite A’A est égale à

1
s
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l’ hypoténuse E’E du triangle rectangle E’ EI’;

mais l’hypoténusse Ê’E est plus-grande que le

côté E1 est égal à la droite ON z donc la,
droiteLA’A est. plus grande que la. droite 01H:

donc la droite A0 avecw la droite A’A est. plus
grande- quels droite A0 avec la: droite ON à
donc la-droite A’ O est plus grande que la. droite

AN :doncle rectangle qui a pour base une droite
égale au circonférence dont le diamètre est la
droite AB et pour. hauteur la. droite Æ O est plus».

grand que le rectangle R a.,p0ur base une
droite égaleàlw circonférence dont le diamètre
est la droite AB et. pour hauteur une droite égale

à la droite parce, que cesdeux rectangles.
ayant la. mêmebase , le pret’nierL a. une hauteur

plus grande que celle’du second. Mais.le rec-
tangle R est par suppositionégal à. la surface con.

une dusegment.sphéritpiedéeriteparl’arotlî’L’:

donc lasœfhce décrite par le contour de lapon
tien-du polngne régel’nereireonscrita 1’. arc ADE:

«plus grande (Lue la» sans! convexe du:seg---
nient décrite pæiBareR’L’ ; niaisait contraire la-

surface-décrite parlecontour de: cette portion.
de polygone régulier. est plus petitekque la sur-r
face du segment sphérique décrite par l’arc K’L’,

parceque’le contour de la portion. de ce-poly-
.gone régulier. circonscrit à l’arc ADE est plus

5.

l
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petit que l’arc K’L’; ce est impossible à

donc le rectangle R n’est pas plus grandcqu’e la

surface du segment sphérique décrite par-l’arc

ADE ; mais nous avons démontré qu’il n’est

pas plus petit : donc le rectangle R est égal à
la surface convexe du segment décrite par l’arc

AD E. "Donc la surface convexe d’un segment sphe-
rique est égale à un rectangle qui a pour base-une
droite égale à la circonférence d’un grand cercle

let pour hauteur une droite égale à la hauteur
du segment sphérique; ce qu’ ilifalloit démon-

Irer. . l I r "PROPOSITION XXYJ.’
T n É o n È M 3E.

La surface d’une zone est égale à un rectangle qui

a pour base une droite égale à la circonférence

d’un grand cercle de la sphère et pour hauteur
une droite égale à la portion d’un diamètre in- ,

tercepte’ par deux droites qui lui sont perpen-

diculaires et qui embrassent cette zone.

l Soit la zone décrite par l’arc EG (fig.251);
des extrémités de l’arc EG Amenez les deux

droites EN; GP perpendiculaires sur le dia-
mètre AB : je dis que la surface de la zone dé-

I
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mite par l’arc EGest égale à un rectangle qui a:

pour base une droite légale à la cirCOIiférence .

dont la; droite AB’ est le et pour bau-Ü
leur la’di-oîteTNP. A i V ’

Puisque la surface conveieidu segment sphé:
tique décrite par l’arc AOEFGkst égale à

rectangle quia pour base une droite égale à la
i circonférence dont le aimanta hargne AB,l
’ et pour manieur laiïdroite’ÏÀFleticpïe la surface"

du segmentisphërique décrite par l’arc ADEesË
égaleà uni-rectangle quia’pour’ha’se’ une droite;

égale àlaœireonféfence défit-la droite AB est le

diamètre et pourtlhauteuirlzi’droiteAN, ilïest .5585

dent (me. la différence dessurfaces CQllYCXeS (la

ces déni seginens sphériques sera à la dif-
férence de ces (Jeux rectangles qui ont la même
base ; mais la différence des surfaces convexes de

ces amassâmes sphériques égale à la zoneL
décrite parl’arËEFG etllaidifliércnce de ces deux

rectangles: a; ;é&le Là 21m; reètapgle qui a pour
base mfiszOiâzea égale à la’ciqeonférence douillai

droite ARES; leïliamètre’efipom- hauteur ladifïéî

rencedes droites A? , AN iæcîèst-àa-dire la (haire

N95 maisladroite N P afin-portion du diamètres
intercepté. Parles droitosEN 3- GP qui luisant:
perpendiculaires et qui edmprennettt l’urcEEŒ
donc lazgurfaçe de la’zone décrite parl’arc 1131565

ll

ï

f
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est égale à la surface d’un rectangle tapait?»

base une droite égale à la circonférencedontg

la droite AB est le diamètre et permuta: la!
portion duidiamètre intercepté par le; deux:
droites EN, GP qui lui sont perpendiculailîes

et qui comprennent l’arc EFG. . . .
Donc la surface d’une zone est égale à un.

rectangle a pour base une droite. Mât,
i circonférence. d’un grand cercle de la aplatirez

et pour hauteur une droite égalghàîla portion:
d’unidiainètre intercepté’par deum droites qui:

lui sont perpendiculairesetqui embrassait une»
zone; ce qu’il falloit dénouèrent; . z » ’ * r

PROPOSIÏÎJON’XXqËL

d’une ont: un; l un
Les surfaces des sphères sont entrielleseçumme les.

l quarrés de leur: diamètres-i; a"; I p .x

Soient deux sphèresmBCD, Nia 5370::
je disque ces deum-sphères sont enflâ’élleâW

lesqunnés de leurs diamètres Ac; FHÂ il I *’
’ En effet , la surface de la sphère e’st’égàléâütüi

rectangle qui a pour Base une dîôitè 51::
circon férence (fun-grand cercle et pour hauteur” V

le diamètre de ce grand Cercle ; etla surface (1’ fifi

grand cercle est égale à un triangle rectangle
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un des côtés de l’angle droit est égal à la circon-

fér’enèe , et dont l’autre Côté de l’angle droit est

égal à son rayon; mais ce triangle rectangle est

égal à un rectangle a pour base une droite
égale à la circonférence de ce grand cerclé et

pour hauteur le quart du diamètre : donc la
surface de la sphère est quadruple dïün grand
cercle : donc la surface. de la sphère est égale

à quatre grands r donc la surface de la
sphèreABCD assa surface dela sphère ËGHK
confine quatre and; cercles de la. première.
sphère sont actuaire grands cercles délaseconde, l

ou comme un grand cercle de la première est.
à-un grand cercle de laseeonde. Mais ces cer-
cles sont entr’eux. comme. lesquarrés de lents,
diamètres ,. et lediamètre d’un grand cercle est

le même que-lediamètae de la; : dans,
les surfaces desvsphères ABCD, FGHK saut:
entr’elles canne les quarrés de humiliait1èmesfi

Donc les surfines des sphères sont .entr’ellesl
comme lcs’quarrés de leurs diamètres 5 ce qu’il;

falloit.- de’montrer. ’ a -
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PROPOSITION XXVIII.
rnfionnmz.

Deux sphères concentriques étant données i, on.

peut inscrire dans la plus grande un polyèdre
dont les faces ne touchentpoint la circorfé-
rence de la plus petite.

Imaginons deux sphères qui aient le même
centre A (fig. 220) : "je dis qu’on peut inscrire

dans la plus grande-sphère un polyèdre dont
les faces nettourchent point la surface de la plus”

petite. ’ I ’ x - IFaites passer un plan quelconque par le centre-
de ces sphèresydes sectionsiseront des grands-
cercles de la sphère. Supposons en Conséquence a

que BC D’Elsoit un cercle de la plus grande:
sphère et que a FGH soit un cercle de la plus
petite ;’ firman; les damaient); (2E de)
manière qu’ils soient perpendiculaires-l’un sur

l’autre. Les deux! cercles-BCDE, F GH ayant
le même centre , décrivons dans le plus grand
BC DE un polygone dont les côtés soient égaux

et pairs en nombre et ne touchent point le plus
petit cercle FG H ; que les côtés de çe polygone

qui sont dans le quart de cercle B E soient BK ,
KL, LM, ME; menons le rayon KA que nous
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prolongerons vers N; au point A et sur le plan
du cercle BC DE élevons la perpendiculaire
A0 qui rencontrera-la surface de la sphère au
point O , et par la droite A0 et par chacune
des droites BD, KN conduisons deux plans;
ces deux plans produiront deux grands acer-
des dans la surface de la-sphère. Supposons
qu’on ait ces deux grands cercles et que BOD,
KON en osoient les moitiés, et quel-3D, EN.

c en soient lés-diamètres. Puisque la droite 0A.

est perpendiculaire sur le plan du cercle
iBCDEi, tous les plans quipasseront par cette
drOite A0 seronttrperpendiculairehs sur le plan
du cercle B’CÏDË : donc les demi-cercles 80D ,

K0Nsont perpendiculaires-sur Ce même plan 3
et puisque lesrtleiniécercles BED; BOB, KON
sont égaux , car leIirs diamètres EiC , BD , KNt
sont égaux entr’eux , les quarts de leurs circon-

.ïférencesB E3730», K0 seront égaux .entr’eux :

donc les quarts de cercle ’BiO, K0 contieu-a
dront chacunlautant de côtésdu polyg’one ins-

’crit, que lia-quart de cercle BE,- et les côtés

contenus [dans les quarts de cercles B0, K0
serontfégauk aux côtés BIC; K13, L M , M En,

’chacuu à chacun; Menons les cordes BP,I PQ’,

QR, R0, 7K5, ST, TV, Volet; les droites
r51), TQg vu. Des pointai), (s abaissons des
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perpendiculaires sur le plan du cercleBGDE;
ces perpendiculaires tomberont sur les comi-
munes sections BD, EN des plus des dard-t
cercles BOB,- KON, puisque ces plans son
perpendicuhires sur le plan du cercle BCDE;
par construction ; quempcrpendiculaired tous
hem donc sur ces aimantines instituts a: que
ces perpendiœlaires soient PX, SY; menez
la droite XY. Puisqu’tm a plis
BP , ES dans les demi-enconfiérences *
son, son: et que les droites en, sr son:
perpendiculaires sur les diamètres BD , un,
la chiite PX sera égale à la droite SY et la
droite BX égale à la droite in. Mais la droite

totale BA est la droite totale RA:
la droite restante. 1A est ’ iule à la droite ses.»

tante YA: dans BEL-ests A mmeKY est
au g donc la droiteXY est parallèle a hamac:
un; et puisque" chacune desdroitesP-X,» SY sa
pespdtdiculà’ire sur le plan du cassation, la

droite PX sera parallèle à lardnoite SY; nuisen-
a démontré que ces droites sont égales; donc

les droites Yl, SP égalés et. parfilâtes;
et puisque la drdite. Y X; est parallèle: àvlardroiùe

se et à la (imite K15, ladroite sa sans pinnes
à la droite K8 (prop. g. 1 1) ; mais ces droites
sont jointes par les droites-EF, ES : dom: le
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quadrilatère KBPS est dans un seul plan, car
si deux droites sont parallèles et si dans cha-
cune de ces droites on prend des points quel-
conques , les droites qui joignent ces points
sont dans le même plan que ces parallèles. On
démontrera de la même manière 1, que la droite

TQ est parallèle à la droite 5P et la droite VR

quadrilatères SPQT, TQRV èst dans un seul
plan ; mais le.triangle VRO est aussi dans un
seul plan : donc si des points P, S,VQ, T,
R, V on conçoit des droites menées au point

A, on aura construit entre les arcs BO , K0
un certain polyèdre composé des pyramides
dont les bases seront les quadrilatères KBPS,
’SPQT, TQBV et. le triangle VRO et dont
le sommet commun sera le point A. Si sui- cha-
cun des côtés KL , LM, ME nous faisons la
même construction que nous avons faite sur le
côté KB, si nous faisons ensuite la même chose

dans les autres quarts de cercle EAD , DAC ,
’OAB et dans l’autre hémisphère , nous aurons

inscrit dans la sphère un certain polyèdre qui
sera composé des pyramides dont les bases sont

les quadrilatères KBPS, SPQT, TQRV et le
triangle V110 , et les quadrilatères et les trian-
gles correspondans à ces quadrilatères et à ce

parallèle à la droite TQ : donc chacun des I
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triangle et dont le sommet commun sera le
point A.

Je dis à présent que ce polyèdre ne touche
point la surface de la petite sphère dans’laquelle

est le cercle FG H. Du point A menons la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatère
KBPS, que cette perpendiculaire rencontre ce
plan au point Z et menons les droites BZ, ZK.
Puisque AZ est perpendiculaire sur le plan du
quadrilatère KBP S , elle sera perpendiculaire
sur toutes les droites qui la rencontrent et qui
sont dans ce plan: donc AZ est perpendiculaire
sur l’une et l’autre des droites BZ, ZK; mais
puisque AB est égal à AK , le quarré de AB sera

égal au quarré de AK; mais les quarrés des
droites AZ , ZB sont égaux au quarré de AB , car

l’angle en Z est droit par construction, et les
quarrés de ÀZ, ZK sont égaux au quarré de AK:

donc les quarrés des droites AZ , ZB sontnégaux

sans quarrés des droites AZ,* ZK: donc si. l’on

retranche le quarré commun de AZ, le quarré
(le BZ sera égal au quarré de ZK: donc la droites

BZ est égale à la droite ZK. On démontrera sem-

blablement que les droites menées du point Z.
aux points P , S sont égales chacune à l’une et
à l’autre des droites BZ , ZwK ,: donc, le cercle

décrit du centre Z et avec un intervalle égal à.
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une des droites ZB , ZK passera aussi par les
points P , ’S z donc le quadrilatère KBPS sera

inscrit dans un cercle; et puisque la droite KB
7 est plus grande que la droite YX et que la

droite YX est égale à la droite SP, la droite]
KB sera plus grande que laidroite SP. Mais la
droite KB est égale à l’une et à l’autre des

droites KS, BP :donc l’une et l’autre des droites

K8, BP sont plus grandes que la droite SP.
l Puisque le quadrilatère KBPS peut être ins-

’ crit dans un cercle , que les droites KB , BP, K5

sont égales et que chacune de ces trois droites
est plus grande-que la droite PS, la droite K3
souteudra un arc plus grand que lequart de la
circonférence : donc l’angle KZB est obtus:
donc le quarré de KB est plus grand que les
quarrés des rayons KZ, ZB, c’est-à-dire que

le quarré de KB estlplus grand que le double
du quarré du rayon BZ.

Menons la droite KX. Puisque dans les trian-
gles KBX, PBX les droites KB , BX sont égales
aux droites PB, EX, et que l’angle KBX est ’
égal à l’angle BBX, l’angle KXB sera égal à

l’angle PXB ; mais l’angle PXB est droit : donc.

l’angle KXB est un angle droit. Puisque la droite

DE est plus petite que le double de D’X et que
DE est à DX comme le rectangle compris sous
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DE, 18 est au rectangle compris sous DX",
K8 , si sur DE on complète le rectangle com-

, pris sous DE , XB , et si sur DE on complète le
rectangle compris sous DK, XB , le rectangle
compris sous DE, EX sera plus petit que le
double de celui est compris sons D1 ,uXB.
Menez. la droite K1). Le rectangle compris sous
D B, X’B sera égal au quarré de , et le rectangle

compris sous DX, XB égal au quarré de KX:
donc le quarré de KB est plus petit que le dou-
ble du quarré de EX; mais le quarré de K8
est plus grand que le double du quarré de BZ :
donc le quarré, de KX est plus grand que le
quarré detBZ; et puisque BA est égal à RA, le
quarré de BA sera égal au quarré de RA. Mais

les quarrés des druites BZ , ZA sont égaux
au quarré de la droite BA , et les quarrés des
droites KX, XA égaux au quarré de la droite
RA : donc les quarrés des droites BZ, ZA sont
’égaux aux quarrés des droites EX, XA; mais

le quarré de KX est plus grand que le quarré
de BZ : donc le quarré de XA est plus petit
que le quarré de ZA : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AX : donc la droite
AZ est à plus forte raison plus grande que la
droite AC; mais la droite AZ est une perpendi-
culaire sur une des faces du polyèdre inscrit , et

.AM
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la droite AG est un rayon de la plus petite sphère:
donc la face de ce polyèdre sur laquelle’la droite

AZ est perpendiculaire ne touche pointja sur-
face de hlplus petite sphère. 2

Dulîceutre 3A conduisons la droite A’Z’dper-

pendiculaire sur le plan’du quadrilatère FSÊQT

cet menez la droite PrZ”.

Nous démontrerons, de lamâmeim’anièreque

nous zl’avons "fait pour l’eïiquadrilatfère ’K’BP’S ,

que Zle pointIZ’tëst le centre «l’autarcie ’cir-

conscrit au quadrilatèreSPQT et que h’droite

- SP vampire grande que du droite TQ-;-mais on
a démontré que la droite P8P eSt’parüllè’le-ànla

droite taro : dose très quadrilatères amarils ,
SPQqun peuvent Être inscrits dans dës’cërCIes
enfileurs côté’sKÎB; Br, se parallèles amie
eux); mais ’l’es laut’r’es côtés se, us, se, S-T

de ces quadrilatères sont égaux ’entr’eüx , et le

côté K’Bœst plus grand que le bôté’SlP et le

. caresseras agisse que le ses T’Qt: vacuole
rayon en est aplati gland rassie Haydn rPZ’
(lamesuivuy. Même hlurdltelAPlchttetflroite
sera égale à la droite AB. Puisque IZMgIeAZ’lP,

est droit , les quarrés des’ droites AZ’, Z’P

lacèrent égalé: èu quarré Ide flaŒtôitè IÀPŒù au *

’quarréï’tle nurses àB; mailsfle’lq’dalîié de la

- amusassesvégatsax quartauts reinettes sa,
L l



                                                                     

550 v SUPPLÉMENT-
ZB : donc les quarrés des droites AZ’, Z’ P sont

égaux aux quarrés des droites AZ , ZB. Mais
le quarré de Z’P est plus petit que le quarré

de ZB : donc le quarré de la droite AZ’ est
plus grand que le quarré de AZ : donc la droite
AZ’ est plus grande que la droite AZ. Mais on
a démontré que la droite AZ est plus grande
que la droite AG : donc la droite AZ’ est, à
plus forte raison , plus grande que. la droite AG:
donc le quadrilatère SPQT ne touche point la
surface de la-plus petite sphère. Par la même
raison , le quadrilatère T Q R V ne touche point

. la surface de la plus petite sphère; il en est de
même du triangle VRO (cor. 2 du lem. suiv.) , et
il en sera encore de même de toutes les autres
faces du polyèdre inscrit : dOnc les faces de ce
polyèdre ne touchent point la surface de la

plus petite sphère. h ,
Donc , deux sphères concentriques tétant

données, on peut toujours inscrire, dans la plus

grande un polyèdre dont les faces ne touchent
4 pas la surface de la plus petite; ce qu’il falloit

,démontrer. ’ . .. . ’
L E M M n. y-

»Que [les deuxlquadrilatères, ABCD, EFGH

252) soient inscrits dans les cercles ABC D, z
EBGH; que les côtés AB, DG soient paral-
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lèlcs,’ainsi que les côtés.EF,rHG;-qtie les
autres’côtés ADî, CB, HE, GF soient égaux

entr’eux et que le côté AB soit’plus grand que

le côté EF et! le côté DC plus: grand que le

côté HG :.je dis quevletrayon KA sera plus
grand que le rayon LE. ’ 51:1"

Car si le rayon KA n’est pas plus’gran’cl que

le rayoniLE, le rayonKA sera égal au. rayon
LE ou plus petit; suppposons d’abord que le
rayoanA soit égal au rayon LEgtpuisque-les
cercles ABCD , EFGH sont égaux, caque-les
cordes AD , BC sont égales aux Ëcordes iEH’,

CF ,les arcs A;D , .BC. seront égaux aux arcs
EH,’FG; mais la droite AB est plus grande
que la cordeEF et la corde «Dflçplusïgrande
que la corde HG: donc l’arc AB est plus’lgrfinll
que l’arc EF et l’arc DC plus’grandrtqueltl’arc

HG : donc la circonférence entière ABGD sera
Plus grandeqma la circonférence entière ÉFGH’;

mais ces deux circonférences sont égales; ce
qui est "impossible : donc le rayon ’KA- n”est

pas égalauïrayon LE; . . - . - . -.
Supposons en second lieu que le rayon RA

soit plus petit que le rayon LE , et quette rayon
soit égal à la droite LMJ: Du «me L avec l’in-a

tenalle LM, décrivons, la: circonférence MNOP ;

menons les rayonsLE, LF, LG, LP et lescerdes
a
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MN, NO, GP, PM. Les cordes MN, NO, 0P,
PM seront parallèles aux cordes EF, FG , GH,
HE , et les premières seront plus petites que
les dernières : dencpuisque la corde EH est
plus grande que la corde MP,"la corde AD’sera

plus grande que la corde MF; mais les Cercles
ABCD,.M-N’OP sont égaux : donc l’arc AD

est plus grand que l’arc M P; l’arc BC est plus

grandque l’arc N10 , par la même raison; mais

la corde ABaest plusgrande que la corde EF,
et la corde E’F?est plus grande que la corde
MN a: donc ,tàplusêforte raison , la corde 1B est
plus grandeque la corde MN : donc l’arc AB
en plus grand que l’arc MN; l’arc :D’C sera

plus-grand que l’arc PC , par la même raison:
donc,.la;circonl’érence entière ABCD est plus

grande que la circonférence entière MNOP;
mais, au contraire , ces deux circonférences
soqt’tîgalds ;, 108 qui est impossible : donc le

rayonliAtnlest’pus plus que le rayon DE;
nous «avons démontré qu’il ne (lui est pas

égale : donc le rayon KAIeSt nécessairement

plus grand que le frayoit fies qu’il mon

.,, comemnltïm’acï’ . a a
. Gide côté ne .dn’qaladrflatêreï saunerait

égal suaoôté HG du quadrilatère H ,"et ’si

un ..ll
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les autres côtés du premier quadrilatère étoient

plus petits que les autres côtés du second, on
démontreroit semblablement-que le rayon RA

est plus grand que le rayon LE.

l cono’LLAinnll.
Si les deux triangles isoscèles ABC, DEF

(fig. 255) sont inscrits dans des cercles, et si
les côtés AC, CB, DF, FE sont égaux entre
eux , ettsi le côté A’Blest plus grand que le côté

DE, on démontrera, c0mme dans le lemme préi-

cédent, que: le rayon du cercle circonscrit au
triangle ARC est plus grand que le rayon du
cercle circonscrit au triangle DE’L. ’

COROLriAIRE 111.
Si les deux triangles isoscèles ARC, DEF

fig. 255) sont inscrits dans des cercles et si les
côtés du premier sont plus petitsqueles côtés
du second , on démontrera semblablement que
le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC
est plus grand que le raypn du-cercle circons-
crit au triangle DEF. i
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PROPOSITION XXIX.
THÉORÈME.

Deux secteurs sphériques semblables, et concert-n
triques étant donnés , on peut toujours inscrire

dans le plus grand un polyèdre dont les faces
ne touchent pas la surface du plus patin

a l Soient deux secteurs sphériques semblables
et concentriques dont les surfaces ont été dé-

crites par deux arcs des quarts de cercle OBA ,
O’GA (fig. 220) pendant que ces deux quarts
de cercle ont fait une révolution autour du.
rayon A0 : je dis qu’on peut inscrire dans le
plus grand un polyèdre dont les faces ne tou-
chent point la surface du plus petit secteur. sphé.

rique.
Complettons les sphères et inscrivons dans la

plus grande un polyèdre dont les faces ne ton-t
chent point la surface de la plus petite. Il peut ’
arriver ou que l’arc qui a. décrit la surface du

plus grand secteur contienne exactement un ou
plusieurs des arcs égaux OR, RQ, QP, PB ou
que cet arc ne contienne qu’une partie d’un de

ces arcs égaux , ou bien que ce même arc con-.
tienne un ou plusieurs de ces. arcs égaux avee

un res..th
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Supposons d’abord que l’arc qui a décrit la

surface du secteur sphérique contienne exacte-
ment un ou plusieurs de ces arcs égaux ; il est
évident qu’on aura inscrit dans le plus grand
secteur un polyèdre dont les faces ne touche-
ront point la surface du plus petit.

Supposons en second lieu que l’arc qui a dé-

crit la surface du plus grand secteur sphérique
contienne l’arc OR , avec un reste RQ’; faisons
l’arc VT’ égal à l’arc RQ’ , et menons les cordes

VT’, T’Q’, Q’R, et faisons la même chose dans

les autres portions de fuseaux qui composent
le reste de la surface du secteur sphérique dé-
crite par l’arc O Q’. Nous démontrerons abso-

lument de la même manière que nous l’avons
fait dans le théorème précédent, que la per-
pendiculaire menée du centre A sur le quadri-
latère T’Q’BV est plus petite que la perpen-

diculaire menée du centre A sur le quadrilatère
SPQT (cor. 1 du lem. précéd.) , et nous con-
clurons que le quadrilatère T’Q’RV ne touche I

pas la surface du plus petit secteur.
Supposons enfin que l’arc qui a décrit la sur-

face du plus grand secteur ne contienne qu’une
partiedel’arc OR , la partie OR’, par exemple;
faisons l’arc OV’ égal à l’arc OR’, menons les

cordes OV’, V’R’, B’O, et faisons. la même.

4
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chose. dans. les autres. portions de fuseaux qui
composentle reste de la surface du secteur sphéc.
riquedécrite par. l’arc 0R! ; nous démontrerons-

encore de la même manière que nous. llavons
fait dansle théorème; précédent, que la perpen-

diculaire menée du centre Asur le triangle OV’R’

est plus. petite que la perpendiculaire menée du
centre A.sur le quadrilatère .TQfiV cor. 5 du.
lem. précéd.) , canons conclurons.qu le trian-
gle .OY’B.’ ne touche.pas la.surface, du plus petit.

semeur"
Donc deux secteurs. sphériques semblables

et. coacentriques. étant damés, on. peut: intis
cidre dans le plus grandi un, polyèdre. dont. les
fanatisme touchentpoint la surface du plus peut;
ce qu’il; falloit démenti-cr.

PROPOSITION x,X.X.,
TILÉon-ÈMÆ. i.

La sphère cathédrale à une mramç’deJrjangulqire

dont la base est égalisa, la, surface) cette
sphère et» dont le hauteur est égale enrayait
devcette, même sphère. ”

Soit la.sphère AxBG’ (fig. 254e.) ; imaginons

une, pyramide. ’HIKL dent la base I-K;L soit.
égale iule. surface decette sphèreet dont les.
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hauteur HI soit égale au rayon de cette même
sphère : je dis que la sphère A36 est, égale à

la pyramide HIKL.
Car. si la pyramide HIrKL’ n’est pas égale à

la sphère ABC , cette pyramide sera plus-petite
ou plus grande. Suppœons. qu’elle soit plus

. petite et qu’elle soit égale à une sphère con-

centrique plus petite , sancir, 21.13 sphère DEF.
lnscrivons dans la sphère ARC un polyèdre

dont les faces ne touchent pointlasurface de
la sphère DEF; ce polyèdre sera nuassem-
blage de pyramides, qui auront tomes leurssom-
mets au; centresde la] sphère ARC. Si la han-e
tenir» de chacune de cespyramides étoit;égale

au myon. de la. sphère , ce polyèdre seroit égal

à. une. pyramide triangulaire qui. auroit pour.
base une surface. égale au sur face: du polyèdre

inscrit etpour hauteun le rayon de la sphère ;.
mais les hauteurs. de pyramides. sont: cha-
cune plus petites que le-rayon deula sphère ABC,
et la surfacer de ce polyèdre est.pl.us petite:que
la. surface de cette sphène : donc leypolyèdre
inscrit est plus petit que la pyramide triangu-
laire HIKL a pour basezune surface égale à
la. surfacede , la sphère: ABC et pourvàhauteur une

droite égale au, rayon de cette sphère; mais la-
pyramide GHKL est, par; supposition , égale à’
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la sphère DEF : donc le polyèdre inscrit dans
la sphère ABC est plus petit que la sphère DEF ;r

mais , au contraire , le polyèdre inscrit dans la
sphère ABC est plus grand que la sphère DEF,
puisque ce polyèdre contient la sphère DEF;
ce qui est impossible : donc la pyramide HIKL
n’est pas plus petite que la sphère ABC.

Supposons en second lieu que la pyramide
HI KL soit. plus grande que la sphère ABC et
qu’elle soit égale à une sphère concentrique
plus grande, savoir, à la sphère D’E’F’.

Inscrivons dans la sphère D’E’F’ un polyèdre-

dont les faces ne touchent point la surface de
la sphère ABC; ce polyèdre sera un assem-
blage de pyramides-qui auront toutes leurs som-
mets au centre de la sphère D’E’F’. Si la hau-

teur de chacune de ces pyramides étoit égale
au rayon de la sphère ABC , ce polyèdre seroit l
égal à une pyramide triangulaire qui auroit pour

a base une surface égale àla surface de ce polyèdre

et pour hauteur une droite égale au rayon de
cette sphère ; mais les hauteurs de ces pyra-
mides sont chacune plus grandes que le rayon
de la sphère ABC et la surface de ce polyèdre
est plus grande que la surface de la sphère ABC:

donc ce polyèdre inscrit est plus grand que la
pyramide HIKL a pour base une surface-
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égale à la surface de la sphère ABC et pour hau-

teur une droiteaégale au rayon de cette sphère.-

Mais la pyramide HIKL est, par supposition ,
égale à la sphère D’ E’ F’ : donc le polyèdre ins-

crit est plus grand que la sphère D’E’F’; mais,

au contraire , le polyèdre inscrit dans la sphère
D’-E’F’ est plus petit que cette sphère , car il est

contenu dans cette sphère ; ce qui est impos-
sible :donc la pyramide HIKL n’est pas plus
grande que la sphère ABC ; mais nous avons
démontré qu’elle n’est pas plus petite : donc la

pyramide HIKL est égale à la sphère ABC.
Donc une sphère est égale à une pyramide

triangulaire dont la base est’égale à la surface

de cette sphère et dont la hauteur est égale au
rayonde cette même sphère ; ce qu’il falloit

démontrer. lc o a o L L A 1 n E.
Puisque la surface de la sphère est égale à

quatre grands cercles , le quart de la sphère est
égal à un cône qui a pour base un grand cercle
et pour hauteur le rayon de cette sphère : donc la
moitié de la sphère est égale à un cône qui a pour

base un grand cercle et pour hauteur le dia-
mètre de’la sphère; mais le cylindre circons-

crit est égal à trois cônes qui ont pour base un
grand cercle et pour hauteur le diamètre de la
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sphère : donc la moitié de la sphère est égale

au tiers. du cylindre circonscrit.- donc la.sphèrq
entière est égale aux deux tiers du. cylindra
circonscrit.

PROPOSITION XXXI.
,m-méomèmn.

Un secteur sphérique est égal à une pyramidé

triangulaire qui a. pour base une surfacé-égale
à la. surfacesphén’que de ce secteur et pour

hauteur une droite égale au rayon de ce même

secteur. ’ A i l
Suit. le secteur sphérique. A36. 6355254,»

je disque (se-secteur sphérique. Ostégal’à une

pyramide. triangulaire HIMN anpour’ base
une surface égale à la surface sphérique. de ce
secteur et pour hauteur une. droite égale au

rayon de cemême secteur. ,
Car si cette pyramide n’est pas à ce

sectetnw, elle sera plus. petite ou. plus, grande.
Supposons d’abord qu’elle soit plus. petite et
qu’elle soit égale à un secteur sphérique plus

petit , savoir. au. secteur sphérique D E Grqni est

semblableausecteur sphérique ABG. ’
p Après avoir insorit dans le secteur sphérique

ABGune portion de polyèdre. ne touche.
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point la surface du secteur sphérique DEG,
nous démontrerons , comme dans la proposition
précédente, que ’la "pyrimide ’fiIMN n’est pas

plus petite que le secteur ABG.
Nous supposerons en second lieu que cette

pyramide est égale à un secteur sphérique plus
grand , savoir au secteur sphérique D’ E’ G’ qui

est semblable au secteur sphérique AEB’G.

Après avoir inscrit dans le semeur sphérique
D’ F’ G’ une portion de polyèdre dont les faces

ne touchent point la Surface au "secteur sphé-
rique NEC , on démontrera ’encoœ , comme
dans laproposi’tion précédente, que la pyramide

HIE! N n’est pas plus grande’queïlescctelrr sphé-

ërîque IEEE, ét Nus-conclura cette pyra-
mi’âe est légale au sectew sphérique ABG,’ët

une par conséquent ’un secteur I sphérique est

égal à une. pyramide trianglflai’re quia pour base
’surfacê’ëgatle a la misée flûtérique de ce

secteurs-étispoür ’hautettr imaie Groin: égale au

zmythifie ce mente ; te huoit dé-
finbritrer. ,’ ’ IN " i "ï H ’
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PROPOISITIONIXXXIIs.

THÉORÈME.«

Les sphères sont enir’elles comme les cubes de leurs

rayons, et les secteurs sphériques semblables sont

aussi entr’euæ comme les cubes de leurs rayons.

Soienteles deux sphères ABC, DEF (fig. 255) :
je dis que ces deux sphères sont entr’elles comme

les cubes de leurs rayons. . - n
Supposons quela base de la pyramide GHKL

. soit égale à la surface de la sphère ABC et que
sa hauteur soit égale au’rayon de cette. même

sphère. Faisons la droite GM égale au rayon
ide la sphère. DEF, et par le point Mr conduisons
un plan qui soit parallèle à la base de. la pyra-
dmide GHKL ;.la section de cette pyramide par
ce plan sera un triangle semblable autriapgle
H-KL. Mais lestrianglessemblables sont entre
eux comme les quarrés de leurs cotés homo-

logues : donc le HKL est auitriangle
MNO comme le quarré de la droite HK est
au quarré de la droite MN; mais les triangles
GHK, GMN sont semblables : donc la droite
HK est à la droite MN comme la droite GH
est à la droite GM : donc le triangle HKL est
au triangle MN O comme le quarré de la droite

Ïh
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GH’est au quarré de. la droite GM; mais la sur- -

face de la sphère ABC est à la surface de la
sphère DEF comme le quarrétdu rayon de la
sphère ABC est au quarré du rayon de la sphère a

DEF, comme le quarré de la droite GH est au
quarré de la droite GM : donc la surface de la
sphère ABC est à la surface de la sphère DEF
comme le triangle HKL est au triangle MNO :
donc , en échangeant les places des moyens, la
surface de la sphère ABC est au triangle HKL
comme la surface de la sphère DEF est au trian-
gle MNO ; mais la surface de la sphère est égale,

par supposition , au triangle HKL : donc la sur-
face de la sphère DEF est égale au triangle
MNO, c’est-à-dire à la base de la pyramide
GMNO; mais le rayon de cette sphère est égal
à la hauteur de cette même pyramide: donc la
sphère DEF est égale à la pyramide GMNO;
mais les pyramides semblables GHKL , GMNO
sont entr’elles comme les cubes de leurs hau-
teurs GH, GM : donc les sphères ABC ,-DÈF
qui sont égales aux pyramides GHK-L , G MNO

sont entr’elles comme les-cubes des hauteurs
G H , G M de ces pyramides ,’ c’est-à-dire

comme les cubes des rayons des sphères ABC,
DEF. On démontreroit d’une manière sem-

blable que les secteurs sphériques semblables

xun,
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sont aussi entr’emt comme les cubes de leurs

rayons. Ii Donc les sphères sont entr’elles comme les
cubes de’leurs rayons; donc les secteurs sphé-
riques-semblables sont aussi entr’eu’x comme
les rcubesiide leurs rayons; ceiqu’iil falloit dé-

montrer
De la mesuœldes-lignes, des surfaces et des

solides.

bÊFINIvTiI’ONS.

1. On mesureune quantité en déterminant
combien de fois cette quantité contient une
quantité cannue. t .

a. On mesure unevligne , une surface et un
solide en déterminant combien de fois cette

(1) On pourroit démontrer de la manière suivante
que les sphères sont entr’elles comme les cubes de

Îe’ûrs rayons; Les sphères insériles’idians des cylindres

isontégalestatix avanies des’cyfiniiresdèns lesquels

telle. un susdites; mai les cylinürebsnîrqonscfita à

ados Iphûreshonbdæ; 39586"thth : donc les cy-
r,lititlrerLorairmmsçlàitsjà’ des sphères sonten’tr’eux comme

lesroubes du rayons de leurs bases , c’est-à-dire comme

4 les cubes des rayons des sphères; donc les deux tiers
i de ces cylindres, c’est-là-dire les sphères inscrites, sont

flânai enfr’èlles’eomme-les cubes de leurs rayons, t L
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ligne, cette surface et ce solide contiennent
une droite connue , un quarré connu, et un
cube connu : ces quantités connues s’appellent
unités de mesure.

PROPOSITION PREMIÈRE.

t THÉORÈME.
Deux rectangles sont entr’eux comme les produits ’

de leurs bases par leurs hauteurs.

i Soient les deux rectangles DB , DF (fig; 256) :
je dis que le rectangle. DB est au rectangle DF l
comme le produit de la base AD du rectangle e
ÀDB par sa hauteur DCIest au produit de la base
DE du rectangle DF par ’sa hauteur GD:

Placez les deux rectangles DE, DF de ma-
nière que le côté DE soit dans la direction du
côté AD et le côté GD dans la direction du
côté DC , et terminez le rectangle AG. Puis-
que les deux rectangles DE, DE dnt la même
base AD , le rectangle DB est au rectangle DH p
comme la hauteur DC du rectangle DE est à.

" la hauteur DG du rectangle DE; et à cause que
les deux rectangles D H, DF ont la même hau-
leur GD, le rectangle DE eSt au rectangle DF
comme la base AD du rectangle DH est à la base

â DE du rectangle DF. Si l’on multiplie chaque

* M m
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terme de’la première proposition par chaque

terme de la [seconde , les produits résulte-
ront de cette multiplication formeront encore
une proportion : donc le produit du rectangle
DB par le rectangle DH est au produit du rec-
tangle DF par le rectangle DE comme le pro-
duit de la base AD du rectangle DB par sa
hauteur DC est au produit de la base DE du
rectangle DF par sa hauteur DG : donc si l’on

supprime le facteur DH est commun aux
deux premiers termes , le rectangle DB sera au i
rectangle DF comme le produit de la base 40 du
rectangle DE par sa hauteur DG est au produit
de la hase DE du rectangle DF par sa hauteur

q DG; dans les deuxrectangles DE, DF sont
entr’eux comme les produits de leurs bases par

leurs hauteurs. l oJ Donc deux rectangles quelconques sont. entre
eux comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs; ce qu’il falloit démontrer.

t-L-.. . .
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a

’P’RO-POJSaITlON Il.

, THÉORÈME.

Un rectangle a pour mesure le produit de sa base

par sa hauteur
Soit le rectangle AC (fig. 257) dont on veut

avOir la mesure; que le quarré’D soit l’unité

de mesure. Multiplions le nombre exprime
’combien de fois la base BC du rectangle AC

. ’contient le côté du quarré D par le nombre qui

’ exprime combien de fois la hauteur AB du

(1) Jane dia point , comme on le dit ordinairement,
que la surface ou l’aire d’un rectangle , &c.; car, en
parlant ainsi, c’est comme si l’on disoit la surface d’une

surface qui est terminée par quatre droites parallèles,
ou bien l’aire d’une aire terminée par quatre droites

parallèles, Sic. C’est par la même raison que je ne dis
peint la solidité du parallélépipède ou bien le volume

d’un parallélépipède, parce que c’est comme si l’on

disoit la solidité d’un solide terminé parai: parallé-

logrammes dont les parallélogrammes opposés sont.
égaux et parallèles, ou bien le volume d’un volcans
terminé par six parallélogrammes dont les parallélo-

grammes opposés sont égaux et parallèles. Si je ne
m’exprime point ainsi, c’est pour me conformer à
la manière d’Euclide , et pour ne pas me servir d’une

façon de parler que rien ne sauroit autoriser.

t . a
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rectangle AC contient le côté du même quarré

D (1) :je dis que ce produit exprime combien
de fois le rectangle AC contient le quarré D.

Car puisque les rectangles sont entr’eux
comme les produits de leurs hases par leurs
hauteurs , le rectangle A C est au quarré D
comme le produit du nombre qui exprime
combien de fois la base BC du rectangle AC -
contient le côté du quarré D par le nombre qui

exprime combien de fois la hauteur du rectan-
gle AB confient le côté du même quarré D , est

au produit du nombre r que représente la base
du quarré 7D par le nOmlgre l qui repréSente

aussi la hauteur de ce même quarré. Mais le
n produit du nombre 1 par lui-même est égal à 1 1

donc le rectangle AC est au quarré D comme
le produit du nombre qui exprime combien de

l fois la base B C du rectangle AC contient le côté

du quarré D par le nombre exprime-com-
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con-

, (a) Il est inutile-d’avertir que le nombre qui exprime

combien de fois la base du rectangle AC contient le
côté du quarré D ou le nombre. qui exprime com-
bien de fois la hauteur du rectangle AC contient le
côté de ce même quarré; peut être un nombre com-

mensurable, ou incommensurable, entier ou fracs
donnlire , ou même une fraction. ’
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tient la hauteur de ce même quarré, est à I :donc

le produit du nombre qui exprime combien de
fois la base BC du rectangle AC contient le côté

du quarré D par le nombre qui exprimelcom-l
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con-
tient le côté de ce même quarré , est la mesure

l du rectangle AC, puisque ce produit exprime
combien de fois le rectangle AC contient le
«quarré D, pris pour unité de mesure : donc
pour avoir la mesure du rectangle AC , le quarré
D étant pris pour unité, il Ifaut’multiplier le

nombre qui exprime combien de fois la base
du rectangle AC contient le côté du quarré. D,

par le nombre qui exprime combien defois la
hauteur du rectangle ACcontient le côté de
ce même quarré , le produit de ces deux nom-,
bres sera la mesure durectangle AC; ce qu’on
énonce en disant que’le produit de la base du

rectangle AC par sa hauteur est la mesure-de

ce. rectangle; VI Donc un rectangle quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur; ce qu’il
falloit démontrera

COROîqLLAIRES.

r. Puisqu’un parallélogramme quelconque

est égal à un rectangle de même base et de

A 5 g
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même hauteur , il’ est évident qu’un parallé-

logramme quelconque a pour mesure le pro-
duit de sa base par sa hauteur.

a. Un triangle étant égal à la moitié d’un pa-

rallélogramme de même base et deomême hau-
teur , il est évident qu’un triangle a pour mesure

le produit de sa base par la moitié de sa hauteur;

1 5. Toute figure rectiligne pouvant se partager
en triangles , il est évident qu’une figure’rectili-

gne’quelconque aura pour mesure la somme
des produits de la base de chacun des triangles
qui la composent par la moitié de sa hauteur.

V 4. Puisqu’un polygone régulier peut être par-

tagé en autant de triangles égaux et semblables

que le polygone a de côtés , en menant du
centre des droites à tous les angles de ce poly-
goue , et puisque chacun de ces triangles a pour
mesure le produit d’un des côtés du polygone
par lapmoitié d’une perpendiculaire menée du

centre sur un des côtés, il est évident qu’un

I polygone régulier a pour mesure le produit de
son contour par la moitié d’une perpendiculaire

menée du centre sur un de ses côtés.

5. Un cercle étant égaillât un triangle a,
pour base une. droite égale à la circonférence

de ce cercle et, pour hauteur le rayon de ce
même cercle, il est évident qu’un cercle a pour
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mesure le produit de sa circonférence par la

moitié de son rayon. l
- 6. Un secteur circulaire étant égal à un trian-

gle qui a peur base une droite égale à l’arc de

de secteur et pour hauteur le rayon de ce sec-
teur , il est évident qu’un secteur a pour mesure

le produit de son are par la moitié de son rayon.
7. La surface convexe d’un cylindre droit

étant égale à un rectangle qui’ a pour base une

droite égale à la circonférence de la base de ce

cylindre et pour hauteur une droite égale à la
I hauteur du même cylindre , il est évident que

la surface convexe du cylindre droit a pour me-
sure le produit de la circonférence de sa base

par sa hauteur. .8. La surface convexe du cône droit étant
égale à un triangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence de la base de ce cône
et pour hauteur une droite égale au côté de ce
cône , il est évident que la surface convexe d’un

cône droit a pour mesure le produit de la cir-
conférence de sa base par la moitié de son côté.

9. La surface de la sphère étant égale à un

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence d’un de ses grands cercles et
pour hauteur le diamètre de lalsphère; il est
évident que la surface de la sphère est égale

4
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au produit de la circonférence d’un de ses
grands cercles par son diamètre.

10. La surface conveXed’un segment sphé-

rique étant égale a un rectangle quia pour base
une droite égale à la circonférence d’un’graml

cercle de la sphère et pour hauteur une droite
égale à la hauteur du segment sphérique , il est

évident que la surface convexe d’un segment

sphérique a pour mesure le produit de la Cire
conférence d’un grand cercle de la sphère par
la hauteur du segment sphérique.

s

PROPOSITION 111.
THÉORÈME.

Les parallélépipèdes rectangles sont enlr’euar ,

comme les produits de leurs bases par leurs

hauteurs. lSoient les deux parallélépipèdes rectangles

BG, B0 (fig. 258) : je dis que le parallélépi-
pède BG est au parallélépipède B0 comme le

produit de la base BD du parallélépipède BG

q par sa hauteur AB est au produit de la base BM
du parallélépipède B0 par sa hauteur QB. ’

Placea les deux parallélépipèdes BG , B0 de

manière que l’angle QBC soit commun ; prolon-
, gaz la base AG et terminez le parallélépipède ES. v ’
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Puisque les deux parallélépipèdes rectangles
.BQ , BS ont la même hauteur , le parallélépipède

BG est au parallélépipède B5 comme la base BD .

duepremier est à la base BM du second; et à cause

que les deux parallélépipèdes rectangles B5,
B0 ont la même base BM, le parallélépipède’

BS est au parallélépipède B0 comme la hau-

teur AB du premier est à la hauteur QB du
second. Si l’on multiplie chaque terme de la,
première proportion par chaque. terme de la
seconde, les produits qui résulteront de cette
multiplication seront encore en proportion :
donc le produit du parallélépipède BG’ par le

parallélépipède BS est au produit du parallé-
lépipède B0 par le parallélépipède BS comme

la base BD du parallélépipède BG par sa hau-

teur. AB est au produit. de la base BM du pa-
rallélépipède B0 par sa hauteur QB : donc si
l’on supprime le facteur BS qui est commun aux
deux premiers termes , le parallélépipède BG

V sera auparallélepipède BO. comme le produit de

la base B D du premier par sa hauteur AB’est au

produit de la base BM du second par sa hauteur
QB : donc les deux parallélépipèdes rectangles

BG, B0 sont entr’eux comme les produits de

leurs bases par leurs hauteurs. A i
Boucles parallélépipèdes rectangles sont entre
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eux comme les produits de. leurs bases par leurs
hauteurs; ce qu’il falloit démontrer. - r

raorosr’rio’N 1v.

i mixtionniez.
Un parallélépipède rectangle a pour mesure

le produit de sa base par sa hauteur.

Soit le parallélépipède rectangle AD (fig. 259)

dont on veut avoir la mesure; que le cube F
soit l’unité de mesure. Multiplions le nombre

qui, exprime combien de fois la base ILD con-
tient la base du cube, F par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur AB cana
tient le côté du cube F : je dis que ce produit
exprime combien de fois le parallélépipède rec-’

tangle AD contient le cube F : p
Car puisque les parallélépipèdes rectangles

sont entr’eux comme les produits de leurs bases I
par leurs hauteurs , le parallélépipède AB est au

cube F comme le produit du nombre qui ex-
prime combien de fois la base B D du parallélé;

pipède A’D contient la base. dit cube F par le

nombre qui exprime combien de fois la hauteur
AB du parallélépipède AD contient la hauteur du

cube F , est au produit de la base du cube F par
sa hauteur; mais la base du cube a pour mesure
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le produit du nombre 1 qui représente le. côté

de ce cube par le nombre r : donc le produit (le
la base du cube par sa hauteur est égal au pro-
duit du quarré de r par 1 qui est I : donc le

parallélépipède AD est au cube F comme le
produit du nombre qui exprime combien de
fois la baseyB-D du’parallélépipède AB contient

la hase du cube F par le nombre qui exprime
[combien de fois la hauteur AB du parallélépi-;
pède AD contient la hauteur du cube F, est à I:
donc le produit du nombre qui exprime’com-
bien de fois la base BD du parallélépipède AD ’ .

contient la base du cube par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur» AB du pa- v
rallélépipède AD contient le côté de ce même

cube, est la mesure du parallélépipède AD; puis-

que ce produit exprime combien de fois le cube
AD contient le cube F pris pour unité de me-
sure : donc pour avoir la mesure du parallélépi-

pède rectangle Al) , il faut multiplier le nombre
qui exprime combien de fois’la base du parallé-
lépipède rectangle Al) contient la base du cube F

par le nombre qui exprime combien de fois la
hauteur AB du parallélépipède Al) contient le

côté du cube F, et le produit de ces deux nom-
bres sera la mesure du parallélépipède AD 5 cc

qu’on énonce en disant que le produit (le la

i
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l base du’ parallélépipède AD par sa hauteur est

la mesure de ce parallélépipèdes

Donc un parallélépipède rectangle quelcon-

que a pour mesure le produit de sa base par sa
1 hauteur; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRES.
r . Puisqu’un parallélépipède quelconque est

régal à un parallélépipède rectangle de même

base et de même hauteur, il estpévident qu’un

parallélépipède quelconque a pour mesure le

produit de Sa base par sa hauteur. v
2. Un prisme triangulaire quelconque étant

la moitié d’un parallélépipède qui a unebase

double et la même hauteur , il est évident qu’un

prisme triangulaire quelconque apour mesure
le produit de sa base par sa hauteur. l

5. Un prisme quelconque pouvant être par-
tagé en prismes triangulaires de même han-L

teur, et chacun de ces prismes triangulaires
ayant peur mesure le produit de sa base par
sa hauteur, il est évident que le prisme total a
pour mesure le produit de sa base par sa hau-

teur. i4. Un cylindre droit ou oblique étant égal à
un parallélépipède qui a une base égale et la

même hauteur, il est évident qu’un cylindre
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a droit ou oblique a pour mesure le produit de
sa base par sa hauteur.

5. Une pyramide triangulaire étant égale au
tiers d’un prisme de même base et de même
hauteur , il est évident qu’une pyramide trian-

gulaire quelconque a pour mesure le produit de
sa base par le tiers de sa hauteur. ’
’ 6. Une pyramide quelconque pouvant être
partagée en pyramides triangulaires de même
hauteur, et. chacune de ces pyramides triangu-
laires ayant peur mesure le produit de sa base
par le tiers de sa hauteur, il est évident que la
pyramide totale aura pour mesure le produitpde
sa base totale par le tiers de sa hauteur.

7. Un solide quelConque terminé par des .
surfaces planes pouvant se partager en pyra-
mides, il est évident que la mesure d’un solide

quelconque terminé par surfaces planes sera
égale à la somme des produits de la base de cha-

cune de ces pyramides par le tiers de sa hauteur.
8. Un cône droit ou oblique étant égal au

tiers d’ un cylindre de même base et de même ,
hauteur , il est évident qu’un cône quelconque

a pour mesure le produit de sa base par le tiers -
de sa hauteur.

à. Une sphère étant égale à une pyramide
qui a une base égale à la surface de la sphère et

un;
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pour hauteur le rayon de cette même sphère,
il est évident que la sphère a pour mesure le
produit de sa surface par; le tiers de son rayon:

to. Un secteur sphérique étant égal à une
pyramide qui a une base égale à la surface sphé-

rique de ce secteur et pour hauteur une droite
égale au rayon de la sphère , il est évident qu’un

secteur sphérique est égal au produit de. sa sur-

face sphérique par le tiers de son rayon.

FIN nu SUPPLËMnNT.
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NOTES.
. LIVRE I.-Di’ss1N1Txon 1v. j

CETTE définition d’Euclide a paru insignifiante à

plusieurs géomètres; pour en Comprendre le sens ,
comparons une ligne droite avec une autre ligne qui
ait les mêmes extrémités. Soit pour cet efl’et la droites

AFGE (fig. 240) et la ligne ABCDE. .
La ligne AB est également placée entre ses points ’

’A et B, c’est-à-dire qu’elle ne s’avance ni vers la droite

ni vers la gauche, qu’elle ne va ni en haut ni en bas;
il en est de même de la ligne BC; mais il n’en est pas

de même de la ligne ABC, car cette ligne s’avance
- vers B. La ligne C DE n’est pas également placée entre

ses points C et E , car elle s’avance vers D : donc la ligne

AsBCpE n’est pas égalementplacée entre ses points
A, B, C , E, car elle s’avance tantôt vers un endroit, I ’

tantôt vers un autre. La ligne AG H E est au contraire l
également placée entre ses points A et F, F et G, G a
et E, A et G, F et E, A et E, car elle ne s’avance

jamais vers aucun côté. ’
Selon Archimède , la ligne droite est la plus courte .

des lignes qui ont les mêmes extrémités;

Selon Platon , la ligne droite est celle dont les extré-.
mités sont ombragées par les points intermédiaires. Ne ’

pourroit-on pas dire que la ligne droite est celle qui
peut tourner sur ses extrémités immobjles sans changer

de place ? t



                                                                     

660 NOTÈS
LIVRE I. ---DÉFIN1TIÔN vu.

Cette définition est analogue à celle de la ligne droite
et peut par conséquent être expliquée d’une manière

analogue. q q ,Selon Héron , la superficie plane est belle sur toutes
les parties de laquelle on peut appliquer une ligne
droite.

LI VRE I. -- DÉFINITION xxxnr.
Cette définition renferme une condition superflue;

car si les côtés opposés d’un quadrilatère sont légaux,

les angles opposés sont nécessairement égaux.l( Robert

Simson.) iLIVRE l. --sxiôun Vin.
Cet axiôme veut dire que les lignes , que les’surfaces’

qui s’appliquent exactement les unes sur les autres sont
égales; que les angles dont les côtés s’appliquent exac-

tement les uns sur les autres sont égaux, et que deux
solides sont égaux lorsque les faces de l’un s’appliquent

exactement sur les faces de l’autre. Si l’on disoit que

les choses qui s’appliquent exactement les unes par les

autres sont égales, on ne pourroit point se servir de
cet axiome , lorsque l’on voudroit conclure que deux
solides dont les faces s’appliquent exactement les unes
sur les autres , sont égaux entr’eux.

LIVRE I. --rnorrosivr10N vu;
Cette proposition a deux cas, car il peut arriver que

le pointD tombe dans le triangle ABC. Robert Simson
démontre le second cas; mais cela étoit inutile, car le
second Ouest compris implicitement dans la proposi-
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tien xxr du même livre, où Euclide démontre que les

i deux droites B D, D C sont plus courtes que les droites
BA, AC; car il est évident que si les deux droites B D ,

DC sont plus courtes que les deux droites BA, AC,
les deux droites BD,DC ne serdnt point égalés aux
deux droites BA , AC, chacune à chacune.

LIVRE I. - PROÎ’OSITION xxxv,pag. 38, Zig. 4.

Car puisque , &c. lisez que parmi les droites DE, DE
la droite DE soit celle qui n’est pas plus grande que
la droite DF. Puisque, &c. (Robert Simson

LIVRE I. -PROPOSITION xxxv.
Robert Simson remarque que cette proposition a

trois cas , et qu’Euclide ne démontre que le cas où le

point E tombe entre le point D et le point F.
Les deux autres cas ont lieu lorsque le point E

(fig. 241) tombe sur le point D et lorsque le point E
tombe entre le point A et le point D (fig. 242 ). Voici
comment on peut démontrer ces deux autres cas:

Après avoir démontré , pour le second cas, que le

triangle AB D 241) est égal au triangle DCF, et
après avoir ajoutéà chacun de ces deux triangles égaux

le triangle BCD , onconclura que le parallélogramme
ABC D sera égal au parallélogramme BCFD.

Après avoir démontré, pour le troisième cas , que le

triangle ABE (fig. 242) est égal au triangle DCE, et
après avoir ajouté à chacun de ces deux triangles égaux

le quadrilatère B ODE , on conclura que le parallélo-
gramme ABCD sera égal au parallélogramme BCFE.

Nn
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LIVRE IV. - COROLLAIRE Dis LA micro-

sinon xxv,pag. 206, Zig. u.
Hexagone , lises hexagone équilatéral et équiangle.

( Robert Simson

LIVRE VI. -nÉrINIT10N 1I.
Robert Simsom trouve cette définition obscure et

la remplace par la suivante :
a Les figures, les triangles et les parallélogrammes ,

par exemple, son t réciproques lorsque les côtés qui com-

prennent deux angles sont proportionnels, de ma-
nière qu’un côté de la première figure est à un côté de

la seconde comme un autre côté de la seconde est à un
autre côté de la première ». Je donne la préférence à

la définition d’Euclide, mais j’approuve la définition

de Robert Simson comme explication.

LIVRE VI.-- DÉFINITION ’v.

i Euclide entend par la quantité d’une raison le quo-
tient qui résulte de la division de l’antécédent par son

conséquent: d’où il suit que la quantité d’une raison

peut toujours être représentée par une fraction dont le
numérateur est l’antécédent de la raison et dont le dé-

nominateur en est le conséquent.

Soient les raisons suivantes, a : b, c : d, e : Les

. . . a c 8quantités de ces raisons sont les fractions a, a, - dont

facle produit est la fraction (T: ou la raison ace : bdf

qui est une raison composée des raisons a: b, c : d, e :
Il est évident que l’antécédent a c e de la raison com-

posée est égal au prodm’t de tous les antécédens des
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raisons composantes 5 et que le conséquent bdf de la
raison composée est égal autpmduit de tous les conséln

queue des raisons «imposantes ; d’où il suit qu’on pour-

roit énoncer la définition ve de la manière suivante:
Une raison compasée de raisons est celle dont l’anà

técédent- est égal au produit de tous les antécédens des

raisons composantes et dont le conséquent est-égal au

produit de tous lès censéquens des raisons compo-
sautes.

LIVE E XI. - DÉFINITION x.
Cette définition n’est pas proprement une définié

tien , mais bien un théorème qu’il faut démontrer. Je

donnerai la démonstration de cette définition dans le
bas où les angles solides ne sont pas compris par plus
de trois angles plans; je ne démontrerai que ce cas,
parce que dans toutes les démonstrations qui sont api-
puyées sur cette définitionril n’est pas question d’un

seul solide dont les angles solides,soient comprise par
plus de trois angles plans.

Robert Simson soutient que la définition x n’est
pas vraie dans tous les cas, et que par conséquent un
grand nombre de démonstrations du ne Livre et plus
sieurs démonstrations du Livre x11 ont un fondement
ruineux; en conséquence il supprime cette définition
et la remplace par trois théorèmes, qu’il met à la suite

de la proposition xxn. r
Pour démontrer que la définition x est fausse dans

Certains ces, RebertSimson suppose deux solides qui
ont le même nombre de faces semblables et égales,
mais dont l’un a un angle solide rentrant, tandis que ,
tous. les angles solide: de l’autre sont saillans. -Maio

a
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n’est-il pas évident qu’Euclide n’avait en vue que les

solides qui n’ont point d’angles rentrans? Etoit-ii
nécessaire de l’énoncer d’une manière expresbe ?
Cette définition est vraie dans tous les cas», lorsque les

angles solides sont saillans. Voyez les notes qui sont t
à la suite des Elémens de Géométrie de Au M. Le-

gendre.
Le théorême que Robert Simson met à la place de

cette définition est exprimé ainsi: « Les solides qui
sont contenus dans des plans semblables, égaux en
nombre et en grandeur et semblablement posés, et
dont les angles solides ne sont pas contenus par plus
de trois angles plans, sont égaux et semblables entre

eux a.
Ce théorème renferme une condition superflue; de

cela seul que deux solides sont terminés par le même
nombre de faces égales et semblables , les faces de ces
solides sont également pesées dans chaque solide ;
c’est comme si l’on disoit que les triangles qui sont
terminés par des droites égales et semblablement posées

sont égaux et semblables.
i Le théorètne de Robert Simson a deux cas ç car une

face du premier solide étant appliquée exactement sur

la face homologue du second , il peut arriver que les
autres faces du premier solide s’appliquent exactement
sur les autres faces du second solide, et il peut arriver
aussi que le premier solide soit placé hors du seconda
Robert Simson ne démontre que le premier cas, et
il ne parle pas du second, qui sert de base aux dé»:
monstrations xxvm et x1. du x1° Livre et aux dé-

, monstrations ni et Iv du xn’ Livre : donc toutes
ces démonstrations ont véritablement un fondement
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ruineux par le moyen des corrections de Robert
Simson (1).

LIVRE XI. -PROI’08!TIO4N xv,pag.309,lig. I.

Après cette phrase, (( et puisque BA est parallèle à
la droite GH», Robert Simson veut qu’on ajoute:
« car. chacune de ces deux droites est parauèle à la.
droite ED qui n’est pas dans le même plan que ces

droites )). i( I) Etonné que les Géomètres aient cru pendant treize siècles

que la,définit.ion x étoit vraie , Robert Simson s’écrie, pag. 388 :

Quid autem dicendum , si hæc propositio non vers. sit? Nonne
confitendum est Geometras per mille tercentos annos in bât: r0
olementari acceptas fuisse? Et ex hoc quidam modestiamdis-
cere debemus, atque agnoscere quam parum nabis cavere posa
sumus , que) est mentis humnnæ imbecillitas , ne in errores
incidamus etiam in principilis scientiarum que: inter maxime
certes merito æstimantur.

Mais que devons-nous dire si cette proposition n’est pas.
vraie? Ne devons-nous pas avouer que les Géomètres ont été

flans l’ erreur pendant treize siècles au sujet. de cette proposi-
tion élémentaire? Quo cela nous apprenne à être modestes et

à. reconnaitre combien il nous est difficile d’être toujours sur

nos. gardes, et combien notre esprit est foible, puisque nous
ne pouvons pas même nous garantir de l’erreur dans les prin-

cipes des sciences qui passent avec raison pour les plus (et:
tétines.

9l



                                                                     

566 N o T r: sN. a. Les propositions suiVantes, qui sont la démonstra-
tion de la définition x , doivent être mises aKrès la propo-

sition xxn.

PROPOSITION .4.
Si deux angles solides sont compris chacun. par trois

angles plans, et si les angles plans du premier sont
égaux aux angles plans du second, chacun à chacun,
les plans des angles égaux seront également inclinés

les uns sur les autres dans les deux solides.

Soient les deux angles solides A et A,’ 245 1; que
l’angle solide A soit compris par les trois angles plans
BAC, CAB, DAB; quel’angle solide A’ soit oom-
pris par les trois angles plans B’A’C’, C’A’D’, D’A’B’;

que l’angle BAC soit égal à l’angle B’A’C’, l’angle CAD

égal à l’angle C’A’D’ et l’angle DAB égal à l’angle

D’A’B’ : je dis que les plans des angles égaux sont

également inclinés les une sur les autres dans les deux
angles solides.

D’un point quelconque B de ladroite AB menez
dans le plan BAD la droite BD perpendiculaire sur
la droite AB; du même point B menez dans le plan
BAC la» droite BC perpendiculaire sur la droite A B;
joignez les points C, D: Faites la droite A’B’ égale à la

droite A B, et du point B’ menez dans le plan A’B’D*

la droite B’ D’ perpendiculaire sur la droite A’ B’, et

dans le plan B’A’ C’ la droite B’ C’ perpendiculaire

sur la droite A’ B’; joignez les points C’, D’. La droite

A13 étant égale à la droite A’ B’, l’angle B A D égal à,

l’angle B’A’D’, et l’angle ABD étant droit ainsi que

l’angle A’B’D’,’ les triangles ABDa A’ B’ D’ seront
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égaux: donc la droite BD est égale à la droite B’D’ et

la droite AD égale à la droite A’ D’. La droite BC est

égale à la droite B’ C’ et la droite AC égale à la droite

A’ C’, par la même raison. Mais l’angle CAD est égal

à l’angle C’A’ D’, la droite AC égale à la droite A’ Cl

et la droite AD égale à la droite A’ D’ : donc le trian-

gle CAD est égal au triangle C’A’ D’ : donc les deux

triangles BCD,B’ C’ D’ ont leurs côtés égaux olla-

cun à chacun : donc ces deux triangles ont aussi
leurs angles égaux chacun à chacun : donc l’angleCBD
est égal à l’angle C’ B’D’ : donc l’inclinaison. du plan

CBA sur le plan DBA est égale à l’inclinaison du
plan C’ B’A’ sur le plan D’ B’A’. On démontrera de

la même manière , que les plans des autres angles égaux

sont également inclinés les uns sur les autres dans ces
deux angles solides.

Donc si deux angles solides sont compris chacun
par trois angles plans, et. si les angles plans du pre-
mier sont égaux aux angles plans du second , chacun
à chacun , les plans des angles égaux seront également

inclinés les uns sur les autres dans les deux solides;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION B.
Si deux angles solides sont compris chacun par trois

angles plans, et si les angles plans du premier sont
égaux aux angles plans du second, chacun â chacun,
ces angles solides seront égaux entr’eux.

Soient les angles solides A, A’; que les angles plans
BAC , CAD, DAB de l’angle solide A soient égaux
aux angles plans B’A’C’ , C’A’D’, D’A’B’ de l’angle

i 4



                                                                     

ses N o T a ssolide A’, chaoun à chacun: je dis que l’angle solide A
sera égal à l’angle solide A’.

Appliquons exactement l’angle BAD sur son égal
B’A’D’, il peut arriver que les autres angles plans qui

sont égaux dans les deux angles solides A, A’ soient
placés des mêmes côtés ou ne soient pas placés des

mêmes côtés. Supposons d’abord que l’angle BAD
étant appliqué exactement sur son égal B’A’ D’, les

autres angles plans qui sont égaux dans les deux angles
solides A , A’ soient placés des mêmes côtés. Puisque

l’inclinaison du plan de l’angle BAC sur le plan de
l’angle BAD est égale à l’inclinaison du plan de l’angle

B’A’C’ sur le plan de l’angle B’A’ D’ ( pr. A ) , le plan

de l’angle B A Cs’appliquera exactement sur le plan de
l’angle B’A’C’; mais l’angle BAC est égal à l’angle

B’A’ C’ : donc la droite AC s’applique exactement sur

la droite A’ C’; mais la droite AD est appliquée sur la
droite A’ D’ et la droite AC sur la droite A’C’ : donc

l’angle plan DAC s’applique exactement sur l’angle

plan D’A’C’ z donc les trois angles plans de l’angle

solide A s’appliquent exactement sur les trois angles
plans de l’angle solide A’: donc les angles solidesA
et A’ sont égaux. .

Supposons en second lieu que les angles plans BAD,
dab , qui sont égaux entr’eux, soient appliqués exacte-

ment l’un sur l’autre, la droite A B sur la droite ad et
la droite A D sur la droite a b, et qu’è les autres angles
plans qui sont égaux entr’eux ne soient pas placés des

mêmes côtés ; il est évident, dans cette supposition , que

le plan BAC ne s’appliquera point sur le plan d ac,
parce que l’inclinaison du plan BAC sur le plan BAD
n’est pas égale à l’inclinaison du plan d ac sur le plan

y
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du b. Le plan D AC ne s’appliquera point sur le plan
b a c, par la même raison : donc les angles plans BAD,
dab étant appliqués exactement l’un sur l’autre, la

droite AB sur la droite ad et la droite AD sur la
droite a b, les autres angles plans qui sont égaux dans
ces deux angles solides ne s’appliqueront pas les uns
sur les autres.

Si l’on plaçoit l’angle plan BAD sur l’angle plan

land, de manière que le pointA tombât sur le pointa,
que la droite AB s’appliquait sur la droite ab , il est
évident que la droite A D s’appliquerait sur la droite
ad; mais alors le plan de l’angle BAC auroit la position
b ac’, et le plan de l’angle CAD auroit la position C’ ad,

de sorte que l’angle solide A seroit placé au-dessous du

plan abd. D’où je conclus que le principe de super-
position ne peut pas être employé pour démontrer
l’égalité de deux angles solides qui sont compris cha-

cun par trois angles plans et dont les angles plans du
premier sont égaux aux angles plans du second, cha-
cun à chacun, lorsqu’ayant appliqué l’un sur l’autre

deux angles plans qui sont égaux, les autres angles
égaux de ces angles solides ne sont pas placés des
mêmes côtés (1): donc, dans ce cas, l’on doit se con-

tenter de dire que deux angles solides qui sont com pris
chacun par trois angles plans et dont les angles plans
du premier sont égaux aux angles plans du second sont
égaux entr’eux-, parce que leurs parties constituantes ,

leurs angles plans et leurs inclinaisons sont égaleside
part et d’autre.

(1) Les angles solides égaux dont les angles plans ne pieu-
vent point être superposés les uns sur les autres, s’appellent
solides symétriques.



                                                                     

570 NOTESDonc si deux angles solides sont compris chacun
par trois angles plans, et si les angles plans du pre-
mier sont égaux aux angles plans du second, chacun
à chacun, ces angles solides sont égaux entr’eux; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION C.
Les solides qui sont contenus dans le même nombre de

faces égales et semblables entr’elles et dont les angles ’

l solides ne sont pas compris par plus de trois angles
plans sont égaux et semblables entr’eux.

Soient les solides ABCDEF, A’B’C’D’E’F’ (fig. 2’14)

dont les angles solides ne sont pas compris par plus de
trois angles plans et que ces solides soient contenus
sous le même nombre de faces égales et semblables,
c’est-à-dire que les faces ABC, DEF, BD, BE, E0
soient semblables et égales aux faces A’B’ C’, D’ E’ F’,

B’ D’, B’ E’, E’ C’ z je dis que ces solides sont égaux et

semblables.
Si l’on pose une face quelconque ABC du premier

solide sur la face homologue A’ B’C’ du second, de

.manière que les côtés de ces faces, qui sont des côtés

homologues des faces égales et semblables BD, DE ,
EC, B’D’, B’E’, E’ C’ soient appliqués exactement

les une sur les autres, ces deux solides seront placés
du même côté sur le plan A’ B’ C’, ou ils seront placés

l’un tau-dessus et l’autre au-dessous du plan A’B’C’(1).

Supposons d’abord que les deux solides A BC D EE ,

(1) Lorsque les solides sont placés l’un alu-dessus et l’autre

au-dessous du plan A’ B’ C’ , ils s’appellent solides symé-

triques.
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A’B’ C’ D’ E’F’ soient placés du même côté sur le plan

A’ B’ C’. Puisque l’inclinaison du plan AF sur le plan

ABC est égale à l’inclinaison du plan A’ F’ sur let

plan A’B’ C’ (pr. A ), la face AF s’appliquera exac-

tement sur la face A’F’ qui lui est semblable et égale.

Les autres faces du solide ABC DEF s’appliqueront
exactement sur les autres faces des solides A’B’C’D’E’F’,

par la même raison : donc ces deuxsolides seront égaux.
Mais les faces homologues sont également inclinées les

unes sur les autres dans ces deux solides ( pr. A ): donc
les deux solides ABCDÈF, A’ B’ C’ D’ E’ F’, qui sont

contenus dans le même nombre de faces égales et sem-
blables, sont égaux et semblables entr’eux.

Supposons en second lieu que les solides ABCDEF,
abcde f soient placés l’un au -dessus et l’autre au-

dessous du plan ab c ; il est évident que dans ce cas
le principe de superposition ne peut pas être employé
pour démontrer ’égalité de deux solides qui sont con-

tenus dans le même nombre de faces égales et sembla-
bles entr’elles, et dont les angles solides ne sont pas ,
compris par plus de trois angles plans: donc l’on doit
se contenter de dire que ces deux solides sont égaux
et semblables, parce que leurs parties constituantes,
savoir , leurs faces, les inclinaisons de ces faces ( pr. A ),
leurs angles solides ( pr. B), sont parfaitement égales de
part et d’autre.

Donc les solides qui sont contenus dans le même
nombre de faces égales et semblables entr’elles, et dont

les angles solides ne sont pas com pris par plus de trois
angles plans, sont égaux et semblables entr’eux; ce
qu’il falloit démontrer,
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LIVRE XI. - PROPOSITION xxvln ,pag. 341 , lig.9;

Selon Robert Simson et Clavius, Euclide auroit dû.
démontrer que les diagonales CF, DE sont parallèles;
ce que Robert Simson démontre de la manière sui-

vante z .a Soit le parallélipipède AB (fig. 188) et que les
diagonales DE, CF joignent les extrémités des mêmes

arêtes; puisque chacune des arêtes CD, FE est paral!
lèle à l’arête GA qui n’est pas dans le même plan , les

arêtes CD, FE seront parallèles : donc les diagonales
CF, DE sont dans le même plan que les arêtes CD,
.FE , et sont parallèles entr’elles z je dis, 8:0.

LIVRE XI. - PROPOSITION xxix.

Cette proposition a trois cas, et Euclide n’en dé-
montre qu’un seul. En effet, il peut arriver que la.
droite MH tombe sur la droite GE ou bien entre la
droite GE et la droite F D. Pour démontrer ces deux
derniers cas, on fera des raisonnemens analogues à
ceux qu’on a faits pour démontrer les deux derniers
cas de la proposition xxxv du 1" Livre. Voyez la note
sur cette proposition. V

LIVRE XII. - PROPOSITION xvn.
Cètte démonstration est incomplète selon Robert

Simson et selon moi. Après avoir démontré que le
quadrilatère BKSP ne touchera point la surface de
la plus petite sphère , Euclide conclud queles faces du
polyèdre inscrit ne toucheront point la surface de la
plus petite sphère. J’ai complété cette démonstration
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d’Euclide. Voyez la proposition xxvm du Supplé-
ment , le Lemme et le deuxième Corollaire qui suivent
cette proposition.

FIN.

DE VL’IMPRIMERIE DE CRAPELET.
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138
141

un

pag. lia.
(im BDD -- BDC
si” sa rune ce codant. "5’; si p
A FK -h FD
a FK-- FD

. 1 a démontrer. - faire.
a l AC - AC égale
r r ’ et l’angle DEG --- Page

DEG scra
sa parallèles -- droites
8 en --- vers

10 CAD - CAB
9 puisque - donc puisque
7 égales -- égales et parafa

télés

4* FFD --- EFD
1 DBC - EBC
7 soient -- sont
5* le dernier mot, KFCë-KGC

14 triangle - angle
9 a - sur
sa GC - la droite CC

16 LH - LG
7 directement une droite

quelconque -- une droite
qui ait la même direction

5* idem.
9 au - au double du
4 même correction que 86 7’,-
5* CF - CE
a même correction que 86, i

1 r obus angle - obtusangle
7* idem.
9* idem.

10 commun - commun de
s AFB -- AEB

1 r’t supprimq un

l BND - NMD
i ABD - ABC
4 et qu’on mèné’-; menez

5 dans une circonférence de
-- dans un

4 FG - FA
5 au --- sur le

5 à - sur r



                                                                     

pas.
14e

148
155

156
157
158
159
160
165
167
168
168

169
169
169
175
176
177
178
178
178
l79
179
180
180
181
181
181
131
18:
1811

r8.
Il:
134
185
185
186
187
188
189
190
191
191
19:
193

192
195
’97

ERRATA.
lis.
s une position comme - la

même position que
u ligne --- droite
6* placés , &c. - placés tous

deux au centre ou tous
deux à la circonférence

et idem.
5 idem.
8 idem.
1* des - de ces
5* les - des
n’supprimeron démontre que

1 1 l’angle --; mais l’angle
7’ supprime; fig. 98
1’ conduisez - du point F

conduisez
a FG - FA
4 AC - PC
4 BG - DE
6 quarrés -- quarrés de
1* la - le
8 et - mais
8 autour d’une -- à une

10 autour de -- à
7’F autour d’un - à un

1 autour d’une - à une
5 autour de -- à

1 n avec - à
15 idem.
8 idem.

1 1 idem.
1o* idem.
7* idem.

u mais - et que
14 donc -- ,
4* avec le - au
1* avec - à

’ 7* 107 - 109
6’ 108 - 109*

8 autour du - au
1 109 - log"
5 cet angle - ce triangle i

14 autour du -- au
14 PH - FK
1 autour du - au
et autour d’un -- à un
4* autour de - à
4 la hase -- mais la hase
4* autour du -- au
2* autour d’un - à un

14 autour du -- au
u au -- à. ce

ins-
193

I99
aco
201
1:01

217
211
317
218
:118
919
n26

228
:151

240
s45
n45

au
.544
:46
248
943
249

95!
255
1154

957

:57
959
259
:61

:6:
:65
:63

26:
:63
.65
964
964
264
n64

254
265

:65

11

8 KCE - KCF
15 tu rimeî un
4 FIÇP- CD
6 AC -- FIS:
7 FE - AC
6’ BAC - EGF
lau EGF - BAC

1 1 ’ puisque- puisque l’angle

6 que de même - de même
que

9 double - triple
5* étant -- ayant été

3* es - ces
15 supprimer (fig. 158)
9* rechange - échange
5* comme - comme le
5* est - est au
8 EB -- donc E8
8 GH - 6K
9* F H -- F G
7* l’on démontre- l’on a dè-

montré
10’ B - C

1° NG - NH
9’* construites -- et cons-

truites
15 du diamètre - de la dia-

gouale
18 idem.
10”’ idem.

5* 145 - r46
7* du même diamètre - de

la même diagonale

1 idem. n4 diamètre - diagonale
8 du même diamètre --- de

la même diagonale
5* idem.
1 idem.
9 supprimq que lui
8 idem.

15 idem.
1 2* puis - puisque
x 1* du même diamètre - de

la même dia anale
10” diamètrc- iagonale
2* du même diamètre -- de

la même diagonale
1* diamètre -- diagonale

a



                                                                     

576 1 1: a npas. lis.
166 4’ supprime; que lui
:67 8 figure-parallélogramme
167 1 1 les défauts , &c. -- et qui

est semblable au parallé-
logramme donné

:67 8* appliqué sur la moitié de
la droite AB , les défauts
étant semblables, et que
le parallélogramme au-
quel le défaut doit être
semblable soit D -- qui est
appliqué sur la moitié de

la droite AB et qui est
semblable au parallélo-
gramme donné D

268 11 donné - donnée
268 i" .rupprimq que lui
268 75 mais EF est semblable à

D: donc - puisque le pa-
raliélogramineEchtscm-
blable au parallélogram-
me D ,

27x 14 El. - FI.
977 3* ACE -- DCE
s78 g seront -- seront égaux
:80 9 et - et les
580 9 BHF-EHF
:80 il BGL-BGC
zoo 8 ; mais -, et
604 1o à -- sur
304 11 idem.
504 7* à l’un et à l’autre --- sur

l’un et sur l’autre

ses 15 DAF- DAE I
808 8 avec-à
322i in je dis - le dis aussi
855 9* soient - sont
557 15 AL - RL
5.54 8 parallélipipède-parailé-

lépipède, et la même cor-

rection pantout.
855 10 mais trois plans - mais

trois plans de ces solides
853 5 FHE - FGE
559 45’ angles solides -- angles

plans
34° 9* parallélogrammes -- pa-

A If A;
Plü

549
54:
345
543
5M
545
545

545
848
849
1151

555
555

554
356
857
557
859
559.
560
563

567
576
595
597

397
400
410
430

430
455
4’55

457
.437

457
459

44!
44E
47v

lig. jrallélogrammes de ces pa-
ralièlépipèdes

6 droites insistantes-arêtes
1 1 idem.
15 idem.
5* idem.
5’K idem.

1 idem.
1 5 d’abord - supposons d’a-

bord
15 droites insistentes -arére5.
9 idem.
a idem.
5* AE - le côté AE ’
a droites insisteutes-arétes
8* sont - sont réciproque-

ment
4 QP -- QR
3 droites insistantesfarètes

1 1 idem. I ’
1 a PQ -- RQ
15 BC -- BT
18 idem.
6 droites insistentes-arétes
6 soutendus par -- adia-

cens à

5 et - et si
9 si -- car si
9’ ABCEM - ABCDEM
6* . La pyramide -, mais la

pyramide
1* mais on - et l’on
9 DEFO -- DEF H
75 sera -- est
6* qui ne touche - dont les

faces ne touchent
3* idem.
1. dans - sur
B et menez --; menez
7* bases - faces ’
6* donc -- donc les faces de
5* touche - touchent
6 qui ne touche - dont les

faces ne touchent
6 idem.
6 sont - forment des anglcs
95 G -- G’

p-----.--------------
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