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RAPPORT . '+

fait & la Classe des Sciences physrques et mmhé-
' mauques de l’Insntut nauonal '

[

par les cntoyens LaAGRrRANGE et DELA'M!RIa

Seance du luandi a8 venlbse nq XLy

Peuv & onvrages ont é16 aussi souvent-iraduits, somy
ten tés et.reproduits, que les Elémens & Euclide; msip
il'n’est pas d’auteur avec quises traducteurs aient pri
d'aussi étrariges hibertés. Sous prétexte de dorner murx
démonstrations plus de clarté et-de simplicité ; il n'est
presque pas de proposition dont ils n’aient changd on
modifié les preuves. Pour ne parler que des traduc.
teurs frangais, il suffit de jeter les yeux sur 'Euclide_
de Dechalles, réimprimé plusieurs fois successiventent
par Ozanam'et Audierne, pour voir que-ces éditeurs
n’ont presque rien respecté dans P'auteur original, si
ce n’est I'ordre et I'énoncé des théorémes. Mais malgré
tous leurs soins et leurs prétentions, ils n’ont pas fait
oublier le véritable Euclide; on trouve méme encore
quelques savans qui, soit avec raison , soit par un goit
un peu trop exclwsif pour les méthodes des anciens,
prélendent que malgré les talens et les sucods des au-
teurs modernes, les Elémens d’Euclide sont, i quel-
ques endroils prés, le meilleur ouvrage que nous ayons
en ce genre. Sans prendre aucun parti sur cetie ques-
tion, on peut conclure.an mains de leur opinion, que
le citoyen Peyrard a fait une chose utile en traduisant
fidélement un ouvrage dont nous n'avons pas en de
traduction exacte depuis plus de demx cents ans, et
3
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vj RAPPORT FAIT A LINSTITUT.
dont les bonn'es éditions, soit grecques soit latines, sont
assez rares, et & la poriée de peu de savans, sans
copipter les difficuliés des deux langues, qui diminuent
encore asseg considérablement lenombre des lecteurs.
Nous avons lu avec soin la nouvelle traduction, en la.
comparani 4'original grec, du moins quanti 'énoncé
de chaque proposition, et pour les parties essentielles
des démonstrations; car c’edit été un travail aussi long
qu ’inutile que de suivre le traducteur dans des détails
qui ne peuvent se traduire de deux maniéres. Par-tout
le citoyen Peyrard. nous a paru rendre avec exgctitude
le sens et méme les expressions de son auteur,. ;
L’ouyrige d’Euclide, quelqu’estimable qu'il soit,
est pourtant incomplet & plusieurs égards. Il y manque
sur-iout nombre de propnsitions importantes relatives
a la surfice du Cerclé ;. de 1a.Sphére, du Cykindre et
du Céne, et & la solidilé de ces trois derniers corps.
Le traducteur en a.faik la: maliére d’un Supplément;
,qu’il commence ‘par déux propositions empruntées
d’Archiméde , en)-averlisdant -dans; une nofe que la
seconde lui paroit impossible & démontrer bien rigou-
‘rensement. Il ajoute que c’est sans doute pour cetle
raison qu’Euclide n’a rien dit de.Ja surface du Cercle
ni de celle de 1a Sphare. It ¢'agit de prouver queile
eonlour du Polygone circonscrit est:plus grand que
celui:du. Cercle. Pour y. parvenir, Archiméde avoit
posé en principe que de dewx lignes.concaves du méme
cdté ot qui ont mémes extrémités, colle qui environne
 Zautre est la plus grande des deus. 1\ est vrai que te
principe .méritoit bien uns: démonstration’, mais il
n’est pas prouvé que ce soit précisément cette difficulié
qui.ait asréié Euclide. Quand il composa ses Elémeéns,

(%
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Archimeéde.n’étoit peutétrei pas. né, il est: bierr: pre
bable an moins qu'il n’avoit entore publié ini won
Trait¢ de laiSphéreet.du Cylindre; ni' colui'dé’ la
mesure du-Cercle.: Ips: Théordmes que - conliens' cet
ouvrage étoient encore iftconnms. pour la. plipwrt; et
la réputation qu’ils ont acquise adenr auteur, le prix

‘qu’il y attachoit lui-méme, nous prouvent combien

on: les: avoit jugés difficiles:. I} ¢sb domo “boyt simple
&’imaginer qu’Euclide. lpe dgwotditrentiévement; car
#’il les eit copnus, ils'sdnt id'ane: tétle“importance’,
qu’il anroit dil ;ce:me sembie , les indiquer ; swwf & cons
venir de ce que la demonstrauon ponhn ndfermer
d’hypothétigue, - - .5 1 T
Tousles Theotémeo sont démontrén&e mle Suppléo
ment du citoyen Peyrard , 4 Iq manidre:d’Boclide; st
en se servant:autant qu'il 4 08 pessible  des prepési-
tioms qui sé trouvent:dans:les Elémens. 'Oes: démons-
trations- sont: presgue toutexjimdireotes ,)c’esbk-dire
qu'elles prouvent; non pas qufike chose it de tolle
on de telle.maniére; mais qu'l.y: auvolt de 'absurdité
a la saupposer autrement. .s\ Qudlquesiunes des dé-
monsirations du cxtoye,z{x ggyrard ro;’ss?mblex}t beau-
coup 3 celles qi’on trouve dans t’ouvrage &u citoyen
Legendre ; mais quand on compose un livre d’Elé-
mens, on ne.s’ mu)oae pas lobhgauon d’élre towrours
neuf, loujours inventeur’; tout le ‘monde sait bien que
c’est 1a chose impossible. On trouvera du moins plu-
sieurs propositions iniportahies. qui Gont-démonirdes
d’une maniére nouvelle; ainsi pour arriver au théo-
réme sur la solidité de Ia Sphére, le citoyen Peyrard
emploie la proposition xviz du livre x1:°, et ce théo-
réme paroit en effet un corollaire assez simple de cetle
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praposition. La démonstratien qa’elte fourhit est plus
fagile:quei eelle d’Archimede. Mais cette propodhoﬂ
M etbil: gwineparfaiterient; démontrée - dans Euclide,
Robert Simeon y-avois relévé plusiears omissions: et
saezactithdes. Le citoyem. Peyrard: en & compléte la
démonsiration. d/nhé msmidre qui we huu rien &
dedirgney 0o coong o e e e T i D
- LoSupplemem eabtétzmdé par qnelquuﬁméorému
comnus, d’ui usags trés-fréquent dans la mesure:des
Lignes, dea Surfaces et dés Solides, et qui ne se trou«
veient pas gsmz “prmement énoneés ‘dans les Elé~
meaeps. d’FﬂM&u; foaal thenogte 1;;’.;5‘ R EETNYY F

L’ouvrage est terminé par dea notesonk I'on. rap~
porte 6t 'on discuie quelques objections ét quelqes
corrections proposées par Robert Simson. =

. L’anteur, dinasa Préface ;annoncewi travail sem-
hlable, qu'iln commencé ,sur.Archiméde. Nous pen-
soiis que-la, Classeyeh-dpprouvant celui qu’il vient de
faire sur Euclide, doit -engagerle citoyen: Peyrard &
{erminer Ia traduction, non mainsimportante, et bien
plus djﬂimle, dAcchipede. - i <,
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"PREFACE.
LORSQUE je fus nommé Blbhothecalre
de T'Ecole Polytechmque , Je formai le
projet de donner au public une traduc-
tion littérale des ®uvres d’Euclide et
& Archiméde, les deux plus grands Géo-
métres de Pantiquité. Je pensois qu’il étoxt
en quelque sorte de mon devoir de con-
-sacrer mes momens de loisir a des travaux
qui fussent analogues & ceux de I'Ecole
Polytechnique Je publierai ‘dans Ie cou-
rant de I'an x111, une traduction htterale
des @uvres complétes d’Archiméde; cette
traduction sera accompagnée d’un Com-

mentaire pour faciliter Imtelhgence des
endrmts diffiéiles (1). Je fais paroitre au-

Y

1) I umacripﬁo’n pout la iraduction liuér,llo dn
complétes d’ Archiméde , avec un commen-

ftireet des. planches , par F. Reyrard, Bibliothécaire-
de FEcole Polytechnigue, est ouvente d’ict au 1°7. ven-,
démiaire an xim..Cel: ouvrage sera imprimeé par. .
Grapelst ,sur caraclére dit saint-augustin, format n-4°. -
papier fin d’Angonléme. Prix 36 fi., et en papier
vélin 73 fr. Tous les exemplaires serout numérotés
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jourd’hui la traduction des, Livres de Ia
Géométrie d’Euclide , auxquels j’ai ajouté-
un Traité du Cercle, du Cylindre, du
Céne et de la Spheére; la rﬁesure des Sur~
faces et des Solides. J’al traduit Eucllde
htteralement et méme mot 4 mot quand
h génie de la lan gue franqalse a pu.] me le
permettre Dans mon.. Supplement ’ )a.l
adopté Tes pnpclpes d’Archiméde , et )e
me suis conforme autant qu il a été en
mon pouvoir, & la méthode et la marche
d’Euclide. Dans les notes qui accom_pa.—
gnent ce Supplément, je me suis apphque
a eclalrclr quelques endroits obscurs, Je
rapporte et je discute quelques ob]ectzons
proposees par Robert Simson. Je fais voir

dans ces notes que Robert Slmson est
%

et livrés suivant Pordre des souscriplions. La liste des
souscriptenrs sera imprimée en téte du volume. Il ne
sera pas'tivé wn senl exemplairé au-deld,du- nombre:
des souscriplions; - winsi il sera ahsoluntent impossible:
de g'en’ preocurer antrement gw'en: soubctivant,: Cet
ouvrage paroftra dans le courdit de I’an: xnr. On.
sewsorit i Paris, chez IEditeticy.4:'Ecole Polytech-,
mque iet-chez ¥. Louis, ’bermre we'de Savoie,
nﬂ O IV 13 N TR : : -
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tombé dans une erreur trés-grave au sujet
de la définition x du Livre xr. -
Au lieu du Supplément que j’ai com-
posé pour servir de suite & la Géométrie
d’Euclide, je devois donner la traduction
littérale du Traité du Cylindre et de la
Sphére et du Traité de la mesure du Cer—
cle d’Archiméde; mais ayant fait réflexion,
que ces deux Traités ne sont.pas assen
élémentaires, je me suis décidé 4 composer
un Traité succinct du Cercle, du Cylin-
dre, du Cdne et de la Sphére, qui fitila
poi‘tée de ceux q‘ui apprennent les ‘ma-
thématiques, et dont toutes les proposh
tions fussent rigoureusement demontrées.

La démonstration d’Archiméde, qui
regarde la.mesure de la sphére, est telle-
ment compliquée, qu’il faut la plus grande
contention d’espnt pour la comprendre
la démonstratmn que je lui substitue est
courte et facile 3 a saisir, et qependant elle
a toute la rigueur qu’on peut exiger. .

Je ne ferai pas I’éloge d’Euclide; on se
méfie tovjours de Féloge d*un auteur fait
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par son tradugteuy. Je laisserai parvler deux
illustres Géométres, Montucla et Bossat. .

- 4 Clept sur-wopt & ses Elémens qu Euclide
doit la célébrité de son nom, Il ramassa daus
cet quvrage, le meilleur encore de tous ceux
de ce genre, les vérités élémentajres de Ia Geo-
metne aecouvertes avant lui. Il y mit cet en-
cHai‘r(eméﬁt Sl admiré par les  amateurs de la -
ngtiem-geometnque et qui est tel, qu'il n'y 4
aneume:proposition (hi n’ait dés’rapports né:
eestaires-avéc. celles qui la précédent 6u qui la
swivents En vain divers' Géonmiétres , 3 qui Tar-
rangement d’Euclide a déplu, ont tiché de le
réformer , sans porter atteinte a la for ce des
demonstratlons. Leurs efforts i 1mpulssans “ont -
fait voir combxen il est difficile de subsutner ala
chafne formée parl ancien Geomelre une chatile
aussi ferme et aussi so]xde. Tel étoit le sen-
ument ‘de l'illusire M. Leibnjtz , dont Pau-
tome doit -éwe d’uny grand poids en ces mar
tiéres; et M. Wolf, qui nous I'apprend , con-
vient d’avoir tenté inutilement d’arranger, les
vérités géométriques dags un ordre différent,
san$ supposer des choses qui n’étoient point
encore démomtrées , ou sans se relicher beau-
coup sur la sohdité de la démonstration: Les
Géométres anglais , quii semblent ayoir le niicux
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conservé le gotit de la rigourense géométrie,
unt toujours pensé stwsi; et Euclide a trouvé
chez eux de zélés défenseurs dans divers Géo-
métres habiles. L’ Angleterre voit moins éclore
de ces ouvrages, qui ne facilitent la seience
qu’en Pénervant; Euclide y est presque le seul
auteur élémentaire eonnu, et 'on n’y manque
pas de Géometres.

» Le reproche-de déserdve fait a Euchde,
m’oblige. i quelques réflexions sur Pordre pré-
tendu qu’affectent nds smteurs modemes d'éléx
mens , et sur les inconvéniens qui en sont la
suite. Pent-on regarder comune un véritsble
ordre., cehn qui -oblige & vieler Ja eondition
la plus essentielle 3 un raisonnement géomé-
trique , jJe veux ukne ,. cette rigueur -de -dé~
mMONsration , seule capable de forcer um esprit
disposé 2 ne se rendre qu’a I'évidence mars-
physique? Or rien n’est plus commun chez les
-emteurs dont on parle , que ces atteantes poraées
A la rigueur géoméurique. Mais il lewr fullon
nécessairement e reldcher jusqu’a ce point, ou
commencer & traiter d'un certain genre d'étcn-
<due, avant que & avoir épmsé ee qu'd y avoit
dire d’un autre plus simple , et #s ont mieux
.aimé ne démontrer qu'a demi, c’est-a-dire , ne
pomt démontrer du tout, que de blesser un
prétendu drdre dont ils étoient épris.
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* » Iy améme, i mon avis, une sorté de pué-
rilité dans cette affectation de ne point parler
d'un genre degrandeur, des triangles, par exem-
ple, avant que d’avoir traité.au long des lignes
et des angles : car pour peu que, s’astreignant
i cet ordre, on veuille observer la rigueur géo-
métrique il faut faire les mémes’frais de dé-
monstrations, que si 'on efit commencé par ce
genre d etendue plus composé , et d’ailleurs si
simple , qu’il n’exige pas qu'on s’y éléve par
degrés. Jose aller plus loin, et je ne crains
point de dire que cet ordre affecté va i rétrécir
Tesprit ; et.a Paccoutumer 2 une marche con-
traire a.celle du génie des découvertes. Clest
déduire laborieusement plusieurs vérités parti-
culiéres, tandis qu'il n'étoit pas plus difficile
d’embrasser tout.d’un coup le tronc, dont elles
ne sont que les branches. Que sont en'effet la
plupart de ces propositions sur les perpendi~
culaires et les obliques, qui remplissent plu-
sieurs sections des ouvrages dent on ‘parle),
sinon ‘autant de conséquences fort simples'de
la propriété du triangle isoscéle ? 1l étoit bien
plus lumineux , et méme plus court, de com-
mencer 4 démontrer cette propriéié; et d’en dé-
duire ensuite toutes ces autres propositions ».
( Histoire des Mathématiques, par J. F. Mon-
TUCLA. Paris, an vi1, tom. 1, pag. 295.)
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« Jamats livre de science n’a eu un succés
eomparable & celui des Elémens d’Eunclide. Ils
ont été enseignés exclusivement pendant plu-
sieurs siécles dans toutes les écoles de mathé-
matiques, traduits et commentés dans toutes les
langues ; preuve certaine de leur excellence ».
( Essai sur U Histoire générale des Mathématiques;
parCu. BossuT. Paris, 1802, tom. 1, pag. 45. )

5.5 Hest mdlspenshb.le de faire les correclions in-
diquées dans lerrata, avant d’enlreprendre la lecture
d‘Euchde.
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ELEMENS

DE

GEOMETRIE
DEUCLIDE.

LIVRE PREMIER.

DE"F_INITIONS.

1. Lz point est ce qui n’a aucune partie.

2. La ligne est une longueui- sans largeur.

3. Les extrémités d’une ligne sont des points.

4. La ligne droite est celle qui est toute éga-
lement interposée entre ses points (1).

5. Une superficie est ce qui a longueur et
largeur seulement.

(1) Dans la suite nous dirons une droite au lieu de
dire une ligne droite.

A




2 ELEMENS
6. Les extrémités d’'une superficie sont des
lignes. -

7. Une superficie pleine est celle qui est
dgalement interposée entre ses lignes droites.

8. Un angle plan est I'inclinaison mutuelle de

. deux lignes qui se touchent dans un plan et qui
ne sont point placées dans la méme direction.

9. Lorsque des lignes droites comprennent
un angle , 'angle s’appelle rectiligne.

10. Lorsqu’une droite tombant sur une droite
fait les angles de suite égaux entr’eux , chacun
des angles égaux est droit. La droite tombante
est dite perpendiculaire a celle sur laquelle elle
tombe.

~ 11. L'angle obtus est celui qui est plus grand
que I'angle droit.

12. L'angle aigu est celui qui est plus petit
que l'angle droit. .

13. On appelle terme ou limite ce qui est
Pextrémité de quelque chose.

14. On appelle figure ce qui est comprls
entre une ou plus1eurs limites.

15. Le cercle est une figure plane comprise
dans une seule hgne qu’on appelle circonfé-
rence ; toutes les droites mendes 4 la circon-
férence d'un seul point de cenx qui sont placés
dans les figures, sont égales entr’elles.

3z,



DEUCLIDE. 3

16. Ce point se nomme le centre du cercle.

17.-Le diamétre du cercle est une droite
menée par le centre et terminée de part et
d’autre par la circonférence du cercle; lé
diamétre partage le cercle en' deux parties
égales,

18. Un demi-cercle est une figure comprise
entre le diamétre et la portion de la circonfé-
rence qui est interceptée par le diamétre.

19. Un segment de cercle est une portion du
cercle comprise entre une droite et la circon-
férence du cercle.

20. Les figures rectilignes sont celles qm sont .
terrninées par des droites. '

21. Onappelle trilatéres ou tnangles les ﬁgures
terminées par trois droites.

22. Quadrilatéres ; celles qui sont “termitrées
par quatre. - .

23. Multilatéres ou polygones, celles qui sont
terminées par plus'de quatre droites.

24. Parmi les figures trilatéres, celle qui'est
terminée par trois cStés égaux se nomme trians
gle équilatéral.

“25. Celle qui a seulement deux c6tés égaux
se nomme triangle isocéle. -

26. Celle dont tous les cotés sont. inégaux se
nomme triangle scaléne.

2

.,



4 ELEMENS;

27. Parmi les figures trilatéres, celle qui a un
angle droit se nomme triangle rectangle.

,28. Celle qui a un angle obtus se nomme
triangle amblygone ou triangle obtus-angle.

2g. Celle qui a ses trois angles aigus, trian-

gle oxygone ou triangle acutangle. :

30. Parmi les figures quadrilatéres , celle qui
ses cOtés égaux et ses angles drons se nomme
quarl‘e. ' " ' .

31. Celle qui-a ses angles droits,, mais qui n’a
pas ses c6tés égaux , se nomme quarré oblong
ou rectangle. .

. 32. Celle qui a ses c6tés égaux , Mais quin’a
pas ses angles droits, se nomme rhombe.

33. Celle dont les cétés et les angles opposés
sont égaux , mais dont tous les c6tés ne sont pas -
¢gaux et dont les angles ne sont:pas droits, se
nomme rhomboide.

.+ 34- Les autres quadrilatéres, ceux-la excep-
tés, se nomment trapézes (1).
. 35. Enfin, les paralléles sont des droites qui,

étant placées sur un méme plan, et qui élant

(1) On nomme aujourd’hui trapéze un quadrilatére
dont deux de ses coiés seulement sont paralléles, et
les autres quadrilatéres, excepté le trapéze et les qua-
drilatéres dont parle Euclide, se nomment ordinaire-
ment quadrilatéres simplement dits.
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prolongées de part et d’autre a I'nfini, ne se
rencontrent nulle part.

DEMANDES.

1. Conduire une droite d’un"point quelcon-
que A un poimnt quelconque.

2. Prolonger continuellement , selon sa di-
rection, une droite finie. |

3. D’un point quelconque et avec un inter-

valle quelconque décrire une circonférence de
cercle.

Notions communes ou axiomes.

1. Les quantités qui sont égales a une méme
quantité sont égales entr’elles.

2. Si a des quantités égales on ajoute des
quantités égales, les tous seront égaux.

3. 81 de guantités égales on retranche des
quantités égales , les restes seront égaux.

4. Si & des ¢uantités inégales on ajoute des
quantités égales, les tous seront inégaux.

5. i de quantités inégales on retranche des
“quantités égales, les restes seront inégausx.

6. Les quantités qui sont doubles d’'une méme
quantité sont égales entr’elles.

7. Les quantités qui sont les moitiés d’'une
méme quantité sont égales entr’elles.

-~

3



6 ELEMENS

8. Les choses qui se conviennent mutuelle=
ment sont égales entr’elles.

Q- Le tout est plus grand que sa partie.

10. Tous les angles droits sont égaux (1).

11. Si une droite tombant sur deux droites
fait les angles intérieurs du méme c6té plus
_petits que deux droits, les deux droites pro-
longées a I'infini se rencontreront du c6té ou
les angles sont plus petits que deux droits.

12. Deux droites ne renferment point un
espace.

PROPOSITION PREMIERE.
PROBLEME.

Sur une droite donnée et finie , construire
un triangle équilatéral.

Soit AB (fig. 1) la droite donnée et finie : il
faut construire sur la droite'AB un triangle -
équilatéral. - ,

Du centre A et avec un intervalle AB, dé-
crivez la circonférence BCD (dem. 3 ); ensuite
du centre B et avec l'intervalle BA décrivez la
circonférence ACE; et du point C, ou les cir-

(1) Dans quelques manuscrits les axiomes 10 et 11
se trouvent placés parmi les demandes.
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conférences se coupent mutuellement, con-
duisez aux points A, B, les droites CA, CB
(dem. 1). .

Car puisque le point A est le centre du cer-
cle CDB, la droite AC sera égale 4 la droite AB
(déf. 15); de plus, puisque le pont B est le
centre du cercle CAE, la droite BC sera égale
a la droite BA; mais il a été démontré que la
droite CA étoit égale ala droite AB: donc cha-
cune des droites CA, CB est égale 4 la droite
AB; or les quantités qui sont égales a une méme
quantité sont égales entr’elles; donc la droite
C A est égale 4 ladroite CB: donc les trois droites
CA, AB, BC sont égales entr’elles.

. Dong le triangle ABC (déf. 24 ) est équila-
téral, et de plus il est construit sur la ligne
donnée et finie AB; ce qu'ilgalloit faire.

PROPOSITION IL
| PROBLEME.

D’un point donné conduire une droite égale a une
droite dcnnée.

So:n A (fig. 2) le point donné et BC la droite
donnée : il faut conduire du point A une droite
égale a la droite BC. '

Conduisez du point A au point B la droite
/ -
4
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'AB (dem. 1); sur cette droite construisez le
triangle équilatéral DAB (prop.1), et pro-
longez les droites AE, BF dans la direction

_des c6tés DA ,DB; du centre B et avec 'inter-
valle BC , décrivez la circonférence CGH
(dem. 3); et du centre D et avec I'intervalle
DG décrivez ensuite la circonférence GKL.

En effet, puisque le point B est le centre du -
cercle CGH, la droite BC sera égale a la droite
BG (déf.15); de plus, puisque le point D estle
centre du cercle GKL, la droite DL sera égale
a la droite DG ; mais Ia droite DA est égale
Ia droite DB : donc ladroite AL sera égale a la
droite BG (axiome 3 ) ; mais il a été démontré
que la droite BC est égale 4 la droite BG: donc
les droites AL, BC sont égales chacune a la
droite BG. Mais#@®s quantités qui sont égales 2
une méme quantité sont égales entr’elles : donc
la droite AL est égale a la droite BC.
Donc du point donné B on a conduit une

droite AL égale a la ligne donnée BC; ce quil
falloit faire.
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PROPOSITION I1I1.
.pnonLi:mg.

Deux droites inégales étant données, retrancher
de la plus grande une droite égale 4 la plus
petite.

Soient AB et C (fig. 3) les deux droites iné-
gales données dont la plus grande soit AB : il
faut de la plus grande AB retrancher une droite
qui soit égale i Ia plus petite C.

Du point A conduisez une droite AD égale
3 la droite C (prop. 2), et du centre A et avec
un intervalle AD décrivez la circonférence DEF
(dem. 3).

Puisque le point A est le centre du cercle
DEF, la droite AE sera égale a la droite AD ;
mais la droite C est égale 4 la droite AD : donc
les deux droites AE, C sont égales chacune a
la droite AD : donc la droite AE est égale a la
droite C.

Donc les deux droites inégales AB, C ayant
été-données, il a été retranché de la plus grande
AB une droite AE égale a la plus petite C; ce
qu’il falloit faire.
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PROPOSITION IV.
THEOREME.

St deux cétés d'un triangle sont égaux & deux
cétés d’un autre triangle chacun & chacun , et s
les deux angles compris entre les cdtés égaux
de ces deux triangles sont aussi égaux , la base
de Uun séra égale & la base de Uautre ; ces deux
triangles seront égaux, et les autres angles com-
pris entre les cités égaux de ces deux triangles
seront aussi égaux entr’eux.

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig. 4)
dont les deux c6tés AB, AC sont égaux aux deux
c6tés DE, DF chacun & chacun, c’est-a-dire,
le c6té AB égal au c6té DE, et le c6té AC au
c6té DF; que Pangle BAC soit aussi égal a
Pangle EDF : je dis que la base BC est €gale a

‘la base EF, que le triangle ABC est égal au
triangle DEF, et que les autres angles compris
entre les c6tés égaux de ces deux triangles sont
aussi égaux chacun i chacun; 'angle ABC égal
a 'angle DEF, et 'angle ACB égal 4 Pangle
DFE.

Car st le triangle ABC est appliqué sur le
triangle DEF, le point A étant posé sur le point
D, ladroite AB surladroite DE, le point B tom-
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bera sur le point E, parce que la droite AB est
égale a la droite DE : mais la droite AB s'appli-
quant exactement sur la droite DE, la droite AC
s'appliquera de méme exactement sur la droite
DF, parce que I'angle BAC est égal i Pangle
EDF; le point C tombera sur le point F, parce
que la ligne AC est égale 4 la ligne DF ; mais le
point B tombe sur le point E : donc la base BC
est égale a labase EF, car si le point B tombant
sur le point E, et le point C sur le point F, la’
base BC ne s'applique pas exactement sur la
base EF, il faut nécessairement que deux lignes
droites comprennent un espace, ce qui est im-
possible (axiome 12); donc labase BC s’appli-
quera exactement sur la base EF, et lui sera
égale ; donc aussi le triangle entier ABC s’ap-~
pliquera exactement sur le triangle entier DEF
et Iui sera égale. Par conséquent les autres an-
gles de I'un des triangles s’appliqueront exac-
tement sur les autres angles de l'autre triangle
~ et seront par conséquent égaux aussi entr’eux ;
c’est-a-dire Fangle ABC égal I'angle DEF, et
Pangle ACB égal a I'angle DFE.

Donc si deux c6tés d’un triangle sont égaux d
.deux c6tés d'un autre triangle chacun i chacun,
et si.les deux angles compris entré les c6iés
égaux de ces deux triangles sont aussi égaux , la

‘
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base de I'un sera égale 4 la base de I'autre; ces
deux triangles seront égaux , et les autres angles
compris entre les c6tés égaux-des deux trian-
gles seront aussi égaux ent’eux ; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION V.
THEOREME.

Dans les triangles isocéles les angles placés sur

" la base sont égaux entr'eux, et les cdtés égaux

étant prolongés , les angles placés au-dessous
de la base seront aussi égaux entr’eux.

Soit le triangle isocéle ABC (fig. 5) dont le
c6té AB est égal au c6té AC; prolongez les
droites AB, AC, vers D et vers E (dem. 2):je
dis que I'angle ABC est égal al'angle ACB et que
Pangle CBD est encore égal & I'angle BCE.

Car prenons sur la droite BD un point quel-
conque F, et de la droite AE retranchons la
droite AG égale a la droite AF, qui est plus
petite que la droite AE (prop. 3), et condui-
sons les droites FC et GB.

Puisque la droite AF est égale i la droite AG

. et la droite AB 4 ladroite AC, les deax droites
FA, CA seront égales aux deux droites GA, BA
chacune & chacune; mais ces droites compren-
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nent P'angle commun FAG: donc (prop. 4) la
base FC sera égale 2 labase GB; le triangle AF C
sera €gal au triangle AGB et les autres angles
compris entre les c6tés éganx de ces deux
triangles seront aussi égaux entr'eux, c’est-i-
dire, I'angle ACF égal 4 I'angle ABG, et I'angle
AFC al'angle AGB; mais comme la droite A F
est égale 4 la droite AG et la droite AB 4 la
droite AC, la droite BF égalera la droite CG
(axiome 3 ) ; mais il a été démontré que la droite
FC est égale dla droite GB: donc les deux droites
BF, FC sont égales aux droites CG, GB cha-
cune a chacune ; mais Tangle BFC est égal a
I'angle CGB et la droite BC est, la base com-
mune de ces deux triangles : donc le triangle
BFC sera égal au triangle CGB et les autres
-angles compris entre les c6tés égaux de ces
deux triangles seront aussi égaux chacun a cha-
cun (prop. 4) : donc langle FBC est égal a
Pangle GCB, et I'angle BCF £gal aussi a 'an-
gle CBG. Mais comme il a été démontré -que
'angle total ABG étoit égal a langle total ACF
et que l'angle CBG étoit aussi égal a l'angle
BCF,Yangle restant ABC (axiome 3 ) et Vangle
restant ACB placés sur la base.seront égaux. I
a été démontré aussi que les angles FBC et GCB
placés au-degsous de labase etoient aussi égaux.
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Donc dans les triangles isocéles les angles
placés sur la base sont égaux entr’eux, et les
cOtés égaux étant prolongés, les angles placés
au-dessous de la base seront aussi égaux entre
eux; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION VI
THf.ORf:?ME.

Si deux angles d’un triangle sont égaux entr'eux ,
les cdtés opposés & ces angles égaux seront aussi
égaux entreux.

Soit le triangle ABC ( ﬁg 6) ayant langle
ABC égal 4 I'angle ACB : je dis que le coté
AC est egal au c6té AB. : '

Car si le cote AC n’est pas égal au cété AB
'un d’eux sera plus grand que I'autre. Soit AB
le plus-grand ; rétranchez de AB qui est le plus
grand c6té (prop. 3) la droite DB égal au.plus
petit c6té AC, et menez la droite DC.

. Puisque DB est’ egal ala droite AC, et que
la droite BC est le cété commun, les deux
‘droites DB, BC sont égales aux deux droites
AC; CB chacusde & ‘chacune ; mais I'angle DBC
est ¢gal & I'angle ACB : donc la base DC est
égale a la base AB et le triangle ABC égal au
t 1angle DCB; cest-a-dire que leplus grand est
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égal au plus petit : ce qui est absurde. Donc la
droite AB n’est pas plus grande que la droite
AC, donc elle lui est égale.

Denc si deux angles d'un triangle sont égaux
entr’eux, les c6tés opposés aux angles égaux
seront aussi éganx entr’eux ; ce qu'il falloit dé-
montrer. '

PROPOSITION VII.
THEOREME.

Ayant conduit par les extrémités d'une droite
deux droites qui se rencontrent , il est impossi-
ble de mener des mémes extrémités deux autres
droites qui leur soient égales chacune & cha-
cune , si le point ou se rencontrent les deux
derniéres draites est placé du méme cité et n’est
pas le méme que celui ou se rencontrent les deux
premiéres,

Supposons qu’il soit possible de conduire par
les extrémités A, B de la droite AB (fig. 7), deux
droites AD, DB égales chacune a chacune & -
deux autres droites AC, CB conduites aussi par
les mémes extrémités A, B, et se rencontrant
au point C qui est placé du méme cété et qui
n’est pas le méme que celui ol se rencontrent
les deux droites AD, DB, de maniére que
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les deux droites CA, DA partant de la méme
extrémité A soient égales entr’elles, et que les
deux droites CB, DB partant de la méme extré-
mité B soient aussi égales entr’elles; conduisez
12 droite CD.

Puis donc que la droite AC est égale  Ia
droite AD, I'angle ACD est égal 4 I'angle ADC
(prop. 5); d’ou il suit que I'angle ADC est plus
grand que I'angle DCB, et que I'angle CDB est
beaucoup plus grand que DCB; de plus puis-
que la droite CB est égale 4 la droite DB, I'an-
gle CDB sera égal a angle DCB; mais il a été
démontré qu'il est beaucoup plus grand, ce qui
est impossible.

Donc ayant conduit par les extrémités d’une
droite deux droites qui se rencontrent, 1l est
impossible de conduire par les mémes extré-
mités deux autres droites qui leur soient égales
chacune i chacune , lorsque le point ol se ren-
contrent ces deux derniéres droites est placé
du méme c6té et n’est pas le méme que celui
ot se rencontrent les deux premiéres ; ce qu’il
falloit démontrer.
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PROPOSITION VIIL

THEOREME.

-~

Si deux cétés d'un triangle sont égaux & deux
ctés d’un autre triangle, chacun & chacun, et si
la base de Lun est égale & la base de Uautre,
les deux angles compris entre les cités égaux
seront aussi égaux.

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig. 8)
ayant les deux cétés AB, AC égaux aux cotés
DE, DF, chacun & chacun, c’est-a-dire le
c6té AB égal au c6té DE, et le c6té AC égal
au c6té DF; que la base BC soit aussi égale a
la base EF: je dis que I'angle BAC est égal a
langle EDF. ‘

Car si le triangle ABC est appliqué sur le
triangle DEF, le point B sur le point E, et la
droite BC sur la droite EF, le point C tombera
sur le point F, parce que la droite BC est égale
ala droite EF. La droite BC s’appliquant exac-
tement sur la droite EF, les droites BA, AC
s’appliqueront exactement sur les droites DE , -
DF : car si la base BC s’appliquant exactement
sur la base EF, les c6tés BA, AC ne s’appli-
quant pas exactement sur les c6tés DE, DF,

- et prenoient une autre position comme EG,
B
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GF, il seroit possible , aprés avoir conduit par
les extrémités d’une droite deux droites:qui se
rencontrent , de mener par les mémes extré-
mités deux autres droites quileur seroient égales
chacune & chacune , lors méme que le point olt
se rencontroient les deux derniéres seroit placé
du méme cété et ne seroit pas le méme que
celui ou se rencontrent les deux premeres ;
mais cela est impossible ( prop. 7 ) : donc la
base BC s’appliquant exactement sur la base
EF, il est impossible que les c6tés AB, AC ne
s’appliquent pas exactement sur les cétés ED,
DF : donc ils s’appliquent exactement les uns
sur les autres : donc I'angle BAC s’apphque
exactement sur I'angle EDF : donc 1l lui est
égal.

- §i donc deux cétés d’un triangle sont égaux
a deux c61és d'un autre triangle, chacun a cha~
cun, et si la base de I'un est égale 2 la base de
Pawtre , les deux angles compris entre les cotés
égaux seront égaux ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION IX.
PROBLEME.

Partager un angle rectiligne donné en deux parties
égales.

Soit BAC (fig.9) l'angle rectiligne donné :
il faut le partager en deux parties égales.

Prenez sur la droite AB un point quelcon-
que D, retranchez de la drotte AC la droite AE
égale a la droite AD (prop.3), conduisez la
droite DE, sur ladroite DE construisez le trian-
gle équilatéral DEF (prop. 1), et conduisez la
droite AF.

Puisque Ia droite AD est égale a la droite
AFE et que la droite AF est commune, les deux
drottes DA, AF seront égales aux deux droites
EA, AF, chacune a chacune ; mais la base DF
est égale a la base EF : donc I'angle DAF est
égal aVangle EAF (prop. 8): donc Yangle rec-
tiligne donné BAC est partagé en deux parties
égales par la ligne AF; ce qu'il falloit faire.
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PROPOSITION X.
PROBLEME

Partager une droite donnée et finie en deusx
parties. égales.

Soit AB ( fig. 'ro) la droite donnée et finie :
il faut partager cette droite AB en deux parties
égales. .

Construisez sur cette ligne un triangle équi-
latéral ABC (prop. 1), et partagez 'angle ACB
en deux parties égales (prop.9) : je dis que la -
droite AB est partagée en deux parties égales au
point D.

- Car puisque la droite AC est égale i la droite
CB, et que la droite CD est commune, les deux
droites AC, CD sont égales aux deux droites
BC, CD, chacune a chacune ; mais 'angle ACD
est égal i I'angle BCD : donc la base AD est
¢gale 4 la base BD (prop. 4 ).

Donc la droite donnée et finie-AB est par-
tagée en deux parties égales. au pomt D; ce
qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XI1.
PROBLEME.

Sur une droite donnée et d’un point donné dans
cette ligne , conduire une droite qui fasse deux
angles droits avec la droite donnée.

Soit AB (fig. 11) ladroite donnée et Cle point
donné dans cette droite : il faut par le point C
conduire a la droite AB une droite qui fasse
deux angles droits.

Prenez dans la ligne AC un point quelconque
D, faites CE égale 4 CD (prop.3 ), construisez
sur la droite DE un triangle véquila'léral FDE
(prop: 1), et menez la droite F C : je dis que la
droite CF, conduite par le point C sur la droite
donnée AB, fait dcux angles droits avec elle.

Car puisque la droite C D est égale a la droite
CE et que la droite FC est commune, les deux
droites DC, CF sont égales aux deux droites
EC, CF, chacune a chacune; mais la base DF
est égale & Ja base EF : dgnc I'angle DCF est
égalalangle ECF ( prop.8). Or ces deux angles
sont de suite ; mais quand une droue fait ayec
une autre les angles de suite égaux entr’eux,
chacun des angles égaux est drait ( déf. 10)
donc chacun des angles DCF, FCE est droit.

ol
Al
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Donc la droite FC, conduite par le point G
sur la droite AB, fait deux angles droits avee
la droite AB; ce qu'il falloit faire.

"PROPOSITION XII
PROBLEME.

Sur une droite dormée et indéfinie et d'un point
placé hors d’elle, mener une perpendiculaire.

Soit AB (fig. 12) 1a droite donnée et indé-
finie , et C le point donné placé hors de cette
droite : il faut sur cette droite donnée et indé-
finie A B, conduire du point donné C; pris hors
de cette droite, une droite perpendiculaire.

* Prenez de Pautre c6té de la droite AB un
point quelconque D, et du centre C et avec un
intervalle CD decnvez uneé circonférence EFG
( dem. 3), partagez la droite EG en deuxpar-
ties ‘égales au point H (prop. 10), et condui-
- sez les droites CG, CH, CE : je dis que sur la
droite indéfinie AB et du pomt donné C placé
hors de cette droite on a mené une perpendlcu-
laire CH. - - -» .

- Car pulsque la droite G H ‘est égale a la droite
HE, et que la droite CH est commune; les deux
droites GH , HC soht égales aux deux droites
EH, HC, chacune i chacune; mais la base CG
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est aussi €gale 4 la base CE (déf. 15) : donc
Fangle CHG est égal 4 'angle EHC (prop.8).
Or ces deux angles sont de suite ; mais lors-
qu’une droite tombant sur une droite fait avec
elle les angles de suite égaux entr’eux , chacun
de ces angles est droit, et la droite tombante
est dite perpendiculaire a celle sur laquelle elle
tombe.

Donc on a conduit une perpendiculaire CH
sur la droite indéfinie AB, du point donné C,
qui est placé hors de cette droite ; ce qu'il falloit
faire.

PROPOSITION XIII.
THEOREME.

Si une droite placée sur une autre droite fait des
angles, elle fera avec elle ou deux angles droits
oudeux angles égaux & deux angles droits.
Qu’une droite quelconque AB (fig. 13) placée

sur une droite DC fasse les angles CBA, ABD:

je dis que les angles CBA, ABD ou seront droits
ou égaux i deux droits.

Car si Vangle CBA est égal a Fangle ABD,
ces deux angles seront droits (déf. 10). Sile
contraire arrive , du point B conduisez la droite
BE de maniére qu’elle fasse deux angles droits
avec la droite DC (prop. 11). Puisque I'angle

4



24 ELEMENS

CBE est égal aux deux angles CBA, ABE, st
on ajoute un angle commun EBD, les angles
CBE, EBD seront égaux aux trois angles CBA,

ABE, EBD. De plus, comme I'angle DBA est
égal aux deux angles DBE, EBA, si on ajoute

un angle commun ABC, les angles DBA, ABC

seront égaux aux trois angles DBE , EBA ; ABC;

or il a été démontré que les angles CBE , EBD_
sont aussi égaux a ces trois angles : donc puis-

que les choses qui sont égales 4 une méme

chose sont égales entr’elles, les angles CBE,

EBD seront égaux aux angles DBA, ABC;

mais les angles CBE , EBD sont deux angles

droits ; donc les angles DBA , ABC sont egaux

a deux angles droits.

Donc si une droite placée sur une autre droite
forme des angles , elle fera ou deux angles droits
ou deux angles égaux a deux droits; ce qu'il
falloit démontrer.
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PROPOSITION X1V.
THEOREME.

Si dans un point quelconque d'une ligne droite
deux droites placées de différens cétés font avec
elle deux angles de suite égaux a deux droits,
ces deux droites seront dans la méme direc-
tion, c’est-d-dire qu'elles ne formeront qu'une -
seule et méme droite.

Quedansun point B(fig. 14) de la ligne droite
AB les deux droites BC, BD placées de diffé-
rens c6tés fassent avec elle les angles de suite
ABC, ABD égaux & deux droits : je dis que la
droite BD est dans la direction de la droite CB.

Car si la droite BD n’est point dans la direc-
tion de la droite BC, supposons que la droite BE
soit dans la direction de la droite BC (dem. 2).

Puis donc que la droite AB est placée sur la
droite CBE, les angles ABC, ABE seront
égaux & deux droits ( prop. 13 ); mais les angles
ABC, ABD sont égaux a deux droits par suppo-
sition : donc les angles CBA , ABE sont égaux
aux angles CBA, ABD. Otez I'angle commun
ABC, l'angle restant ABE sera égal a I'angle
restant ABD, c’est-a-dire que le plus petit sera
égal au plus grand; ce qui est impossible. La
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droite BE n’est donc pas dans la direction de
Ia droite BC. Nous démontrerons de la méme
maniére qu’il n’y en a point d’autre qui soit
dans la direction de BC, si ce n’est BD. Donc
Ia droite CB est dans la direction BD.

Donc si dans un point d'une ligne droite, deux
droites placées de différens c6tés font avec elle
deux angles de suite égaux a deux droits, ces
deux droits seront dans la méme direction; ce .
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XV.
THEOREME.

Si deux droites se coupent mutuellement , elles
Jont les angles au sommet égaux entr’eux. .

" Que les deux droites AB, CD (fig. 15) se
coupent mutuellement au point E : je dis que
P'angle AEC est égal 4 I'angle DEB, et lang]e
CEB egal 4 Pangle AED.

Car puisque la droite AE est placée sur la
droite CD, faisant les deux angles CEA, AED,
les angles CEA , AED sont égaux i deux droits
(prop. 13 ). De plus, puisque la droite DE est
placée sur la droite AB ; faisant les deux angles
AED, DEB, les angles AED, DEB sont égaux
a deux droits (prop. 13 ). Mais il a été démon-
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tré que les angles CEA, AED sont égaux &
deux droits : donc les angles CEA, AED sont
égaux aux angles AED, DEB. Retranchez I'an-
gle commun AED, Tangle restant CEA éga-
lera l'angle restant BED. On démontrera de
la méme maniére que les angles CEB, DEA
sont égaux entr’eux.

Donc si deux droites se coupent mutuelle-
ment, elles feront les angles au sommet égaux
entr’eux ; ce qu'il falloit démontrer.

COROLTLATLIRE.

De-Ja il suit manifestement que quel que soit
le nombre des lignes qui se coupent en un
point, les angles au point de section sont égaux
a quatre angles droits.

PROPOSITION XVI.
THEOREME.

:dyaﬁ prolongé un cété d’un triangle quelconque,
Vangle extérieur est plus grand que chacun des,
angles intérieurs et opposés.

Soit le triangle ABC (fig. 16 ), prolongez
le c6té BC jusqu’en D : je dis que I'angle exté-
rieur ACD est plus grand que chacun des angles
intérieurs et opposés CBA, BAC.
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Partagez la droite AC en deux parties égales
en E (prop. 10); et aprés avoir conduit ladroite
BE, prolongez-la jusqu’'en F, faites la droite
EF égale a la droite BE (prop. 3 ), conduisez
la droite FC et prolongez AC jusqu’en G.

Puisque la droite AE est égale a la droite
EC et la droite BE égale aussi a la droite EF,
les deux droites AE , EB seront égales aux
deux drokes CE, EF, chacune a chacune;
Yangle AEB est égal  'angle FEC (prop. 15),
puisqu’ils sont opposés au sommet; donc la -
base AB est égale i la base FC (prop. 4); le’
triangle ABE est égal au triangle FEC, et les
angles opposés & des cités égaux sont égaux
chacun 4 chacun : donc I'angle BAE est égal a
Yangle ECF (ax.q); mais I'angle ECD est plus
grand que I'angle ECF : donc I'angle ACD est
plus grand que l'angle BAE. Si on partage le
€6té BC en deux parties égales, on démontrera
; de la méme maniére que Pangle BCG, clest-
i-dire Pangle ACD (prop.15), est plus grand
que 'angle ABC.

Donc, ayant prolongé un c6té d’un triangle
quelconque , I'angle extérieur est plus grand
que chacun des angles intérieurs et opposés ; ce
quil falloit démontrer.
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PROPOSITION XVII
THEOREME.

Deux angles d'un triangle quelcongue, de quel- -
que maniére qu'ils soient pris, sont moindres
que deux droits.

- Soit le triangle ABC (fig. 17) : je dis que
deux angles du triangle ABC, de quelque ma-.
niére quils soient pris, sont moindres que
deux droits. Prolongez la droite BC jusqu’en D
(dem. 2). L’angle extérieur ACD du triangle
ABC est plus grand -que I'angle intérieur et op-
posé ABC (prop. 16). Donc si nous ajoutons un
angle commun ACB, les angles ACD, ACB
seront plus grands que les angles ABC, BCA;
mais les angles ACD, ACB sont égaux a deux
droits (prop. 13) : donc les angles ABC, BCA
sont moindres que deux droits. On démontrera
de la méme maniére que les anglesBAC, ACB
sont anssi moindres qlfe deux droits; on dé-
montrera encore la méme chose par rapport
aux angles CAB, ABC.

Donc deux angles d’un triangle quelconque,
de quelque maniére qu'ils soient pris, sont
moindres que deux angles droits; ce qu’il falloit
démontrer.
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PROPOSITION XVIIIL
' THEOREME.

Dans tout triangle,, un plus grand coté est opposé
& un plus grand angle.

Soit le triangle ABC (fig. 18) ayant le coté
AC plus grand que le c6té AB: je dis que I'an-
" gle ABC est plus grand que I'angle BCA.

Puisque le c6té AC est plus grand que le

c61&-AB, faites la droite AD égale au c6té AB
(prop.3), et conduisez la ligne BD.
. L’angle ADB, qui est un angle extérieur du
triangle BDC, est plus grand que P'angle inté-
rieur et opposé DCB (prop. 16); mais I'angle
ADB est égal a I'angle ABD (prop.5), parce
que le c6té AB est égal au c6té AD : donc Fan~
gle ABD est plus grand que I'angle ACB : donc
I'angle ABC est beaucoup plus grand que Fan-
gle ACB.

Donc dans un trlangle quelconque , un plus
grand c6té est opposé i un plus grand angle ;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIX.

’
TREOREME.

Dans tout triangle , un plus grand angle est opposé
a yn plus grand cété.

Soit le triangle ABC (fig. 19) ayant I’angle:
ABC plus grand que I'angle BCA : je dis que le
<6té AC est plus grand que le coté AB.

Car s'il n’est pas plus grand , le c6té AC est
égal au c6té AB, ou bien il est plus petit. Or le
c6té AC n'est-pas égal au c6té AB, car alors
Yangle ABC seroit égal 4 'angle ACB (prop.5);
or 'angle ABC n’est point égal 4 I'angle ACB:
donc le c6té AC ne sera pas égal an c6té AB.
Le c6té AC n’est pas cependant plus petit que
le c6té AB, car alors I'angle ABC seroit plus
petit que Vangle ACB (prop. 18); or Pangle
ABC n’est pas plus petit que I'angle ACB; donc
le c6té AC ne sera pas plus petit que le c6té AB.
Mais il a été démontré qu’il ne lui est pas égal :
donc le c6té AC est plus grand que le c6té AB.

Donc dans un triangle quelconque, un plus
grand angle est opposé 4 un plus grand c6té;
ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION X X.
THEOREME.

Deux cétés d’un triangle quelconque, de quelque
maniére qu’ils soient pris, sont plus grands que
le coté restant.

Car soit le triangle ABC (fig. 20) : je dis que
deux c6tés du triangle ABC, de quelque ma-
ni¢re qu'ils solent pris, sont plus grands que le
c6té restant ; c’est-a—dire que les c6tés BA, AC
sont plus grands que le c61é BC;; les cotés AB,
BC plus grands que le c6té AC, et les cotés
BC, CA plus grands que le c6té AB.

Prolongez le c6té AB jusqu’au point D, faites
la droite DA égale a la droite CA (prop.3), et
conduisez.la droite DC.

Puisque la droite DA est égale ala droite AC,
I'angle ADC sera égal al’'angle ACD (prop. 5);
mais l’angle BCD est plus grand que I'angle
ACD (ax.g): donc Fangle BCD est plus grand
que I’angle ADC : donc, puisque dans le triangle
DCB, 'angle BCD est plus grand que I’angle
BDC, et qu'un plus grand c6té est opposé a
un plus grand angle (prop. 19), le c6té DB sera
plus grand que le c6té BC; mais la droite DB
est égale aux c6tés AB, AC; donc les cotés



4

DEUCLIDE. 33

AB, AC sont plus grands que le c6té BC. Nous
démontrerons de la méme maniére que les cétés
AB, BC sont plus grands que le c6té CA, et les
cotés BC, CA plus grands que le c6té AB.

Donc deux c6tés d’un triangle quelconque,
de quelque maniére qu'ils soient pris, sont
plus grands que le coté restant; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXI..
THEOREME, .

Si des extrémités d’un cété d’un triangle on méne
deux droites qui se rencontrent dans ce trian-
gle, ces deux droites seront plus courtes que
les deux autres cdtés du triangle , mais elles
comprendront un angle plus grand.

Des extrémités B, C (fig. 21) du c6té BC,
menez en dedans du triangle ABC les deux
droites BD, DC: je dis que les droites BD, DC
seront plus petites que les deux autres cétés
BA, AC du triangle ABC, et que cependant
elles comprendront un angle BDD plus grand
que P'angle BAC.

Prolongez la droite BD jusqu’an pomt E.

Puisque deux cétés d’un triangle quelconque
sont plus grands que le c6té restant (prop. 20),
les deux c6tés AB, AE du triangle ABE sont

C
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plus grands que le c6té BE. Donc si nous ajou=
tons une droite commune EC, les c6tés BA, AC
seront plus grands que les droites BE, EC. De
plus, puisque les deux c6tés CE, ED du trian-
gle CED sont plus grands que le c6té CD, si
nous ajoutons une droite commune DB, les
droites CE , EB seront plus grandes que les
droites CD, DB; mais on a démontré que les
cétés BA, AC sont plus grands que les droites
BE, EC : donc les c6tés BA, AC sont beau-
coup plus grands que les c6tés BD, DC.

Mais comme un angle extérieur d’un trian-
gle quelconque est plus grand qu’un des angles
intérieurs et opposés (prop. 16 ), I'angle BDC,
qui est un angle extérieur du triangle CDE,
est plus grand que l'angle CED. Par la méme
raison I'angle CEB, qui est un angle extérieur
du triangle ABE, est plus grand que P'angle
BAC; mais il a été démontré que I'angle BDG
est plus grand que I'angle CEB : donc 'angle
BDC est beaucoup plus grand que I'angle BAC.

Donc si des extrémités d’un c6té d’un trian-
gle quelconque on méne deux droites qui se
rencontrent dans ce triangle, ces deux droites
seront plus petites que les deux autres c6tés du
triangle, et cependant elles comprendront un
plus grand angle ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXII.
PROBLEME.

Avec trois droites égales & trois droites données
construire un triangle ; il faut que deux de ces
trois droites , de quelque maniére qu’elles soient
prises, soient plus grandes que la troisiéme.

Soient données les trois droites A, B, C
(fig. 22), dont deux, de quelque maniére qu’on
les prenne, soient plus grandes que la troi-.
siéme ; c’est-a-dire les droites A , B plus grandes
que la droite C, les droites A et C plus grandes
que B, et enfin les droites B et C plus grandes
que A : 1l faut avéc trois droites égales aux
droites A, B, C construire un triangle.

Supposons la droite DE terminée en D et
indéfinie vers E ; faites la droite DF égale & la
droite A (prop.3), la droite FG égale 4 la
droite B et la droite GH égale i la droite C;
ensuite du centre F et avec l'intervalle FD
décrivez la circonférence DKL (dem.3), du
centre G avec I'mtervalle GH décrivez la cir-
conférence KLH, et conduisez les droites K F,
KG : je dis que le triangle KF G est construit
avec trois droites égales aux droites A, B, C.

Car puisque le point F est le centre du cercle

2



36° ELEMENS
DKL, la droite FD est égale a la droite FK
(déf. 15); mais la droite FK est égale 2 la droite
A : donc la droite KF égale la droite A. De
plus , puisque le point G est le centre du cercle
LKH, la droite GH est égale a la dreite GK;
mais la droite GH est égale a la droite C : donc
la droite KG égale la droite C; or la droite KG
est égale a la droite B : donc les trois droites
KF, FG, GK égalent les trois droites A, B, C.
-Donc le triangle KFG a été construit avec
trois droites KF, FG, GK qui sont égales aux
trois droites données A, B, C; ce qu'il falloit
démontrer.

 PROPOSITION XXIIIL.
PROBLEME.

Sur une droite donnée et @& un point donné dans
cette droite , construire un angle égal & un angle
donné.

Soit AB (fig.23) la droite donnée et A le
point donné dans cette droite; que DCE soit
Pangle douné : il faut sur la droite donnée AB
et an point donné A construire un angle rec-
tiligne égal a I'angle rectiligne donné DCE.

Soient pris dans I'une et ’autre ligne CD, CE
deux points quelconque D, E; conduisez la



DDEUCLIDE. 37
droite DE , et avec trois droites égales aux
droites CD, DE, CE, construisez le triangle
AFG (prop. 22), de maniére que la droite CD
soit égale 2 la droite AF, la droite CE égale 4 la
- droite AG, et la droite DE égale 4 la droite FG.

Puisque les deux droites DC, CE sont égales
aux deux droites FA, AG, chacune i cha-
cune, et que la base DE est égale a la base
FG, I'angle DCE sera égal a Pangle FAG
(prop.8).

Donc Iangle rectiligne FA G a été construit
égal a Pangle rectiligne DCE sur la droite

donnée AB, et au point donné A dans cette
droite.

PROPOSITION XXIV.
THEOREME
8i deux triangles ont deux cétés égaux & deux
cotés, chacun a chacun, et si Uun des angles com~
pris entre ces cétés égaux est plus grand que

Vautre, labase de Uun de ces triangles sera aussi
plus grande que la base de Vautre.

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig. 24)
dont les deux c6tés AB, AC sont égaux aux
deux cotés DE, DF, chacun a chacun, cest-
i~dire le c6té AB égal au c6té DE et le coté

3
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AC au cé6té DF; que l'angle BAC soit plus’
grand que l'angle EDF : je dis que la base BC
est plus grande que la base EF.

Car puisque I'angle BAC est plus grand que
Yangle EDF, construisez sur la droite DE et
au point D un angle EDG égal 4 'angle BAC
(prop 23 ); faites la droite DG égale 2 'une
ou i Fautre des droites AC, DF (prop.3), et
conduisez les droites GE, FG.

Puisque la droite AB est égale a la droite
DE, et la droite AC i la droite DG, les deux
droites BA, AC seront égales aux deux droites
ED, DG, chacune i chacune; mais 'angle BAC
est égal par construction 4 I'angle EDG : donc
la base BC sera égale a la base EG (prop.4).
De plus, puisque la droite DG est égale a la
droite DF, et Pangle DF G égal a I'angle DGF
(prop.5), doncPangle DFG sera plus grand que
Pangle EGF : donc I'angle EF G sera beau-
coup plus grand que I'angle EGF ; mais puisque
I'angle EFG du triangle EF G est plus grand
que I'angle EGF, et qu'un angle plus grand
est opposé 4 un c6té plus grand (prop. 19),
le c6té EG est plus grand que le c6té EF;
mais le c6té EG est €gal au c6té BC par cons-
truction : donc le c6té BC est plus grand que
le c6té EF.
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Donc si deux triangles ont deux cétés égaux
4 deux c6tés, chacun a chacun et si 'un des
angles compris entre ces c6tés égaux est plus
grand que 'autre , la base de I'un de ces trian-
gles sera plus grande que la base de I'autre.

PROPOSITION X XV.
THEORGEDME.

S: deux triangles ont deux cités égaux chacun &
chacun, et si la base de U'un est plus grande que
la base de Vautre, ils auront aussi les angles
compris entre les cotés égaux plus gramls lun
que Uautre.

Soient ABC, DEF (fig. 25) deux triangles
qui aient les deux c6tés AB, AC égaux aux deux
<6tés DE, DF, chacun i chacun, c’est-a-dire le
c6té AB égal au c6té DE, et le c6té AC égal
au c6té DF; que la base BC soit plus grande
que la base EF : je dis que I'angle BAC est plus
grand que EDF.

Car si I'angle BAC n’est pas plus grand que
Yangle EDF, il lui est égal , ou il est plus petit;
or I'angle BAC x’est pas égal 3 I'angle EDF,
car alors la base BC seroit égale i la base EF
(prop. 4 ) ; mais elle ne lui cst pas égale ; done
I'angle BAC n’est pas égal a 'angle EDF. L’an-

, 4
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gle BAC n’est pas plus petit que I'angle EDF ;
car §'1l étoit plus petit, la base BC seroit plus
petite que la base EF (prop. 24 ); or elle n’est
pas plus petite : donc I’'angle BAC n’est pas plus .
petit que I'angle EDF. Mais il a éié démontré
qu'il ne lui est pas égal : donc I'angle BAC est
plus grand que Iangle EDF.

© Donc si deux triangles ont deux c6tés éganx,
chacun & chacun, et si la base de I'un est plus
grande que la base de I'autre , ils auront aussa
les angles compris entre les cotés égaux plus
grands 'un que lautre ; .ce qu'il falloit dé-
montrer.

PROPOSITION XXVI
THEOREME.

Si deux triangles ont deux angles égaux , chacun
& chacun , s’ils ont de plus un coté égal & un
cbté, ou celui qui est adjacent aux angles égaux
ou celui qui est opposé i un des anglds égaux , ils
auront les autres c6tés égaux , chacun & chacun
et le troisiéme angle de Uun sera encore. egal au .
troisieme angle de lautre.

. Solent. ABC DEF (fig.26) deux triangles
qui aient les deux angles ABC, BCA égaux aux
deux angles DEF , EFD, chacun a chacun,
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c’est-a-dire I'angle ABC égal a Pangle DEF et
Yangle BCA égal a I'angle EFD; que ces deux
triangles aient aussi un c6té égal i un cré, et
d’abord celui qui est adjacent aux angles égaux,
c’est-a-dire le c61é BC égal au c6té EF : je dis
qu’ils auront les autres c6tés égaux aux autres
cOtés, chacun a chacun , c’est-a-dire le c6té AB
égal au c6té DE, et le ¢6té AC égal au c6té DF;
]e dis de plus que I'angle BAC sera encore égal
a I'angle EDF.

Car si le c6té A B n’est pas égal au c6té DE,
I'un de ces c6tés sera plus grand que Iautre.
Soit AB le plus grand cété; faites la droite GB
égale au c6té DE (prop.3), et conduisez la
droite GC.

Puisque le c6té BG est égal au c6té DE, et
le c6té BC égal au c6té EF, les deux c6tés BG,
BC sont égaux aux deux cétés DE, EF, chacun
a chacun ; mais I'angle GBC est égal a l'angle
DEF : donc la base GC est égale a labase DF
(prop. 4); le triangle GCB est égal au trian-
gle DEF, et les autres angles qui sont oppo-
sés a des cotés égaux sont aussi égaux entre
cux : donc I'angle G CB est égal i I'angle DFE;
mais I'angle DFE est supposé égal a I'angle
BCA : donc I'angle BCG est égal al'angle BCA,
c’est-a-dire que le plus petit est égal au plus
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grand, ce qui est impossible : donc les cétés AB
et DE ne sont pas inégaux : donc ils sont égaux;
mais le c6té BC est égal au c6té EF : donc les
deux c6tés AB, BC sont égaux aux deux cétés
DE, EF, chacun i chacun; mais I'angle ABC
est égal a Iangle DEF : donc la base AC est
égale 4 1a base DF (prop.4), et le troisiéme
angle BAC est égal au troisiéme angle EDF.

Supposons & présent que les c6tés qui sont
opposés aux angles égaux soient égaux, c’est-
a-dire le c6té AB égal au c6té DE : je dis que
les autres c6tés de 1'un de ces triangles sont
encore égaux aux autres c6tés de l'autre trian-
gle; c’est-a-dire que le c6té AC sera égal au
c6té DF, le c6té BC égal au c6té EF, et le troi-
siéme BAC égal aussi au troisiéme angle EDF.

Car st le c6té BC n’est pas égal au c6té EF,
I'un de ces c6tés sera plus grand que Iautre.
Supposons s'il est possible que BC soit le plus
grand ; faites BH égal au c6té EF (prop.3), et
conduisez la droite AH.

Puisque le c6té BH est égal au c6té EF et le
-c6té AB égal au c6té DE, les deux c6tés AB, BH
seront égaux aux deux cétés DE, EF, chacun
4 chacun ; mais ces c6tés comprennent des an-
"gles égaux : donc la base AH est égale alabase
DF (prop.4);le triangle ABH est égal au trian-

'
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gle DEF, etles autres angles qui sont opposés
a des cotés égaux seront aussi égaux, chacun i
chacun : donc I'angle BHA est égal a I'angle
EFD; mais par supposition I'angle EFD est
égal 3 'angle BCA : donc I'angle BHA est égal
Pangle BCA, c’est-a-dire que I'angle extérieur
BHA du triangle ACH est égal 4 I'angle BCA
intérieur et opposé ; ce qui est impossible
(prop. 16) : donc les c6tés BC et EF ne sont
pas inégaux : donc ils sont égaux. Mais le c6té
AB est égal au c61é DE : donc les deux cotés
AB, BC sont égaux aux deux cétés DE, EF,
chacun a chacun ; mais ces cétés comprennent
des angles égaux : donc la base AC est égale &
labase DF (prop. 4); le triangle ABC est égal
au triangle DEF, et le troisiéme angle BAC égal
aussi & un troisiéme angle EDF. '
Donc si deux triangles ont deux angles égaux,
chacun 2 chacun, et un c6té quelconque égal
a4 un c6té, ou celui qui est adjacent aux angles
égaux, ou celui qui est opposé a un des angles
égaux , les autres c6tés sont égaux aux autres
c6tés, chacun a chacun, et ces deux triangles
auront un troisiéme angle égal 4 un troisiéme

angle; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVIL

THEOREME.

§i une droite tombant sur dewx autres droites fait
" les angles alternes égaux entr’eux, ces deux
droites seront paralléles.

. Que la droite EF (fig. 27) tombant sur les
deux droites AB, CD fasse les angles alternes
AEF, EFD égaux enir’eux : je dis que la droite -
AB est paralléle 4 la droite CD.

Car si elle ne lui est pas paralléle, les droites
AB, CD étant prolongées se rencontreront ou
du c6té BD ou du coté AC. Prolongez ces
droites, et supposons qu’elles. se rencontrent
du c6té BD au pomt G.

L’angle AEF, qui est hors du tmangle EGF,
est plus grand que I'angle intérieur et opposé
EFG (prop. 16 ) ; mais par supposition il lui
est égal , ce qui est impossible : donc les droites
AB, CD prolongées du c6té BD ne se rencon-
treront point. On démontreroit de la méme ma-
niére qu’elles ne se rencontreront pas non plus
du c¢6té AC; or les droites qui ne serencontrent
d’aucun c6té sont paralléles (déf. 25): donc la
droite AB est paralléle 4 la droite CD.

Donc si une droite tombant sur deux autres
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droites fait les angles alternes égaux entr’eux,

ces deux droites seront paralléles ; ce quil
falloat démontrer.

PROPOSITION XXVIIIL
TRHREOREME.

Si une droite tombant sur deux autres droites Sait
un angle extérieur égal a un angle intérieur
opposé et placé du méme coté, ou bien si elle
Jait les angles intérieurs et placés du méme coté
égaux & deux droits, ces deux droites seront
paralléles.

Que la droite EF (fig. 28) tombant sur les
deux droites AB, CD fasse P'angle extérieur
EGB égal a I'angle intérieur opposé et placé
du méme c6té GHD, ou bien les angles inté-
rieurs et placés du méme c6té BGH, GHD
égaux i deux droits : je dis que la droite AB
est paralléle a la droite CD.

Car puisque I'angle EGB est égal a I'angle
GHD, et queI'angle EGB est égal al'angle AGH
{ prop. 15), I'angle AGH sera égal A l'angle
GHD; mais ces angles sont alternes : donc la
droite AB est paralléle 4 la droite CD (prop. 27).

De plus, puisque les angles BGH, GHD sont
égaux a deux droits, et que les angles AGH,
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BGH sont encore égaux & deux droits(prop. 13),
les angles AGH , BG H seront égaux aux angles
BGH, GHD. Donc si nous retranchons I'angle
commun BGH, P'angle restant AG H sera égal &
Yangle restant GHD; mais ces deux angles sont
alternes : donc la droite AB est paralléle i la
droite CD ( prop. 27 ). |

Donc si une droite tombant sur deux autres
droites fait un angle extérieur égal 2 un angle
intérieur opposé et placé du méme cété, ou st
elle fait les angles intérieurs et placés du méme
c61é égaux a deux droits, ces droites seront
paralléles ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THEOREME.

8 une droite tombe sur deux paralléles , les angles
alternes sont égaux entr'eux , Uangle extérieur
est égal & Uangle intérieur opposé et placé du
méme coté , et les angles intérieurs placés du
méme coté sont égaux & deux droits.

Si la droite EF (fig. 28) tombe sur les paral-
leles AB, CD, je dis que les angles alternes
AGH, GHD seront égaux enir’eux, l'angle
extériear EGB sera égal a I'angle intérieur
opposé et placé du méme cété GHD, et les
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angles intérieurs et placés du inéme c6té BGH,
GHD seront égaux a deux droits.

Car si ’angle AGH n’est pas égal & I'angle
GHD, l'un de ces angles sera plus grand. Que
Pangle AGH soit le plus grand; puisque I'angle
AGH est plus grand que I'angle GHD, si on leur
ajoute un angle commun BGH, les angles AGH,
BGH seront plus grands que les angles BGH,
G HD; mais les angles AGH, BGH sont égaux
adeux droits ( prop. 13 ) : donc les angles BGH,
GHD sont moindres que deux droits ; mais
deux droites étant prolongées a 'infini du c6té
ou les angles intérieurs sont plus' petits que
deux droits se rencontrent entr’elles (ax. 11 ):
donc les droites AB, CD prolongées & I'infini
se rencontreront ; mais elles ne se rencontre-
ront pas puisqu'elles sont paralléles : donc les
angles AGH, GHD ne sont point inégaux,
donc ils sont égaux. Mais I'angle AGH est
égal a I'angle EGB (prop. 15) : donc l'angle -
EGB sera égal 4 Pangle GHD. Donc si nous
ajoutons un angle commun BGH, les angles
EGB, BGH seront égaux aux angles BGH,
GHD; mais les angles EGB, BGH sont égaux
A deux drotits (prop. 13) : donc les angles BGH,
GHD sont égaux a deux droits.

Donc si une droite tombe sur deux paralléles,
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les angles alternes sont égaux entr’eux , I'angle
extérieur est égal 4 I'angle intérieur opposé et

, A A, 2 . ey e
placé du méme co6té, et les angles intérieurs
placés du méme c6té sont égaux & deux droits;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXX.
THEOREM E.

Les droites qui sont paralléles & une méme droite
sont paralléles entr’elles.

Que chacun des paralléles AB; CD (fig. 2g)
soit paralléle i la droite EF : je dis que la droite
AB est paralléle a la droite CD.

Conduisez sur ces droites la droite GK.

Puisque la droite GK tombe sur les paralléles
AB, EF, I'angle AGH est égal a I'angle GHF
(prop- 27). De plus puisque la droite GK tombe
sur les paralléles EF, CD, I'angle GHF est égal
a I'angle GKD (prop. 28). Or il a été démon-
tré que l'angle AGK est égal a I'angle GHF :
donc T'angle AGK est égal 4 I'angle GKD;
mais ces angles sont alternes : donc la droite
AB est paralléle a la droite CD (prop. 29).

Donc les droites qui sont paralléles a une
méme droite sont paralleles entr’elles ; ce qu'il
‘falloit démontrer. :
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PROPOSITION XXX
PROBLEME.

Par un point donné conduire une droite paralléle
& une droite donnée.

Soit A (fig. 30) le point donné et BC la droite
donnée : il faut par le point A conduire une
droite paralléle a la droite BC. ’

Prenez sur la droite BC un point quelconque
D, et menez AD; construisez sur la droite DA
et en un point A un angle DAE égal 4 I'angle
ADC, et prolongezla droite AF dans la direc-
tion de EA.

Puisque la droite AD tombant sur les deux
droites BC, EF fait les anglés alterttes EAD,
ADC égaux entr’eux, la droite BC sera paral—
i¢le A la droite EF (prop 29). i

Donc par le point donn¥ A, la droite EAF
a été menée paralléle & la dr01te donnée BC;
ce qu’il falloit faire.

moo
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PROPOSITION XXXIIT.
?Héoni:mr,.

Ayant prolongé un cité d'un triangle quelconque ,
Uangle extérieur est égal aux deux angles in-

" térieurs et opposés, et les trois angles intérieurs
du triangle sont égaux & deux droits.

Soit le triangle ABC (fig.31); prolongez
le c6té BC en D : je dis que l'angle extérieur
ACD est égal aux deux angles intéricurs et
opposés CAD,"ABC, et que les trois ansles
intérieurs ABG, BCA, CAB sont égaux a deux
droits.

Menez par le paint C la droite CE paralléle
a la drojte AB (prop. 21 ).

‘Puisque la dreite CE est paralléle  Ia droite
AB et que la droite AC tombe sur ces deux
droites ;, les angles -alterues BAC, ACE sont
égaux entr’eux ( prop. 29). De plus , puisque la
droite AB est paralléle i la droite CE et que
la droite BD tombe sur ces deux droites, 'an-
gle extérieur ECD est égal a I'angle intérieur
et opposé ABC. Or il a été démontré que I'an-
gle ACE est égal 4 I'angle BAC : donc l'angle
extérieur total ACD est égal aux deux angles
extérieurs et opposés BAC, ABC.

i
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Donc si on ajoute un angle commun ACB,
les angles ACD, ACB seront égaux aux. trois
angles ACB, BCA, CAB; maisles angles ACD,
ACB sont égaux a deux, dreits (prop. 13): donc
les angles ACB, CBA, CAB sont égaux 4 deux
droits. .

Donc, ayant prolongé un cété de tout trian-
gle, Vangle extérieur est égal aux deux angles
intérieurs et .opposés , et les trois angles inté-
rieurs du triangle sont égaux a-deux droits;’
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIIL
'rnr':onﬁmz.‘

Les droites qui joignent des mémes cdtés des droites
égales et paralléles sont elles-mémes égales et
paralléles.

Soient AB, CD (fig. 32) deux droites égales
et paralléles ; joignez-les des mémes c6tés par
les droites AC, BD : je dis que les drmtes AC
BD sont aussi egales et paralléles.

Menez la droite BC. ‘

Puisque'la droite AB est paralléle 4 la droite
CD et que la droite BC tombe sur ces deux
droites , les angles alternes ABC, BCD sont.
égaux ( prop. 29 ). De plus, puisque la droite

2
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'AB est égale a la droite CD et que la droite BC
est commune: aux deux triangles BCA, BDC,
les deux droites AB, BC sont €gales aux deux
droites'CD, BC; mais I'angle ABC est égal a
Uangle BCD : donc labase AC est égale & la base
BD, le triangle ABC est égal au triangle BCD, et
les autres angles qui sont opposés a des cotés
égaux sont égaux, chacun a-chacun: donc Tan-
gle ACB est égal a langle CBD. .Puisque la
ligne droite BC tombant sur deux droites AC,
BD fait les angles alternes- égaux entr’eux, la
droite AC est paralléle a la droite BD et lu1 est
égale (prop. 27).

Donc les droites qui joignent des mémes c6tés
deux droites égales et paralléles, sont elles-
mémes égales et paralléles; ce qu’il falloit dé~
montrer. - '

: PROP.OSITION XXXIV.

Tnnonﬁmn

) -

Les cdtés et les angles opposés des parallelogram-
mes sont égaux , et la diagonale les partage en
deux parties égales..

. :Soit ACDB (fig. 32 )'un parallélogramme’ et

BC sa. diagonale : je dis' que les cotés et les’

angles opposés du parallélogramme ACDB sont

-~
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égaux, et que sa diagonale BC le partage en
deux parties égales.

Car puisque la droite AB est parilléle 4 la
droite CD et que la droite BC tombe sur ces
deux droites , les angles alternes ' ABC, BCD
seront égaux entr'eux (prop. 29). De plus,
puisque la droite AC est paralléle i la droite BD
et que la droite BC tombe sur ces deux droites,
les angles alternes ACB, CBD sont égaux entre.
eux : donc les deux tnangles ABC, CBD ont
deux angles ABC BCA égaux aux deux angles
BCD, CBD, chacun i chacun , ils ont de plus un
¢6té commun BC adjacent 2 des angles égaux:
donc ils auront les autres c6tés égaux aux autres.
cdtés, ehacun & chacun ( Pprop- 26), et le troi-
siéme angle égal au troisiéme angle : donc le
coté AB est égal au e6té CD, etlangle BAC
égal A Vangle BDC. Puisque l'angle ABC est
égal a I'angle BED, et I'angle CB D égal a I'an~.
gle ACB, Fangle total ABD seraégal a I'angle’
total ACD. Mais il a éié démontré que I'angle
BAC est égal a I'angle BDC. " /

Done les. c6tés et les angles opposés des pa~
rallélogrammes sont égaux entr’eux.

Je dis de plus que la diagonale partage les
parallélogrammes en deux parties dgales. Car-
puisque la droite AB est égale & la' droite CD

5
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et que la droite BC est commune aux deux
triangles, les deux droites AB, BC seront égales
aux droites. DC , CB, chacune 4 chacune ; mais
Pangle- ABC est égal i Pangle BCD : donc la
base AC est égale 4 la base BC (prop. 4), et
le triangle ABC égal au triangle BCD.

- Donc h diagonale BC.partage le paraliélo-
gramme ACDB en deux parties egales ce quil
falloit démontrer..

PROPOSITION XXXV,
‘ 'r-nn'on"ismz-

Les parallelogrammes quz sont cpnstruzts sur la
- méme base et entre les mémes paralleles sont
égaux entr’ eux o

Soient les parallelovrammes ABC D,EBCF
(fig. 33 ) construits:sur la ménie base BC et
entre les mémes paralléles AF; BC : je dis que
le parallélogramme ABCD est egal au paralle-
logramme EBCF. - :

Car puisque ABCD est un parallélogramme )
la droite AD est égale aladroite BC (prop. 34 ),
et par laméme raison la droite EF est aussiégale
aladroite BC: donc la droite AD‘est.égale a la

droite EF : donc, si on ajoute une droite com-
mune DE, la droite totale AE sera égale a la
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droite totale DF ( axiome 2) ; mais la droite A B
est égale a la droite DC : donc les deux droites
EA, AB sont égales aux deux droites FD, DC,
chacune i chacune ; mais 'angle extérieur FDC
est égal a l’anglé' intériear EAB (prop. 29):
donc la base EB est égale 4 1a base FC (prop. 4),
et le triangle EAB égal au triangle FDC; donc
si L'on retranche la partie commune DGE, Ie
trapéze restant ABG D sera égal au trapéze res-
tant EGCF. Donc si on leur ajoute le triangle
commun GBC, le parallélogramme total ABCD
sera égal au parallélogramme total EBGF.
‘Donc les parallélogrammes construits sur les
mémes bases et entre les mémes paralléles sont
égaux entr’eux ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVIL
THEOREME.
Les parallélogrammes construits sur des bases

égales et entre les mémes paralléles sont égatix
entr'eux.

Soient les parallélogrammes ABCD, EFGH
(fig. 34 ) construits sur des bases égales BC,
FG et entre les mémes paralleles AH, BG : je
dis que le parallélogramme ABCD est égal au
parallélogramme EF GH. '

4
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Conduisez les droites BE, CH.

Puisque la droite BC est égale a la droite FG
et la droite FG égale a la droite EH, la droite
BC sera égale i la droite EH ; mais les droites
 BC, EH sont paralléles et joignent les droites
BE, CH; or les droites qui joignent des mémes
qétés deux droites égales et paralléles sont égalcs
( prop.33) : donc les droites EB, CH sont
‘égales et.paralléles : donc EBCH est un paral-
lélogramme , et ce parallélogramme est égal au.
parallélogramme ABCD (prop.35); earilala
méme base BC que lu et il est construit entre les
mémes paralléles. Par la méme raison le paral-
lélogramme EF G H est égal au parallélogramme
EBCH ! donc le parallélogramme ABCD est
égal au parallélogrémme EFGH.

Donc les parallélogrammes construits sur des,
bases égales et entre les mémes paralléles sont
égaux ; ce q il falloxt dcmontrer

PBOPOSITION XXXVII
THEOREMR.

Ees triangl‘es construits sur la méme base et entre, '
les mémes paralléles sont égaux. .
Soient les triangles ABC, DBC (fig. 35)
eonstruits sur la méme base BG et entre les



DEUCLIDE. 57
mémes paralléles AD, BC : je dis que le trian~
~ gle ABC est égal au triangle DBC,

Prolongez de part et d’autre la droite AD
vers les points E, F, et par le point B con-
duisez une droite BE parallcle a la droite CA
(prop.31), et par le point C conduisez aussi
une droite CF paralléle 2 BD,

Les figures EBCA, DBCF sont des parallé-
logrammes, et le parallélogramme EBCA est
égal au parallélogramme DBCF (prop.35);
car ils sont construits 'un et I'autre sur la méme
base et entre les mémes paralléles; mais le trian~
gle ABC est la moitié du parallélogramme
EBCA; car la diagonale AB le partage en deux
parties égales; le triangle DBC est la moiti¢
du parallélogramme DBCF, car la diagonale
DC Ia partage en deux parties égales (prop.34);
mais les moitiés des quantités égales sont égales
entr’elles : donc le triangle ABC est égal an
triangle DBC, '

Donc les triangles construits sur la méme base
et entre les mémes paralléles sont égaux entre
eux; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXXVIIL
THEOREME.

Les triangles construits sur des bases égales et
entre les mémes paralléles sont égaux entre
eur.

Soient les triangles ABC, DEF (fig. 36)
construits sur des bases égales BC, EF et entre
les mémes paralléles BF, AD : je dis que le
triangle ABC est égal au triangle DEF.

Car prolongez de part et d’autre la droite AD
vers les points G, H; par le point B conduisez
la droite BG paralléle 4 la droite CA (prop.31),
et par le point F conduisez aussi la droite FH
paralléle 4 la droite DE.

Les figures GBCA, DEFH sont des paral-
lélogrammes ; mais les parallélogrammes GBCA,
DEF H sont égaux entr’eux ( prop. 36), car ils
sont construits sur des bases égales et entre les
mémes paralléles. Or le triangle ABC est la
moitié du parallélogramme GBCA, car la dia-
gonale AB le partage en deux parties égales
( prop. 34 ); le triangle FFD est la moitié du
parallélogramme DEFH, car la diagonale DF

+le partage en deux parties égales; mais les
moitiés des quantités égales sont égales entre
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elles : donc le triangle ABC est égale au trian-
gle DEF. -

Donc les triangles construits sur des bases
égales et entre les mémes paralléles sont égaux
entr’eux ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIX.

» A

THEOREME,

Les triangles égaux qui sont construits sur laméme
base et qui sont placés du méme cété song com~
pris entre les mémes paralléles.

Soient les deux triangles égaux ABC, DBC
(fig. 37) construits sur la méme base BC et
placés du méme c61é : je dis que ces deux trian-
gles sont compris entre les mémes paralléles.

Conduisez la droite AD : je dis que la droite
AD est paralléle a la droite BC. -

“Car st la droite AD n'est pas paralléle 4 la
droite BC, condwsez par le point A'une droite
AE paralléle i la droite BC (prop.31); con-
duisez ensuite la droite EC.

Le triangle ABC est égal au triangle EBC
(prop. 37), car ces deux triangles sont cons~
truits sur la méme base BC, et compris entre les
mémes paralléles BC, AE. Mais par hypothése
le triangle ABC est égal au triangle DBC : donc
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le triangle DBC est égal au triangle DBC, Sest
a-dire que le plus grand est égal au plus petit,
ce qui ne peut se faire : donc la droite AE n’est
point paralléle 4 la droite BC. Nous démontre-
rons de méme que toute autre droite , excepté -
AD, ne peut étre paralléle 3 BC : donc la droite
AD est paralléle a la droite BC.

Donc les triangles égaux qui sont construits
sur la méme base et qui sont placés du méme
c6té sont compris entre les mémes paralléless
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XL.
THEOREME.

Les triangles égaux qui sont construits sur des
bases égales et qui sont placés du méme coté
sont compris entre les mémes paralléles.

- Soient les triangles égaux ABC,CDE (fig.38)
construits sur des bases égales BC, CE et placés
du méme c6té : je dis qu'ils sont compris entre
les mémes paralléles. Conduisez la droite AD:
je dis que la droite AD est paralléle & 1a droite BE.

Car si la droite AD n’est pas paralléle i la
droite BE , conduisez par le pont A la droite
AF paralléle a la droite BC; et conduisez en~
sutte la droite FE., .
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Le triangle ABC est égal au triangle FCE
(prop. 38); car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales et compris entre les
mémes'pai'alléles BE, AF ; mais le triangle ABC
est égal au triangle DCE : donc le triauglé DCE
est égal au triangle FCE, c’est-d-dire que le
plus grand est égal au plus petit, ce qui ne peut
étre : donc la droite AF n’est point paralléle i
1a drotte BE. Nous démontrerons de la méme
maniére que toute autre droite, excepté AD,
ne peut éire paralléle 3 BF : donc la droite AD
est paralléle a la droite BE.

Donc les triangles égaux qu sont construits
sur des bases égales et qui sont placés du méme
c6té sont compris entre les mémes paralléles ;
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XLI
THEOREME.

Si un parallélogramme et un triangle ont la méme
base ¢t sont compris entre les mémes paralléles

le parallélogramme est double du triangle.

En effet, que le parallélogramme ABCD
et le triangle EBC (fig. 39 ) aient la méme
base et soient compris I'un et autre entre les

mémes paralléles BC, AE : je dis que le paral-
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1élogramme ABCD est -double du triangle
BEC.

Conduisez la droite AC. Le tnangle ABC est
égal au triangle EBC (prop. 37), car ces deux
triangles sont construits sur la-méme base BC
et compris entre les mémes paralléles BC, AE;
mais le parallélogramme ABCD est double du
triangle ABC, car la diagonale AC partage.ce pa-
rallélogramme en deux parties égales (prop. 34):
donc le parallélogramme ABCD est aussi dou-
ble du triangle EBC.

'Donc si un parallélogramme et un triangle
ont la méme base et sont compnris entre les
mémes paralléles, le parallélogramme sera dou-
ble du triangle ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XLII
PROBLEME.

Construire dans un angle donné, un parallélo~
gramme égal a un triangle donné.

Soit ABC (fig. 40) le triangle donné et D
Pangle donné : il faut construire un parallélo-
gramme qui soit égal au triangle ABC dans
un angle égal a 'angle donné D.

Partagez la droite BC en deux parties,égales
au pomnt E et conduisez la droite AE; sur.la .
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droite EC et au point E construisez un angle
CEF égal a Pangle D (prop. 23 ), par le point
A conduisez une droite AG paralléle i la droite
EC (prop. 31), et par le point C conduisez
aussi une droite CG paralléle a la droite FE :
la figure FECG sera un parallélogramme.
Puisque ladroite BE est égale 3 ladroite EC,
le triangle ABE sera égal au triangle AEC
(prop.38), car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales BE, EC, et compris
entre les mémes paralléles BC, AG : donc le
triangle ABC est double du triangle AEC; mais
le parallélogramme FECG est double du trian-
gle AEC, car ils ont la méme base et ils sont
compris entre les mémes paralléles : donc le
parallélogramme FECG est égal au triangle
ABC (ax.6), et il a un angle égal a 'angle D.
Donc le parallélogramme FECG a été cons-
truit égal au triangle ABC dans un angle CEF
égal a l'angle donné D ; ce qu'il falloit faire.
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PROPOSITION XLIIL.
THEOREME.

Dans tout parallélogramme , les complémens des
P > p
- parallélogrammes qui sont autour de la diago-
nale sont égaux. entr'eux.

~ Soit le parallélogramme ABCD (fig. 41 ) dont
AC est la diagonale autour de laquelle soient les
parallélogrammes EH, FG, et les parallélo-
grammes BK , KD qu’on appelle complémens :
je dis que le complément BK est égal an com-
plément KD.
Car puisque Ja figure ABCD est un paral]ea
logramme dont la droite AC est la diagonale ,
le- triangle ABC est égal au' triangle ADC
(prop. 34 ). De plus, puisque la figure EKHA
est un parallélogramme dont la droite AK est
la diagonale, le triangle AEK est égal au trian=
gle AHK; le triangle KFC est égal au triangle
KGC, par la méme raison : donc puisque le
triangle AEK est égal au triangle AHK , et que
le triangle KF C est aussi égal au triangle KFCy
le triangle AEK, réuni avec le triangle KGC,
est ¢gal au triangle AHK réuni avec le triangle
KFC; mais le triangle total ABC est égal au
triangle total ADC : donc les restes BK, KD,
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qu’on appelle complémens, sont égaux entre
. eux (axiome 3 ).

Donc dans tout parallélogramme , les com-
plémens des parallélogrammes qui sont autour

de la diagonale sont égaux entr'enx ; ce qu’nl
- falloit démontrer.

PROPOSITION XL]V.
PROBLEME.

Sur une droite donnée et dans un angle donné,
construire un parallélogramme qui soit égal &
un triangle donné.

Soient donnés la droite AB (fig. 42), le
triangle C et 'angle D : il faut sur la droite AB
et dans un triangle égal & I'angle D, construire

. un parallélogramme égal au triangle donné C.

Construisez un parallélogramme BEFG égal
au triangle C; dans un angle EBG égal a I'an-
gle D (prop. 42); placez la droite BE dans la
direction de la droite AB; prolongez la droite
FGversH; et par le point A conduisez la droite
A H paralléle a la droite BG ou 4 la droite EF
(prop. 31), et menez la droite GB. Puisque la
droite HF tombe sur les paralleles AH, EF,
les angles AHF, HFE sont égaux a deux an-
gles droits (prop. 29 ) : donc les angles BHG,
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GFE sont moindres que deux angles droits;
mais les droites qui sont prolongées i I'infini
du c6té ol les angles intérieurs sont moindres
que deux angles droits se rencontrent (ax. 11):
donc les droites HB, FE se rencontreront étant,
prolongées ; que ces deux droites soient pro-
~ longées (dem. 2), et supposons qu’elles se ren-
contrent en K; par le point K conduisez la
droite KL paralléle a la droite EA ou 2 la droite
FH (prop. 31), et prolongez les droxtes AH,
"~ GB vers les pomnts L, M.

La figure | HLKF est un parallelogramme
dont HK est la diagonale ; autour de la diago-
nale HK sont les parallélogrammes AG, ME,
et les parallélogrammes LB, BF, qu’on nomme
complémens : donc le parallélogramme LB est,
égal au parallélogramme BF (prop.43); mais
le parallélogramme BF est égal an triangle C:
donc le parallélogramme LB sera égal au trian-
gle C; et puisque I'angle GBE est égal a I'angle
ABM (prop. 15) et que I'angle GBE est égal
aYangle D, I'angle ABM sera égal a I'angle D.

Donc sur la droite donnée AB et dans un
angle ABM égal aT'angle D, le parallélogramme
LB a été construit égal au triangle donné C; ce
qu’il falloit faire.
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PROPOSITION X.LV.
PROBLEME.

Construire,, dans un angle donné, un parallélo-
gramme qui soit égal & une figure rectiligne
donnée.

Soit ABCD (fig. 43) la figure rectiligne
dennée et E l'angle donné : il faut, dans un
angle égal & I'angle E , construire un parallélo-
gramme qui soit égal a la figure ABCD.

Conduisez Ia droite DB, et construisez dans
Yangle HKF égal a l'angle E, un parallélo-
gramme FH qui soit égal au triangle ADB, et
sur la droite GH construisez ensuite dans I’an-
gle GHM égal i l'angle E, un parallélogramme
GM qui soit égal au triangle DBC.

Puisque l'angle E est égal 4 chacun des an-
gles HKF, GHM, I'angle GHM sera égal a
Pangle HKF : donc si nous leur ajoutons I’an-
gle commun KHG, les angles FKH, KHG
seront éganx aux angles KHG , GHM. Mais
les angles FKH, KHG sont égaux a deux an~
gles droits (prop. 29) : donc les angles RHG,
G HM seront égaux a deux angles droits. Mais
puisque les deux droites KH, HM, placées de
différens c6tés, font sur la droite GH et an

2
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point H de cette droite,, deux angles de suite
égaux a deux droits, la droite KH est dans la
direction de la droite HM (prop. 14); et puis-
que la droite HG tombe sur les partlléles KM,
. FG, les angles alternes MHG, HGF -sont
égaui (prop. 29); donc s1 nous leur ajoutons
I'angle commun HGL, les angles MHG, HGL
seront égaux aux angles HGF, HG L. Mais
- Jes angles MHG, HGL sont égaux a deux
angles droits ( prop. 29 ); donc les angles
HGF, HGL seront aussi égaux a deux angles
droits ; donc la droite FG est dans la direc-
tion de la droite GL; et puisque la droite KF
est égale et paralléle & la droite HG, et que
la droite HG est aussi égale et paralléle a la
droite ML, la droite KF sera égale et paral-
Iele a la droite ML (ax. 1 et prop. 30). Mais
ces deux droites sont jointes ensemble par les
droites KM, FL : donc les droites KM, FL,
sont égales et paralléles ( prop. 33 ) : denc la
figure KFLM est un parallélogramme ; mais
comme le triangle ABD est égal au parallélo-
gramme HF, et que le triangle ABC est égal an
paralldlogramme GM, la figure totale ABCD
sera égale au parallélogramme total KFLM.
Donc le parallélogramme KFLM a été cons-
arnit égal A la figure rectiligne ABCD, dans
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I'angle FKM égal a I'angle donné E; ce qu'il
falloit faire..

PROPOSITION XLVL
PRO-BLEME.
Décrire un quarré sur une droite dounée.

Soit AB (fig. 44 ) la droite dommée : il faut .
décrire un quarré sur cette droite.

Du point A, donné dans la droite AB, con-
duisez une droite A C perpendiculaire i la droite,
AB (prop. 11); faites la droite AD égale i la
droite AB (prop. 31); par le point D conduisez
la'droite DE paralléle ala droite AB (prop.31),
et par le point B conduisez aussi une droite BE
paralléle a la droite AD.

La figure ADEB est un parallélogramme :
donc la droite AB est égale i la droite DE, et
la droite AD égale a la droite BE; mais la
droite AB est égale a la droite AD : donc les
quatre droites BA, AD, DE, EB sont égales
entr’elles : donc le parallélogramine ADEB est
équilatéral. Je dis de plus, qu’il est rectangle,
car puisque la droite AD tombe sur les paral-.
léles AB, DE, les angles BAD, ADE sont €gaux
3 deux droits (prop. 29); mais I'angle BAD est
droit par construction : donc l'angle ADE est

3
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droit aussi. Mais les c6tés et angles opposés des
parallélogrammes sont égaux (prop. 34 ) ; done
chacun des angles opposés ABE , BED est droit,
et par conséquent le parallélogramme ADEB est
rectangle; mais nous avons démontré qu'il étoit
eqmlateral

Donc le parallélogramme ADEB est un quarre
décrit sur la droite AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XLVIL '
THEOREME.

Dans les triangles rectangles , le quarré décrit sur
le cdté opposé a Uangle droit est égal aux
quarrés construits sur les cotés qui comprenncnc
Vangle droit.

Soit ABC (fig. 45) un tnangle rectangle
dont P'angle droit est BAC : je dis que le quarré
construit sur le c61é BC est égil aux quarrés
construits sur les cdtés BA, AC.

Construisez le quarré BDEC sur le c6té BC;
construisez aussi les deux quarrés GB, HC sur
les c6tés BA, AC, et par le point A conduisez
une droite AL paralléle 2 'une ou A Pautre des
droites BD, CE; conduisez ensuite les droites
AD, FC.

Puisque chacun des angles BAC, BAG est
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droit, et que les deux droites AC, AG, placées
de part et d’autre de la droite BA, font au point
A, avec la droite AB, deux angles de suite
égaux & deux angles droits, la droite CA est
dans la direction de la droite AG : la droité
AB est dans la direction de la droite AH, par
la méme raison ; et puisque I'angle DBC est
égal & I'angle FBA (axiome 10), étant droits
Pun et Tauwre, si nous leur ajoutons un angle
commun ABC, Fangle total DBA sera égal a
P'angle total FBC; mais les deux droites DB,
BA étant égales aux deux droites CB, BF, chu~-
cune & chacune, et 'angle DBA égal a l'angle
FBC, la base AD sera égale i la base FC, et le
triangle ABD égal au triangle FBC (prop. 4).
Or le parallélogramme BL est double du trian-
gle ABD (prop 41), car ils ont la méme hase
BD et sont compris entre les mémes paraﬂeles
BD, AL. Le quarré GB est aussi ‘double ‘du
‘ tri.’mgle FBC, car ils ont la méme base FB et
sent compris entre les mémes .paralléles FB,
GC; mais les quantités qui sont doubles de
quantités égales sont égales entr’elles : done le
parallélogramme BL est égal au quarré GB:

. Ayant conduit les droites AE, BK, ‘nous.dé-

montrerons de la méme maniére-qué l¢ paral-

lélogramme CL est égal au quarré HE : donc
4
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~ le quarré total BDEC est égal aux deux quarrés
GB, HC; mais le quarré BDEC est construit
sur le coté BC, et les quarrés GB, HC sont
construits sur les c5tés BA, AC : donc le quarré -
BE, construit sur le c6té BC, est égal aux
quarrés construits sur les c6tés BA, AC.
Donc dans les triangles rectangles, le quarré
construit sur le cdté opposé & I'angle droit est -
égal aux deux quarrés construits sur les-cotés
qui comprennent I'angle droit; ce qu’il falloit
démontrer.

'« PROPOSITION XLVIIL

THEOREME.

Si le quarré qui est construit sur un des cotés
d’un triangle est égal aux quarrés construits
sur les autres cotés du triangle , Pangle com~
pris entre ces deux derniers cétés est droit.

" Que le .quarré construit sur un c6té BC
(fig. 46 ) d'un triangle ABC, soit égal aux
quarrés construits sur les deux- autres cétés
BA, AC: je dis que I'angle BAC est droit.

Conduisez du point A une droite AD per-
pendiculaire sur la droite AC (prop. 11); faites
la droite AD égale i la droite BA, et conduisez
la droite DC. . ’
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Car puisque la droite DA est égale 2 la droite
AB, le quarré construit sur DA sera égal au
quarré construit sur AB. Donc si nous ajoutons
un quarré commun, celui qui est construit sur
AC, les quarrés construits sur DA, AC seront
égaux aux quarrés construits sur BA, AC. Mais
le quarré construit sur DC est égal aux quarrés
construits sur DA, AC (prop. 47), car l'angle
DAC est droit. Or le quarré construit sur BC
est supposé égal aux quarrés construits sur BA,
AC : donc le quarré construit sur DC est égal a
celui qui est construit sur BC : donc le c6té DC
est égal au cité CB; et comme le c6té AD est
égal au c6té AB et que le c6té AC est com-
mun, les deux c6tés AD, AC sont égaux aux
deux c6tés BA, BC, chacun 4 chacun; mais la
base DC est égale ala base CB; donc 'angle DAC
est égal i I'angle BAC (prop. 8 ) ; mais angle
DAC est droit : donc I'angle BAC est droit aussi.
Donc si le quarré construit sur un c6té d'un
triangle est égal aux quarrés construits sur les
deux autres c6tés, I'angle compris par ces deux
derniers ctés sera droit; ce qu'il falloit dé-
montrer. '

FIN DU PREMIER LIVRE.



LIVRE IL

DEFINITIONS.

r. Tour parallélogramme re(:tangle est dit
contenu sous les deux droites qu comprennent
un angle droit.

- 2. Dans tout ‘parallélogramme , -on appelle
gnomon la réunion de I'nn quelconque des pa-
rallélogrammes décrits autour de la dlagonale.
avec les deux complémens

PROPOSITION PREMIERE.
"THEOREME.
Si Uon a deux droites, et si Pune delles est par-
B tagée en un certain nombre de parties, le rec-
tangle compris sous ces deux droites est égal
aux rectangles ‘ compris sous la droite qui w’a

point été partagée, et sous chacun des segmens
de Uautre.

’ Soient deux droites A, BC (fig.47), et que
la droite BC seit partagée d’'une maniére quel- -
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conque anx points D, E : je dis que le rectangle
compris sous les droites A, BC est égal au rec-
tangle compris sous les droites A, BD, au
rectangle compris sous les droites A, DE, et
au rectangle compris sous les droites A, EC.

Conduisez par le point B la droite BF perpen-
diculaire sur la droite BC (prop. 11.1)*; faites
Ia droite BG égale a la droite A, et par le point
G conduisez la droite GH parall¢le a la droite
BC (prop.31.1); par les points D, E, C, con-
duisez ensuite les droites DK, EL, CH pa-
ralléles i la droite BG.

Le rectangle BH est égal aux rectangles BK,
DL, EH; mais le rectangle BH est compris
sous les droites A, BC, car il est compris sous
les droites GB, BC, dont la droite BG est égale
aladroite A; le rectangle BK est comprls sous
les droites A, BD, car il est compris sous les
droites GB, B D, dont ladroite GB est égale ala
droite A; le rectangle DL est compris sous les
~ droites A, DE, puisque DK, c’est-a~dire BG,
est égale & la droite A; et enfin, le rectangle
EH est compris sous les droites A, EC : donc
le rectangle compris sous les droites A, BC est

* Le premier nombre indique la‘proposlhon, etle
second indique le livre.
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égal an-rectangle compris sous: les droites &,
BD, au rectangle compris sous les droites A,
DE, et enfin au_rectangle compns sous les
droites A, EC.

Doncsil'ona deixx drotites, et siPune d’elles -
est partagée en un certain nombre de parties,
le rectangle compris sous ces deux droites est
égal aux rectangles compris sous la droite qui
n’a point é1é partagée et sous chacun des segs
mens de Pautre ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION IL
THEOREME.

Si une droite est partagée d’une maniére quel-
conque en deux parties , le rectangle compris
sous la droite totale et sous Tun et Uautre seg-
ment, est égal au quarré de la droite entiére.

Que ladroite AB (fig. 48 ) soit partagée d’une
maniére quelconque au point C : je dis que le
rectangle compris sous les droites AB, BC, avec
le rectangle compris sous les droites BA, AC,
est égal au quarré de la droite AB.

Sur la droite AB.construisez le quarré ADEB

- (prop. 46. 1), et par le point C conduisez la
droite CF pardli¢le a 'une et alantre des droites
AD, BE (prop. 31.1).
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. Le quarré AE est égal aux rectangles AF,

~ CE’; mais le quarré AE est construit sur la
droite AB; le rectangle AF est compris sous
" fes droites BA, AC, car il est compris sous les
- droites DA, AC, doat la droite AD est égale a
AB; et enfin le rectangle CE est compris sous
" les droites AB, BC, puisque la droite BE est
- égale a la dreite AB; donc le rectangle compris
- sous les droites BA , AC, avec le rectangle com-
- pris'sous les droites AB, BC, est €gal au quarré
- de la droite AB,

Donc si une droite est partagée d’une ma-
. miére quelconque en deux parties, les rectan-
- gles compris sous la droite totale et sous cha-
- cun des segmens sont égaux au quarré construit

sur la droite totale; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION IIL
THEOREME.

8i une droite est partagée d’une maniére quel-
conque en deux parties, le rectangle compris
sous la droite totale et U'un des segmens , est égal
. au rectangle compris sous les segmens et au
_ quarré formé sur le segment premiérement pris.

Que la droite AB (fig. 49) soit partagée en
un point quelconque C : je dis que le rectangle
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compris sous les droites AB, BC est égal au
rectangle compris sous les droites AC, CB, et
au quarré de la droite BC.

Sur la droite BC construisez le quarré CDEB
(prop. 46. 1), prolongez en F ladroite ED, et
par le point A conduisez la droite AF paral-
léle i 'une ou 3 Pautre des droites CB, BE
(prop. 31.1). ' ‘

Le rectangle AE est certainement égal aux
rectangles AD, CE; ‘mais le rectangle AE est
compris sous les droites AB, BC, car il est
compris sous les droites AB, BE, dont la droite
BE est égale a la droite BC; le rectangle AD
est compris sous les droites AC, CB, puisque

. 1a droite DC est égale & la droite CB; et enfin
le quarré DB est construit sur la droite BC :
donc le rectangle compris sous les droites AB,
'BC est égal au rectangle compris sous les droites
AC, CB et au quarré de la droite BC.

Donc si une droite est partagée d'une ma-
niére quelconque en deux parties, le rectangle
compris sous la droite totale et sous un des
segmens, est égal au rectangle compris sous les
segmens et au quarré construit sur le segment
premiérement pris ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION IV.
THEOREME.

Si une droite est partagée d’'une maniére quel-
conque en deux parties, le quarré construit sur
la droite entiére est égal aux quarrés formés
sur les deux segmens et au double du rectangle
compris sous ces deux segmens.

Que la droite AB (fig. 50) soit partagée d’une
maniére quelconque au point C : je dis que le
quarré construit sur AB est égal aux quarrés
construits sur AC, CB, et au double du rec-
tangle compris sous les segmens AC, CB.

. Construisez le quarré ADEB sur la droite AB
(prop. 46. 1), conduisez la droite BD; par le
point C conduisez la droite CGF paralléle i I'une:
ou al'autre des droites AD, BE (prop. 31. 1),
et par le point G conduisez la droite HK paral-
léle a I'une ou a l'autre des droites AB, DE.

- Puisque la droite CF est paralléle a la droite
AD, et que la droite BD tombe sur ces deux'
droites, I'angle extérieur BGC sera égal i I'an-
gle intérieur et opposé ADB (prop. 29. 1) ; mais
Pangle ADB est égal aFangle ABD (prop.5.1),
parce que le c6té BA est égal au c6té AD; donc
I'angle CGB est égal a.I'angle GBC : donc le
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c6té BC est égal au c6té CG (prop. 6. 1) ; mais
le c6té CB est égal au c6té GK (prop.34,1), et
le c6té CG égal au c6té BK : donc le c6té GK
est égal au c6té GC : doncle quadrilatére CGKB
est €quilatére. Je dis de plus qu'il est rectan-
gle; car puisque la droite CF est paralléle a la
droite BK, et que la droite CB tombe sur ces
deux droites, les angles KBC, G CB sont égaux
a deux droites (prop. 29. 1); mais 'angle KBC
est droit (déf. 30. 1) : donc I'angle GCB est
droit aussi : donc les angles opposés CGK,
GKB seront encore droits (prop.34.1) : donc
le quadrilatére CGKB est rectangle. Mais on a
démontré qu'il étoit équilatére; donc ce qua-
drilatére est un quarré, et ce quarré est cons—
truit sur la droite BC. Par la méme raison le
quadrilatére HF est encore un quarré qui est
construit sur HG, c’est-a-dire sur AC. Donc HF,
CK sont deux quarrés construits sur AC, CB;
et puisque le rectangle AG est égal au rectangle -
GE (prop. 43. 1), et que ce rectangle AG est
compris sous les droites AC, CB, GC étant égal
a CB, le rectangle GE sera égal a un rectangle
qui est compris sous les droites AC, CB.: donc
les rectangles AG, GE sont égaux au double
du rectangle qui est compris sous les droites
. AC, CB; mais les quarrés HF, CK sont cons~
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truits sur les droites AC;:CB:¢ donc les quatre-
figures HF, CK; ' AG ) GE 'sont ‘égales aux’
quarrés construits sur AC ; €B ed au double du
rectangle. compris sous Jes'droites AC, CB;
mais les quatre figures HF, CK, AG, GE com-
posent toute la figure ADEB qui est le quarré
construit sur AB; deénc le quarré tonstruit sur-
- AB est égal aux quarrés construity sur AC, CB,

et au double du rectangle compris sous les
droites AC, CB. o
Donc si une droite est partagée d’'une ma-
niére quelconque, le quarré'de la droite en-
tiére est égal au quarré de¢ ségmens et au
double du rectangle compris sous ces segmens;
ce qu’il falloit démontrer. = - S

AUTREMENT. -,

Je dis que le quarré construit sur‘la droite
AB est égal aux quarrés construits sur AC’, CB
et au double du rectangle compris sous AC, ¢B.

En effet, puisqué ddis 13 méme- ﬁgure"l'e'
cté BA est égal an c6ié AD; 'angle ABD séra
égalill’angle ADB.(pr_ofi;‘ 5_.”i ), ét'cqnﬁifé"lés‘
trois angles d’an trianigle quelcouqué sont dgant
a deux droites (prop. $2. 1), 1 tiois” ahglés'
ABD, ADB,BAD du triatigle ABD seront’
égaux & deux* drofts.: ‘Mais -Yangle BAD est’

F
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droit : donc les.dewx putres angles ABD, ADB:
sont égauxa un angléxraity or ces deux angles:
sont. égaux enw’'any ; donc chacun des angles.
ABD, ADB.ést'égal 4 la moitié d'ut angle:
droit. Mais Pangle BCG est droit ,.car il est égal.
i# Pangle intérienr :et-opposé BAD : donc V'an~-
gle restant CGH est Ja moitié d’un angle droit;-
donc I'angle CGB est égal 4 I'angle CBG : donic
le c4té BC gst,égal au c61é CG (prop. 34.1)5.
‘mais CB est égal 3 KG, et CG égal aussi 3 BK
( prop..B4. 1))+ donc-le quadrilatére CK est
équilatére;. mais il a-un angle droit ;: donc ce.
quadrilatérg est un quarré , et ce quarré est.cons-
truit sur le segment CB. Le quadrilatére HF,
est un guarré, par la méme raison, et ce quarré
est construit sur le segment AC : donc les qua-
drilatéres CK, HF sdnt deux quarrés, et ces
denx ;quarrés sont. construjts sur les segmens
AC, GB, De plus, puisque le rectangle: AG est
égak ay rectangle EG (prop. 31, 1), et que le
rectangle AG est compris sous lgs droites AC,
GB, car la droite CG est égale a.1a droite €B,
le.pegtangle EG est.égal au rectangle compris.
SoYs. ng drom;s AC,CB: .dong, les rectangles
AG,.GEsoat ggaux au double dur ectangle qui
seroit compris spus les droites AC €B , mais les
quarrés CK, HF sont égaux & ceux qui seroient

X
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construits sur les segmens AC, CB : donc les
quatre figures CK, HF, AG, GE sont égales
aux quarrés construits sur les segmens AC,
CB, et au double du rectangle compris sous
ces mémes segmens. Mais les figures CK, HF,
AG, GE composent toute la figure AE qui est
le quarré construit sur AB.

Donc le quarré formé sur la droite AB est
égal aux quarrés formés sur les droites AC,
CB, et au double du rectangle compris sous
les mémes droites AC, CB; ce qu'il falloit dé-
montrer.

c'ono:.lx..mlnn. '
1l suit de 13 que, dans les quarrés, les parallé-

logrammes qui sont autour de ]a diagonale sont ,
toujours des quarrés.
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PROPOSITION V.
“THEFEOREME,

8i yue droite est coupée en deux parties égales
et en deur parties inégales, le rectangle com-
pris sous les deux segmens inégaux de la droite
enticre avec le quarré de la droite qui est placée
entre les points de section, est égal au quarré de
la moitié de cette droite.

Qu’une droite quelconque AB (fig.51) soit
coupée en deux parties égales au point C et en
deux parties inégales au point D : je dis que le
rectangle compris sous les droites AD, DB,
avec le quarré construit sur CD, est egal au
quarré construit sur CB. _

Sur la droite BC construisez le quarré CEFB
(prop. 46. 1), et conduisez la droite BE; par le
point D conduisez la droite DHG paralléle 4 'une
ou 4 l'autre des droites CE, BF (prop. 31.1);
par le point H conduisez la droite KL M paral-
léle 4 'une ou & lautre des droites CB, EF,
et enfin par le point A conduisez la droite AK
paralléle 4 Pune ou I'autre des droites CL, BM.

Puisque le complément CH est égal au com-
plément HF (prop. 43. 1), si nous ajoutons a
chacun de ces complémens le quarré DM, le
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rectangle total CM -sera €gal au rectangle total
DF; mais le rectangle CM est égal au rectan-
gle AL (prop. 36.1), puisque la droite AC est
égale & la droite CB : donc le rectangle AL est
égal an lectangle DF; donc si nous 'ajoutons
le rectangle CH a chacun de ces deux rectan-
gles , le rectangle total AH sera égal aux rectan- °
gles DF, DL; mais le rectangle AH est com-
pris sous lés droites AD, DB, puisque la droite
DH est égale a la droxte DB; or les rectangles
FD, DL forment le gnomon NOP : “dont¢ le
gnomon NOP ‘st égal au rectanule compris
‘sons les droites AD  DB; donc si nous ajoutons
¥ chactne de ces deu’x quantités le quarré LG
qui est égil au quarré de CD (corol. 4.2), le
gnomon NOP etle quarré LH seront éganx au
rectangle. compivis sous les droites AD, DB, et
#u.guarré construit: sur CD; mais le gnomion
NOP et le quarré LG forment tout le quarré
CEFB qui est construat sux CB : donc Je rec-
tangle compris sous AD, DB, avec le quanré
construit sur CD, est egal au- quane consteuit
sar. CB. Do '

- Dimc si yne droite est coupée en deu:x par-
ues.egales et en.detix parties inégales ; le rec~
tangle compris sous les deux segmens inégaux
de la droite totale avec le quarré de la droite

3
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qui est placée entre les deux pointsde saction,
est égal au quarré de la moitié de cette droite;
ce quil falloit démontrer. ..

~ PROPOSITION VI
'rnnoni:nir.

Siune ltgne droiteest coupéaendewrpqme: egalas
et si on lui ajoute directement une drqx,;g quels
conque, le rectangle compris saus une droite
composée de la premiére droite et de lg droite

. ajoutée, et sous la droite ajquice, ayec le quarré

_de la moiti¢ de la premiére ligne droife ; est égal

: )l au quarré d’une droite cor{zposée de la moitié de

. la premiére ligne droite et de la droite ajopté,

Qu’une ligne droite quelconque AB (fig.52)
soit coupée en deux parties égales au point C;
qu'on lui ajoute directement une droite:quel
couque BD : je-dis quie 'l¢ rectangle compris
sous AD, DB, aveaile quarre 'de la droite CB,
est égal-au quarré de CD. ’

- Sur la droite'CD décn»m le quarré CEFD
( prop. 46. 1) ; conduisez la droite DE; -parle
point B conduisez la droite BHG paralléle 4 'ane
ou & Pautre des droites CE, DF { prop.3r.1);
par le point H conduisez la droite KLM paralléle
al'une ou a I'autre des droites AD, EF; et enfin
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par le point A conduisez la dioite'AK paralleTe
-2 Putiie 0w’ A'utre des droites bL 50}
" “Puisque’t droite A€ est éghle’ 3 A droife
CB, Ief mdangle AL seia eéal aU‘recfang?e €l
(prOp 3621Y} mais'le rectangle CH'E égal au
rectangle HF (prop. 43. 1) -ddiic le recfang'le
AL sera, ¢gal au rectangle HF ; done. si nous
ajoutons a chacun de ces rectangles le rectangle
CM,le rectangle totalAM séraégal au gnomon
NOQP; mais le rectanﬁle AM gst cpmprls sous

......

1es droites AD bﬁ cérrﬁxm st ebal a DB
( corrol. 4. 2) doflé fe\ g "\)P est qgal

4 AT '\\
A un rectangle qui es est comprls sous lgs, @wtes

AD DB; 30nc é; nous ajoutons a chacune de

ces deux quanutes le q:f;r;: LG qun, est egal a
quarre construit sur CB, le rectanvle comprls
sous les dreites AD"!PB‘dw’ec ‘e ‘quarré cons—
wule-sur BC ‘sera &3P 2 guéhdh NPO. o'
qifairé LG Mais T’ gno:ﬁoﬁ-m*lo etle qﬁbné
LG coniposent : le quhﬂfl WatRCEPD | qun cst
construit sur CD : 'd(rﬁc"'l%“i‘?c{’ang'le ot
sous: AP DB aved :lé’qﬁﬂﬂ'k" éUdsu’uit "sui" C
est égal au quarre consGrHR by epr e
. Donc:R e ligne'(ﬁ*m'ést coupee Eﬁ' deux
parties- égtﬂes ‘€t Woit lm‘ ajoute du-;ctemenlf
_uve droite. quelconqué 1¢ t"ectangle compns
sous wig dboite-compdsée e i préniidre ligne

4
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droite et de la droite a]outee et sous la droite
ajoutég yavec Je quarré de la moitié de la pre-
miére ligne droite, est égal au guarré-d’un

droite composge. de la moitié. de la. pnem;ere
hgye droite. et de la droxte ajoutée ; ce, qu'il
fallm} demontrer I P

Tt
““PROPOSITION VIL
FENTA TR BOREME,
by A .
S 7 drozte est ,mrtageelgp pieu.t pames d ung
e W &
mamére guelcon ue, le! quar(e de la droite en~

3

' twre et %e quarre de Pun de s ses segmens egalent

Co 2Ly 8 0y

e éouble du rec‘tal Te compns sous la drozte .

: 0 Ali it _ad vy

"~ entiéré’ et ce segment et le quarré de laulre,
‘.r,nlv " )13 )l N .

TIPS T A HAE
Qu une droqe quelgqpque AB ¢ ﬁg 55) soit
Partagee d upe, m;xme;'e quelconque au-pointfi:
je.dis.que le; quarré de AB.et.le-quarré de.BE
song égaux audouble dn. re{ctauglepampris sous
(ﬁBC et,&unquaxred,emC TR |
,zﬁurAﬁ,siscwak wséms(npmp 46. x)
et construxgpq la figuren . 5. T
Puisgue le r¢cun§x;).AG@sn égal an rectan-
_gle GE (prop, /&z ,); si. gpus, ajoyftons.a Tun
eta l ‘autre lg qlg.a;rc CEF, " le rectangle AF sera
, egal au rectangle CGE: donc les rectangles AF,
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CE sont doubles du rectangle AF; mais les
rectangles AF, CE komposent le gnomon
KLM et le quarré CF : dong lg gnomon KLM
et le quarré CF sont doubles du rectangle AF;
mais le double du rectangle compris sous les
droites AB, BGiest double du rectangle AF, car
la droite BF-est égale 4 la droite BC (cor. 4.2):
donc le gnomon KLM et le quarré CF sont
égaux au rectangle compris sous les droites
AB, BC; donc si'nous ajoutons & ces quantiés
le quarré HN , qui est construit sur ladroite AC,
le gnomon KL M et les quarrés CF HN seront
BC etau quarré de AC; maxa‘le,gnomoq KLM
et les quarrés CF, HN forment le quarré total
ADEB et le quarré CF gui sont construits sur
AB;, BC : donc les, quasrés de AB et de BC
sont égaux au double durectangle. compms sous
AB, BC, et au guarté de AC.

.. Dgne¢ si upe,droite est! partagce en’ deux
pames, d’une maniére. quelcongye, le quarré
de la droite entiére et le quarré de 'un de ges
segmens sont égaux. gt double ¢u rectangle
compris sous la droite eptiére. et ce segment;
et au quarré de Lautre segment ce quil fallou.
demomrer Do G oi

o
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,.PR_OPOSITION' VIII
'r HE o R t M I:.J
R SETEIVE PR :
Sz une droite east. partagee envdeu.z' pames d'une
. maniére quelcopgue, le quadruple du, rectangle
, \-co’mpris sous la droite enti¢rg gt-un de ses seg~
.. -mens, avec le quarré de I'autre segment, estégal
. . Au quarré construit. surla' droite entiére et le
_premier segment, considérgs, demme ne_formant
. qu'une seule droite. .

" Que la droite AB (fig. 54) soit partagee- en
dénx parues d’'une maniére quelconque au
pomt C : je dis que le quadruple du rectangle
compris sous les droites AB ; BC avec le quarré
d¢c AC, est égal au tuarré construit sur les
droites AB BC, considérées comme ne -for-
mant’ qu'une seule droite. - T

Prolongez la droite DB dan la direction de
AB;’ faites BIY égal 2 CB; décrivez sur AD le
guarré AEFD, (prop 46 2), ét construist e
douhle figure. i SEREI

' Puisque’A droite'CB st egale ¥ la droite
BD-et'que la droite €B est egale 4 1a droite
GK ( prop. 54: if?“’et‘la-drone BD égale aussi
a la droite KN, la droite GK sera)éga'l'e ala
droite KN; la droite QR est égale a la droite

’
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RP par la méme raison. Puisque CB est égal
aBD, et'GK égal a KN, Je rectangle CK sera
égal au rectangle BN, et le rectangle GR égal
aurectangle KP (prop. 36. 1); mais le rectangle
CK est égal aurectangle RN (prop. 43. 1), car
ils sont les complémens du parallélogramme CP:
don¢ le roctangle BN est égal au rectangle GR :
donc lediquatre rectangles: BN, KC, GR, RN
sont égaux entr’eux : donc ils sont le quadruple
du rectahgle CK. -De plus, puisque CB est égal
aBD et que BD est égal 4 BK, c'est-a-dire &
CG (34..1); et CB égal A GK, cest-a-dire &
GQ; la droite 'CG sera égale a la droité GQ;
or QR ‘est égal 4 RP : donc le rectangle AG
est ‘égal-au rectangle M Q. (prop. 36. 1), et
le rectangle QI: égal au rectangle RF ; mais
le rectangle MQ est”égal au rectangle QL
( prop. 43. 1), puisquiils sunt les complémens
duparallélograranie ML : donc les rectapgles
AG,; RF sonrégaus: donc les quatre rectangles
AG ;- MQ,' Q¥ RF sonv égaux enurenx , et
sont par cohséquent quadrup}es du rectangle
AG. Mais on a démontré que les quatre quarrés
€K, BN, GR, RN, étoient ‘quadruples-du
querré-OK : donc les huit figures qui compo-~
sent le gnomon STV sont quadruples du rec-

tangle AK, et puisque le rectangle AK est

f
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compris sous les drqites AB, BD; car BK est
égal 2 BD (cor.4.3), le quadruple .du’rec-
tangle AK sera compris sous les droites AB,
BD; mais il a été démontré que le gnomen
STV est quadruple, du rectangle AK ;:donc le
rectangle qui est compris sous les droites AB,
BD est égal au gnomon STV ; donc si nous: ajou-
tons 4 ces quantités égales le quarré OH qui est
égal.au quarré de AC (cor. 4. 2); le quadruple
du rectangle compris sous les droites AB, BD,
et le quarré de AC seront égaux an gnomoén
STV et an quarré QH; mais le gnomon STV
et le quarré OH comprennent ‘tout le quarré
AEFD qui est décrit sur AD : donc le qua-
druple du rectangle compris.sous :les| droites
AB, BC et le quarré dg. AC est égal au.quarré
construit sur les droi%s;AB “BC considérées
commie ne faisant.quutie seale droite.; -,

.. Done si une droite est partagée en. deux par-
uep égales d’'une maniére quelconque , le qua~
druple du rectangle campris sous:la droite, en~
tiére et upn de ses segmens et.le quarré.de 'autre
segment , sont égaux au quarré constrnit.sur la
drgite - entiére et le premier segment;,. cousi+
dérés comme ne formant ga'upe seuie\drone ;
ce qu’il falloit démontrer. - RN

’ . ‘ ' » v
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PROPOSITION IX.
© THEOREME.

Si une droite est partagée en deux parties égales
et en deux parties inégales , les quarrés des
segmens inégaux sont doubles du quarré de la
moitié de cette droite et du quarré de la droite
interceptée entre les points de section.

Que la droite AB (fig. 55) soit partagée en
deux parties égales au point C et en deux par-
ties inégales au point D : je dis que les quarrés
de AD, DB sont doubles des quarrés de AC,
CD. ‘

Du point C conduisez une droite CE qui soit
perpendiculaire & la droite AB (prop. 11.1);
faites la droite EC égale a Pune ou a Pautre des
droites AC, CB, et menez les droites EA, EB;
par le point D conduisez la droite D'F paralléle
a la droite EC (prop. 31. 1), et par le point F
conduisez la droite F G paralléle & la droite AB,’
et menez la droite AF. '

Puisque la droite AC est £gale 3 Ia droite
CE, langle EAC sera égal i I'angle AEC
(prop. 5. 1); et puisque I'angle ACE est droit,
les angles AEC, EAC seront égaux i un angle
droit (prop. %2. 1); mais ces deux angles sont
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égaux entr’eux : donc chacun des angles AEC,
EAC est la moitié d'un angle droit. Par la
méme raison , chacun des angles CEB, EBC
est aussi la moitié d'un angle droit : donc I'an-
gle total AEB est droit. Puisque I'angle GEF
“est la moitié d’'un angle droit et que l'angle
EGF est droit, car 1l est égal 4 'angle intérieur
et opposé ECB (prop: 29. 1), I'angle EFG
sera la moitié d’un ‘angle droit : donc 1'angle
GEF est égal aPangle EFG : doncle cté EG
est égal au c6té GF (prop. 6. 1). De plus, puis--
que 'angle EBD est la moitié d’un angle droit, :
. et que I'angle FDB est droit, car il est égal &
‘T'angle intérieur et opposé ECB, I'angle BFD
sera la moitié d'un angle droit : donc Fangle
FBD est égal & I'angle DF B : donc le c6té DF
est égal an c6té DB (prop. 6. 1). Puisque la
droite AC est égale & la droite CE, le quarré
de AC sera égal au quarré de CE : donc les
quarrés de AC, CE sont doubles du quarré
de AC; mas le quarré de EA est égal aux'
quarrés de AC, CE (prop.47.1), puis I'angle
ACE est droit : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus, puisque
EG est égal 3 GF et que le-quarré de EG est:
égal an quarré de GF, les quarrés de EG, GF
_seront doubles du quarré de GF ; nmis Je quarré -
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de EF est égal aux quarres de EG, GF
(prop. 47. 1) : donc le quarré de EF est dou-
ble du quarré de GF; mais la droite GF est
égale a la droite CD (prop. 34.1) : donc le
quarré EF est double du quarré de CD; mais
- le quarré de AE est double du quarré de AC:
donc les quarrés de AE, EF sont doubles des
quarrés de AC, €D; or le quarré de AF est
égal aux quarrés de AE , EF ( prop. 47.1),
puisque I'angle AEF est droit : donc le quarré
de AF est double des quarrés de AC, CD;
mais les quarrés de AD, DF sont égaux an
quarré de AF (prop. 47. 1), cdr Pangle ADF
est droit : donc les quarrés de AD, DF sont
doubles des quarrés de AC, CD; or la droite
DF est égale a la droite DB : donc les quarrés
de AD, DB seront doubles des quarrés de AC,
CD.

Donc si une droite est partagée en deux
parties égales et en deux parties inégales , les
quarrés des deux segmens inégaux sont doubles
du quarré de la moitié de cette droite et du
quarré de la droite interceptée entre les deux
points de section ; ¢e qu'il falloit. démontrer. -

i
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PROPOSITION X.
THBOREME.

8i yne ligne droite est coupée en deux. parties
égales , et si on lui ajoute directement une
" droite quelconque , le quarré d’une droite com-
posée de la ligne droite entiére et de la droite
ajoutée, et le quarré de la droite ajoutée, sbnt_
doubles du quarré de la moiti¢ de cette ligne.
droite et du quarré d’une droite camposée de
~la moitié de. cette ligne druite et de la droite
. ajoutée , comme ne faisant qu'une seuls droite.

Que la droite AB (fig.56) soit partagée en
deux parties égales au point C, et qu'on lui
a]oule directement une droite quelconque BD:

je dis que les quarrés de AD, DB sont doub]es
des quarrés de AC, CD.

" Du point C condulsez la droite CE perpen-
diculaire sur AB (prop. 11.1); faites la droite
CE égale i I'unre ou a I'autre des droites AC,

CB; menez les droites AE, EB; par le point
E conduisez 14 droite EF parallele a la droite
AD, et par te'point D conduisez-la droite DF
paralléle a la droite CF. Puisque la droite EF
tombe sur les paralléelesEC, FD, les angles CEF,
EFD sont égaux & deux droits ( prop. 29. 1):
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donc les angles FEB, EF D sont moindres que ,r
deux angles droits ; or deux droites se rencon-
trent quand elles sont prolongées a I'infini du
¢6té ot elles forment deux angles moindres que
deux droits (ax. 11) : donc les droites EB,
FD, prolongées du c6té BD, se rencontreront.
Prolongez ces droites, et supposons qu’elles se
rencontrent au point G; menez la droite AG.
Puisque la droite AC est égale & la droite
CE, l'angle AEC sera égal & l'angle EAC
(prop.5.1); or angle ACE est droit : donc
chacun des aungles EAC, AEC est la moitié
d’'un angle droit (prop.32.1). Par la méme
raison , chacun des angles CEB, EBC est la
moitié d'un angle droit : donc I'angle AEB est
droit. Puisque I'angle EBC est la moitié d’'un
angle droit, I'angle DBG est aussi la moitié
d’un angle droit ( prop. 15.1). Mais I'angle
BDG est droit (prop. 29. 1), car il est égal &
Pangle alterne DCE : donc I'angle DGB est la
moitié d’un angle droit : donc I'angle DGB est
égal i 'angle DBG : donc le c6té BD est égal
au c6té GD (prop.6.1). De plus, puisque
Pangle EGF est la moitié d'un angle droit , et
que l’angle EFD est droit, car il est égal a I'an-
gle oppose ECD ( prop. 34. 1), l'angle FEG
est la moitié d’un angle droit : donc Pangle
G
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EGF est égal a Pangle FEG : donc le c6té GF
est égal au c6té EF (prop.6.1); et comme la
droite EC est égale i la droite CA, le quarré de
EC est égal au quarré de AC : donc les quarrés
de EC, CA sont doubles du quarré de CA. Or
le quarré de EA est égal aux quarrés de EC,
CA (prop. 47. 1) : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus, puisque la
droite GF est égale a la droite EF, le quarré
de FG est égal au quarré de FE: donc les
quarrés de FG, FE sont doubles du quarré de
EF; or le quarré de EG est égal aux quarrés
de GF, FE (prop. 47. 1) : donc le quarré de
EG est douhle du quarré de EF ; mais la droite
EF est égale a la droite CD : donc le quarré
de EG est double du quarré de CD; mais on
a démontré que le quarré de EA est double du
quarré de AC : donc les quarrés de AE, EG
sont doubles des quarrés de AC, CD; mais le
quarré de AG est égal aux quarrés de AE, EG
(prop.47.1) : donc le quarré de AG est double
des quarrés de AC, CD. Or les quarrés de AD,
D G sont égaux au quarré de AG (prop. 47.1):
_donc les quarrés de AD, DG sont doubles des
quarrés de AC, CD; mais la droite DG est
égale a la droite DB : donc les quarrés de AD,
DB sont doubles des quarrés de AC, CD.

-
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Donc si une ligne droite est partagée en deux-
parties. égales , et si on lui ajoute directement
une droite quelconque, le quarré d’une droite
composée de la ligne droite entiére et de la
droite ajoutée, et le quarré de la droite ajoutée,
sont doubles du quarré de la moitié de la ligne
droite et au quarré d’'une droite composée de
Ia moitié de la ligne droite et de la droite-
ajoutée comme ne faisant qu’une seule droite;;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION X1,

PROBLEME. '

1

Partager une droite donnée de maniére que le
rectangle compris sous la droite entiére et Uun .
de ses segmens , soit égal au quarré de Uautre
segment.

Soit AB (fig. 57) la droite donnée : il faut
partager la droite AB de maniére que le rec-
tangle compris sous la droite entiére et 'un de
ses segmens , soit égal au quarré de I'autre seg—
ment.

Sur la droite AB décrivez le quarré ABDC
(prop. 46. 1), partagez la droite AC en deux
parties égales en E (prop. 10.1), et menez la
droite BE ; ayant prolongé ensuite la droite CA

2
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vers F, faites la droite EF égale a la droite BE
(prop. 3. 1), décrivez sur AF le quarré FH,
et prolongez la droite GH vers K : je dis que
la droite AB est partagée en H de maniére que-
le rectangle compris sous AB et BH est egal au
quarré de AH.

Puisque la droite AC est coupée en deux
parties.égales en E, si nous lui ajoutons dirccte-
ment la droite AF, le rectangle compris sous les
droites CF, F A et le quarré de AE, pris ensem-
ble, seront égaux au quarré de EF (prop.6. 2);
mais la droite EF cst égale 4 la droite EB:
donc le rectangle compris sous CF, FA et le
quarré de AE, pris ensemble, sont égaux au
quarré de EB; mais les quarrés de BA, AE
sont égaux au quarré de EB ( prop. 47. 1), car
T'angle BAE est droit; donc le rectangle com-
pris sous CF, FA avec le quarré de AE est égal
aux quarrés de BA, AE. Donc, si on retran~
che le quarré de AE qui est commun, le rec-
tangle compris sous CF, FA sera égal au quarré
de AB; mais le rectangle FK est compris sous
les droites CF, FA, puisque la droite AF est
égale 4 la droite FG, et le quarré de AB est
égal au quarré AD : donc le rectangle FK est
égal au quarré AD : donc, si I'on retranche le
rectangle commun AK, le quarré FH sera égal
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au rectangle HD; mais- le rectangle HD est
compris sous les droites AB, BH, puisque AB
est égal a BD et que FH est le quarré de AH:
donc le rectangle compris sous AB, BH sera
égal au quarré de AH.

Donc la droite AB est coupée au point H, de
maniére que le rectangle compris sous AB, BH
est égal au quarré de AH ; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XII.
THEOREME.

Dans les triangles obtus angles , le quarré du cdté
opposé a Uangle obtus est égal aux quarrés des
deux cotés qui comprennent Uangle obtus, et
au double du rectangle compris sous le cété de
langle obtus qui est prolongé jusqu’a la per-
pendiculaire abaissée du sommet de Uangle
opposé et sous la droite interceptée entre la
perpendiculaire et le sommet de U'angle obtus.

Soit ABC (fig. 58) un triangle obtus angle
dont I'angle BAC est obtus; du point B con~
duisez une perpendiculaire BD sur le c6té pro-
longé CA: je dis que le quarré de BC est égal
aux quarrés de BA, AC, et au double du rec~
tangle compris sous les droites CA, AD.

Puisque la droite CD est coupée d’une ma-
3
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niére quelconque au point A, le quarré de CD
sera égal aux quarrés de CA, AD, et au double
du rectangle compris sous les droites CA, AD
(prop. 4.2): donc si on ajoute & ces quantités
égales le quarré de DB, les quarrésde CD, DB
seront égaux aux quarrés de CA, AD, DB, et
au double du rectangle compris sous les droites
CA, AD; mais le quarré de CB est égal aux
quarrés de CD, DB ( prop. 47.1), car I'angle
CDB est droit, et le quarré de AB est égal aux
quarrés de AD, DB : donc le quarré de CB est
égal aux quarrés de CA, AB, et au double du
rectangle compris sous les droites CA, AD.
Donc dans les triangles obtus angles le quarré
du cété opposé & l'angle obtus est égal aux
quarrés des deux cétés qui comprennent I'an-
gle obtus et au double du rectangle compris
sous le c61é de I'angle obtus qui est prolongé
jusqu’a la perpendiculaire abaissée du sommet
de I'angle opposé et sous la- droite interceptée
entre la perpendiculaire et le sommet de I'angle
obtus; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIIL
TEEOREME.

Dans les triangles acutangles, le quarré d’un cdté

~ opposé a un angle aigu est égal aux quarrés
des cotés qui comprennent cet angle aigu moins
le double du rectangle compris sous le coté de
Pangle aigu sur lequel tombe la perpendicu-
laire abaissée du sommet de l'angle opposé et
sous la droite interceptée entre cet angle aigu
et la perpendiculaire.

Soit le triangle acutangle ABC (fig. 59) dont
Pangle B est aigu ; du point A conduisez sur la
droite BC la perpendiculaire AD : je dis que
le quarré de AC égale les quarrés de CB, BA,
moins le double du rectangle compris sous les
droites CB, BD.

Puisque la droite CB est coupée d’une ma-
niére quelconque au point D, les quarrés de
CB, BD seront égaux au double du rectangle
compris sous les droites CB, BD, et au quarré
de DC (prop. 7. 2) : donc si nous ajoutons a
ces quantités égales le quarré de AD, les quarrés
de CB, BD, DA seront égaux au double du
rectangle compris sous les droites CB, BD, et
aux quarrés de AD, DC; mais le quarré de AB

4

/
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. est égal aux quarrés de BD, DA (prop. 47.1),
* car I'angle ADB est droit, et le quarré de AC
est ‘égal aux quarrés de AD, DC : donc les
quarrés de CB, B A sont égaux au quarré de AC
et au rectangle comprls sous les droites CB,
. BD : donc le quarré de AC égale les quarrés
de CB, BA, moins le double du rectangle com-
pris sous CB, BD.

Donc dans les triangles acutangles le quarré
d’un c6té opposé i un angle aigu est égal au
quarré des deux autres c6tés qui compren-
nent l'angle aigu moins le double du rectan-
gle compris sous le c6té de l'angle aigu sur
lequel tombe la perpendiculaire abaissée du
sommet de I'angle opposé et sous la droite in-
terceptée entre la perpendiculaire et cet angle

aigu (1).

(1) Cette proposition est encore vraie, lors méme
que I'angle A est droit ou obtus.
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PROPOSITION XI1V.
PROBLEME.

Construire un quarré égal & une figure rectiligne
donnée.

Soit A (fig. 60) la figure rectiligne donnée :
il faut construire un quarré qui soit égal i cette
figure.

. Construisez un rectangle BD égal 4 la figure
rectiligne donnée A (prop.45.1). Sile c61é BE
étoit égal au c6té ED, on auroit déja fait ce
qu’on proposoit, car le quarré BD auroit été
construit égal a la figure rectiligne A. S1, an
contraire , I'un des c6tés BE, ED est plus grand
que I'autre, et si le c6té BE est le plus grand,
prolongez-le vers F, et faites EF égal 4 ED
(prop-3.1); ayant ensuite partagé la droite FB
en deux parties égales au point G, du point G
et avec un intervalle égal a I'une ou a Pautre
des droites GB, GF, décrivez la demi-circon-
férence BHF (dem.3 ), prolongez DE jusqu’en
H, et menez la droite GH.

Puisque la droite BF est partagée en deux
parties égales au point G et en deux parties
inégales au point E, le rectangle compris sous
les droites BE, EF et le quarré de EG, seront
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_égaux au quarré de GF (prop. 5. 2); mais Ia
droite GF est égale a la droite GH : donc le
rectangle compris sous les droites BE, EF et
le quarré de EG seront égaux au quarré de
GH ; mais les quarrés de HE, GE sont égaux
au quarré de GH ( prop. 47. 1) : donc le rec-
tangle compris sous Jes droites BE, EF et le
quarré de GE, pris ensemble , sont égaux aux
quarrés de HE , GE : donc, si nous retranchons
le quarré commun GE, le rectangle compris
sous les droites BE , EF sera égal au quarré de
EH; mais le rectangle compris sous les droites
BE, EF, est le parallélogramme BD, puisque
la droite EF est égale a la droite ED : donc le
parallélogramme BD est égal au quarré de HE ;-
or le parallélogramme BD est égal, par cons-
truction , 4 la figure rectiligne A : donc la figure
rectiligne A est égale au quarré construit sur
la droite EH.

Donc le quarré construit sur la droite EH
est égal & la figure rectiligne donnée A ; ce qu'il
falloit faire. '

FIN DU SECOND LIVRE.
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LIVRE IIL

DEFINITIONS.

1. Lies cercles égaux sont ceux dont les dia~
meétres sont €gaux, ou ceux dont les droites
menées des centres aux circonférences sont
égales.

2. Une droite qui touchant le cercle et qui
étant prolongée ne le coupe point, est appelée
‘tangente du cercle. '

3. Les cercles qui se totichant ne se cou-
pent point, sont appel€és cercles tangens.

4. Dans le cercle on dit que les droites sont
également éloignées du centre, lorsque les per-
pendiculaires menées du centre sur ces droites
sont égales.

5. On dit qu’une droite est plus éloignée du
centre lorsque la perpendiculaire qui tombe sur
elle est plus grande.

6. Un segment de cercle est une figure qui
est comprise entre une droite et la circonfé-
rence du cercle.’
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7. L’angle du segment est celui qui est com-
pris par une droite et la circonférence du cercle.

8. Un angle est dans le segment, lorsque I'on
prend un point quelconque dans la circonfé-
rence du segment , et que on conduit de ce
point deux lignes droites aux extrémités de la
dréite qui est la base du segment ; I'angle est
compris par les deux lignes droites qui ont été
menées d'un point de la circonférence.

9- Mais lorsque les droites qui comprennent
Fangle embrassent une portion de la circonfé-
rence, cet angle est dit appuye sur la circon-
férence. ,

10. Un secteur de cercle est une figure com-
prise entre deux rayons qui font un angle au
centre et la portion de la circonférence qu’em-
brassent ces deux rayons.

11. Les segmens des cercles sont semblables,
lorsqu'’ils recoivent des angles égaux ou lorsque
les angles qu’ils contiennent sont égaux entre

eux (1).

(1) Une droite menée du centre 4 la circonférence
se nomme rayon. Une droite menée d’un point de Ia
circonférence & une autre se nomme corde. On nemme
arc une porlion de la circonférence.
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PROPOSITION PREMIERE.
"PROBLEME.

T'rouver le centre d’un cercle donné.

. Soit ABC (fig. 61) le cercle donné : il faut
trouver le centre du cercle ABC.

Conduisez dans le cercle une droite quel-
conque AB, partagez-la en deux parties égales
au point D (prop. r10.1); du point D élevez une
perpendiculaire DC sur AB (prop. 11.1), pro-
longez la droite DC jusqu’en E, et partagez CE
en deux parties égales au point F : je dis que le
point F est le centre du cercle ABC.

Car supposons que le point F ne le soit pas,
et que ce soit le point G, si cela est possible.
Conduisez les droites GA, G D, G B. Puisque
la droite AD est égale a la droite DB et que la
droite DG est commune, les deux droites AD,
DG seront égales aux deux droites DB, DG,
chacune i chacune ; mais la base GA est égale
a la base GB, puisque ce sont deux droites
mendées du centre i la circonférence (déf. 15.1):
donc Vangle ADG est égal 4 l'angle GDB
(prop. 8. 1) ; mais lorsqu’une droite tombant
sur une autre droite fait avec elle les angles de
suite égaux, chacun de ces angles égaux est
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droit (déf. r0. 1) : donc 'angle GDB est droit;
mais I'angle F DB est droit aussi : donc P'angle
FDB est égal 4 I'angle GDB; c’est-i-dire que
le plus.grand est égal au plus petit, ce qui est
impossible : donc le point G n’est pas le centre
du cercle ABC. On démontrera de la méme
maniére que tout autre point, excepté le point
F, n’est pas le centre du cercle.

Donc le point F est le centre du cercle.
COROLLATIRE.

De 13 il suit évidemment que si dans un cer-
cle une droite en coupe une autre en deux
parties égales en faisant avec elle deux angles
droits, le centre du cercle est placé dans la
droite sécante.

PROPOSITIONTIIIL
THEOREME,

Si Uon prend deux points quelconques dans la
circonférence d'un cercle, la droite qui joint ces,
deux points tombera dans le cercle.

Soit le cercle ABC (fig. 62); qu'on prenne
deux points quelconques A, B, dans la circon-
férence de ce cercle : je dis que la droite qui
est menée du point A au point B, tombe dans
le cercle.
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Si cette droite ne tombe pas dans le cercle,
supposons , s'1l est possible, qu’'elle tombe en
dehors, en AFB par exemple; cherchez le cen-
tre du cercle ABC (prop. 1.3), supposons que
D soit ce centre ; menez les rayons AD, DB,
et prolongez DF jusqu’en E.

Puisque la droite DA est égale a la droite DB,
I'angle DAE sera égal aI'angle DBE (prop.5.1);
et puisque on a prolongé un cété AEB du
triangle DAE, I'angle DEB sera plus grand que
Fangle DAE (prop. 16. 1); mais 'angle DAE
est égal 3 Pangle DBE : donc I'angle DEB est plus
grand que I'angle DBE ; mais le plus grand c6té
est opposé & un plus grand angle (prop. 18.1):
donc la droite DB est plus grande que la droite
DE; mais la droite DF est égale 2 la droite DB:
donc la droite DF est plus grande que la droite
DE; c'est-a~dire que la plus petite surpasse la
plus grande, ce qui est impossible : doncladroite
menée du point A au pomnt B ne tombe pas hors
du cercle. Nous démontrerons de la méme ma-
niére qu’elle ne tombe pas dans la circonfé-
rence : donc elle tombe en-dedans du cercle.

Donc si I'on prend deux points quelconques
de la circonférence, la droite qui joint ces
deux points tombe en-dedans du cercle; ce
qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION I11.
THEOREDME.

Si dans un cercle une droite qui passe par le centre
coupe en deux parties égales une droite qui ne
passe pas par le céntre , la premiére droite cou-
pera la seconde a angles droits ; et si la pre-
miére coupe la seconde & angles droits, elle la
coupera en deux parties égales.

Soit le cercle ABC (fig. 63 ); supposons que
la droite CD menée dans le cercle par le centre
coupe la droite AB, qui ne passe pas par le
ceritre,, en deux parties égales au point F : je
dis que la premiére droite coupe la seconde a
angles droits.

Cherchez le centre du cercle ABC(prop. 1.3);
supposons que son centre soit le point E, con-
duisez les droites EA, EB.

Puisque la droite AF est égale a la droite
FB et que la droite FE est commune, les deux
droites AF, FF.sont égales aux deux droites
FB, FE; mais la base EA est égale 4 la base
EB : doncl'angle AFE sera égal 3 'angle BFE
(prop. 8. 1); mais lorsqu’une droite tombant
sur une autre droite fait les angles de suite
égaux entr'eux, chacun de ces angles est droit:
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donc chacun des angles AFE, BFE est droit:
donc la droite CD , menée par le centre et cou-
pant en deux parties égales la droite AB qui ne
passe pas par le centre, coupe la droite AB 2
angles droits.

Si la droite CD coupe la droite AB a angles
droits , je dis qu'elle la coupe aussi en deux
parties égales , c’est-a-dire que la droite AF est
égale i la droue FB.

Faites la méme construction ; puisque la
droite EA est égale a la droite EB, l'angle
EAF sera égal a I'angle EBF (prop.5.1);
mais 'angle droit AFE est égal & I'angle droit
BFE : donc les deux triangles EAF, EBF
auront deux angles égaux a deux angles, chacun
achacun, et un c6té égal i un c6té, c’est-a-dire
un c6té commun qui est opposé a un des angles
€gaux : donc ces deux triangles auront les autres
cités égaux aux autres cotés ( prop. 26. 1) :
donc la droite AF est égale 2 la droite BF.

Donc si dans un cercle une droite qui passe
par le centre coupe en deux parties égales une
autre droite qui ne passe pas par le centre,
la premiére coupera la seconde i angles droits;
et si la premiére coupe la seconde i angles
droits, elle la coupera en deux parties égales ;
oe qu’il falloit démontrer.,

' H
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PROPOSITION IV.
'rnr':o_’ni:mn. '

Si dans un cercle deux droites qui ne passent
point par le centre se coupent ; elles ne se cou-
peront point en deux parties égales.

Soit le cercle ABCD (fig.64), et supposons

que les deux droites AC, BD, qui ne sont point

« conduites par le centre, se coupent mutuelle-
ment au point E : je dis qu’elles ne se coupent
point en deux parties égales.

Supposons, s’il est possible, qu’elles se cou-
pent en deux parties égales , de maniére que AE
soit égal 4 EC et BE égal 2 ED : prenez le
centre du cercle ABCD), et supposons que son
centre soit le point F ; menez FE.,

Puisque la droite FE, conduite par le centre,
coupe en deux parties égales la droite AC qui
n’est point conduite par le centre, la premiére
coupera la seconde a angles droits (prop.3.3):
donc I'angle FE A est droit. De plus, puisque
la droite FE coupe en deux parties égales la
droite BD qui n’est pas conduite par le centre,
la premiére coupera la seconde 4 angles droits :
donc Pangle FEB est droit. Mais on a démon-
tré que I'angle FE A est droit aussi : donc I'an-
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gle FEA est égal a l'angle FEB; c'est-a-dire
que le plus petit est égal au plus grand, ce qui
est impqssible.: donc les droites AC, BD ne
se conpent point en deux parties égales.

- Donc si dans un cercle deux droites qui ne
sont point conduites par le centre se coupent
mutuellement , elles ne se couperont pomt en
deux parties egales ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V
THEOREME.

8¢ deux cercles se coupent mutuellement, ils
n'auront pas le méme centre.

Que les deux cercles ABC, €DG (fig. 65)
se coupent mutuellement aux deux points B, C:
je dis qu’ils n’auront pas le méme centre.

Supposons , s’il est possible , qu'ils aient le
méme centre et que ce centre soit Je point E;
aprés avoir conduit la droite EC, ecuduisez la
droite EF G d’une maniére queloongue. .

Puisque le point E est le centre du cercle
ABGC, la droite EC sera €gale a la droite EF
(déf. 15. 1). De plus, puisque le point E est
le centre du cercle CDG, la droite EC sera
égale i la droite EG. Mais on a démontré que
la droite EC est égale a la droite ET : donc la

: 2
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droite EF est égale i la droite EG, c’est-a-dire
. que la plus petite est égale i-la plus grande,
. ce qui est impossible. Donc le point E n’est
pas le centre des cercles ABC, CDG.

Donc si deux cercles se coupent mutuelle-
ment , ils n’auront pas le méme centre; ce qu'il
~ falloit démontrer.

PROPOSITION VL
THEOREME.

Si deux cercles se touchent intéricurement, ils
n’auront pas le méme centre.

Que les deux cercles ABC, CDE (fig.66)
se touchent intérieurement au point C : je dis
qu’ils n’auront pas le méme centre.

Supposons que cela se puisse etqueleur centre
soit le point F; aprés avoir conduit la droite
FC, conduisez d’'une maniére quelconque la
. droite FEB.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC, la droite FC est égale 4 la droite FB.
De plus, puisque le point F est le centre du
cercle CDE, la droite FC est égale a la droite
FE. Mais on a démontré que la droite FC est
. égale a la droite FB : donc la droite FE est
égale a la droite FB; c’est-a-dire que la plus
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petite est égale 4 la plus grande, ce qui est
impossible : donc le point F n’est point le centre
des cercles ABC, CDE.

Donc si deux cercles se touchent mtérieure-
ment , ils n’auront pas le méme centre ; ce qu'il
falloit démontrer.

PROPOSITION VIL
THEORLE ME

Si dans le diamétre d'un cercle on prend un point
quelconque qui ne soit pas le centre de ce cer-
cle, et si de ce point on conduit des droites &
la circonférence , la plus grande sera celle qui
passera par le centre, et la plus petite sera le

" reste du diamétre ; quant aux autres droites
celle qui sera plus proche de celle qui passe par
le centre sera plus grande que celle qui en est
plus éloignée ; et enfin du méme point on ne peut
conduire de part et d’autre de la plus petite que
deux droites qui soient égales.

Soit le cercle ABCD (fig.67), que AD soit
son diamétre, prenez un point quelconque F qui
ne soit pas le centre de ce cercle,, que le centre
du cercle soit le point E; du point F condui-
sez a la circonférence ABCD les droites FB,
FC, FG: je dis que la droite FA est la plus

3
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grande, que la droite FD est la plus petite, et
que parmi les autres la droite FB est plus grande
que la droite FC, et que la droite FC est plus
grande que la droite FG.

Conduisez les droites BE, CE |, GE.

Puisque deux c6tés d’un triangle sont plus
grands que le c6té restant (prop. 21.1), les
droites EB, EF seront plus grandes que la
droite BF; mats la droite AE est égale a la
droite BE : donc les droites BE , EF sont égales
4 la droite AF : donc la droite AF est plus
grande que la droite BF. De plus, puisque la
droite BE est égale & la droite CE et que la
droite EF est commune, les deux droites BE,,
EF sont égales aux deux droites CE, EF ; mais
Yangle BEF est plus grand que I'angle CEF :
donc la base BF est plus grande que la base CF
(prop. 24.1); par la méme raison la base CF
est plus grande que la base FG.

De plus, puisque les droites GF, FE sont
plus grandes que la droite EG, et que la droite
EG est égale ala droite ED, les droitesGF, FE
seront plus grandes que la droite ED : donc si
ou retranche la droite ¢ommune EF, la droite
restante G F-sera plus grande que la droite res-
tante FD : donc la droite FA est la plus grande,
et la droite FD la plus petite : donc la droite FB
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est plus grande que la droite FC, et la droite FC
plus grande que la droite FG.

Je dis aussi que du point F, on ne peut con-
duire 4 la circonférence ABCD, de part et d'autre
de la plus peute FD, que deux droites égales;
car sur la droite EF et au point donné E *pris
sur cette droite construisez 'angle FEH égal
aYangle GEF (prop. 23. 1), et conduisez la -
droite FH. Puisque la droite GE est égale 4 la
droite EH et que la droite EF est commune,
les deux droites GE, EF sont égales aux deux
droites HE, EF; mais I'angle GEF est égal a
I'angle HEF par construction : donc la base
FG sera égale alabase FH (prop. 4.1) : je dis
que du point F on ne peut conduire une autre
droite égale a FG. Car supposons que cela se
puisse , et que ce soit la droite FK; puisque la
droite FK est égale 3 FG, et que FH est aussi
égale 4 FG, la droite F H sera égale a la droite
FK, c’est-a-dire que la droite qui est plus preés
de celle qui passe par le centre est égale a celle
qui en est plus éloignée ; ce qui ne peut étre.

AUTREMENT.

Conduisez la droite EK; puisque la droite
GE est égale dladroite EK, que la droite FE.
est commune , et que la base GF est égale a la

4
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base FK, I'angle GEF sera égal a I'angle KEF
(prop. 8. 1); mais l’qngle GEF est aussi égal a -
Pangle HEF : donc l'angle HEF sera égal a
Pangle KEF, c’est-a-dire que le plus petit est
égal au plus grand; ce qui est impossible : donc
par le point F on ne peut pas conduire a la cir-
conférence une autre droite quisoit égaleaGF :
donc on n’en peut conduire qu'une seule.
Donc si dans le diamétre d’un cercle on prend
un point quelconque qui ne sait pas le centre
de ce cercle, et si de ce point on conduit des
droites a la circonférence , la plus grande sera
celle qui passe par le centre, et la plus petite
-sera le reste du diameétre ; quant aux autres
droites, eelle qui sera plus proche de celle qui
passe par le centre sera plus grande que eelle
qui en est plus €loignée; et enfin du méme -
point on ne peut conduire de part et d’autre
de la plus petite que deux droites qui soient
égales; ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION VIIL
THEOREME,

Si Pon prend un point quelconque hors d’un cer-
cle, et st de ce point on conduit & ce cercle plu-
sieurs draites dont Uune passe par le centre ct
dont les autres passent par-tout o 'on voudra ;
parmi les droites qui vont & la circonférence
concave , la plus grande est celle qui passe par
le centre ; celle qui est plus prés de celle qui
passe par le centre est plus grande que celle
qui s’en éloigne davantage ; mais parmi les
droites qui vont & la circonférence convexe,
la plus petite est celle qui est comprise entre le
point pris hors du cercle et le diamétre ; et celle
qui est plus prés de la plus petite est plus courte
que celle qui s’en éloigne davantage ; enfin de
ce point on ne peut mener & la circonférence
et de part et d’autre de la plus petite que deux
droites qui soient égales.

Soit le cercle ABC (fig.68), et hors de ce
cercle soit pris un point quelconque D; de ce’
point menez & ce cercle les droites DA, DE, DF,
DC, et supposons que DA passe par le centre:
je dis que de toutes les droites qui vont 2 la cir-
conférence concave AEF C, ladroite DA, qui
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passe par le centre, est la plus grande, et que
celle qui est plus prés de celle qui passe par le
centre est plus grande que celle qui s’en éloigne
davantage, c’est-a-dire que la droite DE est plus
grande que la droite DF , et la droite DF plus
grande que la droite DC; mais parmi les droites
(qui vont a la circonférence convexe HLKG,
celle qui est comprise entre le point D et le
dlametre AG est la plus petite, et celle qui
est plus prés de la plus petite est toujours plus
courte que celle qui s’en éloigne davantage ;
c’est-d-dire que Ja droite DK est plus courte
Que la droite DL, et la droite DL plus courte
(que la droite DH. .
Cherchezle centre ducercle ABC (prop.1.3),
supposons que M soit ce centre; conduisez les
droites ME, MF, MC, MK, ML, MH.
Puxsque la drone AM est egale a Ja droite
EM, & nous leur ajoutons une droite com-
mune MD, la droite AD sera égale aux droites
EM, MD; mais les droites EM, M D sont plus
grandes que la droite ED (prop. 20. 1) : donc
la droite AD est plus grande que la droite ED.
De plus, puisque la droite ME est dgale a la
droite MF, et que la droite MD est commune,
les droites EM, MD seront égales aux droites
MF, MD; -thais Pangle EMD est plus grand
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que V'angle FMD : donc la base ED sera plus
grande que la base FD (prop. 24. 1). Nous dé-
montrerons de la méme maniére que la droite
FD est plus grande que la droite CD : donc Ia
droite DA est la plus grande, la droite DE est
plus grande que la droite DF, et la droite DF
plus grande que la droite CD.

De plus, puisque les droites MK, KD sont
plus grandes que la droite MD (prop.20.1),
et que la droite MG est égale & 1a droite MK,
la droite restante KD sera plus grande que la
droite restante GD : donc la droite G D est plus
petite que la droite KD : donc elle est la plus
petité. Sides extrémités du c6té MD du trian-
gle MLD on conduit intérieurement les droites
MK, KD, les droites MK, KD seront plus
petites que les droites ML, LD (prop. 21.1); .
mais la droite MK est égale & la droite ML :
donc la droite restante DK esi plus petite que
la droite restante DL. Nous démontrerons de
la méme maniére que la droite DL est plus
petite que la droite DH : donc la droite DG
est la plus petite , et la droite DK est plus petite
que la droite' DL, ‘et la droite DL plus petite
que la droite DH.

Je dis encore que du point D on né peut con-
duire au cercle, dé part et d'autre de la plus
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petite,, que deux droites égales. Construisez sur
la droite MD, et au point donné M, un angle
DMB égal & I'angle KMD, et conduisez DB.
Puisque la droite MK est égale i la droite MB
et que la droite MD est commune, les deux
droites KM, MD sont égales aux deux droites
BM, MD, chacune 4 chacune; mais I'angle
KMD est égal a Fangle BMD : donc la base DK
est égale 3 la base DB (prop. 4. 1) : je dis qu’il
est impossible de conduire du point D au cer-
cle ABC une autre droite qui soit égale a la
droite DK. Supposons que cela se puisse et
que cette droite soit DN ; puisque la droite DK
est égale a la droite DN et la droite DB égale
aussi a la droite DK, la droite DB sera égale a la
droite DN, c’est-4-dire que la droite qui est plus
prés de la plus petite est égale a la droite qui
s'en éloigne davantage; ce qui a été démontré
impossible.

AUTREMENT.

Conduisez la droite MN ; puisque la droite
KM est égale aladroite MN, que la droite MD
est commune et que la base DK est égale a la
base DN, 'angle KM D sera égal a 'apgle DM N
(prop. 8. 1); mais I'angle KMD est égal 4 I'an-
gle BMD : donc I'angle BM D est égal a I'angle
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BND, c’est-i-dire que le plus petit est égal au
plus grand, ce qui est impossible : donc il est
impossible de conduire dy point D au cercle
ABC, et de part et d’autre de la plus petite
droite GD, plus de deux droites égales. ‘
Donc si I'on prend un point quelconque hors
d’un cercle, et si de ce point on conduit a ce
‘cercle plusieurs droites dont Pune passe par le
centre et dont les autres passent par-tout ot
Fon voudra; parmi les droites qui vont a la cir-
conférence concave, la plus grande est celle
qui passe par le centre ; celle qui est plus prés
de celle qui passe par le centre est-plus grande
que celle qui s’en éloigne davantage ; mais
parmi les droites qui vont a la circonférence
convexe, la plus petite est celle qui est com-
Pprise entre le point pris hors du cercle et le
diamétre ; et celle qui est plus prés de la plus -
petite est plus courte que celle qui s’en éloigne
davantage ; enfin de ce point on ne peut mener
a la circonférence, et de part et d’autre de la
plus petite, que deux droites qui soient égales;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION-IX.
THEOREME.

Si dans un cercle Uon prend un point quelconqgue,
et si parmi les droites menées de ce point a la
circonférence il y en a plus de deur qui'soient
égales entrelles, ce point sera le centre du
cercle. :

Soit le cercle ABC (fig.69), que dans ce
cercle I'on prenne le point D et qu'il y ait p]us
de deux droites égales entr’elles qui alllem de
ce point a la circonférence , c’est-a- du'e les
droites DA, DB, DC: je d1s que le pomt D est
le centre du cercle ABC. .

Conduisez les droites AB, BC, et partagez-
les en deux parties égales aux points E, T’
(prop. 10. 1); conduisez les droites ED, DF,
que vous prolongerez vers les points G, K, H, I..

Puisque la droite AE est égale i la droite EB,
et que la droite ED est commune, les deux
droites AE , E D seront égales aux deux droites
BE, ED; mais la base DA est égale a la base
DB : donc Vangle AED est égal a‘a'l’angle BED
(prop.8.1), et par conséquent chacun des
angles AED, BED est droit : donc la droite
GK, qui coupe la droite AB en deux partics
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¢gales, la coupe aussi & angles droits ; mais lors-
que dans un cercle une droite coupe une autre
droite en deux parties égales et 4 angles droits,
le centre du cercle est placé dans la droite
sécante (cor. 1.3) : donc le centre du cercle
ABC sera dans la droite GK; par la méme
raison le centre du cercle ABC sera placé dans
la droite HL ; mais les droites GK , HL n’ont
qu'un seul point commun qui est le point D :
donc le point D est le centre du cercle ABC.

Donc si dans un cercle on prend un point
quelconque, et si parmi les droites menées de
ce point i la circonférence il y en a plus de
deux qui soient égales entr’elles , ce point sera
le centre du cercle.

AUTREMENT,

Dans le cercle ABC (fig. 70) soit pris un
point quelconque D, et que parmi les droites
menées du point D i la circonférence ABC il
y en ait plus de deux qui soient égales entre
elles, c’est-a-dire les droites DA, DB, DC: je
dis que le point D est le centre du cercle ABC.

Supposons, s'il est possible , que le point D
ne soit pas le centre du cercle ABC, et suppo-
sons (ue le centre de ce cercle soit le point E,
conduisez la droite DE et prolongez-la versF,G.
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La droite FG sera un diamétre du cercle ABC.
Sil'on prend dans le diamétre FG du cercle
ABC un peint D qui ne soit pas le centre de
ce cercle, la droite DG sera la plus grande de
toutes, et la droite DC sera plus grande que la
droite DB, et la droite DB plus grande que la

. droite DA (prop. 7.3); mais ces droites sont

égales, ce qui ne peut étre : donc le point E
n’est pas le centre du cercle ABC. Nous dé-
montrerons de la méme maniére qu’il n’y a pas
d’autre point, excepté le point D, qui soit le
centre du cercle ADC : donc le point D est le
centre du cercle ABC. '

PROPOSITION X.
THEOREME.

Une circonférence de cercle ne peut couper la
circonférence d'un autre cercle quen deux
points.

Supposons que cela puisse arriver, et que la
circonférence du cercle ABC (fig. 71) coupe la
circonférence du cercle DEF en plus de deux
points : savoir , aux pomts B, G, H; conduisez

- les droites BG, BH, et partagez-les en deux

parties égales aux points K, L; par les points
K, L, conduisez les droites KC, LM perpen-



DEUCLIDE. 129

diculaires sur BG, BH, et prolongez-les vers
les points A, E. ‘

Puisque dans le cercle ABC, la droite AC
coupe la droite BH en deux parties égales et a
angles droits, le centre du cercle ABC sera placé
dans la droite AC (corol. 1. 3). De plus, puis-
que dans le méme cercle ABC la droite NO
coupe la droite BG en deux parties égales et &
angles droits, le centre du cercle ABC sera
placé dans la droite NO. On a démontré que
le centre est placé dans la droite AC, et les
deux droites AC, NO ne se rencontrent qu'au
seul point O : donc le point O est le centre du
cercle ABC. Nous démontrerons de la méme
maniére qtie le point O est le centre du cercle
DEF : donc les deux cercles ABC, DEF, qui
se coupent mutuellement, auront le méme
centre O; ce qui est impossible ( prop.5.3).

Donc la circonférence d'un cercle ne peut
pas couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux points; ce quil falloit dé-
montrer.

AUTREMENT.

Car que la circonférence du cercle ABC
(fig.73) coupe la circonférence du cercle DEF
en plus de deux points, savoir, aux peints B,

I
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&, F; prenez le centre du cercle ABD, et que
son centre soit le pont K ; menez les droites
KF, KG, KB.

Puisque dans le cercle DEF on a pris un
point K, et que parmi les droites qui vont de
ce point a la circonférence DEF il y en a plus
de deux qui sont égales entr’elles, savoir,
les droites KB, KF, KG, le point K sera le
centre du cercle DEF (prop. 9.3 ); mais le
_point K est le centre du cercle ABC : donc ces
deux circonférences, qui se coupent, auront le
méme centre ; ce qui est impossible (prop.5.3).

Donc une circonférence de cercle ne peut
pas couper la circonférence d'un autre cercle
en plus de deux points ; ce qu'il falloit dé-
montrer.

PROPOSITION XI.
THEOREME.

' 8i deux circonférences de cercle se touchent inté-
rieurement , et si on prend leurs centres , la
droite qui joindra leurs centres ira au point
de contact si elle est prolongée.

Que les deux cercles ABC, ADE (fig. 73)
se touchent intérieurement au point A ; qu’on
prenne leurs centres, que le point F soit le
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centre du cercle ABC, et que le point G soit
le centre du cercle ADE : je dis que la droite
menée du point G au point F ira au point de
contact A, si elle est prolongée.

Supposons, sl est possible , que cette droite
étant prolongée n’aille pas au point de contact
et qu'elle ait la position FGDH; menez les
droites AF, AG.

Puisque les droites AG, GF sont plus grandes
que la droite FA (prop. 20. 1), c’est-a-dire que
la droite FH, car la droite FA est égale a la
droite FH, puisqu’elles partent du méme centre:
donc si on é4te la droite commune FG, la droite
AG sera plus grande que la droite GH; mais la
droite AG est égale & la droite GD : donc la
droite GD est plus grande que la droite GH;
¢'est-a-dire que la plus petite surpasse la plus
grande; ce qui est impossible : donc la droite
menée du point F au point G ne peut pas passer
autre part qu'au point de contact A : donc elle
passe au point de contact.

Donc si deux cercles se touchent intérien-
rement, la droite qui joint leurs centres passera
par le point de contact, si elle est prolongée;
ce qu’il falloit démontrer.
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'AUTREMENT.

Supposons que la droite menée du point G
au point F ait la position GF C et qu'elle soit
prolongée directement vers le point H, et qu’on
méne les droites AG, AF.

Puisque les droites AG, GF sont plus grandes
que la droite AF, et que la droite AF est égale
a la droite CF, ou bien 4 la droite FH, si 'on
retranche la droite commune FG, la droite
restante AG sera plus grande que la droite res-
tante GH; mais AG est égal 3 GD : donc la
droite GD est plus grande que la droite GH,
c’est-a-dire que la plus petite surpasse la plus
grande; ce qui est impossible. Si le centre du
grand cercle est hors du petit cercle, nous
démontrerons de méme quil s’en suit une
absurdité.

PROPOSITION XII.
THEORE ME.

8i deux circonférences de cercle se touchent exté-
rieurement , la droite qui joindra les deux
centres passera par le point de contact.

Que les circonférences des deux cercles ABC,
ADE (fig. 74) se touchent extéricurement au
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pont A; quon prenne leurs centres, que le
centre du cercle ABC soit le point F, et que
le centre du cercle ADE soit le point G : je
dis que la droite qui est conduite du point F
au point G passe par le point de contact.

Supposons, s'1l est possible, que le contraire
arrive, et que cette droite ait la position FCDG ;
conduisez les droites AF, AG.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC, la droite FA sera égale a la droite FC.
De plus, puisque le point G est le centre du
cercle ADE, la droite AG sera égale a la dreite
GD; mais on a démontré que la droite FA est
égale i la droite FC : donc les droites FA, AG
sont égales aux droites FC, DG : donc la droite
totale FG est plus grande que les droites FA,
AG; mais, au contraire, elle est plus petite
{ prop. 20. 1), ce qui est impossible : donc la
droite menée du point F au peint G ne peut
pas passer autre part u’au point de contact:
donc il faut nécessairement qu’elle passe au
point de contact.

Donc s1 deux circonférences de cercles se
touchent extérieurement, la droite qui joindra
leurs centres passera par le point de contact,
ce qu’il falloit démontrer.

: 3
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PROPOSITION XIIIL
;o THEOREME.

Une circonférence de cercle ne peut pas toucher
une autre circonférence de cercle en plus d’'un
point, soit qu’elle la touche intérieurement, soit
qu’elle la touche extérieurement.

Car si cela est possible, supposons d’abord
- que la circonférence du cercle ABDC (fig. 75)
touche intérieurement la circonférence du cer-
cle EBF D en plusieurs points, savoir aux points
B, D.

Cherchez les centres des cercles ABDC,
EBFD; que le point G soit le centre du pre-
mier et le point H le centre du second.

La droite qui est conduite du point G au
point H passera par les points B, D (prop. 11.3).
Qu’elle ait la position BGHD; puisque le point
G est le centre du cercle ABDC, la droite BG
est égale 4 la droite GD : donc la droite BG
est plus grande que la droite HD, et la droite
BH beaucoup plus grande que la droite HD.
De plus , puisque le point H est le centre du
cercle EBFD, la droite BH est égale 3 la droite
HD; mais on a démontré qu’elle est beaucoup
plus grande, ce qui est impossible : donc une
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circonférence de cercle ne touche point inté-
rieurement une autre circonférence de cercle
en plus d’un point.

Je dis encore qu’il est impossible qu’une cir-
conférence de cercle touche extérieurement
une autre circonférence de cercle en plus d’'un
point ; car si cela étoit possible, il faudroit que
Ia circonférence du cercle ACK touchit exté-
rieurement la circonférence du cercle ABDC
en plus d'un point, aux points A, C, par exem-
ple; conduisez la droite AC.

Puisque dans la circonférence des cercles
ABDC, ACK on a pris deux points quelconques
A, C, la droite qui joint ces deux points tom-
bera intérieurement dans I'une et I'autre des
deux circonférences (prop.2.3); mais la droite
qui tombe dans le cercle ABDC tombera hors
du cercle ACK (déf.3.3 ), ce qui est absurde :
donc une circonférence de cercle ne touche
point extérieurement une autre circonférence
de cercle en plus d’'un point. On a démontré
qu'une circonférence ne touche point inté-
rieurement une autre circonférence en plus
de deux points. , ‘

Donc une circonférence de cercle ne touche

point une autre circonférence de cercle en plus

d’un point , soit qu'elle la touche intéricure-
4
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. ment, soit qu'elle la touche extérieurement ;
ce qu’ill falloit démontrer.

PROPOSITION X1V.
THEOREME.

Dans une circonférence de cercle les droites égales
sont également éloignées du centre, et celles qui
sont également éloignées du centre sont égales.

- Seit le cercle ABDC (fig. 76) et que les
droites AB, CD, prises dans sa circonférence,
solent égales : je dis que ces deux droites sont
également éloignées du centre.

- Cherchez le centre du cercle ABDC, et que
ce centre soit le point E; de ce point conduisez
les droites EF, EG perpendiculaires sur les
droites AB, CD, et menezles droites AE , EC.

Puisque la droite EF, menée par le centre,
coupe & angles droits la droite AB, qui n’est pas
menée par le cenwe, elle la coupe en deux
parties égales (prop. 3.3) : donc la droite AF
est égale A la droite FB, et par conséquent la
droite AB est double de la droite AF. Par la
méme raison la droite CD est double de la
droite CG; mais la droite AB est égale a la
droite €D : donc la droite AF est égale 2 la
droite CG : et puisque la droite AE est égale
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- 3 1a droite EC, le quarré de la droite AE est
égal au quarré de la droite EC; mais les quarrés
des droites AF, FE sont égaux au quarré de la
droite AE (prop. 47.1); car I'angle AFE est
droit; et les quarrés des droites EG, GC sont
€gaux au quarré de la droite EC, puisque P'an-
gle CGE est droit : donc les quarrés des droites
AF, FE sont égaux aux quarrés des droites
CG, GE; mais le quarré de la droite AF est
égal au quarré de la droite CG, puisque la
droite AF est égale a la droite CG : donc le
quarré restant de la droite FE est égal au
quarré restant de la droite EG : donc la droite
FE est égale i la droite EG; mais dans un cer-
cle les droites sont dites également éloignées
du centre lorsque les perpendiculaires menées
du centre sur ces lignes sont égales (déf. 4. 3):
donc les droites AB, CD sont également éloi~
gnées du centre.

Supposons actuellement que les droites AB,
CD soient également éloignées du centre; c’est~
i~dire , supposons que la droite FE soit égale
a la droite EG : je dis que la droite AB est
égale 4 la droite CD.

Avec les mémes constructions nous démon-
trerons également que la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et que la droite CD est
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double aussi de la droite CG. Puisque la droite
AE est égale 4 la droite EC, le quarré de la droite
AE sera égal au quarré de la droite EC; mais
les quarrés des droites EF, FG sont égaux au
quarré de la droite de AE (prop. 47.1), etles
quarrés des droites EG, GC égaux au quarré
de la droite EC : donc les quarrés des droites
EF, FA sont égaux aux quarrés des droites
EG, GC; mais le quarré de la droite EG est
égal au quarré de la droite EF, car la droite
EG est égale a la droite EF : donc le quarré
restant de la droite AF est égal au quarré res-
tant de la droite CG : donc la droite AF est
égale 4 ]a droite CG ; mais la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et la droite CD double de
la droite CG : donc la droite AB sera égale a
la droite CD.

Donc dans une circonférence de cercle les
droites égales sont également distantes du cen-
tre, et le- Jroites également distantes du centre
sont égales; ce qu'il falloit démontrer.
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-PROPOSITION XV.
Taforftme.

Dans une circonférence de cercle le diamétre est
la plus grande de toutes les droites , et la droite
qui est plus prés du centre est plus grande que
celle qui en est plus éloignée.

Soit le cercle ABCD (fig. 77 ) dont le dia-
meétre est la droite AD et dont le centre est le
point E; que la droite BC soit plus prés du
centre E que la droite FG : je dis que la droite
AD est la plus grande de toutes, et que la droite
BC est plus grande que la ‘droite FG.

Conduisez du centre les droites EH, EK
perpendiculaires sur BC, F G. Puisque la droite
BC est plus prés du centre que la droite FG,
la droite EK sera plus grande que la droite EH
(déf. 5.3); faites la droite EL égale  la droite
EH, et par le point L conduisez la droite LM
perpendiculaire sur EK, prolongez la droite
LM vers le point N, et menez les droites EM,,
EN, EF, EG.

Puisque la droite EL est égale 4 la droite
EH; la droite MN sera égale a la droite BC
(prop.14.3). De plus, puisque la droite AE
est égale A la droite EM et la droite ED égale

IL.“,A.
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a la droite EN, la droite AD sera égale aux
droites ME, EN; mais les droites ME, EN
sont plus grandes que la droite MN : donc la
droite AD est plus grande que la droite MN;
mais la droite MN est égale 4 la’ droite BC:
donc la droite AD est plus grande que la droite-
BC; et puisque les deux droites ME, EN sont
égales aux deux drostes FE, EG, et que I'an-
gle MEN est plus grand que l'angle FEG, la
base MN sera plus grande que la base FG
(prop. 24. 1). Mais on a démontré que la droite
MN est égale 2 la droite BC : donc la droite BC
est plus grande que la droite FG : donc le dia-
métre AD est la plus grande de toutes les
droites, et la droite BC est plus grande que la
droite FG. '

Donc dans une circonférence de cercle le
diamétre est la plus grande de toutes les droites,
et la droite qui est plus prés du centre est plus
-gvande que celle qui en est plus éloignée; ce
qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVL

THEOREME.

Unedroite perpendiculaire au diamétre d’'un cercle
et menée par une de ses extrémités , tombe hors
dece cercle ; il estimpossible qu’ily ait une droite
dans Uespace qui est compris entre celte perpen—
diculaire et la circonférence ; Uangle du demi-
cercle est plus grand qu’aucun angle rectiligne
aigu, et Uautre angle est plus petit qu’aucun
angle rectiligne aigu.

Soit le cercle ABC (fig. 78 ) dont le point D
estle centre et la droite AB le diamétre : je dis
que la perpendiculaire a la droite AB, menée
par le point A, tombe hors du cercle.

Car si cela n’est point, supposons s'il est
possible , qu’elle tombe en-dedans et qu’elle
ait [a position AC; conduisez la droite DC.

Puisque la droite DA est égale 4 la droite DC,
I'angle DAC sera égal 2 'angle ACD (prop.5.1);
mais I'angle DAC est droit : donc I'angle ACD
st droit aussi : donc les angles DAC, ACD
sont égaux a deux angles droits, ce qui est im-
possible (prop. 17. 1) :-donc la perpendiculaire
au diamétre AB, menée par le point A ne tombe
point dans le cercle. Nous démontrerons de
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la méme maniére qa’elle ne tombe point sur-la
circonférence : donc il est nécessaire qu’elle
tombe en—dehqrs, et quelle ait une position
comme la droite AE.

- Ie dis quil est 1mp0851b1é qull y ait une
droite dms Xeapace qui est compris entre la
droite AE et la circonféwence CHA.

Car s1 cela est possible, sapgasons qu'il
y ait une droite qui ait la position Fh; du
pomt D menez une droue DG perpemhculaig
aFA.

Puisque P'angle AGD est droit et que 'angle
DAG est plus petit qu'un angle droit, la droite
AD sera plus grande que la droite DG ; mais la
droite DA est égale 4 la droite DH : donc la
droite DH est plus grande que la droite AG,
c'est~a-dire que la plus petite surpasse la plus
grande , ce qui est impossible : donc il est im-
possible qu'il y ait une droite dans P'espace qui
est compris entre cette perpendiculaire et la
circonférence.

Je dis de plus que langle du demi-cercle
qui est compris par la droite BA et la circon-
férence CHA est plus grand qu'aucun angle
rectiligne aigu, et que I'angle restant compris
par la circonférence CHA et la droite AE est
plus petit qu'aucun angle rectiligne aigu.
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Car s'il y 2 un angle rectiligne plus grand
que 'angle compris par la droite BA et par la
circonférence CHA, ou §ll y a un angle recti-
ligne plus petit que I'angle compris par la cir-
conférence CHA et par la droite AE, suppe~

sons que dans I'espace comprisentre la circon-
férence CHA et ladroite AE , il y ait une droite

quelconque qui fasse un angle plus grand que
celus qui est compris par la droite BA et la cir-
€ouférence CHA, savoir, un angle compris par
deux droites, et qu'il y ait un angle plus petit que
celui qui est compris par la circonférence CHA
et la droite AE ; mais il n’y en a point : donc il
1’y a point d’angle aigu qui, étant compris par
des droites, soit plus grand que I'angle compris
par la droite BA et la circonférence CHA, ni
d’angle plus petit que celui qui est compris par
la circonférence CHA et la droite AE; ce qu'il
falloit démontrer.

COROLLAIRE,

11 suit manifestement de 13 que la droite per-
pendiculaire au diamétre, et menée d’une de
ses extrémités, touche la circonférence, et que
cette droite ne la touche qu’en un seul point,
parce que nous avons démontré que les droites

i,



144 ELEMENS
que rencontre le cercle en deux points, enwent
dans le cercle (prop. 2. 3).

PROPOSITION XVII.
PROBLEME.

D’un point donné, conduire une droite qui touche
la circonférence d’'un cercle donné.

Soit A (fig. 79) un point donné quelconque
et BCD le cercle donné : il faut conduire du
point A une droite qui touche la circonférence
du cercle BCD.

Prenez le centre de ce cercle, conduisez la
droite AE; du centre E et avec un intervalle
EA, décrivez la circonférence AFG (dem.3);
par le point D conduisez une perpendiculaire
DF surla droite EA, et menez les droites EBF,
AB: je dis que la droite AB, menée du point A,
touche la circonférence du cercle BCD.

Puisque le point E est le centre des cercles
BCD, AF G, ladroite E A sera égale a Ia droite
EF, et la droite ED égale 4 la droite EB : donc
les deux droites AE, EB sont égales aux deux
droites FE , ED; mais ces droites comprennent
" un angle commun qui est en E : donc la base
DF est égale a la base AB, le triangle DEF
égal au triangle EBA, et les autres angles de
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Yun de ces triangles sont égaux aux autres
angles de l'antre triangle (prop. 4.1): donc
Yangle EBA est €gal 4 'angle EDF ; mais I'an-
gle EDF est droit : donc I'angle EB A est droit
aussi. Mais la droite EB est un rayon, et la per-
pendiculaire 4 une des extrémités d'un diamétre
touche le cercle (prop. 16.3) : donc la droite
AB touche le cercle. - :
. Donc la droite AB, qui a été menée par le
point A, touche le cercle BCD; ce qu'il falloit
faire.

" PROPOSITION XVIIL

TREEORLME.

Si une droite touche la circonférence d'un cercle;
et si du centre on méne une droite au point de
contact , cette derniére droite sera perpendi-
culaire sur la premiére. '

~ Queladroite DE (fig. 80 ) touche au point G
1a circonférence du cercle ABC; prenez le cen-
tre F de ce cercle, et de ce centre conduisez
Ja droite FC au point C : je dis que la droite FC
est perpendiculaire sur la droite DE.

Car si elle nel'est pas, du point F conduisez
Ia droite FG pcrpendxculau'c sur la dreite DE

0 13.1
( prop. ) «

~
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- Puisque I'angle FGC est droit, 'angle GCF
sera aigu (prop.17.1); mais un plus grand an-
-gle est opposé i un plus grand cété (prop. 19.1):
donc la droite FC est plus grande que la droite
FG; or la droite FC est égale a la droite FB:
donc ladroite F'B est plus grande que la droite
FG, cest-d-dire que la plus petite surpasse la
plus grande ; ce qui est impossible : donc la
droite FG n’est pas perpendiculaire sur la droite
DE. Nous démontrerons d’une maniére sembla-
ble qu’il n’y a point d’autre droite, excepté FC,
qui soit perpendlculau-e syr la droite DE: donc
ladroite FC est perpenalculalre sur la droite DE.

Donc si une droite touche une circonférence

de cercle, et si du centre on méne une droite
au point de contact, ‘cette derniére droite sera
perpendlculalre sur la premlere ce qu 1l falloit
démontrer.

.. PROPOSITION XIX

R

xTHEOREME

Sz une droite touche le cercle et si par. le pomt de
contact on lui méne une perpendiculaire, cette
. perpendiculaire passera par le centre.

Qu'une droite DE (fig. 81°) touche le cercle
ABC au point C; par le point € conduisez une
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perpendiculaire sur la droite DE : je dis que la
perpendiculaire AC passera par le centre. Car
si cela n’est point, supposons , §'1l est possible,
que le centre soit le point F, et menons la dron.e
CF.

Puisque la droxte DE touche le cercle ABC
et que la droite FC a été menée du centre au
point de contact, la droite FC sera perpendi-
culaire sur la droite DE ( prop. 18.3) : donc
Pangle FCE est droit; mais I'angle ACE est
droit aussi : donc 'angle F CE est égal i I'angle
ACE, c’est-a-dire que le plus petit est égal au
plus grand, ce qui est impossible : donc le point
F n’est pas le centre du cercle ABC. Nous de-
montrerons d'une maniére semblable qu’il o’y
a aueun autre point qui puisse étre le centre
du cercle, 2 moins qu'il ne soit placé dans la
droite AC.

Donc si une droite touche un cercle, et si par
le point de contact on lui méne une perpen-
diculaire , cette perpendiculaire passera par le
centre ; ce qu'il falloit démontrer.
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. PROPOSITION XX.
TEREOREME.

Dans le cercle , Uangle au centre est double de
Yangle a la circonférence , quand ils ont pour
.. base la méme portion de la circonférence.

'Soit le cercle ABC (fig.82), que l'angle
" BEC soit an ocentre de ce cercle, que 'angle
BAC soit 4 la circonférence, et que ces deux
angles aient pour base la méme portion de la
circonférence BC : je dis que Yangle BEC est
double de I'angle BAC. |

" Conduisez la ligne AE, et prolongez—la jus-
qu'en F.

Puisque la droite EA est égale 2 la droite EB,
Pangle EAB sera égal 3 'angle EBA (prop.5.1):
donc les angles EAB, EBA sont doubles de
Pangle EAB; mais I'angle BEF est égal aux
angles EAB, EBA (prop.32.1); donc I'angle
BEF est double de I'angle EAB. L’angle FEC
est double de I'angle FAC, parlaméme raison ;
donc I'angle total BEC est double de I'angle
total BAC.

Que I'angle BAC change de position et qu’il
devienne BDC;; conduisez la droite DE et pro-
longez-la jusqu’en G. Nous démontrerons sem~
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blablement que P'angle GEC est double de I'an-
gle GDC; mais 'angle GEB est double de I'an-
gle GDB : donc I'angle restant BEC est double
de I'angle restant BDC.

Donc dans le cercle, l'angle au centre est
double de l'angle 4 la circonférence , quand ils
ont pour base la méme portion de la circon-
férence ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI.
THEORENME. .

Les angles placés dans un méme segment de cercle
sont égaux entr’eux.

Soit le cercle ABCD (fig. 83) et que les
angles BAD, BED soient placés dans le méme
segment BAED : je dis que ces angles ,sont
égaux entr’eux.

Prenons le centre du: cercle ABCD(prop.1. 5),
et que ce centre soit le point F ; menez Jes
droites BF, FD.

Puisque Pangle BF D est au centre, que Van-
gle BADesta la circonférence, et que ces deux
angles ont pour base la méme. portion de la
circonférence , Pangle BFD sera double de I'an~
gle BAD (prop.20.3); V'angle BFD est double
aussi de 'angle BED, par laméme rasnson :done
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langle BAD est. egal a I’angle BED (ax 7)

Donc les angles, places dans le méme seg-
“ment de cercle, sont égaux entr’eux ; ce quil
falloit demontrer

PROPOSITION XXIIL -
. THEOREME.

Les angles opposés des quadrilatéres inscrits dans
des cercles sont égaux a deux droits.

Soit le cercle ABCD (fig.84) et que le qua-
drilatére ABCD soit inscrit dans ce cercle : je
dis que les angles opposés de ce quadrilatére
sont égaux a deux drouts.

Conduisez les droites AC, BD. _

Puisque les trois angles de tout triangle sont
égaux a deux droits (prop.32.1), les trois’
anglesCAB, ABC, BCA du triangle ABC seront
égaux & deux angles droits; mais langle CAB
esiv“égél a-I'angle BDC (prop.21.3), car ces
deux angles sont places dans le méme segment
BADC; I'angle ACB est egal a Vangle ADB,
pal ce que ces deux angles sont places dans le
méme segment ; donc 'angle total ADC est
egal aux angles BAC, ACB; donc si nous ajou-
tons un angle commun ABC, les angles ABC
BAC, ACB seront égaux aux angles ABC,
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ADC; mais les angles ABC, BAC, ACB sont
égaux & deux droits : donc les angles ABC,
ADC sont égaux & deux angles droits. Nous
démontrerons semblablement que les angles
BAD, DCB sont aussi .égaux A deux droits.

Donc les angles. opposés des quadrilatéres
inscrits dans des cercles sont égaux a deux
droits ; ce‘qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIII
&'nﬁonimn.

Sur une méme droite, on ne peut pas décrire du
méme coté deux segmens de cercles semblables
et znegau.z‘

% Supposons que cela soit possxble déerivez du
méme coté et sur la méme droite AB (fig. 85)
deyx segmens de cercle ACB, ADB semblables
et inégaux, et conduisez:la droite ADC et les
droites CB, DB. :

- Puisque le segment ACB est semblable an
segment ADB, et que.les segmens de cercles
semblables sont ceux qui regoivent des angles
égaux (déf. 11.3), I'angle ACB sera égal A
Iangle ADB, c’est-a-dire qu'un angle intérieur
est égal & un angle extérieur; ce qui est impos-~
sible gprop. 16. 1).-

- 4
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Donc sur une méme droite on ne peut pas
décrire du méme c6té deux segmens de:cercles
semblables etinégaux ; ce qu’il falloit démontrer-.

PROPOSITION XXI1V.
THEOREME. | .

Sur des droites égales, les segmens de cercles
semblables sont égayx entr’eux.

Que sur les droites égales AB, CD (fig. 86)
soient décrits les segmens de cercles sem-
blables AEB, CFD : je dis que le segment
AEB est égal au segment CFD.

Car le segment AEB étant apphque sur le
segment CFD, le point A sur le point-C et Ia
droite AB sur la droite CD, le point B s’appli-
- quera sur le point D pmsque la droite AB est
&gale A ladroite CD; mais la droite AB s "appli-
quant exactement sur la droite CD, le segment
AEB s'appliquera exactement sur le segment
CFD; car si la droite AB s’appliquant exacte-
ment sur la droite CD, le segment AEB ne s’ap-
plique pas exactement sur le segment CFD,le
segment AEB changera de position et prendra
par exemple la position CHGD; mais une cir-
conférence de cercle ne peut couper une autre
circonférence de cercle en plus de deuxipoints
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(prop-10.3), et la circonférence CHGD coupe
la circonférence CF D en plus de deux points,
savoir, aux points C, G, D, ce qui est impos-
sible; donc la droite AB s’appliquant exacte-
ment sur la droite CD, il est impossible que le
segment A ED ne s’applique pas exactement sur
le segment CFD : donc le premier segment
s'appliquera exactement sur le second : done
ll Iui sera égal.

* Donc, sur des droites égales, les segmens de
cercles semblables sont égaux entr’eux ; ce qu'il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
PROBL £ ME,

ﬁn_segment de cercle étant donné , décrire
le cercle dont il est segment.

Soit ABC (fig.87,88,89) le segment de cer-
cle donné : il faut décrire le cercle dont ABC
est le segment.

‘Coupez la droite AC en deux parties egales ‘

au point D (prop. 10. 1), du point D conduisez

la perpendiculaire DB sur AC (prop.r1.1),
et menez la droite AB; 'angle ABD est ou plus
grand que Pangle BAD, ou il lui est égal,, ou il

est plus petit.
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Supposons d’abord qu'ik soit plus grand ; sur
la droite donnée BA. (fig.87) et au point
donué A faites I'angle BAE égal a I'angle ABD
( prop- 23. 1), prolengez la droite DB jus-
qu'en E, et conduisez la droite EC. Puisque
Yangle ABE est égal 4 angle BAE, la droite
BE sera égale a la droite EA (prop.6.1), et
puisque la droite AD est égale a la droi.DC
et que la droite DE est commune, les- deux
droites AD, DE sont égales aux deux droites
CD, DE,, chacune 4 chacune ; mais I'angle ADE
est égal aI'angle CDE, car ils sont droits. 'un et
Yautre ; donc la base AE est égale 4 la base EC
(prop.4. 1). Mais il a éié démontré que la
droite AE est égale & la droite EB : donc la
droite BE est égale a la droite EC : dong les
trois droites AE, EB, EC sont égales entre
elles : donc la circonférence de cercle décrite
du point E.commie. centre, et avec un inter-
valle égal i I'une des droites AE, EB, EC,
passera par les autres points, et le cercle sera
décrit : done un segment de cercle ayant été
donné, on a déerit le cercle dont il est seg-
ment (prop. Q. 3 ) 1l est évident que le seg-
ment ABC est plus petit qu'un demi-cercle,
puisque le centre E est placé en-dehors de ce

~ segment.
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~81Tangle ABD (fig.88) est égal a l'angle

BAD, la droite AD étant égale & chacune des

droites BD, DC, les troisdroites PA, DB, DC

seront égales entr’elles; le point D sera le centré

du cercle entier (prop.9.3), et le. segment
ABC sera un demi-cercle.

Mais si Pangle ABD (fig.8g) est momdre
que V'angle BAD, et si sur la droite BA et am
point A donné dans éette droite , on fait I'angle
BAE égal a Vangle ABD, le centre E sera en-
dedans du segment ABC et sur la droite DB, et
le segment sera plus grand qu'un demi-cercle.

Donc étant donné uir segment de cercle, on
a décrit le cercle dont 11 est segment ; ce qu’xl
falloit faire. * ,

PROPOSITION XXVI
Tntontnx

* Dapns des cercles égau.z‘ des angles égaux s’ap-
puient sur des arcs égqux , soit qu'ils soient.
placés & leurs, centres qu bien & leurs circon-
JSérences.

Soient ABC, DE¥ (fig. go) des cercles
égaux , qu'aur centres de ces cercles soient les
angles égaux BGC, EHF, et qu’a leurs circon-
férences soient les angles égaux BAC, EDF :
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je dis qué Yarc BKC est égal a V'arc ELF’

‘Conduisez les droites BC, EF. '

_ Puisque 1€s cercles ABC, DEF sont égaux, .
leurs rayons seront égaux : donc les deux droites
BG, GC sont égales aux deux droites EH,
HF ; mais les angles.G, H sont égaux : donc la
base BC est égale 4 la base EF (prop. 4.1). -
Puisque I'angle A est: égal & I'angle D, le seg~
nient BAC sera semblable au segment EDF
(déf. 11.3 ; mais Ces segmens sont placés sur
les dréites égales BC, EF, et les segmens sem-
blables, qui sont placés sur.des droites égales,
sont égeux entr’eux ( prop. 24. 3) »donc le seg-
mept BAC est égal au.segment E DI':“; mais le
cercle entier ABC est égal au eercle entier
DEF : donc le segment restant BKC est égal
au seg’thent restant ELF donc I'arc BKC sera
égal a I'arc ELF.

Donc, dansles cercles egaux, desangles égaux
s'appuient sur des arcs égaux , soit qu’ils soient
placés ileuts’centres ou leurs circonférencess
ce qu’il falloit démontrer. ‘

e
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PROPOSITION XXVIL

rafordmE "

Dans les cercles égau.r ’ h: angles qui s’appuient
sur des arcs égaux sont égaux entr'eux , soit
qu ’ils soient placés & leurs centres ou bien &
leurs circonférences.

Que dans les cercles égaux ABC, DEF
(fig. 91 ) les angles au centre BGC, EHF, et
les angles a la cireonférence BAC, EDF s’ap-
puient sur les arcs égaux BC, EF : je dis que
T'angle BGC est égal i I'angle EHF, et I'angle
BAC egal i Pangle EDF.

Car si l'angle BGC est égal 2 I'angle EHF,
il est &vident que l’angle BAC est égal a lan-
gleEDF (prop. 20.3); car i cela n’est pas; l'un
'de ces angles est nécessairement plus grand que
Vautre. Sypposons que I'angle BGC soit le plus
grand. Sur la droite BG et au point G faispns
Pangle BGK égal a I'angle EHF (prop.23.1);
or les angles égaux ’appuient sur des arcs éganx.
lorsqu’ils sont placés au centre (prop 26.5.):
doncYarc BK est égal dl'arc EF, mais Parc EF
est égal 4 Darc BC : donc Farc BK est égal a
l'arc BC, c’est-a-dire que le plus petit est égal
au plus grand ; ce qui est impossible : donc les
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angles BGC, EHF De sont pas ipégaux : done
ils sont égaux; mais - Tangle en A est la moitié
de I'angle BGC et I'angle en D la moitié de
Pangle EHF (prop. 20.3) : donc langle en A
est égal l'angle en D.

~ Donc, dans les céreles égaux, les angles qui
s’appuient sur des arcs égaux sont égaux entre
eux, soit qu’ils soient placés i leurs centres ou
bien i leurs cxrconferenct;s, ce qu il fallou: dé--
montrer. L

PROPOSITION XXVIIL
THﬁORifL'_ '
Dans les cercles égaux, des cordes égales sou~
. tendent des arcs égaux , le plus grand arc étant

. égal auplus grand, et le pll_t; petit égal au plus
__petit.

Soient ABC, DEF (fig.92) deux cercles'
égaux , et BC, EF deux cordes égales qui sou-
" tendent les deui: grands arcs BAC, EDF, etles
deux petits arcs BGC, EHF : je dis que le grand
arc BAC est égal au grand arc EDF, et que le
petit arc BGC est égal au petit arc EHF. .

Prenez les centres K, L de ces cercles
(prop.1.3), et menez lee droites BK, KG,
EL, LF. - .
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Puisque ces cercles sont égaux , leurs rayons
seront égaux : donc les deux droites BK, KC
sont égales aux deux droites EL, LF ; mais la
base BC est égale a la base EF : donc I'angle
BKC est égal a I'angle ELF (prop.8.1); or
les angles égaux s’appuient sur des arcs égaux
quand ils sont placés aux centres (prop. 26.3):
donc I'arc BGC est égal 4 'arc EHF; mais la
circonférence entiére ABC est égale 4 la circon-
_ férence entiére DEF : donc l'arc restant ABC
est égal & I'arc restant EDF.

Donc, dans des cercles égaux, des cordes’
égales soutendent des ares égaux , le plus grand
arc étant égal au plus grand, et le plus petit
égal au plus petit; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THEOREME.

Dans des cercles égaux des cordes égales

soutendent des arcs égaux. _

Soient les cercles égaux ABC, DEF (fig.g2);
que dans ces cercles soient pris les arcs égaux
BGC, EHF, et menez les cordes BC,EF : je
dis que la corde BC est égale a la corde EF.

Prernez les centres K , L des cercles, et menez
les droites BK , KC, EL, LF.
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Puisque I'arc BGC est égal i Parc EHF, I'an~
gle BKC est égal a I'angle ELF (prop.é7.5);
et puisque les cercles ABC, DEF sont égaux
leurs rayons seront égaux : donc les deux droites
BK, KC sont égales aux deux droites EL, LF;
mais ces droites comprennent des angles éganx :
donc labaseBC est égale i labase EF (prop.4.1).

Donc, dans des cercles égaux , des cordes
égales soutendent des arcs égaux ; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXX. °

PROBL EME.

Partager un arc donné en deux parties égales.

Soit ADB (fig.93 ) un arc donné : il faut
partager 'arc ADB en deux parties.

Menez la corde AB, et partagez-la en deux
parties égales en C (prop. 10.1); du point C
élevez une perpendiculaire CD sur la corde AB
(prop. 11.1), et menez les droites AD, DB.

Puisque la droite AC est égale a la droite
CB, et que la droite CD est commune, les deux
droites AC; CD sont égales aux deux droites
BC, CD; mais Pangle ACD est égal i I'angle
BCD; car ils sont droits I'un et I'autre ; donc
- la base AD est égale a labase DB (prop. 4.1);3
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or les cordes égales soutendent des arcs égaux,
le plus grand arc étant égal au plus grand, et
le plus petit égal au plus petit (prop.28.3);
mais I'un et 'autre des arcs AD, DB est moin-
dre qu'une demi-circonférence-: donc 'arc AD
est égal a I'arc DB.

Donclarc donné a été partagé en deux parties
égales ; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XXXI.
THEOREME.

Dans un cercle, Vangle qui est compris dans le
demi-cercle est droit ; celui qui est compris dans
un segmént plus grand est plus petit qu’un angle
droit, et celui qui est compris dans un segment
moindre est plus grand qu’un angle droit. L’an-
gle d’un plus grand segment est plus grand qu’un
angle droit, et celui d’'un segment moindre est
plus petit qu'un angle droit.

Soit un cercle ABCD (fig. 94 ) dont le dia=
métre est BC et le centre le point E; menez les
droites BA, AC, AD, DG : je dis-que l'angle
qui est compris dans le demi-cercle BAC est
droit; que 'angle compris dans le segment ABC
plus grand qu'un demi-cercle, savoir, I'angle
ABC est plus petit qu’un angle droit, et que
V’angle compris dans le segment ADC plus petit

e
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. qu’un demi-cercle, savoir, I'angle ADC est plus

grand qu’un angle droit.

Conduisezladroite AE, et prolongezBAversF.

Puisque la droite BE est égale 4 la droite EA,
Pangle EAB sera égal a'angle EBA (prop. 5. 1).
De plus, puisque la droite EA est égale a la
droite EC, I'angle ACE sera égal 4 I'angle CAE :
donc I'angle total BAC est égal aux deux angles
ABC, ACB; miais I'angle extérieur FAC du
triangle ABC est égal aux deux angles ABC,
ACB (prop.32.1) : done Pangle BAC est égal
a Pangle FAC : donc chacun de ces angles est
droit (prop. 10. 1) : donc'angle BAC, compris -
dans le demi-cercle BAC, est droit.

Puisque les deux angles ABC, BAC du trian- .
gle ABC sont plus petits que deux droits
(prop.17.1), et que Pangle BAC est droit,
I'angle ABC sera plus petit qu'un angle droit,
et cet angle est compris dans le segment ABC
plus grand qu’'un demi-cercle.

Puisque le quadrilatére ABCD est placé
dans un cercle, et que les angles opposés des
quadrilatéres décrits dans les cercles sont égaux
a deux angles -droits ( prop. 22. 3 ), les angles

-‘ABC, ADC sont égaux 4 deux angles droits;
-mais I'angle ABC est plus petit qu'un angle

droit : donc I'angle restant ADC est plus grand
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qu'un angle droit, ct cet angle est compris dans.
le segment ADC plus petit qu'un demi-cercle.

Je dis en outre que I'angle d'un plus grand
segment, compris par 'arc ABC et la droite
AC, est plus grand qu'un angle droit, et que
Pangle d'un segment moindre , compris par .
Parc ADC et la droite AC, est moindre qu’un.
angle droit, et cela est certainement évident;
car puisque Pangle compris par les droites BA,
AC est droit, V'angle compris par 'arc ABC et
Ia droite A.C sera plus grand qu'un angle droit. -
De plus, puisqae 'angle compris par les droites
CA, AF estdroit, I'angle compris par la droite
CA etP'arc ADC sera plus petrt qu’un angle droit.

Donc, dans un cercle, Yangle compris dans
un demi-cercle est droit ; celui qui est compris
dans un plus grand segment est plus petit qu’un
angle droit, et celui qui est compris dans un
segment plus petit est plus grand qu’un angle
droit. De plus,T'angle d’un plus grand segment’
est plus grand quun angle droit, et l'angle
d’un segment moindre est plus petit ; ce qu’il
falloit démontrer.

AUTREMENT.

On démontre que vl’aingle BAC estdroit, puis-
que langle AEC est double de I'angle BAE,

2
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car il est égal aux deux angles intérieurs et
. opposés (prop.32.1); mais l"angle AEB est
double de I'angle EAC : donc les angles AEB,
AEC seront doubles de I'angle BAC ; mais les-
angles AEB ' AEC sont égaux i deux angles
droits (prop. 13. 1) : donc Pangle ABC est-
droit ; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE

De 1a il suit manifestement. que si lun des
angles d’un triangle est égal aux deux autres,
cet angle sera droit, parce que son angle.de
suite est égal aux deux autres;; or quand deux
angles de suite sont égaux, ces deux angles.
sont droits I'un et Pautre (déf. ro. 1).

PROPOSITION XXXIL
THEOREME, -

Si une droite tauche la ctrconference dun cercle,
et si du po;nt de contact on conduit une corde,
les angles que cette corde fait avec la tangente
seront égaux aux angles qui.sont placés dans
les segmens alternes du cercle.

Que la droite EFA( ﬁg 95 )'toucile la circon-
férence du cercle ABCD au point B, et que
du point B soit conduite la corde BD'd’une ma-

.
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niére quelconque : je dis que les angles que la.
corde BD fait avec la tangente EF sont égaux 3
ceux qui sont compris dans les segmens alternes
du cercle ; c’est-a-dire que I'angle FBD est égal
a langle compris dans le segment DAB, et que

Pangle EBD est égal a I'angle qui est compl 1S
dans le segment DCB.

D’un point B conduisez 1a drone BA perpen-
d1c1ﬂ41re sur EF (prop. 11.1), et dans Parc
BD prenez un point quelconque C et menez les
cordes AD, DC, CB. .

Puisque la drmte EF touche la cu'conference
du cercle ABCD au point B, et que ladroite BA
a été menée du point de contact B perpendicu-
laire sur la tangente 'EF} k- centre du cercle
ABCDseraplacésurla droite BA (prop.19.3):
doncYangle ADB, compris dans le demi-cercle,
est droit (prop. 31.3) : donc les.angles restans
BAD, ABD sont égaux a un angle droit; mais
Tangle ABF: est droit par construction ; donc
Yangle ABF est egal aux angles BAD, ABD
(ax. 10) : donc si on retranche r angle com-
mun ABD, I’ angle restant DBF est égal 2 celui
qui est compris dans le segment alterne du
cercle, Cest-a-dire 4 1’angle BAD. Actuelle-
ment , puisque le quadrilatére ABCD est ins-
crit dans le cercle , ses angles opposés sont

. . 5
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‘égaux & deux droits ( proi). 22.3) : donc les
angles DBF, DBE seront égaux aux angles
BAD, BCD (prop. 13. 1); mais on a démon-
tré que "l’éngle BAD est égal & Pangle DBF :
~ donc I'angle restant DBE sera égal a celui qui
est compris dans le segment alterne du ‘cercle
DCB, c’est-a-dire 3 l'angle DCB. ‘
Donc si une droite touche la circonférence
‘d’un cercle , et si du point de contact on con-
duit une corde les angles que cette corde fera
avec la tangente seront egaux i ceux qui sont
‘compris dans les segmens altemes ;-ce quxl
falloxt demontrer o

PROPOSIT'ION X.XXIII
"‘v'rnnonnmn. '

Sur ure droiteé donnée ; décrire un segment’ de
-cercle quz recoive un angle égal & un angle

JOnné
Soit AB ( ﬁg 96,97, 98) la droite donnee

etCl auglc donné : 11 faut sur la droite donnee
AB dccm‘e un segment de cercle qui recoive
un angle eoal ;2 I'angle donné C L anrrle C est
algu ou drmt ou obtus

' Supposons d’abord que cet ang]e soit' aigu ,
- comme dans la ﬁvure’96 sur la droite AB et
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au point A construisez un angle BAD égal a
Pangle C (prop. 23. 1) ; 'angle BAD sera aign.
Du point A conduisez la droite AE perpendicu-
laire sur la droite AD (prop. 11. 1); partagez AB
en deux parties égales au point F (prop. 10. 1);
et du point F conduisez la droite F G perpendi-
culaire sur la droite AB, et menez la droite GB:
Puisque la droite AF est égale a la droite FB et
_quela droite F G est commune, les deux droites
AF, F G sont égales aux deux drottes FB, FG;
Pangle AFG est égal 4 I'angle GFB : donc la base
AG est égale i la base GB (prop. 4. 1) : donc
la circonférence décrite du centre G et avee
I'ntervalle AG passera par le point B. Déeri-
vez cette circonférence et qu'elle soit ABE,
et menez la droite EB.. Puisque du point A,
extrémité du diamétre AE; on a conduit sur
la droite AE une perpendiculaire AD, cette
perpendiculaire AD touchera la. circonférence
(prop. 16.3); et puisquela droite AD touchela
circonférence du cercle ABE, et que du point
de contact qui est en A on a condwit une corde
AB, V'angle DAB sera égal & I'anglequi est dans
le segment alterne du :cercle ( prop.'32.3)}
c’est-idire 4 'augle AEB; imais 'angle DAB est
égal 4 Pangle G : donc l'angle C sera égala Van-
gle AEB : donc sur la droite donnée AB, on a

4
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décrit un segment de cercle AEB qui recoit un
angle AEB égal a I'angle donné C.

Supposons ensuite que I'angle C soit droit ,
et qu'il faille décrire sur la droite AB un seg-
ment de cercle qui regoive un angle égal a I'an-
gle droit C. Construisez un angle BAD égal &
Yangle droit C (prop. 23. 1), comme dans la
figure g7; partagez la droite AB en deux parties
égales au point F (prop. 10.1), et du centre F
et avec un intervalle égal 4 P'une ou a 'autre des
droites AF, FB, décrivez la circonférence de
cercle AEB. La droite AD est tangente & la cir-
conférence ABE ( prop. 16.3), parce que l'an~ -
gle BAD est droit, et I'angle BAD est égal 4 I'an-
gle qui est.compris dans le segment AEB, car
cet angle est droit , puisqu’il est compris dans
un demi-cercle (prop. 31.3); maisI'angle BAD
est égal a I'angle C::i'don¢ on a décrit sur la
droite AB un segment de eencle AEB qui. recon

- un-angle égal i I'angle droit C.

~ Enfin que l'anglé C (fig: g8) soit obtus;
sur la droite AB et au point' A construisez un
angle BAD égal 4 Fangle C, ecomme dans la

figire:g8-(prop. 23. 1) ; et conduisez la droite
AE pérpendiculaire i la droite AD (prop. r1.1);
partagez la droite AB en deux parties égales au
pont F (prop. 10.1); conduisez sur AB la per- -
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pendiculaire F G, et menez la droite GB. Puis-
que la droite AF est égale ala droite FBet que la
droite FG est commune, les deux droites FG,
AG sont égales aux deux droites BG, FG; mais
I'angle AFG est égal 4 'angle GFB : donc la base
AG est égale a la base GB (prop.4.1): donc
la circonférence de cercle décrite du point G
avec I'intervalle AG passera par le point B, Que
cette circonférence ait la position AEB; puis-
quon a mené la droite AD perpendiculaire
3 lextrémité du diamétwre AE, la droite AD
touchera la circonférence (prop.16.3), et
parce que la droite AB a été menée du point
de contact qui est en A, 'angle BAD est égal
a celui qui est compris dans le segment alterne
du cercle. Mais 'angle BAD est égal a I'angle
C : donc langle qui est dans le segment AHB
sera égal 4 I'angle C : donc on a décrit sur la
droite AB un segment de cer¢cle AHB qui recoit
un angle égal a 'angle C; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITIOND‘XXXIV.
PROBLEME.

D’un cercle' donné , retrancher un segment qui
regoive un angle égal & un angle donné.

Soit ABC (fig. g9 ) le cercle donné, et D

Pangle donné : il faut du cercle ABC retran-

' /

st
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cher un segment qui recoive un angle egal
Pangle douné D. :

Menez une dr01te EF qui touche le cercle
ABC au point B (prop. 17.3), et sur la droite
FE et au point B, pris dans cette droite, faites
Pangle FBC égal a Pangle D (prop. 23.1).

Puisque la droite EF touche le cercle ABC
et que la droite BC a été menée du point de
‘contact B, Pangle FBC sera égal a celui qui est
compris dans le segment alterne du cercle BAC
(prop. 32.3) ; mais I’angle FBC est égal & I’an-
gle D : donc I'angle qui est compris dans le seg-
ment BAC sera égal 4 Langle D.

Donc d’un cercle donné ABC on a retran-
ché le segment BAC qui recoit un angle égal
- 4 Pangle donné D; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXV.
THEOREME.

Si dans un cercle,, dewx cordes se coupent mutuel-
lement, le re';:tangle compris sous les segmens
de Vune de ces cordes est égal au rectangle
compris sous les segmens de Uautre.

Que dans le cercle ABCD (fig. 100) les deux
cordes AC-, BD se coupent mutuellement au
.point E : je dis que le rectangle compris sous
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les droites AE, EC est égal & celui qui est
compris sous les droites DE , EB.

Si les droites AC, BD passent par le c=ntre,
de maniére que le pomt E soit le centre du
cercle ABCD, il est évident que les droites
AE, EC, DE, EB étant égales, le rectangle
compris sous les droites AE, EC est égal i
celui qui est compris sous les droites DE , EB,

" Si les droites AC, DB (fig. 101) ne passent
pas-par le centre , prenez le centre du cercle
ABCD (prop.1.3), que ce centre soit le
point F; du centre F conduisez les droites FG,
F H perpendiculaires sur les droites AC, DB
(prop.12.71), et menez les droites FB, FC, FE.

Puisque la droite GF menée par le centre
est perpendiculaire sur la droite AC qui n’est
pas menée par le centre , la droite GF coupe
Ia droite AC & angle droit, et la partage en
deux parties égales (prop. 3.3) : donc la droite
AG est égale ala droite GC. Puisque la droite
AC est coupée en deux parties égales au point G,
et en deux parties inégales au point E, e rec-
tangle compris sous les drottes AE, EC, avec
le quarré de GE, est égal au quarré de GC
(prop. 5. 2): donc si nous ajoutens i ces quans
titds le quarré de GF, le rectangle comptis sous

les droites AE, EC, avec les quarrés de GE,
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GF, est égal aux quarrés de CG, GF. Mais
le quarré de FE est égal aux quarrés de EG,
GF (prop. 47. 1), etle quarré de FC égal aux
quarrés de CG, GF : donc le rectangle com-
pris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de FE, est égal au quarré de FC. Or la droite
FC est égale 4 la droite FB : donc le rectangle
compris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de EF, est égal au quarré de FB. Par la méme
raison le rectangle compris sous les droites DE,
EB, avec le quarré de FE, est égal au quarré
de FB. Mais on a démontré que le rectangle
compris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de FE, est égal au quarré de FB : donc le rec-~
tangle compris sous les droites AE, EG, avec le
quarré de FE, est égal au rectangle compris
sous les droites DE, EB, avec le quarré de FE:
donc si on retranche le quarré de FE, qui est
commun, le rectangle restant compris sous AE,
EC sera égal au rectangle restant compris sous
DE, EB. - |

Donc st dans un cercle deux cordes se cou~
pent mutuellement,, le rectangle compris sous
les segmens de I'une sera égal au rectangle
compris sous les segmens de I'autre; ce quil
falloit démontrer. |
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PROPOSITION XXXV
THEOREME.

Si Von prend un point quelconque hors d’un cer-
cle, et si de ce point on méne deux droites dont
Lune coupe le cercle et dont Uautre lui soit tan-
gente, le rectangle compris sous la sécante en~
tiére et le segment extérieur qui est intercepté
par ce point et larc convexe sera égal au

quarré de la tangente.

Que hors du cercle ABC (fig. 102) soit pris
un point quelconque D, et que de ce point
soient menées deux droites DCA, DB; que la
droite DCA coupe le cercle ABC, et que la
droite AB lui soit tangente : je dis que le rec-
tangle compris sous AD, DC est égal au quarré
de DB, soit que la droite DCA passe par le
centre ou non.

Supposons d’abord qu’elle passe par le centre
du cercle ABC, et que ce centre soitle point F;
menez la droite FB. L’angle FBD sera droit
(prop. 18. 3). Puisque la droite AC est coupée
en deux parties égales au point F et que la
droite CD lui est ajoutée, le rectangle compris
sous les droites AD, DC, avec le quarré de FC,
sera égal au quarré de FD (prop. 6. 2); mais
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la droite FC est égale a la droite FB : donc le
rectangle compris sous AD, DC, avec le quarré
de FB, est égal au quarré de FD; mais le quarré
de FD est égal aux quarrés des droites FB, BD
(prop- 47. 1), car Pangle FBD est droit : donc
le rectangle compris sous AD, DC, avec le
quarré de FB, est égal aux quarrés des droites
FB, BD. Donc si on retranche le quarré de FB,
qui est commun, le rectangle con#pris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré de la tan-
gente DB. _ :
Supposons i présent que la droite DCA
(fig. 103 ) ne passe pas par le centre du cercle
ABC; prenons le centre E, et du point E con-
duisons sur la droite AC la perpendiculaire EF
(prop. 12.1), et menons les droites EB, EC, ED.
Puisque I'angle EFD est droit, et que la droite
EF menée par le centre coupe a angles droits
la droite AC quin’est pas menée par le centre,
la droite EF coupera la droite AC en deux
parties égales (prop. 5.3 ) : donc la droite AF
est égale 4 la droite FC. De plus, puisque la
droite AC est coupée en deux parties égales au
point F et que la droite CD lui est ajoutée, le
rectangle compris sous les droites AD, DC, avec
le quarré de FC, sera égal au quarré de FD
{ prop. 6. 3): donc si on ajoute i ces deux quan-



DEUCLIDE. 175

tités le quarré de FE , le rectangle compris sous
les droites AD, DC, avec les quarrés des droites
CF,FE, est égal aux quarrés de DF, FE. Mais
le quarré de DE est égal aux quarrés de DF, FE
(prop. 47- 1), car 'angle EFD est droit, et le
quarré de CE est égal aux quarrés CF, FE:
donc le rectangle coﬁxpris sous les droites AD,
DC, avec le quarré de CE, est égal au quarré
de ED; mais la droite CE est égale a la droite
EB : donc le rectangle compris sous les droites
AD, DC, avec le quarré de EB, est égal au
quarré de ED; mais les quarrés de EB, BD
sont égaux au quarré de ED (prop.47.1),
puisque I'angle EBD est droit : donc le rectan-
gle compris sous les droites AD, DC, avec le
quarré de EB, est égal aux quarrésde EB,BD:
donc si on retranche le quarré de EB, qui est
commun, le rectangle restant compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré de DB.

Donc si hors du cercle on prend un point
quelconque, et si de ce point on méne deux
droites dont I'une coupe le cercle et dont 'autre
lui soit tangente, le rectangle compris sous la
sécante entiére et le segment extérieur qui est
intercepté par ce point et l'arc convexe sera
égal au quarré de la tangente; ce qu'il falloit
démontrer.
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PROPOSITION XXXVIL
THEOREME.

Si Uon prend un point quelconque hors d’un cer~
cle, et si de ce point on méne deux droites dont
Vune coupe le cercle et dont Uautre tombe sur
sa circonférence, et si le rectangle compris sous
la sécante totale et le segment extérieur inter-
cepté entre ce point et larc convexe est égal
au quarré de la droite qui tombe sur la circon~
Sférence, cette derniére droite sera tangente &
la circonférence. '

Que hors'du cercle ABC (fig. 104 ) soit pris
un point quelconque D, et que de ce point on
méne les deux droites DCA, DB dont la droite
DCA coupe le cercle et dont la droite DB
tombe sur sa circonférence; si le rectangle
compris sous les droites AD, DC est égal au
quarré de DB : je dis que la droite DB est tan-
gente au cercle ABC.

Conduisez la droite DE de maniére qu’elle
soit tangente au cercle ABC (prop. 17.3), et
prenez le centre du cercle ABC (prop.1.3),
que le point F soit ce centre; menez les droites
FE,FB,FD;'angle FEDseradroit (prop. 18.3).
" Puisque la droite DE touche le cercle ABC
et que la droite DCA la coupe, le rectangle



D’EUCLIDE. 177

compris sous AD, DC sera ¢gal au quarré de DE
(prop. 36.3); mas le rectangle compris sous
AD, DC est supposé égal au quarré de DB:
donc le quarré de DE sera égal au quarré de
DB, et par conséquent la droite DE sera égale
ala droite DB. Mais la droite FE est égale a la
droite F B : donc les deux droites DE, EF sont
égales aux deux droites DB, BF, et la base
FD est commune : donc I'angle DEF est égal
a I'angle DBF (prop. 8. 1); mais I'dngle DEF
est droit : donc I'angle DBF est droit aussi;
mais la droite FB prolongée est un diamétre ,
et la droite qui est perpendiculaire a I'extré-
mité d’'un diamétre est tangente au cercle
(prop. 16.3 ). On démontreroit la méme chose
s1 le centre étoit placé sur la droite AC.

Donc siI'on prend un point quelconque hors
d'un cercle, et si de ce point on méne deux
droites dont'une coupe le cercle et dont I'autre
tombe sur la circonférence, et si le rectangle
compris sous la sécante totale et le segment exté-
rieur intercepté par ce point et I'arc convexe
est égal au quarré dela droite quitombe surla cir-
conférence , cette dermere droite sera tangente
a la circonférence ; ce quil falloit démontrer.

‘FIX BU TROISIEME LIVRE.

P

M .
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LIVRETIV.
. DEFINITIONS. |

1. Uns figure rectiligne est dite inscrite dans
une figure rectiligne , lorsque chaque angle de
la figure inscrite touche chaque c6té de celle
dans laquelle elle est inscrite.

2. Semblablement une figure est dite cir-
conscrite autour d’'une figure , lorsque chaque
c6té de la figure circonscrite touche chaque
angle de la figure autour de laquelle elle est
circonscrite.

3. Une figure rectiligne est dite inscrite dans
un cercle, lorsque chaque angle de la figure
inscrite touche la circonférence de ce cercle.

4. Une figure rectiligne est dite circonscrite
autour d’un cercle, lorsque chaque c6té de la
figure circonscrite touche la circonférence de
ce cercle. '

5. Semblablement un cercle est dit inscrit
dans une figure rectiligne , lorsque la circonfé-
rence du eercle touche chaque cété de la figure
dans laquelle elle est inscrite.
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6. Un cercle est dit circonscrit autour d’une
figure rectiligne , lorsque la circonférence du
cercle touche chaque angle de la figure autour
de laquelle elle est circonscrite.

7. Une droite est dite appliquée dans un cer-
cle, lorsque ses extrémités sont dans la circon-
férence de ce cercle.

PROPOSITION PREMIERE.
PROBLE M E.

Dans un cercle donné, appliquer une droite égale
& une droite donnée quz ne soit pas plus grande
que le diamétre.

* Soit ABC (fig. 105) le cercle donné, et Dla
droite donnée moins grande que le diamétre de
ce cercle : 1l faut dans le cercle ABC apphquer
une droite égale a la droite D. '
Conduisez le diamétre BC du cercle ABC.
Sila droite BC est égale a la droite D, on a déja
fait ce que I'on proposoit: car on a appliqué
dans le cercle ABC une droite égale i la droite
D. $i, au contraire , la droite BC est plus grande
que la droite D, faites la droite CE égale i la
droite D (prop.3.1), et du centre C et avec
Pintervalle CE décrivez la circonférence AEF
(dem. 3), et conduisez la droite CA (dem. 1),
' 2

e
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Puisque le pont C est le cente du cercle
AEF, la droite CA sera €gale i la droite CE;
miais la droite D est égale 4 la droite CE : donc
la droite D sera égale  la droite CA.

Donc dans le cercle donné ABC on a appli-
qué la droite C A égale a la droite donnée D qui
est moindre que son diamétre ; ce qul falloit
faire,

PROPOSITION IL
PROBLEME.

Dans un cercle donné , inscrire un triangle qui
soit équiangle avec un triangle donné.

Soit ABC (fig. 106) le cercle donné et DEF
le triangle donné : il faut dans le cercle ABC
inscrire un triangle qui soit équiangle avec le
triangle donné DEF. )

Conduisez la droite G AH de maniére qu’elle
touche le cercle ABC au point A, et sur la
droite AH et au point A faites Fangle HA C égal
i I'angle DEF (prop.25.1). De plus, sur la
droite GA et au point A faites 'angle G AB égal
a I'angle FDE, et menez la droite BC.

Puisque la droite HAG touche le cercle ABC
et que la droite AC a -été menée du point de

- contact, I'angle HAC ést égal a celui qui est
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placé dans le segment alterne du cercle, c’est-
a-dire a I'angle ABC (prop.32. 3); mais I'an-
gle HAC est égal 4 I'angle DEF : donc I'angle
ABC est égal a I'angle DEF. Par la méme
raison Pangle ACB est égal a Pangle FDE :
donc I’ angle restant BAC sera égal 4 'angle res-
tant EFD (prop 32.1) :donc le triangle ABC
est équiangle avec le triangle DEF, et il est
inscrit dans le cercle ABC (déf. 3.4)." -
Donc dans le. cercle donné on a inscrit un
triangle équiangle avec un trlangle donne"ceA
qu’il falloit faire. - : -

‘
'

PROPOSITI.ON 111

PROBLEME.
. .0

Autour d'un cercle circonscrire un triangle .
équiangle avec un triangle donne

Son ABC (fig. 107) le cercle donnt et DEF
le triangle donné : il faut autour ‘du cercle ABC
circonscrire un tnangle equlang]e avec le trian-
gle donné DEF.

Prolongez la droite EF de ‘part et d’autre
vers les poims H, G (dem. 2), prenez le centre
K du cercle ABC (prop. 1.3) ; conduisez d’une
maniére quelconque la droite KB, faites sur la
droite KB et au point K un angle BKA égal &

3

D
-
- -
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Vangle DEG, et Pangle BKC égal a I'angle DFH
(prop.23.1); parles pointsA , B, C conduisezles
droites LAM, MBN, NCL de mameére qu’elles
solent tangentes au cercle ABC (prop. 17:3).
Puisque les droites LM, MN, NL touchent
le cercle ABC aux points A, B, C et que les
droites KA, KB, KC sont menées du centre K
aux points A, B, C, les angles seront droits aux
points A, B, C (prop. 18.3); et puisque les
quatre angles du quadrilatére AMBK sont égaux
a quatre angles droits (prop. 32. 1), car ce qua-
drilatére peut se diviser en deux triangles; mais
parmi les angles de ce quadrilatére , les angles
KAM, KBM sont droits: donc les angles restans
A KB, AMB seront égaux a deux angles droits;
mais les angles DEG, DEF sont égaux a deux
droits(prop. 13.1): donclesanglesAKB, AMB
sont égaux aux angles DEG , DEF ; mais I'angle
DEG est égal 2 l'angle AKB : donc Fangle res-
tant A MB sera égal 2 I'angle restant DEF. Nous
démontrerons semblablement que 'angle LNM
" est égal a I'angle DFE : donc I'angle restant
MLN est égal 4 Pangle EDF (prop.32.1):
donc le trigngle LMN est équiangle avec le
triangle DEF, et il est circonscrit .autour du
cercle ABC (déf. 4. 4). ,
, Donc un triangle equiangle avec yn triangle
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dounné a été circonscrit antour du cercle donné;

ce qu’ll falloit faire.
PROPOSITION 1V.
PROBLEDME,

Inscrire_une circonférence de cercle dans
un triangle donné.

Soit ABC (fig. 108) le triangle donné : il
“faut dans le triangle ABC inscrire un cercle.
Partagez en deux parties égales les angles
ABC ;BCA par les droites BD, CD qui se
rencontrent au point D, et du point D con-
duisez sur les droites AB, BC, CA les perpen~
diculaires DE, DF, DG (prop. 12.1).
Puisque I'angle ABD est égal a Pangle CBD,
car Pangle ABC a éié partagé en deux parties
égales, et que I'angle droit BED est égal & I'an-
gle droit BFD, les deux trlangles EBD, DBF
auront deux angles égaux a deux angles et un
coté dgal i un c6t€, ear BD, qui est opposé a deux
angles é égaux, est commun : donc ils auront les
autres c6tés égaux aux autres cotés (prop. 26. 1):
donc le c6té DE sera égal au cbté DF Par la
mérme raison le c6té DG sera égal au cbté DF:
donc la circonférence décrite du point D avec
un intervalle égal  une des droites DE; DF,
4
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DG passera par les autres points et touchera les
droites AB, BC, CA, parce que les angles sont
droits en E, F, G; car si cette circonférence
coupoit ces droites, la perpendiculaire a I'ex-
trémité d'un diamétre tomberoit dans le cer-
cle; ce qu est absurde (prop. 16.3 ). Donc
la circonférence décrite du point D avec un
intervalle égal & une des droites DE, DF, DG
ne coupera point les droites AB, BC, CA : donc
elle les touchera, et cette circonférence sera
inscrite dans le triangle ABC (déf. 5. 4).

Donc dans le triangle donné ABC on a ins-
. erit la circonférence de cercle EFG ; ce qu'il
falloit‘faire.

PROPOSITION V.
PRODLEME.

Autour d’un triangle donné décrire une circon-
o .
Jérence de cercle.

Soit ABC (fig. 107 ) le triangle donné : il faut
autour du triangle donné ABC décrire une cir-
conférence de. cercle.

Partagez les c6tés AB, AC en deux parties
égales aux points D, E (prop. 10.1), et des
points D, E conduisez sur les droites AB, AC
les perpegdiculaires DF, EF ( prop. 11.1);
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ees perpendiculaires se rencontreront ou dans
le triangle ABC, ou dans la droite BC, ou hors
du triangle ABC.

Supposons d’abord que ces perpendiculaires
se rencontrent dans le triangle au point F;
menez les droites BF, FC, FA; puisque la
droite AD est égale 4 la droite DB, et que la
perpendiculaire DF est commune, la basc AF
sera égale i la base FB (prop. 4. 1). Nous dé-
montrerons semblablement. que la droite CF
est égale A la droite FA : donc la droite BF est
égale 4 la droite FC: donc les trois droites FA,
FB, FCsont égales entr’elles : donc si du centre
F et avec un intervalle égal 4 une ‘des droites
FA, FB, FC on décrit une circonférence, cette
circonférence passera par les autres points, et
cette circonférence sera décrite autour du trian-
gle ABC (déf. 6. 4); décrivez la circonférence
ABC.

Supposons actuellement que les droites DF,
EF se rencontrentdans ladroite BCetan point F,
comme dans la figure 108 ; menez la droite AF.
Nous démontrerons semblablement que lé point
F est le centre de la circonférence circonscrite
autour du triangle ABC,

Supposons enfin que les droites DF, EF se
rencontrent hors du triangle ABC, an point F
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comme dans la figure 109; menez les droites
AF, FB, FC. Puisque la droite AD est égale &
Ia droite DB et que la perpendiculaire DF est
commune, la base AF sera égale i la base FB
(prop. 4. 1). Nous démontrerons semblable-
ment que la droite CF est egale ala droite FA :
donc la droite BF est égale a la droite FC:
done si du centre F et avec un intervalle égal
a une des droites FA, FB, FC on décrit une
circonférence, elle passera par les autres points,
et cette circonférence sera circonscrite autour
du triangle ABC ; décrivez donc la circonfé-
rence ABC. ,

Donc une circonférence de cercle a été cir~

conscrite autour du triangle donné;.ce qu’il
falloit faire.

C.OROLLAIRE.

11 est évident que sile centre du cercle tombe
dansle triangle, et sil’angle ABC est compris dans
un segment plus grand qu’un demi—cercle, cet
angle sera moindre qu’un angle droit. Sile centre
du cercle tombe surla droite BC, si cet angle est
compris dans un demi-cercle , cet angle sera
droit; si enfin le centre du cercletonibe hors du
triangle ABC, et si cet angle est.compris dans
un segmexit plus petit qu’'un demi -cercle , cet
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angle sera plus grand qu’un angle droit : donc si
le triangle donné est acutangle,lesdroiteé DF,EF
se rercontreront dans le triangle ; si ce triangle
aunangle droit BAC, les droites se rencontre~
ront dans la droite BC ; si enfin cet angle a un
angle obtus, ces droites se rencontreront hors
du triangle ABC.

PROPOSITION VI

PROBLEME.

Décrire un quarré dans un cercle donné.
- \

Soit ABCD (fig. 110) le cercle donné |
faut décrire un quarré dans le cercle ABCD.

Conduisez les diamétres AC, BD du cercle
ABCD de maniére qu’ils soient perpendicu-
laires I'un sur Pautre (prop. 11.1); menez les
droites AB, BC, CD, DA.

. Puisque la droite BE est égale 4la droite ED,
car le point E est le centre, et que la droite EA
est commune et perpendiculaire sur BD , la
base AB sera égale a la base AD (prop. 4.1).
Par la méme raison, chacune des droites BC,CD
est égale & chacune des droites BA, AD : doncle
quadrilatére ABCD est équilatére. Je dis aussi
quil estrectangulaire ; car puisquelaligne droite
~ BD est un diamétre du cercle ABCD, la figure
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DAD sera un demi-cercle : donc I’angle BAD
est droit ( prop.31.1); par la méme raison
chacun des angles ABC, BCD, CDA sera-droit
aussi : donc le quadrilatére ABCD est rectan-
gulaire ; mais on a démontré quil est équila--
tére : donc ce quadrilatére est un quarré, et ce
quarré est inscrit dans le cercle ABCD.
Donc-on a inscrit le quarré ABCD dans le
cercle donné ABCD; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VII.
PROBLEME.

Circonscrire un quarré & un cercle donué.

Soit ABCD (fig. 111) le cercle donné : il
faut circonscrire un quarré autour du cercle
ABCD, '

Conduisez dans le cercle ABCD les deux
diamétres AC, BD de maniére qu’ils soient per-
pendiculaires 'un sur I'autre ; et par les point$
A, B, C, D conduisez les droites FG, GH,
HK KF de maniére qu’elles soient tangentes
du cercle ABCD (prop. 17.3).

Puisque la droite FG est tangente du cercle
ABCD, et que la droite EA a été conduite du
centre E au point de contact qui esten A, les .
angles serqnt droits en A (prop.18.3). Par la
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méme raison les angles seront droits enB,C, D.
Puisque I'angle AEB est droit et que I'angle
EBG est droit aussi, la droite GH sera paral-
léle a la droite AC (prop. 28.1). Par la méme
raison la droite AC est paralléle 4 ]a droite FK.
Nous démontrerons semblablement que 'une et
Yautre des droites GF ,HK est paralléle i la droite
BED : donc les figures GK,GC, AK, FB,
BK sont des parallélogrammes : donc la droite
GF est égule a la droite HK (prop.34.1), et
la droite GH égale a la droite FK; et puisque
la droite AC est égale a la droite BD, que la
droite AC est égale a I'une et a I'autre des
droites GH, FH, et que la droite BD est égale
4 l'une et 4 l'autre des droites GF, HK, les
droites GH, F K seront égales aux droites GF,
HK : donc le quadrilatére FGHK est équila-
tére, etje dis qu’il est rectangulaire; car puisque
le quadrilatére GBEA est un parallélogramme,
et que I'angle AEB est droit, I'angle AGB
sera droit aussi (prop. 34. 1).-Nous démon-
trerons semblablement que les angles qui sont
placés vers les points H, K, F sont des angles
droits : donc le quadrilatére FGHK est rec-
tangle. Mais on a démontré qu'il est équilatere ;
donc le quadrilatére est un quarré, et il est ¢ir-
‘comscrit autour du cercle ABCD.
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Donc on a circonscrit un quarré autour da
cercle donné ; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VIIIL
PROBLEME.

Inscrire un cercle dans un quarré donné.

Soit ABCD (fig. 112) le quarré domné : il
faut inscrire un cercle dans le quarré ABCD.

Coupez en deux parties égales I'une et I'autre
desdroites AB, AD aux points F, E (prop. 10. 1),
etpar le pointE conduisezladroite EHparalléle
Puneetilautredesdroites AB, CD (prop.31.1),
et par le point F conduisez aussi la droite FK
paralléle & Pune et & l'autre des droites AD,
BC : donc chacune des figures AK, KB, AH,
HD, AG, GC, BG, GD est un parallélogramine
et leurs cotés opposés sont égaux (prop. 34.1).
Puisque la droite AD est égale a la droite AB,
que la droite AE est la moitié de AD et la
droite AF la moitié de AB, la droite AE sera
égale A la droite AF. Mais les c6tés qui leur
sont opposés sont égaux : donc la droite FG
est égale a la droite GE. Nous démontrerons
semblablement que les droites GH, GK sont
¢égales aux droites FG, GE, chacune & cha-
cune : donc les quatre droites GE, GF, GH,
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GK sont égales entr’elles : donc le cercle dé-
crit du centre G avec un intervalle égal & une
des droites GE, GF, GH, GK passera par les
autres points, et sera tangent aux droites AB ,
BC,CD, DA, parce que les angles en E, F,
H, K sont droits ; car si la circonférence cou-~
poit les droites AB,BC, CD, DA, la perpen-
diculaire a 'extrémité d’'un diamétre entreroit
dansle cercle ; ce qui est absurde (prop. 16.3):
donc la circonférence de cercle décrite du cen-
tre G avec un intervalle égal & une des droites
GE,GF,GH, GK ne coupera point les droites
AB, BC, CD, DA : donc elle sera tangente a
ces droites, et elle sera inscrite dans le quarré
ABCD (déf. 5. 4).

Donc on a inscrit une circonférence de cer-
cle dans le quarré donné; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION IX.
PROBLEME.

Circonscrire un cercle autour d’'un quarré donné.

Soit ABCD (fig. 113) le quarré donné : il
faut autour de ce quarré ABCD circonscrire
une circonférence de cercle.

Menez les droites AC, BD qui se coupent
mutuellerent au point E.



192 ELEMENS

Puisque la droite DA est égale a la droite
AB et que ladroite AC est commune, les deux
droites DA, AC sont égales aux deux droites
BA,AC;labase DC est égale alabase BC:donc
Pangle DAC est égal i I'angle BAC (prop. 8. 1):
donc I'angle DAB est coupé en deux parties
égales par la droite AC. Nous démontrerons
semblablement que chacun des angles ABC
BCD, CDA est coupé en deux parties égales
par les droites AC, DB : donc puisque I'angle
DAB est égal a I'angle ABC, que P'angle EAB
est la moitié de I'angle DAB , et I'angle EBA
la moitié de I'angle ABC, l'angle EAB sera
- égal 4 I'angle EBA : donc le c6té E A est égal
au c6té EB (prop. 6. 1). Nous démontrerons
semblablement que les droites EC, ED sont
égales aux droites EA , EB, chacune a cha-
cune : donc les quatre droites EA, EB, EC,
E D sont égales entr’elles : donc la circonfé-
rence de cercle décrite du centre E avec un
intervalle égal & une des droites EA, EB, ED
pas.seré par les antres points et elle sera circons-
crite autour du quarré ABCD ; circonscrivez le
cercle ABCD.

Donc on a circonscrit un cercle autour d'un

quarré donné ; ce qu’il falloit faire,
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PROPOSITION X

PROBLE M X.

Construire un triangle isocéle qui ait chacun des
angles de sa base double du troisiéme angle.

Soit la droite AB (fig. 114); que cette droite
soit coupée en un point C de maniére que le
rectangle compris sous les droites AB, BC soit
€gal au quarré de CA (prop. r1. 2); du centre
A et avec l'intervalle AB décrivez la circonfé-
~ rence BDE (dem. 3); dans le cercle BDE
menez la corde BD égale a la droite AC qui est
moindre que le diamétre de ce cercle (prop.1.4),
et ayant conduit les droites DA, DC, circons-
crivez la circonférence ACD autour du trian-
gle ACD (prop. 5. 4).
~ Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de la droite AC et
que la droite AC est égale 4 la droite BD, le
rectangle compris sous les droites AB, BC sera
égal au quarré de BD : puisque le point B est
pris hors du cercle ACD et que du point B on
a mené un cercle ACD, les droites BCA, BD,
dont I'une coupe le cercle et dont I'autre ne le
coupe point, et puisque le rectangle compris
sous les droites AB, BC est égal au quarré de
BD, la droite BD sera tangente au cercle ACD

"N
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(prop. 37.3). Donc, puisque la droite BD est
tangenté et que la corde DC a éié menée du

point de contact D, F'angle BDC sera égal a-
celui qui est compris dans le segment alterne da
cercle, c’est-a-dire 4l’angle DAC (prop.32.3).

Mais , puisque, 'angle BDC est égal 3 Pangle
DAC, sinous ajoutons un angle commun CDA,

l'angle total BDA sera égal aux deux angles
- CDA, DAC. Mais I'angle extérieur BCD est
- égal aux deux angles CDA, DAC (prop. 32.1):

donc’angle BDA est égal 4 'angle BCD; mais
I'angle BDA estégal 3l'angle CBD (prop.5.1),

puisque le c6té AD est égal au c6té AB : done
Tangle DBA sera égal a 'angle BCD : donc les
trois angles BDA, DBA, BCD sont égaux entre
eux ; et puisque I'angle DBC est €gal a I'angle
‘BCD, le c6té BD sera égal au c61é DC(prop.6.1);
" mais le c6té BD est supposé égal au c61é CA:
donc le c61é AC est égal au cété CD : done
I'angle CDA est égal a I'angle DAC ( prop. 5. 1):
donc les angles CDA , DAC, pris ensemble, sont
double de 'angle DAC ; mais I'angle BCD est
égal aux angles CDA, DAC (prop.32.1): donc
Yangle BCD est double de I'angle DAC; mais
Yangle BCD est égal a chacun des angles BDA,
DBA : donc chacun des angles BDA, DBA est
- double de I'angle DAB.
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Donc on a construit un triangle isocéle ADB
dont chacun des angles de sa base BD est dou-
ble du troisiéme angle ; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XL
PROBLE ME.

Dans un cercle donné, inscrire un pentagons
équilatéral et équiangle.

Soit ABCDE (fig. 115) le cercle donné : il
faut inscrire dans ce cercle un pentagone équi-
laéral et équiangle.

Soit le triangle isocéle FGH, ayant chacun
des angles de sa base G, H double de 'angle F
{prop. 10.4). Inscrivez dans le cercle ABCDE
un triangle ACD équiangle avec le triangle FGH
(prop. 2.4), de maniére que I'angle CAD soit
égal a I'angle F, et de maniére que chacun des

angles ACD, CDA soit égal i chacun des angles |

G, H qui sont placés sur la base GH. Chacun des
angles ACD, CDA seradouble de I'angle CAD.
Partagez chacun des angles ACD, CDA en deux
parties égales par les droites CE, DB (prop.g. 1),
et menez les droites AB, BC, DE, EA.
Puisque chacun des angles ACD, CDA est
double de I'angle CAD, et que chacun de ces
angles est coupé en deux parties égales par les
2
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droites CE, DB, les éinq angles DAC, ACE,
ECD, CDB, BDA sont égaux entr’eux; mais
des angles égaux sont appuyés sur des arcs égaux
(prop. 26.3 ) : donc les cinq arcs AB, BC, CD,
DE, EA sont égaux ; mais des cordes égales
soutendent des arcs égaux ( prop. 29.3 ) : donc
les cinq cordes AB, BC, CD, DE, EA sont
égales entr’elles : donc le pentagone ABCDE
est équilatéral. Je dis qu’il est aussi équiangle ;
car puisque Parc AB est égal a I'arc DE, sz
T'on ajoute un arc commun BCD, I'arc total
ABCD sera égal a I'arc total EDCB. Or l'an-
gle AED est appuyé sur I'arc ABCD et I'angle
BAE est appuyé sur I'arc EDCB : donc l'an-
gle BAE est égal i 'angle AED (prop. 27.3);
par la méme raison chacun des angles ABC,
BCD, CDE est égal 4 chacun des angles BAE ,
~ AED: donc le pentagone ABCDE est équian~
gle; mais il a été démontré qu'il est équilatéral.

- Denc dans un cercle donné, on a inscrit um
. pentagone équilatéral et équiangle ; ce qu'il
falloit faire.



DEUCLIDE. 197
PROPOSITION XIL '

PROBLEME.

Circonscrire & un cercle donné un pentagone
équilatéral et équiangle.

Soit ABCDE (fig. 116) le cercle donné : i}
faut a ce cercle circonscrire un pentagone eqm-
Iatéral et équiangle.

Supposens que les points A, B, C, D, E soiens
les sommiets des angles d’'un pentagone inscrib
dans ce cercle (prop. 11. 4), de maniére que
les arcs AB, BC, CD, DE, EA soient égaux;
par les points A, B, C, D, E, conduisez an
cercle les tangentes GH, HK, KL, LM, MG
¢ prdp-. 17.5); et ayant pris le centre F du cer~
cle ABCDE , menez les droites FB, FK, FC,

FL, FD.

- Puisqueladroite KL touche le oercle ABCDE
au point €, et que la droite FC a été menée
dis centre F aupoint de contact C, la droite FE
sera perpendiculaire sur KL ( prop. 18.3):

donc chacun des angles FCK, FCL est droit;
chacun des angles FBH, FBK, FDL, FDM
est droit par la méme: raisen. Puisque 1'angle
FCE K est droit, le quarré de la droite F K est égal
aux quarrés des droites FC, CK (prop. 47 1).

3



198 ELEMENS ‘
Le quarré de la droite FK est égal aux quarrés
des droites FB, BK, par la méme raison :
donc les quarrés des droites FC, FK sont
égaux aux quarrés des droites FB, BK ; mais
le quarré de la droite FC est égal au quarré
de la droite FB : donc le quarré restant de la
droite CK sera égal au quarré restant de ladroite
BK : denc la droite CK est égale & la droite BK.
Puisque la droite FB est égale i la droite FC
¢t que laidroite FK est commune, les deux
droites BF, FK sont égales aux deux droites
CF,FK; mais labase BK est égale 4labase CK :
donc I'angle BFK est égal 4 I'angle KFC, et 'an~
gle BKF i P'angle FKC (prop. 8. 1): donc 'an-
g1€ BFC est double de I'angle KFC et I'angle
BRC double deI'angle FKC. Parla méme raison
Pangle CF D'est double de 'angle CFL, et Pan-
gle CLD double de I'angle CLF. Puisque 'arc
BC est égal a 'arc CD, I’angle BFC sera. égal
“aTangle CFD (prop.27.3); mais'angle BF.C
est.double de 'angle KFC, et I'angle DFC dou-
ble:de I'angle LF C : donc I'angle' K F C est égal
alaigle CFL : donc les deyx triangles FKC,
FLC ont deux angles égaux 4 deux angles,
chacun & chacun, et un c6té égal a un cété,
puisque le c6té F Cleur est commun : donc ces
deux triangles ont leurs autres cdtés égaux aux.
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autres cétés, et I angle restant égal a ] ‘angle res-
tant (prop. 26 1) : donc la droite KC est égale
aladroite CL , etI’angle FKC égaka I'angle FLC.
La droite KLisera double de la droite KC,
puisque la droite KC est égale A la droite CL
Par la méme raison la droite HK sera double de
la droite BK. De plus-, puisqu’on a démontré
que la droite BK ‘est égale a la droite KC, que
la droite KL est double de la droite KC et-la
droite HK double de la droite BKyla droite HK
sera égale  la droite KL.: Nous démontrerons
semblablement que chacume des droites GH,
GM, ML est égale a 'une ou 4 'autre des droites
HK, KL ¢ donc.le pentagone GHKLM. est
équilatéral. Je dis ausst qu’il est équiangle ; car
puisque l'anglé FKC est-égal i l'angle FEC,
et qu'on a démontré que I'angle HKL est dou-
ble de 'angle FKC et 'angle KLM double aussi
de I'angle FI:C, P'angle HKL sera égat & Fan-
gle KL M. Nous déniontrerons par une raison
semblable que chacun des angles KHG, HGM
GMH est égal 2Pun oualautre des angles HKL,
KLM : donc les cingangles GHK, HKL, KLM,
LMG,; MGH sont égaux entr’éux: donc le pen-
tagone GHKLM est équiangle. Nous avons dé-
montré qu'il est équilatéral, etil est circonscrit
au cercle ABCDE; ce qu’il falloit faire.

4

¥
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PROPOSITION XIIL
phonntmn

Dans un pentagone cquilatéral et equzangle
znscnre un cercle.

Soxt ABCD E (ﬁg X 17) le pentagone équi-
latéral et équiangle dommé : il faut inscrire un
cercle dans le pentagone ABCDE.

Partagez chacun des angles BCD, CDE en deux
parties égales par les droites CF, DF (prop.g. 1);
et du point F ou les deux droites CF, DF se ren-~
contrent, menez les droites FB, FA, FE. Puis-
que la droite BC est égale a la droite €D et que
1a droite FC est communée , les deux droites BC,
G sont égales aux deux droites DC, CF ; mais
l'angle BCF et €gal 4 I'angle DCF : donc la.
hase BF est égale a la base DF (prop.4.1);'
le triangle BF C est égal au triangle DCF et les
antres angles qui soutendent des cétés égaux
dans ces deux triangles sont égaux ensr’eux
(prop. 4. 1) : donc I'angle CBF sera égal a 'an-
gle GDF ; et puisque I'angle CDE est double
de l'angle CDF et que l'angle CDE est égal
a Vangle ABC et I’angle CDF égal a 'angle CBF,
I'angle CB A sera double de angle CBF, et par
conséquent I'angle ABF sera égal alangle FBC :
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donc l'angle ABE€ est partagé en deux parties
égales par la droite BF. Nous démontrerons
semblablement que chacun des angles BAE,
AED est partagé en deux parties égales par les
droites FA, FE. Actuellement du point F con-
dwsez sur les droites AB, BC,CD, DE, EA
les perpendiculares FG, FH, FK, FL, FM.
Puisque I'angle HCF est égal 4 Fangle KCE et
que Pangle droit FHC est égal. & I'angle droit
FKC, les deux triangles FHC, FKC aurent
deux angles égaux i deux angles et un coié
égal 4 un c6té; savoir, le c6té commun FC qui
soutend un des angles égaux : donc ces deux
triangles auront les autres c§tés égaux aux autres
cdtés (prop.26. 1), etlaperpendiculaire FH sera
égale i la perpendiculaire FK. On démontrera
semblablement que chaeune des droites FL,
FM, FG est égale aI'une ou dFautre des droites
FH, FK: donc les cinq droites FG, FH, FK,
FL, FM sont égales entr’elles : donc si du
centre F et avee un intervalle égal & une des
droites FG, FH, FK, FL, FM on décrit une
circonférence de cercle, cette circonférence
passera par les autres points et touchera les
droites AB, BC, CD, DE, EA, parce que les
angles sont droitsenG, H, K, L, M; en effet, si
au licu de les toucher, elle les coupoit, la per-
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pendiculaire menée 4 Pextrémité d'un diamétre
entreroit dans le cercle ; ce qui a été démontré:
absurde (prop. 16.3) : donc la circonférence
décrite du centre F avec un intervalle égal a
une des droites FG, FH, FK,, FL, FM ne cou=
pera point les droites AB, BC, CD, DE,"EA :
‘donc elle les toucheéra. Decnvez la cu'confe-'
rence GHKLM.

" Donc on ainscrit une circonférence de cercle’
dans un pentagone equllateral et eqmangle ce
qu'il falloit faire. : '

PROPOSITION XIV
PROBLEME.

Circonscrire une_circonférence de cercle & un
. -pentagone équilatéral et, équiangle donné.

Soit ABCDE (fig. 118) un pentagone equl-g
Intéral et équiangle : il faut 3 ce pentagone cir-
conscrire une circonférence de cercle. ’

Partagez en deux parties égales chacun des
angles BCD, CDE par les droites CF, FD
(prop. 9. 1), et du point F o ces droites se
rencontrent,, menez aux points B, A, E les
dioites FB, FA, FE. Nous démontrerons,
comme dans la proposition précédente, que
¢hacun des angles CBA, BAE , AED est coupé&
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en detix parties égales par les droitesBF, FA, FE.
Puisque Pangle BCD est égal a 'angle CDE, et
que P'angle FCD est la moitié de I'angle BCD,
et Pangle CDF la moitié de I'angle CDE, P'an-
gle FCD sera égal i I'angle FDC : donc le c6té
FC est égal au c6té FD (prop. 6. 1). On démon-
trera semblablement que chacune des droites
FB, FA, FE est égale i chacune des droites FC,
FD: donc les einq droites FA, FB, FC, FD, FE.
sont égales entr’elles : donc la circonférence
décrite du point F et avec un intervalle égal 3
une des droites FA, FB, FC, ¥ D, FE passera
par les autres points et sera circonscrite au
pentagone équilatéral ‘et équiangle ABCDE.
Décrivez la circonférence ABCDE.
"+ Donc. une circonférence'de cercle a été cir-
¢onscrite A un pentagone équilatéral et équian-
gle; ce qu’il falloit falre. :
PROPOSITION XV.

Pnonntmx

Inscrire dans un cercle donné un hexagone équn-
.t latéral et équiangle.

Soit ABCDEF (fig.1 19) le cercle donné : 1l'
faut dans te cerele inscrire un hexagone équi-
_ latéral ét équiangle.

Menez le diamétre AD du cercle ABCDEF,
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prener. le centre G de ce cercle, et du centre D
avec I'imtervalle DG décrivez la circonférence
EGCH (dem 3); menez les droites EG,CG,
prolongez-les vers les points B, F, et menez
les droites AB, BC,CD, DE, EF, FA:je dis
que Phexagone ABCDEF est équlatéral et
équiangle.

Puisque le point G est le centre du cercle
ABCDEF, ladroite GE sera égale ala droite GD.
De plus, puisque le point D est le centre du
cercle EGCH, la droite DE sera égale a la
droite DG ; mais on a démontré que la droite
GE est égale ala droite GD : dong la droite GE
est égale 4 la droite ED : dong le triangle EGD
est équilatéral : donc ses trois angles EGD,
GDE, DEG sont éganx entr’eux , puisque dans
les u'iangles isoceles les angles & la base sont
égaux entr'eux (prop. §. r); mais les trois
angles d’un- triangle sont égaux a deux droits
(prop.32. 1) : donc l'angle EGD est le tiers
de deux angles droits. On démontrera sembla-
blenient que:I'angle DGC est le tiers de deux
angles droits ; donc, puisqn’une droite CG tom-
hant sur la droite EB fait les angles de suite EGC,
CGB égaux 2 deux droits (prop. 13. 1), Yangle
restant CG B sera le tiers de deux angles droits:
donc les angles EGD, DGC, CGB sont égaux -
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.entr'eux ; mais les angles BGA, AGF, FGE
sont €gaux aux angles EGD, DGC, CGB,
parce que ces angles sont opposés par le sommet
(prop. 15. 1): doncles six angles EGD, DGC,
CGB,BGA, AGF, FGE sont égaux entr’eux;
mais des angles égaux s’appuient sur des arcs
€gaux (prop. 26.3) : donc les six arcs AB, BC,
CD, DE, EF, FA sont égaux entr’eux ; mas des
arcs égaux sont soutendus par des cordes égales
{ prop. 2g9. 3 ) : douc les six cordes sont égales
entr’elles : donc I'hexagone ABCDEF est équi-
latéral. Je dis qu’il est équiangle, car puisque
Tarc AF est égal aI'arc ED, si nous leur ajou-
tons a chacun 'arc ABCD, l'arc total FABCD
sera égal a I'arc total EDCBA : donc, puisque
Pangle FED s’appuie sur Parc FABCD et que
Yangle AFE s’appuie sur I'arc EDCBA, I'an-
gle AFE est égal i angle DEF ( prop.27.3).
On démontrera semblablement cue les autres
angles de I'hexagone ABCDEF sont égawx
thacun & l'un ou a 'autre des angles AFE,
FED : donc I'hexagone ABCDEF est équian-
gle. Mais on a démontré qu'il est équilatéral , et
il est mserit dans le cercle ABCDEF.

Doac on a inscrit un hexagone équilatéral et
équiangle dans un cercle donné; ce qu'il falloit
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~

COROLLAIRE.

Il suit manifestement de la que le c6té de
I'hexagone est égal au demi-diamétre du cercle.

Si par les pomnts A, B, C, D, E, F nous me-
nons des tangentes au cercle, on circonscrira
A ce cercle un hexagone équilatéral et équian-
gle, en suivant la méthode que nous avons
donnée pour le pentagone ; Cest aussi de la
méme maniére que nous inscrirons et que nous,
circonscrirons une circonférence de cercle &
un hexagone donné.

PROPOSITION XVL
PROBLEME.

Inscrire dans un cercle donné un quindécagone
équilatéral et équiangle. _

Soit ABCD (fig. 120) le cercle donné : il
faut dans ce cercle inscrire un quinde’cagone
équilatéral et équiangle.

Inscrivez dans le cercle ABCD le c¢6té AC
d’un triangle équilatéral et le c6té AB d’un pen-
tagone équilatéral. Puisque la circonférence en-
tiére ABCD doit étre partagée en quinze parties
égales, P'arc ABC qui est la troisiéme partie de
la circonférence en contiendra cinq, et I'arc AB
qui est le cinquiéme de la circonférence en con-
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tiendra trois : donc I'arc restant BC en con-
tiendra deux. Partagez l'arc restant BC en deux
parties égales au point E ( prop. 30.3), chacun
des arcs BE , EC sera la quinziéme partie de
la circonférence du cercle ABCD : donc si 'on
porteune desdroitesBE, EC surla circonférence
ABCD autant de fois qu’on le pourra (prop 1.4),
on aura un quindécagone eqmlateral et équian-
gle qui sera inscrit dans cette circonférence ;
ce qu’il falloit faire.

En suivant la méthode que nous avons donnée
pour le pentagone, s1 par les points de division
d’un cercle on conduit des tangentes i ce cer-
cle, on circonscrira 4 ce cercle un quindéca-
gone équilatéral et équiangle. En suivant la
méme méthode, nous inscrirons et nous cir-
conscrirons une circonférence de cercle a un

quindécagone équilatéral et équiangle donné. -

FIN DU QUATRIRME LIVRE.
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LIVRE VL

. DEFINITIONS.

1. Lzs figures rectilignes semblables sont
celles dont les angles sont égaux chacun 4
chacun et dont les cétés placés autour des angles
égaux sont proportionnels. ’

~ 2. Les figures sont réciproques lorsque les
antécédens et les conséquens des raisons se
trouvent dans I'une et 'autre figure.

3. Une droite est dite coupée en extréme et
moyenne raison lorsque la droite totale est au
plus grand segment comme le plus grand seg-
ment est au plus petit.

4. La bauteur d’une figure est une perpen-
diculaire menée de son sommet sur sa hase.

5. On dit qu'une raison est composée de rai-
sons lorsque les quantités des raisons multi-
pliées entr’elles produisent la quantité de cette

raison.
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PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

Les triangles et les parallélogrammes qui ont
la méme hauteur sont entr’eux comme leurs
bases.

Soient les triangles ABC, ACD (fig. 121)
et les parallélogrammes EC, CF qui ont la
méme hauteur, savoir , la perpendiculaire me-
née du point A sur la droite BD : je dis que le
triangle ABC est au triangle ACD et que le
parallélogramme EC est au parallélogramme CF
" comme la base BC est & la base CD.

Prolongez la droite BD de part et d’autre
vers les points H, L, et faites les droites BG , GH
égales chacune i la base BC; faites aussi les
(lrones DK, KL égales chacune i la base CD,
et menez les droites AG, AH, AK, AL.

Puisque les droites CB, BG, GH sont égales
entr'elles, les triangles AGH, AGB, ABC seront
égaux entr’eux (prop. 38. 1) : donc le triangle
AHC contient le triangle ABC autant de fois
que. la base HC contient la base BC. Par la méme
raison le triangle ALC contient le triangle ACD
autant de fois que labase LC contient labase CD.
$1 labase HC est égale 4 1a base CL, le triangle

: ()
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AHC sera égal au triangle ABC ( prop. 58. 1);
st la base HC surpasse la base CL, le triangle
" AHC surpassera le triangle ALC, et si cette
base est plus petite le triangle sera plus petit.
Ayaut donc quatre quantités, savoir , les deux
bases BC, CD et les deux triangles ABC, ‘ACD,
on a pris des équumultiples de la base BC et du
triangle ABC, savoir, la base HC et le trian-
gle AHC; on a pris anssi Javtres eqmmuluples
de la.base CD et du triangle ACD, savoir, la
base CL etle mangle ALC; etl'on a.démontré

. que si la base HC surpasse la base CL, le trian~
gle AHC surpassera le triangle ALC; que si la
base HC est égale a la base CL, le triangle AHC
serp ¢gal au triangle ALC, et que si la base HC
est plus petite que la base CL, le triangle AHC'
sera’ plus petit ¢que le triangle ALC : donc le
triangle ABC est au iriangle ACD. comme la
base BC et la base CD (déf. 5.5).:

. Puisque le parallélogramme’ E.C esp double
du triangle ABC, que le parallélogramme FC
est double aussi du triangle ACD(prop. 41.1),
et i cause que les parties ont entr’elles la méme ~
raisgn que leurs équimuhiples (prap. 15:5), le
parallélograsame EC. seraun paraliélogramme -
FC comme Je triangle ABC est un iriangle ACD :
donc puisqu'on a-démoniré.que le triangle ABC

(.
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est au triangle ACD comme la base BC est 2 la
base CD; et i cause que le parallélogramme EC
est au parallélogramme FC comme le trmngle
ABC est au triangle ACD, le parallélogramme
EL seraau parallélogramme F C comme la base
BC est 4 la base CD (prop. 11.5).
Donc les triangles et les parallélogrammés
qui ont la méme hatiteur sont entr'enx comme
leurs bases ce q'u "1l fa]lon demoutrer

'\PROPOSITION J L

Lo

Tnnonﬁmz
IR}

v‘,'v:

S¢ J’ 001 cm)dmt une rlrozte qm soit parallele & un
* des cétds: dun triangle., cette droite coupera
proportionnellement les cotés de ce triangle ;. et
st deux cdtés d'un triangle sont coupés propor-
‘itionnellement , ladroige.gui joindra les sections
sera paralléle ak ¢did:reseant du triangle.

Que l'on méne la droite DE (fig. 122) de
mautére qu'elle soit pafanélé 4 un' des cétés du
tnanﬂle ABC: je dis’ que CE esta EA comme
BD esta DA.

" ‘Menez les droites BE , CD.

Le tnangle BDE ‘est egal an triaﬁgle CDE"
(ptop. 37. 1), parce qu'ils ont la méme base et
4ivils sont tompris entre les mémes paralléles,

2
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Mais deux quantités égales ont la méme raison
avec une méme quantité (prop.7.5): doncle
‘triangle CDE est au triangle ADE comme le
triangle BDE est au triangle ADE. Mais le
triangle BDE est au triangle ADE comme BD
estaDA : car ces deux triangles , qui ontla méme
hauteur, savoir, la perpgndiculaire menée du
point E sur la base AB, sont entr’eux comme
leurs bases (prop.1.6). Par la méme raison le
triangle CDE est au triangle ADE comme CE
est A EA : donc BD est'da DA comme CE est
a EA (prop.11.5). .

Sl les cotés AB, AC du tnanble ABC sont
coupes proporuonnellement aux poimis By K de
, maniére-que BD soitd DA comme CE esta EA,

et siI'on méne ladroite DE : je dis que la droite
DE est paralléle & la droite BC.
Faites: la méme'.construction. Puisque sBD
est ' DA comme CE#st 3 EA, que BD est 2 DA
.comme le triangle BDE est au triangle ADE
(prop. 1.6), et que CE est 3 EA comme le
triangle:CDE est au triangle ADE; le triangle
BDE sera au triangle ADE comme le triangle
CDE est au triangle ADE (prop. 11.5);done
-chaeun des triangles BDE CDE .ala m,eme
raison ayec letriangle, ADE ; donc le u‘l;wgle
BDE est égal au triangle. CDE {prop, 9.5 ).,
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ct ils ont ]a méme base. Mais des triangles égaux
et construits sur Ja méme base sont compris
entre les mémes paralléles (prop-39. 1) : done
la droite DE est paralléle i la droite BC.

Donc si Pon conduit une droite qui soit pa-
ralléle 2 un des c6tés d’un triangle , cette droite
coupera proportionnellement les cités de ce
triangle ; et siles c6tés d’un triangle sont coupés
proportionnellement, la droite qui joindra les
sections sera paralléle au c6té restant de ce
triangle ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION IIL
T H I:J'O:R‘i:x_vll‘..,_

Siun angle d'un triangls est partagé en deurx par-
ties égales , et si la droite qui partage cet angle
coupe la base , les segmens de la base auront
la méme raison que les autres cétés de ce trian-
gle; et si.les segmens de la base ont la méme -
raison que les autres cdtés du triangle, la droite
qui est menée du sommet a la section partagera

- Pangle de ce triangle en deux parties égales.

Soit le triangle ABC (fig. 123 ), que I'an-
gle BAC soit partagé en deux parties égales par
la droite AD : je dis que BD est & DC comme
BAestaAC.

3
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Par le point C menez la droite CE paralléle
ala droite DA (prop.51.1); prolongez la droite
BA jusqu’h ce qu’elle rencontrera la droite CE
au pomt E.

Puisque la droite AC tombe sur les paralleles
AD, EC, I'angle ACE secra égal a I'angle CAD
(prop. 29. 1 ); mais Pangle CAD est supposé
égal a I'angle BAD : donc I'angle BAD sera égal
al'angle ACE. De plus, puisque la droite BAE
tombe sur les paralléles AD, EC, Pangle exté-
rienr BAD est égal 4 I'angle intérieur AEC
(prop. 29. 1.). Mais on a démontré que Fangle
ACE est égal aP'angle BAD : donc'angle ACE
sera égal a I'angle AE.C : donc le c6té AE sera
égal au c6té AC (prop. 6. 1 ). Puisque la droite
AD est paralléle i un des c6tés du triangle BCE,
savoir, au ¢6té EC, la droite BD sera i la drote
DC comme la droite BA est.2 la droite AE
(prop. 2.6). Mais la droite AE est égale 4 la
droite AC : donc la droite BD est a la droite
DC comme la droite BA est a la droite AC
(prop.7.5).

Supposons a présent que la. droue BD soit &
la droite DC comme la droite BA est i la droite
AC; menez la droite AD :-je dis que l'ang]e
BAC est partagé en deux parues euales par la
droite AD.
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Faites la méme construction. Puisque BD
~est A DC comme BA est a AC, et que BD est
a DC comme BA est 4 AE (prop.2.6), car
la droiic AD est paralléle & un des cétés dn
triangle BCE, savoir, au c6té EC, il est évi-
dent que BA sera & AC comme BA est 3 AE :
donc la droite AC est égale & la droite AL
(prop.9.5) : donc Fangle AEC est égal A I'an-
gle ACE (prop. 5. 1); mais l'angle AEC est
égal a l'angle extérieur BAD (prop.2g.1), et
Yangle ACE égal a I'angle alterne CAD : donc
Pangle BAD sera égal i I'angle CAD : done
Pangle BAC.est partagé en deux parties egales
par la droite AD. :

Donc st un angle d’uh triangle est partagé en-
deux parties égales, et si la droite qui partage
cet angle coupe la base, les segmens de la basc

-auront la méme raison que les autres cétés de
ce triangle; et si les segmens de la base ont la-
méme raison que les autres cotés du triangle,
la droite qui est menée du sommet i la section
de la base partage I'angle de cetriangle en deux
parties égales ; ce qu’il felloit démontrer.
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PROPOSITION 1V.
THEOREME.

Dans les triangles équiangles , les cotés qui sont
autour des angles égaux sont proportionnels ;
et on appelle cotés homologues ceux qui sou-
tendent des angles égaur.

Soient les triangles équiangles ABC, DCE
(fig. 124 ) dont I'angle ABC soit égal & Pangle
DCE, I'angle ACB égal a 'angle DEC, et I'an-
gle BAC égal 4 I'angle CDE : je dis que dans
les deux triangles ABC, DCE, les c6tés qui sont
autour des angles égaux sont proportionnels,
et que les c6tés qui soutendent des angle§ égaux
sont homologues.

Placez le c6té BC dans la direction de CE;
puisque les angles ABC, ACB sont moindres
que deux angles droits (prop.17.1), et que
Pangle ACB est égal a 'angle DEC, les.angles
ABC, DEC seront plus petits que deux angles
droits : dodc les deux droites BA, ED étant
prolongées ,se rencontreront entr’elles (ax. 11) ;.
ct supposons qu’elles se rencontrent au point F.

Puisque I'angle DCE est égal a 'angle ABC,
la droite DC sera paralléele & la droite BF
(prop. 28. 1). De plus, puisque I'angle ACB



.

DPEUCLIDE. a1y
est égal a 'angle DEC, la droite AC sera pa-
ralléle i ]a droite FE. Donc la figure FACD est
un parallélogramme : donc la droite FA est
égale a la droite FD et la droite AC égale a la
droite FD (prop.34. 1); et puisqu’un des c61és
du triangle FBE, savoir, le c6té AC est paral-
léle au c6té FE, le c6té BA sera au cHié AF
comme le c6té BC est au c6té CE (prop.2.6).
Mais la droite AF est égale a ladroite CD : donc
BA est 4 CD comme BC est 3 CE (prop.7.5),
ct, en alternant, AB est 4 BC comme CD est a
CE (prop. 16.5). De plus, puisque la droite
CD est paralléle a la droite BF, la droite BC
sera a la droite CE comme la droite FD est a
la droite DE: Mais la droite DF est égale a la
droite AC : donc BC est 4 CE comme AC est
aED, ét en alternant, BC est 8 CA comme CE
est 3 ED; mais puisqu’on a démontré que AB
est 24 BC comme DC est 2 CE, etque BG est &
CA comme CE est a ED, la droite BA sera 2
la droite AC comme CD est a DE (prop.22.5).
Donc dans les triangles équiangles les cotés
qui sont autour des angles égaux sont propor-
tionnels, et les c6tés qui soutendent des angles
égaux sont homologues ; ce qu’il falloit dé-

montrer.
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PROPOSITION V.
THEOREME.

Si deux triangles ont leurs cités proportioﬁnels,
ces denx triangles seront équiangles , et les an-
gles soutendus par les cétés homologues seront
égaux.

Soient deux triangles ABC, DEF (fig.125)
dont les c6tés soient proportionnels, de ma-
niére que AB soit 3 BC comme DE estd EF,
que BC soit 4 CA comme EF est a FD et que
BA soitd AC comme ED est &4 DF : je dis que
les triangles ABC, DEF sont équiangles et-que
les angles'soutendus par les cétés homologues
sont égaux, savoir, l'angle ABC égal a I'angle
DEF, Pangle BCA égal & I'angle EF D, et enfin
Iangle BAC égal a 'angle EDF.

Construisez sur la droite EF et aux points
E, F l'angle FEG égal a I'angle ABC et 'an—
gle EFG égal a I'angle BCA (prop.23.1);le’
troisiéme angle BAC sera égal au ‘troisiéme
angle EGF (prop. 32. 1) : donc les . triangles
ABC, EGF sont équiangles : donc dans les deux-
triangles ABC, EGF, les cétés qui sont autour
des angles égaux sont proportionnels et les cités
qqui soutendent les angles égaux sonthomologucs
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(prop- 4.6) : donc AB est 4 BC comme GE
esta EF; mas AB est 4 BC comme DE cst &
EF : donc DE est 4 EF comme GE est 4 EF
(prop. 11.5) ; donc I'une et 'autre des drortes
DE, GE ont la méme raison avec la droite EF :
donc la droite DE est égale & la droite GE
(prop.9.5). Ladroite DF sera égale 4 la droite
GF, par ]améme raison. Donc, puisque ladroite
EG est égale 4 la droite DE, et que la droite
EF est commune, les:deux droites DE, EF sont
¢gales aux deux droites GE, EF ; mais la base
DF est égale a labase GF : donc I'angle DEF est
égal a I'angle GEF (prop. 8. 1) ; donc le triangle
DEF est égal.au triangle GEF et les antres angles
qui sont soutendus par les c6tés égaux sont en-
core égaux : donc I'angle DFE est égal i I'angle
GFE et I'angle EDF égal 4 I'angle EGF. Puisque
DEF est égal 4T angle GEF et que 'angle GEF
est égal.a 'angle:ABC , par construction, 'an-
gle ABC sera égal alangle DEF. Par la méme
raison‘l'angle ACB sera égal 4 'angle DFE at
l’.mgle A égal & Tangle D.: donc les triangles.
ABC, DEF sont équiangles.” . .

Donc s1 deux triangles ont. leurs cétés prq—m
portiennels , ces deux triangles seront ¢qman-
gles, et les angles soutendus par les c6tés hiomo~.
logues seront égaux ; ce qu’i} falloit démqntrep
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PROPOSITION VI
"THEOREME.

Si deux triangles ont un angle égal & un angle , et
si les cOtés qui sont autour des angles égaux |
sont proportionnels , ces deux triarigles scront
équiangles et les angles soutendus par les cdtés
homologues seront égaux.

Soient les deux triangless ABC, DEF
(fig. 126 ), ayant un angle BAC égal i un angle
. EDF, etayant de plus les c6tés qui sont autour
des angles égaux proportionnels entr’eux, de-
maniére que BA soit 2 AC comme ED est &
DF : je dis que les iriangles ABC, DEF sont
équiangles et que I'angle ABC est égal 4T'angle
DEF et Fangle ACB égal a I'angle DFE.

Sur la droite DF et aux pomnts D, F cons-
truisez I’angle FDG égal i 'un ou i Tautre des
angles BAC, EDF et 'angle DFG égal 4 I'an-
gle ACB (prop. 23. 1). L'angle restant B sera
égal & 'angle restant G ( prop. 32. 1) : donc les
triangles ABC, DGF sont équiangles : donc BA
esth AC comme GD est 3 DF (prop.4.6);
mais on suppose que BA est 4 AC comme ED
est A DF : donc ED est 4 DF.comme GD est
2 DF (prop. 11.5) : donc le c61é ED est égal.
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au c6té DG (prop. 9. 5); mais le c6té DF est
commun : donc les deux droites ED, DF sont
égales aux deux droites GD, DF; mais I'angle
EDF est égal a I'angle GDF : donc la base EF est
égale i la base FG (prop. 4. 1); donc le triangle
DEF égal au triangle GDF et les autres angles
qui sont soutendus par les c6tés égaux sont en-
core égaux ; donc I'angle DF G est égal i I'angle

* DFE et I'angle G €gal a I'angle E. Mais I'angle
DFG est égal a Pangle ACB, par,construction:
donc I'angle ACB est égal 2 DFE; mais Pangle

" BAC est supposé ‘égal a I'angle EDF : donc
I'angle .restant B est égal a I'angle restant E
(prop:32. 1) : donéles deux tnangles ABC,
‘DE P sont équiangles.

Donc st deux triangles ont un angle egal a
un angle, et si les cotés qui somt autour -des
angles  égaux sont proportonnels, ces - deux
wrigles seront équiangles, et les angles sou-
-tendus par les cétés homologues scront egaux ;
ce qu‘d falloat demontrer.
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PROPOSITION VIL

I d
Tnzonﬁmn.
K

Si deux triangles ont un anvle egal a un angle
st les cotés placés autour de deux autres anglef
sont proportionnels entr eurx, et st chacun des
angles restans est en méme tems ou plus petzt
ou n'est pas plus petit qu'un angle dro:t,]les
triangles seront cquzang]es e les augles ]a-
cens aux cotés proporuonnels seront e’g;;zu.l .

Soient les deux ir 1angles ABC, DEF (fig 1277
ayant un angle égal a un angle, savoir , T'angle
BAC égal a I'angle EDIF et les cétés qui sont
autour de deux autres angles ABC , DEF p.ropor-
tionnels enu’eux , de mani¢re' que DE soi 4 EF
conme AB est 4 BC, et.que ichacun des:deux
auttes angles ACB, DFE sont plus petit-quan
angle drois : je dis qué les triangles ABC, BEF
sont équiaugles, qué llangle ABC est égatdlan~
gle DEF, et l'angle ACB égalh l'angle DFE:. :

Car si langle ABC n'est pas égal a langle
DEF, I'un d’eux sera plus grand. Que I auﬂle
ABC soit le plus grand. Construisez sur la droite
AB et au point B un angle ABG égal a langle
DEF (prop.23.1). - '

" Puisque P'angle A est égal 4 Tangle D et Pan-

~

=
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gle ABG égal a 'angle DEF, I'angle AGB sera
égal a 'angle DFE (prop. 32. 1) : donc les trian~
gles ABG, DEF sont équiangles : donc AB est
a BG comme DE est a EF (prop.4.6); mais
par supposition DE est a EF comme AB est
a BC : donc ABest « BC comme AB est 2 BG
(prop.11.5) : donc la droite AB a la méme
raison avec chacune des droitesBC, BG : donc
la droite BC sera égale a la droite BG et par
conséquent I'angle BGC est égal a 'angle BCG
(prop. 5. 1) ; mais on a supposé que angle C
est plus petit quun angle drojt : deuc I'angle
BGC est plus petit qu’un angle droit et par con-
séquent I'angle. de suite AGB est plus. grand
qu’un angle droit ( prop. 13. 1) ; malson a dé-
montré que I'angle AGB est égal a I'angle I :
donc I'angle F est plus grand qu’un angleidroit ;
mais on a supposé qu'dl étoit plus petit, qu'un
angle droit, ce gui est absurde : donc les.angles
‘ABC, DEF ne sont pas inégaux : dongc is sont
égaux ; mais 'angle A-est égal'a 'angle D : dong
I'angle C est égal i Pangle F : donc les triangles
ABC, DEF sont égaux.

Supposons i présent que l'un et Pautre des
angles C, F n’est pas plus petit qu'un angle droit :
je dis encore que les triangles ABC, DEF sont
équiangles.
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Ayant fait la méme construction , nous dé-
montrerons semblablement que le c6té BC est
égal au c6té BG et Pangle C égala I'angle BGC;
mais 'angle C n’est pas plus petit qu'un angle
droit : donc P'angle BGC n’est pas plus petit
qu’un angle droit : donc deux angles du trian-
gle BGC ne sont pas plus petits que deux angles
droits, ce qui estimpossible ( prop. 17.1): donc
les angles ABC, DEF ne sont pas inégaux :
donc ils sont égaux ; mais Pangle A est égal &
Fangle D : donc I'angle C est égal & I'angle F
(prop. 32. 1) : donc les triangles ABC, DEF
sont équiangles.

Done si deux triangles ont un angle égal aun
angle, si les cotés placés autour de deux autres

-angles sont prbportionnels éntr’enx , et si cha-

cun des angles restans est en méme tems plus
petit ou n’est pas plus petit qu'un angle droit,

les triangles seront équiangles et les angles adja~ -

cens aux c6tés proportionnels' seront égaux ;
ce qu'il falloit démontrer. »
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PROPOSITION VIIL
THEOREME,

Si dans un triangle rectangle on conduit une
perpendiculaire de Uangle droit sur la base , les
triangles placés autour de la perpendiculaire
sont semblables au triangle total et semblables
entr'eux. '

Soit le triangle rectangle ABC (fig. 128 ) dont
Pangle BAC est droit; du point A conduisez la
perpendiculaire AD sur la base BC : je dis que
les triangles ABD, ADC sont semblables au
triangle total ABC et semblables entr’eux.

Car puisque I'angle BAC est égal a I'angle
ADB, étant droits I'un et I'autre, et que l'angle
B est commun aux deux triangles ABC, ABD,
I'angle restant ACB sera égal a I'angle restant
BAD (prop.32. 1) : donc les deux triangles
ABC, ABD sont équiangles : donc le c6té BC
qui soutend P'angle droit du triangle ABC, est
au c6té BA qui soutend I'angle droit du triangle
ABD comme le c61é AB qui soutend I'angle C
du triangle ABC, est au c6té BD qui soutend un
angle égal 3 I'angle C, c’est-a-dire 'angle BAD
du triangle ABD, et enfin comme le ¢6té AC
est au c6té AD qui soutend un angle B commun

P
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a ces deyx triangles : donc les triangles ABC,
ABD sont équiangles, et lgs c6tés placés autour
a des angles égaux sont proportionnels entre
‘eux ((prop. 4.6): donc le triangle ABC est sem-
blable au triangle ABD (déf. 1.6). Nous dé-
montrerons que de méme le triangle ADC est
semblable au triangle ABC : donc chacun des
Atnangles ABD ADC est sembldble au tnangle
total ABC.

“Ye. dis de plus quc es tnanfrles ABD, ADC
'sont semblables entr’eux.

" Car puisque I dncle droit B‘DA est egal a
Panglée' droit ADC, el % cause qu il a été dé-
montré 'que lan«rle BAD’ éest egal a Iangle C,
Yaigle restant B sera eual al anﬂle restant DAC
(prop 33.1) : donc les deux manéles ABD,
ADC sont équiangles : donc le' c6té BD du
triangle ABD, qui soutend l’}nﬁgle BAD est au
c6té DA du triangle ADC, qui soutend Pangle
C égal a l’ahgle BAD, comme le c6té AD du
triangle ABD qui soutend Pangle B est au c6té
DC du wiarigle ADC qui soutend Pangle DAC
égal & Pangle B, et comme le cé6té BA qui sou-
tend P'angle droit ADB ésg’_au c6té AC qui sou-
tend I'angle droit ADC ( prop. 4.6 ) : donc le
tnanvle ABD est semblable au trlangle ADC
(déf.1.6). o
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Donc si dans un triangle rectangle, on con-
duit une perpendiculaire de I'angle droit sur la
base, les trianglés placés autour de la perpen~
diculaire sont. semblables au triangle total et
semblables entr’¢ux; ce qu'il falloit démontrer.

COROLL.\IR‘E

“11 suit de 4 que, " dans un triangle rectangle
la perpendlculawe conduite de 1 "angle droxt sur
la_base, est moyenne proportxonnelle entre les
segmens de la base, et que chaque c6té del'angle
droit est moyeu proportxonnel entre la base et
le segment qui lui est conugu

PROPOSITION IX
PROBLEME

D’une _drozte-doln,nqg _retranchetj une partie
 demandée.

Soit AB (fig. 129) la droite donnée: : il faut
de Ia droite AB retrancher une parti¢. demandée. -

Quela partie demandée sait le tiers de cette
droue 5-da ,poml A conddmez une droite quel-
conque AC qui fasse avec la droite AB.un angle
qqelgonque ; prengz sux la drone AC un peit
quelconque D; et faites les droites DE, EC
égales chacune 2 la droite AD ( prop. 5 1);
conduisez ensuite.Jg droite BC ey, par le point P

2
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conduisez la droite DF paralléle 3 la droite BC
(prop. 31.1).

Puisqu’on a conduit la dmlte FD pdrallele a
un des c6tés du t;'langle ABC, savoir, au c6té
BC, la droite CD sera a la droite DA comme
la droite BF est & la drojte FA (prop.2.6);
‘mais la droite CD est double de la droite DA :

. donc la droite BF est double de la droite FA :
donc la droite BA est double de la droite AF.
~ Donc on a retranché de la droite donnée AB
sa troisiéme partie demandée; ce quil falloit
faire. '
P_ROPOSITION X.
PRO BLEME.

Partager une dro:te donnée qui n’est point par-
tagée de la méme.mamere qu’une autre droite
donnée est partagée.

“SoivAB (fig: 1 30)la droite donnée qui n’est
point partagée-et AC 1a droite donnée qm est
partagée : il faut partager la droite AB qui n’est
pas partagée de la méme maniére que la droite
AC est partagée.

Que la droite'AC soit partigée atix points
D, E, et que les droites AC,'AB soient placees
de maniérc qu "elles comprennent un angle
quelconque. Conduisex la dkoite BC, et par les
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points D, E, conduisez les droites DF, EG
paralléles 3 la droite BC (prop.31.1), et par
Ie point D conduisez la droite DHK parallé];:
a la droite AB.

Les figures FH, HB sont des parallélo-
grammes , et par conséquent la droite DH est
égale A la droite FG et la droite HK égale a la

droite GB (prop. 34. 1); et puisqu’on a conduit
- ladroite HE paralléle 2 un des cétés du triangle
DKC, savair, au c6té KG, la droite CE sera &
la droite ED comme la droite KH est 4 la droite
HD (prop. 2. 6); mais puisque la droite KH est
égale a la droite BG et que la droite HD est
égale i la droite GF, la droite CE est a la droite
ED comme la droite BG est i la droite GF. De
plus, puisqu’on a conduit la droite F D paralléle
a un des cétés du triangle AGE, savoir au coté
EG, la droite ED seraa la droite DA comme
la droite GF est 3 la droite F A. Mais on a dé-
montré que la droite CE est a la droite ED
comme la droite BG est i la droite GF : donc la
droite CE est 4 la droite ED comme la droite BG
est  la droite GF, et Ja droite ED est a la droite
DA comme la droite GF est a la droite FA.

Donc la droite donnée AB, qui n’est parta—
gée, a été partagée de la méme maniére que
la droite donnée AC; ce quil falloit faire.

3
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PROPOSITION XL
PROBLEME,

Deux droites étant données , trouver une troisicme
proportionnelle.

Soient AB, AC (fig. 131) les deux droites:
données ; placez-les de maniére qu’elles com-.
prennent un angle quelconque : il faut trouver

"une troisiéme proportionnelle aux droites AB,
AC.

Prolongez les droites AB, AC vers les points
D, E; faites la droite BD égale 4 la droite AC;
menez la droite BC, et par le point D menez la
droite DE paralléle i la droite BC (prop.31.1).
- Puisque la droite BC est parallele & un des.
c6tés du trianglé ADE , savoir au c6té DE, la
droite AB sera a la droite BD comme la droite

AC est  la droite CE (prop.2.6); mais la
droite BD est égale & la droite AC : donc la
droite AB est a la droite AC comme la droite
AC est 4 la droite CE., '

Donc les deux droites AB, AC ayant été don-
nées, on a trouvé une troisiéme proportion-
nelle CE; ce qu'il falloit faire.
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PROPOSITION XI11.
PROBLEME.

Zrois droites étant données , trouver une qua-
" triéme proportionnelle.

~ Soient A, B, C (fig. 132) les trois droites
données, il faut trouver une quatriéme propor-
tionnelle aux trois droites A, B, C.

Menez les deux droites DE, DF, compre-
nant un angle quelconque EDF ; faites la droite.
DG égale  la droite A, la droite GE égale & I
droite B et la droite DH égale a la droite C.
Menez la droite GH, et par le point E menecz
la droite EF paralléle i la droite GH.

~ Puisque la droite GH est paralléle 4 un des.

c6tés du triangle DEF, savoir au c6té EF, la
droite DG sera i la droite GE comme la droite:
DH est a la droite HF (prop. 2.6). Mais la

droite DG est égale 4 la droite A, 1a droite GE

égale 3 la droite B, et la droite DH égale a la
droite C : donc la droite A est a la droite. B.
comme la droite C est & la droite HF.

Donc trois droites A, B, C étant données, on
a trouvé une quatriéme proportionnelle HF ; ce
qu'il falleit faire.

-
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PROPOSITION XIIL
PROBLEME.

Deux droites étant données , trouver une moyenne
proportionnelle.

Soient AB, BC (fig. 133) les deux droites
données ; il faut trouver une moyenne propor-
tionnelle entre ces deux droites.

Placez ces deux droites dans la méme direc~
ton, et sur la droite AC décrﬁrez le demi-cercle
ADC, du point B élevez la perpendiculaire AC
et menez les droites AD, DC (prop. 11.1).

' Puisque I'angle ADC est dans un demi-cercle,
cet angle est droit ( prop. 31.3); et puisque
dans le triangle rectangle ADC on a conduit de
I'angle droit la droite DB perpendiculaire sur la
base , la droite DB sera moyenne proportion-
nelle entre les segmens de la base AB, BC
(corrol. 8.6). .

Donc les deux droites AB, BC ayant été
données, on a trouvé une moyenne propor-
tionnelle DB; ce qu'il falloit faire.
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PROPOSITION XIV.
PROBLEME.

Si deux parallélogrammes égaux ont un angle
égal a un angle, les cétés qui sont placés autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels ; et si deux parallélogrammes ont un
angle égal & un angle, et si les ctés qui sont
placés autour des angles égaux sont récipro-
quement proportionnels , ces deux parallélo-
grammes sont égaux entr'eux.

Soient AB, BC (fig. 134) deux parallélo-
gramies égaux , ayant deux angles égaux en B,
Placez la droite BE dans la direction de DB;
la droite BG sera dans la direction de FB
(prop. 14. 1) : je dis que les c6tés des parallé-
logrammes AB, BC qui sont placés autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-
nels, c’est-a-dire que DB est 2 BE comme GB
est a BF,

Achevez le parallélogramme FE.

Puisque le parallélogramme AB est égal au
parallélogramme BC et que EF est un troisiéme
parallélogramme , AB sera.a FE comme BC est
3 FE (prop.7.5); mais AB est a FE comme
DB est a BE (prop.1.6); ct BC est 3 FE
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Yomme GB esta BF : donc DB est a BE comme
GB esta BF (prop. 11.5) : donc les c6tés des
parallélogrammes AB, BC qui sont autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-
nels. ‘ ’

Supposons & présent que les c6tés qui sont
autour des angles égaux soient réciproquement
proportionnels, c’est-a-dire que DB soit 4 BE
comme GB est 4 BF : je dis que le parallélo-
gramme AB est égal au parallélogramme BC.

Puisque DB est 8 BE comme GB est a BF-
que DB est a BE comme le parallélogramme
AB est au parallélogramme FE (prop. 1.6), et
que GB est 2 BF comme le parallélogramme
BC est an parallélogramme FE, AB sera a FE
comme BC est aFE (prop.11.5): donc le pa--
rallélogramme AB est égal au parallélogramme
BC (prop. 9. 5). ,

Donc si deux parallélogrammes égaux ont un:
angle égal a un.angle, les cotés qui sont autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels; et si deux parallélogrammes ont un
angle égal 4 un angle, et si les c6tés qui sont
autour des angles: égaux sont réciproquement
proportionnels, ces deux parallélogrammes sont
égaux ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XV.
THEOREME.

- 8i deux triangles égaux ont un angle égal & un
angle, les cdtés placés autour des angles égaux

- sont réciproquement proportionnels ; et si deux
triangles ont un angle égal & un angle, et si
les cotés placés autour de ces angles égaux sont
réciproquement proportionnels , ces deux trian~
gles sont égaux entr'eur.

Soient ABC, ADE (fig. 135) des triangles
égaux , ayant un angle égal 4 un angle, savoir,
Iangle BAC égal 4 I'angle DAE : je dis que les
c6tés des triangles ABC, ADE placés autour
des angles égaux sont ré'ciproqm—ement propor-
tionnels entr’eux, c’est-a-dire gue CA esta AD
comme EA est 3 AB. '

Placez ces triangles de maniére que la droite
CA soit dans 12 direction de la droite AD; la
droite EA sera dans la direction de la droite AB
(prop. 14.1). Menez la droite BD.

Puisque le triangle ABC est égal au triangle
ADE et que ABD est un autre triangle , le trian-
gle CAB sera au triangle BAD comme le trian- -
gle ADE est au triangle BAD (prop. 7.5); mais

"le triangle C AB est au triangle BAD comme CA
est a AD (prop. 1.6), et le triangle EAD est
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au triangle BAD comme EA est 1 AB : donc CA
est 3 AD comme EA est 3 AB (prop. 11.5):
donc les c6tés des triangles ABC, ADE, qu
sont autour des angles égaux , sont réciproque-
ment proportionnels. 3

Supposons a présent que les cotés des trian-
gles ABC, ADE soient réciproquement pro-
portionnels , c’est-a-dire que CA soit & AD
comme EA est 4 AB : je dis que le triangle ABC
‘est égal au triangle ADE. Menez BD.

Puisque CA est 3 AD comme EA est a AB,
que CA est 3 AD comme le triangle ABC est
au triangle BAD (prop.1.6), et que EA est
a AB comme le triangle EAD est au triangle
BAD, le triangle ABC sera au triangle BAD
comme le triangle EAD est au triangle BAD
(prop. 11.5): donc 'un et V'autre des triangles
ABC, ADE ont la méme raison avec le triangle
BAD: donc le triangle ABC est €gal au triangle
EAD (prop. g.5).

Donc si deux triangles égaux ont un angle égal
aun angle, les c6tés placés autour de ces angles
égaux sont réciproquement proportionnels; et
si deux triangles ont un angle égal 4 unangle, et
81 les cotés placés autour des angles é’gaux sont
réciproquement proportionnels, ces deux trian-
gles seront égaux ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOS;TION XVI
THEORLEME.

Si quatre droites sont proportionnelles , le rectan~
gle compris sous les deux droites extrémes est
égal au rectangle qui est compris sous les deux
droites moyennes ; et si le rectangle compris sous

. deux droites extrémes est égal a celui qui est
compris sous deux droites moyennes , ces quatre
droites sont proportionnelles.

.

Soient AB, CD, E, F (fig. 136) quatre droites
proportionnelles de maniére qu’on ait ABest &
CD comme E est a F : je dis que le rectangle
compris sous les droites AB, F est égal au rec~
tangle compris sous les droites CD, E.

Des points A, C et sur les droites AB, CD éle-
vez les perpendiculaires AG , CH (prop. 11.1);
faites la droite AG égale a la droite F et la droite
CH égale a la droite E, et terminez les paraﬂe-
logrammes BG, DH.

Puisque AB est 4 CD comme E est 4 F et
~que Eestégal A CH et F égal 2 AG,.AB sera
4 CD comme CH est 2 AG (prop. 7.5):done
les c6tés des parallélogrammes BG, DH placés
autour des angles égaux sont réciproquement
proportionnels ; mais lorsque les cétés des

Ve
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parallélogrammes équiangles qui sont. autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels, ces parallélogrammes sont égaux entre
~eux (prop. 14.6) : donc le para]lelooramme
BG est égal au Parallélogramme DH; mais le
parallelogramme BG est comprls sousles droites
AB, F; car AG est egal AF, etle parallelo—
gramme DH est compris sous les droites CD, E;
pmsque CH est égal 3 E : donc le rectaugle
compns sous les droites AB, F est égala celm
qui est compris sous les drmtes CD, E.

Si le réctangle compms sous les drones AB,
*F est égala celui qui est compris sous les drontes
CD, E :je dis que ces quatre droftes sont pro-
poruonuellcs c’est- a-dlre que AB est a  CD
comme Eestda F.

Faites la méme construction’; Ie"rectangle
compris sous les droites AB, F est égal a celui
qui est compris sous les droites CD; E ; mais le
rectangle BG est compris sous les droites AB, F ;
car AG est égal A F et le rectangle DH est com-
pris-sous les droites €D, E; car CH est. égal
& E : donc 1é parallélogramme BG est. égal au
parallélogranme DH et ces deux: parallélo-
grammes sont équiangles. Mais les c6tés des
parallélogrammies égaux.ei équiangles placés
autour des angles égaux sont réciproquement
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proportionnels (prop. 14.6):donc ABest a CD
comme CH est 8 AG; mais CH est égal aE et
AG égal a F : donc AB est & CD comme E est
aF. .

Donc s1 quatre droites sont proportionnelles,
le rectangle compris sous les droites extrémes
est égal au rectangle compris sous les droites
moyennes; et s1 un rectangle compris sous deux
droites extrémes est égal a un rectangle compris
sous deux droites moyennes , ces quatre droites
sont proportionnelles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPO’SfTION‘X'VII.
'I'H?E;IORIA:‘M'E.v

Si trois droites sont proportionnelles , le rectangle
compris sous les droites extrémes est égal au
quarré de la droite moyenne; et si un rectangle
éompn’s sous Jeu.r droites extrémes est égal au
quarre ‘d’une droite moyenne., ces trois dro:tes
sont propomonnelles.

Soient AE, BG, C (Fg 137) trois droites
propornonnelles, de maniére que l'on ait AE
est 3 BG comme BG est.4 C :je dis que Ie rec-
tangle compris sous les:droites AE, C est égal
au gnarré de BG. ,

Faites la droite D égale & la droxte BG.
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Puisque AE est 1,BG comme BG est 4 C et
que BG est égal 4 D, la droite AE seraa la -
droite BG comme la droite D est a la droite C ;
mais si quatre droites sont proportionnelles, le
- rectangle compris sous les droites extrémes est
égal 4 celm qui est compris sous les droites
moyennes ( prop. 16.6) : donc le rectangle
compris sous les droites AE , C est égal & celui
qui est compris sous les droites BG, D. Mais le
rectangle compris sous les droites BG, D est
égal au quarré de BG, car la droite BG est égale
a la droite D : donc le rectangle compris sous
les droites AE, C est égal au quarré de BG.

Si le rectangle compris sous les droites AE, C
est égal au quarré de BG : je dis que AE est a
BG comme BG est a C.

Faites ]a méme construction. Puisque le rec~
tangle compris sous les droites AE, C est égal
au quarré de BG et que le quarré de BG est un
rectangle compris sous les droites BG, I, car
BG est égal 4 D, le rectangle compris sous les
droites AE, C est égal au rectangle compris sous
les droites BG, D. Mais si un rectangle compris
sous deux droites extrémes est égal Aun rectangle
compris sous deux droites moyennes, . es quatre
droites seront proportionnelles (prop 16.6):
donc AE est a BG comme D) est a C; mais BG est
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égal A D: donc AE est ABG comme BG est 3 C.
Donc si trois droites sont proportionnelles,
le rectangle compris sous les droites extrémes
sera égal au quarré de la droite moyenne; et si
un rectangle compris sous deux droites extrémes
est égal au quarré de la droite moyenne, ces
trois droites seront proportionnelles, ce qu'il
falloit démontrer.

PROPOSITION XVIIL

PROBLEME,

L N N
Sur une droite donnée, décrire une figure recti-
ligne semblablc a une autre et. sem.blablement

placee

Soit AB (fig. 138) la drone donnee et CE la
figure donnée : il faut sur la droite AB décrire
une figure semblable a la figure CE et sem.bla-
blement placée. yooo

Menez la droite DF, et sur la droite AB et aux
points A , B faites I'angle GAB égal a Fangle C,
et 'angle ABG égal a I'angle CDF (prop. 23.1);
I'angle restant CF D sera égal a I'angle restant
AGB (prop.32. 1) :doncles triangles FCD,GAB
sont équiangles : donc FD est 3 GB comme FC
est 3 GA, et comme CD est a AB (prop. 4.6).
Construisez ensuite sur la droite BG et aux points

Q
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B, G I'angle BGH égal 4 I'angle DFE et I'angle
GBH égal aPangle FDE; l'angle E restant sera
égal a I'angle Hrestant : donc les triangles FDE,
GBH sont équiangles : donc FD est 4 GB comme
FEestaGH, et comme ED esta HB (prop.4.6).
Mais on 2 démontré que FD est 4 GB comme
FCesta GA, et comme CD est 3 AB : donc
FC esta GA comme CD esta AB, comme FE
est a GH, et comme ED est a HB (prop.11.5).
Mais Pangle CFD est égal 4 I'angle AGB par
construction, et 'angle DFE égal 4 'angle BGH :
douc 'angle total CFE est égal & I'angle total
AGH. Par la méme raison, 'angle CDE est égal
4 Pangle ABH, Pangle C égal & Pangle A et
Pangle E égal a 'angle H : donc les figures AH,
CE sont équiangles, et elles ont les c6tés oppo-
sés aux angles égaux proportionnels entr’eux :
donc les deux figures AH, CE sont semblables
(déf.1.6).

Donc, sur la droite AB on a décrit la figure
AH semblable a la figure CE et semblablement
placée ; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XIX.
THEOREME.

Les triangles semblables sont entr’eux en raison
doublée des cotés homologues.

Soient ABC, DEF ( fig. 13g) deux triangles
semblables , ayant I'angle B égal i l'angle E.
Supposons que AB soit a BC comme DE est a
EF, de manére que le c6té BC soit I'homo-
logue du c6té EF (déf.12.5): je dis que les
triangles ABC, DEF sont entr’eux en raison
doublée des c6tés BC, EF.

Prenez une troisiéme proportionnelle BG -
(fig. 138 ) aux droites BC, EF ; de maniére
que BC soit:a EF comme EF est 3 BG, et
menez la droite. GA (prop. 11.6).

Puisque AB est 4 BC comme DE est 4 EF,
si 'on rechange les places des moyens, on aura
AB est 2 DE comme BC est 3 EF (prop. 16. 5);
mais BC est 8 EF comme EF est 4 BG : donc
ABestd DE comme EF esti BG (pro.11.5):
done les c6tés des triaﬁg]es ABG, DEF pla-
cés autour des angles égaux sont réciprorjue-
ment proportionnels. Mais deux triangles sont
égaux entr’eux lorsqu’ils ont un angle égal, a
un angle et lorsque les ¢6tés placés autour des

2
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angles égaux sont réciproquement proportion-
nels (prop. 15.6) : donc le triangle ABG est
égal au triangle DEF. Mais puisque BC est a EF
comme EF esta BG, et que lorsque trois droites
sont proportionnelles, la premiére et la troisiéme
sont entr’elles en raison doublée de la premiére
et de laseconde (déf. 10.5),les droites BC et BG
seront entr’elles en raison doublée de BC et de
EF; mais BC est 2 BG comme le triéngle ABC
est au triangle ABG (prop. 1.6): donc le.trian-
gle ABC et le triangle ABG sont entr’eux en
raison doublée de BC et de EF ; mais le trnangle
ABG est égal an triangle DEF : donc le triangle
ABC et le triangle DEF sont entr’eux en raison
doublée de BC et de EF (prop. 7.5).

Douc les triangles semblables sont entr’eux
en raison doublée des cotés homologues; ce
qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.

11 suit manifestement de 14 que si trois droites
sont proportionnelles, la premiére sera a la troi-
siéme comme triangle décrit sur la premiere est
triangle semblable qui est décrit semblablement
sur la seconde, puisqu’il a été démontré que CB
esta BG comme le triangle ABC est au triangle
ABG , cest-a-dire au triangle DEF.
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PROPOSITION X X.
THEOREME, .

Les polygones semblables peuvent se diviser en
triangles semblables, égaux en nombre et pro-
portionnels aux polygones ; et ces polygones
sont entr'eux en raison doublée de leurs cités
homologues.

Soient ABCDE, FGHKL (fig. 140) deux
polygones semblables et que le c6té AB soit
I'homologue du cété FG : je dis que les poly-
gones ABCDE, FGHKL peuvent se diviser en
triangles. semblables , égaux en nombre et pro-
portionnels aux polygones, et que les polygones
ABCDE, FGHKL sont entr’eux en raison
doublée des c6tés AB, FG. '

Menez les droites BE, EC, GL, LH.

Puisque le polygone ABCDE est semblable
au polygone FGHKL, I'angle BAE est égal &
I'angle GFL; mais BA est & AE comme GF ¢st &
FL : donc, puisque ces deux triangles ont un
angle égal 4 un angle et que les cotés placés
autour des angles égaux sont proportionnélsi,
les triangles ABE, FGL seront équiangles
(prop: 6.6), et par. conséquent semblables
(prop. 4.6) : donc Pangle ABE ¢st égal 4 an-

3
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gle FGL ; mais I'angle total ABC est égal a
I'angle total FGH, a cause de la similitude des
polygones : donc I'angle restant EBC est égal
alangle restant LG H; mais & cause de la simi-
litude des triangles ABE, FGL, EB est 4 BA
comme LG est 4 GF, et a cause de la similitude
des polygones, AB est a BC comme FG estaGH,
EB sera 3 BC comme LG esta GH (prop.22.5),
c’est-a-dire que les cotés placés autour des an-
gles égaux EBC, LG H seront proportionnels :
donc les triangles EBC, L.GH sont équiangles
(prop. 6. 6), et par conséquent semblables
(prop. 4. 6). Par la méme raison, les triangles
ECD, LHK sont encore semblables : donc les
polygones ABCDE, FGHKL sont divisés en
triangles semblables et égaux en nombre.

Je dis de plus que ces triang]es sont propor-
tionnels aux po]vgones c’est-a-dire que ces
triangles sont entr’eux comme les antécédens
ABE,EBC, ECD sont aux conséquens FGL,
LGH, LHK; je dis encore que les polygones
ABCDE , FGHKL sont en raison doublée des
cOtés homolo‘rues c est—a—dlre en raison dou-
blée des cotés AB, FG.

Menez les droxtes AC, FH.

Puisqu’a cause de'la similitude des polygones
Pangle_ABC ¢st égal 4 Vangle FGH, et que AB
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est a BC comme FG est & GH, les triangles
ABC, FGH seront équiangles ( prop.6.6):
donc I'angle BAC est égal i I'angle GFH et
I'angle BCA égal.a I'angle GHF. De plus, puis-
que I'angle BAM est égal a I'angle GFN et qu'il
a été démontré que Pangle ABM est égal a1'au-
gle FGN, Pangle restant AMB sera égal & I'an-
gle restant FNG ( prop. 32. 1) : donc les deux
riangles ABM, FGN sont équiangles. Nous dé-
montrerons semblablement que les deux trian-
gles BMC, GNH sont équiangles : donc AM
est A MB comme FN estaNG, ct BMesta MC
comme GN est a NH (prop. 4.6) : donc AM
est 3 MC comme FN est a NG ( prop. 22.5);
mais AM est a MC comme le triangle ABM est
au triangle MBC, comme le triangle AME est
au triangle EMC, car ils sont entr’cux comme .
leurs bases (prop. 1. 6), mais un scul des an-
técédens est & un seul des conséquens comme
tous les antécédens sont i tous les conséquens
(prop. 12.5) : donc le triangle AMB est au
triangle BMC comme le triangle ABE est au
triangle GBE ; mais AMB est a4 BMC comme
AM est A MC : donc AM est 3 MC comme le
triangle ABE est au triangle EBC (prop. 11 »5).
Par la méme raison FN est @ NH comme le
triangle FGL est au triangle GLH; mais AM

4
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est 3 MC comme FN est 3 NH : donc le trian-
gle ABE est au triangle BEC comme le trian-
gle FGL est au triangle GLH ( prop. 11. 5):
ou bien en échangeant les places des moyens,
le triangle ABE est'au triangle FGL comme le
triangle BEC est au triangle GLH (prop. 16.5).
Nous démontrerons semblablement , aprés avoir
mené BD, GH, que le triangle BEC est au trian-
gle GLH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK ; mais puisque le triangle ABEest au
triangle FGL comme le triangle EBC est au
triangle LGH et comme le triangle ECD est
au triangle LHK , un des antécédens sera a un
des conséquens comme tous les antécédens
seront & tous les conséquens (prop.12.5):
donc le triangle ABE est au triangle FGL
comme le polygone ABCDE est au polygone
FGHEKL; mais les triangles ABE , FGL sont
entr’eux en raison doublée des c6tés AB, FH;
car les triangles semblables sont en raison dou-
blée des cotés homologues (prop.19.6) : donc
les polygones ABCDE , FGHKL sont en raison
doiiblée des c61és homologues AB, FG.

Donc les polygones semblables peuvent étre
divisés en un méme nombre de triangles sem-
blables et proportionnels aux polygones ; et les
polygones semblables sont entr'eux en raison
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doublée des c6tés homologues ; ce qu 1l fallon

démontrer.
COROLLAIRE I.

On démontrera de la méme maniére que les
quadrilatéres semblables sont en raison doublée
des c6tés homologues; mais cela a été démontré
pour les triangles semblables (corol. 19.6):
donc généralement les figures rectilignes sem-~
blables sont entr’elles en raison doublée des
c6tés homologues.

COROLLAIRE I1.

Si nous prenons une troisiéme proportion-
nelle O aux deux droites AB, FG, les droites
AB, O seront en raison doublée des droites AB,
FG (déf. 10.5); mais les polygones et les qua-
dnlateres sont entr'eux en raison doublée des
ctés homologues , c’est-a-dire en raison dou-
blée des c6tés AB, FG; I'on démontre cela pour
les triangles; il est donc généralement évident
que si trois droites sont proportionnelles , la
premiére et la troisiéme sont entr’elles en raison
doublée de la figure décrite sur la premiere , et
de la figure semblable décrite semblablement
sur la seconde.
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AUTREMENT.

Nous démontrerons autrement et plus briéve-
ment que les triangles sont proportionnels aux
polygones de la maniére suivante :

Soient les polygones ABCDE, FGHKL
(fig. 141). Menez BE, EC, GL, LH : je dis
que le triangle ABE est au triangle FGL comme
le triangle EBC est au triangle LGH et comme
le triangle CDE est au triangle HKL.

Puisque les triangles ABE, FGL sont sem-
blables, les triangles ABE , FGL sont en raison
doublée des cotés BE, GL (prop. 19.6). Par
la méme raison les triangles BEC, GI.H sout
en raison doublée des cétés BE, GL : donc le
triamngle ABE est au triangle ' GL comme le
triangle EBC est au triangle LGH (prop. 11. 5).
De plus , puisque le triangle EBC est semblable
au triangle LGH, les triangles EBC, LGH
sont en raison doublée des droites CE, HL
(prop.19.6). Par la méme raison les triangles
ECD, LHK sont en raison doublée des droites
CE, HL : donc le triangle EBC est au trian-
gle LGH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK (prop. 11.5); mais on a démontré
que le triangle EBC est au triangle LGH comme
le triangle ABE'est au triangle FGL : donc le
triangle ABE est au triangle FGL comme le
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triangle BEC est au triangle G L H et comme le
triangle ECD est au triangle LHK : donc un
des antécédens est 4 un des conséquens comme
tous les antécédens sont & tous les conséquens
(prop. 12.5); etlereste comme dans la premiére
démonstration ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI.
THEOREME.

Les figures rectilignes qui sont semblables a une
méme figure rectiligne sont semblables entre
elles.

Que chacune des figures rectilignes A, B
(fig. 142) soit semblable 4 la figure rectiligne
C : je dis que la figure rectiligne A est sembla-
ble a la figure rectiligne B.

Car puisque les figures rectilignes A et B sont
semblables, ces deux figures sont équiangles
et les cotés placés autour des angles égaux
sont proportionnels (déf. 1.6). De plus, puis-
que les figures rectilignes B, C sont semblables,
ces deux figures sont équiangles et les cotés
placés autour des angles égaux sont propor-
tionnels : donc l'une et 'autre des figures rec-
tilignes A, B sont équiangles avec la figure recti-
ligne C, et les cOtés placés autour des angles
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égaux sont proportionnels : donc les figures
rectilignes A, B sont équiangles (ax. 1), et les
c6tés placés autour des angles égaux sont pro-
portionnels ( prop. 11.5) : donc les figures
rectilignes A% B sont semblables ( déf. 1.6);
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIIL

THEOREME.

§i quatre droites sont proportionnelles, les figures
rectilignes semblables , construites semblable~
ment sur ces droites , seront proportionnelles ;
et si les figures rectilignes semblables et cons-
truites semblablement sur ces droites sont pro-

portionnelles , ces droites seront proportion—
nelles.

Séient AB, CD, EF, GH (fig. 143) quatre
droites proportionnelles, de maniére que ABsoit
4 CD comme EF est a GH. Soient décrites sur
les droites AB, CD les figures rectilignes sem-
blables et semblablement placées KAB, LCD,
et sur les droites EF , GH soient décrites les
figures semblables et semblablement placées
MF, NH: je dis que la figure rectiligne KAB
est a la figure rectiligne LCD comme la figure
rectiligne MF est a la figure rectiligne NH.
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Prenez une troisi¢me proportionnelle O aux
droites AB, CD, et une troisiéme proportion-
nclle P aux droites EF, GH ( prop. 11.6).
Puisque AB est 8 CD comme EF estd GH et
que CD est 4 O comme GH est & P, AB sera
2 O comme EF est a P (prop.22.5); mais AB
est 3 O comme la figure rectiligne KABestala
figure rectiligne LCD.(cor. 2. prop.20.6), et
EF est 3 P comme la figure rectiligne MF est
ala figure rectiligne NG : donc KAB esta LCD
comme MF esta NH (prop.11.5).

Si la figure rectiligne KAB est i la figure rec-
tiligne LCD comme la figure rectihgne MF est
a la figure rectiligne NH : je dis que AB est &
CD comme EF est 8 GH.

Prenons une quatriéme proportionnelle aux
trois droites AB, CD, EF de maniére que l'on
aitABesta CDcomme EF est 4 QR (prop.12.6),
et sur QR décrivez la figure rectiligne SR de
maniére qu’elle soit semblable 4 I'une et a
l'autre des figures MF, NH, et semblablement
placée (prop. 18.6).

Puisque AB est 3 CD comme EF esta QR,
que les figures rectilignes KAB, LCD décrites
sur les droites AB, CD sont semblables et sem-
blablement placées, et que les figures rectili-
gnes MF, SR décrites sur les droites EF, QR
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sont semblables. et semblablement placées, la
figure rectiligne KAB est i la figure rectihgne
L.CD comme MF est 2 SR, ainsi que dans la
premiére partic de cette proposition ; mais on
suppose que la figure rectiligne KAB est a la
figure rectiligne LCD comme la figure rectili-
gne MF est a la figure rectihgne NH : done
la figure rectiligne MF a la méme raison avec
Vune et Pautre des figures rectilignes NH, SR
(prop. 11.5) : donc la figure rectiligne NH
est égale a la figure rectiligne SR (prop.g.5);
mais la figure rectiligne NH est semblable 4 la
figure SR et semblablement placée : donc GH
est égal & QR (lem. suiv. ), et puisque AB est i
CD comme EF est 2 QR et que QR est égal a GH,
AB sera a CD comme EF est a GH (prop. 7. 5).
Donc si quatre droites sont proportionnelles,
les figures rectilignes semblables , construites
semblablement sur ces droites, seront propor-
tionnelles ; et si les figures rectilignes sembla-
bles et semblablement construitessur ces droites
sont proportionnelles, ces droites seront pro-
portionnelles; ce quil falloit démontrer.

LEMME.

Si des figures rectilignes sont égales et sem-
blables , nous démontrerons de cette maniére
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que leurs c6tés homologues sont égaux entre
eux.

Supposons que les figures rectilignes NH,
SR soiwent égales et semblables, et que HG soit

a GN comme QR est 2 QS: ]e dls que QR est
égal 2 GH.

Car 31 ces droites sont megales , une d'elles
sera plus grande ; supposons que la droite QR
soit plus grande que la droite HG. Puisque QR
est 4 QS comme HG est 3 GN, si on échange
les places des moyens, QR sera &4 HG comme
QS est A GN (prop. 16.5); mais QR est plus
grand que HG : donc QS sera plus grand queGN: .
done la figure rectiligne RS est plus grande que
la figure rectiligne HN (prop. 20. 6 ); mais elle
lui est égale , ce qui est impossible : donc les
droites QR , GH ne sont pas inégales : donc
elles sont égales; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIIIL
THEOREME.

Les parallélogrammes équiangles sont entr'eux
en raison composée des cdtés.

Soient les parallélogrammes équiangles AC,
CF (fig. 144), ayant I'angle BCD égal i P'angle
ECG : je dis que les parallélogrammes AC, CF

e
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sont entr'eux en raison composée des cotés,
c’est-a-dire , en raison composée de la raison
de BC 4 CG et de la raison DC a CE.

Placez la droite BC dans la direction de la
droite CG; la droite DC sera placée dans la
direction de CE (prop. 14. 1 ). Achevez le pa-
rallélogramme DG ; prenez une droite quel-
conque K, de maniére que BC soit i CG comme
Kesta L et que DC soit 3 CE comme L est
aM (prop.12.6).

Les raisons de K 3 L et de L 3 M sont les
ménies que les raisons des c6tés, c’est-d-dire
de BC 24 CG et de DC a CE ; mais la raison ~
de K &4 M est composée de la raison de K a L
et de la raison de L & M (déf. 5.6) : donc les
droites K et L sont entr’elles en raison com-"
posée des c6tés ; et puisque BC est 3 CG comme
le parallélogramme AC est au parallélogramme
CH (prop. 1.6), et que BC est 2 TG comme K
estaL, K sera & L comme le parallélogramme
AC est au parallélogramme CH (prop. 11. 5 ).
De plus, puisque DC est 3 CE comme le paral-
lélogramme CH est au parallélogramme CF, et
‘que DC est 4 CE comme L esta M (prop.1.6),
L sera 8 M comme le parallélogramme CH est
au parallélogramme CF (prop.11.5): donc
puisqu'il a été démontré que K est 4 L comme
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Ie parallélogramme A C est au parallélogramme
CH, et que L est a M comme le parallélogramme
CH est au parallélogramme CF, K sera a M
comme le parallélogramme AC est au parallé-
logramme CF (prop. 22.5). Mais les droites K
et M sont en raison composée des cotés : donc
les parallélogrammes AC, CF sont entr’eux en
raison composée des cotés.

Donc les parallélogrammes équiangles sont
entr’eux en raison composée des cotés; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXIV.
THEOREME.

Dans tout parallélogramme, les parallé'logrammes ‘
placés autour du diamétre sont semblables au
parallélogramme total et semblables entr'eux.

Soit le parallélogramme ABCD (fig. 145)
dont AC est le diamétre ; qu'autour du diamétre
AC soient les parallélogrammes EG, HK : je
dis que les parallélogrammes EG , HK sont sem-

" blables au parallélogramme total ABCD et sem-
blables entr’eux.

Car puisque la droite EF est paralléle a un
des c6tés du triangle ABC, savoir au cété BC,
1a droite BE sera 4 la droite E A comme la droite

R
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CF estaladroite FA (prop. 2. 6). De plus, puis-
que la droite FG est paralléle & un des cétés du
triangle ACD, savoir au c6té CD, la droite CF
sera 4 la droite FA comme la droite DG esta la
. droite GA ; mais on a démontré que CF esta FA
comme BE estd EA : donc BE esta EA comme
DG est a GA (prop. 11.5); ajoutant les con-
séquens aux antécédens (prop.18.5), BA sera
a AE comme DA est 2 AG, et enfin en échangeant
" les places des moyens (prop.16.5), BA sera i
AD comme AE est 3 AG : donc les c6tés des
parallélogrammes ABCD, EG qui comprennent
un angle commun BAD sont proportionnels.
Puisque GF est paralléle 3 DC, I'angle AGF
est égal 4 l'angle ADC (prop. 29. 1), etl’angle
GFA égal 4 Yangle DCA; mais I'angle DAC est
commun aux deux trianglesADC, AGF : donc
les triangles ADC, AGF sont équiangles. Les
triangles ABC, AFE sont équiangles, par la
méme raison : donc le parallélogramme total
ABCD et le parallélogramme E G sont équian-
gles : donc AD est 4 DC comme AG est a GF
(prop.4.6), et AC est 2 CB comme AF est a
FE, et de plus CB est 2 BA comme FE est &
EA : donc puisqu’on a démontré que DC est®
3 CA comme GF est & FA et que AC est 3 CB
comme AF est a FE, DC sera 2 CB comme GF
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est 3 FE (prop. 22.5); donc les c6tés des paral-
1élogrammes ABCD, EG qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels : donc le pa-
rallélogramme ABCD est semblable au paral-
lélogramme EG (déf. 1.6). Le parallélogramme
ABCD est semblable au parallélogramme KH,
par la méme raison : donc chacun des parallé-
logrammes EG, HK est semblable au parallé-
logramme ABCD ; mais les figures qui sont
semblables chacune a une autre:figure, sont
semblables entr’elles ( prop. 21.6) : donc le
parallélogramme EG est semblable au parallé-
logramme HK.

Donc, dans tout parallélogramme , les pa-
rallelogrammes placés autour du diamétre sont
semblables au parallélogramme total et sembla-
bles entr'eux; ce qu'il falloit demontrer "

PROPOSITION XXV.’
pnonx.i:un

Construire une figure sembla.ble dune ﬁgure donnée
et égale & une autre figure aussi donnée.

Soit ABC (fig. 145)la figure donnée, 5laquelle
il faut construire une figure semblable, et D la
figure a laquelle il faut la faire égale : il faut

2
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construire une figure qui soit semblable 4 la
figure ABC et égale 4 la figure D.

"Construisez sur la droite BC un. parallélo-
granlme BE qui soit égal au triangle ABC,
(prop. 44 €t 45. 1), et sur la droite CE et dans

’angle FCE qui est égal a I'angle CBL ; cons-
triisez un parallélogramme CM égal a lafigure D;
la droite BC sera dans la direction de CF, et la
droite LE dans la direction de EM (prop. 14.1).
Prenez une moyenne proportionnelle GH entre
les draites BiG, CF (prop.13.6), et sur cette
moyenne proportionnelle GH, construisez une
figure KGH semblable 1 la figure ABC et sem-~
blablement placée ( prop. 18.6).

'Puisque BC est a GH comme GH est 4 CF,
et puisque, lorsque trois droites sont propor-
uonnelles la premJel e est alatroisiéme comme
la ﬁuure qm est construite sur la premiére est
Ia ﬁgure serpblable construite sur la seconde
et semblablement placée (cor. 2.prop.20.6),
la droite BC seri ila droite CF comme le trian-
gle ABC est. au triangle KGH; mais BC.est &
CF comme le parallélogramme BE est au paral-
lelogramme EF (prop.1.6), etle triangle ABC
est aun tmangle KGH comme le parallélogramme
BE est au parallélogramme EF : donc en chan-
geant les places des moyens ( prop. 16.5), le




DEUCLIDE. 261

wriangle ABC sera au parallélogramme BE comme
le triangle KGH est au parallélogramme EF;
mais le triangle ABC est égal au parallélogramme
BE, par construction : donc le triangle KGH est
égal au parallélogramme EF ; mais le parallélo-
gramme EF est égal a la figure D : donc le
triangle KGH est aussi égal a la figure' D; mais
le triangle KGH est semblable au triangle ABC,
par construction.

Donc on a construit une figure KGH sem-
blable a la figure ABC et égale i une autre
figure donnée; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXVI.
THEOREME.

Si d'un parallélogramme on retranche un paral-
lélogramme qui soit semblable au parallélo-
gramme entier et semblablement placé , et qui
ait avec lui un angle commun, ces deux pa-

rallélogrammes seront places autour du ' méme
diamétre.

Que du parallelooramme ABCD (fig. 147)
on retranche le parallélogramme AEFG sem-
blable au parallélogramme ABCD et:sembla~
blement placé et ayant avec lui un angle com-
mun DAB : je dis que les parallélogrammes

3
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ABCD, AEFG sont placés autour du méme
diametre.

Car si cela n’est point, supposons, si cela est
possible, que la droite AHC soit leur diameétre,,
et par le point H conduisons Ja droite HK pa-
ralléle a 'une et a Pautre des droites AD, BC.

Puisque les parallélogrammes ABCD, KG
sont placés autour du méme diamétre, le paral-
lélogramme ABCD sera semblable au parallé-
logramme KG (prop.24.6) : donc DA esta AB
comme GA est 3 AK (déf. 1.6); mais i cause
de la similitude des parallélogrammes ABCD,
EG, la droite DA est 4 la droite AB comme la
droite GA estiladroite AE: doncGAesta AE
tomme GA est 3 AK (prop. 11.5) : donc la
droite G A a la méme raison avec chacune des
droites AK,'AE : donc la droite AK sera égale
a la droite AE (prop.9.5), c’est-a-dire que la
plus petite sera égale 4 la plus grandd, ce qui est
impossible : donc les parallélogrammes ABCD,
KG ne sont point placés autour du méme dia-
meétre : donc les parallélogrammes ABCD,
AEFG sont placés autour du méme diametre.

Donc si d’'un parallélogramme on retranche
un parallélogramme qui soit semblable au pa-
rallélogramme total et semblablement placé, et
qui ait avec lui un angle commun, ces deux
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parallélogrammes seront placés autour du méme
diamétre ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVIIL
THfOREME.

De tous les parallélogrammes qui sont appliqués
sur la méme droite et qui sont défaillans de pa-
rallélogrammes semblables au parallélogramme
décrit sur la moitié de cette droite et sembla-
blement placés que lui, le plus grand est celui

qui est appliqué sur la moitié de cette drojte et

qui est semblable & son défaut (1).

Soit la droite AB (fig. 148), que cette droite
soit coupée en deux parties égales au point C,

(1) Un parallélogramme est dit appliqué sur une

droite lorsqu’il est décrit sur cette droite.

Un parallélogramme est dit défaillant d’un parallé-
logramme lorsqu’il est décrit sur une partie de la base
d’un auntre parallélogramme, sous les mémes angles et
entre les mémes paralléles; le parallélogramme dont il
est défaillant se nomme son défaut. Soit AO le paral-
lélogramme que 'on considére; le parallélogramme
AD sera le parallélogramme défaillant et son défaut
sera le parallélogramme CO.

Un parallélogramme est dit excédent d’un parallé-
logramme lorsqu’il est décrit sur la base prolongée d’un
autre parallélogramme, sous le méme angle et entre

i

ré
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et que sur cette droite AB soit appliqué le pa-
rallélogramme AD qui est défaillant. du paral-
1élogramme CE semblable 4 celui qui est dé-
crit sur la moitié de AB, c’est-a-dire sur AC :
je dis que de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur la droite AB et qui sont défaillans
de parallélogrammes semblables au parallélo-
gramme CE et semblablement placés que lui, le
plus grand est le parallélogramme AD. En effet,
appliquez sur la droite AB le parallélogramme
' AF défallant du parallélogramme KH sembla-
ble au parallélogramme CE et semblablement
placé que lui : je dis que le parallélogramme AD
est plus grand que le parallélogramme AF.

Puis le parallélogramme CE_ est semblable
au parallélogramme KH, ces deux parallélo-
grammes seront placés autour du méme dia-
métre (prop. 26. 6). Menez leur diamétre DB
et décrivez la figure. \

Puisque le parallélogramme CF est égal au
parallélogramme FE (prop. 43. 1), sil’on ajoute

les mémes paralléles; le parallélogramme dont il sur-
passe le parallélogramme quel’on considére se nomme
son excés.

Soit AO le parallélogramme que I'on considére; le
parallélogramme A E sera le parallélogramme excé-
dent et le parallélogramme K E sera son excés,
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a chacun le parallélogrammme K H, le parallélo-
gramme total ‘CH serd égal au parallélogramme
total KE. Mais CH est égal 4 CG (prop. 36.1),
parce que la droite AC est égale a la droite CB.
Donc GC est égal A EK : donc st nous ajou-
tons a chacune de ces quantités le parallé-
logramme CF, le parallélogramme total AF
sera égal au gnomon LMN : donc le parallélo-
gramme CE, c’est-a-dire le parallélogramme
AD, est plus grand que le parallélogramme AF
(prop. 36. 1).

Partageons de nouvean la droite AB (fig. 149)
en deux parties égales au point C, et appliquons
sur cette droite le parallélogramme AL défail-
lant du parallélogramme CM,, et de plus appli-
quons sur la droite AB le parallélogramme AE
défaillant du parallélogramme DF, semblable-
ment posé et semblable au parallélogramme
qu est décrit sur la moitié de AB, c’est-a—dire
au parallélogramme CM. Je dis que le paral-
lélogramme AL qui est appliqué sur la moitié
de la droite AB est plus grand que le parallé-
logramme AE.

Car puisque les parallélogrammes DF et CM
sont semblables , ces deux parallélogrammes
sont autour du méme diamétre (prop. 26. 6).
Soit EB leur diamétre et décrivez la figure.

p,
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Attendu que LF est égal 4 LH (prop. 36. 1),
car FG est égal 4 GH, LF sera plus grand que
EK. Mais LF est égal 34 LD (prop. 43. 1) : done
DL est plus grand que EK : donc si nous ajou-
tons a chacun de ces deux parallélogrammes le
parallélogramme K D, le parallélogramme total
AL sera plus grand que le parallélogramme
total AE.

Donc de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur la méme droite et qui sont dé-
faillans de parallélogrammes semblables au pa-
rallélogramme décrit sur la moitié de cette
droite et semblablement placés que lui, le plus
grand est celui qui est appliqué sur la moiué de
cette droite et qui est semblable a son défaut;
ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVIIL
PROBLEME.

Sur une droite donnée appliquer un parallélo~
gramme qui soit égal & une figure rectiligne
donnée et qui soit défaillant d’un parallélo-
gramme semblable ¢ un autre parallélogramme
donné ; il faut que la figure rectiligne donnée,
& laquelle on doit substituer une figure qui lui
soit égale, ne soit pas plus grande que le paral-
lélogramme qui est appliqué sur la moitié de la

~ dpoite donnée ; les défauts du parallélogramme
appliqué sur la moitié de cette droite st de celui
qui doit étre défaillant d’un parallélogramme
semblable étant semblables entr’eux.

Soit AB (fig. 150) la droite donnée i laquelle
il faut appliquer un parallélogramme égal  la
figure rectiligne donnée C, que cette figure soit
plus petite que le parallélogramme appliqué sur
la moitié de la droite AB, les défauts étant sem-
blables , et que le parallélogramme auquel le
défaut doit ére semblable soit D. Il faut sur .
la droite AB appliquer un parallélogramme qui
soit égal i la figure rectiligne donnée C et qui
soit défaillant d'un parallélogramme semblable
au parallélogramme D.
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Coupez la droite AB en deux parties égales
au pomntE (prop. 10. 1), et sur EB décrivez le
parallélogramme EBFG semblable au parallélo-
gramme D et semblablement placé quelui (prop.
18.6), et terminez le parallélogramme AG. Le
parallélogramme A G est égal 4 la figure C , ou il
est plus grand que cette figure. Si le parallélo-
gramme A G est égal alafigure C, on a fait ce qui
étoit proposé ; car on a appliqué sur la droite AB
un parallélogramme AG égal i la figure rectiligne

‘donné C et défaillant d’un parallélogramme EF
semblable au parallélogramme D. Au contraire,
si le parallélogramme HE n’est pas égal 4 la
figure rectiligne C, ce parallélogramme sera plus
grand que cette figure. Mais HE est égal a EF:
donc EF est plus grand que C. Construisez le
parallélogramme KLMN de mani¢re que ce
parallélogramme soit égal i I'excés du parallé-
logramme EF sur la figure C, et semblable au -
parallélogramme D et semblablement placé que
lui (prop. 25.6) ; mais EF est semblable 4 D:
donc le parallélogramme KM sera semblable
au parallélogramme EF. Que la droite LK soit
I'homologue de la droite GE et la droite LM
I'homologue de la droite GF. Puisque le pa-
rallélogramme EF est égal aux deux figures C,
KM, le parallélogramme EF sera plus grand
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que le parallélogramme KM : donc la droite GE
est plus grande que la droite KL, et la droite
GF plus grande que la droite LM ( prop. 20.6).
Faites'la droite GO égale 4 la droite LK, et Ia
droite GP égale 2 ladroite LM (prop. 3. 1), et ter-
minez le parallélogramme OGPQ (prop. 31. 1).
Le parallélogramme OP sera ¢gal et semblable
au parallélogramme XM ( prop. 24. 6 ); mais le
parallélogramme KM est semblable au parallé-
logramme EF : donc le parallélogramme OP est
semblable au parallélogramme EF (prop. 21.6):
donc ces deux parallélogrammes sont autour du
méme diamétre (prop. 26. 6 ). Soit GQB leur
diamétre et décrivez la figure.

Puisque le parallélogramme EF est égal aux
deux figures C, KM, et que OP est ¢gal a KM,
le gnomon restant VXY sera égal a la figure
restante C; et 2 cause que PR est égal 2 OS
(prop. 43. 1), si Yon ajoute a chacun de ces.
deux parallélogrammes le parallélogramme RS,
le parallélogramme total PB sera égal au paral-
lélogramme total OB. Mais OB est égal 4 TE
{prop. 36. 1), parce que le c6té AE est égal
au c6té EB : donc TE est égal a PB: donc
st on ajoute a chacun de ces deux parallélo-
grammes TE, PB le parallélogramme OS;, le
parallélogramme total TS sera égal au gnomon
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total VXY. Or on a démontré que le gnomon
VXY est égal & C : donc le parallélogramme
TS est égal a la figure rectibgne C.

Donc on a appliqué sur la droite AB un
parallélogramme TS qui est égal 4 la figure
rectiligne donnée C et qui est défaillant d’un
parallélogramme RS semblable a un parallélo-
gramme D, puisque RS est semblable 2 PO;
ce qu’il falloxt faire.

PROPOSITION XXIX.
PROBLEME.

Appliquer sur une droite donnée un parallélo-
gramme qui soit égal & une figure rectiligne
donnée et qui soit excédent d'un parallélo-

' gramme semblable & un autre parallélogramme
donné.

, Soit AB (fig. 151) la droite donnée & laquelle
il faut applhquer un parallélogramme qui soit
egal a une figure rectiligne donnée C et qui
soit excédent d’'un parallélogramme semblable
au parallélogramme D : il faut sur la droite
AB appliquer un parallélogramme qui soit égal
u la figure rectiligne C, et qui soit excédent
d'un parallélogramme semblable au parallelo-
¢ gramme D.
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Partagez la droite AB en deux parties égales
au point E ( prop. 9. 1), sur la droite EB dé-
crivez le parallélogramme EL semblable au pa-
rallélogramme D et semblablement placé que
Iui, et construisez le parallélogramme GH égal
aux deux figures EL, C, et semblable au paral-
lélogramme D et semblablement posé que lui
(prop.25.6); le parallélogramme GH sera sem-
semblable au parallélogramme EL. Que le c61é
KH soit 'homologue du cété FL etle c6té KG
Phomologue du c6té FE. Puisque le parallélo-
gramme GH est plus grand que le parallélo-

gramme EL, la droite KH sera plus grande
que la droite EL et la droite KG plus grande
que la droite FE. Prolongez FL et FE jusqu’a
ce que la droite FL M soit égale a la droite KH
et jusqu’a ce que la droite FEN soit égale 4 la
droite KG ( prop. 3. 1), et terminez le paral-
lélogramme MN. Le parallélogramme MN sera
égal et semblable au parallélogramme G H ; mais
le parallélogramme E L est semblable au pa-
rallélogramme GH : donc le parallélogramme
MN sera semblable au parallélogramme E L
(prop. 21. 6) : donc les deux parallélogrammes
FL, MN seront autour du méme diamétre
(prop. 26.6). Conduisez leur diagonale FO et
termines la figure. N

7/

/
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Puisque le parallélogramme GH est égal aux
deux figures EL, C et que MN est égal a GH, le
parallelogramme MN sera égal aux deux figures
EL, C : donc, si Pon retranche le parallelo—
gramme commun EL , le gnomon restant ZYX
sera égal i la figure rectiligne C; ct puisque EA
est égal A EB, le parallélogramme AN sera égal
au parallélogramme NB (prop. 36.1), c’est-a-
dire au parallélogramme LP (prop. 43. 1):
donc si nous ajoutons & chacun de ces deux
parallélogrammes le parallélogramme EO, le
parallélogramme total AO sera égal au gnomon
total ZY X ; mais le gnomon ZY X est égal a'la
figure rectiligne C : donc le parallélogramme
AO est égal a la figure rectiligne C. '

Donc on a appliqué sur la droite donnée AB
un parallélogramme AO qui est égal a la figure
rectiligne C et qui est excédent d’'un parallélo-
gramme QP semblable au parallélogramme D,
‘parce que le parallélogramme QP est sem-
~ blable au parallélogramme LE; ce quil falloit

faire. ' :
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PROPOSITION XXX.
PROBLEME.

Couper une droite finie et donnée en moyenne
et extréme raison.

Soit la droite AB (fig. 152) finie et donnée
il faut couper cette droite AB en moyenne et
extréme raison.

Sur la droite AB construisez le quarré BC
(prop. 46.1), et sur la droite AC appliquez un
parallélogramme CD qui soit égal au quarré BC
et dont le paralléldgramme excédent AD soit
semblable au quarré BC (prop. 29.6).

La figure BC est un quarré : donc la figure AD
sera aussi un quarré; et puisque BC est égal a
CD, si I'on retranche la partie commune CE,
la figure restante BF sera égale 4 la figure res-
tante AD; mais ces deux figures sont équian-
gles : donc les c6tés des figures BF, AD qui
sont autour des angles égaux sont réciproque-
ment proportionnels (prop. 14.6) : donc FE
est 2 ED comme AE est 3 EB; mais FE est
égal 3 AC (fig. 34. 1), Cest-a-dire & AB et ED
est égal a AE : donc AB est 2 AE comme AE
est 3 EB; mais AB est plus grand que AE : donc

AE est plus grand que EB.
S
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Donc la droite AE a été coupée an point E
en moyenne et extréme raison, et sa partie AE
est son plus grand segment; ce quil falloit
faire.
AUTREMENT.

Soit AB (fig. 153) la droite donnée : il faut
couper cette droite ‘en moyenne et extréme
raison.

Partagez la droite AB au poiit C de maniére
que le rectangle compris sous les droites AB,
BC soit égal au quarré de AC (prop. r1.2).
" Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de AC, AB sera a
AC comme AC est 3 CB (prop. 17.6) : donc
la droite' AB a été coupée en moyenne et ex-
tréme raison (déf. 3.6); ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXI.
THEOREME.

Dans les triangles rectangles, la figure construite
" sur le cdté qui soutend Uangle droit est égale
" aux figures sembl'ables qui sont décrites sem=

blablement sur les cdtés qui comprennent U'an~
gle droit.

Sou le tnangle rectangle ABC ( ﬁg 154) dont
langle BAC est droit: je dis que la figure cons-
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truite sur BC est égale aux figures semblables
décrites semblablement sur les c6tés BA; AC.

Conduisez sur BC la perpendiculaire AD.

Puisque daus le triangle ABC on a conduit
de I'angle A sur la base BC la perpendiculaire
AD, les triangles ABD, ADC placés autour de
~ la perpendiculaire sont semblables au triangle
total ABC et semblables entr’eux ( prop. 8.6).
Puisque le triangle ABC est semblable au trian-
gle ABD, CB sera a BA comme AB est 3 BD;
mais lorsque trois droites sont proportionnelles,
la premiére droite est a la troisiéme comme la
figure construite sur la premiere droite est a la
figure semblable construite semblablement sur
la seconde (prop. 2. cor. 20.6) : donc CB est
a BD comme la figure construite sur CB est a
la figure semblable construite semblablement
sur BA. Par la méme raison, BC est 4 CD
comme la figure construite sur BC est A la figure
décrite sur CA : donc BC est 3 BD plus DC
comme la figure construite sur BC est aux figures
semblables qui sont décrites semblablement sur
BA, AC; mais BC est égal 4 BD plus DC (1) :

(1) En effet, si 'on ajoute les deux proportions
CB:BD::BE:BF,etBC:CD :: BE:CG,etsilon
divise les aniécédens par deux, on aura la proportion
BC:BD 4 CD :: BE: BF 1 CG.-

b ]

7
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donc la figure construite sur BC est égale aux
figures semblables qui sont décrites semblable-
ment sur BA, AC.

Donc dans les triangles rectangles, la figure
qui est construite sur le c6té qu soutend I'an-
gle droit est égale aux figures semblables qui
sont semblablement décrites sur les c6tés qui
comprennent I'angle droit; ce qu’il falloit dé-
montrer.

AUTREMENT.

Puisque les figures semblables sont entre
elles en raison doublée des c6tés homologues
(prop. 23.6), la figure construite sur BC et
celle qui est construite sur BA seront entr’elles
en raison doublée des c6tés BC, BA; mais le
quarré construit sur BC et le quarré construit
sur BA sont en raison doublée de BC, BA
(prop- 1. cor. 20.6) : donc la figure construite
sur BC est 4 celle qui est construite sur BA
comme le quarré de BC est au quarré de BA
(prop. 11.5). Par la méme raison la figure
construite sur BC est a celle qlii est construite
sur CA comme le quarré de BC est au quarré
de CA : donc la figure construite sur BC est
. aux figures construites sur BA, AC comme le

. quarré de BC est aux quarrés de BA et de AC.
Mais le quarré de BC est égal aux guarrés de
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BA et de AC (prop.47. 1) : donc la figure cons-
truite sur BC est égale aux figures semblables
qui sont semblablement décrites sur BA et sur
AC; ce quiil falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIIL

THEOREME.

Si deux triangles qui ont deux cités proportion-
nels & deux cotés sont disposés selon un angle
de mmaniére que leurs cotés homologues soient

paralléles, les autres cotés formeront une seule
droite. '

Soient les deux triangles ABC, DCE (fig. i55)
qui aient les deux c6tés BA, AC proportionnels
aux deux c6tés CD, DE de maniére que BA soit
aAC comme CD est 3 DE, et que AB soit pa-
ralléle 2 DC et AC paralléle aussi & DE :'je dis
que BC et CE ne formeront qu’une seule droite.

Puisque AB est paralléle &4 DC et que AC
tombe sur ces deux droites, les angles alternes
BAC, ACD sont égauyg entr’eux (prop.2g.1).
Par la méme raison, Pangle CDE est égal a P'an-
gle ACD: donc I'angle BAC est égal a 'angle
CDE; et puisque les deux t;‘iangles ABC, ACE
ont deux angles égaux en A et en D, et que les
c6tés qui comprennent ces deux angles éganx

5
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sont proportionnels, c’est-a-dige que BA est &
AC comme CD esta DE, les triangles ABC,
DCE seront équiangles (prop. 6. 6) : done
Pangle ABC est égal 4 I'angle DCE, Mais on a
démontré que I'angle ACD est égal a angle
BAC : donc I'angle total ACE est égal aux deux
angles ABC, BAC : donc, si nous ajoutons i
chacune de ces deux quantités I'angle ACB, les
angles ACE, ACB seront aux angles BAC,
ACB, ABC; mais les angles BAC, ACB, ABC
sont égaux a deux angles droits (prop. 32.1):
donc les angles ACE, ACB sont égaux 4 deux
angles droits : donc avec une droite quelcon-
que AC et au point C les deux droites BC, CE
placées de différens cdtés font les dngles de
suite ACE, ACB égaux 4 deux angles droits :
donc les deux droites BC, CE ne forment qu'une
seule droite (prop. 14. 1)

.Done si deux triangles qui ont deux cétés
proportionnels & deux ¢6tés sont disposés’ selon
un angle de mamiére que leurs c6tés homolo-
gues - soient - paralléles , les autres c61és fox-
meront une seule dronte ce qu il falloit dé-
montrer.

~N
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"PROPOSITION XXXIII
THEOREME.

Dans les cercles égaux , les angles sont propor-
" tionnels aux arcs gu’ils comprennent, soit que
ces angles soient placés aurx centres ou bien
aux circonférences. Il en est de méme des sec-
teurs qui sont placés aux centres.

Soient les cercles égaux ABC, DEF (fig. 156 ),
que les angles BGG , EHF soient placés i leurs
centres G, H, et que les angles BAC, EDF
soient placés & leurs circonférences : je dis que

.Yarc B€ est i l'arc. EF comme I'angle BGC est
i I'angle EHF, comme I'angle BAC est i I'an-
gle EDF et comme le secteur GBC est au sec-
teur HEF.. IV U o '

~ Faites les arcs de, suite ( CK KL, etc. égaux
chacun 4 Varc BC; faites anssi des-ancs:de suite
FM, MN, etc. égaux..chacun & I'arc EF, et

" menez les rayons GK, GE,\HM, HN.

Puisque les arcs BC, GK ;KL sont égaux
entreux ,, les angles:BGC, CGH, KGL sont
aussi égaux éntr'eux, ( prop. 27. 3 ):: donc Fare

BL est muhiple de l'arc BC autant.de fois que

I'angle BGL est muluple de I'angle BGC. Par

la mére raison , Parc EN est muluple de I'arc
4
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EF autant de fois que I'angle EHN est multple
de Vangle EHF. Donc si I'arc BL est égal a
I'arc EN, I'angle BGL sera égal a 'angle EHN
(prop. 27.3), si I'arc BL est plus grand que
Yarc EN, l'angle BGL sera plus grand que
I'angle EHN, et si Parc BL est plus petit que
Parc EN, I'angle BGL sera plus petit que I'an-
gle EHN. Ayant donc quatre quantités , savoir
les arcs BC, EF et deux angles AGC, BHF,
on a pris des équimultiples de I'arc BC et de
Fangle BGL, savoir, I'arc BL et Pangle BGL;
‘on a pr1s aussi des équimultiples de 'arc EF et
de Pangle EHF, savoir, Iare EN et Pangle
EHN; mais on a démontré que sil'arc BL sur~
passe 'arc EN, angle BGL surpassera I'angle
EHN; que si 'arc BL'est égal & l'arc EN,
Yangle BGL sera égal a I'angle EHN, et que
si Iarc BL est plus petit que Fare EN, I'angle
BGL sera plus petit que I'angle EHN : donc I'arc
BC est 4-Tare EF comme Yangle BGC est &
Yangle. EHF (déf.5.5); mais I'angle BGC est
a I'angle EHF comme I'angle BAC est 2 l'angle
EDF (prop. 15.5), carils sont doubles les uns
des autres:( prop. 20. 3 ) : done I'arc BC est &
Parc EF comime Pangle BGC est & 'angle EHF,
et comme l'angle BAC est 4 I'angle EDF.
Donc dans des cercles égaux, les angles sont
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proportionrels aux arcs, soit que ces angles
soient placés aux centres ou bien aux circon-
{érences ; ce qu'il falloit démontrer.
~ Je dis de plus que I'arc BC est 4 'arc EF
comme le secteur GBC est au secteur HEF.
Menez les droites BC, CK (fig. 157), et ayant
pris sur les arcs BC, CK, les points O, P, con-
duisez les droites BO, OC, CP, PK.
Puisque les deux droites BG, GC sont égales
aux deux droites;CG, GK, et qu'elles com-
prennent des angles égaux, la base BC sera
égale a la base CK : donc le triangle GBC est
égal au triangle GCK (prop. 4.1); et a cause
que I'arc BC est égal 3 Parc CK,, et que le reste
CAB de la circonférence qui compléte le cercle
entier ABC est égal au reste KAC de la cir-
conférence qui compléte le méme cercle (ax. 3),
I'angle BOC sera égal 4 I'angle CPK (prop.27.3):
donc le segment BOC est semblable au segment
CPK (déf. 11.3), et ces deux segmens sont
placés sur des droites égales ; mais les segmens
semblables qui sont placéasur des droites égales
sont égaux (prop. 24.3) : donc le segment BOC
est égal au segment CPXK ; mais le triangle BGC
est égal au triangle CGK : donc le secteur total
G BC sera égal au secteur total GCK (ax. 2).
Par la méme raison, le secteur GKL sera égal &
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I'un ou A I'autre des secteurs GKC, GCB : done
les trois secteurs GBC, GCK, GKL sont égaux
entr’eux. Les secteurs HEF, HFM, HMN
sont pareillement égaux entr’eux :idonc 'arc BL
est multiple de Parc BC autant de fois que le
secteur GBL est multiple du secteur GBC. Par
la méme raison, arc EN est multiple de I'arc
EF autant de fois que le secteur HEN est mul-
tiple du secteur HEF : donc d’aprés ce que I'on
vient de voir , si I'arc BL est. égal 4 'arc EN,
le secteur GBL sera égal au secteur HEN ; si
Yarc BL surpasse 'arc EN, le secteur GBL
surpassera le secteur HEN, et si I'arc BL est
plus petit que I'arc EN, le secteur GBL sera
plus peuit que-le secteur HEN. Ayant donc
quatré quantités , savoir les deux arcs BC, EF
el les deux secteurs GBC, HEF, on a pris des
équmuluples de Tare BC et du secteur GBC,
savoir , 'arc BL et le secteur GBL; on a pris
aussi des équimultiples de I'arc EF et du sec-
teur HEF, savorr, Parc EN et le secteur HEN;
mais on a démontré que i Parc BL surpasse I'are
EN, le secteur GBL suipassera l¢ secteur HEN,
que silatc:BL-est égal & Parec EN, le secteur
‘GBL sera égal au secteur HEN, et que si l'arc
BL est plus petit que I'arc EN, le secteur GBL
sera plus peti¢ que le secteur GEN : donc l'arc
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BC est a 'arc EF comme le secteur GBC est
au secteur HEF (déf. 5.5).

A
COROLLAIRE.

11 est évident qu’un secteur est a un autre
secteur comme Vangle du premier secteur est
a l'angle du second secteur (prop. 11.5).

FIN DU SIXIEME LIVRE.
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ot

LIVRE X1

DEFINITIONS.

1. U solide est ce qui a longueur, largeur
et épaisseur.

2. Un solide est terminé par des surfaces.

3. Une droite est perpendiculaire sur un plan
lorsqu’elle fait des angles droits avec toutes les
droites qui la rencontrent et qui sont dans ce
plan.

%. Un plan est perpendiculaire sur un plan,
lorsque les perpendiculaires menées dans un
seul plan sur Ja commune section des plans
sont perpendiculaires sur I'autre plan.

5. L'inclinaison d’'une droite sur un plan est
I'angle aigu compris par cette méme droite et
par la droite qui joint le point du plan que la
premiére droite rencontre et le point de ce plan
(ue rencontre la perpendiculaire mende sur ce
plan de Iextrémité supérieure de la premiére
droite.

~——
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6. L'inclinaison d'un plan sur un plan est
Pangle aigu compris entre les perpendiculaires
sur leur commune section , menées d’'un point
de cette commune section dans l'un et dans
I'autre plan. ,.

7. L'inclinaison d’'un plan sur un plan est
égale a 'inclinaison d’un autre-plan surun autre
plan, lorsque les angles de leurs inclinaisons
sont égaux entr’eux.

8. Les plans paralléles sont ceux qui, étant
prolongés, ne se rencontrent point.

9. Les solides semblables sont ceux qui sont
contenus dans le méme nombre des plans sem-
blables.

10. Les solides semblables et égaux sont
ceux qui sont contenus dans le méme nombre
de plans semblables et égaux.

11. Un angle solide est I'inclinaison de plus
de deux droites les unes vers les autres, qui se
renconirent et qui ne sont pas dans le méme
plan. -

AUTREMENT.

Un angle plan est celui qui est compris par
plus de deux angles plans qui ne sont pas dans
le méme plan et qui sont construits dans le
méme point.

12. Une pyramide est un solide compris sous

‘
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des plans qui, étant construits sur un seul plan,
se réunissent dans un méme point.

' 13. Un prisme est un solide compris sous des
plans , dont deux plans opposés sont égaux,
semblables et paralléles, et dont les autres plans
sont des parallélogrammes.

14. Une sphére est un solide compris sous
la surface décrite par I'arc d'un demi-cercle
qui tourne autour du diamétre immobile jus-
qu’a ce quil soit revenu au méme endroit d’oit
il étoit parti.

15. L’axe de la sphére est cette droite immo-
bile autour de laquelle tourne le demi-cercle.

" 16. Le centre de la sphére est le méme que
celul du demi-cercle.

17. Un diameétre de la sphére est une droite
menée par le centre et terminde de I'un et de
Vautre c6té par la surface de la sphére.

18. Un coéne est un solide compris sous la
superficie décrite par deux c6tés d’un triangle
rectangle tournant autour d’un des cétés de
Pangle droit qui reste immobile , jusqu’a ce
qu’il soit revenn au méme endroit d’ot il étoit
parti. Si le c6té immobile est égal & I'autre cété
de I'angle droit, le cdne est rectangle; s'il est
Plus petit, il est obtus-angle , et s’il est plus
grand, le céne est acutangle.
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19. L’axe du céne est la droite immobile
autour de laquelle tourne le triangle rectangle.

20. La base du céne est le cercle décrit par
un des c6tés qui tournent.

21. Un cylindre est un solide compris sous
la surface décrite par trois c¢6tés d’'un parallé-
logramme rectangle tournant autour du qua-
triéme cOté qui reste immobile jusqu’i ce que
ce rectangle soit revenu au méme endroit d’olr
il éroit paru.

22. L’axe du cyhndre est la droite immobile
autour de laquelle tourne le parallélogramme.

23. Les bases du cylindre sont les cercles
décrits par les deux c6tés opposés du parallé-
logramme qm se meuvent.

24. Les cénes et les cylindres semblab]es
sont ceux dont les axes et dont les diamétres
des bases sont proportionnels.

25. Un cube est un solide compris sous six
quarrés égaux.

26. Un téwraédre est un solide compris sous
quatre triangles égaux et équilatéraux.

27. Un octaédre est un solide compris sous
huit triangles égaux et équilatéraux.

28. Un dodécaédre est un solhide compris
sous douze pentagones égaux, équilatéraux et

équiangles.
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29. Un icosaédre est un solide compris sous
vingt triangles égaux et équlatéraux.

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

Une partie d’'une droite ne peut étre dans un plan
et une autre partie de cette droite hors de ce
plan. '

Supposons , si cela peut se faire qu’une
partie AB (fig. 158 ) de la droite ABC soit dans
un plan et une autre partie BC hors de ce
plan. '

Prolongez la droite AB dans le plan sur
lequel elle est placée; soit BD le prolonge-
ment de cette droite ; les deux droites ABC,
ABD auront une partie commune AB, ce qui
est impossible , car deux droites ne peuvent se
rencontrer qu’en un seul point , autrement elles
se confondroient. 4

Donc une partie d’'une droite n’est point dans
un plan et une autre partie de cette droite hors
de ce plan; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION I1.
THEOREME.

Si deux droites se coupent, elles sont dans un
seul plan; tout triangle est aussi placé dans
un seul plan. '

Que les deux droites AB, CD (fig. 159) se
toupent mutuellement au poinit E : je dis que ] les
droites AB, CD sont dans un seul plan; je dis
aussi que tout triangle est placé dans un seul
plan.

Prenez sur l¢s droites EB, EC deux points
quelconques F, G; menez CB, FG et FH, GK:
je dis d'abord que le triatigle EBGC est placé
dans un seul plan; car si la partie FHC ou la
partie GBK du triangle EBC est dans un plan
et I'autre partie dans un autre plan, une partie
de I'une des droites EC, EB sera dans un plan
et I'autre partie dans un autre plan; 1mais si une
partie FCBG du triangle ECB est dans un plan
et Pautre partie dans un autre plan, une cer«
taine partie de 'une et de l'autre des droites
EC, EB sera dans un plan et certaine autre
partie dans un autre plan; ce qui a été démon-
tré absurde : donc le triangle EBC est dans um
seul plan; mais 'un et Vautre des droites EC,

T
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EB sont dans le méme plan que le triangle
BCE, etles droites AB, CD sont dans le méme
plan que I'une et que 'autre des droites EC, EB
(prop. 1. 11) : donc les droites AB, CD sont
dans un seul plan, et tout triangle est aussi
placé dans un seul plan; ce quil falloit dé-
‘montrer.
PROPOSITION IIL
THEOREME.
. N L .
S: deux plans se coupent mutuellement, leur com~
mune section ect une ligne droite.

Que les deux plans AB, BC (fig. 160) se cou=
pent mutuellement et que leur commune sec-
tion soit DB : je dis que la ligne DB est une
ligne droite. '

- Car si cela n’est point, du point D au point
B ct sur le plan AB conduisez la droite DEB,
et sur le plan BG conduisez la droite DFB; les '
extrémités des deux droites DEB, DF B seront
les mémes, et ces deux droites renfermeront
un espace, ce qui cst absurde (ax. 12): donc
les lignes DEB, DFB ne sont pas des lignes
droites. Nous démontrerons semblablement que
toute autre ligne menée du point D au point B
n'est point une- ligne droite , excepté la ligne
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DB, cest-a-dire la commune section des plans
AB, BC.
Donc si deux plans se coupent mutuellement,
leur commune section sera une ligne droite ; cé
qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION 1V.
THEOREME.

Si dewx droites se coupent mutuellement, la droite
qui sera perpendiculaire sur ces deux droites
& leur section commune, le sera aussi sur lé
plan qui passera par ces deux droites.

Que les deux droites AB, CD (fig. 161) se
toupent mutuellement au point E et que la
droite EF leur soit per‘pendicu]aire au point E:
je dis que la droite EF est aussi perpendicu-
laire sur le plan qui passe par les droites AB, CD.

Prenez les droites AE, EB, CE,ED eoales

~entr’elles. Par le point E et sur le plan AB con+
duisez d’iine maniére quelconque une droite
GEH, menez AD, CB, et ensuite d’'un point
quelconqueé F conduisez les droites FA, FG,
¥ D, FC, FH, FB. Puisque les deux droites
AE, ED sont éga]es aux deux droites CE,
EB et que ces droites comprennent des angles
€gaux (prop. 15. 1), la base AD sera e"ale a

s
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la base CB (prop. 4. 1), le triangle AED égol
au triangle CEB, et 'angle DAE égal a I'angle
EBC; mais angle AEG est égal 4 ’angle BEH
{prop. 15. 1) : donc les deux triangles AGE,
.BEH ont deux angles égaux 4 deux angles, cha-
cun a chacun ; mais les c6tés AE, EB adjacens
a des angles égaux sont égaux entr’eux : donc les
autres c6tés de ces triangles seront aussi égaux
entr’eux (prop.26.1): donc GE est égal a EH
et AG égal A BH; et puisque AE est égal  EB
et que la perpendiculaire FE est commune, la
base FA sera €gale a la base FB (prop. 4. 1).
Par la méme raison, FC sera aussi égal a FD. De
plus, puisque la droite AD est égale a la droite
CB et la droite FA égale a la droite FB, les deux
droites FA, AD seront égales aux deux droites
FB, BGC, chacune a chacune; mais on a dé-
montré que la base FD est égale a la base FC:
donc Yangle FAD est égal a I'angle FBC
(prop. 8. 1); mais on a démontré de plus que
AG est égal a BH et FA est égal 2 FB: donc
les deux droites FA, AG sont égales aux deux
droites FB, BH; mais on a démontré que l'an-
gle FAG est égal & 'angle FBH : donc la base
FG est égale i la base FH (prop. 4. 1); et puis-
quon a démontré encore que GE est égal a
EH, eta cause que la droite EF est commune,,
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Jes deux droites GE , EF seront égales aux deux
droites HE , EF; mais la base F H est égale 4 la
base FG : donc'angle GEF est égal aI’'angle HEF,
(prop. 8. 1) : donc I'un et Fautre des angles
GEF, HEF sont droits : donc la droite FE fait
des angles droits avec la droite GH, de quelque
mauiére que la droite GH soit menée dans le
plan: AB par le point E. Nous démontrerons
semblablement qgue la droite FE fait des angles:
droits avec toutes les droites qui la rencontrent
et qui sont dans le plan AB; mais une droite
est perpendiculaire sur un plan lorsqu’elle fait
des angles droits avec toutes les droites qui la
rencontrent et qui sont. placées dams ce plan:
(déf. 3. r1 )-: donc la dreite EF est perpen—
diculaire sur-le-plan AB; mais le plan AB est
celui qm passe par les deux droites AB, CD -
doncla droite FE est perpendiculaire surle plan-
qui passe par les droites. AB, CD.

Donc s2 deux droites. se coupent mutuelle-
ment, et si une droite est perpendiculaire sur
ces.deux droites A leur commune section, cette
droite sera-aussi perpendiculaire sur le plan gni
passe par ces deux droites.; ce qu'ibfalloit dé--
mantrer. .
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PROPOSITION V.
THEORLEME, |
Si trois droites se rencontrent et si une droite leur.

' est perpendiculaire & leur commune section, ces,

trois droites seront dans un seul plan.

- Si une droite AB (fig. 162) est perpendicu-
laire sur trois droites BC, BD, BE au point de
contact B : je dis que les trois droites BC, BD,
BE sont dans un seul plan.

Car supposons, & cela est possible, que BD,
BE soient dan's un plan et BC dans un autre
plan élevé au-dessous du premier ; faites passen
un plan par les droites AB, BC; la commune.
section de ce plan avec le plan inférieur sera
uue ligne droite (prop. 5. 11); que cette droite.
soit BF. Hl est évident que les trois droites AB,
BC, BI" sont dans le plan qui passe par les droites
AB, BC : dong, puisque la droite AB est perpen-
diculaire sur 'une et l'autre des droitesBD, BE
cette.droite sera perpendiculaire sur le plan qui
passe par DB, BE (‘prop. 4. 11); mais Ie plan qui
passe par DB, BE est le plan inférieur : donc la
droite AB est perpendiculaire sur le plan infé-
rieur : donc cette droite sera perpendiculaire sur
toutes les droites qui la rencontrent et qui sonj
dans ce plan (déf. 3. 11); mais cette perpendi-

-
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culaire est rencontrée dans le plan inférieur par
la droite BF : donc Fangle ABF est dvoit ; niais
on a supposé que Fangle ABC est droit : doné
les deux angles ABF, ABC, placés dans le méme
plan , sont égaux entr’éux ; ee'qui est impossible
(ax.g) : donc la droite BC n’est pas dans‘us
plan élevé au-dessus de celui qui passe pariles
droites BD, BE : donc les trois droites BC ‘BD;
BE sont dans un seul plan. © .. ,

 Done¢ si.trois droites.se rencontrent, et skuge
droite leur est perpendioulaire a leur ecommuns
section , ces. trois droites. seront dans un: seul.
plan; ce quil falloit demontrer. ey

.
,.v)

‘PROPOSITION YI

‘PR EOREME. R

o i :t.

8i deux dioites sont perpez;diculqire.s sunle mémag
plan, ces deux droites seront pat\ql@les.

Que les.deux droites AB :CD. (fig): 165) soient
perpendiculaires sur un mémp plan : je: dls qtte-
AB est paralléle & CD. ' »

Supposons que ces perpendiculaires rencon-
trent ce plan aux pointsB, D; menez la droite
BD; conduisez dans ce plan la droite DE per-
pendiculaire sur BD, et aprés avoir fait DE dgalk
a AB, menez les droites BE, AE, AD,

4
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Puisque la droite AB est perpendiculaire sur
le plan BDE, elle est perpendiculaire sur toutes
les droites qu1 la rencontrent et qui sont dans
ce plan (déf. 3. 11); mais cette droite est ren<
contrée par l'une et Pautre des droites BD,
BE qui sont dans ce plan : donc les angles ABD,
ABE sant droits I'un et I'autre. Par la méme
raison, les angles CDB, CDE sont aussi droits
Yun et l'autre. Mais puisque la droite AB est
égale 4 la droite DE et que la droite BD est
commune , les deux droites AB, BD sont égales
aux deux droites ED, DB ; mais ces droites com-
prennent des angles droits : donc la base AD est
égale i la base BE ( prop- 4. 1 ) ; et puisque Ja
droite AB est égale 4 la droite DE et la droite
AD égale & la droite BE, les deux droites AB,
BE sont égales aux deux droites ED, DB; mais
a base AE est commune : donc Pangle ABE
est égal 4 'angle EDA (prop. 8. 1); mais Pan-
gle ABE est droit : donc Fangle EDA est droit
aussl ; dan la droite ED est perpendiculaire
sur la droite DA ; mais la dvoite ED est per-
pendiculaire sur Pune et 'autre des droitesBD
DC : done ED est perpendiculaire sur les trois
droites BD, DA, DC a leur point de contact :
donc les trois droites BD, DA, DC sont dans
wun scul plan (prop. 5. 11); maisla dreite AB est
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dans le méme plan que les droites BD, DA, car
tout triangle est dans un seul plan (prop. 2. 11):
donc les trois droites AB, BD, DC sont dans
un seul plan; mais les angles ABD, BDC sont
droits I'un et Vautre : donc la droite AB est pa-
ralléle a la droite CD (prop. 28. 1).

Donc si deux droites sont perpendieculaires
sur le méme plan, ces denx droites seront pa-
ralléles entr'elles; ce qu'il falloit démontrer.,

PROPOSITION VII
THEOREME.

8i deux droites sont paralléles , et si Uon prend
sur chacune de ces droites des points quelcon-
ques, la droite qui j‘oindra ces points sera dans
le méme plan que les paralléles.

Soient AB, CD (fig. 164) deux draites pa-
ralléles, et soient pris dans ces droites des points
quelconques E, F: je dis que la droite qui joint
les points E, F est dans le méme plan que les
deux paralléles. . .

Supposons que cela ne soit point, et suppo-
sons, si eela est possible, que cette droite soit-
dans un plan élevé au-dessus du premier, et
gu'elle ait, par exemple, la position EGF; par
la ligne EGF conduisez un plan qui fasse avec.
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le plan inférieur une section qui sera une ligne
droite (prop.3.11); que cette section soit EF :
"1l est évident: qué les deux droites EGF, EF
renfermieront un espace, ce qui est impossible
(ax.12) : denc Ia droite conduite du point E
au point F v’est point dans un plan élevé au-
dessus du premier : ‘donc elle est dans celui qm
passe par les paralléles AB, CD. ‘
Donc si deux droites sont paralléles, et si I'on
prend dans I'une et 'autre de-ces para]le]es des
points quc]conques la droite qui joindra ces
points sera dans le méme plan que les paral-
léles ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION VIIL
.Tnﬁoni'.mrz.

Si deux droites sont paralléles , et si Fune d’clles
est perpendiculaire sur un plan, Vautre sera
aussi perpendiculaire sur ce plan. '

Sorent AB, CD (fig. 163 ) deux droites pa-
ralléles, et que-I'une de ces droites AB soit per-
pendiculaire sur le plan BED : je dis que I'autre
droite CD sera aussi perpendiculaire sur ce
plan..

Que les droites AB, CD rencontrent le p]an-
BED aux pointsB, D. McnezBD. Les droites AB,
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DC, BD seront dans le méme plan (prop.7.11).
€onduisez dans le plan BED la droite' DE per-
pendiculaire sur BD; faites ensuite DE égal a
AB, et menez BE, AE, AD. Puisque AB est
perpendiculaire sur le plan AED, elle sera per-
pendiculaire sur toutes les droites qui la ren-
contrent et qui sont dans ce plan (déf. 3. 11):
donc les angles ABD, ABE sont droits I'un et
T'autre; et puisque la droite BD tombe sur les
droites AB, CD, les angles ABD, €DB seront
¢égaux a deux angles droits (prop. 29. 1). Mais
I'angle ABD est droit : donc I'angle CDB est
droit aussi : donc €D ¢t perpendiciilaire sur
BD; et puisque la droite AB est égale i la droite
DE, et que la droite BD est commune, les deux
droites AB, DB sont dgales aux deux droites
ED, DB; mais I'angle ABD est égal 4 I'angle
EDB, car ils sont droits I'un et autre : done
la base AD est égalc A la base BE (prop. 4. 1);
ct puisque AB est égal A DE et BE égal 4 AD,
les deux droites AB, BE seront égales aux deux
droites ED, DA, chacune a chacune ; mais la
base AB est commune : donc I'angle ABE est
égal a 'angle EDA (prop. 8. 1); mais Pangle
ABE est droit : donc Pangle EDA est droit
aussi : donc ED est perpendiculaire sur DA ;
mais ED cst aussi perpendiculaire sur BD : donc
\
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la droite ED sera perpendiculaire sur le plan qui
passe par les droites BD, DA (prop.4.11):
donc la droite ED est perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ee plan. Mais la droite DC est dans le plan qu
passe par les droites BA, AD, parce que les
droites AB, BD sont dans le plan qui passe par
les droites BD , DA ( prop. 2. 11); mais la droite
DC est dans le méme plan que les droites AB,
‘BD (prop. 7. 11) : donc la droite ED est per-
pendiculaire sur DC : donc la droite CD est per-
pendiculaire sur DE ; mais la droite CD est per-
pendiculaire sur la droite BD : donc la droite
CD est perpendiculaire sur les deux droites DE,
DB 4 leur point de rencontre D : donc la droite
CD est perpendiculaire sur le plan qui passe par
les droites DE , DB (prop. 4. 11); mais le plan
qui passe par les droites DE, DB est le plan
BED : donc CD est perpendiculaire sur le-plin
BED; ce quiil falloit démontrer.
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PROPOSITION IX.
THEOREME.

Les droites qui sont paralléles & une méme droite,
sans étre dans le méme plan que cette autre
droite , sont cependant paralléles entr'elles.

Que l'une et I'autre des droites AB, CD
(fig. 165) soient paralléles 4 la droite EF, et
que les droites AB, CD ne soient pas dans le
méme plan que la droite EF : je dis que la
droite AB est paralléle 4 la droite CD.

Prenez sur EF un point quelconque G, et de
ce point menez dans le plan qui passc par EF,
AB la droite GH perpendiculaire sur EF, et
dans le plan qui passe par FE, CD, menez
la droite GK perpendiculaire aussi sur FE:
puisque la droite EF est perpendiculaire sur
l'une et 'autre des droites GH, GK, la droite
EF sera aussi perpendiculaire sur le plan qui
passe par les droites GH, GK (prop.4.11);
mnais AB est paralléle AEF : donc AB est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les points
H, G, K (prop. 8. 11); par la méme raison CD
est perpendiculaire sur le plan qui passe par les
points H, G, K : donc les droites AB, CD sont
perpendiculaires I'une et I'autre sur le plan qui
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passe par les points H, G, K ; mais si deux droites
sont perpendlcu]alres sur un seul plan , ces deux
droites sont paralléles entr’elles (prop. 6. 11):
don¢ la droite AB est paralléle a la droite CD;
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION X.
THEOREME.

Si deux droites qui se touchent sont paralléles d
deux droites qui se touchent et qui ne sont pas
dans le méme plan, ces droites comprendront
des angles égaux.

* Que les deux droites AB, BC (fig. 166) qui
se touchent soient paralléles aux deux droites
DE, EF qui se touchent et qui ne sont pas dans
le méme plan : je dis que I'angle ABC est cgal
a I'angle DEF.

Prenez les droites BA, BC, ED, EF ega]cs
entr’elles , et menez les droites AD, CF, BE;
AC, DF. Puisque BA est égal et paralléle 3 ED,
AD sera égal et paralléle 2 BE (prop. 35. 1)
Par la méme raison CF sera égal et paralléle a
BE : donc les deux droites AD, CF sont égales
et paralléles chacune & la droite BE ; mais les
droites qui sont paralléles  une méme droite
sont paralléles entr’elles (prop. 9. 11) : done la
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droite AD est paralléle et égale a la droite CF;
mais ces paralléles sont jointes par les droites
AC, DF : donc la droite AC est paralléele et
égale a la droite DF ; et puisque les droites AB,
BC sont égales aux deux droites DE, EF, et
que la base, AC est égale i la base DF, l'angle
ABC sera égal a I'angle DEF (prop. 8. 1).

Donc si deux droites qui se touchent sont
paralléles & deux.droites qui se touchent et qui
ne sont pas dans le méme plan , ces deux droites
comprendront des angles égaux ; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION X1
PROBLLME.

D’un point donné hors d’'un plan, mener une
perpendiculaire sur ce plan.

Soit A (fig. 167) le point donné hors d’un
plan, soit BH le plan donné : il faut du point A
mener une perpendiculaire sur ce plan.

Dans le plan donné, conduisez une droite
BC d’une maniére quelconque, et du point A
menez la droite AD perpendiculaire sur BC
(prop. 12. 1). Sila droite AD est aussi perpen-
diculaire sur ce plan, on aura fait ce qui étoit
proposé; si cela n’est pas, du point D et dans le
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plan donné menez sur BC la perpendiculaire DE
(prop.11.1), et du point A menez sur DE la
perpendiculaire AF (prop. 12. 1), et enfin par le
point F conduisez la droite G H paralléle 4 BC.
Puisque BC est perpendiculaire surl'une et sur
I'autre des droites DA, DE, la droite BC sera per=
pendiculaire sur le plan qui passe par les droites
ED, DA, et paralléle i la droite GH (prop. 4. 11);
mais si deux droites sont paralléles et si 'une
d’elles est perpendiculaire 4 un plan, I'sutre
droite est aussi perpendiculaire 4 ce méme plan
(prop. 8. 11): donc GH est perpendiculaire sur
le plan qui passe par ED, DA, et par conséquent
perpendiculaire sur toutes les droites qui se
rencontrent dans ce plan (déf. 3. 11); mais la
droite AF rencontre la droite G H dans le plan
qui passe par ED, DA : donc la droite GH est
perpendiculaire sur AF : donc AF est perpen~
diculaire sur GH ; mais AF est perpendiculaire
sur DF, par construction : donc la droite AF est
perpendiculaire & 'une et 4 I'autre des droites
GH, DE ; mais si une droite est perpendiculaire
au point de contact sur deux droites qui se ren-
contrent, elle sera aussi perpendiculaire sur le
plan qui passe par ces deux droites (prop.4.11):
donc FA est perpendiculaire sur le plan qui passe
par ED, GH; mais le plan qui passe par ED,
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GH estle plan BH : donc la droite AF est per-
pendlcul.me sur le plan BH.
" Donc du point donné A, pris au-dessus d'un

. plan, on a mené une perpendiculaire AF sur ce
plan; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XII
PROBLEME.

D’un point donné dans un plan donné, élever
une perpendiculaire sur ce plan.

- Soit EF (fig. 168) le plan donné , et soit A
le point donné dans ce plan : il faut du poiat A
élever une perpendiculaire sur ce plan.

D’un point quelconque B, pris au-dessus du
plan donné , menes une perpendiculaire BC
sur ce plan (prop.31.11), et par le point A
menez AD paralléle 3 BC (prop. 3i.1).

Puisque les deux droites AD, CB sont paral-
léles et que BC, 'une de ces droites, est perpens
diculaire sur le plan donné, I'autre droite AD sex
aussi perpendiculaire sur ce plan (prop. 8. 11 )

Donc, d’'un point donné dans un plan doané,
on a élevé une perpendiculaire sur ce plan; ce

qu'il falloit faire.
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PROPOSITION XIII.
THRORE ME.

D’un point donné dans un plan donné, on ne peut
élever du méme cité deux perpendiculaires sur

ce plan.

Supposons que cela soit possible; du point
donné A (fig. 169) pris dans le plan donné,
élevez du méme c6té les deux perpendiculaires
AB, AC sur ce plan; conduisez un plan par les
deux droites BA, AC; ce plan fera au point A
avec le plan donné une section ‘qui sera une
ligne droite (prop.3.11); que cette section
soit DAE; les droites AB, AC, DAF seront
dans le méme plan ; mais puisque CA est per-
pendiculaire sur le plan donné, elle sera per-
pendiculaire sur toutes les droites quila rencon-
trent et qui sont dans le plan donné (déf.3. 11);
mais la droite DAE, qui est dans le plan donné,
pencontre la droite CA : donc I'angle CAE est
Dkoit. L'angle BAE est droit , par la méme rai-
fon; donc Pangle CAE et l'angle BAE qui sont .
dans le méme plan sont égaux entr'eux, ce qui
est. impossible (ax. g).

Donc ,d’un point donné dans un plan donné,
on ne peut élever deux perpendiculaires sur ce
plan; ce qu’il falloit démontrer. -
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PROPOSITION XIW
THEOREME.

Les plans sur lesquels une méme droite est perpen~
diculaire sont paralléles entr'eux.

Que la droite AB (fig. 170) soit perpendi-
culaire sur I'un et l'autre plan CD, EF : je dis
que ces plans sont paralléles.

Car si cela n’est point, ces plans étant pro-
longés se rencontreront et leur section sera une
ligne droite ( prop. 3. 11). Que cette sectiont
soit GH; ayant pris dans cette section un point
quelconque K , menez AK, BK. Puisque la
droite AB est perpendiculaire sur le plan EF,
cette droite sera perpendiculaire sur la droite
BK qui est placée dans le prolongement du plan _
EF (déf. 3. 11) : donc Vangle ABK est droit.
L’angle BAK est droit, par la méme raison :

"donc les deux angles ABK, BAK du triangle

ABK sont égaux a deux angles droits; ce qui
est impossible (prop. 17.1) : donc les plans
CD, EF éiant prolongés, ne se rencontreront
point entr’eux : donc les plans CD, EF sgnt
paralléles.

Donc les plans sur lesquels une méme droite
est perpendiculaire sont paralléles entr’eux; ce

qu’il falloit démontrer.
' 2
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PROPOSITION XV.
."ruéo‘niz\mn.

Si deux droites qui se rencontrent sont paralléles
a deux droites qui se rencontrent et qui ne sont
pas dans le méme plan, les plans qui passeront
par ces droilés seiont paralléles.

Que les droites AB, BC (fig. 171) qui se ren-
contrent soient paraliéles avec deux droites DE,
EF qui se rencontrent et qui ne sont pas daus
le méme plan : jo dis.que les plans qui passent
par les“droites AB, BC et par les drowes DE, EF
ne se rencoritreroat poiat s'ils sont prolongeés. |

Du point B nienes sur le plan qui passe par
les droites DE, EF la pei‘pendiculaire BG qu
rencontre ce plan au point G ( prop. 11.11);
par le point G menez la droite GH paralléle &
la droite ED ot la droite GK paralléle 4 la droite
EF (prop.31. t). Puisque la droite BG est per~
pendiculnire sur Ie plan qui passe par les droites
DE, EF, elle sera perpendiculaire sur toutes
les droites qu la rencontrent et-qui sont dans -
ce méme plan (déf. 3. 11); mais cette droite
est renconrée par I'une et Pautre des droites
GH, GK qui sent dans le plan ghi passe par les

. droites DE, EF : donc les angles. BGH, BGK
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sont drois I'un et autre; et puisque BA-est
paralléle a la droite GH, les angles GBA, BGH
seront égaux i deyx angles droits (prop. 39. 1);
mais Vangle BGH ¢st droit : denc 'angle GBA
sera dpoit ; donc GB est perpendiculaire sur
BA. Par la méme raison, BG est perpendicu-
laire sur BC : done pwisque la drgite BG est
perpendiculaire sur les deux droites BA, BC
qui se coupent mutuellement , la droite BG
sera perpendiculajre sur le plan qui passe par
les deux droites AB, BC (prop. 4. 11). Par
la méme raison, la droite BG est perpendicu-
laire sur le plan qui passe par les droites GH,
G K. Mais le plan qui passe par les droites GH,
GK est le méme que celui qui passe par les
droites DE, EF : doac la droite BG est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les droites
DE, EF. Mais on a démonué que la droite
BG est perpendiculaire sur le plan qui passe
par les droites AB, BC, et cette droite est en-
core perpendiculpire sur le plan qui passe par
les droites DE, EF : donc la draite BG est per-
pendiculsire sur l'un et V'sutre des plans qui
passent par les droites AB, BC et par los droites
DE, EF; maisles plans sur lesquels une méme
droite est perpendiculaive sont paralléles entre
eux ( prop. 14.11) : donc le plan qui passe par

o ]
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les droites AB, BC est paralléle a celui qui passe
par les droites DE, EF.

Donc si deux droites qui se rencontrent sont
paralléles &' deux droites qui se rencontrent et
‘qui ne sont pas dans le méme plan, les plans
qui passeront par ces droites seront paralléles
entr’eux ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XVI.
THEOREME.

Si deux plans paralléles sont coupés par un plan
quelconque , leurs communes sections seront
paralléles.

Que les deux plans paralléles AB,CD (fig. 1 72)
soient coupés par un plan quelconque EFGH,
et que leurs communes sections soient EF, GH :
je dis que EF est paralléle 2 GH
~ Supposons que cela ne soit point ; prolongez
les droites EF, GH, ces droites se rencontre-
ront ou du c6té des poinis F, H, ou du cété
des points E, G. Prolongez ces droites du cété
des points F, H, et supposons qu’elles se ren-

" contrent au point K; puisque EFK est dans le
plan AB, tous les points pris dans EFK seront
dans le méme plan; mais le point K est un des
points pris sur EFK : donc le point K est dans

A}
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Ie plan AB. Par la méme raison, le point K est
dans le plan CD : donc les plans AB, CD pro-
longés , se rencontreront entr’eux ; mais ces
deux plans ne se rencontreront point puisqu’ils
sont paralléles : donc les droites EF, GH pro-
longées ne se rencontreront point du c6ié des
points F, H. Nous démontrerons semblable-
ment que les dreites: EF, GH prolongées ne
se rencontreront point du cété des pontsE, G.
Mais les droites qui ne se rencontrent d’aucun
€616 sont paralléles (déf. 35. 1) : donc les droites
EF, GH sont paralléles.

Donc si deux plans paraléles sont coupés par-
un plan quelconque , leurs communes sections.
seront paralléles entr’elles; ce qu'il falloit dé-
montrer. :

PROPOSITION XVII.

- 4 A

THEOREME.

§i deux droites sont coupées par des plans pa—
ralléles , elles seront ceupées proportionnel-
lement.

" Que les deux droites AB, CD (fig. 173) soient

coupées par les plans paralléles GH, KL, MN

aux points A, E, B, C, F, D: je dis que AE
est 3 EB comme CF est a FD.

2 4
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Menez les droites AC, BD, AD; supposons
que la droite AD rencontre le plan KL au point
O ; et canduisez les droites EO, OF. Puisque
les deux plans paralléles KL, MN sont coupés
par le plan EBDG, leurs sections EO, BD
sont paralléles (prop. 16. 11); puisque les deux
plans paralleles GH, KL sont coupés par le
plan AOFC, leurs sections communes AC, FO
sont paralléles, par la méme raison. Mais puis-
que EO est paralléle a un des c6tés du triangle
ABD, savoir au c6té BD, le c6té AE sera aun
c6té EB comme le ¢été AQ est au céié OD
{ prop. 2. 6). De plus, puisque le c6té OF est
paralléle a un des c6tés du triangle ADC, savoir

- au edté AC, le c6té AO est au c¢6té OD comme
le c6té CF est au c6té FD. Mais on a démoniré
que le c6té AO est au c6té OD comme le c61é
AE est au c6té EB : donc le cété AE est au
c6té EB comme le c6té CF est au cété FD
(prop. 11. 5).

Donc si deux droites sont coupées par des
plans paralléles, ces droites seront coupées pro-
portionnellement ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVIII.
THEOREME.

8i une droite est perpendiculaire sur un plan , tous
les plans qui passent par cette droite sont per-
pendiculaires sur ce méme plan.

-Qu'une droite quelconque AB (fig. 174) soit
perpendiculaire sur un plan : je dis que tous les
plans qui passent par cette droite sont perpen-~
diculaires sur ce méme plan.

Par la droite AB conduisez le plan DE, et
que la droite CE soit la commupe section du
plan DE et du plan donné; sur Ja droite CE
prenez un point quelconque F; de ce point et
dans le plan DE conduisez la droite FG per-
pendiculaire sur la droite CE. Puisque la droite
AB est perpendiculaire sur le plan donné, cette
droite sera perpendiculaire sur toutes les droites
qui la rencontrent et qui sont dans ce plan
(déf. 3. y1): done la droite AB est perpendi-
culaire sur la droite CE : donc I'angle ABF est
droit ; mais 'angle GFB est droit aussi : done AB
est parallele 3 FG (prop. 28. 1); mais AB est
perpendiculaire sur le plan donné : danc FGsera
perpendiculaire sur ce méme plan (prop. 8, 11);
mais un plan est perpendiculaire sur un plan,
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lorsque les droites mendes dans I'un de ces
plans sont perpendiculaires sur leur commune
section et sur l'autre plan (déf. 4. 11) : donc la
droite FG menée dans le plan DE et perpendi-
culaire sur la droite CE , commune section des.
plans , est aussi perpendiculaire sur le plan
donné : donc le plan DE est perpendiculaire
sur le plan donné. Nous démontrerons sembla-
blement que tous les autres plans qui passent
par la droite AB sont aussi perpendiculaires sur
le plan donné.

Donc st une droite est perpendiculaire sur-
un plan, tous les plans qui passeront par cette
droite seront perpendiculaires sur ce méme
* plan; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XIX.
THEOREME,
Si deux p/l;zn; qui se coupent mutuellement sort

perpendiculaires sur un plan, leur commune
section sera aussi perpendiculaire sur ce plan.

Que deux plans AB, BC (fig. 175 qui se
coupent matuellement soient perpendiculaires
sur un plan donné, et que leur commune section
soit BD : je dis que la droite BD est perpendi-
culaire sur le plan donné.
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Supposons que cela ne soit point; du point D
menez dans le plan AB la droite DE perpendicu-
laire sur la droite AD (prop. 11. 1), et du point D
et dans le plan BC menez la droite DF perpen-
diculaire sur la droite CD. Puisque le plan AB
est perpendiculaire sur le plan donné et que la
droite DE a été menée dans le plan AB perpen-
diculaire i la commune section AD de ces plans,
la droite DE sera perpendiculaire sur le plan
donné. Nous démontrerons semblablement que
DF est'perpendiculaire sur le plan donné : done
du point D on a mené du méme c6té deux per-
pendiculaires sur le plan donné ; ce qui est im-
possible (prop. 13. 11) : donc du point D on
ne peut pas mener d’autres droites qui soient
perpendiculaires sur le plan donné, si ce n’est
la commune section DB des plans AB, BC.
Donc si deux plans qui se coupent mutuelle-
ment sont perpendiculaires sur un plan donné,
leur commune section sera perpendiculaire sur
ce plan; ce qu’il falloit démontrer.
!
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"PROPOSITION XX.
TRRFOREME.

Si¢ un angle solide est compris seus trois angles
plans , deux de ces angles , de quelgue ma-
niére qu’on les prenne, sont plus grands que lc -
troisiéme.

Que l'angle solide A (fig. 176) soit compris
sous les trois angles plans BAC, CAD, DAB:
je dis que deux quelconques des trois angles
plans BAC, CAD, DAB, de quelque maniére
qu'on les prenne, sont plus grands que 'angle
restant.

Car si les angles BAC, CAD, DAB sont
égaux entr'eux, il est évident que deux quel-
conques de ees angles, de quelque manviere
qu’on les prenne, sont plus grands que P'angle
restant. Supposons que ces trois angles ne sont
point égaux entr’eux, et que Pangle BAC est le
plus grand. Sur la droite AB et au point A fai-
sons dans le plan qui passe par BAC I'angle BAE
égal 3 'angle DAB (prop. 23. 11). Faisons AL
égal 4 AD (prop.3.1), menons ensuite par le
point E la droite BEC qui coupe les droites AB,
AC aux poim‘s B, C, menons aussi les droites DR,
DC. Puisque ladroite DA est égale 2 la droite AE
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et que la droite AB est commune, les deux
droites DA, AB sont égales aux deux droites
AE, AB; mais I'angle DAB est égal & Pangle
BAE : donc la base DB est égale a la base BE
(prop.4.1); et puisque les deux droites DB, DC
sont plus grandes que la droite BC et que la droite
DB est égale a la droite BE, la droite restante
DC sera plus grande que la droite restante EC;
mais puisque la droite DA est égale a la droite
AE, que la droite AC est commune et que la
base DC est plus grande que la base EC, 'an-
gle DAC sera plus grand que l'angle EAC,
(prop. 25. 1). Mais I'angle DAB est égal 4 I’ans
gle BAE, par cdnsﬁruotion : done les angles
DAB, DAC sunt plus grands que I'angle BAC.
Si I'on prend deux autres angles quelconques,
nous démonurerons semblablement qu’ils sont
plus grands que 'angle restant.

Done si un angle solide est compris sous trois
angles plans, deux quelconques de ces angles,
de quelque maniére qu’on les prenne, sont plus
grands que le woisiéme; ce quil falloit dé.
montrer.
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PROPOSITION XXI.
THEOREME.

Tout angle solide est compris sous des angles plans
qui sont moindre; que quatre angles droits.

Soit I'angle solide A fig. 177) compris sous
les angles plans BAC, CAD, DAB : je dis que
les angles BAC, CAD, DAB sont moindres
que quatre angles droits. '

Dans chacune des droites AB, AC, AD, pre-
nez des points quelconques B, C, D, et menez
BC, CD, DB. Puisque I'angle solide B est com-
pris sous les trois angles plans CBA, ABD,
CBD, deux quelconques de ces triangles sont
plus grands que I'angle restant ( pdop. 20. 11):
donc les angles CBA, ABD sont plus grands que
Iangle CBD. Par la méme raison, les angles
BCA, ACD sont plus grands que I'angle BCD, et
les angles CDA, ADB plus grands que I'angle
CDB : donc les six angles CBA,ABD, BCA, ACD,
ADC, ADB sont plus grands que les trois angles
CBD, BCD, CDB. Mais les trois angles CBD,
BCD, CDB sont égaux & deux angles droits
(prop-32. 1) : donc les six angles CBA, ABD,
BCA, ACD, ADC, ADB sont plus grands que
deux angles droits ; mais puisque les trois angles
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de chacun des triangles ABC, ACD, ADB sont
égaux a deux angles droits, les neuf angles CBA,
ACB, BAC , ACD, DAC, CDA, ADB, DBA,
BAD de ces trois triangles sont égaux 4 six angles
droits ; mais les six angles ABC, BCA, ACD,
CDA, ADB, DBA sont plus grands que deux
angles droits : donc les angles restans BAC, CAD,
DAB qui contiennent I'angle solide sont plus
petits que quatre angles droits.

Donc tout angle solide est compris sous des
angles plans plus petits que quatre angles droits;
ce qu’il falloit démontrer. .

PROPOSITION XXII.
THEOREME.

Si lon a trois/ angles plans , dont deux de ces
angles, de quelgue maniére qu'on les prenne,
sont plus grands que Uangle restant, et si ces
angles sont compris par des cétés égaux, on
pourra construire un triangle avec les droites
qui joignent ces cotés égaux.

Soient les trois angles plans ABC, DEF,
GHK (fig. 178) dont deux de ces angles, de
quelque maniére qu'on les prenne, sont plus
grands que Pangle restant, c’est-a-dire que les
deux angles ABC, DEF sont plus grands que’

7~
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Yangle GHK, que les deux angles DEF, GHK
sont plus grands que I'angle ABC, et enfin que
les deux angles GHK, ABC soit plus grands
que 'angle DEF; que les droites AB , BC, DE,
EF,GH, HX soient égales; menez AC, DF,
GK : je dis qu’on peut construire un triangle
avec des droites égales aux Jdroites AC, DF, GK ;
c’est-d~dire que deux quelconques’ des droites
AC, DF, GK, de¢ quelque maniére qu’on les
prenne, sont plus grandes que la droite restante.
51 les angles ABC, DEF, GHK sont égaux
entr’eux, il est évident qu’on pourra construire
un triangle avec des droites €gales aux droites
AC, DF, GK qui sont alors égales entr’elles. Au
contraire, si ces angles ne sont point égaux, sur
la droite HK et au point H, faites I'angle KHL
égal & 'angle ABC (prop. 23. 1); faites aussi
la droite HL égale a une des droites AB, BC,
DE, EF,GH, HK, et menez les droites GL,
KL. Puisque les deux droites AB, BC sont
égales aux deux droites KH, HL, et que I'an-
gle B est égal & Pangle KHL la base AC sera
égele h la base KL ( prop. 4. 1) et puisque les
angles ABC, GHX: som plus grands que I'an-
gle DEF ct que Tanglé ABC est égal & angle
KHL, Pangle GHL sera plus grand que Pan-
gle DEF. De plus, puisque les deux droites
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GH, HL sont égales aux deux droites DE, EF
et que I'angle GHL est plus grand que I'angle E,
la base GL sera plus grande que la base DF
(prop. 24. 1); mais les droites GK, KL sont
plus grandes que la droite GL (prop. 20. 1)
donc, a plus forte raison, les droites GK, KL
sont plus grandes que la droite DF ; mais KL
est égal 3 AC : done les droites AC, GK sont
plus grandes que la droite restante DF. Nous
démontrerons semhlablement que les droites
AC, DF sont plus grandes que la droite GK;
et que les droites GK , DF sont aussi plus grandes
que la droite AC : donc on peut construire un
triaigle avec des droites égales aux droites AC,
DF, GK (prop. 22.1).

AUTREMENT.

Soient donnés les trois angles plans ABC,
DEF, GHK (fig: 179) dont deux de ces angles,
de quelque mani¢re qu’on les prenne , sont plus
grands que I'angle restant ; que ces angles soient
compris par des droites égales AB, BC, DE,
EF, GH, HK. Menez les droites AC, DF, GK :
je dis qu’on peut construire un triangle avec des
droites égales aux droites AC, DF, GK; c’est-
a-dire que deux de ces droites, de quelque ma-
niére qu'on les prenne, sont plus grandes que

X
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la droite restante. Si les angles ABC, DEF,
GHK sont égaux, les droites AC, DF, GK
seront égales entr’elles (prop. 4. 1), et deux
de ces droites seront plus grandes que la droite
restante. Au contraire , si ces angles ABC, DEF,
GHK sont inégaux,, et si I'angle ABC est plus
grand que un et que P'autre des anglesE, H, la
droite ACsera plus grande quel'une et quelautre
des droités DF, GK (prop. 24. 1); et il est évi-
dent que la droite AC avec I'une ou avec l'autre
des droitesDF, GK sera plus grande quela droite
" restante. Je dis que les droites DF, GK sont
plus grandes que la droite AC. Sur la droite AB
et au point B construisez I'angle ABL égal a
I'angle GHK (prop. 25. 1); faites la droite BL
égale a une des droites AB, BC, DE, EF,
GH, HK, et menez AL, LC. Puisque les denx
droites AB, BL sont égales aux deux droites
GH, HK, chacune i chacune, et qu’elles com-
prennent des angles égaux , labase AL scra égale
4 la base GK (prop. 4. 1); et puisque les angles
E, H sont plus grands que P'angle ABC et que
I'angle GHK est €gal 4 I'angle ABL, 'angle
restant E sera plus grand que I'angle LBC. De
plus, puisque les deux droites LB, BC sout
égales aux deux droites DE, EF, chacune 3
chacune, et que 'angle DET est plus grand
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que P'angle LBC, la base DF sera plus grande
que la base LC (prop. 24. 1). Mais on a dé-
montré que la droite GK est égale i la droite
AL': donc les droites DF, GK sont plus grandes
que les droites AL , LC ; mais les droites AL, LC
sont plus grandes que la droite AC (prop. 20.1):
donc i plus forte raison les droites DF, GK
sont plus grandes que la droite AC : donc deux
des droites AC, DF, GK, de quelque maniére
qu’onles prenne, sont plus grandes que la droite
restante,

Donc on peut construire un triangle avec
trois droites égales aux droites AC, DF, GK
(prop. 22. 1) ; ce qudl falloit démontrer.

PROPOSITION XXIII
PROBLEME,

Construire un angle solide avec trois angles plans
dont deux de ces angles , de quelque maniére
guon les prenne, sont plus grands que U'angle
restant ; il faut que ces trois angles soient plus
petits que quatre angles droits.

Soient donnés les trois angles plans ABC,
DEF, GHK (fig. 180) dont deux de ces angles,
de quelque maniére qu’on les prenne, soient plus
grands que Pangle restant; que ces trois angles

2
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soient plus petits que quatre angles droits : il
faut avec des angles égaux aux angles ABC,

. - DEF, GHK coanstruire un angle solide.

.-+ Faites les droites AB, BC; DE, EF, GH,

HK égaless entr’elles et menez AC, DF, GK.
On peut avec des droites égalesa AC, DF, GK
construire un triangle (prop. 22. 11). Cons«
truisez le triangle LM N (prop. 22. 1) de ma-
niére que LM soit égal 4 AC, MN égal 4 DF
et LN égal 4 GK. Décrivez ensuité une circon-
férence de cercle LMN autour du triangle LMN
(prop. 5: 4 ) ; prenez le centre de ce cercle qui
sera ou dans le triangle LMN ou sur un de ses
c6tés, ou hors de ce triangle.

Que le centre du cercle soit d’abord dans le
triangle, et que ce centre soit O; menez LO,
MO, NXO : je dis-que AB est plus grand que LO;
car si cela n’est point, la droite AB sera égale &
la droite LO ou.plus petite que cette droite.
Supposons d’abord qu’elle lui soit égale. Puisque
ABestégal aLO et que ABest égala BC, LO
sera égal 3 BC; mais LO est égal 4 OM : done
les deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites LO, OM, chacune A chacune ; mais la
base AC est supposée égale a la base LM : donc
Yangle ABC est égal & 'angle LOM (prop.8.1).
Var Jaméme raison , I'angle DEF est égal a I'an~
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gle MON ét Pangle GHK égal 3 Pangle NOL
donc les trois angles ABC, DEF, GHK sont
¢gaux aux trois angles LOM, MON, NOL; mais.
les trois angles LOM, MON , NOL sont égaux &
quatre angles droits : donc les trois angles ABC,
DEF, GHK sont égaux & quatre angles; mais.
on les a supposés plus petits que quaire angles
droits, ce qui est absurde : donc la droite AB:
n’est pas égale a ladroite LO : je dis de plus que-
Ia droite AB n’est pas plus petite que la droite
LO. Car supposons, si cela est possible, qu’elle
soit plus petite , et que la droite AB soit égale
la droite OP et la droite BC égale i la droite 0Q;
menez PQ. Puisque la droite AB est égale a la
droite BC, la droite OP sera égale ala droite 0Q:
donc la droite restante PL sera égale a la droite
restante QM : donc la dreite LM est paralléle-
4 la droite PQ (prop.2.6): donc les triangles
LMO, PQO sont équiangies : donc OL est a
LM comme OP est 3 PQ (prop. 4.6), eten
échangeant les places des moyens, LO est 4 OP
comme LM est 3 PQ (prop. 16.5); mais LO
est plus grand que OP : done LM est plus grand
que PQ; mais LM est égal a AC, par cons~
truction : donc AC sera plus grand que PQ; et
puisque les deux droites AB, BC sont égales
aux deux droites PO, 0Q et que la base AC

' 3
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est plus grande que la base PQ, Iangle ABC sera
plus grand que I'angle POQ (prop. 24. 1). Nous
démontrerons semblablement que P'angle DEF
est plus grand que 'angle MON et Pangle GHK
plus grand que I'angle NOL : donc les trois
angles ABC, DEF, GHK sont plus grands que
les angles LOM, MON, NOL; mas les angles
ABC, DEF, GHK sont supposés plus. petits
que quatre angles droits : donc a plus forte
raison les trois angles LOM, MON , NOL sont
plus petits que quatre angles droits; mais ces
trois angles sont égaux.i quatre angles droits,
ce qui est absurde : donc la droite AB n’est pas
plus petite que la droite LO. On a démontré
qu’elle ne lui est point égale : donc la droite AB
est plus grande que la droite LO. Du point O
élevez une perpendiculaire OR sur le plan dn
cercle LMN (prop. r2.11). Supposons que le
quarré de OR soit €gal 4 I'excés du quarré de
AB sur le quarré de LLO (lem. suiv.), et menons
les droites RL, RM;, RN. Puisque la droite OR
est perpendiculaire sur le plan du cercle LMN,
cette droite sera perpendiculaire sur chacune
des droites LO, MO, NO (déf. 3. 11); et
puisque L O est égal 2 OM et que la droite OR
est commune et qu’elle est perpéndiculaire sur
ces deux droites, la base LR sera égale a la
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base RM (prop. 4. 1). Par la méme raison, la
droite RN cst égale a I'une et a l'autre des
droites RL , RM : donc les trois droites RL,
BRM, RN sont égales entr’elles. Puisque le
quarré fait sur OR est égal a I'excés du quarré
de AB sur le quarré LO, le quarré de AB sera
égal aux quarrés des droites LO, OR; mais le
quarré de RL est égal aux quarrés.des droites
LO, OR (prop.47. 1), car angle LOR est
droit : donc le quarré de la droite AB est ggal
au quarré de la droite RL : donc la droite AB
est €gale a la droite RL; mais chacune des
droites. BC, DE, EF, GH, HK es égale 4 la.
droite AB, et-chacune des droites RM, RN est
égale 4 la droite AL : donc ehacune des.drojtes
AB,BC, DE,EF, GH, HK est égale a char
cune des droites RL, RM, RN; mais puisque
les deux droites LR, RM sont égales aux deux
droites. AB, BC et que la base LM est égale a
la base A€, I'angle LRM sera égal a langle
ABC'(prop. 8. 1). L’angle MRN sera égal &
Yangle DEF et P'angle LRN égal a 'angle GHK ,
par la méme raison : dong avec les trois angles
plans LRM, MRN, LRN, qui sont égaux aux
trois angles donnés, on a construit un angle
solide R qui est compris sous.les angles LRM,
MBN, LRN. ‘
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Que le centre du cercle soit présentement sus
un des cotés , savoir, sur le c6té MN (fig. 181),
et que le centre de ce cercle soit le point O;
menez OL : je dis de nouveau que AB est plus
grand que LO; carsi cela n'est point, la droite
AB sera éga]c 4 la droite LO ou bien elle sera
plus petite que cette droite. Supposons d’abord
qu’elle lui soit égale; les deux droites AB, BC,
c’est-a-dire les deux droites DE, EF sont
égales aux deux droites MO, OL, c'est+a-dire
a la droite MN ; mais la droite MN est suppesée
égale a la droite DF : donc les droites DE, EF
* sont égales A la droite DF, ce qui ne peut étre
( prop. 20. 1) : donc la droite AB n’est point
dgale a la droite LO. On démontreroit sem-
blablement qu’elle n’est pas plus petite, car de
ceite supposition il s’ensuivroit une plus grande
absurdité : donc la droite AB est plus grande
que la droite LO. Si 'on méne la droite RO
perpendiculaire sur le plan du cercle, et si 'on
suppose que le quarré de OR soit dgal & T'excés
du quarré de AB sur le qiaité LO (lem. suiv.),
le probléme sera résolu.
" 'Que le centre du cercle soit enfin hers du
triangle LMN (fig. 182), et que le centre de
ce cercle soit O; menez LO, MO, NO : je dis

que la droite AB est plus grande que la droite
. P !
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LO; car si cela n’est point, elle lui sera égale
ou plus petite. Supposons d’abord qu’elle lui
soit égale ; dans cette supposition les deux
droites AB, BC sont égales aux deux droites
MO, OL, chacune 4 chacune ; mais la base AC
est aussi égale & la base ML : donc I'angle ABC
est égal a 'angle MOL (prop. 8. 1). L’angle
GHK est égal A I'angle LON, par la méme
raison : donc Tangle total MON est égal aux
deux angles ABC, GHK; mais les angles ABC,
G HK sont plus grands que l’angle DEF : done
Pangle MON est plus grand que I'angle DEF;
et puisque les delx droites DE, EF sont égales
aux deux droites MO, ON, et que la base DF
est dgale i la base MN, I'angle MON sera égal
4 Pangle DEF (prop. 8. 1) ; mais on a démon-
wré quil est plus grand, ce qui est absurde :
donc la droite AB n’est pas égale 4 la droite LO.
Nous démontrerons de suite qu’elle n’est pas
,plus petite , donc clle est nécessairement plus
grande. Si nous menons de nouveau la droite
OR perpendiculaire sur le plan du cercle, et si
nous supposons cette perpendiculaire égale 4
une droite dont le quarré soit égal a 'excés du
quarré de la droite AB sur le quarré de la droite
L O (lem.suiv.),le probléme sera résolu. Je dis
& présent que la droite AB n'est pas plus petite
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que la droite LO. Supposens, si'cela est possi-
ble, qu’elle soit plus petite; fates OP égal a AB
et OQ égal a BC et menez P Q. Puisque AB:est
égal a BC, la droite OP sera égale a la droite
0Q : donc la droite restante PL sera égale a la
droite restante QM : donc la droite LM est pa~
ralléle a la droite QP (prop. 2.6 : donc les deux
triangles LMO, QOP sont équiangles : donc
LO est 3 LM comme OP est 3 PQ (prop.4.6),
et en échangeant les plans des moyens, LO est
a OP comme LM est 2 PQ; mais LO est plus.
grand que OP : donc LM est plus grand que PQ;
mais LM est égal a AC par construction : donc
AC sera plus grand que PQ; mais puisque les
deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites PO, OQ, chacune i ehacune, et que la
base AC est plus grande que la base PQ, I'an-
gle ABC sera plus grand que l'angle POQ
(prop. 25. 1). S1'on prend la droite OV égale
a chacune des droites OP, 0Q, et sil'on méne
PV, nous démonirerons semblablement que
I'angle GHK est plus grand que 'angle POYV.
Sur la droite LO et au pomnt O, pris sur cetie
droite , constriiisez 'angle LO'S égal 4 I'angle
ABC et langle- LOT égal a l'angle GHK;
faites chacune-des droites OS, OT égale 4 la
droite PO, et menez PS, PT, ST. Puisque les, ’
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deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites PO, OS, et que I'angle ABC est égal a
Pangle POS, la-base AC, c’est-a-dire la droite
LM, sera égale i la base PS (prop.4.1). La
droite LN sera égale ala droite PT, par la méme
raison ; et puisque les deux droites ML, LN
sont égales aux deux droites PS, PT et que
Pangle MLN est plus grand que I'angle SPT,
la base MN sera plus grande que la base ST
(prop. 24. 1) ; mais MN est égal 4 DF : dono
DF sera plus grand que ST : donc puisque les
deux droites DE, EF sont égales aux deux
droites SO, OT et que la base DF est plus
grande que la base ST, Iangle DEF sera plus
grand que SOT (prop. 25. 1); mais I'angle SOT
est égal aux angles ABC, GHK : donc l’ai‘ngle
DEF est plus grand que les angles ABC, GHK :
mais il est au contraire plus petit; ce qui est,
impossible.
LEMDME.

Nous allons faire voir de quelle maniére on
fait sur RO un quarré qu soit égal a Pexcés
du quarré de la droite AB sur le quarré de la
droite LO.

Soient les droites AB, LO (fig. i85); que
AB soit la plus grande, et sur cette droite dé-
crivez la demi-circonférence ABC, et appliquez
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dans la demi-circonférence ABC une droite AC
égale a la droite LO et menez la droite BC.
~ Puisque l'angle ACB est compris dans le demi-
cercle ABC, I'angle ACBseradroit (prop.31.3):
donc le quarré de la droite AB est €gal aux
quarrés des droites AC, CB ( prop. 47. rj :
donc le quarré de AB surpasse le quarré de
AC du‘quarré de CB; mais ACest égal 4 LO:
donc le quarré de AB surpasse le quarré de LO
du quarré de CB : donc si nous faisons la droite
OR égale a la droite CB, le quarré de la droite
AB surpassera le quarré de la droite LO du
quarré de la droite OR; ce que nous voulions
faire.

. PROPOSITION XXIV.
THEOREME.

Si un solide est compris sous des plans paralléles ,
les plans opposés sant des parallélogrammes
égaux.

Que le solide CDHG (fig. 184 ) soit compris
sous les plans paralléles AC, GF, AH, DF,
FB,AE :je dis que les plans opposés sont des
parallelogrammes égaux.

Pulsque les deux plans paralleles BG, CE
sont coupés par le plan AC, leurs communes
sections sont paralléles (prop. 16.11):doncla
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droite AB est paralléle 2 la droite DC. De plus,
puisque les deux plans paralléles BF, AE sont
coupés sur le plan AC, leurs communes sections
sont paralléles : donc la droite AD est paralléle
4 la droite BC; mais on a démontré que la
. droite AB est paralléle & la droite DC : donc le
plan AC est un parallélogramme. Nous démon-
trerons semblablement que chacun des plans
DF,FG, GB,BF, AE est un parallélogramme.

Menez les droites AH, DF. Puisque AB est
paralléle 2 DC et BH paralléle 4 CF, les deux
droites AB, BH qui se rencontrent seront pa-
ralléles aux deux droites DC, CF qui se ren-
contrent et qui ne sont pas dans le méme plan :
donc ces droites comprendront des angles égaux
(prop-. 10. 11) :donc I'angle ABH est égal
Fangle DCF; et puisque les deux droites AB,
BH sont égales aux deux droites DC, CF
(prop. 34. 1), et que I'angle ABH est égal &
Pangle DCF, la base AH sera égale a la base
DF (prop. 4 1), et le triangle ABH égal an
iriangle DCF ; mais le parallélogramme BG est
double du triangle ABH et le para!le'logramme
CE double aussi du triangle DCF (prop.34.1):
donc le parallélogramme BG sera égal au paral-
lélogramme CE. Nous démontrerons sembla-
blement que le parallélogramme AC est égal au
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parallélogramme GF et le parallélogramme AF.
égal au parallélogramme BF. ‘
Donc si un solide est compris sous des plans
paralléles, les plans opposés sont des parallé-
logrammes égaux ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
THEOREME.

8i un parallélipipéde est coupé par un plan pa-
ralléle a des plans oppasés, les solides obtenus

par cette section seront enir'ewx camme leurs

bases.

Que le parallélipipéde ABCD (fig. 185) soit
coupé par un plan VE paralléle aux plans op~
posés RA, DH : je dis que le solide ABFV est
au solide EGCD comme la base AEF X est &
la base EHCF.

Prolongez de part et d’autre la droite AH et
prenez autant de droites égales que vous vou-
drez HM, MN égales chacune a la droite EH ;
prenez aussi autant de droites que vous voudrez
AK, KL égajles chacune i la droite AE et ache~
vez les parallélogrammes LP, KX , HY, MS, et
les parallélipipédes AQ, KZ , DM, MT. Puisque
les droites LK, KA, AE sont égales entr’elles,
les parallélogrammes LP, KX ,‘AF seront égaux
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¢ntr’eux (prop. 38. 1). Les parallélogrammes
KO, KB, AG sont aussi égaux entr’eux, ainsi que
les parallélogrammes LZ, KQ, AR(pro.24.11),
car ces parallélogrammmes sont opposés. Par la
méme raison , les parallélogrammes EC, HY
MS sont encore égaux entr’eux, ainsi que les
parallélogrammes HG, HI, IN et les parallé-
logrammes DH, MA’, NT donc trois plans des
solides LQ, KR AV sont égaux A trois plans;
mais trois plans sont égaux a trois plans oppo-
sés : donc les trois parallélipipédes LQ, KR,
AV seront égaux entr’eux (déf. ro. 11). Les
trois parallélipipedes ED, DM, MT sont égaux
entr’eux, par la méme raison : donc labase LF
est multiple de la base AF autant de fois que
le parallélipipéde LV est multiple du parallé-
lipipede AV. Par la méme raison la base NF
est multiple de la base HF autant de fois que
le parallélipipéde NV est multiple du parallé-
Lpipéde HV. Enfin si la base LF est égale 4 la
base NF, le parallélipipcde LV sera égal au’pa-
rallélipipéde NV ; sila base LF surpasse la base
NF, le parallélipipéde LV surpassera le paral-
1élipipéde NV, et si la base LF est plus petite
que la base NF, le parallélipipéde LV sera plus
petit que le parallé¢lipipéde MV. On a donc
quatre quantités, savor, les deux bases AF, FH
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et les deux parallélipipédes AV, VH, et I'on a
pris des équimultiples de la base AF et du pa-
rallélipipéde AV, savoir, la base LF et le paral-
1élipipéde LV; on a pris aussi des équimultiples
de la base HF et du paralkélipipéde HV, savoir,
la base NF et le parallélipipéde NV. Mais on a
démontré que si la base LF surpasse la base
NF, le parallélipipéde LV surpassera le paral-
1élipipede N V'; que si la base LV est égale a la
base NV, le parallélipipéde LV. sera égal au
parallélipipede NV, et que si la base LV est
plus petite que la base NV, le parallélipipéde
LV sera plus petit que le parallélipipéde NV :
donc le parallélipipéde AV est au parallélipi~
péde VH comme la base AF est a la base FH
(déf. 5.5); ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVI
PROBLEME.

Sur une droite donnée et a un point donné dans
cette droite, construire un angle solide égal &

un angle solide donné.

Soit AB (fig. 186) ladroite donnée, A le point
donné dans cette droite, et DI’angle solide donné
et compris sous les plans EDC, EDF, FDC :
il faut sur la droite donnée AB et au point A
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donné dans cette droite construire un angle
solide égal & I'angle solide donné D.

Prenez dans 1a droite DF un point quelcon«
que F, et de ce point menez une perpendicu-
hire FG sur le plan qui passe par les droites ED,;
DC (prop. 11.11); que la'perpendiculaire FG
rencontre le plan DEC au point G ; menez la

‘droite DG. Ensuite sur la droite AB et au pOmt
donné A pris dans cette droite construisez Pangle
BAL égal al'angle EDC (prop. 23. 1), et l'an-
gle BAK égal al'angle EDG;; faites ensuite AK
égal 4 DG (prop. 3. 1); du point K menez KH
perpendiculaire sur le planr qui passe par BAL:
(prop. 12. 11), faites enfixla droite KH égale
a la droite GF et menez la droite HA : je dis
que langle solide A, compris sous les angles
BAL,BAH, HAL), est égal & Tangle solide D,
compris sous les angles EDC; EDF, FDC.

Faites AB égal 4 DE et ménez les droites
HB, KB, FE, GE. Puisque la droite FG est
perpendiculaire sur le plan EDC, cette droite
sera perpendlculalre sur toutes les droites qui la
rencontrent et ¢ui sont dans ce plan (déf. 3.1 1):
donc chacun des angles FGD, FGE est droit;
chacun des angles HKA , HKB est droit, par la
méme raison; et puisque les deux droites KA,
AB sont égales aux deux droites GD, DE,

Y
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chacune 3 chacune, et que ces droites com-
prennent des angles égaux, la base BK sera
&gale & la base EG (prop#4. 1); mais la droite
K H est égale a la droite GF, et les angles HKB,
FHE sont droits I'un et 'autre : donc la droite
HB est égale a la droite FE. De plus, puisque
les deux droites AK, KH sont égales aux deux
droites DG, GF, et que ces droites compren~
nent des angles droits, la base AH sera égale 2 la
base DF ; mais la droite AB est égale a la droite
DE : donc les deux droites HA , AB sont égales
aux deux droites FD, DE; mais la base HB est
égale & la base FE : donc I'angle BAH sera égal
4 Pangle EDF. L’angle HAL est égal i 'angle
FDC, par laméme raison ; en effet, faites la droite
AL égale a ladroite DC, et menez les droites KL,
HL, GC, FC. Puisque I'angle total BAL est
égal a 'angle total EDC et que I'angle BAK est
égal a I'angle EDG, I'angle restant KAL sera
égal a I'angle restant GDC;; et puisque les deux
droites KA, AL sont égales aux deux droites
GD, DC, et qu'elles renferment des angles
égaux, la base KL sera égale i la base GC
(prop. 4. 1); mais la droite KH est égale a la
droite GF : donc les deux droites LK, KH sont
égales aux deux droites CG, GF ; mais ces deux
droites renferment des angles droits : donc la
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base HL, est egale 3 la'base FC. De plus puis-
que les deux droites HA, AL sont égales aux
deux droites FD, DC et que la base HL est
égale & la base FC, l’angle' HAL sera égal a
Pangle FDC (prop.8.1); mais 'angle BAL est
e'gal alangle EDC : donc, sur une droite donnée
et 4 un point pris dans cette droite, on a cons-
truitun angle solide égal 3 un angle sohde donne,
ce quil fallon. faire,

PROPOSITION XXVII

PROBLEME ’.“. .

Sur une droite donnée déerire un pamllékp:péde

qui soit semblable & un paraliélipipdde dormé
et semblablement placé que lui. -

Soit AB ( fig. 187) la droite donnee et DC lp
parallélipipéde donné : il faut dechre sur la
droite AB un parallchplpede qui soit samblable
au parallélipipéde donné DC et semblablement
placé que lui.

Sur la droite AB et au point A donne daqs

cette droite construisez un angle soﬁde qui soit

compris sous les angles solides BAH HAK,

KAB et qui soit égal a I'angle solide C , de ma-

niére que I'angle BAH soit égal a l’angle ECF,

V'angle BAK égal al'angle ECG et 'angle KAH
2
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égal a lan{,le GCF, et cnsuite faites en sorte
que EC soit 2 CG comme BA esta AK, et que
GC soit 2 CF comme KA est 3 AH (prop.12.6):
EC sera a CF comme BA esti AH (prop.22.5);
‘terminez le paraﬂelooramme BHet le paralle-
;hplpedeAL L
_., Puisque EC est a CG comme BA est AK,
.les c6tés qui sont autour des angles ¢, £gaux ECG,
BAK seront proporuonnels donc le parallélo- .
gramme G E sera semblable au paral]elogramme
KB (prop.4.6). Par la méme raison , lé paral-
lélogramme GF sera semblable au parallélo-
gramme KH, et le parallélogramme FE sembla-
ble an, parallelogramme HB : dopc trois paral-
Jelogrb.mmes dn_ parallélipipéde CD sont. sem- .
blables & trois paralleiogrammes du parallélipi-
: pede AL; mais tro;s parallelogrammes sont
gaux et semblables 3 ,a trots par allélogrammes
opposes (prop 24. 1) doncle parallélipipéde
“fotal C'D sera semblab]e au parallehpxpede total
JK.L sbust e %

Donc, sur la droxte AB, on a construit un
‘péralleilplpede AL qui est semblab]e a un pa-
fallélipipéde donné CDet semblablement placé;
‘ce qu’ll faﬂou; fau‘e '

......
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PROPOSITION XXVIIL
THEOREME.

S8i un parallélipipéde est coupé par un plan selon
les diagonales de deux plans opposés , le pa-
rallélipipéde sera coupé en deux parties égales
par ce plan.

Que le parallélipipéde AB (fig. 188) soit coupé
par le plan CDEF selon les diagonales des deux
plans opposes CF, DE: je dlS que le para]le.-
Lipipéde AB sera coupé en deux parties égales
par le plan CDEF.

Puisque le triangle CGF est égal au triangle
CBF (prop. 34. 1) et le triangle ADE égal au
triangle DEH, de plus, puisque le parallélo~
gramme CA est égal au parallélogramme BE
(prop. 24. 11), car ces deux parallélogrammes
sont opposes et puisque le parallélogramme
GE est aussi egal an parallélogramme CH, le
prisme compris sous les deux triangles CGF
ADE et sous les trois parallélogrammes GE,
AC, CE, sera égal au prisme compris sous les
deux triangles CFB, DEH, et les trois parallé-
logrammes CH, BE, CE, car ils sont compris
sous des plans égaux en nombre et en grandeur
(déf. 10. 11} : donc le parallélipipéde total AB

3
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est coupé en deux parties égales par le plan
CDEF; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THEORGEME.

Les parallélipipédes qui ont la méme base et la
méme hauteur, et dont les droites insistentes
sont placées dans les mémes droites , sont égaux
entr'eux.

Que les parallélipipédes CM, CN (fig. 189}
aient la méme base AB et la méme hauteur, et
que les droites insistentes AF, AG,LM,LN,
CD, CE,BH, BK soient dans les mémes droites
FN, DK : je dis que le parallélipipéde CM est
égal au parallélipipede CN.

Car puisque chacune des fignres CH, CK est
un parallélogramme , la droite CB sera égale a
chacuue des droites DH, EK (prop. 34.1):
donc la droite DH sera égale a la droite EK.
Retranchez la partie commune EH, la droite
restante DE sera égale  la droite restante HK :
donc le triangle DEC est égal au triangle HKB
(prop. 8. 1), et le parallélogramme DG égal au
parallélogramme HN (prop. 36. 1). Par laméme
raison le triangle AFG est égal au triangle LMN.
Mais le parallélogramme CF est égal au parallé-
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Togramme BM et le parallélogramme CG égal
au parallélogramme BN ( prep. 24. ¥1), car
«ces parallélogrammes sont opposés.: donc le
prisme contenu sous les deux triangles AF G,
DEC et sous les trois parallélogrammes AD,
DG, GC est égal au prisme contenu sous les
deux triangles LMN, HBK et sous les wois
parallélogrammes BM, NH, BN (déF. 10. 1) :
.donc si nous ajoutons a chacun de ces prismes
Ie solide dont une des bases. est le paraliélo-
gramme AB et dont Pautre base est le parallé-
logramme GEHM, le parallélipipéde total CM
sera égal au parallélipipéde total CN.

Donc les. parallélipipédes qui ont la méme
base et la méme hauteur, et dont les droites in-
sistentes sont placées dans les mémes droites,
sont égaux entr’eux ; ce qu'l falloit démontrer.

PROPOSITION XXX,
Tnﬁ‘o-nﬁmr.

Les parallélipipédes qui ont la méme base et la
méme hauteur , et dont les droites insistentes
ne sont point placées dans les mémes droites,
sont égaux entr'eux.

Soient CM, CN (fig. rgo) des parallehplpedes
«qui ont la méme base AB. et la méme hauteur,

4

4
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et dont les droites insistentes AF, AG LM
L'N,CD, CE, BH, BK ne sont point placees
dans les mémes droites : je dis que le parallé-
lipipéde CM est égal au parallélipipéde CN.
Prolongez les droites NK, DH et les droites

GE, FM, et que ces droites se rencontrent aux
points P, R, Q, O. Menez AO, LP, CQ,
BR. Le parallélipipede CM, dont la base est le
parallélogramme A CBL opposé au parallélo-
gramme FDHM, sera égal au paralléhpipéde
CP dont la base est le parallélogramme ACBL
opposé au parallélogramme OQRP (pr. 29. 11),
car ces deux parallélogrammes ont la méme base
et la méme hauteur, et leurs droites insistentes
AF,AO0,LM, LP,CD, CQ, BH, BR sont
dans les mémes droites FP, DR; mais le paral-
Ylipipéde CP dont la base est le parallélo-
gramme ACBL opposé au parallélogramme
OQRP est égal au parallélipipéde CN dont la
base est le parallélogramme A CB L opposé au
parallélogramme GEXN (prop. 29. I1); car
ces deux para]lchplpedes ont la méme base et
la méme hauteur , et leurs droites insistentes
AG,AQ,CE, CQ,LN, LP, BK, BR sont dans
les mémes droites GQ, NR : donc le paralléli-
pipéde CM est égal au parallélipipéde CN.

- Done les parallélipipédes qui omt la méme

v
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base et la méme hauteur, et dont les droites
insistentes ne sont point placées dans les mémes
droites , sont égaux entr'eux ; ce quil fallon
démontrer.

PROPOSITION XXXI.
THEOREME.

Les parallélipipédes qui ont des bases égales et la

- méme hauteur, sont égaux entr’eux.

Que les parallélipipédes AE, CF (fig. 1g1)
aient des bases égales AB, CD et la méme hau-
teur : je dis que le parallélipipéde AE est égal
an parallélipipéde CF.

D’abord que les droites insistentes HK, BE,
AG,LM, PQ, DF, CO, RS soient perpen-
diculaires sur les bases AB, CD, et que I'angle
ALB ne soit pas égal & I'angle CRD. Con-
duisez la droite RT dans la direction de la droite
CR, et faites sur la droite RT et au point R
pris dans cette droite I'angle TRV égal i I'an-
gle ALB ( prop. 23. 1), faites la droite RT égale
a la droite AL et la droite RV égale i la droite
LB; par le point V conduisez la droite YV pa-
. ralléle ala droite RT, achevez la base RY et le
parallélipipéde Z V. Puisque les deux droites
TR, RV sont égales aux deux droites AL, LB
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et qu'clles comprennent des angles égaux, Ie
parallélogramme RY sera égal et semblable aw
" parallélogramme HL. De plus, pnisque RT est
égal 3 AL et RS égal 4 LM et que ces droites
comprennent des angles égaux, le parallélo-
gramme RZ sera égal et semblable au paral-
lélogramme A M. Le parallélogramme SV sera
égal et semblable au parallélogramme LE, par
Ia méme raison : donc trois parallélogrammes
du parallélipipéde AE seront égaux et sem-
blables a trois parallélogrammes du parallélipi-
péde ZV : donc puisque trois parallélogrammes.
sont égaux et semblables i trois parallélogram--
mes opposés ( prop. 24. 11 ), le paralléhpi-
péde total AE sera égal au paralléhpipéde total
ZV. Prolongez DR, YV, et que ces droites se
rencontrent au.point A’; par le point T con-
duisez la droite TT’ paralléle a la droite DA,
et prolongez TT', PD jusqu'a ce qu’elles se
rencontrent au point B/, et complétez les paral--
lélipipédes A’Z, RE. Le parallélipipéde ZA’ qui
a pour base le parallélogramme RZ opposé aw
parallélogramme A'Q’ est égal au paralléhpi-
péde ZV qui a pour base le parallélogramme
RZ opposé au parallélogramme VX, attendu
que ces deux parallélipipédes ont la méme base
RZ et 1a méme hauteur, et que les droites in-



DPEUCLIDE. 347
sistentes RA’, RV, TT', TY, S§',SN, ZQ', ZX
sont placées dans les mémes droites A’Y, §'X;
mais le parallélipipéde ZV est égal au parallé-
kipipéde AE : donc le parallélipipéde AE est
égal au parallélipipéde ZA’. Mais le parallélo-
gramme RVYT est égal au parallélogramme
A'T (prop.35. 1), car ces deux parallélogram-
mes ont la méme base RT et sont compris entre
les mémes paralléles RT, A’Y, et le parallélo-
gramme RV YT est égal au parallélogramme CD
parce que le parallélogramme CD est égal an
parallélogramme AB : donc le parallélogramme
A’T sera égal au parallélogrammé CD; mais DT
est un autre parallélogramme : donc la base CD
est a la base DT comme la base A’T est a la base
DT (prop.7.5); et puisque le parallélipipéde
CI est coupé par le plan RF paralléle aux plans
opposés, la base CD sera a la base DT comme
le parallélipipéde CF est au parallélipipéde RI
( prop- 25. 11). Par ]a méme raison , puisque le
parallélipipéde A’'I est coupé par le plan RZ
paralléle aux plans opposés, la base A'T sera a
la base DT comme le paralléhpipéde A Z est
au parallélipipéde RI; mais la base CD est 4 la
base DT comme la base A'T est a la base TD:
donc le parallélipipéde CF est au parallélipi-
péde RI comme le parallélipipéde A'Z est au

=
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parallélipipede R1 { prop. 15.5) : done puisque
chacun des parallélipipédes CF, A'Z.a l]a méme
raison avec le parallélipipéde RI, le paralléli-
pipéde CF sera égal au parallélipipéde A'Z
. (prop. 9. 5); mais on a démoniré que le pa-
rallélipipéde A'Z est égal au parallélipipéde AE:
donc le parallélipipéde AE est égal au parallé-
lipipéde CF.

Supposons i présent que les droites insis-
tentes AG, HK, BE, LM, CO, PQ, DF,
RS (fig. 192 ) ne soient point perpendiculaires
sur les bases AB, CD : je dis encore que le pa-
rallélipipéde AE sera égal au parallélipipede CF.

Des points K, E, G, M, Q,E, O, S con-
duisez sur les p]ans LN A'D les perpendxcu—
laires KN, ET, GV, MX, QY, FZ, OA/, SI qui
rencontrent ces plans aux points N T,V, X,
Y,Z, A, 1(prop.11.11), et menez les droites
NT,VX,NV,TX,YZ,YA',A'I,ZL Le pa-
ralléhipipéde KX sera égal au parallélipipéde QI
(prop.31. 11), parce que les parallélipipédes
KX, QI ont des bases égales KM, QS, et la
méme hauteur, et que leurs droites insistentes
sont perpendiculaires sur leurs bases. Mais le
paralléhipipéde KX est égal au parallélipipéde
AE (prop. 30. 11 ), et le parallélipipéde QI
égal au parallélipipéde CF, puisqu'ils ont la
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méme base et la méme hauteur, et que leurs
droites insistentes ne sont pas dans les mémes
droites : donc le parallélipipéde AE est égal
au parallélipipede CF. ‘
Donc les paraliélipipédes qui ont des bases
- égales et la méme hauteur , sont égaux entr’eux;
ce quil fallon demontrer

PROPOSITION XXXIL
THF’:ORi}ME.\‘

Les parallélipipédes qui ont la méme hauteur sont
 entr’eux comme leurs bases.

Soient AB,CD(fig. 193) deux parallélipipédes
qui aient la méme hauteur : je dis que ces pa-
rallélipipédes sont entr’eux comme leurs bases,
cest-i-dire que le parallélipipéde AB est au
parallélipipéde CD comme la base AE est i Ja
base CF. -

'Appliquez sur FG un parallelooramme FH qui
soit égal au parallélogramme AE (prop. 45.1),
et'sur la base F H construisez le parallélipipéde
GK dont la hauteur soit la méme que celle du
parallélipipéde CD. Le parallehplpede AB sera
égal au parallélipipéde GK (prop.31.11), car
ces parallélipipédes ont des bases égales AE,
FH et la méme hauteur. Puisque le paralléli-
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pipéde CK est coupé par un plan DG paralléle
aux plans opposés, le parallélipipéde HD sera
au parallélipipéde DC comme la base HF est
a la base CF (prop. 35. 11); mais la base FH
est égale i la base AE et le parallélipipéde GK
égal au parallélipipéde AB : donc le parallélipi-
péde AB est au parallélipipéde CD comme la
base AE est a la base CF.

Donc les parallélipipédes qui ont la méme
hauteur sont entr'eux comme leurs bases ; ce
qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIII.
THEOREME.

Les parallélipipédes semblables sont enir'eux en
raison triplée de leurs coiés homologues.

Soient AB, CD (fig. 194 ) deux parallélipi-
pédes semblables et que le c61é AE soit I'ho-
mologue du c6té CF : je dis que les parallélipi-
pédes AB, CD sont entr’eux en raison triplée
des coétés AE, CF.

Menez lcs droites EK, EL, EM dans la
direction des droites AE, GE, HE ; faites EX

égal aCF,EL égal 4 FN et EM égal 4 FR;
achevez le parallédlogramme KL et le parallé-
lipipéde KP. Les deux droites EK, EL sont
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égales aux deux droites CF , FN; I'angle KEL
est égal a 'angle CFN, parce que I'angle AEG
est égal A CFN, & cause de la simlitude des
parallélipipédes AB, CD : donc le parallélo-
gramme KL sera égal et semblable au parallé-
logramme CN. Par la méme raison, le paral-
1élogramme KM est égal et semblable au paral-
lélogramme CR, et le parallélogramme PE égal
et semblable au parallélogramme DF : donc trois
parallélogrammes du parallélipipéde KP sont
égaux et semblables 4 trois parallélogrammes
du parallélipipéde CD : donc puisque trois pa-
rallélogrammes sont égaux et semblables i trois
parallélogrammes opposés ( prop. 24. 11), le
parallélipipéde total KP sera égal et semblable
au parallélipipéde total CD (déf. 10.11). Ache-
vez le parallélogramme GK, et sur les bases
GK, KL construisez deux parallélipipédes EO,
LQ qui aient la méme bauteur que le parallé-
lipipéde AB. Puisqu’a cause de la similitude
des parallélipipédes AB, CD le c61é AE est au
c6té CF comme le c6té EG est au cété FN,
comme le c6té EH est au c6té FR, et puisque
'FC est égal 4 EK, le c6té FN estégala EL,
et que FR est égal au c6t¢ EM, AE sera au
c6té EK comme le c6té GE est au c6té EL et
comme le c6té HE est au coté EM. Mtis AE
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est d EX comme le parallélogramme AG est au
parallélogramme GK (prop.1.6), et GE est a
EL comme le parallélogramme GK est au pa-
rallélogramme KL, et, de plus, HE esta EM
comme le parallélogramme QE est au parallé-
logramme KM : donc le parallélogramme AG
est au parallélogramme GK comme le parallé-
logramme G K est au parallélogramme KL et
comie le parallélogramme QE est au parallé-
logramme KM. Mais AG est 4 GK comme le
parallélipipéde AB est au parallélipipéde EO
(prop.32.11), et GK est a KL comme le pa-
rallélipipéde OE est au parallélipipéde QL, et
de plus QE est 38 KM comme le parallélipipede
1 QL est au parallélipipéde KP : donc le paral-
1élipipéde AB est au parallélipipéde EO comme
le parallélipipéde EO est aun parallélipipéde QL
et comme le paralléhpipéde QL est au parallé-
lipipéde KP; mais si 'on a quatre quantités de
suite qui seient proportionnelles, la premiére et
la quatriéme seront entr’elles en raison triplée
de la premiére et de la seconde (déf. 11.5):
donc les parallélipipédes AB, KP sont entr’eux
en raison triplée des parallélipipédes AB, EO;
mais AB est 4 EQ comme le parallélogramme AG
est au parallélogramme GK et comme la droite.
AE esv i la'droite EX (prop. 1.6) : donc les
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i’»di'a.llélipipédeé AB, KP sont en raison triplée

. des droites AE;, EK. Mais le parallélipipede KP

est égal au parallélipipéde €D et la droite EK

~ égale A la droite CF : donc les parallélipipédes

AB, CD sont en raisor triplée des c6tés homo-
logues AE; CF; ce qui falloit démontrer.

COROLLAIRE.

- 11 suit manifestement de la; que si quatré
droites sont proportionuelles ; la premiére sera
4 la quatriéme conime le parallélipipéde cors-
wruit sur la premjére est au parallélipipéde sem-
blable et semblableroent C6nstruit surlaseconde,
puisque la premiére et la q'uatneme droite sont
&n raison triplée de la preriére etde la seconde :

PROPOSITIQN XX.?KIV.‘
‘rHfORE ME
Les bases des parallélipipédes égaux sont pro~
portwnnelles aux hauteurs ; et les parallélipi-

pédes dont les bases sont réczproquement pro=
portis nnelles awx havteurs sont égaux entr'eux;

Que les parallehplpedes AB,CD (ﬁg 1 95 ) '
Soient égaux : je dis que lers bases Sonit réci~
proquetnent propomonnelles i leurs hanieurs ;
t:’esv-ar-dme que la base EH est & 1 base NQ

zZ
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comme la hauteur du parallélipipéde CD est a
la hauteur du parallélipipéde AB.

Supposons d’abord que les droites insistentes
AG, EF, LB, HK, CM, NO, PD, QP soient
perpendiculaires sur les bases : je dis que la
base EH est a la base NQ comme CM est 4 AG.
Si la base EH est égale 4 la base NQ et le pa-
rallélipipéde A B égal au parallélipipéde CD, la
~ hauteur €M sera égale a la hauteur AG ; car si
les bases EH, NQ étant égales, les hauteurs
AG, CM n’étoient pas égales, le parallélipi~
péde AB ne seroit point égal au parallélipipede
CD (prop. 31. 11); mais ces deux parallélipi-
pédes sont supposés égaux : donc les hauteurs
CM, AG ne sont pas inégales : donc elles sont
égales : donc la base EH est a la base NQ
comme CM est 3 AG, d’ot1 il suit évidemment
que les bases des parallélipipédes AB, CD sont
réciproquement proportionnelles 4 leurs hau-
teurs. IR '

Supposons i présent que la base EH ne soit
pas égale i la base NQ et que la base EH soit la
plus grande; puisque le parallélipipéde AB est
égal au parallélipipéde CD, la hautear CM
sera plus grande que la hauteur AG ; car si cela
n’étoit point , les parallélipipédes AB, CD ne
seroient pas égaux (prop. 31. 1.1); mais ils sont_

! ’
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supposés égaux. Faites CT (fig. 196 ) égal 3
AG et sur la base NQ construisez un parallé~
lipipéde X C dont la hauteur soit CT. Puisque
le parallélipipéde AB est égal au parallélipipéde
CD et que XC est un autre parallélipipéde avec
lequel les deux parallélipipédes égaux AB, CD
ont la méme raison ( prop. 7.5), le paralléh-.
pipéde AB sera au parallélipipéde CX comme
le paralléhpipéde CD est au parallélipipéde
CX; mais le parallélipipéde AB est au paralléli-
pipéde €X comme la base EH est & la base NQ
(prop. 32. 11), car les parallélipipédes AB, CX
sont égaux en hauteur, et le parallélipipéde CD
est au parallélipipéde CX comme Ia base MQ
est 4 la base QT (prop. 25. 11), et comme le
c6té MC est au c6té CT (prop. 1.6) : donc la
base EH est 2 la base NQ comme le c6té MC
est au c6té CT; mais CT est égal 1 AG : donc
la base EH est & la base NQ comme le ¢6té MC
est au ¢6té AG : donc les bases des parallélipi-
pédes AB, CD sont réciproquement propor-
tionnelles aux hauteurs.

Supposons ensuite que les bases des paral-
1éhipipédes AB,CD soient réciproquement pro-
portionnelles aux hauteurs, c’est-a-dire que la
base EH soit 4 la base NQ comme la hauteur
du parallélipipéde CD est & 1a hduteur du pa-

2
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rallélipipéde AB : je dis que les parallélipipédes
AB, CD sont égaux entr'eux.

Que les droites insistentes solent encore per-=
pendiculaires sur les bases. Si la base EH est
égale i labase NQ et si la base EH est i la base
NQ comme la hauteur du parallehplpede CD
est & la hauteur du parallélipipéde AB, la hau-
teur du parallélipipéde CD sera égale :‘; la hau-
teur du parallehpxpede AB. Mais les paralléli-
pipédes qui ont des bases egales et la méme
bauteur sont égaux entr'eux (prop.3r. r11):
donc le parallélipipéde AB sera égal au paral-
Iélipipéde CD. :

Mais supposons que la base EH ne soit point
égale 2 la base NQ et que E H soit la plus grande
base; la hauteur du parall¢lipipéde CD sera plus
grande que la hauteur du parallélipipéde A B,
c’est-d-dire que CM sera plus grand que AG;
faites GT égal 4 AG, achevez également le pa—
ralléhpipéde CX. Puisque la base EH est A la
base NQ comme le c6té CM est au coté AG et
que AG est égal 4 CT, la base EH sera a la
Base}VQ comme le c61é MC est au c6té CT.
Mais la base EH est 4 la base NQ comme le
parallélipipéde AB est au parallélipipede CX
(prop.3a.11), car les parallélipipédes AB, CX -
sont égaux en hapteur ; mais le coté MC est aut
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€dté CT (prop. 1.6), '_comine la base MQ est
a la base QT et comnie Ie parallélipipéde CD
est aw parallellp;‘pede CX (prop. 35.11); donc.
le pamllehplpede AB est au parallélipipede cX
¢omme le p’arallellpxpede CD est au parallélipie
pede X donc P'un’er Pantre des parallélipi-
pedes AB,CD ont Ta méme rdison avec le' pa-
rkﬂlé]rprpede €X: ¢ donc 1 parallchplpede AB’
sera’ edal LY paralléliplpede CD ( prop- 9 5)
ce qu 11 faﬂmf dé‘rﬂontrer '

SuppOsons maintenant quae les droites i msns—
temes FE,BL, GA 'KH,ON,DP, MC PQ
(fig.: 197) ne soient pomt perpen(TlcuIalres sur
les bases dds- paf'allehplpedes Des points F, G,
B,K; 0 M, D! R conduisez sur Jes plans des
bases EH NQ des perpendlculalres qui | ren—
contrent ces p]ans aux points 8, 7, V, X, Y,
Z,B, A et achevez les par aﬂehplpedes FX
OA’ ( prop I, n) je dis ‘que les bases des
paralléhplpedes égaux AB, CD sont recxpro-:
qhenieht‘ proportionnelles aux hauteurs, c’est-
A-dire que la base EH ‘est 4 ]a base NO comme '
la hauteur du parallélxplpede CD est i la'hau-
téur ‘du paralléhpxpéde AB. Miis le paralléli=
pipéde AB est égal au parallélipipéde CD; lo
- parallélipipéde BT est dgal au 'parallélif)ipéde
“AB:(prop. 30. 11), car ils ont ]a méme base FK

' 3
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et la méme hauteu;- , et leurs droites insistentes
pe sont point placees dans les mémes droites; ;
et le parallélipipéde DC est égal aussi au paraly
lélipipéde DZ, car ces deux parallélipipédes
ont la méme base OR et la méme hauteur, et
leurs droites insistentes,ne sont. point dans les
mémes droites : ;ipnc le parallélipipede BT ‘est
egal au parallehplpede DZ. Mais nous venons de
voir que lesbases des parallehplpedes égaux dont,
les hauteurs sont perpendlculanjcsvsm'lqs bases,
sont réciproquement proportionnelles aux hau-
teurs : donc la base FK est 4 la base-OR eomme
la hauteur du parallélipipéde DZ est a Ja hau-~
teur.du parallélipipéde BT. Mais la base FK
est egale a la base EH (prop. 24. 11), et la base
OR égale i la base NQ : donc la base EH est
a la base NQ comme la hauteur du parallehpl-
péde DZ est 4 la bauteur du parallélipipede BT.
Mais les hautelurs des parallélipipédes DZ, BT
sont les mémes que celles des parallélipipédes
DC, BA : donc la hase EH est 2 la base NQ
comme la. hauteur du parallélipipéde DC est 3
la hauteur du parallélipipéde BA : donc les bases
des parallehplpedes AB, CD somt rec;prgquey-
ment proportwnnelles a leurs hauteurs. .
Supposons enfin que les bases des, parallé]g,pb-
pedes AB, CD soient rec:proquemeu; proper-

<
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tiommelles aux hauteurs , c’est-a-dire’ que la base
EH soit 4 la base NQ comme la hauteur du
parallélipipéde CD est a la hauteur du paral-
Iélipipéde AB : je dis que le parallélipipéde AB
est égal au paralléhplpéde CD. '

Faites la méme construction. Puxsque la base
EH est 4 la base NQ comme la hauteur du pa-
rallélipipéde €D est a 1a hauteur du paralléli-
pipéde AB, que la base EH est égale‘a Ta base
FKetla base NQ égale a la base OR, la base FK
sera & la base OR comme la hauteur du paral-
lélipipéde CD est 4. la hauteur du parallélipi-
péde AB. Mais les hauteurs des parallélipipédes
AB, CD sont les mémes que celles des paral—
lehplpedes BC, DZ : donc labase FK est 2 la
base OR comme la hauteur du parallellplpede
DZ est & la hauteur du parallélipipéde BT:
donc les bases des parallélipipédes BC, DZ sont
réciproquement proportionnelles aux hauteurs.
Mais nous avons démontré que les parallélipi-
pédes qui ont leurs hauteirs perpendiculail es
sur les bases et qui ont leurs bases récipro-
quement proporuonnelles aux hauteurs sont
égaux entr'eux : donc le parallélipipede BT
est égal au parallélipipéde DZ. Mais le paral-
lélipipéde BA est égal au paralléhipipéde BT
(prop. 30. 11), car ces deux parallélipipédes

4
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ont la méme base FK et la méme hauteur, of.
leurs droites insistentes ne sont paint dans les
mémes droites; et outre cela le parallélipipede
DZ est égal au parallélipipéde DC, puisque ces
deux parallélipipédes ont Ja méme base OR et
la méme hauteur, et que leurs droites insistentes.
ne sont pas dans les mémes droites : donc le
parallélipipéde AB est égal au parallélipipede
CD; ¢e qu'il falloit démontrer.

PR.OPOSI_TI(‘)'N XXXV,
) TEEOREME. i

S; des sommets de deux angles egaux on méne,
au~dessus de leurs plans des droites qui fassent
avec leurs cités des angle.s egau.z clzacun a
chacun; ; si dans ces droites on prend des points
quelconques , si dc ces points on méne des per=
pend:culalres sur les plans des angles donnes s
et si des points ot ces perpendzculazres rencon-
trent ces plans on méne des droztes aux sommets
des angles ¢ donnes les anoles compns par ces.
droites et par celles qu on & d’abord mendes des
sommets des. angles au-dessus de. leurs plan.s
seront egau.x entr’ eu.x‘ '

Soient les deux anglcs gsgaux BAC,EDF
{fig. 198); des poinis A, D menez au- d.ess_.%
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des plans dé ces angles les droites AG, DM qui
fassent avec les c6tés de ces mémes angles des
angles égaux chacun & chacun, savoir, I'angle
GAB égal i I'angle MDE et P'angle GAC égal
al'angle MDF; prenez sur les droites AG, DM.
des points queleonques G, M ; des points G, M
menez sur les plans BAC, EDF les perpendi-
culaires GL, MN qui rencontrent ces plans aux
points L, N, et menez les droites LA, ND : je
dis que I'angle GAL est égal a I'angle MDN.
Faites la droite AH égale a la droite DM, et
par le point H menez la droite HK paralléle 4
la droite G L. Puisque la droite G L est perpen-~
diculaire sur le plan BAC, la droite HK sera aussi
perpendiculaire sur le plan BAC ( prop. 8. 11); °
des points K, N conduisez sur AB, AC, DF,
DE les perpendiculaires KB, KC, NF, NE et
menez HC,CB, MF, FE. Puisque le quarré de
la droite HA est égal aux quarrés des droites
HK, KA et que les quarrés des.droites KC,
CA sont égaux an quarré de la droite KA
(prop. 47.1), le quarré de la droite HA sera
¢gal aux quarrés des droites HK , KC, CA. Mais
le quarré de la droite HC est égal aux quarrés
des droites HK, KC : donc le quarré de la
droite HA sera égal aux quarrés des droites
HC, CA : donc l'angle HCA est droit. L'an~
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gle DFM est droit, par la méme raison : donc
Fangle ACH est égal a angle DF M. Mais
Yangle HAC est égal a Fangle MDF : done
Yes deux triangles MDF, HAC ont deux angles
égaux & deux angles; chacun 4 chacun, et un
c6té égal & un cité, c’est<d-dire les cotés son-
tendus par-des angles égaux, savoir, le c61é
AR qui est égal au ¢6té DM par construe-
tion : donc ees deux triangles ont les’ autres
c6tés égaux aux autres cdtés, chacun a chacun
{prop. 26. 1) : donc AC est égal 2 DF. Nous
démontrerons semblablement que AB est égal
A DE. Menez les droites HB, ME. Puisque le
quarré de la droite AH est égal aux quarrés des
droites AK, KH et que les quarrés des droites
AB, BK sont égaux au quarré de la droite AK,
les quarrés des droites AB, BK, KH seromt
égaux au quarré de la droite AH. Mais le quarré
de ladroite BH est égal aux quarrés des droites
BK, KH, car 'angle HKB est droit & cause que la
droite’ HK est perpendiculaire sur le plan BAC
done le quarré de la droite AH est égal aux
quarrés des droites AB, BH : donc Fangle ABH
est droit. L'angle DEM est droit, par la méme
raisan; muais Fangle BAH est égal 4 Pangle EDM,
par snpposition, et Ja droite AH est égale i la
droite DM : donc la droite AB est dgale a'la



DDEUCLIDE. 363

droite DE ; donc puisque AC est égal a DF et
AB égal 4 DE, les deux droites CA, AB sont
égales aux deux droites FD, DE; mais I'angle
CARB est égal a angle FDE : donc la base BG
est égale & la base EF (prop. 4. 1), le tnangle
égal au triangle et les autres angles égaux aux
autres angles : donc I'angle ACB est égal a I'an~
gle DFE; mais l'angle droit ACK ¢st égal a
Pangle droit DFN, par construction : denc
Pangle restant BCK est égal & I'angle restant
~EFN. Par la méme raison I'angle CBK est égal
3 Llangle FEN : donc les deux triangles CBK,

FEN ont deux angles égaux & deux angles,
chacun 4 chacun, et un c6té égal a un coié,
cest--direles cotés qm sont ad]acens adesangles
égaux, savoir, le ¢6t6 BC qui est égal au cO1é EF':

donc ces deux triangles auront les autres c6tés
égaux aux autres cdtés (prop.26. 1) : donc le
cété CK est égal au c6té FN; mais AC est égal &
DF : donc les deux droites AC, CK sont égales
aux deux droites DF, FN et ces droites com-
prennent des angles droits : donc labase AKX est
égale  la base DN (prop. 4.1); et pulsque la
droite A H est égalé ala droite DM, le quarré de
AH sera égal au quarré de DM ; mais les quarrés
des droites AK , KH sont égaux au quarré de la
droite AH (prop. 47. 1), car Pangle AKH est
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droit et les quarrés des droites DN, N'M sont
* dgaux au quarré de la droite DM, parce que
Fangle DNM est droit : donc les quarrés- des
droites AK , KH sont égaux aux quarrés des
droites DN, NM; mais le quarré de AK est
"égal au quarré de DN : donc le quarré de K}
est égal au quarré de N M': donc:la droite HK
est égal & la droe M N : donc puisque les deux
droites HA , AK sont égales aux deux droites
MD, DN, chacune i chacune., et qu‘on'h dé
montré que labase HK est égale 4 labase NM,

I'angle HAK sera égal a 'angle MDN ( prop. 8. 1);
ce qu'il fallou démontrer,

conor.L_Aln'E.

11 suit manifestement de 1 que si deux angles,
sont égaux 4 deux angles et que si des sommets
de ces angles et au-dessus de leurs plans on méne
des droites qui fassent avec, les e6tés des angles
donnés des angles égaux chacun 4 chacun, les
perpendiculaires menées de-ces droites sur les
plans des premiers angles sont égales entr’elles,
si les points d’ou elles partent sont également,
¢loignés des sommets de ces angles, .



DEUCLIDE, 365
PROPOSITION XXXVL
THEOREME.

8i trois droites sont proportionnelles , le paral'—

lélipipéde construit avec ces trois droites est

" égal au parallélipipéde construit avec la droite

" moyenne ; il faut que ce dernier parallélipi-

péde, qui sera équilatéral, soit équiangle avec
le premier parallélipipéde.

Soient trois droites proportionnelles A, B, C
(fig. 199), de maniére que A soit 4 B comme B
est 4 C : je.dis que le parallélipipéde construit
avec les trois droites A, B, C est égal au paral=
Iélipipéde construit avec la droite B; il faut que
ce dernier parallélipipéde , qui sera équilatéral ;
soit équiangle avec le premier parallélipipéde.

Soit I'angle solide E eompris sous les trois
angles plans DEG ; GEF, FED; faites chacune .
des droites DE, GE, EF égales 4 la droite B,
et achevez le parallélipipéde EK. Faites énsuite
LM égal i A, sur la droite LM et au point L
construisez un angle solide qui étant compris
sous les plans NLO, OLM, MLN soit égal &
I'angle solide E (prop. 26. 11); Taites LO égal &
B, et LN égal a C. Puisque A est 3B comme B
est a2 C, que A est égal 2 LM, que B est égal &
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chacune des droites LO, EF, EG, ED et que C
est égal 4 LN, ladroite LM sera 4 la droite EF
comme la droite DE est a la droite LN : donc
Ies c61és placés autour des angles égaux MLN,
DEF sont réciproquement proportionnels : donc
le parallélogramme M N est égal au parallélo~
gramme DF (prop. 14.6); et puisque les deux
angles DEF, NLM sont égaux, que les droites
LO, EG qui sont égales entr’elles et qui sont
menées au-dessus des plans des angles égaux
DEF, NLM font avec leurs c6iés des angles
égaux , chacun a chacun, les perpendiculaires
menées des points G, O sur les plans DEF,
NLM seront égales entr’elles (corol. 35. 11):
done les parallélipipédes LH, EK ont la méme
bauteur. Mais les parallélipipédes qui ont des
bases égales et laméme hauteur sont égaux entre
eux ( prop. 31. 11) : donc le parallélipipéde HL
st égal au parallélipipéde E K. Mais le parallé-
lipipede HL a été construit avec les trois droites
A, B, C, et le parallélipipéde EK a été cons-
truit avec la droite B : donc le parallélipipéde
construit avec les trois droites A, B, C est égal
au parallélipipéde construit avec la droite B,
lequel est équilatéral et équiangle avec le pre-
mier parallehplpede

Doncsi trois droites sont proportionnelles, le
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parallélipipéde construit avec ces trois droites
est égal au parallélipipéde construit avec la
droite moyenne, et ce dernier parallélipipede
est équlatéral et équangle avec le premier
parallélipipéde ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOS'ITION XXXVII.
THEOREDME.

81 quatre droites sont proportionnelles, les paral-
Llipipedes semblables et semblablement cons-
truits sur ces droites sont proportionnels , et si
des parallélipipédes semblables et semblable-
ment construits sur quatre droites sont propor-
tionnels , ces droites seront aussi proportion-
nelles entr’elles.

Soient quatre droites proportionnelles AB,
CD, EF, GH (fig. 200), de maniére que AB
soit 3 CD comme EF est & GH; construisez
sur les quatre droites AB, CD, EF, GH les
parallélipipédes semblables et semblablement
posés KA, LC, ME, NG : je dis que KA est
a LC comme ME est a NG.

Puisque le paralléhipipéde KA est semblable
au parallélipipéde LC, les parallélipipédes KA,
LC seront entr’eux en raison triplée des cétés
AB, CD (prop.33. 11). Par la méme raison,
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~les parallélipipédes ME, NG seroiit entr’enx
en raison triplée des cétés EF, GH. Mais; par
hypothése, AB est 4 CD comme EF esta GH:
donc AK est 3 LC comme ME est 4 NG.

Si le parallélipipéde AK est au parallélipi-
péde L.C comme le parallélipipede ME est au
paraljé]ipipéde NG : je dis que la droite AB est
i la droite CD comme la droite EF est a ld
* droite GH.

Puisque‘ les parallélipipédes AK, LC sont
entr’eux en raison triplée des c6tés AB, CD,
et que les parallélipipedes ME, NG sont aussi
en raison triplée des cotés EF, GH, et & cause
que AK est 3 LC comme ME est a NG, la
droite AB sera i la droité CD comme la droite
EF est a la droite GH. X

Donc si quatre droites sont proportionnelles;
les parallélipipédes semblables et semblable=
ment construit$ sur ces quatre droites seront
proportionnels ; et si quatre parallélipipédes
construits sur quatre droites sont proportion-
nels ; ces quatre droites seront aussi propor=
tionnelles ; ce quil falloit démontrer:



DEUCLIDE. 369

PROPOSITION XXXVIIL
THEoO REME. \

Si un plan est perpendiculaire sur un autre plan,
et si d’'un point pris dans un de ces plans on
conduit une perpendiculaire sur Uautre plan ,
cette perpendiculaire tombera sur la section
commune 485 plans.

Que le plan CD (fig. 201 ) soit perpendicu-
laire sur le plan AB, que leur commune section
soit AD, et que dans le plan CD soit pris un
pomt quelconque E : je dis que la perpendicu-
laire menée du point E sur le plan AB tombe
sur la droite AD.

Que cette perpendiculaire tombe, si cela est
possible , hors de la commune section des plans; -
qu'elle ait, par exemple, la position EF et
qu’elle rencontre le plan AB au point F; du
point F et dans le plan AB conduisez la droite
FG perpendiculaire sur DA (prop. 10. 1), cette
droite sera certainement perpendiculaire sur le
plan CD (déf. 4. 11). Menez EG.

Puisque la droite F G est perpendiculaire sur
le plan CD et qu'ele rencontre la droite EG
qui est dans le plan CD, I'angle FGF sera droit
(def. 3. 11). Mais la droite EF est perpendicu-

Aa
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laire sur le plan AB : donc I'angle EFG est droit :
donc le triangle EFG a deux angles droits, ce
qui est absurde (prop. 17. 1) : donc la perpen-
diculaire menée du point E sur le plan AB ne
tombe pas hors de la droite DA : donc elle
tombe sur la droite DA. ‘

Donc si un plan est perpendiculaire sur un
autre plan, et si d’'un point pris dans un de ces
plans on méne une droite perpendiculaire sur
I'autre plan, cette droite sera perpendiculaire
sur la commune section des plans; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXXIX,
THEOREME.

Si dans un parallélipipéde on coupe en deux
parties égales les cités des plans opposés 4 et si
par leurs sections on méne des plans , la com-
mune section de ces plans et le diamétre du
parallélipipéde se couperont mutuellement en
deux parties égale.;'.

Que dans le parallélipipéde AF (fig. 202)
les cotés des plans opposés CF, AH soient
coupés en deux parties égalgs aux points K, L,
M;N, O, Q, P, R, et par les sections de’ ces
c6tés soient conduits les plans KN, OR; que
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la commune section de ces plans soit VS, et que
le diamétre du parallélipipéde soit DG : je dis
que les droites VS, DG se coupent en deux
parties égales , c’est-a-dire que VT est égal &
TS et DT égal a2 TG. ‘

Menez DV, VE, BS, SG. Puisque DO est
paralléle 3 PE, les angles alternes DOV, VPE
sont égaux entr’eux ( prop. 29. 1) ; et puisque DO
est égal APE, OV égal 2 VP et que ces droites
cemprennent dés angles égaux , la base DV sera
égale 4 la base VE, le triangle DOV égal au
triangle VPE, et les autres angles égaux aux
autres angles : donc I'angle OV D est égal &
Pangle PVE : donc la ligne DVE est une ligne
droite (prop. 14.1). Par la méme raison, la
ligne BSG est aussi une lign‘e droite, et la droite
BS est égale a la droite SG. Puisque la droite
CA est égale et paralléle a DB et que la droite
CA est aussi égale et paralléle 4 la droite EG,
la droite DB sera égale et paralléle a ladroite EG
(pr.30. 1); mais ces droites sont jointes par les
droites DE, BG : donc la droite DE est paralléle
a la droite BG (prop. 35. 1); mais on a pris dans
chacune de ces droites des points quelconques
D,V,G,S et on a mené les droites DG, VS : donc
ces droites sont dans un seul plah (prop.7.11):
donc puisque la droite DE est paralléle ala droite

2
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BG, les angles EDT, BGT sont égaux, car ils
sont alternes (prop. 2g. 1); mais I'angle DTV
est égal a I'angle GT S (prop. 15.1) : donc les
deux triangles DTV, GTS ont deux angles égaux
i deux angles, un c6té égal a un coté, ces cotés
soutendant des angles égaux, c'est-a-dire que
le c6té DV est égal au c6té GS, car ces cotés
sont les moitiés des droites DE , BG : donc ces
deux triangles auront les autres c6tés égaux aux
autres c6tés (prop. 26. 1 : donc DT est égal
aTG et VT égal A TS.

Donc si dans un parallélipipede on coupe en
deux parties égales les cotés des plans opposés,
et s1 paifleurs sections on fnéne des plans, la
ecommurhe section de ces plans et le diametre du
parallélipipéde se couperont mutuellement en
deux parties égales ; ce qu'll falloit démontrer,

PROPOSITION XL
rmfonrtmE.

Si deux prismes sont égaux en hauteur, si Uun
d’eux a pour base un parallélogramme et ¥ autre
un triangle, et si le parallélogramme est double
du triangle, ces prismes seront égaux. '

Soient ABCDEF, GHKLMN (fig. 203)
des prismes égaux en hauteur, que 'un d’eux
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ait pour base le parallélogramme AF et 'autre
Ie triangle GHK, et que le parallélogramme
AF soit double du triangle GHK : je dis que le
prisme ABCDEF est égal au prisme GHKLMN.
Achevez les parallélipipédes AO, GP. Puis—
que le parallélogramme AF est double du trian-
gle GHK et le parallélogramme HK double ausst
du triangle GHXK, le parallélogramme AF sera
égal au parallélogramme HK. Mais les parall¢-
lipipédés qui ont des bases égales et la méme
hauteur sont égaux’ entr'eux (prop. 31.11):
donc les paralléhpipedes AO, GP sont égaux;
mais le prisme ABCDEF est la moitié du pa-
rallélipipéde AO et le prisme GHEKLMN la
moitié du pa'ra]lélipipéde. GP- : donc le prisme
ABCDEF est dgal au prismé GHKLMN.
Donc si deux prismes ont la méme haateur,
si 'un d’eux a pour base un parallélogramme
et l'autre un triangle , et si le parallélogramme
est double du triangle , ces' deux prismes sont

égaux ; ce qu'il falloit démontrer.
s I ] [

FIN DU ONZIEME LIVRE.

e
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LIVRE XIL

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

Les polygones semblables inscrits dans des cer-
cles sont entr'eux comme les quarrés des dia-
métres.

SOIENT les cercles ABCDE, FGHKL
(fig. 204) dans lesquels sont décrits les poly-
gones semblables ABCDE, FGHKL; queles
diamétres de ces cercles soient BM, GN : je
dis que le polygone ABCDE est au polygone
FGHKL comme le quarré de BM est au quarré
de GN. o :
Menez BE, AM, GL, FN. Puisque le po-
lygone ABCDE est semblable au polygone
FGHKL, que I'angle BAE est égal a I'angle
GFL (déf. 1.6) et que BA est a AE comme
GF est a FL, les deux triangles BAE, GFL
ont un angle égal a4 un angle, savoir, I'angle
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BAE égal a langle GFL et les cotés placés
autour de ces angles sont proportionnels entre
eux : donc les deux triangles ABE, FGL sont
équiangles (prop. 6.6 ) : donc I'angle AEB est
égal i Yangle FLG, mais I'angle AEB est égal
a l'angle AMB (prop. 21.3), carils sont ap-
puyés sur le méme arc et 'angle FL.G est aussi
égal a l'angle FNG : donc I'angle A MB est égal
al'angle FN G; mais I'angle droit BAM est égal
'3 Pangle droit GFN : donc l'angle restant est
égal a I'angle restant : donc les deux traangles
ABM, FGN sont équiangles : donc BM est a
GN comme BA est 3 GF (prop. 4.6). Mais les
quarrés des droites BM, GN sont en raison
doublée des droites BM, GN (prop. 20.6),’
et les polygones ABCDE, FGHKL sont en
raison doublée des cOtés BA, GF : dome le
polygone ABCDE est au polygone FGHKL
comme le quarré de BM est au quarré de GN.
Donc les polygones semblables inscrits dans
des cercles sont entr’eux comme les quarrés des
diamétres ; ce qu'il falloit démontrer.

-
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PROPOSITION IL
THEOREME.

Les cercles sont entr’eux Vcommer'les quarrés
de leurs diamétres.

Soient les cercles ABCD, EFGH (fig. 205)
et que leurs diamétres soient BD, FH : je dis
que le cercle ABCD est au cercle EFGH
comme le quarré de BD est au quarré de FH.

Si cela n’est point , le quarré du diameétre BD
sera au quarré du diamétre FH comme le cer-
cle ABCD est a une surface plus grande ou a
une surface plus petite que le cercle EFGH.
Supposons d’abord que cette surface soit plus
petite et qu’elle soit S. Dans le cercle EFGH
décrivez le quarré EFGH; le quarré déerit
dans ce cercle est plus grand que la moitié du
cercle EFGH, parce que si par les points I,
F, G, H nous menons des tangentes a ce cer-
cle, le quarré EF G H sera lx moitié du quarré
circonscrit ( prop. 47.'11 , prop. 1.3) : mais un
cercle est plus petit que le quarré circonscrit :
donc le quarré EF GH est plus grand que la
moitié du cercle EF GH. Partagez les arcs EF,
FG, GH, HE en deux parties égales aux points
K,L, M, N, et menez les droites EK, KF,
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FL,LG, GM, MH, HN, NF. Chacun dés
triangles EKF, FLG, GMH , HNE est plus
grand que la moitié du segment dans lequel il
est placé; parce que si par les points K, L,
M, N nous menons des tangentes au cercle,
et si sur les droites EF, FG, GH, HE et
entre ces tangentes nous construisons des pa-
rallélogrammes , chacun des triangles EKF,
FLG,GMH, HNE sera la moitié du paral-
lélogramme dans lequel il est placé (pr.37.1).
Mais chaque segment est plus petit qu'ud
parallélogramme : donc chacun des triangles
EKF,FLG, GMH, HNE est plus grand
que la moitié du segment dans lequel 1l est
placé. 8i nous partageons ensuite les arcs res-
tans en deux parties égales , et s1 nous joignons
leurs extrémtés par des droites, et s1 nous con-
tinuons toujours de faire la méme chose, il nous
restera certains :segmens de cercles dont la
somme sera moindre que l’excés du.cercle
EF GH sur l'espace S; car nous avons démon-
tré dans le premier théoréme du dixiéme Livre
que deux quantités inégales étant données, si
I'ou retranche de la plus grande quantité une
partie plus grande que la moitié de cette quan-
tité, si on retranche ensuite de ce qui reste ure
parte plus grande que la-moitié de ce reste, et
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s1'on continue toujours de faire la méme chose,

il reste enfin une certaine quantité qui est moin-
dre que la plus petite des quantités données.

Supposons qu’on ait pour reste les segmens du’
cercle EF GH placés sur les cordes EK, KF,

FL, LG, GM, MH, HN, NE, et que ces
segmens soient moindres que I'excés du cercle

EFGH sur Iespace S, il est évident que le po—
lygone EKFLGMHN sera plus grand que I'es-

pace S. Décrivez dans le cercle ABCD un po-
lygone AOBPC QDR semblable au polvgone
EKFLGMHN; le quarré de BD sera au quarré
de FH comme le polygone AOBPCQDR
est au polygone EKFLGMHN (prop. 1. 12);

mais par supposition le quarré de BD est an

quarré de FH comme le cercle ABCD est &
Yespace S : donc le cercle ABCD est i espace S

comme le polygone AOBPCQDR est au poly-
gone EKFLGMHN, et en échangeant les
plans des moyens, le cercle ABCD est au po-
lygone qui lui est inscrit comme Pespace S est
au polygone EKFLGMHN; mais le cercle
ABCD est plus grand que le polygone qui lui est
mscrit : donc I'espace S est plus grand que le po-
lygone EKFLGMHN ; mais, par supposition,
il est au contraire plus petit, ce qui est impossi-
ble : donc le quarré de BD n’est point au quarré
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de FH comme le cercle ABCD est & un espace
quelconque plus petit que le cercle FFGH. Nous
démontrerons semblablement que le quarré de
FH n’est point au quarré de BD comme le cer-
cle EFGH est & un espace quelconque plus
petit que le cercle ABCD. Je dis ensuite que
le quarré de BD n’est point au quarré de FH
. comme le cercle ABCD est & un espace quel-
conque plus grand que le cercle EFGH; car si’
cela est possible,, supposons que le quarré de
BD soit au quarré de FH comme le cercle
ABCD est & un espace plus grand, et suppo-
sons que S soit cet espace. En mettant les anté-
cédens 2 la place des conséquens et les consé-
quens i la place des antécédens, le quarré de FH
sera au quarré de BD comme I'espace S est au
cercle ABCD; mais on démontrera plus bas que
Pespace $ est au cercle ABCD comme le cercle
EF GH est  un espace quelconque plus petit
que le cercle ABCD : donc le quarré.de FH
est au quarré de BD comme le cercle EFGH
est 3 un espace plus petit que le cercle ABCD,
ce qul a été démontré 1mpossxble : donc le
quarré de BD n’est pas au quarré de FH comme
le cercle ABCD est & un espace quelconque
‘plus grand que le cercle EFGH. Mais on a
démontré que le quarré de BD n’est point an
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quarré de FH comme le cercle ABCD est 3
un espace quelconque plus petit que le cercle
EFGH : donc le quarré de BD est au quarré
de FH comme le cercle ABCD est au cercle
EFGH.

Donc les cercles sont entr’eux comme les
quarrés des diamétres ; ce qu’il falloit démon-
trer.

LEMME.

Si T'espace S est plus grand que le cercle
EFGH (fig. 206) : je dis que Vespace S est
au cercle ABCD comme le cercle EFGH est
4 un espace quelconque plus petit que le cer-
ce ABCD. '

Car supposons que I'espace S soit au cercle
ABCD comme le cercle FFGH est 4 un espace
T : je dis que l'espace T est plus petit que le
cercle ABCD; car puisque Pespace S est au
cercle ABCD comme le cercle EFGH est a
I'espace T, en échangeant les plans des moyens,
Pespace S sera au cercle EFGH comme le cer-
cle ABCD est & I'espace T (prop. 16.6). Mais
par supposition I'espace S est plus grand que le
cercle EFGH : donc le cercle ABCD est plus
grand que P'espace T ; et par conséquent 'espace
S est au cercle ABCD comme le cercle EFGH
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est, 4 un espace quelconque plus petit que le
cercle ABCD.

PROPOSITION III.
TEHEOREME.,

Toute pyramide triangulaire (1) peut se diviser
en deux pyramides triangulaires égales et sem-
blables entr’elles et semblables & la pyramide
totale, et en deux prismes égaux qui sont plus
grands que la moitié de la pyramide entiére.

Soit une pyramde dont la base soit le trian-
gle ABC (fig. 207 ) et dont le sommet soit le
point D : je dis que la pyramide ABCD peut se
diviser en deux pyramides triangulaires égales
et semblables entr’elles et semblables 4 la py-
ramide totale, et en deux prismes égaux qui
sont plus grands que la moitié de la pyramide
totale.

Partagez les c6tés AB, BC, CA, AD, DB,
DC en deux parties égales aux pomts E, F, .
G,H, K, L, et menezlesdroitesEH, EG, GH,
HK, KL, LH, EK, KF, FG. Puisque AE
est égal A EB et AH égal 4 HD, la droite EH
sera paralléle 4 la droite DB (prop. 2.6). La

(1) Une pyramide triangulaire est celle dont la base
est un triangle.
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droite HK est paralléle a la droite AB, par la
méme raison : donc la figure HEBK est un
parallélogramme : donc .HK est égal 4 EB
(prop- 34. 1). Mais EB est égal 4 AE : donc
AE sera égal a HK. Mais AH est égal a HD:
donc les deux droites AE, AH sont égales aux
deux droites KH, HD,, chacune 4 chacune;
mais I'angle E AH est égal 4 l'angle KHD
(prop. 2g. 1) : donc la base EH est égale a la
base KD (prop. 4. 1) : donc le wiangle AEH
cst égal et semblable au triangle HKD. Par la
méme raison , le triangle AHG est égal et
semblable au triangle HLD. Puisque les deux
droites EH, HG qui se touchent sont paralq
léles aux deux droites KD, DL qui se toychent
et quine sont pas dans le méme plan, ces droites
comprendront des angles égaux (prap. 10. 11):
donc I’angle EHG est égal a 'angle KDL. De
plus, puisque les deux droites EH, HG sont
égales aux deux droites KD, DL, chacune a
chacune , et que I'angle EHG est égal 4 I'angle
KDL, la base EG sera égale a la base KL :
donc le triangle EHG est égal et semblable au
triangle KDL. Par la méme raison, le triangle
AEG est égal et semblable au triangle HKL:
donc la pyramide dont la base est le triangle

AEG et dont le sommet est le point H est égale -
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et semblable & la pyramide dont la base est le
triangle HKL et dont le sommet est le point D.
Puisque la droite HK est paralléle a un des
c6tés du wriangle ADB, savoir, au coté AB, le
triangle ADB sera équiangle avec le triangle
DHK (prop. 29. 1) : donc ces deux triangles
auront leurs c6tés proportonnels (prop. 4.6),
et seront par conséquent semblables. Par la
méme raison, le triangle DBC est semblable au
triangle DKL et le triangle ADC est semblable
aussi au triangle DHL. Mais puisque les deux
droites BA , AC qui se touchent sont paralléles
aux deux droites KH, HL qui se touchent et
qui ne sont pas dans le méme plan, ces droites
comprendront des angles égaux (prop. 10. 11):
donc P'angle BAC est égal 4 'angle KHL. Mais
BA est 3 AC comme KH est 2 HL : donc le
triangle ABC est semblable au triangle HKL
(prop.6.6), et par conséquent la pyramide
dont la base est le triangle ABC et dont le
sommet est le point D est semblable 4 la pyra-
mide dont la base est le triangle HKL et dont
le sommet est le pomt D. Mais nous avons dé-
moniré que la pyramide dont la base est’le
triangle HKL et dont le sommet est le point D
est semblable & la pyramide dont la base est le
triangle AE G et dont le sommet est le point H:



584 ELEMENS

donc la pyramide dont la base est le trianglé

ABC et dont le sommet est le point D est sem-

blable a la pyramide dont la base est le triangle

AEG et dont le sommet est le point H : donc

I'une et I'autre des pyramides AEGH, HKLD

sont semblables 4 la pyramide totale ABCD.

Puisque BF est égal 4 FC, le parallélogramme

EBFG sera double du triangle GFC (pr. 41.1):.
mais deux prismes de méme hauteur dont
I'un a pour base un parallélogramme et dont

'autre a pour base un triangle sont égaux entre

eux Jorsque le parallélogramme est double du

triangle ( prop. 40. 11) : donc le prisme com-

pris sous les deux triangles BKF, EHG et sous

les trois parallélogrammes EBFG , EBKH,.
KHGF est égal au prisme qui est compris sous

les deux triangles GFC, HKL et les trois pa-

rallélogrammes KFCL, LCGH, HKFG. Mais

il est évident que chacun de ces prismes et celui

dont la base est le parallélogramme EBF G op-~

posé a la droite HK et celui dont la base est le

triangle G F C opposé au triangle KL H est plus -
grand que chacune des pyramides dont les bases

sont AEG, HKL et les sommets les pomts H,

D; puisque sinous menons les droites EF, EK,

le prisme dont la base est le parallélogramme

EBF G opposé a la droite HK est plus grand -
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que la pyramide qui a pour base le triangle
EBF et pour sommet le pomnt K. Mais la
pyramide qui a pour base le triangle EBF et
pour sommet le point K est égale 4 la pyramide
qui a pour base le triangle AEG et pour sommet
le point H (déf. 10. 11), car elles sont com-
prises sous des plans égaux et semblables : donc
le prisme qui a pour base le parallélogramme
EBFG opposé i la droite HK est plus grand
que la pyramide qui a pour base le triangle AEG
et pour sommet le point H. Mais le prisme qui
a pour base le parallélogramme EBF G opposé
a la droite HK est égal au prisme qui,a pour
base le triangle G F C opposé au triangle HK.L ;
et la pyramide qui a pour base le triangle, AE G
et pour sommet le point H est egale ala pyra-
mide qui a pour base le trlanvle HKL et pour
sommet le point D : done les deux prnémes dont
noys venons de parler sont plus grands qy¢ les
deux pypa;p;dgs qui ont: pour_base_sj }egmqn-
gles, AEG, HKL et pour somymets lgs peints
H,D: donc la pyramide totale quia  pour base
lemangle ABC et.pour sommet le-pojnt ) a été
divisée en deyx pyramides., ;rxangulalres égales
et seypblables . entr ‘elles et semblables & la py-

ramide totale e; .en . dgux. prismes e,g,aux qui
Bb’
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sont plus grands que la moitié de la pyralmde
totale ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION 1V.
PR THEORLEME.

Si dewx pyramides triangulaires de méme hauteur
sont divisées Uune et Uautre en dewx pyramides

t egales entr elles et semblables & la pyramide
& totale et.en deux prismes égau.z > Si ces nou-
* velles’ pyramides sont divisées de la méme ma-
© niére et ainsi de suite , la base de Vune de ces
pyramides sera & la base de Uautre pyramide
 comme tous' tés prismes de Uune de ces pyra-

" mides sont & un méme nombre de prismes oon-

» t’elzus ‘dans Vautre pyramide.:

Sment deux pyramldes tnangulau-es de méme
hauteur qm alent pour bases les trumgles ABC
DEF ( ﬁu 208 ) et pour sommets les points
G HYy que chacune de Ces ‘pyramides soit ivi-
sée’ (28 deux pyramides égales entr’elles et

émT)lanes aux pyradndes totalés et eh detix
prlsmes’ %gauk e’ ces nouvelles py‘ramldes
, soiént! Bitisées ‘de 1amdnie"mithitre 6t sk
de suite :"je dlé tggePla base ABC: sera’ﬂi Ja
base’ DEF cormmié” tous 1és prismes contenus

dunsh p,n snﬁde ABCW st st méme ndmbre
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de prismes contenus dans la pyramide DEFH,

Puisque BO est égal & OC et AL égal i
LC, la droite AB sera paralléle a la droite OL
(prop.2.6), et le triangle ABC sera semblable
au triangle LOC (prop. 4.6). Le triangle DEF
sera semblable au trnangle RXF, par la méme
raison ; et puisque la droite BC est double de
la droite CO et la droite EF double aussi de
la droite F X, la droite BC sera a la droite CO
comme la droite EF est a la droite F X, M:us
les figures rectilignes semblables et semblable-
ment posées ABC, LOC ont été décrites sur
les droites BC, CO, et les, figures rectilignes
semblables et semblablement: posées DEF,
RXF ont été décrites sur leg drojtes EF, FX,
donc le triangle ABC: est au trigngle LOC
comme le triangle DEF est; au triangle RXF
(prop. 22. 6) , et en échangeant les plans des
moyens, le triangle ABC est au trigngle DEF.
comme le triangle LOC est an, triangle RXF.
Mais on démontrera plus -bas que le triapgle
LOG est au triangle RXE comme le prisme
qui a pour base le triungle LO C opposé a PM:N
est au prisme qui a pour base le triangle RXF
apposé 4 STV : donc le wriangle ABC. est au
triangle DEF comme le prisme qui a pour base
le trigugle LOC opposé a PMN est au prisme

2

Y
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qui a pour base le triangle RXF opposé 4 STV ;
et puisque les deux prismes qui sont dans la
pyramide ABCG sont égaux entr’eux et que les
deux prismes qui sont dans la pyramide DEFH
sont aussi égaux entr’eux , le prisme qui a pour
base le parallélogramme KLOB opposé 4 la
droite MP sera au prisme qui a pour base le
triangle LOC opposé 3 PMM comme le prisme
qui a pour base le parallélogramme EQRX
opposé a la droite ST est au prisme qui a pour
base le triangle RXF opposé 4 STV : donc,
en ajoutant les conséquens aux antécédens
(prop.13.5),les prismes KBOLMP, LOCMNP
sont au prisme LOCMNP comme les prismes
QEXRST, RXFSTYV sont au prisme RXFSTYV,
et enfin en échangeant les places des moyens,
les prismes KBOLPM, LOCPMN sont aux
prismes QEXRST, RXFSTV comme le
prisnie EOCMNP est au prisme RXFSTV.
Mais on a démontré que le prisme LOCMNP
est-au prisme RXFSTV comme la base LOC
est 3 la base RXF et comme la base ABC est
4 la base DEF : doxic le triangle ABC est au -
triangle DEF comme les deux prismes qtu sont
dans la pyramide ABCG sont aux deux prismes
qui sont dans la pyramide DEF H. Sinous par-
tageons de la méme maniére les nouvelles pyra-
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mides, savoir les pyramides PMNG, STVH, la
base PMN sera a la base STV comme les deux
prismes de la pyramide PMNG sont aux deux
prismes de la pyramide STVH. Mais la base
PMN est a la base STV comme la base ABC
est 2 la bass DEF : donc la base ABC est 4 la
base DEF comme les deux prismes de la pyra-
anide ABCG sont aux deux prismes de la py-
ramide DEFH, comme les deux prismes de la
pyrafide PMNG sont aux: deux prismes de la
pyramide ST VH et comme les quatre prismes
sont aux quatre prismes. On démontrera la
méme chose pour tous les autres prismes qu’on
obtiendra par la division des pyramides AKLO
et DQRS, et en général de toutes les pyra-
mides égales en nombre; ce qu’il falloit dé-
montrer, ‘

LEMME,

Nous démontrerons de la maniére suivante
que le triangle LOC est au triangle RXF
comme le prisme qui a pour base le triangle
LOC opposé a PMN, estle prisme qui a pour
base le triangle RXF opposé 4 STV.

Dans les mémes figures imaginez des perpen-
diculaires menées des points G, H sur les plans
des triangles ABC, DEF. Ces perpendiculaires
seront €gales entr’elles, parce qu’on a supposé

3
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ces pyramides égales en hauteur. Puisque Ia
droite GC et la perpendiculaire menée du point
G sont coupées par les plans paralléles ABC ,
PMN, ces deux droites seront coupées pro—
portionnellement ( prop. 11. 11). Or la droite
GC est coupée en deux parties égales au point
N par le plan PMN : donc la perpendiculaire
menée du point G sur le plan ABC est cou-
pée en deux parties ‘égales par le plan PMN.
Par la méme raison, la perpendiculaire menée
du point H sur le plan DEF est coupée en
deux parties égales par le plan STV. Mais les
perpendiculaires menées des points G, H sur
les plans ABC, DEF sont égales entrelles :
donc les perpendiculaires menées des triangles
PMN, STV sur les triangles ABC, DEF sont
égales entr’elles : donc les prismes qui ont pour
bases les triangles LOC, RXF opposés a PMN,
STV sont égaux en hauteur : donc les parallé-
iipipédes qui sont décrits sur les prismes égaux
en hauteur dont nous venons de parler sont
entr'eux comme leurs bases, et 1l en sera de
méme de leurs moitiés , c’est-3-dire que les
bases LOC, RXF seront entr’elles comme les
prismes dont nous avons parlé ; ce qu'il falloit
démontret. '
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PROPOSITION V.
THEOREME.

Les pyramides triangulaires qui ont la méme
hauteur sont entr’elles comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
triangles ABC, DEF (fig. 208 ) et dont les
sommets sont les points G, H aient l& méme
hauteur : je dis que la base ABC est aJa base
DEF comme la pyramide. ABCG estala pyra-
mide DEFH.

Car si cela n’est pomt, la base ABC sera ala
base DEF comme la pyramide ABCG est 4 un
solide plus petit que la pyramide DEFH 6u a
un solide plus grand. Supposons d’abord que la
base ABC soit a la base DEF comme la pyra-
mide ABCDH est & un solide plus petit et que
ce solide soit Y. Divisez la pyramide DEFH
en deux pyramides égales entr’elles et sembla-
bles & la pyramide totale, et en. deux prismes
égaux ; les deux prismes seront plus grands que
la moitié de la pyramide totale ( prop. 3. 12).
Que les nouvelles pyramides .obtenues par
cette division soient partagées de la méme mid-
niére jusqu’a ce quon ait obtenu de.la pyra-
mide DEFH certaines pyramides qui soient

4
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plus petites que I'excés de la pyramide DEFH
sur le solide Y. Qu'on cherche ces pyramides,
et qu'elles soient par cxemple DQRS, STVH,
les prismes restans de la pyramide DEFH seront
plus grands que le solide Y. Partagez sembla-
blement la pyramide ABCG en autant de par-
ties que la pyramide DEFH. La base ABC
sera & la base DEF comme les prismes de la
pyramide ABCG sont aux prismes de la pyra-
mide DEFH (prop. 4.12); mais par suppo-
-sition la base ABC est 4 la base DEF comme
la pyramide ABCG est au solide Y : donc la
pyramide ABCG est au solide Y comme les
prismes de la pyramide ABCG sont aux prismes
de la pyramide DEFH, et en échangeant les
places des moyens, la pyramide ABCG .est aux
prismes qu’elle renferme comme le solide Y est
aux prismes de la pyramide DEFH. Mais la
pyramide ABCG est plus grande que les prismes
qu'elle renferme : donc le solide Y est plus
grand que les prismes que renferme la pyra-
mide DEFH; mais, au contraire, il est plus
petit; ce qui ne peut étre : donc la base ABC
n’est point & la base DEF comme la pyramide
ABCG est i un solide quelconque plus petit que
la pyramide DEFH. Nous démontrerons senr
blablementque la base DEF n’est point a la base
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.ABC comme la pyramide DEFH est 4 un
solide quelconque plus petit que la pyramide
ABCG. Je dis enfin que la base ABC n’est
point ala base DEF comme la pyramide ABCH
est 3 un solde plus grand que la pyramide
DEFH; car supposons s1 cela est possible,
que la base ABC soit a la base DEF comme la
pyramide ABCG est a un solide quelconque
plus grand que la pyramide DEFH et que ce
solide soit Y. En mettant les antécédens a la
place des conséquens et les conséquens i la
place des antécédens , la base DEF sera a la
base ABC comme le solide Y est  la pyramide
ABCG. Mais le solide Y esta la pyramide ABCG
comme la pyramlde DEFH est a un sohde
quelconque plus petit que la pyramide ABCG,
ansi que cela a éié démontré : donc la base
DEF est a la base ABC comme la pyramide
DEFG est a un solide quelconque plus petit
que la pyramde ABCG, ce qui est absurde :
donc la base ABC n’est point a la base DEF
comme la pyramide ABCG est 4 un solide quel-
conque plus grand que la pyramide DEFH,
Mais on a démontré que la base ABC n’est point
a la base DEF comme la pyramide ABCG est
a un solide quelconque plus petit que la pyra-
nmude DEFH : donc la base ABC est a la base

e
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DEF comme la pyramide ABCG est a la py-
ramide DEFH.

Donc les pyramides triangulaires qui ont
la méme hauteur sont entr’elles comme leurs
bases ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION VI.
THEOREME.

Les pyramides qui ont la méme hauteur et qui
ont des polygones pour bases sont entr’elles
comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
polygones ABCDE , FGHKL (fig. 209 ) et
dont les sommets sont les points M, N aient la
méme hauteur : je dis que labase ABCDE esta
la base FGHKL comme la pyramide ABCDEM
est a la pyramide FGHKLN.

Partagez la base ABCDE en triangles et que
ces triangles soient ABC, ACD, ADE; par-
tagez aussi la base FGHKL en triangles et que
ces triangles soient FGH, FHK, FKL, et sup-
posons que chacun de ces triangles soit la base
d’une pyramide qui ait la méme hauteur que
les deux pyramides qu’on avoit d’abord. Puisque
le triangle ABC est au triangle ACD comme
1a pyramide ABCM est & la pyramide ACDM
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(prop. 5. 12), si Pon ajoute les conséquens
aux antécédens, le quadrilatére ABCD sera au
triangle ACD comme la pyramide ABCDM est
4 la pyramide ABCM (prop. 18.5); mais le
triangle ACD est au triangle ADE comme la
pyramide ACDM est a la pyramide ADEM:
done la base ABCD sera a la base ADE comme
la pyramide ABCDM est i la pyramide ADEM
(prop. 22. 5) : donc en ajoutant les conséquens
aux antécédens, la base ABCDE sera a la base
ADE comme la pyramide ABCDEM est 4 la
pyramide ADEM. Par la méme raison , la base
FGHKL est 4 la base FKL comme la pyra-
mide FGHKLN est & la pyramide FKLN; et
puisque ces deux pyramides triangulaires ont la
méme hauteur, la base ADE sera 4 labase FKL
comme la pyramide ADEM est a la pyramide
FKLN : donc puisque la base' ABCDE est &
Ia base ADE comme la pyramide ABCEM est
a la pyramide ADEM, et que la base ADE est
a la base FKL comme la pyramide ADEM est
4 ]a pyramide FKLN, labase ABCDE sera 2 la
base FKL comme la pyramide ABCDEM est
a la pyramide FKLN (prop. 22.5); mais la
base FKL est a labase FGHKL comme la py-
ramide FKLN est a la pyramide FGHKLN :
donc la base ABCDE est a la base FGHKL
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comme la pyramide ABCDEM est a la pyra-
mide FGHKLM. ‘

Donc les pyramides qui ont la méme hau-
teur et dont les bases sont des polygones sont
entr’elles comme leurs bases; ce quil falloit
démontrer.

PROPOSITION VIIL
THEOREME.

Tout prisme triangulaire peut se diviser en trois
pyramides triangulaires égales entr'elles.

Soit un prisme dont la base soit le triangle
ABC opposé au triangle DEF (fig. 210) : je
dis que le prisme ABCDEF peut étre partagé
en trois pyramides triangulaires égales entre
elles. ’

Menez les droites BD, EC, CD. Puisque
la figure ABED est un parallélogramme dont
BD est la diagonale, le triangle ABD sera égal
au triangle EDB (prop. 34.1) : donc la pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale i la pyramide qui
‘a pour base le triangle EDB et pour sommet le
pomt C (prop. 5. 12); mais la pyramide qui a
‘pour base le triangle EDB et pour soinmet le
-pont C est égale a la pyramide qui a pour base
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le triangle EBC et pour sommet le point D,
car elles sont comprises dans les mémes plans:
donc la pyramide qui a pour base le triangle
ABD et pour sommet le point C est égale a la
pyramide qui a pour base le triangle EBC et
pour sommet le point D. De plus, puisque la
figure FCBE est un parallélogramme qui a pour
diagonale la droite CE, le triangle ECF est égal
au triangle CBE (prop. 34. 1) : donc la pyra-
mide qui a pour base l¢ triangle BEC et pour
sommet le point D est égale i la pyramide qui
a pour base le triangle ECF et pour sommet
le point D (prop. 5. 11). Mais on adémontré que
la pyramide qui a pour base le triangle BCE et
pour sommet le point D est égale a la pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C : donc la pyramide quia pour
base le triangle CEF et pour sommet le point D
est égale i la pyramide qui a pour base le trian-
gle ABD et pour sommet le point C : donc le
prisme ABCDEF a été partagé en trois pyra-
mides triangulaires égales entr’elles. La pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale i la pyramide qui
a pour base le triangle CAB et pour sommet
le point D, car ces pyramides sont comprises
sous les mémes plans ; mais on a démontré que
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la pyramide qui a pour base le triangle ABD et
pour sommet le point G est la troisiéme partie
du prisme qui a pour basg le triangle ABC op-
posé au triangle DEF : donc la pyramide qui a
pour base le triangle ABC et pour sommet le
point D est la troisiéme partie d'un prisme qui
ala méme base , savoir, le triangle ABC opposé
au triangle DEF; ce quil falloit démontrer.

COROLLATIRE, \

" 11 suit manifestement de I que toute pyra-
mide est la troisiéme partic d’un prisme qui a
la méme base et la méme hauteur ; car une des
bases du prisme étant une figure rectiligne quel-
conque, la base opposée sera une figure égale
et semblable, et ce prisme pourra étre divisé en.
prismes qui auront des bases triangulaires et
dont les bases opposées seront des triangles.

PROPOSITION VIII
THEOREME.

Les pyramides semblables qui ont des bases trian-
gulaires sont entr’elles en raison triplée de leurs

cdtés homologues.
Soient deux pyramides semblables et sem-

blablement placées qui aient pour bases les
iriangles ABC, DEF (fig. 211) et pour sommets
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les points G, H : je dis que les pyramides ABCG,
DEFH sont entr’elles en raison triplée des cétés
BC, EF.

Achevez les parallélipipédes BGML, EHQP.
Puisque la pyramide ABCG est semblable i la
pyramide DEFH , 'angle ABC sera égal 4 'an-
gle DEF (déf. 9. 11), I'angle GBC égal 4 I'an-
gle HEF, I'angle ABG égal a I'angle DEH et
AB sera a DE comme BC est 8 EF et comme
BG est a EH : donc, puisque AB est 3 DE
comme BC est 4 EF et que les c6tés placés
autour d'angles égaux sont proportionnels, le
parallélogramme BM sera semblable au paral-
lélogramme EQ. Par la méme raison , le paral-
lélogramme BN sera semblable au parallélo-
gramme ER et le parallélogramme BK sembla-
ble au parallélogramme EO : donc les trois pa-
rallélogrammes BM, KB, BN sont semblables
aux trois parallélogrammes EQ, EO, ER ; mais
les. t.r,oi,s.,parallélograrﬁmes MB, BK, BN sont
égayx: et semblables aux trois parallélogrammes -
oppogsés et les trois parallélogrammes EQ, EO,
ER sont aussi égaux et semblables aux trois
panallélogrammes oppasés (prop. 24. 11): donc
les, parallélipipédes BGML , EHQP sont com-
pri,s,.dans des plans semblables et égaux en nom-
bre ;. _dq?q le parg)lélipipéde BGML est sem-
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blable zu paralléhpipéde EHQP (déf. 9. r1).
Mais les parallélipipédes semblables sont entre
eux en raison triplée de leurs ¢6tés homologues
(pr.33.11) : donc les parallélipipédes BGMH,
EHQP sont entr’eux en raison triplée des
c6tés homologues BC, EF; mais le paralléli-
pipéde BGML est au parallélipipéde EHQP
comme la pyramide ABCG est 4 la pyramide
DEFO (prop.15.5), car une pyramide est la
sixiéme partie d’un parallélipipéde, puisqu’nn
prisme triangulaire qui est la moitié d’un paral-
lélipipéde est triple d’une pyramide : donc les
pyramides ABCG, DEFH sont entr'elles en
raison triplée des c6tés BC, EF; ce qu'il fallou'
démontrer.

COROLLATIRE,

De l il suit évidemment que les pyramides
semblables qui ont des polygones pour bases.
sont entr’elles en raison triplée de leurs céiés
homologues ; car ces pyramides Peu‘vent- ére
.divisées en pyramides triangulaires, puisque les
polygones semblables qui sont les bases de ces
pyramides peuvent étre divisés en uninéme
nombre de triangles semblables entr’etix et pro
portionnels 4 ces poly gones : donc une'des i)yra-
mides triangulaires contenug dans 12’ prémiére
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pyramide est a une autre des pyramides triangu- |
laires contenue danslaseconde pyramide comme
la somme de toutes les pyramides triangulaires
contenues dans la premiére pyramide est a la
somme de toutes les pyramides triangulaires
contenues dans Fautre pyramide, c’est-a-dire
comme une des pyramides qu a pour base un
polygone est 4 Pautre pyramide qui a aussi pour
base un polygone. Mais les pyramides triangu-
laires semblables sont entr’elles en raison tri-
plée de-leurs c6tés homologues : donc les pyra-
mides semblables qui ont pour bases des poly-
gones sont entr’elles en raison triplée de leurs
c6tés homologues. '

PROPOSITION IX.
THEOREME.

Les bases des pyramides égales qui ant des bases
triangulaires sont réciproquement proportion-
nelles aux hauteurs de ces pyramides ; et les
pyramides triangulaires qui ont des bases réci-
proquement proportionnelles & leurs hauteurs
sont égales entr'elles.

Soient ‘deux pyramides égales qui aient les
bases triangulaires ABC, DEF (fig. 212) et dons
les sommets sojent les points G, H : je dis que

Cc



402 ELEMENS

les bases des pyramides ABCG, DEFH sont récia
proquement proportionnelles aux hauteurs de
ces pyramides, c’est-a-dire que la base ABC est
a la base DEF comme la hauteur de la pyra-
mide DEFH est 4 la hauteur de la pyrammde
ABCG.

Achevez les parallélipipédes BGML , EHQP.
Puisque la pyramide ABCG est égale 4 la py~
ramide DEFH, que le parallélipipéde BGML
est sextuple de la pyramide ABCG et que le
parallélipipede EHQP est aussi sextuple de la
pyramide DEFH, le paralléhpipéde BGM L
sera égal au parallélipipéde EHQP (pr.15.5).
Mais les bases des parallélipipédes égaux sont
réciproquement proportionnelles aux hauteurs
de ces parallélipipédes (prop. 54.11) : donc la
base BM est 4 la base EQ comme la bauteur du
parallélipipéde EHQP est 4 la hauteur du pa-
rallélipipéde BGML. Mais la base BM est a la
base EQ comme le triangle ABC est au triangle
DEF : donc le triangle ABC est au triangle DEF
comme la hauteur du parallélipipéde EHQP -
est a la hauteur du parallélipipéde BGML. Mais
la hauteur du parallélipipéde EHQP est la
méme que la hauteur de la pyramide DEFH,
et la hauteur du parallélipipéde BGML est la
méme que la hauteur de la pyramide ABCG :
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donc la base ABC est & la base DEF comme
la hauteur de la pyramide DEFH est  la hauteur
de la pyranfide ABCG : donc les bases ded py-
ramides ABCG, DEFH sont réciproquement
proportionnelles & leurs hauteurs.

Si les bases des pyramides ABCG, DEFH
sont réciproquement proportionnelles a leurs
hauteurs, c'est-a~dire que si la base ABC est a
la base DEF comme la hauteur de la pyramide
DEFH est 4 la hauteur de la pyramide ABCG :
je dis que la pyramide ABCG sera égale i la
pyramide DEFH.

Faites la méme construction. Puisque la base
ABC est 4 la base DEF comme la hauteur de
la pyramide DEFH est 4 la hauteur de la-py-
ramide ABCG et que la base ABC est 4 la base
DEF comme le parallélogramme BM est au
parallélogramme EQ, le parallélogramme BM
sera au parallélogramme EQ comme la hauteur
de la pyramide DEFH est a la hauteur de la
pyramide ABCG. Mais la hauteur de la pyra-
mide DEFH est la méme que la hauteur du
parallélipipéde EHQP, et la hauteur de la py-
ramide ABCG est la méme que la hauteur du
parallélipipéde BGML : donc la base BM est
a la base EQ comme la hauteur du parallélipi-
péde EHQP est i la hauteur du parallélipipéde

a
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BGML; mais les parallélipipédes qui ont leurs
bases réciproquement proportionnelles & leurs
hauteurs sont égaux entr’eux (pr.34.11): donc
le parallélipipéde BGML est égal au parallé-
hplpede EHQP. Mais la pyramide ABCG est
la sixiéme partie du parallehpapede BGML et
la pyramide DEFH est aussi la sixiéme partie
du parallélipipéde EHQP : donc la pyramide
ABCG est égale a la pyramide DEFH.

Donc les bases des pyramides égales qui ont
des bases triangulaires sont réciproquement
proportionnelles aux hauteurs de ces pyra-
mides ; et les pyramides triangulaires qui ont
des bases réciproquement proportionnelles &
leurs hauteurs sont égales entr’elles; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION X.
THEOREME.

Un céne est la troisiéme partie d’'un cylindre qui
a la méme base et une hauteur égale.

Qu’un céne ait la méme base qu'un cylindre,
savoir, le cercle ABCD (fig. 213) et une hau-
teur égale : je dis que ce cdne est la troisiéme
pertie de ce cylindre.

Car sile cylindre n’est pasle triple du cone, il

.
5
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sera plus grand que le triple ou plus petit ; sup-
posons d’abord qu'’il soit plus grand que le tri-
ple. Décrivez dans le cercle ABCD le quarré
ABCD; le quarré ABCD sera plus grand que la
moité du cercle ABCD. Sur le quarré ABCD
élevez un prisme qui ait l]a méme hauteur que
le cylindre ; ce prisme sera plus grand que la
moitié du cylindre ; parce que si 'on circons-
crit un quarré an cercle ABCD, le quarré ins-
crit sera la moitié du quarré circonscrit; mais
les parallélipipédes, c’est-a-dire les prismes
élevés sur ces bases ont la méme hauteur:
douc ces prismes sont entr'eux comme leurs
bases : donc le prisme élevé sur le quarré ABCD
est la moitié du prisme élevé sur le quarré cir-
conscrit au cercle ABCD ; mais le cylindre est
plus petit que le prisme élevé sur le quarré cir-
conscrit au cercle ABCD : donc le prisme ¢levé
sur le quarré ABCD, qui a une hauteur égale 2

celle du cylindre, est plus grand que la moitié
du cylindre. Partagez les arcs AB, BC, CD, DA
en deux parties égales aux points E, F,G, H,
et menez les droites AE, EB, BF, FC, CG,
GD, DH, HA; chacun des ti‘iangles AEB,
BFC, CGD, DHA sera plus grand que le demi-
segment du cercle ol il est placé , comme nous
lavons démontré plus haut ( prop. 2. 12); sur

~

5
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chacun de ces triangles €levons des prismes qui
aient une hauteur égale a celle du cylindre ;
chacun de ces prismes sera plus grand que la
moitié du segment respectif du cylindre, parce
que si par les points E, F, G, H on méne des
paralléles aux droites AB, BC, CD, DA, et s
sur les droites AB, BC, CD, DA et si entre ces
paralléles on construit des parallélogrammes sur
lesquels on éléve des parallélipipédes qui aient
la méme hauteur que le cylindre, les prismes
qui auront pour bases les triangles AEB, BFC,
CGP, DHA seront les moitiés de chacun de
ces parallélipipédes. Mais les segmens du cylin-
dre sont plus petits que ces parallélipipédes :
donc les prismes qui ont pour bases les triangles
AEB, BFC, CGD, DHA sont plus grands que les
moitiés des segmens respectifs du cylindre. Par-
tageons les arcs restans en deux parties égales;
joignons leurs extrémités par des droites, sur
chacun de ces triangles élevons des-prismes qui
alent la méme hauteur que le cylindre, et con-
tinuons de faire la méme chose jusqu’a ce qu'il
reste certains segmens du cylindre qui soient
plus petits que I'excés du cylindre sur le triple
du céne (prop. 1. 10). Supposons que les seg~
mens restans du cylindre soient AE, EB, BF,
FC, CG, GD, DH, HA; il est évident que le
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prisme restant qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a la méme hauteur que le
cylindre sera plus grand que le triple du céne;
mais le prisme qui a pour base le polygone.
AEBFCGDH et qui a la méme hauteur que
le cylindre, est iriple de la pyramide qui a pour
base le polygone AEBFCGDH et qui-ale
méme sommet que le cdne ( prop. 7. 12)=
donc la pyramide qui 2 pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a ¢ méme sommet que
le cone. est plus grande que le céne qui a pour
base le cercle ABCD; mais au contraire la py—
ramide est plus petite , car le ¢céne comprend:la
pyramide ; ce qui est impossible : donc le cyhn-
dre n’est pas plus grand que le triple du céne. -

Je dis & présent que le cylindre n’est pas-plus
petit que le triple du cdne; car s’1l pouvoit arri-
ver que le cylindre fit moindre que le triple
du’ coue , le cone seroit plus grand que la troi-
siéme partie du cylindre. Dans le cercle ABCD
décrivons le quarré ABCD; le quarré ABCD
scra plas grand que la moitié du cercle ABCD.
Sur le quarré ABCD élevez une pyramide qui
ait le méme sommet que le céne, cette pyra~
mide sera plus grande que Ja moitié du céne ;
parce que si nous circonscrivons un quarré au
eercle ABCD, le quarré ABCD sera la moitié

4
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du quarré circonscrit a ce cercle, ainsi que nous
Pavons démontré; et si sur ces quarrés nous
élevons des parallélipipédes , c’est-a-dire des
prismes, celui qui sera €levé sur le quarré ins-
erit dans le cercle serala moitié du prisme élevé
sur le quarré circonscrit, car ces parallélipipédes
sont entr’eux comme leurs bases (prop. 32. 11);
mais. leurs troisiémes parties sont aussi entre
elles comme leurs bases : donc la pyramide
qui a pour base le quarré ABCD est la moitié
de la pyramide qui a pour base le quarré cir-
conscrit au cercle. Mais Ja pyramide élevée
sur le quarré circonscrit au cercle est plus
grande que le céne, car elle le comprend :
donc la pyramide qui a pour base le quarré
ABCD et qui ale méme sommet que le céne
est plus grand que la moité du céne. Par-
tagez les arcs AB, BC, CD, DA en deux par-
ties égales aux points E, F, G, H, et menez les
droites AE, EB, BF, FC, CG, GD, DH, HA.
Chacun des triangles AEB, BFC, CGD, DHA
sera plus grand que la moitié du segment res-
pecuf du cercle ABCD; sur chacun des trian-
gles AEB, BFC, CHD, DHA élevez des py-
ramides qui aient le méme sommet que le cone;
chacune de ces pyramides sera plus grande que
la moitié du segment respectif du céne. Par-
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tageons les arcs restans en deux parties égales,
et joignons leurs extrémités par des droites; sur
chacun de ces triangles élevons une pyramide
qui ait le méme sommet que le cone et conti-
nuons de faire ]a méme chose; il restera enfin
certaines portions de cdne qui seront moindres
que Pexcés du cone sur la troisiéme partie du
cylindre ( prop. 1.10). Qu’on ait ces portions
restantes du cone et qu'elles saient celles qua
ont pour bases les segmens AE , EB, BF,
-FC, CG, GD, DH, HA. La pyramide res-
tante qui a pour base le polygone AEBFCGDH
et qui a le méme sommet que le cone est plus
grande que la troisiéme partie du cylindre.
Mais la pyramide qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a le méme sommet que
le cone, est la troisiéme partie du prisme qui
a pour base le polygone AEBFCGDH et qu
a la méme hauteur que le cylindre (pr.7.12):
donc le prisme qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a la méme hauteur que le
cylindre est plus grand que le cylindre qui a
pour base le cercle ABCD; mais le prisme est
au contraire plus petit que le cylindre, car le
cylindre comprend ce prisme ; ce qui est impos-
sible : donc le cylindre n’est pas plus petit que
le triple du cépe; mais on a démontré qu'il
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n’est pas plus grand que le triple : donc le cy-

lindre est le triple du céne et par conséquent

le céne est la troisiéme partie du cylindre.
-Donc un céne est la troisiéme partie d'un

cylindre qui a la méme base et une hauteur

égale; ce qu'il falloit démontrer.

P_ROPOSI’{‘ION XI.
THEEOREME,

Les cdnes et les cybindres qui ont la méme hauteur
sont entr'eux comme leurs bases.

Que les cénes et les cylindres dont les bases
sont les cercles ABCD,, EFGH (fig. 214 ),
dont les axes sont les droites KL, MN, et dont
tes diamétres des bases sont les droites AC, EG
alent la méme hauteur : je dis que le cercle
ABCD sera an cerele EFGH comme le céne
AL est au céne EN. ' -

Car si cela n’est point, le cercle ABCD sera
au cercle EFGH comme le céne AL sera a un
solide quelconque plus petit ou plus grand que
le céne EN. Que le cercle ABCD soit d’abord
au cercle EFGH comme le céne AL est an
solide plus petit que le céne EN; que ce solide
s0it O, et que I'excés du cone EN sur le solide
0 soit égal au solide Z, e céne EN sera égal aux
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solides O, Z. Dans le cercle EFGH décrivons le
quarré EFGH ; ce quarrésera plus grand que la
moitié de ce cercle: Sur le quarré EFGH élevons
une pyramide qui ait la méme hauteur que le
céne. Cette pyramide sera plus grande que la
moitié du cone ; car si nous décrivons un quarré
autour du cercle EFGH, et s1 sur ce quarré nous
élevons une pyramide qui ait la méme hauteur
que le cone, la pyramide inscrite sera la moitié
de la pyramide circonscrite, parce que ces py-
ramides sont comme leurs bases (prop.6.12};
mais le cone est plus petit que la pyramide cir-
conscrite : donc la pyramide qui a pour base le
quarré EFGH et qui a le méme sommet que le
céne est.plus grande que la moitié du cone. Pars
tageons les arcs EF, FG, GH, HE en deux parties
égales aux pointsP, Q, R, S, et menons les
droites HP, PE, EQ, QF,FR, RG, GS, SH;
chacun des triangles HPE, EQF, FRG, GSH
sera plus grand que la moitié du segment respec-
uf du cercle. Sur chacun des triangles HPE,
EQF, FRG, GSH élevons une pyramide qui ait
Ja méme hauteur que le cdne; chacuue de ces
pyramides sera plus grande que la moitié du seg-
ment respectf du céne. Si donc nous partageons
en deux parties égales les arcs restans et si nous-
joignons les extrémités de ces arcs par des
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droites , et s1 sur chacun des triangles nous
élevons des pyramides qui aient la méme hau-
teur que le cone, et si nous continuons de faire
la méme chose, 1l resicra enfin certains seg-
mens du céne qui seront plus petits que le
solide Z (pr. 1. 10). Supposons que I'on ait ces
segmens et que ces segmens soient ceux qui ont
pourbases les segmens circulaires HP, PE, EQ,
QF FR, RG, GS, SH. La pyramide restante
quia pour basele polygohe HPEQFRGS et qu
a la méme bauteur que le c6ne sera plus grande
que le solide O. Dans le cercle ABCD décrivons
un polygone DTAVBXCY qui soit semblable
au polygone HPEQFRGS et semblablement
placé, et sur le polygone DTAVBXCY élevons
une pyramide qui ait la méme hauteur que le
cbne AL. Puisque le quarré de AC est au quarré
de EG comme le polygone DTAVBXCY est au
polygone HPEQFRGS (pr. 20.6, pr.1.12), et
que le quarré de AC est au quarré de EG comme
le cercle ABCD est au cercle EFGH (pr. 2. 12),
le cercle ABCD sera au cercle EFGH comme
le polygone DTAVBXCY est an polygone
HPEQFRGS (prop. r1.5). Mais par suppo-
sition le cercle ABCD est au cercle EFGR
comme le céne AL est au solide O, et le poly-
gone DTAVBXCY est au polygone HPEQFRGS
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comme la pyramide quia pour base le polygone
DTAVBXCY et pour sommet le point L est i la
pyramide quia pour base le polygone HPEQFGS
et pour sommet le point N (prop.6.12): donc
le cone AL est au solide O comme la pyramide
qui a pour base le polygone DTAVBXCY et
pour sommet le point L est & la pyramide qui
a pour base le polygone HPEQFRGS et pour
sommet le point N : donc en échangeant les
plans des moyens, le cone AL est 3 la pyra-
mide qui lui est inscrite comme le solide O
est & la pyramide inscrite dans le céne EN.
Mais le cone AL est plus grand que la pyra-
mide qui lui est inscrite : donc le solide O est
plus grand que la pyramide qui est inscrite dans
le céne EN ; mais le solide O est au contraire
plus petit que la pyramide inscrite dans le c6ne
EN, ce qui est une absurdité : done le cercle
ABCD n’est point au cercle EFGH comme le
céne AL est a un solide quelconque plus petit
que le céne EN. On démontrera semblable-
ment que le cercle EF GH n’est point an cer-
cle ABCD comme le céne EN est 4 un sohde
quelconque plus petit que le cone AL.

Je dis 3 présent que le cercle ABCD n’est point
au cercle EFGH comme le céne AL est 4 un
solide quelconque plus grand que le cone EN.
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Supposons que cela soit possible et que le cer=
cle ABCD soit au cercle EFGH comme le
céne AL est a un sohde plus grand que le céne
EN et que ce solide soit O. Mettons les con-
séquens  la place des antécédens et les antécé-
dens ala place des conséquens, le cercle EFGH
sera au cercle ABCD comme le solide O est au
céne AL. Mais le solide O est au céne AL
comme le cdne EN est a un solide quelcon-
que plus petit que le céne AL : donc le cercle
EFGH est au cercle ABCD comme le céne
EN est & un solide plus petit que le cone AL;
ce que.nous avons démontré impossible : done
le cercle ABCD n’est point au cercle EFGH
comme le céne AL est Fun solide quelconque
plus grand que le c6ne EN. Mais on a démon-~
tré que le cercle ABCD n’est point au cercle
EFGH comme le céne AL est a un solide plus
petit que le céne EN : donc le cercle ABCD
est au cercle EFGH comme le céne AL est
au cone EN. Mais un céne est 3 un cone comme
un cylindre est 3 un cylindre , car un cylindre
est le triple d’'un c6ne (prop. 10.13): donc
les cercles ABCD, EFGH sont entr’eux comme
les cylindres qui ont ces cercles pour bases et
qui ont des hauteurs €gales a celles des cones..
Donc les cones et les cylindres qui ont la
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méme hauteur sont entr’eux comme leurs bases;
ce qu'il falloit démontrer.

PRO—POSITION’ XII.
THEORLEME.

Les cdnes et cylindres semblables sont entr'eux
en raison triplée des diamétres de leurs bases.

Que les cones et les cylindres qui ont pour
bases les cercles ABCD, EFGH (fig. 215),
pour diamétres de leurs bases les droites BD,
FH et pour axes les droites KL, MN soient
semblables entr’eux : je dis que le céne qui a
pour base le cercle ABCD et pour sommet le
point L, est au cdne qui a pour base le cercle
EFGH et pour sommet le point N en raison
triplée de BD 4 FH.

Car si le cone ABCDL n'est point au céne
EFGHN en raison triplée du diamétre BD au
diamétre FH, le céne ABCDL sera 4 un solide
quelconque plus grand ou plus petit que le
céne EFGHN en raison triplée du diamétre
BD au diamétre FH. Supposons d’abord que
le cone ABCDL soit & un solide O plus petit que
le cdne EFGHN en raison triplée du diamétre
‘AD au diameétre FH; dans le cercle EFGH
décrivons le quarré EF GH; le quarré EFGH
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sera plus petit que la moitié du cercle EFGH.
Ensuite sur le quarré EFGH élevez une pyra-
mide qui ait la méme hauteur que le céne;
cette pyramide sera plus grande que la moitié
du céne. Partagez les ares EF, FG, GH, HE
en deux parties égales aux pointsP, Q, R, S,
et menez les droites EP, PF, FQ, QG, GR,
RH, HS, SE; chacun des triangles EPF,
FQG, GRH, HSE sera plus grand que la
moitié du segment respectif du cercle EFGH.
Sur chacun de ces triangles élevez des pyra-
mides qui aient le méme sommet que le cone;
chacune de ces pyramides sera plus grande que
la moitié du segment respectif du céne. Si nous
partageons les arcs restans en deux parties
égales , si nous joignons les extrémités de ces
arcs par des droites et si nous élevons sar cha-
cun de ces triangles des pyramides qui aient le
méme sommet que le cone et si nous conti-
nuons de faire la méme chose, il restera enfin
certains segmens de cone qui seront plus petits
que l'excés du cone EF GHN sur le solide O
{prop. 1. 10). Supposons que Fon ait ces seg-
mens , que ces segmens soient ceux qui sont
€levés sur les segmens circulairrs EP, PF, FQ,
QG, GR, RH, HS, SE, la pyramide restante
qui a pour base le polygone EPFQGRHS et
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pour sommet le point N sera plus grande que
le solide O ; dans ke cercle ABCD décrivez un
polygone ATBVCXDY qui soit semblable au
polygone EPFQGRHS et semblablement placé.
Sur le polygone ATBYCXDY élevez une py-
ramide qui ait le méme sommet que le céne;
que LBT soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
ATBVCXDY et dont le sommet est le point L,
que NFP soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est l¢ polygone
EPFQGRHS et dont le sommet est le point
N, et enfin menez les droites KT, MP. Puis-
que le céne ABCDL est semblable 'au céne
EFGHN, la droite BD sera & la droite FH
comme l'axe KL est 41'axe MN (déf. 54. 1r);
mais BD est 2 FH comme BK est 4 FM :'donc
BK est 2 FM comme KL est # MN : dénc en
échangednt les plans des moyens, BK seraa KL
comme FM est 3 MN. Mais les angles BKL,
FMN sont égaux parce qu’i]s sont droits , et ees
angles égaux sont compris par des ctés propor-
tionnels : donc le triangle BK L est semblable au
triangle FMN (prop. 6. 6). De plus,, puisque
la drvite BK est i la droite KT comme la droite

F M est 4 la droite MP et que cés droites com- _

prennent les angles égaux BKT, FMP, car la

Dd
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portion des quatre angles droits placés au cen-
tre H que comprend I'angle BKT est la méme
portion des quatre angles droits placés au cen-
tre M que comprend l'angle FMP ; donc puis-
que les c6tés qui comprennent les angles égaux
BKC, FMP-sont proportionnels, le triangle
BKT est semblable au triangle FMP (prop.6.6).
De plus, pumisqu’on a démontré que BK est a
KL comme FM est i MN, et a cause que BK
est égal 3 KT et FM égal 4 MP, la droite KT
sera a la droite KL comme PM est 23 MN. Mais
les cotés qui comprennent les angles droits
TKL,PMN sont: proportionnels : donc le
triangle LKT est semblable au triangle NMP.
Mais & cause de la similitude des triangles
BKL, FMN la droite LB est a la droite BK
comme Ja droite NF est a la droite FM, et
a cause.de la similitude des triangles BKT,
FMP la droite KB est a la droite BT comme
la droite. MF est  la drojte FP: donc la droite
LB est a la droite BT comme la droite NF esta
la drpite FP (prop. 22.5). De plus, & cause
de la similitude des triangles LTK, NPM la
droite LT esta la drgit¢ TK comme la droite
NP est 4 la droite PM, et A cause de la simi-
litude des griangles KBT ; PMF la droite KT
est a la droite TB comme la droite MP est 4 la
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droite PF :donc la droite LT. sera-& la droite
TB comme la droite NP est a ladroite P F. Mais
on a démontré que TBest 2 BL comme PF est
aFN.:doncTLest aLiBgomme PN ¢st ANE:
donc les. c6tés des triangles LTB, NPF sopnt
proportionnels : danc les triangles LTB, NPF
sont équiangles et pac .gonséquent semblables
entr’eux; (prop. 5. 6) : done 13 pyramide qui a

_.pour base. le triangle B\K.’{‘ gt pour sommet Le
~ point Liest semblable a Ja, yramlde,‘qm a pour
haﬁe]s mangle FMP eypour, so;g;pet le po;‘ng},‘l
(déf. 9. 11); car ces deux pyramides sont com-
prises sons des plans sep}grbbles et egaux en
nombrne ; mais les'pyrampides semblables qux ont
des barscs #riangujaires: spng entr’ ‘elles en raison
uipbégide leurs coiés homqlogwes (prop.8.12);
done les. pyraqmdes BRT Ly, F M P N.sont entre
elles om raison triplée des droites BK ,; F M. St
nous.menons des droites des points A, Y, D,
X ,‘Qy ¥ ay point K et des points E, S, H, R,

G, Qawmpoint M, et si sur les triangles que ces
droq.ea fnﬂm@t»awec les »C(?}ﬁs des polygones
inscrits- neub. €lavons. des: pyramidesiqui aignt
les mémes sommets que le\cgne,,onous Jdémon,
trerons. semblablement que chaque pyramide
du palygone 'ATBVGX, DY esta chaque, pyra-
mide.dupolygone BPEQGRUS en raison triplée

2
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du c6té BK ait c6té homologue FM, c'est-a-dire
‘du diainétre BD au diamétre F H. Mais un seul
‘des’ antécédens est § un seul des conééquens_

cofniné tous les antécédens sont i tous les con-
_sequens (prop. 12. 5) ‘donc la pyramide BKTL
st & ala pyratmdc FMPN- comme la pyramide
totale qui a pour base Je polygone ATBVCXDY
‘etpour sommet Ié joint L est ala pyramide totale
tim a"pour base 1¢ polygone EPFQGRHS et
’pour sorhitt lepointN : donela pyramide tuia
pourbase Iepolygone ATBVX DYetpoursohrmet
le point L est a1 yrarmde qui a pour base le
polygone EPFQGRHS en raison triplée du dia-
métre BD au dlaméﬁ-e‘!”ﬂ Mais on a supposé
yqute le cone qui a pour base le cerde ABCD
et pour sommet’ '1epoint Lrest au solide’0 en
ralson triplée de BD 4 FH: done'le cone:qui
a pour basé' le éercle ABCD et pour sommet
I3 pomt L- est 4a solide!O comme la pyramide
qui a‘pour basé" Te polygone ATBVCXDY et
pour sommiét le pﬁnt Lestala pyramlde qui
a pour base le pelygoﬁd EPEQGRHS et pour
sommet’le-point! N; :*done ; en' échangeant . les
plaeesides mioyens (prop. 16. 5}y 4e céne qui
a pour ‘base le-bercle ABGD et pour somimet
le point L est &'l pyramhidlé qui a ponr. base le
polygone ATBVG XD ¥ 't pour sommet le
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point N comme le solide O est 4 la pyramide.
qui a pour base le polygene EPFQGRHS et
pour sommet le point N. Mais le cone qui a
pour base le cercle ABCD et pour sommet le
point L est plus grand que la pyramide ins-
crite; car le cone la comprend : donc le solide O
est plus grand que la pyramide qui a pour base
le polygone EPFQGRHS et pour sommet le
point N ; mais au contraire ce solide est plus
petit que cette pyramide; ce qui estimpossible:
doric le céne qui a pour base le cercle ABCD
et pour sommet le point L n’est point a un
solide quelconque plus petit que le cone qui
a pour base le cercle EFGH et pour sommet
le point N en raison triplée de BD & FH.,
Nous démontrerons semblablement que le céne
EFGHN n'est pomt a un solide quelconque
plus petit que le cone ABEDL en raison triplée,
de FHaBD. Je dis enfin que le cone ABCDH
n’est pomt A un solide quelconque plus. grand,
que le cone EFGHN en raison trlplee de BD
3 FH; car s'il peut arriver que le céne ABCDL
soit &4 un solide O plus grand que le céne
EFGHN en raison tnp]ee de BD a FH en,
mettant les conséquens 2 la place des ante—
cédens et les antécédens i la place aes consé-
quens, le solide O sera au coue ABCDL

~
2
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en raison triplée de FH & BD. Mais le solide O
est au cone ABCDL comme le cone EFGHN'
est 3 un solide plus petit que le cone ABCDL:
donc le cone EFGHN est & un solide quel-
conque plus petit que le céne ABCDL en rai~
son triplée dée FH A BD, ce qui a été démontré
-impossible : donc le céne ABCDL n’est point’
a un solide quelconque plus grand que le céne
EFGHN en raison triplée de BD 3 FH. Mais
on a démontré que le cone ABCDL n’est point
4 un solide quelconque plus petit que le cone
EFGHN en raison triplée de BD 4 FH : donc
le cone ABCDL est au ¢éne EFGHN en
raison triplée de BD & F H; mais un céne est a
un’ autre c6ne comme un cylindre est 4 un
autre cylindre ; car un cylindre qui a la méme
base qu’un cbne et une hauteur égale est triple
de ce cone, puisqu'on a démontré qu’un céne
est la troisieme parue du cylmdre qui a la
meme base et une hauteur égale (prop.11.12):
dotic cés cylindres semblables sont entr’ eux en
raison triplée des drbites BD, FH. '

Donc' les cones et les cy]mdres ‘semblables
sont entr’eux en raison triplée des diamétres des
bases ; ce qu'il falloit démontrer.

TEEEN
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PROPOSITION XIII,
THEOREME.

Si un cylindre est coupé par un plan parallile
aux plans opposés, Uun de ces cylindres sera
& Pautre cylindre comme Uaxe du premier est
a laxe du second. |

Que le cylindre AD (fig. 216) soit coupé par
un plan GH paralléle aux plans opposés AB,
CD, et que ce plan rencontre I'axe EF au point
K:je dis que le cylindre BG est au cylindre
GD comme l'axe EK est a 'axe KF. '

Prolongez de part et”d’autre 'axe EF vers
les points L, M, et prenez autant de droites que
vous voudrez EN, NL égales chacune i Paxe
EK; prenez aussi autant de droites que vous
voudrez FO, OM égales chacune a 'axe FK;
par les points L, N, O, M conduisez des plans
paralléles aux plans AB, CD, et dans les plans
qui passent par les points L, N, O, M et
autour des centres L, N .0, M imaginez des
cercles PQ, RS, TV, XY égaux aux cercles
AB, CD; imaginez ensuite les cyhndres QR,
RB, DT, TY. Puisque les axes LN, NE,
EK sont égaux entr’eux, les cylindres QR,
RB, BG seront entr'eux comme leurs bases

4
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(prop. 11.12); mais les bases sont égales : donc
les cylindres QR, RB, BG sont égaux entre
eux. Puisque les axes LN, NE, EK sont égaux
entr’eux , que les cylindres QR, RB, BG sont
aussi égaux entr'eux et que le nombre des
axes LN, NF, EK est égal au nombre des
cylindres QR, RB, BG, Taxe' KL sera mul-
tiple de I'axe EK autant de fois que le cy-
_ hindre QG est multiple du cylindre GB. Par la
méme raison , I'axe MK est multiple de I’axe
KF autant de fois que le cylindre Y G est mul-
tiple du cylindre GD. Si 'axe KL est égal
a 'axe KM, le cylindre QG sera égal an cylin-
dre GY; si laxe KL est plus grand que Paxe
KM, le cylindre QG sera plus grand que le
cylindre GY, et si I'axe KL est plus petit que
Paxe KM, le eylindre QG sera plus petit que
le cylindre GY. On a donc quatre quantités,
savoir, les axes EK, KF et les cylindres BG,
GD, et on a pris des équimultiples de I'axe
EK et du cylindre BG, savoir, Paxe KL et le
cylindre QG; on 4 pris aussi des équimnltiples
de Yaxe KF et du cylindre GD, savoir, I'axe
KM et le cylindre GY; on a démontré aussi
que si I'axe KL surpasse 'axe KM, le cylin-
dre QG surpasserale cylindre GY, que si I'axe
KL est égal a l'axe KM, le éylindre QG sera
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égal au cylindre GY, et que si 'axe KL est plus
petit que axe KM, le cylindre KM sera plus
petit que le cylindre GY : donc I'axe EK est a
Paxe KF comme le cylindre BG est au cylindre
GD (déf. 4.5); ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XIV.
THEOREME.

Les cones et les cylindres qui ont des bases égales
sont entr’eux comme leurs hauteurs.

Que les cylindres FD, EB (fig. 217) aient
des bases égales AB, CD : je dis que le cyhn-
dre EB est au cylindre FD comme I'axe GH
est 4 I'axe KL.

Prolongez I'axe KL vers le point N, faites
LN égal a 'axe GH et autour de I'axe LN ima-
ginez le cylindre CM. Puisque les cylindres
EB, CM ont la méme hauteur, ces cylindres
sont entr’eux comme leurs bases (prop. 11.12);
mais leurs bases sont égales : donc les cylindres
EB, CM seront égaux entr’eux. Mais puisque
le cylindre F M est coupé par le plan CD pa-
ralléle aux plans opposés, le cylindre CM scra
au cylindre F D comme I'axe LN est a 'axe KL.
Mais le cylindre CM est égal au cylindre EB et
Vaxe LN égal 4 I'axe GH : donc le cylindre EB
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est au cylindre FD comme I'axe GH est a I'axe
KL (prop. 13. 12); mais le cylindre EB est
au cylindre FD comme le céne ABG est au
" cone CDK, car les cylindres sont triples des
cénes (prop. ro. 12): donc Faxe GHest a P'axe
KL comme le cone ABG est au céne CDK et
comme le cylindre EB est au ¢ylindre FD; ce
qu’l falloit démontrer.

PROPOSITION XJV.
THEOREME.

Les bases des cdnes ou des eylindres égaux sont
réciproquement proportionnelles aux hquteurs
de cones de ces cylindres ; et lorsque les bases.
des cones ou des cylindres sont réciproquement
proportionnelles aux hauteurs , les cdnes ou les
cylindres sont égaux entr’eux.

Que les cones et les cylindres dont les bases

sont les cercles ABCD, EFGH (fig. 218),

dont les diamétres des bases sont les droites

" AC, EG et dont les axes sont les droites KL,

/ MN qui sont en méme tems les hauteurs des
cones et des cylindres soient égaux entr’eux;
achevez les cylindres AO, EP : je dis que les

bases de ces cylindres AO, EP sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs; c’est-

\

-
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a-dire que la base ABCD est 3 la base EFGH
comme la hauteur MN est 3 la hauteur KL.

La hauteur KL est égale 4 la hauteur MN
ol elle lui est inégale ; qu'elle lui soit d’abord
égale. Puisque le cylindre AO est égal au cylin-
dre EP et que les cones ou les cylindres qui
ont la méme hauteur sont entr’eux comme leurs
bases (prop. 11.12), la base ABCD sera égale
3 la base EFGH : donc les bases sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs, c’est-
a-dire que ABCD est 8 EFGH comme la hau-
teur MN est a la hauteur K L. Supposons i pré-
sent que la hauteur KL ne soit point égale a la
hauteur MN et que la hauteur MN soit la plus
grande. De la hauteur MN retranchez la droite
QM égale i la droite KL et par le point Q

“coupez le cylindre EP par le plan STV pa-
ralléle aux cercles opposés EFGH, RPX, et
imaginez':un cylindre ES dont la base soit le .
cercle EFGH et la hauteur I'axe QM. Puisque
par supposition le cylindre AO est égal au cy-
lindre EP et que ES est un autre cylindre, le
cylindre AO sera au cylindre ES comme le cy-
lindre EP est au cylindre ES (prop.7.5). Mais
le cylindre AO est au cylindre ES comme la base
ABCD est 3 labase EFGH (prop. 11.12), car” -
les cylindres AO, ES ont la méme hauteur;
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mas le cylindre EP est au cylindre ES comme la
hauteur MN est & la hauteur MQ (prop. 13.12),
car le cylindre EP est coupé par le plan TVS
paralléle aux plans opposés ; mais la base ABCD
est a la base EFGH comme la hautenr MN est
a la hauteur MQ, et la hauteur MQ est égale
a la hauteur KL : donc la base ABCD est i la
base EFGH comme la hauteur MN est & la
hauteur KL : donc les bases des cylindres AO,
EP sont réciproquement proportionnelles aux
hauteurs de ces cylindres.

A présent que les bases des cylindres AO,
EP soient réciproquement proportionnelles aux
hauteurs de ces cylindres, c’est-a-dire que la
base ABCD soit & la base EFGH comme la
hauteur MN est & la hauteur KL : je dis que
le cylindre AO est égal au cylindre EP.

Faites la méme construction. Puisque la base
ABCD est ala base EFGH comme la hauteur
MN est 4 la hauteur KL et puisque la hauteur
KL est égale a la hauteur MQ, la base ABCD
sera a la base EFGH comme la hauteur MN est
a la hauteur MQ; mais la base ABCD est 3 la
base EF G H comme le cylindre AO est au cy-
lindre ES (prop. 1r.12), car ils ont la méme
hauteur , et la hauteur M N est 4 la hauteur MQ
comme le cylindre EP est an cylindre ES



DEUCLIDE. 429

(prop. 15.12) : donc le cylindre AO est au
cylindre ES comme le cylindre EP est au cy-
lindre ES : donc le cylindre AO est égal au cy-
lindre EP (prop.9.5) : la démonstration sera
la méme pour les cones; ce qu’il falloit démeon-
trer. . S ’
-  PROPOSITION XVL

) ' PROBLEME.
Deu.z' cercles concentriques étant donnés décrire

_dans le plys. grand un polygone dont les cétés
-} solent.ggayx. et pairs en'nombre et qui ne tou-
- chd.point le plus petit. cercle.

= Soteént 'les deux’cercles ABCD ; EFGH
(fg. 219) ayant'le méme centre " K il faut
dans le plus grand: ‘éerele’ A B C D" déérire un
polygone dont les c6tés, sqient.é aux et pairs
en nombre et quine touclle pomt%e plus petit
cercle EFGH., - . .

Par le centre K menez la droxte BD; par lc
poit G menez la droite AG perpendlcu]axre
sur BD et prolongez cette droite vers le point
C, La droite AC touchera le cercle EFGH
(prop. 16. 3 ). Partagez la demi-circonférence
BAD -en deux parties €égales et sa moitié en
deux partiés. égales, ‘et ainsi de -suite jusqu’a
ce qu'il reste un are plus petit que Varc. AD
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(prop. 1. 10). Qu'on ait cet arc et que eet are
soit LD; par le. point L conduisez sur BD la
. perpendlculalre LM; prolongez cette perpen-
" diculaire vers le point N et menez les droites
LD, DN; la droite LD sera égale. la droite
DN; et puisque la droite LN est paralléle 2 la
droite AC et que la droite A G touche le cercle
EFGH, la droite LN ne touchera pointle cer-
cle EFGH, a plus forte raison les droites LD,
‘DN ne toucheront point ce méme cercle :-done
si I'on applique & la circonférence ABCD, a
Ja suite’ les unes des autres, des droites égales
a la droite LD (prop.1:4}, on déerira un
polygone dont les cotés seront. égaux et pairs
en nbmbre et qui ne touchera point le cercle
EFGH; ¢ce qu’ll falloit, faire,. L

PR{)P P OSITION X~V. & IR
.PROBLi}M\E‘.
Deux: sphcres concentnques étant données ’ dé-

crire dam la plus grande un polyédre qui ne
- zouche poznt la sugface de L plus peute

- Imaginez, deux sphéres qui aient le ‘méme
centre A (fig: 220) : il fwar.dans la plus grande
sphere décrire'un polyédre qui ne tguche point

a surface de la plus pétite. :
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Faites passer un plan quelconque par le centre
de ces sphéres , les sections seront des cercles,
parce qu'une sphére étant engendrée par un
demi-cercle qui tourne autour de son diamétre
immobile (déf. 14. 11), dans quelque position
que nous concevions ce demi-cercle, le plan
prolongé de ce demi-cercle produira nécessai-
rement une circonférence de cercle sur la sur-
face de la sphére ; et il est évident que cette
circonférence sera celle d'un grand cercle,
parce que le diamétre de la sphére, qui est aussi
celui du demi-cercle, est la plus grande de
toutes les droites menées dans le cercle ou
dans la sphére. ( prop.15.3). Supposoﬁs en
conséquence que BCDE soit un cercle 'dq la
plus grande sphére et que FGH soit un gercle
de la plus petite; menez leurs diaméwes BD,
CE de maniére qu'ils soient perpendiculaires
Pun sur lauire. Les deux cercles BCDE,
FGH ayant le méme centre , décrivez dans le
plus grand BCDE un polygone dont les cotés
soient égaux et pairs cn nombre et quine touche
point le;plus petit cercle FGH (prop. 16..12);
que les c6tés de cé polygone qui sogt dans le
quart de cercle BE soient BK, KL, LM, ME;
menez la droite. K A'que vous prolongerez vers
N; au point A et sur le plan du cercle BCDE
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élevez la perpendiculdite AO qui rencontre la
surface de la sphére au point O, et par la droite
AO et par chacune des droites BD, KN con-
duisez deux plans qui, d’aprés ce que nous-
avons dit, produiront deux grands cercles dans
la surface de la sphére. Supposons qu'on ait
ces deux grands cercles et que BOD, KON
en soient les moitiés, et que BD, KN en soient
les diametres. Puisque la droite OA est perpen-
diculaire sur le plan du cercle BCDE, tous les
plans qui passeront par cette droite AO seront
perpendiculaires sur le plan du cercle BCDE
(prop. 18. 11) : donc les demi-cercles BOD,
KON sont perpendiculaires sur'ce méme plan;
et puisque les demi-cercles BED, BOD, KON
sont égaux, car leurs diamétres EC, BD, KN
sont égaux entr’eux , les quarts de leurs circon-
férences BE, BO, KO seront égaux entr’eux ;
done les quarts de- cercle BO, KO contien-
dront chacun autant de cdtés du polygone ins-
crit que le quart de cercle BE, et les cétés
contenus dans les quarts de: cercles BO KO
seronl egaux aux cotés BK KL, LM ME
chacun a chacun. Menez les cotés BP PQ,
QR RO; KS, ST, TV; ¥0 et 'co‘nduisez les
droites SP, TQ, VR, et des 'poi'tits P, S abais-
scz des perpendiculaites sur le plan du eercle

“
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BCDE; ces perpendiculaires tomberont dans
les communes sections BD, KN des plans
des demi-cercles BOD, KON (prop. 38. 11),
puisque ces plans sont perpendiculaires sur
le plan du cercle BCDE; par construction;
que ces perpendiculaires tombent donc sur ces
communes sections et que ces perpendiculaires
soient PX, SY et menez la droite XY. Puis-
qu’on a pris les arcs égaux BP, KS dans les
demi-circonférences égales BOD, KON et
qu’on a mené les perpendiculaires PX,SY, la
droite PX sera €gale & la droite SY et la droite
BX égale a la droite KY. Mais la droite totale
BA est égale A la droite totale KA : donc la
droite restante X A est égale a la droite restante

YA: donc BX esta XA comme KY esta YA:
" donc la droite XY est paralléle i la droite KB
(prop. 2.6); et puisque chacune des droites
PX, SY est perpendiculaire sur le plan du
cercle BCDE, la droite PX sera paralléle 4 la
droite SY (prop. 6. 11); mais on a démontré
que ces droites sont égales : donc les droites
YX, SP sont égales et paralléles (pr.33 11);
et pulsque la droite YX est paralléle a la droite
SP et 4 la droite KB, la droite SP sera paralléle
- la droite KB (prop 9.1 1) ; mais ces droites
Ee
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sont jointes par les droites BP, KS : donc le
quadrilatére KBPS est dans un seul plan, car
si denx droites sont paralléles et si dans cha-
cune de ces drottes on prend des points quel-
conques , les droites qui joignent ces points
sont dans le méme plan que ces paralléles
(prop. 7. 11).. Par la méme raison I'un et
Paure des quadrilatéres SPQT, TQRYV sont
dans un seul plan; mais le triangle VRO est
aussi dans un seul plan (prop. 2. r1) : donc si
des ponts P, 8, Q, T, R, V on concoit des
droites menées au point A, on aura construit
entre les arcs BO, KO un certain polyedre
composé des pyramides dont les bases séront
les quadrilatérés KBPS, SPQT, TQRVet le
triangle VRO et dont le sommet commun sera
le point A. Si sur chacun des cétés KL, LM,
ME nous faisons la méme construction que
nous avons faites sur le c6té KB, sinous faisons
ensuite la méme chose dans les autres quarts
de cercle et dans I'autre hémisphére , nous au-
rons inscrit dans la sphére un certain polyédre
qui sera composé¢ des pyramides dont les bases
sont les quadrilatéres KBPS, SPQT, TQRV et
le triangle VR O, et les quadrilatéres et les trian-
gles correspondans a ces quadrilatéres el a ce
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triangle et dont le sommet commun sera le
point A. -

Je dis 2 présent que ce polyédre ne touche
point la surface de la petite sphére dans laquelle
est le cercle FGH. Du point A menez la droite
AZ perpendiculatre sur le plan du quadnlatére
KBPS (prop.11.11), que cette perpendicu~
laire rencontre ce'plan au point Z et menez les
droites BZ, ZK. Puisque AZ est perpendicu=
laire sur le plan du quadrilatére KBPS, elle
sera perpendiculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent et qui sont dans ce plan{(déf. 3. 11):
donc AZ est perpendiculaire sur I'une et I'autre
des droites BZ,, ZK ; mais puisque AB est égal
3 AK, le quarré de AB sera égal au quarré de
AK; mais les quarrés des droites AZ , ZB sont
égaux au quarré de AB (prop. 47.1), car I'angle
en Z est droit par construction , et les quarrés
de AZ, ZK sont égaux au quarré de AK : donc
" les quarrés des droites AZ, ZB sont égaux aux
quarrés des droites AZ, ZK. Retranchant le
quarré de AZ qui est commun , le quarré de BZ
sera égal au quarré de ZK : donc la droite BZ
est égale a la droite ZK. On démontrera sem~
blablement que les droites menées du point Z
aux points P, S sont €gales chacune i 'une et
a lautre des droites BZ, ZK : donc le cerele

2



436 ELEMENS

décrit du centre Z et avec un intervalle égel &
une des droites ZB, ZK passera aussi par les
points P, S : donc le quadrilatére KBPS sera
inscrit dans un cercle ; et puisque la droite KB
est plus grande que la droite YX et que'la
droite Y X est égale a la droite SP', la droite
KB sera plus grande que la droite SP. Mais la
droite KB est égale a I'une et a l'autre des
droites KS, BP : donc Pune et 'autre des droites
KS, BP sont plus grandes que la droite SP.
Puisque le quadrilatére KBPS est décrit’ dans
un cercle et que les droites KB, BP, KS sont
égales, que la droite PS est plus petite et que
la droite BZ est menée du centre du cercle, le
-quarré de KB sera plus grand que lc double du
quarré de BZ'. Du point K menez la droite KA’
-perpendiculaire sur BD. Puisque la droite BD
est plus petite que le double de DA’ et que DB
-est 2 DA’ comme le rectangle compris sous DB,
- BA’ est au rectangle compris sous DA’, A'B
. -(prop.1.6), st 'on décrit un quarré sur BA’
‘et si sur A'D on compléte le parallélogramme
~compris sousA'D, A'B, le rectangle compris'sous -
DB, BA' sera plus petit.que le double de celui qui
.est compris sous DA’, A’B. Menez la droite
.KD. Le parallélogramme compris sous DB, BA’
sera égal au quarré de KB (prop. 8. 6), et le

N
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parallélogramme compris sous. DA’, A’ K égal
au qnarré de KA’ : donc le quarré de KB est
plus petit que le double du quarré de KA";
mais le (uarré de KB est plus grand que le
double :du quarré de BZ : donc le quarré de
KA’ est plus grand que le quarré de BZ; et puis-
que BA est égal 4 KA, le quarré de BA sera
égal au quarré de KA. Mais les quarrés des
droites BZ, ZA sont égaux au quarré ‘de la

droite BA (prop. 47° 1), et les quarrés des
droites KA’, A’A égaux au quarré de la droite
KA : donc-les quarrés des droites BZ, Z A sont
égaux aux quarrés des droites KA’, A’ A ; mais
le quarré de KA’ est plus grand que le quarré
de BZ : donc le quarré de A’A est plus petit '
que le quarré de ZA : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AA’ : donc la droite
AZ est & plus forte raison plus grande que la
droite AG; mais la dreite AZ est une perpendi-
culaire sur une des bases du polyédre et la droite
AG est un rayou de la plus petite spheére : donc
ce polyédre ne touche point la surface de la
plus petite sphere.

AUTREMENT.

Nous allons démontrer autrement et d’une
maniére plus prompte que la droite AZ est plus
3
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grande que la droite AG. Du point G conduisez
une perpendiculaire GL sur AG et menez AL.
Puisque si 'on partage en deux parties égales
Varc EB et la moité de cet arc én deux parties
égales et ainsi de suite, il restera enfin un cer-
tain arc plus petit que celui de la circonfé-
rence du cercle BCD qui est soutendu par une
droite égale 4 la droité GL (prop. 1.10). Qu'on
ait cet arc ct que cet arc soit KB, la droite KB
‘est plus petite que la droite GL ; mais puisque
~ le quadrilatére BESP est inscrit dans un cercle
et que les droites PB, BK, K8 sont égales et
gue la droite PS est plus petite que chacune dé
ces droites, Fangle BZK sera obtus : donc la
droite BK sera plus grande que la draite BZ ;
mais la droite GL est plus grande que BK par
construction : donc 3 plus forte raison la droite
GL sera plus grande que'la droite BZ ot par con-
séquent le quarré de GL sera plus grand que le
quarré de BZ; mais puisque la droite AL est égale
- aladroite AB, le quarré de AL sera égal au quarré
de AB; mais les quarrés des droites AG, GL sont
égaux au quarré de la droite AL et les quarrés
des droites BZ, Z A sont égaux aux quarrés de
la droite AB : donc les quarrés des droites AG,
GL sont égaux aux quarrés des droites BZ, ZA ;
mais le quarré de BZ est plus petit que le quarré



) DEUCLIDE. 439
‘de GL : donc le quarré de ZA est plus grand
que le quarré de AG : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AG.

Donc, deux sphéres concentriques ayant éié
données, on a décrit dans la plus grande un po-
lyédre qui ne touche pas la surface de la plus
" petite;; ce qu’il falloit faire. '

COROLLATIRE,

Sil'ondécritdansune autre sphére un polyédre
semblable a celui qui est décrit dans la sphére
BCDE, le polyédre décrit dans Ia sphére BCDE
sera au polyédre qui est décrit dans une autre
sphére en raison triplée du diamétre de Ia
sphére BCDE au diamétre de Pautre sphére;
car ayant divisé ces polyédres en pyramides
¢gales en nombre et dans le méme ordre, on
aura des pyramides semblables. Mas les pyra-
mides semblables sont en raison triplée des
c6tés homologues (cor. 8. 12) : donc la pyra-
mide qui a pour base le quadrilatére KBPS et
pour sommet le point A sera a la pyramide cor-
respondante de Pautre sphére en raison triplée
d'un cété de la premicre au c6té homologue de
la seconde, c'est-a-dire en raison triplée du
rayon AB de la sphére qu a pour centre le
point A au rayon de I'autre sphére. Semblable-

4
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- ment chacune des pyramides comprises dans
la sphére qui a pour centre le point A sera &
chacune des pyramides du méme ordre com-
prise dans I'autre sphére en raison triplée du
rayon AB au rayon de I'autre sphére. Mais un
des antécédens est a un des conséquens comme
tous les antécé:lens sont i tous les conséquens
(prop. 12.5) : donc le polyeédre total compris
dans la sphére qui a pour centre le point A est
au polyédre total compris dans I'autre sphére
en raison triplée du rayon AB au rayon de
Pautre sphére , c'est-a—dire en raison triplée du
diamétre AB au diamétre de I'autie sphere ; ce
qu’il falloit démontrer.

"PROPOSITION XVIIL
‘THEOREME.

. Les sphéres sant entr’elles en raisons triplées
de leurs diamétres.

Imaginez les sphéres ABC, DEF (fig. 221)
dont les diamétres sont les droites BC, EF : je
dis que la sphére ABC est a la sphére DEF en
raison triplée du diamétre BC au diaméwre EF.

Car si cela n'est point, la sphére ABC sera
a une sphére plus petite ou a une sphere plus
grande que la sphére DEF en raison triplée.de
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BC 4 EF. Supposons d’abord que la sphére ABC
soit 4 une sphére plus petite, savoir a la sphére
GHK en raison triplée de BC & EF. Imaginez ‘
la sphére DEF placée autour du méme cen-
tre que la sphére GHK ; décrivez dans la plus
‘grande sphére DEF un polyédre qui ne tou-
‘che point-la surface de la plus petite sphére
GHK (prop. 17.12), et dans la sphére ABC
décrivez un polyédre semblable 4 celui qui est
décrit dans la sphére DETF; le polyeédre ins-
crit dans la sphére ABC sera au polyédre inscrit
dans la sphére DEF en raison triplée de BC i
EF (cor. 17. 12); mais, par supposition, la
sphére ABC est 4 la sphére GHK en raison
triplée de BC 4 EF : donc la sphére ABC est &
la sphére GHK comme le polyédre inscrit dans
la sphére ABC est au polyédre inscrit dans la
sphére DEF (prop. 11.5) : donc en échan-
geant les places des moyens la sphérc ABC sera
au polyédre inscrit dans cette sphére comme
Ia sphére GHK est au polyédre inscrit dans la
sphére DEF ; mais la sphére ABC est plus
grande que le polyédre qui lui est inscrit : donc
la sphére GHK est plus grande que le polyc-
dre inscrit dans la sphére DEF ; mais au con-
traire il est plus petit, car -il est iscrit dans
eette sphére, ce qui est impossible : donc la
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sphére ABC n'est point a une sphére plus petite
que la sphére DEF en raison triplée de BC 2
EF. Nous démontrerons semblablement que la
sphére DEF n’est point & une sphére plus
petite que la sphére ABC en raison triplée de
EF aBC. Je dis de plus que la sphére ABC
n'est point 4 une sphére plus grande que la
sphere DEF en raison triplée de BCa EF; car
st cela peut se faire , supposons que la sphére
ABC soit 4 une sphére plus grande que la sphére
DEFT, savoir a la sphére LMN en raison triplée
de BC A EF; en mettant les conséquens a la
place des antécédens et les antécédens a la
place des conséquens, la sphére LMN sera &
la sphére ABC en raison triplée du diamétre
EF au diamétre BC. Mais la sphére LMN est
a la sphére ABC comme la sphére DEF est &
une sphére plus petite que la sphére ABC, ainsi
que cela a été démontré, puisque la sphére LMN
est plus grande que la sphére DEF : donc la
sphére DEF est 4 une sphére plus petite que
la sphére ABC en raison triplée de EF a BC;
ce qui a été démontré impossible : donc la
sphére ABC n’est point 4 une sphére plus
grande que la sphére DEF en raison triplée
de BC a4 EF; mais nous avons démontré que
la sphére ABC n’est point & une sphége plus
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petite que la sphére DEF en raison triplée de
AB 3 EF : donc la sphére ABC est i la spheére
DEF en raison triplée de AB 4 EF; ce qu'il
falloit démontrer.

PIN DU DOUZIEME ET DERNIER LIVRE
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SUPPLEMENT

A LA GEOMETRIE D’EUCLIDE.

DEFINITIONS.

1. U cercle est une surface plane comprise
dans une seule ligne qu’on appelle circonfé-
rence et qui est telle que toutes les droites
menées & cette ligne d’'un des points qui sont
placés dans la figure sont égales entr’elles.

2. Ce point s’appelle le centre du cercle.

3. Un diamétre est une droite menée par le
centre et terminée des deux c6tés par la circon-
férence du cercle.

_ 4. Un rayon est une droite menée du centre
a la circonférence. *

5. Une corde est une droite menée d’un .
point de la circonférence 3 un autre point sans
passer par le centre.

6. Un arc est une portion de la circonfé-
rence.

7. Un'secteur est une figure comprise entre
deux rayons qui font un angle et la circonfé-
rence du cercle.
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8. Un segment de cercle est une figure comnts
prise entre une corde ‘et la circonférence du
cercle.

9. Les secteurs et les segmens circulaires
sont semblables lorsque les rayons qui com-
prennent leurs arcs sont égaux. .

10. Un cylindre est un solide contenu sous
deux cercles égaux et paralléles et sous la sur-
face décrite par une droite qui se meut sur les
circonférences de ces cercles parallélement &
la droite menée par les centres de ces mémes
cercles, jusqu'a ce qu'elle soit revenue au
méme endroit d’ou elle étoit parte.

11. Les deux cercles égaux et parallé¢les
s'appellent les bases.du cylindre.

12. La surface décrite par cette droite s'ap~-
'pe]le la surface convexe du cylindre.

13. La droite menée par les centres des deux
bases s’appelle 'axe du cylindre. *

14. Lorsque I'axe est perpendiculaire sur les
bases, on dit que le cylindre est droit; on dit
qu’il est oblique lorsque I'axe n’est point per-
pendiculaire sur les bases.

15. On peut définir le cylindre droit en di-
sant, que le cylindre droit est un solide com-
pris sous la surface décrite par trois cétés d'un
parallélogramme rectangle tournant autour de
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son quatriéme cdté qui reste immobile jusqu’a
‘ce que ce rectangle soit revenu au méme en-
droit d’out il étoit parti. ' -

16. Un céne est un solide contenu sous un
cercle et sous la surface décrite par une droite
qui se meut sur la circonférence de ce cercle
en tournant autour d’'un point immobile placé
au-dessus de ce méme cercle, jusqu’a ce que
cette droite soit revenue au méme endroit d’olr
elle étoit partie.

17. Ce cercle s’appelle la base du céne.

18. La surface décrite par la droite qui tourne
autour d’'un point immobile et sur la circonfé-
rence de la base s’appelle la surface convexe du
cénef

19. Le point immobile s’appelle le sommet
«du céne.

20. La droite menée du sommet sur le centre
de sa base s’appelle I'axe du céne.

21. Lorsque I'axe est perpendiculaire sur la
base, on dit que le cone est droit ;.on dit qu’il
est oblique lorsque Yaxe n’est point perpendi-
culaire sur la base. '

22. On peut définir le cone droit en disant
que le cone droit est un sglide contenu sous la
surface déerite par deux cétés d’un triangle
rectangle tournant autour d’un des cbtés de

Ff

i
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I'angle droit qui reste immobile jusqu’a ce que
ce triangle soit revenu au méme endroit d'ou il
étont parti. -

23. Les cylindres droits et les cénes droits
sont semblables lorsque leurs axes et les dia-
métres de leurs bases sont proportionnels ; les
cylindres obliques et Jes cénes obliques sont
semblables larsque leurs axes et les diameétres
de leurs bases sont proportionnels et que leurs
axes sont également inclinés sur les hases.

24. Une sphére est un solide contenu sous
la surface décrite par I'arc d'un demi-cercle
tournant autour de son diamétre, immobile
jusqu’a ce que ce demi-cercle soit revenu au
méme endroit d’ou il étoit paru.

25. L’axe de la sphére est cette droite immo-
bile autour de laquelle tourne le demi-cercle.

26. Les extrémités de Paxe s’appellent les
poles de la sphére,

27. Le centre de la sphére est le méme que
celui du demi-cercle, ,

28. La surface décrite par la demi-circon-
férence est la surface de la sphére,

29. On appelle zone la surface déerite par
un ar¢ qui est plus petit que la demi-circonfé-
rence et dont une des extrémités n’est point
un des péles de la sphére.
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30. Un secteur sphérique est un solide con-
tenu sous la surface décrite par I'arc et par un
des rayons d’un secteur circulaire tournant au-
tour de son autre rayon jusqu’a ce que ce sec-
teur circulaire soit revenu au méme endroit
d’otr il étoit parti.

31. Un segment sphérique est un solide con-
tenu sous la surface décrite par le demy-arc et
par la demi-corde d'nn segment circulaire tour-
nant autour d’'un rayon perpendiculaire sur la
corde de cet arc jusqu'a ce que ce demi-seg-
ment circulaire soit revenu au méme endroit
d’ou il étoit parti. '

32. On appelle calotte de sphére la surface
décrite par le demi-arc du secteur circulaire.

53. La hauteur d’un segment sphérique est
la partie du rayon immebile qui est comprise
_ entre I'are et la corde du secteur circulaire.
34. Les secteurs et les segmens sphériques
~ sont semblables larsque les secteurs et les seg-
mens circulaires qui les ont emgendrés sont
semblables. :
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PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME. -

Si un polygone est inscrit dans un cercle, il est
évident que le contour du polygone inscrit est
plus petit que la circonférence du cercle.

Car chaque c6té du polygone inscrit est plus
petit que l'arc qu’il soutend.
Archiméde, de la sphére et du cylindre
(prop. 1, liv.1 ).
PROPOSITION IL
THEOREME.

Si un polygone est circonscrit a un cercle , le con=
tour de ce polygone est plus grand que la cir-
conférence de ce cercle.

Soit ABCDE (fig.222) un polygone circons-
crit au cercle RSTVX : je dis que le contour
du polygone ABCDE est plus grand que la
circonférence du cercle RSTVX.

Car puisque les deux droites XA, AR com-~
prennent I'arc XR et quelles ont les mémes
extrémités X, R que cet arc, les deux droites
XA, AR sont plus grandes que I'arc XR. Pareil-
lement les deux droites RB, BS sont plus grandes
que'arc RS. Les deux droites SC, CT sont ausst
plus grandes que Farc ST; les deux droites
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TD, DV plus grandes que l'arc TV, et enfin
les deux droites VE, EX plus grandes que
Parc VX : donc le contour total du polygone
circonscrit est plus grand que la circonférence
entiére (1); ce qu'il falloit démontrer.
Archiméde, de la sphére et du cylindre
" (prop. 3, fiv. 1),

(1) 11 est.évident que lo contour du polygone ins-
crit dans un cercle est plus petit que la circonférence
de ce cercle; mats il n’est pas également évident que le
contour du: polfgone ‘circonscrit & un cercle soit plus
grand que la circonférence de ce cercle; et tous les
efforts que I'on feroit pour démontrer celte proposi-
tion, qui. est cependant incontestable, se réduiroient
a demontrer qu up, polygone circonascrit est toujours
_plus grand qu’'un polygone inscrit. Pour démontrer
cette proposition , Archxmede pose en principe que
deux droites qui comprennent un arc et qui’ ont les
méntes extrémités que cet arc sont plus grandes que
cet arc; st Archiméde n’a pas démontré ce.principe,
qui n’est point ¢vident par lui~-méme , c’est parce qu'il
est impossible de le démontrer d’une maniére salisfai-
sante. C'est sans doute & cause du défaut de I'évidence
de cette proposition et 2 cause de llmpomblhte dela
démontrer rigoureusement, qu’Euclide n’a point fait
usage de cette proposition, sins laquelle il lui a é1é
impossible de démontrer plusieurs théorémes impor~
taps, copcernant le cercle » le cylindre, le céne et la
sphere

5
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PROPOSITION I1IL
" THEOREME.

St deux cercles sont. coricentrigues et si.les éotés
d’un polygone régulier inscrit dans le plus grand
cercle ne touchept point la circonférence du plus
petit, le contour de ce polygone est plus grand
que la tirconférence. du plus petis.cercle.

Soient FGHIK, LMNP Q (fig. 322) deux
cercles concentriques et LMNPQun polygone
régulier inscrit dans le plus grand, de mameére
que les cdtés de ce polygone ne ivuchent pomnt
la citconférenée da plus petit cercle : je dis que
Ie contour du polgone LM N PQ'est plus grand
que la circonférence FGHIK.

Du centre O menez sur les cétés du poly-
gone LMNPQ les perpendiculaires OR’, OS/,
OT’, O¥,0X/, et par les poinits diz ces.perpen~
diculsires rencontrént la cireonférénce FGHIK
menez Tes tangéﬁtés AB,BC,CD,DE, EA;
ces tangentes seront les c6tés d’un polygone
régulier circonscrit au cercle FGHIK.

Puisque dans les triangles semblables LO M,
AOB le e6té OL est plus grand que’ le: coté
OA, le ¢6té LM sera plus grand que le c6té
AB. On démontrera de la méme maniére que
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les autres c6tés du polygone LMNPQ sont
plus grands que les cétés correspondans du po-
lygone ABCDE : donc le éontour du polygone
LMNPQ est plus grand que le contour du po-
lygone ABCDE ; mais le contour du polygone
ABCDE est plus grand que la tirconférence
FGHIK : donc i plus forte raison le contour
du polygone LMNPQ est plus grand que la
circonférence FGHIK.

Done si deux ceércles sont concentriques
et si les ctés d’un polygone régulier inscrit
dans le plus grand cercle ne touthemt point
la circonférence du plus petit, le contour de
ce polygone sera plus grand que la circonfé-
rence du plus petit cercle; ce qu'il falloit dé-
montrer. C

PROPOSITION 1V.
PROBLEME.

Deux cercles étant concentriques , inscrire dans
le plus grand un polygone régulier d'un nombre
pair de cités qui me touche point la circonfé-
rence du plus petit.

Soient les deux cerclés concentriques ABCD,

EFGH (fig.223) : il faut dans le plus grand

cercle ABCD inscrire un polygone régulier

4
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d’un nombre pair de c6tés qui ne touche poine
le plus petit cercle EFGH.

Par le centre K eonduiséz la droite BD, et
par le point G menez la droite AG perpendicu-
laire sur la droite BD et prolongez cette droite
vers le-point C. La droite AC touchera le cer-
cle EFGH. Partagez [a demi-circonférence BAD
en deux parties égales et sa moité en deux
parties égales, et ainsi de suite jusqu'a ce qu'il
reste un arc plus petit que I'arc AD. Qu'on ait
cet arc et que cet arc soit LD; du point L con-
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM;
prolongez cette perpendiculaire vers le point N
et menez les droites LD, DN ; la droite LD
sera egale & la droite DN; et puisque la droite
LN est paralléle a la droite AC et que la droite
AC touche le cercle EFGH, la droite LN ne
touchera point’le‘ cercle EFGH; et a plus forte
raison les droites LD, DN ne toucheront point
ce méme cercle EF GH: donc si I'on applique
sur la circonférence ABED, i la suite les unes
des autres , des droites égales & la droite LD,
on décrira un polygone régulicr d'un nombre
pair de c6tés qui ne touchera point le cercle
EFGH; ce quil falloit faire.
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"PROPOSITION V.
PROBLEME,

Deux secteurs circulaires semblables et concen-~
trigues étant donnés , inscrire dans le plus grand
une portion de polygone régulier qui ne touche
point Uarc du plus petit.

Soient les deux secteurs sembfables et con-
centriques IKD, HKG (fig. 223) : il faut ins-
crire dans le plus grand une portion de polygone
régulier qui ne touche point I'arc du plus petit.

Par le centre K conduisez la droite BD et
par le point G menez la droite AC perpendi-
culaire sur la droite BD; partagez l'arc ID en
deux parties égales et sa moitié en deux parties
égales , et ainsi de suite jusqu'a ce qu’il reste
un arc plus petit que I'arc AD. Qu’on ait cet
arc, et que cet arc soit LD; du point L con-
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM,
prolongez cette perpendiculaire vers le point
N et menez les droites LD, DN ; la droite LD
sera égale a la droite DN ; et puisque la droite
LN est paralléle 4 la droite AC et que la droite
A C wuche le cercle EFGH, la droite LN ne
touchera point le cercle EF G H; et A plus forte
raison les droites LD, DN ne toucheront point
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le méme cercle EFGH : donc si I'on applique
sur P'arc ID, & la suite les uns des autres des
droites égales i la droite LD, on décrira une-
portion de polygone régulier qui ne touchera:
point I'arc HG ; ce quil fallowt faire.

PROPOSITION VI
PROBLEME.

Deux cercles étant concentriques , circonscrire au
plus petit un pelygone régulier dont les cotés
soient en hombre pair et ne rencontrent poing
la circonférence di plus grand...

Soientlesdeux cercles conéentriquesLMNPQ,
FGHIK (fig. 222): il faut au plus petit cercle
FGHIK circonscrire un polygone régulier dont
les c6tés soient pairs en nombre et ne rencon-
trent point la circonférence du plus grand cer—
cle LMNPQ.

Dans le grand cercle LM NP Q inscrivez un
polygone régulier dont les c6tés soient pairs en
nombre et ne touchent point la cireonférence
du plus pétit cercle. Circonscrivez ensuite aw
plus petit cercle un polygone semblable au po-
lygone inscrit. Il est évident que le polygone
circonscrit au plus petit cercle sera un poly—
gone régulier dont les cdtés seront pairs em
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nombre et ne rencontreront point la circonfé-
rence du plus grand cercle; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION VIL
PROBLEME.

Denx secteurs circulaires , semblables et concen—
triques étant donnés , circonserire au plus petit
une portion de polygone régulier dont les citcs
ne rencontrent peint Uarc du plus grand.

Soient les deux secteurs circulaires sembla-
bles et corcentriques IKD, HKG (fig.223):
il faut €ifconscrire au plus petit une portion de
polygoné iégulier dont les c6tés ne rencon-
trent point Pato du plus grand.

" Daris 1é plis grand secteur inscviver une
portion de polygotie régulier dont les &diés ne
touchent poimt Pare du plus petit secteur. Cir=
¢oriserivez ensuite 3 P'are du plus petit secteur
une portion dé polyizone seitblable A Ia portion
du polygone tégulier iiscrit dans le plus grand
secteur, -

" 10 ‘est évident que la portion dé polygone
circonsctite au plus petit secteur sera utie por-
tion de polygone régulicr dont les ctés ne rén-
contteront point Parc du plus grand secteur;
ce qi'il falloit faire.
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PROPOSITION VIILIL
THEOREME.

Les circonférences de cercles sont entr’elles
comme leurs diamétres.

Soient les deux cercless ABCD, EFGH
~ (fig.224) : je dis que le diamétre BD est au
diamétre FH comme la circonférence ABCD
est i la circonférence EF GH.

Car s1 cela n’est point, le diameétre BD sera
au diamétre F H comme la circonférence ABCDr
est 4 une circonférence plus petite ou i une
eirconférence plus grande que la circonférence
EFGH. Supposons d'abord, si cela est possi- -
ble; que le diaméwe BD soit au diameétre FH
comme la circonférence ABCD est & une’ cir-
conférence plus petite , savoir, a la circonfé-
rence concentrique RSTV. Inscrivons daps le
cercle EFGH un polygone régulier EIFKGLHM
dont les ¢ités soient pairs en nombre et ne
touchent point la circonférence RSTV; ins- -
crivors ensuite dans le cercle ABCD un poly-
gone semblable ANBOCPDQ, le diamétre
BD sera au diaméwre FH comme le polygone
ANBOCPDQ est au polygone EIFKGLHM;
mais par supposition le diamétre BD est au dia-
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métre FH comme la circonférence ABCD est 2
la circonférence RSTV : donc la circonférence
ABCD est a la circonférence RSTV comme
le polygone ANBOCPDQ est au polygone
EIFKGLHM :donc, en échangeant les places
des moyens, la circonférence ABCD sera au po-
lygone ANBOCPDQ comme le cercle RSTV
est au polygone EIF KGLHM; mais la circon-
férence ABCD est plus grande que le contour
du polygone ANBOCP DQ qui lui est inscrit :
donc la circonférence RSTYV est plus grande
que le contour du polygone EIFKGLHM ; mais
au contraire la circonférence RSTYV est plus
petite que le contour du polygone EIFKGLHM ;
ce qui est impossible : donc le diaméire BD
n’est point au diamétre FH comme la circon-
férence ABCD est & une circonférence plus
petite que la circonférence EFGH.

Je dis A présent que le diamétre BB n’est
point au diamétre FH comme la circonférence’
ABCD est 4 une circonférence plus grande que
la circonférence EF GH. Car supposons que le
diamétre BD soit au diamétre FH comme la
circonférence ABCD est & une circonférence
plus grande que la circonférence EFGH, savoir,
a la circonférence concentrique R’'S'T'V'. Cir-
conscrivons au cercle EFGH un polygone

1
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régulier dont les c6tés soient pairs en nombre et
ne rencontrent pomt la circonférence R'S'T' V',
Circonscrivons au eercle ABGD nn palygone
semblable. Le diameétre BD est au diamétre FH
comme le contour du polygone circonscrit au
cercle ABCD est au contour du palygone cir-
conscrit an cercle EFGH; mais par supposi-
tion le diamétre BD est an diametre EH comme
la circonférence ABCD est 3 la circonférence
R'S'T'V' : done la circonférence ABCD est a
la circonférence R'S'T'V' comme le contour
du polygone circonscrit au cercle ABCD est
au contour du polygone circonscrit an cercle
EFGH : donc en échangeant les places des
moyens , la cinconférence ABCD est ay con-
tour dw polygone qui lui est circonserit comme
la circonférence R'§'T'V' est au contour du
polygone circonscrit an cercle EFGH ; mais la
circonférence ABGD est plus petite que le
contour du polygoue qui lui gst circenserit:
donc la girconférence R'S' T’ V! st plus petite
que le contour du pelygone circanserit au cer-
cle EFGH; mais cette circonférence est an
contraire plus grande; ce qui est impossible :
donc le diamétre BD n’es point au diamétre FH
comme la circonférence ABCD est a une cir-
conférence plus grande que la circonférence
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"EFGH; mais on 2 démontré qﬁe le diamétre
AD n'est point au diamétre FH comme la cir-
conférence ABCD est & une circonférence plus
petite que la circonférence EFGH : donc le
diamétre AB est au diamétre FH comme la
circonférence ABCD est a4 la circonférence
EFGH. '

Donc les circanférences de cercles sont entre
elles comme leurs diamétres; ce qu'il falloit dé-
montrer.

COROLLATIRE.

Puisque les circonférences de cercles sont
enir’elles comme leurs diamétres, et que par
conséquent les diamétres des cercles sont entre
eux comme leurs circonférences, il est évident
que si Pon connoissoit le diamétre d’'un cer-
cle et sa circonférence , on trouveroit la cir-
conférence de tout autre cercle dont le dia-
métre seroit copnu, en faisant la proportion
suwvante ;: Le diamétre dn eercle dont on con-
noit la cireonférence est a la circonférence de
ce cercle comme le diamétre du cercle dont
on ne connoit pas la eirconférence est i la cir-
conférence de ce cercle, Si I'on vouloit trouver
le diamétre d’un cercle dont on connoitroit
la circonférence, on feroit la proportion sui-
vante : La circonférence du cercle dont on

e
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connoit le diamétre est au diametre de ce dercle
comme la circonférence connue du cercle dont
on ne connoit pas le diamétre est au diamétre
de ce cercle. Mais il est impossible de rouver
exactement la longueur de la circonférence d'un
cercle dont le diamétre est connu ; et il est éga-
lement impossible de trouver exactement le
diamétre d'un cercle lorsque la longueur de sa
circonférence est donnée.

PROPOSITION IX.
THEOREME.

Un cercle étant donné, on peut lui circonscrire
un polygone régulier et lui inscrire un polygone
semblable, de maniére que la différence des
contours de ces deux polygones soit plus petite
qu’une droite donnée quelgue petite qu’ellé soit.

Soit ABCDEF (fig. 225) le cercle donné et N
la droite donnée : je dis qu’on peut circonscrire’
i ce cercle un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de maniére que la diffé-
rence des contours de ces deux polygones soit
plus petite que la droite donnée N.

Circonscrivons au cercle ABCDEF un po-
lygone régulier A'B'C'D'E'F’ et inserivons-lui
un polygone semblable, de maniére que leurs
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c6tés soient paralléles, et du centre O menons
la droite OG’ perpendiculaire sur le c6té A'B’
du polygone circonserit; cette droite sera aussi
perpendiculaire sur le c¢6té AB du polygone
inscrit, & cause que les c6tés de ces deux poly-
gones sont paralléles. Puisque les contours des
polygones réguliers et semblables sont entr’eux
comme les perpendiculaires menées de leurs
centres sur leurs cotés, le contour du poly ;
gone ABCDEF sera au contour du polygone
A'B'C'D'E'F’ comme la droite OG est a la
droite OG’. Si nous circonserivons au cercle
ABCDEF un polygone régulier dont le nom-
bre des cotés soit double, et si nous lui ins«
crivons un polygone semblable, si nous con-
tinuons de faire toujours la méme chose, et si
nous appelons P’ le contour d’un des polygones
circonscrits et P le contour du polygone ms-
crit qui lui est semblable ; si nous appelons R’
la perpendiculaire menée du centre sur un des
c6tés du polygone circonscrit et K la perpen-
diculaire menée du centre sur un des cétés du
polygone inscrit , nous aurons la proportion
suivante :
P:PuR:R

ou bien :
P—P:P::R~—R:K:

Gg
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Cette derniére proposition donnera I'équation
suivante : o

P x (R —R)
P—P=—""_""/
R

Mais puisque la quantité R'—R qui est la diffé-
rence de la perpendiculaire menée du centre
sur un c6té des polygones circonscrits et de la
perpendiculaire menée de ce méme centre sur
un cdté du polygone nscrit qui lui est sembla-
ble diminue toujours a mesure que le nombre
des c61és des polygones circonscrits et inscrits
augmente, il est évident qu'en continuant de
circonscrire au cercle ABCDEF des polygones
réguliers dont le nombre des cétés soit toujours
double et de lui inscrire des polygones sembla~
bles, il arrivera nécessairement que la quan-

., P . .
tité - X (R’ —R) deviendra plus petite que

la quantité N et par conséquent que la quantité
P'—P, c’est-a~dire que la différence des con-
tours d’un polygone régulier circonscrit et d'un
polygone semblable inscrit. _

Donc un cercle étant donné, on peut lui cir-
conscrire un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de maniére que la diffé-
rence des contours de ces polygones soit plus
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petite qu'une droite donnée N, quelque petite
qu'elle soit; ce qu’l falloit démontrer.
COROLLAIRE.

* Puisqu'un cercle étant donné, on peut lui
“circonscrire un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de maniére que la diffé-
rence des contours de ces deux polygones soit
plus petite qu'une droite donnée N, quelque
petite qu’elle soit; et puisque le contour d’'un
polygone circonscrit est toujours plus grand
que la circonférence, et que le contour d'un
polygone inscrit est toujours plus petit que
cette méme circonférence, 1l est évident qu’on
peut, 2 plus forte raison, circonscrire 2 un
cercle . ou lui inscrire un polygone régulier de
maniére que la différence du contour du poly-
gone circonscrit ou du polygone inscrit et de
la circonférence de ce cercle soit plus petite
qu'une droite donnée N, quelque petite qu’elle
soit. .
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PROPOSITION X.
PROBLEME.

Trouver la circorféremce approchée d'un certle
dont on connoit le diamétre.

Soit ABCDEF (fig. 225) un cercle dont on
connott le diamétre AD : il faut trouver la cir-
conférence approchée de ce cercle.

Inscrivons dans le cercle ABCDEF un exa-
gone régulier et circonscrivons-lui un polygone
semblable , de maniére que les cotés de ces
deux polygones soient paralléles; du centre O
menons la droite OG’ perpendiculaire sur le
c6té A'B’ du polygone circonscrit ; cette droite
sera aussi perpendiculaire sur le c6té AB,
parce que les cotés de ces polygones sont pa-
ralléles. ‘
~ Puisque les c6tés d’un hexagone régulier ins-
crit dans un cercle sont égaux chacun au rayon
de ce cercle, le contour de I’hexagone inscrit
dans le cercle ABCDEF sera égal au rayon OB
multiplié par six.

A cause que le triangle OGB est rectangle
en G et & cause que la droite GB est égale i la
moitié de Ja droite AB, le quarré de la droite
OG est égal au quarré du rayon OB moins le
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quarré de la droite de GB qui égal & la moitié
du rayon : donc la droite OG sera égale a la -
racine quarrée de la différence du quarré du
rayon et du quarré de la moitié du rayon.

Les deux triangles AOB, A’OB’ sont sem-
blables : donc la droite O G est a la droite OG’
comme la droite AB est a la droite A’B’ ;: don¢
la droite A’B’ est égale au produit de la droite
AB par la droite O G’ divisé par la droite OG:
donc le contour de 'hexagone régulier circons-
crit au cercle ABCDEF est égal & ce produit
multiplié par sfx, - - !

Le contour de 'hexagone inscrit dans le cer~
cle ABCDEF est plus petit que la girconférence
de ce cercle, etlecontonr de’hexagone circons-
crit a ce cercle est au contraire plus grand que
sa circonférence, Pour avoir une ‘premigre var
leur approchée de la circonférence dn eercle
ABCDEF, ajoutons les deux: quantités aux-
quelles les contours du polygone inserit. et du
polygone circonserit: sont égales , et prenons la
moitié de leur sorpme ; la moitié de 1a somme
de ces deux quafi#ités sera la premiéré valeur
approchée de la circonférence ABCDEF.

. Pour avoir une seconde valeur qui soit plus
apprechée de la circonférence ABCDEF, ins-
crivons’ dans cettss! circonférence un ‘dodéca-

3
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gone régulier et circonserivons-lui ensnite un
polygone semblable , de maniére que les edtés
de ces deux polygones soient paralléles. Du
centre O menons un rayon perpendiculaire sur
un des cétés KH du dodécagone eirconsenit
ce Tayon sera aussi perpendiculaire sur le c6té
BG* du polygone inscrit, puisque les céiés de
cés polygones sont paralléles.

Puisque le triangle HGB est rectangle en G,
le quarré du cété G'B est égal au quarré de la
droite GB et au quarré de la droite GG’ : donc
1a droite G'B égale laracine quarrée de la somme
des quarrés de la droite BG qm est la moitié de
1a droite AB et de la droite GG'-qui est la diffe-
rence du rayon G'O et du rayon OG. Multi-
pliant cette racine par donze, on aura le con-
tour du dodécagone régulier mscnt dans le
cercle ABCDEF. .

Le tmangle OgB: éant’ rectangle en g, le
quarré de la dreite O gisera égal au quarré du
rayon OB moins le quarré de.la droite Bg : donc
la droite Og égale la racinerquarrée de la diffé-
rence du quarré durayon’GiB et dn quarré de
la droite Bg qui est:la’ moitig:de la dsoite BG':
* Les deux triangles' G'OB,-HOK sont sem-
blables : done.la droiteiQ g -éstd la- droite Og’
commeé 14 droite B&! est: a»lav droite KH : donc

(.
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la droite KH est égale au produit de la droite BG
par la droite Og’ divisé par la droite Og: donc
le contour du dodécagone régulier circonscrit
est égal a ce produit multiplié par douze.

Connoissant les contours du dodécagone ré-
gulier inscrit dans le cercle ABCDEF et du
dodécagone régulier semblable qui lui est cir-
conscrit , si 'on ajoute ces deux quantités et si
T'on divise leur somme par deux, la moitié de
la somme de ces deux quantités sera une se-
conde valeur qui sera plus approchée de la
circonférence ABCDEF.

Si Pon continue d’'inscrire dans la circonfé-
rence ABCDEF et de lul circonscrire des po-
lygones dont le nombre des. ¢61és soit toujours
double, si Pon fait des opérations analogues i
celles que nous venons de faire,, et'si I'on re-
présente le rayon par un nembre quelconque,
on aura des valeurs qui seront de plus en plus
approchées de la eirconférence dont on' con-
noit le diamétre ou le rayon. Cest ainsi qu’Ar=
chiméde a trouvé que la circonférence d'un
cercle dont le’ diamétre est 7 égale 22 3 pen de
chose prés, et qu'Adrien Métius a trouvé dans
la suite que la circonférence d’un cercle dont
le diamétre est 113 égale 355 & trés-peu de
chose pres. '

‘
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PROPOSITION X1
rnioRrimE

Un cercle est égal & un triangle rectangle dont un
des cétés de Uangle droit est égal a la circon-
Sérence de ce cercle et dont Uautre coté de

angle drozt est égal au rayon.

Soient le cercle ABCD (fig. 226) et un trian-
gle rectangle EFG dont le c4té FG soit égal i
la circonférence de ce carcle et dont le c6té EF
soit égal a son rayon : je dis que le eercle ABCD
est égal au trjangle EFG.

Car si cela n’est, point, le triangle EFG sera
plus petit ou plus grand que Je cercle ABCD.
Supposons d’ahord que le triangle EFG soit plus
petit que le cercle ABCD, et qu'il soit égal &
un cercle plus peut, sayoir an eepcle HKLM.
Inscrivops dans le cercle. ABCD un polygone
régulier dont les e6tés soient pairs en nembre
et ne touchent point la girconférence HKLM;
du centre O menons sur le c6té AN la perpen-
diculaire OP, le polygone inserit est égal & un
triangle rectangle dont nn des cotés de 'angle
drait est égal & la somme des ebtés de ce po-
lygone et dont l'autre c6té de I'angle droit est
égal a la perpendiculaire PO. Mais le contour -
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du polygone inscrit est plus petit que la cir-
conférence du cercle ABCD et la perpendicu-
Jaire PO est plus petite que le rayon de ce .
, cercle : donc ce polygone est plus petit que le
triangle EF G dont le c6té FG est égal ala cir-
conférence du cercle ABCD et dont le c6té
EF est égal au rayon de ce méme cercle. Mais,
par supposition, le triangle EFG est égal au
cercle HKLM : donc le polygone inscrit est
plus petit que ce méme.ccrcle ; mais au con~
traire il est plus grand; ce qui est impossible :
donc le triangle EFG n’est pas plus petit que
le cercle ABCD. :

Supposons en second lien que le triangle
EFG soit plus grand que le cercle ABCD, et
qul soit égal an cercle H'K'L/M’. Circonscri-
vons au cercle ABCD un polygone régulier
dont les cotés soient pairs en nombre et ne
rencontrent point Ja circonférence H' K'L'M’; .
du centre O menons au point de contact P’ .fe
rayon OP’. Le polygone circonscrit est égal &
un triangle rectangle dont un des c6tés de I'an-
gle droit est égal au contour de ce polygone
et dont P'autre c6té de I'angle droit est égal an
rayon OP’. Mais le contour du polygone cir-
conscrit est plus grand que la circonférence dn*
cercle ABCD: donc le polygone circonscrit est



474 SUPPLEMENT

* plus grand que le triangle EFG dont Ie cété
F G est égal ala circonférence du cercle ABCD
et dont le c6té EF est égal au rayon de ce
méme cercle. Mais, par supposition, le triangle
EF G est égal au cercle H' K'L'M’: donc le po-
lygone circonscrit est plus grand que le cercle
H'K'L'M’; mais au contraire ce polygone est
plus petit ; ce qui est impossible : donc le trian-
gle EFG n'est pas plus grand que le cercle
ABCD; mais on a démontré qu’il n’est pas plus
petit : donc il lu1 est égal.

- .Donc la surface d’'un cercle est égale a un
triangle rectangle dont un des cétés de I'angle
droit est égal & la circonférence de ce cercle
et dont 'autre c6té de I'angle droit est égal &
son rayon ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI11.
. THEfOREME.

Un secteur de cercle est égal a un triangle dont
un des cités de Uangle droit est égal & larc

 compris par les deux rayons de ce secteur et dont
Yautre cité de Uangle droit est égal au rayon
de ce cercle. |

Soit le secteur ANO (fig.226) et le triangle
rectangle EFG’ dont Je ¢6té FG' de I'angle droit
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est égal 4 'arc AN et dont I'autre c6té EF de
T'angle droit est égal au rayon du cercle ABCD:

je dis que le triangle EF G’ est égal au secteur
ANO.

Prolongez le c6té FG' et faites le coté FG
égal a la circonférence du cercle ABCD, et
menez la droite EG’. ‘

‘Puisqu'un cercle est a un secteur de ce cercle
comme la circonférence entiére est a 'arc com-
pris par les deux rayons de ce secteur, le cercle
ABCD est au secteur AN O comme la circon-
férence du cercle ABCD est i l'arc AN ; mais
la circonférence du cercle ABCD est égale dla
droite FG, par supposition, et 'arc AN égal
aussi i la droite FG': donc le cercle ABCD est
au secteur AN O comme la droite FG est a la
droite FG’; mais le triangle EF G est au trian-
gle EF G’ comme la droite FG est a la droite
FG : donc le cercle ABCD est au secteur ANO
comme le triangle EF G est au triangle EFG':
donc, en échangeant les plans des moyens, le
cercle ABCD est au triangle EF G comme le
sectear ANO est au triangle EF G'; mais le
cercle ABCD est égal au triangle EF G : donc
le secteur ANO est égal au triangle EFG’.
 Donc la surface d’un secteur est égale 2 un
triangle rectangle dont un des cétés de l'angle



-/ |
\ SUPPLEMENT
\; égal a Yarc éompris par les rayons de
ce tur et dont l'autre c6té de Pangle droit
est égal au rayon de ce secteur ; ce qu'il falloit,

démontrer.
PROPOSITION XIII.
. THEOREME.

« Les cercles sont entr'eux comme les quarrés
de leurs rayons. ’

Soient les deux cercless ABCD, FGHK

© (fig. 227) : je dis que le cercle ABCD est au

cercle FGHK comme le quarré du rayon AE
est au quarré du rayon FL.

Supposons que le c6té NO de I'angle droit
du triangle rectangle MNO soit égal 4 la cir-
conférence du cercle ABCD, que l'antre cdté
MN de P'angle droit soit égal au rayon du méme
cercle : supposons ensuite que le c6té QR de
Pangle droit du triangle rectangle PQR soit
égal A la circonférence du cercle FGHK et
que Pautre c6té PQ de P'angle droit du méme
triangle soit égal au rayon du méme cercle.

Puisque les droites NO, QR sont égales aux
circonférences des cercles ABCD, FGHC, que
les droites MN, PQ sont égales aux rayons de
ces cercles, ét que lés circonférences des cer-
‘cles sont entr’elles comihe leurs rayons, le c8té
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NO sera au cdté QR comme le c6té MN est
au c6té PQ; mais les angles N, Q sont droits :
donc les deux triangles MNO, PQR sont sem-
blables ; mais les triangles semblables sont entre
eux comme les quarrés de leurs c6tés homo-
logues : donc le triangle MNO est au triangle
PQR comme le quarré du coté MN est au
quarré du c6té homolgue PQ; mais le cercle
ABCD est égal au triangle MNO, le cercle
FGHK égal au triangle PQR, le c6té MN
égal au rayon AE, et le c6té PQ égal au rayon
FL : donc le cercle ABCD est au cercle FGHK
comme le quarré du rayon AE est au quarre du
rayon FL.

Donc les cercles sont entr’eux comme les
quarrés de leurs rayons; ce qu’il falloit dé-
montrer. -
; COROLLAIRE.

"1 suit mavifestement de Ia que les secteurs
semblables sont aussi entr’eux comme les
quarrés de leurs rayons. En effét ces secteurs
sont égaux & des triangles rectangles semblables
qui sont entr’eux comme les quarrés de leurs
edtés homologues ; mais parm ces cétés homo-
logues il en est qui sont égaux aux rayoms de
ces cercles : donc les secteurs semblables sont
énir’eux comme les quarrés de leurs rayons.
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PROPOSITION XIV.
.'rnﬁoni‘-:mx. .

La surface convexe d’'un qﬂindre droit est égale
& un rectangle dont la base est égale & la cir-
conférence de la base du cylindre et dont la
hauteur est égale a celle du cylindre.

. Soit le cylindre droit"AQ (fig. 226) dont la
base est le cercle ABCD et dont la hauteur est
la droite OQ qui est en méme tems 'axe du cy-
lindre ; soit le rectangle RT dont la base ST
est égale i la circonférence de la base de ce
cylindre et dont la hauteur RS est aussi égale &
celle de ce méme cylindre : je dis que la sur-
face convexe du cylindre droit est égale au rec-
tangle RT.

Car si le rectangle RT n'est pownt égal & la
surface convexe de ce cylindre, ce rectangle
sera plus petit ou plus grand que la surface
convexe de ce méme cylindre.

Supposons d’abord que ce rectangle soit plus
petit que la surface convexe de ce cylindre et
" qu'il soit égal a la surface d’un cylndre plus
petit , savoir au cylindre HQ.

Dans la circonférence de la base du cylin-
dre AQ inscrivons un polygone régulier qui ne
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touche point la circonférence de la base du
cylindre HQ. Imaginons que ce polygone soit
la base d’un prisme droit inscrit dans le cylin-
dre AQ, la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases’, est égale 4 un rectan-
gle dont la base est égale a la somme des cotés
de la base de ce prisme et dont la hauteur est
la droite O Q. Mais le contour du polygone ins-
crit est plus petit que_la circonférence ABCD:
donc la surface de ce prisme, sans y compren-
dre ses deux bases, est plus petite que le rec-
tangle RT. Mais, par supposition, ce rectangle
est €gal a la surface convexe du cylindre HQ:
donc la surface du prisme, sans y comprendre
ses deux bases, est plus petite que la surface
convexe du cylindre HQ. Mais au contraire la
surface de ce prisme, sans y comprendre ses
deux bases, est plus grande que la surface con-
vexe de ce cylindre : donc le rectangle RT
n'est pas plus petit que la surface convexe du
cylindre HQ.

Supposons en second lien que le rectangle
RT soit plus grand que la surface convexe du
cylindre AQ et qu'il soit égal 4 la surface con-
‘vexe d'un cylindre plus grand, savoir au cy-~
Lindre H'Q ; autour de la circonférence de la
base ABCD décrivons un polygone régulier
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dont les ctés ne rencontrent point la circon-
férence de la base H'K'M'L; imaginons que ce
polygone soit la base d’un prisme circonscrit au
cylindre AQ; la surfacede ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases, est égale  un rectan-
gle qui a pour base une droite égale 4 la somme
des cotés de ce polygone et pour hauteur la
droite OQ; mais le contour du pelygone cir-
conscrit est plus grand que la circonférence
ABCD : donc la surface de ce prisme, sans y
comprendre les deux bases, est plus grande
que celle du re¢tangle RT; mais par supposi-
tion le rectangle RT est égal a la surface con-
vexe du cylindre H'Q : donc la surface de ce
prisme , sans y comprendre ses deux bases, est
plus grande que la surface convexe du cylindre
H'Q; mais au contraire la surface de ce prisme,
sans y comprendre les deux bases, est plus
petite que la surface du cylindre H'Q; ce qui
est impossible : donc le rectangle RT n’est pas
plus grand que la surface convexe du cylindre
AQ. Mais nous avons démontré que ce rectan—
gle n’est pas plus petit que cette surface : donc
le rectangle RT est égal a la surface convexe.
du cylindre AQ. )

Donc la surface convexe du cylindre droit
est égale 3 un rectangle dont la base est égale
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2 1a circonférence de la base de ce cylindre et
dont la hauteur est égale’d celle de ce méme
cylindre ; ce qu'il falloit démontrer.

COROLLATIRE.

11 suit manifestement de 1a que les surfaces
«convexes des cylindres droits et semblables sont
entr’elles comme les quarrés des diamétres de
Zeursbases; car puisque les surfaces convexesdes
<cylindres droits et semblables sont égales a des
rectangles dont lesbases sont égales aux circon-
férences des bases de ces cylindres et dont les
‘hauteurs sont aussi égales aux hauteurs de ces
mémes cylindres , et puisque les circonférences
des bases des cylindres droits €t semblables sont
proportionnelles aux hauteurs de ces mémes
cylindres, il est évident que les rectangles qui
sont égaux aux surfaces convexés des cylindres
droits et semblables, sont desfigures semblables,
puisque leurs bases sont proportionnelles i leurs

“hauteurs : donc ces rectangles sont entr’eux

‘comme les quarrés de leurs bases ; mais cés rec-

‘tangles semblakles sont égaux aux surfaces con--
vexes de ces cylindres et les bases de cés ree-

‘tangles sont égales aux circonférences des bases

‘de ces mémes cylindres : donc les surfaces con-

vexes des eylindres droits et semblables sont

Hh
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entr’elles comme les quarrés des circonférences

de leurs bases, et par conséquent comme les
quarrés des diamétres de leurs bases.

PROPOSITION XV.
THEORZEME,

Un cylindre droit ou oblique est égal & un paral-
lélépipéde dont la base et la hauteur sont égales
& la base et a la hauteur de ce cylindre.

Soit le cylindre AQ (fig. 226) dont labase est
le cercle ABCD et dont I'axe est la droite 0Q;
soit aussi un parallélépipéde RV (fig. 228 ) dont
la base et la hauteur soient égales i la base et
a la hauteur du cylindre AQ : je dis que le pa-
.. rallélépipéde RV est égal au cylindre AQ.

Car si le parallélépipéde RV n’est pas égal au
cylindre AQ, ce parall lépipede sera égal aun
cylindre plus petit ou & un cylindre plus grand.

Suppasons d’abord que le parallélépipéde RV
soit plus petit que le cylindre AQ et qu’il soit
égal 3 un cylindre plus petit, au cylindre HQ,
par exemple. Dans la circonférence de la base
ABCD inscrivons un polygone régulier qui ne
touche pdint la circonférence de la base HKLM,
et 1maginons que ce polygone régulier soit la
base d’un prisme inscrit dans le cylindre AQ.
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Puisque la base du polygone inscrit est plus -
petite que la base du cylindre AQ et que la
base du cylindre AQ est égale 4 la base du pa-
rallélépipéde rectangle RV, la base du prisme
inscrit sera plus petite que la base du parallé-
1épipéde RV ; mais le prisme inscrit et le paral-
1élépipéde RV ont la méme hauteur : donc le
prisme inscrit est plus petit que le parallélépi-
péde RV; mais nous avons supposé que le pa-
rallélépipéde RV étoit égal au cylindre HQ:
donc le prisme inscrit est plus petit que lo-
cylindre HQ; mais au contraire le prisme ins-
crit est plus grand que le cylindre HQ, puisque
ce prisme contient ce cylindre; ce qui est im-
possible : donc le parallélépipéde rectangle RV
n’est pas plus peut que le cylindre AQ.
Supposons a présent que le parallélépipede
rectangle RV soit plus grand que le cylindre AQ
et qu'il soit égal & un cylindre plus grard, au
cylindre H'Q, par exemple. A la circonférence
de la base ABCD, circonscrivons un polygone
régulier dont les c6tés ne rencontrent point la
circonférence de la base HK'L'M’, et imagi-
nons que ce polygone régulier soit la base d'un
prisme circonscrit au cylindre AQ; la base du
prisme circonscrit est plus grande que labase du
cylindre AQ; mais la base du cylindre AQ est
2
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“égale 31a base du parallélépipéde rectangle RV :
donc la base du prisme circonscrit est plus
grande ue la base du parallélépipéde rectangle
R V; mais le prisme inscrit €t le parallélépipéde
rectangle RV ont la méme hauteur : donc le
prisme circonscrit est plus grand que le paral-
Klépipéde rectangle RV ; mais nous avons sup-
posé que ce parallélépipéde rectangle étoit égal
au cylindre H'Q : donc le prisme circonserit est
plus grand que le cylindre H'Q; mais au con-
traire le prisme circonscrit est plus petit que le
eylindre H'Q, car ce prisme est contenu dans
ce cylindre; ce qui est impossible : donc le pa-
rallélépipéde rectangle RV n’est pas plus grand
que le cylindre AQ ; mais on a démontré qu'il
n’est pas plus petit : donc le parallélépipéde
rectangle RV est €gal an cylindre AQ.

Donc un cylindre droit ou oblique est égal
4 un parallélépipéde dont la base et la hauteur
sont égales 3 la base et a la  hauteur de ce cy-
lmdre ; ce quil falloit dcmontrer
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PROPOSITION XVE =~ °

THEOREME.

Ees cylindres droits ou obliques qui ont des bases
égales sont entr'eux comme leurs hauteurs, et
ceux qui ont des hauteurs égales sont. entr’eux:
comme leurs bases. '

Car puisqu’ury cylindre est égal & un-parallé--
lépipéde dont la base et la hauteur sont égales-
a la base et a la hauteur de ce cylindre, il est
évident que les-cylindres sont entr'eux comme-
Ies parallélépipédes qui ontdes bases et des hau--
teurs égales aux bases et aux hauteurs de ces-
cylindres. Mais les parallélépipédes: qui-ont des:
Bases égales sont emtr’eux cemme leurs hau-
teurs : donc les eylindres qui ont des bases.
€gales. sont entr'eux comme les. hauteurs des.
parallélépipédes qui ont des bases et des hau--
teurs- égales aux bases et aux hauteurs.de ces-
eylindres; c’est~a-dire que les cylindres qui ont:
des baseés €égales sont entr'sux comme- leurs-
hauteurs. :

Puisque Jes cylindres sont entr'eux eomme:
Tes parallélépipédes qui ont des bases et des.
hauteurs égales-aux bases et aux hauteurs de:
ees cylindres , et que les.parallélépipédes qui

3
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- ont des hauteurs égales sont entr’eux- comme
leurs bases, il est évident que les cylindres qui
ont des hauteurs égales sont entr’eux comme
les bases des parallélépipédes qui ont des bases
et des hauteurs égales aux bases et aux hau-
teurs de ces cylindres ; c’est-a-dire que les cy-
lindres qui ont des hauteurs égales sont entre
eux comme leurs bases.
~ Doncles cylindres droits oy obliques qui ont
des bases égales, sont entr’eux comme leurs
hauteurs, et ceux qui ont des hauteurs égales
sont entr’eux comme leurs bases ; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XVIIL
ruforRbmE

Les cylindres semblables, droits ou obliques ; sont
entr’eux comme les cubes des diamétres de leurs

bases.. . )

Que les cylindres cqui ont pour bases les cer-
cles ABC, DEF (fig. 228), pour diamétres
de leurs bases les droites AC, DF, et pour
axes' les droites GH, KL, soient semblables
entr’eux : je dis que ces deux cylindres somt
entr’eux comme les cubes des diamétres de
leurs bases AC, DF. )
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- Construisez les deux parallélépipédes rectan-
gles MP, RV dont les bases soient des quarrés;
que la base et la hauteur du premier soient égales
ala base et 4 la hauteur du cylindre AH, et que
la base et la hauteur du second soient égales 2
la base et a la hauteur du cylindre DL..

- Puisque le cercle ABC est égal au quarré
NP et que le cercle DEF est égal au quarré SV,
le cercle ABC sera au quarré NP comme le
cercle DEF est au quarré SV : donc, en échan~
geant les places des moyens, le cercle ABC sera
au cercle DEF comme le quarré NP est an
quarré SV, Mais le cercle ABC est au cercle
DEF comme le quarré du diamétre AC est au
quarré du diametre DF, et le quarré NP est
au quarré SV comme le quarré du €61é NO est
au quarré du c6té ST : donc le quarré du dia-~
meétre AC est au quarré du diamétre DF comme
le quarré du c6té NO est au quarré du c6té ST :
donc le diameétre AC est au diamétre DF ecomme
le c¢6té NO est au c6té ST. Mais puisque la
bauteur du cylindre AH est & la hauteur du
cylindre DL comme le diamétre AC est au. dia~
métre DF et que le c61é MN est égal a la
hauteur du cylindre AH et le c61é RS égal & -
la hauteur du cylindre DL, le diaméirc AG
sera au diamétre DF comme le c6té MN esv
4
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aw c6té RS ; mais on a démontré que le dia- ‘/
métre AC est au diamétre DF comme le cité
NO est au c6té RS : donc le cété NO est au
€6té ST comme le €6té MN est au eéte RS:
dong les. c6tés des parallélépipédes rectangles
MP, RV sount propertionnels : donc ces: paral-
Iélépipédes sont semblables : donc les parallé-~
Iépipédes MP, RV sont entr'enx eomme les
cubes de leurs c6tés homolognes NO, ST; mais
le c6té NO est au c6té ST comme le diametre
AC est au diamétre DF : donc le cube du cété
NO est au cube du €6té ST comme le cube du
diameétre AC est au cété du diamétre DF : dona
les parallélépipédes MP, RV sont eutr’eux
comme les cubes des diamétres AC, DF'; mais:
les parallélépipedes MP, RV sont égaux aux
cylindres AH, DL, ehacun a chacun : donc les.
cylindres AH, DL sont entr’eux conimeles eubces
de leurs diamétres AC, DF.

Done les cylindres semblables, droits ou oblr-
ques, sont entr’eux comme les cubes des dia~
meétres de leurs bases; ce qu'il falloit démon~
trer.
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PROPOSITION XVIIL.
THfOREME

La surface convexe d’un cOne droit est égale & un

triangle rectangle dont un des cdtés.de Uangle

" droit est égal & la circonférence de la base de

ce cdne, et dont autre cité de Vangle droit est
égal au cité de ce méme cone.

Soit le céne droit AQ (fig. 229 ) dont la base
estle cercle ABCD et dont le sommet est le point
Q; soit aussi le triangle rectangle EFG dont
un des c6tés FG de I'angle droit est égal a la
circonférence de la base du cone AQ et -dont
Tautre c6té de l'angle droit est égal au cteé
de ce cbne : je dis que la surface convexe du
cbne AQ est égale au triangle rectangle EF G.

Car si le triangle rectangle EFG n’est pas
égal i la surface convexe du céne droit AQ, ce
triangle sera plus petit ou plus grand que la
.surface eonvexe de ce cone.

-Supposons-d’abord que le triangle rectangle
EFG soit plus petit que la surface convexe du
cbéne AQ, et qu’il soit égal a la surface convexe
du céne plus petit, a la surface convexe du céne
HQ, par exemple. Dans la circonférence de
Ja base ABCD ‘inscrivons un polygone régu-
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lier qui ne touche point la circonférence de la
base HELM, et imaginons que ce polygone
régulier soit la base d'une pyramide inscrite
dans le céne AQ; la surface de la pyramide
AQ, sans y comprendre sa base, est égale a un
triangle rectangle dont un des cétés de I'an-
gle droit est égal au contour de la base de
cette pyramide et dont Pautre c6té de I'angle
droit est égal a la perpendiculaire menée du
sommet de cette pyramide sur un des cétés de
sa base ; mais le contour de la base de la py-
_ramide inscrite est plus petit que. la circon-

férence de la base du céne AQ qui est égal &
‘ un des c6tés de I'angle droit du triangle EFG
et la perpendlcu]alre menée du sommet de la
pyramide sur un des c6tés de sa base est plus
courte que le c6té du cone AQ qui est égal &
Tautre c6té de I'angle droit du triangle rectan-
glg EFG : donc la surface de la pyramide ms-
crite, sans y comprendre sa base, est plus petite
que le triangle rectangle EF G. Mais nous avons
supposé que le triangle rectangle EF G est égal
a la surface convexe du céne HQ : donce la sur-
face de la pyramide inscrite, sans y compren-
dre sa base, est plus petite que la surface com-
vexe du c6ne HQ; mais au contraire la surface
de la pyramide inscrite,, sans y comprendre sa
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base, est plus grande que la surface convexe du
céne HQ; ce qui est impossible : donc le trian~
gle rectangle EFG n’est pas plus pett que h
surface convexé du céne AQ.

Supposons 4 présent que le triangle rectan~
gle EF G soit plus grand que la surface convexe
du céne AQ, et qu'il soit égal a la surface con-
vexe d'un cone plus grand, a la surface convexe
du céne H'Q, par exemple ; autour de la circon-
férence de la base du c6ne AQ.décrivons un
polygone régulier dont les c5tés ne rencontrent
pas la circonférence de la base du céne H'Q, et
‘imaginons que ce polygone soit la base d'une
pyramide circonscrite au céne AQ; la surface de
cette pyramide , sans y comprendre sa base , est
égale 4 un triangle rectangle dont un des cotés
de I'angle droit est égal au contour de la base
de cette pyramide et dont I'autre c6té de I'angle
droit est égal 4 la perpendiculaire menée du

“sommet sur un des cités de la base de cette
pyramide ; mais le contour de la pyramide cir~
conscrite au cone AQ est plus grand que la
circonférence de la base du céne AQ, qui est
égal & un des c6tés F G de I'angle droit du trian-
gle rectangle EFG, et la perpendiculaire menée
du sommet de la pyramide sur un c6té de sa base
est plus grande que le ¢6té du cone AQ qui est
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égal A Tautre cdté de Pangle droit : donc la sur-
face de la pyramide circonscrite an cone AQ,
sans y comprendre sa base, est plus grande que-
Ie triangle rectangle EFG ; mais nous avons sup-
posé que le triangle rectangle EF G est égal 4 la
surface convexe du cone H'Q : done la surface
de cette pyramide, sans y comprendre sa base,
‘est plus grande que la surface convexe du cone-
H'Q ; mais au contraire la surface de cette pyra-
mide est plus petite que la surface ducéne H'Q;
ce qui est impossible : donc le triangle rectangle
EFG n’est pas plus grand que la surface con~
vexe du céne AQ; mais nous avons démontré’
que ce triangle n’est pas plus petit : donc le
triangle rectangle EFG est égal a la surface
convese du céne AQ. ' '
Pone la surface convexe du céne droit , sans:
y comprendre sa base, est égale &4 un triangle-
rectangle dont un des c6tés de I'angle droit est
égal A la circonférence de la base de ce obne et
dont I'autre c6té de Pangle droit est égal au
c6té de ce méme coéne; ce quil fallow dé-
montrer. " '
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PROPOSITION XIX.
THEOREME.

La section de la surface convexe d’un cone droit
au obligue par un plan paralléle a sa base est
yne circonférence de cercle.

Coupez le cone ABRC (fig. 229)) par un plan
FSG paralléle & la base BRC : je dis que la
section FSG de la surface convexe de ce cone
par ce plan est une circonférence de cercle.

Du eentre O de la base du cdne menez autant
de rayons que vous voudrez OB, OR, et par
Yaxe AO et par les rayons OB, OR conduisez
les plans AOB, AOR, les sections AB, AR
de la surface convexe du céne par ces plans
seront des lignes droites, car les lignes AB, AR
se confondent nécessairement avec la droite
génératrice de la surface convexe du céne,
lorsque cette droite a une des positions AB, AR.
Le plan BRC étant paralléle au plan FSG, les
sections OB, PF de ces deux plans par le plan
AOB seront deux droites paralléles : donc les
deux triangles AOB, APF sont semblables :
donc I'axe AO est a 'axe AP comme le rayon
OB est au r'ayon PF. On démontrera de la méme
maniére que I'axe AO est a I'axe AP comme le:
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rayorr OR est au rayon PS : donc le rayon OB
est au réyon PF comme le rayon OR est au
rayon PS : donc, en échangeant les plans des
moyens, le rayon OB est au rayon OR comme
Ie rayon PF est au rayon PS; mais le rayon OB
est égal au rayon OR : donc le rayon PF est
égal au rayon PS. On démontrera, de la méme
maniére , que toute autre section du plan FSG
par un plan qui passe par 'axe est égale 4 cha-
cune des droites PF, PS : donc la section de
la surface convexe du c6ne ABRC par un plan
paralléle i la base de ce cOne. est une circon-
férence de cercle.

Donc la section de la surface convexe d'un -
cone droit ou oblique, par un plan paralléle a
sa base, est une circonférence de cercle; ce
qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX,

THEOREME.

La surface convexe d’un tronc de cdne droit & bases
paralléles est égale a un rectangle qui a pour

- hauteur une droite égale au cdté du tronc et poukr
base une droite égale & la circonférence qui
résulte de la section de la surface convexe de
ce tronc par un plar paralléle aux deux bases
et mené a égale distance de ces deux bases.

Soit le tronc du céne droit BD (fig. 229 ) dont

les bases BRC, ETD sont paralléles : je dis quela’

surface convexe de ce tronc de cdne est égale

aun rectangle qui a pour hauteur le c6té DC
" du tronc BD et pour base une droite égale 2 la
circonférence qui résulte de la section de la
surface convexe de ce tronc par un plan pa-
ralléle aux deux bases et mené i égale distance
de ces deux bases.

Complétéz le cone ABRC; sur le c6té AC et
au point C élevez la perpendiculaire CH; faites
la droite CH égale 2 la circonférence de la base
BRC; menez la droite AH, et par le point D
menez la droite DK paralléle 2 la droite CH.

Puisque les triangles AOC, AQD sont sem-~
blables , la droite AC sera 4 la droite AD comme



46 2 SUPPLEMENT:

1e rayon OC est au rayon QD. Mais les circonfé-
rences sont entr’elles comme leurs rayons : done
la droite AC est 4 la droite AD comme la cir-
conférenee BRC est a la circonférence ETD;
et a cause que les triangles ACH, ADK sont
gemblables , 1a droite AC est 3 la droite AD
comme la droite CH est & la droite DK : donc la
circonférence BRC est a la circonférence ETD
comme la droite CHest i la droite DK : donc en
échangeant les places des moyens, la circon-
férence BRC est a la droite CH comme la cir-
-conférence ETD est & la droite DK; mais la
circonférence BRC est égale 4 la droite CH,
par supposition : donc la circouférence ETD
est égale 4 la droite DK. Mais la surface con-
vexe du cone total ABRC est égale au triangle
rectangle total ACH et la surface convexe du
coéne AETD est égale au triangle rectangle ADK:
donc la surface convexe du tronc de céne BD est
égale au trapéze restant DCHK. Du milieude la
droite DC menez la droite GL paralléle & 'une
ou i 'autre des-baées paralléles DK, CH; par le
point L , ot la droite GL rencontre le c61é KH,
conduisez Ja droite MN paralléle au c6té DC,
et prolongez la droite DK jusqu’a ce qu’elle ren-~
contre la droite MN au point M. Puisque, par
construction, la droite DC est perpendiculaire
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sur la droite CH, la droite DC sera égale a la
distance des deux bases paralléles DK, CH; et
puisque la droite GL est égale ala droite CN, le
trapéze DCHK sera égal au rectangle DCN M.
Mais nous avons démontré que la surface con-
vexe du tronc de cone BD est égale au trapéze
DCHK : donc la surface convexe du tronc de

“céne BD est égale au rectangle DCNM. Nous
démontrerons que la circonférence FSG est
égale i la droite GL, de la méme maniére que
nous avons démontré que la circonférence ETD
est égale a la droite DK : donc la surface con-

. vexe du cone BD est égale & un rectangle qui
a pour base une droite égale i la circonférence

. FSG et pour hauteur la droite DC.

Donc la surface convexe du tronc de céne
droit & bases paralléles est égale & un rectan-
gle qui a pour hauteur une droite égale au c6té
du tronc de céne et pour base une droite égale
a la circonférence de cercle qui résulte de la
section de la surface convexe du tronc de cone
par un plan paralléle aux deux bases et mené
a égale distance de ces deux bases; ce qu'il
falloit démontrer.

Ii
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PROPOSITION XXI.
THAEOREME.

La surface conyexe d’un cone droit est égale a
un rectangle qui a pour hauteur une droite égale
au cdté de ce céne et pour base une droite égale
& la circonférence de cercle qui résulte de la
section de la surface convexe du céne par un
plan paralléle & la base du c6ne et mené par
le milieu de son cité.

Soit un céne droit ABRC (fig. 239) : je dis
que la surface convexe du cone ABRC est égale
3 un rectangle qui a pour hauteur une droite
égale au cté de ce cbne et pour base une droite

égale 4 la circonférence de cercle qui résulte de .

la section de sa surface convexe par un plan
paralléle a sa base et mené par le miheu de son
coté AG.

Sur le c6té AC et au point G élevons une
perpendiculaire GH, faisons cette droite égale
a la circonférence de ta base du cdne et menons
la droite AH.

Puisque nous avons démontré que la surface
convexe d'un céne droit est égale a un triangle
rectangle qui a pour base une droite égale a la
circonference de sa base et pour bauteur uné
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droite égale au c6té de ce cone, le triangle ACH
sera égal i la surface convexe du cdne ABRC.

Du milieu de la droite AC menons la droite
DK; nous démontrerons, comme dans la pro-
position précédente, que la droite DK est égale
a la circonférence ETD.

Puisque les deux triangles ACH, ADK sont
semblables et que le c6té AC est double du cbté
AD, le c61é CH sera double du c6té DK : done
le triangle ACH est égal 4 un rectangle qui a
pour base la droite DX et pour hauteur la
droite AC, parce qu'un traangle est égal & un
rectangle qui a la méme hauteur que ce triangle
et qui a pour base une droite égale i la moitié
de la base de ce méme triangle. Mais le trian-
gle ACH est égal i la surface convete du céne
droit ABRC : douc le rectangle qui a pour
base la droite DX et pour hauteurla droité AC
est aussi égal a la sutface convexe du céme
droit ABRC; mais la base de oe nectangle est
. égaleala cimohfénence ETD et la hautear de
ce méme rectangle ¢st égale au cté de ce cone.

Donc la surface convexe d’un cone droit est
égale A un rectangle qui a pour hauteur une
droite égale au ¢6té de ce céne et pour base
une droite égale A la circonférence de cercle
qui résulte de.la seetion de.sa surface convexe

2
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par un plan parallele a sa base et mené par
le milieu de son cété; ce qu'il falloit dé:
inontrer .

PROPOSITION XXIL
TEREOREME.

Un céne droit ou oblique est la troisiéme partie
d'un cylindre qui a la méme base et la méme
hauteur que ce cone.

Soientle ¢dne AQ (fig. 226 ) etle cylindre AQ
ayant la méme base et le méme axe : je dis que
le cone AQ est la troisiéme partie du cylin-
dre AQ. '

Car si le tiers du cylindre AQ n’est pas égal
au coéne AQ, le tiers de ce cylindre sera plus
petit ou plus grand que le céne AQ. Supposons

'd'abord que le tiers de ce cylindre soit plus petit
quele cone AQ, et qu'il soit égal A un céne plus
petit, au céne HQ, par exemple. Dans la cir-
conférence de la base du céne AQ inscrivons
un polygone régulier cont les c6tés ne touchent

'pas la circonférence de la base du-cone HQ, et
‘imaginons que ce polygone régulier soit la base
d’un prisme inscrit dans le cylindre AQ et d’une
pyramide inscrite dans le céne AQ. ‘

La pyranude inscrite aans le cone AQ est
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€gale au tiers du prisme inscrit dans le cylindre
_ AQ; mais le prisme inscrit est plus petit que le
cylindre AQ : donc la pyramide inscrite est plus
petite que le tiers du cylindre AQ ; mais le tiers
du eylindre AQ est égal au cone HQ, par suppo-
sition : donc la pyramide inserite est plus petite .
que le céne HQ; ‘mais au contraire cetie pyra-
mide est plus grande , pmsqu’elle le contient ;
ce qui est impossible : donc le tiers du cylin-
dre AQ n’est pas plus petit que le céne AQ.

Je dis & présent que le tiers du cylindre AQ
n’est pas plus grand que le cone AQ; car sup-
posons que le tiers du cylindre AQ soit égal &
un céne plus grand, au céne H'Q, par exem-
ple; autour de la base du céne AQ décrivons
un polygone régulier dont les c6tés ne rencon-
trent point la base du céne H'Q, et imaginons’
que ce polygone régulier soit la base d'un
prisme circonscrit au cylindre AQ et d’'une py--
ramide circonscrite au céne AQ; la pyramide
eirconscrite est égale au tiers du prisme cir-
conscrit ; mais le prisme circonserit est ‘plus
grand que le eylindre AQ : donc la pyramide
circonscrite est plus grande que le tiers du cy-
lindre AQ; mais le tiers du cylindre AQ est
égal au cone H'Q, par -supposition : donc la

pyramide circonscrite est plus grande que le
‘ 3
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céne H'Q; mais au contraire cette pyramide est
plus petite que oe eéne , puisque le cone con-
tient eette pyramide; ce qui est impossible :
donc le tiers du cylindre AQ n’est pas plus grand
que le cone AQ; mais nous avous démontré
qu’il n’est pas plus petit : donc Je tiers du cylin-
dre AQ est égal au cone AQ.

Done un céme droit ou oblique est le tiers
d’un cylindre qui a la méme base et le méme
* axe que ee edne; ce qu'il falloit démontrer.

COROLLAIRE I
Puisque les cylindres qui ont des bases égales
sont entr’eux comme leurs hauteurs, et que les
cylindres qui ont des hauteurs €égales sont entre
eux comme leurs bases, et parce qu'un céne
est le tiers d’un cylindre qui a la méme base et
le méme axe que ce come, et que les tiers sont
proportionnels aux tous; il est évident que les
cones qui ont des bases égales sont entr’eux
comme leurs hauteurs, et que ceux qui ont des
hauteurs égales sont entr’eux comme leurs bases.

€COROLLAIRE ML
Puisque les cyhindres samblables sont entre
eux comme les cubes des diamétres de leurs

bases, et parce que les eénes semblables sont
les tiers de cylindres semblables qui ont les
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mémes bases et les mémes axes, il est encore
évident que les cénes semblables sont entr’eux
comme les cubes des diameétres de leurs bases.

PROPOSITION XXIIIL
THEOREME.

Si un demi-polygone régulier d’'un rombre pair
de cdtés tourne autour de son diamétre, la sur-
Sface décrite par un certain nombre de cétés de
ce demi-polygone est égale & un rectangle qui
a pour base une droite égale & la circonférence
inscrite dans le demi-polygone et pour hauteur la
portion du diamétre irteroeptée par deux droites
qui lui sont perpendiculaires et qui comprennent
les cotés qui ont décrit cette surface; et la sur-
Jace décrite par tous les cbtés du demi-polygone
est égale & un rectangle qui a pour basc une

droite égale & la circonférence inserite dans ce

demi-polygone et pour hauteur le diamétre de
ce méme polygone.

Soit ABEDEFG (fig. 230) un demi-poly-
gone régulier dont la droite AG est le diamétre
et le point H le centre; du centre H menez la
perpendiculaire HK sur un des c6tés CB de ce
demi-polygone, et des points B et E menez les
droites BM, EO perpendiculaires sur le dia-

‘4

vl
¥



504 SUPPLEMENT

métre AG : je dis que la surface décrite par les

cbtés BC, CD, DE est égale a un rectangle

qui a pour base une droite égale a la circon-

férence inscrite et pour hauteur la droite MO:

je dis de plus que la surface décrite par tous

les c6tés du demi-polygone est égale a un

rectangle qui a pour base une droite égale 4.
la circonférence inscrite et pour hauteur le

diamétre AG.

Du point C et du milien du c6té CB menez
les droites CN, KL perpendiculaires sur le dia-
meétre AG, et du point B menez aussi une droite
BQ perpendiculaire sur la droite CN.

Le triangle HKL est semblable an triangle
BCQ; en effet, ces deux triangles ont chacun
un angle droit en L et en Q; I'angle HKL avec
Pangle BKL est égal a un angle droit; mais
I'angle BCN est égal a 'angle BKL : donc Van-
gle HKL avec I'angle BCN est égal a un angle
dreit ; mais 'angle KHL avec I'angle HKL est
aussi égal 2 un angle droit : donc les deux angles
KHL, BCN sont égaux entr’eux : donc les
deux triangles HKL, BCQ ont deux angles
égaux chacun & chacun : donc ils sont sem-
blables : donc la droite HK est 4 la droite KL
comme la droite CB est a la droite BQ ou a la
droite MN qui lui est égale. Mais les circon-
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férences sont proportionnelles a leurs rayons :
doncla circonférence qui a pour rayon la droite
HK est 4 la circonférence qui a pour rayon la

" droite KL comme la droite CB est i la droite .

MN; mais lorsque quatre droites sont propor-
tionnelles , le rectangle compris sous les deux
droites extrémes est égal au rectangle compris
sous les deux droites moyennes : donc le rec-
. tangle compris sous la droite MN et sous une
droite égale 4 la circonférence qui a pour rayon
la droite HK est égal au rectangle compris sous
le c61é CB et sous une droite égale & la cir-
conférence ‘qui a pour rayon la droite KL;
mais le rectangle compris sous le c¢61é CB et
sous une droite égale i la circonférence qui a
pour rayon la droite KL est égal a la surface
convexe du tronc de céne décrit par le c61é
CB : donc le rectangle compris sous la droite
MN et sous une droite égale a la circonférence
qui a pour rayon la droite HK est égal 4 la
surface convexe du tronc de cone décrit par le
c6té CB. On démontrera, de la méme maniére,
¢ue chacune des surfaces des woncs de céne
et des pyramides décrites par les autres c6tés
AB,CD,DE,EF, FG est égale & un rectan-
gle compris sous la portion du diamétre inter-
cepté par les deux perpendiculaires qui com-

L=
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prennent chacun des cétés AB, CD, DE, EF,
FG et sous une droite égale 4 la circonférence
qui a pour rayon la perpendiculaire menée du
centre sur chacun des c6tés AB, CD, DE,
EF, FG. Mais les perpendiculaires menées du
centre du polygone régulier sur les c6tés de ce
polygone sont égales entr’elles : donc les cir-
conférences qui ont pour rayons ces perpendi-
culaires sont aussi égales entr’elles, et par con-
séquent égales & la circonférence inscrite dans
le demi-polygone réguhier ABCDEFG : donc
la surface convexe d’un tronc de céne décrite
par un coté quelconque du demi-polygone est
égale 2 un rectangle compris sur la portion du
diamétre interceptée par les deux droites qui
lu sont perpéndiculaires et qui comprennent
ce c6té, et sous une droite égale 4 la circonfé-
rence inscrite : donc les trois surfaces de troncs
de céne décrites par les trois ¢dtés BC, CD,
DE sont égales a trois rectangles qua ont pour
bases des droites égales chacuné 4 la circonfé-
rence inscrite et pour hauteur les droites MN,
NH, HO; mais ces trois rectangles sont égaux
4 un seul rectangle qui a pour base une droite
égale a la circonférence inscrite et pour hau-
teur la droite MO, c’est-a-dire la portion du
diansétre interceptée par les deux droites BM,
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EO qui lui sont perpendiculaires et qui com-
prennent les c6tés BC, CD, EF : donc, par la
méme raison, la somme des surfaces convexes
des troncs de cone et des deux pyramides dé-
crites par tous les c6tés du demi-polygone est
égale 3 un rectangle qui a pour base une droite
égale 4 la circonférence nscrite et pour hauteur
le diamétre du polygone.

Donc si un demi-polygone régulier d’'un nom-
bre pair de cétés tourne autour de son dia-
métre , la surface décrite par un eertain nom-
bre de c6tés de ce demi-polygone est égale a
un rectangle qui a pour base une droite égale a
la circonférence inscrite et pour hauteur la por-
tion du diaméuwre interceptée par deux droites
qui lui sont perpendiculaires et qui compren—
nent les c6tés qui ont décrit cette surface ; et
la surface décrite par tous les céiés du demi-
polygone est égale 4 un rectangle qui a pour
base une droite égale a la circonférence ins-
crite et pour hauteur le diamétre de ce demi-
polygone;; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXI1V.
THEOREME.

Ia surface d'une sphére est égale & un rectangle
" qui a pour base une droite égale a la circon-
Sérence d’un grand cercle de la sphére et pour

hauteur une droite égale & son diamétre.

Soit une sphére qui ait pour diamétre la droite
AB (fig. 231) et pour centre le point C : je dis
que la surface de la sphére qui a pour diamétre

la droite AB est égale 4 un rectangle Q qui a
pour base une droite égale i la circonférence

d’'un grand cercle de cette sphére et pour hau-
teur une droite égale 4 son diamétre.
_ Car si ce rectangle n’est pas égal 4 la surface
_ dela sphére qui a pour diamétre la droite A'B,
ce rectangle sera égal 4 la surface d’'une sphére
plus petite ou a la surface d’une sphére plus
grande. Supposons d’abord que ce rectangle
soit égal 4 la surface d’une sphére concentri‘que
plus petite, a celle, par exemple, qui a pour
diametre la droite KM

Faisons passer un plan par le diamétre AB,
les sections des sphéres qui ont pour diamétres
les droites AB, KM par ce plan donneront les
deux demi-cercless ADEFGHB, KLM; car
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les droites menées du centre d’une sphére i la
‘section de sa surface par un plan qui passe par
son centre sont égales chacune au rayon de
“cette sphére. Dans la demi-circonférence dont
AB est le diamétre inscrivons un demi-poly-
gone régulier dont les c6tés soient en nombre
pair et ne touchent point la circonférence du
demi-cercle KLM. Supposons que ce demi-
polygone fasse une révolution autour du dia-
métre AB; le contour de ce demi-polygone ré-
gulier décrira une surface égale 4 un rectangle
qui aura pour base une droite dgale 4 la cir-
conférence inscrite dans ce demi-polygone ré-
gulier et pour hauteur une droite égale au
diamétre AB; mais le rectangle qui a pour base
une droite égale a la circonférence inscrite dans
le demi-polygone ADEFGHB et pour hauteur
une droite égale au diamétre AB est plus petit
_que le rectangle Q qui a pour base une droite
égale a la circonférence ADEFGHB circons-
crite & ce demi-polygone régulier et pour hau-
teur le diamétre AB, parce que ces deux rec-
tangles ayant des hauteurs égales, le premier a
une base plus grande que celle du second : donc
lﬁurface décrite par le contour du demi-poly-
gone inscrit est plus petite que la surface de la
spbére décrite par le demi-cercle KLM, c’est~
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a-dire que la surface de la sphére qui a pour
diamétre la droite KM, parce que nous avons
supposé que le rectangle Q étoit égal a la sur-
face de cette sphére ; mais au contraire la sur-
face décrite par les cétés du demi-polygone
scrit est plus grande que la surface décrite par
la demi-circonférence KLM, c’est-a-dire que
Ia surface de la sphére qui a pour diamétre la
droite KM, puisque le contour de ce demi-
polygone est plus grand que la demicirconfé-
rence KLM; ce qui est impossible : denc le
rectangle Q n’est pas plus petit.que la surface
de la sphére dont AB est le diamétre.

Supposons en second licu que le rectangle Q
soit égal & la surface d’une sphére concentri-
que plus grande que celle dont le diamétre est
la droite AB et quil soit égal, par exemple , &
la surface de Ia sphére dont le diamétre est la
droite K'M', .

Faisons passer un plan par le diamétre K'M';
les sectuions des sphéres dont les diamétres sont
les droites AB, K' M’ par ce plan donneront les
deux demi-cercles ADEFGHB, K'L'M'. Cir-
conscrivons au demi-cercle dont AB est le dia-
wétre un dem-polygone régulier dont les c6tés
solent en nombre pair et ne rencontrent pas
la demi-circonférence K'L'M’, et supposons
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que ce demi- polygone fasse une révolution
autour du diamétre A'B'.

Le contour de ce demi-polygone régulier dé-
crira une surface égale & un rectangle qui aura
pour base une droite égale i la circonférence
ADEF GHB et pour hauteur le diaméwre A'B’;
mais le rectangle qui a pour base une droite
égale a la circonférence ADEFGHSB et pour
hauteur une droite égale au diameétre A'B’ est
plus grand que le rectangle Q qui a pour base
une droite égale i la circonférence ADEFGHB
et pour hauteur une droite égale 4 la droite AB,
parce que ces deux rectangles ayant des bases
égales, le premier a une bauteur plus grande
que celle du second : donc le surface décrite
par le contour du demi-polygone circonserit est
plus grande que la surface de la sphére décrite
par le demi-cercle K'L’ M/, parce que nous avons
supposé que le rectangle Q étoit égal i la sur-
face de cette sphére. Mais au contraire la sur-
face décrite par le coutour du demi-polygone
circonscrit est plus peute que la surface dé-
crite par la demi-circonfévence K'L'M’, c’est-
A-dire que {a surface de 1a sphére qui a pour
dianétre la droite K'M’, puisque le contour du
demi-polygone circonscrit est plus petit que la
demi-circonférence K'L'M’; ce qui est impos-
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sible : donc le rectangle Q n’est pas plus grand
que la surface de la sphére qui a pour dia-
meétre la droite AB; mais nous avons démontré
que le rectangle Q n'est pas plus petit que la
surface de cette sphére : donc le rectangle Q
est égal & la surface de la sphére qui a pour
diameétre la droite AB.

Donc la surface d'une sphére est égale a un
rectangle qui a pour base une droite égale 4 la
circonférence d'un grand cercle de cette sphére
et pour hauteur le diameétre de cette méme
sphere.

COROLLATIRE.

11 suit évidemment de la que la surface de la
spheére est égale a la surface convexe du cylindre
droit qui lui est circonscrit. En effet, la surface
d’un cylindre droit est égale 4 un rectangle qui a
pour base une droite égale  ]a circonférence de
labase de ce cylindre et pour bauteur une droite
égale i la hauteur de ce méme cylindre ; mais la
circonférence de labase du cylindre circonscrit
st égale i la circonférence d’un grand cercle de
la sphére et la hauteur du cylindre égale au dia-
métre de la sphére : donc la surface convexe du
cylindre circonscrit est égale 4 un rectangle qui
a pour base une droite égale 4 la circonférence
de la sphére inscrite et pour hauteur une droite
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€geale au diaméwre de cette méme sphére : donc
1a surface convexe du cylindre cireonscrit est
€gale 3 Ia surface de la sphére mscrite : donc la
surface de la sphére est égale 4 la surface con-
wexe du ciylin(jre qui a1 est circonscrit.

PEOPOSITION XXV.

THEOREME.

La.surface conwexe d'un segment sphérique est
£gale & ur rectangle qui a pour base une droite
égale & la circonférence d'un grand cercle de
1a sphére et pour hauteur une droite égale a la
hauteur du segment sphérique.

Soit un segment sphérique dont a surface
convexe soit décrite par Yarc ADE (fig. 251)
pendant que le demi-cercle ADEFGHB fait
uné révolution sur son diamétre AB : je dis que
1a surface convexe de ce segment est égale a
un re e R qui a pour base une droite égale
3 la circonférence d'un grand cercle et pour
hauteur une droite égale 4 la bauteur AN du
segmem sphérique.

Car si le rectangle R n’est pas &gal & Ta sur~
face convexe de ce segment sphérique, ce rec-
tangle sera plus petit ou plus grand. Suppoéons

d&’abord qu'il soit plus petit et qu'il soit égal &
Kk
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lasurface convexe d’un segment sphérique semn-
blable d’une sphére plus petite; savoir, a la sur-
face convexe d’un segment sphérique semblable
de la sphére dont le diamétre est la droite KM
et qui a le méme centre que la sphére ou se
trouve le segment décrit par 'arc ADE.

Par le diamétre AB et par I'arc ADE faisons
passer un plan; la section de la sphére qui a
pour diamétre la droite KM, par ce plan, don~
nera le' demi-cercle KL M. Menons la droite
EC; 1 est évident que le segment sphérique
dont la surface convexe est décrite par F'arc KL
sera semblable au segment dont la surface con-
vexe est décrite par l'arc ADE.,

Dans I'arc ADE inscrivons une portion de
polygone régulier dont les cétés ne touchent
point 'arc KL ; cette portion de polygone ré~

" gulier, en faisant une révolution autour du dia~
métre AB, décrira une surface égale 3 un rec-
_tangle qui a pour-base une droite égale A la
circonférence inscrite dans cette portion de
polygone et pour hauteur une droite égale a la
droite AN ; mais le rectangle qui a pour base
une droite égale a la circonférence inscrite et
pour hauteur une droite égale i la droite AN
est plus petit que le rectangle R, qui a pour
huse une droite égale 4 la circonférence domt .
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le diamétre est la droite AB et pour hauteur une
droite égale a la'droite AN, parce que ces deux
rectangles ayant la méme hauteur, le premier
a une base plus petite que celle du second. Mais
le regiangle R est égal, par supposition, a la
surfzgz convexe du segment sphérique décrite
-par 'arc. KL : donc la surface décrite par le
contour de la portion du polygone régulier
inscrit dans 'arc ADE est plus petite que la
surface convexe du segment sphérique décrite
par l'arc KL; mais, au contraire, la surface
décrite par cette portion du polygone régulier
inscrit est plus grande que la surface du seg-
ment sphérique décrite par 'arc KL, parce que
le contour de la’portion du polygone régulier
inscrit dans Farc ADE est plus grand que larc
XKL; ce qui est impossible : donc le rectangle R
n’est pas plus petit que la surface du segment
sphérique décrite par 'arc*ADE,

Supposons en second lien que le rectangle R
soit plus grand que la surface convexe du seg-
ment sphérique décrite par I'arc ADE et qu’il
soit égal 4 la surface convexe d'un segment
sphérique semblable d’une sphére plits grande;
savoir , a .la\\ surface d’un segme-nt §phériq1‘1e
semblable de la sphére dont le diamétre est la
droite K'M’ et qui a le méme centre que la

2
!

,fl

4
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sphere ol se wrouve le segment décrit par Tare
ADE. ' .
Par le diamétre K'M’ et par 'arc ADE fad-
sons passer un plan ; la section de la sphére qui
a pour diamétre la droite K'M’ par qg plan
doooera Je demi-cercle K'L' M. Me%hs I
dreite CE et prolongeons-la jusqu’a ce qu'elle
rencontre la demi-circonférence K'L'M’ au
point L'; il est évident que le segment sphé-
rique dont la surface convexe est décrite par
I'arc K'L' sera semblable au segment dont la
surface convexe est décrite par I'arc ADE.
Circonscrivons i Farc ADE une portion de
polygone régulier dont les cotés ne rencontrent
pomt l'arc K'L’; du point E"menons la droite
E’'O perpendiculaire sur le diaméwe K'M’, et
du point E la droite EI perpendiculasire sur la
droite E'O. Le contour de eette portion de poly-
gone régulier , en faisant une révolution autour
du diaméwre A'B’, décrira une surface égale a
un rectangle dont la base sera égale 4 la cireon-
férence du cercle ADEFGHB, et dont la hau-
teur serala droite A’O. Mais la circonférence
ADEFGHB qui a pour diamétre la droite AB
esi égale i fa base du rectangle R et la droite
A’O est plus grande que la hautewr AN de ce
méme rectangle; car la droite A’A est égale a

)
3



A L& GEOM. DPEVELIDE. Hiy
Fhypoténuse E'E du triangle rectamgle E'ET;
nwais Phypoténuse E'E est plus grande que le
¢6té E1 qui est égal A la droite ON : done la
droite A'A est plus grande que fa. droite ON:
domc la droite AO avec la droite A'A est plus
grande que la droite AO avec la: droite ON :
donc la dreite A'O est plus grande que la.droite
AN : donclerectangle qui apour base une dreite:
égale a la circonférence dont le diaméwe est la
droite AB et pour hauteur la droite A’ O est plus.
grand que le rectangle R qui a pour base une
droite égale alacirconférence dontle diamétre
est la droite AB et pour hauteur une droite egale
a la droite AN, parce que ces deux rectangles-
ayant fa ménie base , le premier a tine hauteur
plus grande que cele du second. Mais.le rec-
tangle R est par supposition égal 4 la surface con-
‘vexe ditsegment sphériquedéerite parFareR/L:
donc la surface décrite par le contour de ta-por--
tion du polygone régukier eirtconscriti Parc ADE.
¢st pliis grande que ka surface convexe du seg--
inent déerite parFare R'E/ ; mais an contraire la-
surface-déerite par le-confour de: cette portion.
de polygone ségulier est plus petite que la sur--
face du segment sphérique décrite par Parc K'i/
_parce que le cottour de la portion.de ce po'l)-
_gone régulier circonscrit 3 Larc ADE est plus

5
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petit que Parc K'L’; ce qui est impossible ¢
donc le rectangle R n’est pas plus grand que la
surface du seginent sphérique déerite par Varc
ADE ; mais nous avons démontré qu’il n’est
pas plus petit : donc le rectangle R est égal &
la surface convexe du segment déerite par Pare
ADE. :

Donc la surface convexe d’un segment sphé-
rique est égale i un rectangle qui a pour base une
droite égale 4 la circonférence d’un grand cercle
‘et pour hauteur une droite égale  la hauteur
du segment sphérique ; ce qu'il falloit démon-

trer. _
PROPOSITION XXVI
THEOREME.

La surface d’'une zote est ég cale & un rectangle quz
a pour base une droite égale a la eirconférence
d’un grand cercle de la sphére et pour hauteur

une droite égale a la portion d’un diamétre in-

tercepté par deux droites qui lui sont perpen~
diculaires et qui embrassent cette zone.

Soit la zone décrite par 'arc EG (fig. 251) 3
des extrémités de Parc EG menez les deux
droites EN', GP perpendlcu]alres sur le dia-
meétre AB : je dis que la surface de la zone dé=

’
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crite par Fare EG-est égale & un rectangle qui o’
pour base une droite égale a la circonférence
dont la droite AB- est le dmme’tre et t pour hau—:
teur la droite NP. IR "
Puisque la sisrface convexe du ségment sphe-
rique décrite par I'arc ADEFG est dgale 4 un
rectangle qm ‘@ pour base une droite égale i dla
" circonférence dont Ié diamétre’estla droite AB,
" et pour havteur la'droite’ APét qiie la snrfade’
du segmem‘slﬂlemque décrite par I'arc ADE est
égale & unnreotanéle quia ‘pourbasé une droite
égale A la-eireoniféfance déntla droite AB est Yo
diamétre et pour hauteurls droueA"N itest évi-
dent que la dlfference des.surfaces, conveses da
ces deux segmens spberlques sera eg,alc A la dif-
férence de ces (lgux reqtangles qui ontla néme
base ; mais la différence dessur faces convexes dc
ces deux’ éegmens spherlques est égaleala zone
décrite parFarc EFG etla'différence de ces deux
rectangles: e égale 4im. rectangle qui a pour
base une.droipe; égale i la circontérence domrt by
droite A-Bigst le diameétre-etipeur hauteur ladiffs:
rence des dreites AP, AN :c'ést-a-dire ladrdite
NP; mais ladvoite NP est.Jo portian du diametre
intercgp't,é. par.les droites EN ; G P qui lursene
perpendic_gl;i_ires et (i esmprennent Varc ERG4
dong la surface de lazone déerite par larc EEG
t

,f'
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est égale i la surface d'un rectangle gui 2 podr-
base une droite égale a la circonférence domt;
la droite AB est le diamétre et pour: hamteiue L.
portion du diamétre intercepté par lgs deux:
droites EN, GP qui lui sont perpendiculames
et qui comprenrent 'acc EFG. . .
Donc la surface d'une zone est égale & ur.
rectangle qui a pour base une droite. égale a I
" circonférence d'um grand cercle de 14 sphere
et pour hauteur une droite égale, i .la pertiorh
d’un diamétre intercepté par deux, droités gui:
Iui sont perpendiculaires et qui embrassent edtte:
zone; ce qu'il falloit démontrer. . -

PROPOSITION XXVIL
‘rTRE o-.nﬁ mz',‘ TR

Leés surfaces des sphéres sont entr'elles comme les.
quarrés de leurs dzametres. g

Soient deux spheresABCD, FEHK (fig: 137)
je discae ces dewx spheressont enﬁr’eﬂés?ééhm:e
les quareés de leurs diamétres AC, FH. 7

"En effet, Ia surface de la sphé?e et égaleinn}\
rmﬁangle qui a pour base une dfoite égake ilx
cireonférence d'un grand cercle et fiour hatteur '
be diamétre de ce grand cercle ; etlastirface d'uti
grand cercleest égale a un triangle rectanghé doit
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un des c6tés de I'angle droit est égal 4 la eircon-
férence, et dont 'aiitre coté de Pangle droit est
égal & son rayon ; mais ce triangle rectangle est
é€gal & un rectangle qui a pour base une droite
égalé 4 I citconiféretice de ce grand cercle et
pour hauteur le ¢hart du diamétre : done la
surface de la sphére est quadruple d'un grand
cercle : donc la surface d¢ la sphére ést égale
3 quatre grands cercles : donc la surface de la
spliere ABCD est 3 la surface dela sphére FGHK
comme quatre g:ands cercles de la premiére,
sphéresontiquatre grands cercles delaseconde,,
ou comme un grand cercle de la premiére est
a-un grand cercle de la seconde, Mais ces cer-
cles sont entr’eux. comme les quarrés de leurs,
diamétres , et le diamétre d'un grand: cercle esi
le méme que le diamétre de la sphére : donc,
les surfaces des sphéres ABCD, FGHK sont.
entr’elles canmme les quarrés de leurs diamétres.

Don¢ les surfaces des sphéres sont entr’elles
commeé 15 quarrés de leurs diameétres ; ce qu ik
fallou. demontrer. ‘
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PROPOSITION XXVIII.
'1‘_1_11':0nizmz.

Deux sphéres con.éentriques étant données , on
peut inscrire dans la plus grande un polyédre
dont les faces ne touchenc point la circonfe-
rence de la plus petite.

Imaginons deux sphéres qui aient le méme
centre A (fig. 220) : je dis qu’on peut inscrire
dans la plus graude sphére un polyédre dont.
les faces ne touchent pomt la surface de la plus
petite. : :

Faites passer un plan quélconque par le centre-
de ces sphéres les sections’ seront des grands-
¢ercles dela sphére. Supposéns en conséquence’
que BCDE ‘soit un cercle de la plus grande’

pbere et que:FGH soit un ‘cercle de la plas
peute ;" Themémns’ les dianiétres ' BD; CE .de
maniére quils solent perpendicu]a!res Tun sur
Yautre. Les deux cercles BCDE, FGH ayant
Ie méme centre , décrivons dans le plus grand
BCDE un polygone dont les c6tés soient éganx
et pairs en nombre et ne touchent point le plus
petit cercle F G H ; que les c6tés de ge polygone
qui sont dans le quart de cercle BE soient BK,
KL,LM, ME; menous le rayon K A que nous
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prolongerons vers N ; au point A et sur le plan
du cercle BCDE élevons la perpendiculaire
A O qui rencontrera la surface de la sphére -au
point O, et par la draite AO et par chacune
des droites BD, KN conduisons deut plans;
ces deux plans produiront denx grands cer-
cles dans la surface de la-sphére. Supposons
qu’on ait ces deux grands cercles et que BOD,
KON en soient les moitiés, et que BD, KN’
" en soient les diamétres. Puisque la droite OA
est perpendiculaire sur le plan du cercle
"BCDE, tous les plans quipasseront ‘par cette
droite AO seront perpendiculaires sur le plan
du cercle BCDE : donc les demi-cercles BOD,
K ON sont perpendiculairesssur ce méme plan ;
et puisque les:demi-cercles BED; BOD, KON
sont égaux, car leurs diamétres EC, BD, KN
‘sont égaux entr’eux , les quarts de leurs cir¢on-
férences BE, BO:, KO seront égaux entreux :
donc les quarts de ‘cercle BO, KO contien-
dront chacun'autant de céés du polygone ins-
‘erit, que le quart de cercle BE, et les c6tés
contenws dans les quarts de cercles BO, KO
seront’égaux aux cétés BK, KL, LM, ME,
‘chacun & chacun. Menons les corétes BP, PQ),
‘QR, RO, KS, ST, TV, VO et les droites
'SP, TQ; VR. Des points P, § abaissons des
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perpendiculairés sar le plan du cerele BGDE ;
ces perpendiculaires tomberont sut lés cona-
munes sections BD, KN des plans des demii<
cercles BOD , KON, puisque ces plais sons
perpendiculaires sur le plan du ¢¢rcle BCDE,;
par comstruction ; que ces perpendiculaired ton
bent donc sur ces cdmmunes sections et qule
cés perpendiculaires sorent PX, SY ; menes
Ia droite XY. Puisqu'on a ptis lés aves égaux
BP, KS danis les demi-civconférerices égales -
BOD, KON ¢t qué les droités PX, SY somt
perpendiculaires su¥ les diaméires BD , BN,
la droite PX sera égale a la droue SY et Ia
droite BX égale i la droite KY. Mais Ia droite
totale BA est égale.a la droite totale KA : done
la dreite restante XA est égale a ld droite res—
tante YA : done BX est 2 XA comme K¥ esy
#YA:doncladroite XY ést paralléle 3 ladroite
KB; et puisque chacune des droatesPX SY ést
perpendiculsire sur le plan du cerele BCDE, In
droite PX sera paralléle 4 la droite S¥; mms om
a démeniré que ces droites sent égiles : donc
les droites YX, SP sont égales: et paralléles;
et puisqae la drdite. Y X: est pavalléle & la:drote:
SP ét i la dsvite KB ; ka droite 5P séna paralléle
a la droite KB ( prap. g. 11) ; mais ces droites
sont jointes par les droites BP, KS : donc le-




»
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quadrilatére KBPS est dans un seul plan, car
si deux droites sont paralléles et si dans cha-
cune de ces droites on prend des points quel-
conques , les droites qui joignent ces points
sout dans le méme plan que ces paralléles. On
démontrera de la méme maniére, que la droite
TQ est parallele 4 la droite SP et la droite VR

quadrilatéres SPQT, TQRY ést dans un seul
plan ; mais le triangle VRO est aussi dans un
seul plan : donc si des pomnts P, 5, Q, T,
R, V on concoit des droites menées au point
A, on aura construit entre les arcs BO, KO
un certain polyédre composé des pyramides
dont les bases seront les quadiilatéres KBPS,

SPQT, TQRY et le triangle VRO et dont

le sommet commun sera le point A. i sur cha-
eun des c6tés KL, LM, ME nous faisons la
méme construction que nous avons faite sur le
«c6té KB, s1nous faisons ensuite la méme chose
dans les autres quarts de cercle EAD, DAC,

"OAB et dans I'autre hémisphére , nous aurons

inscrit dans la sphére un certain polyédre qui
sera composé des pyramides dont les bases sont
les quadrilatéres KBPS, SPQT, TQRV et le
triangle VRO, et les quadrilatéres et les trian-
gles correspondans a ces quadrilatéres et i ce

paralléle 4 la droite TQ : donc chacun des
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triangle et dont le sommet commun sera le
point A.

Je dis a présent que ce polyédre ne touche
point la surface de la petite sphére danslaquelle
est le cercle FGH. Du point A menons la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatére
KBPS, que cette perpendiculaire rencontre ce
plan au point Z et menons les droites BZ, ZK.
Puisque AZ est perpendiculaire sur le plan du
quadrilatére KBP S, elle sera perpendiculaire
sur toutes les droites qui la rencontrent et qui
sont dans ce plan : donc AZ est perpendiculaire
sur l'une et lautre des droites BZ, ZK ; mais
puisque AB est égal a AK,, le quarré de AB sera
€gal au quarré de AK; mais les quarrés des
droites AZ , ZB sont égaux au quarré de AB, car
Tangle en Z est droit par construction, et les
quarrés de AZ, ZK sont éganx au quarré de AK:
donc les quarrés des droites AZ, ZB sont-égaux

saux quarrés des droites AZ, ZK : donc si- I'on
retranche le quarré commun de AZ, le quarré
de BZ sera égal au quarré de ZK : donc la droite.
BZ est égale i la droite ZK. On démontrera sem-
blablement que les droites mendes du point Z.
aux points P, S sont égales chacune a 'une et
a l'autre des droites BZ, ZXK : donc. le cercle
décrit du centre Z et avec un intervalle égal .
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une des droites ZB, ZK passera aussi par les
points P, S : douc le quadrilatére KBPS sera
inscrit dans un cercle ; et puisque la droite KB
" est plus grande que la droite YX et que la
droite YX est égale a la droite SP, la droite’
KB sera plus grande que la droite SP. Mais la
droite KB est égale 2 l'une et & I'autre des
droites KS, BP : donc I'une et Vautre des droites
KS, BP sont plus grandes que la droiue SP.

Puisque le quadrilatéere KBPS peut étre ins-
" erit dans un cercle, que les droites KB, BP,KS
sont égales et que chacune de ces trois droites
est plus grande que la droite PS, la droite KB
soutendra un arc plus grand que le quart de la
circonférence : donc 'angle KZB est obtus:
done le quarré de KB est plus grand que les
quarrés des rayons KZ, ZB, cest-a-dire que
le quarré de KB est plus grand que le double
du quarré du rayon BZ.

Menons la droite KX. Puisque dans les trian-
gles KBX , PBX les droites KB, BX sont égales
aux droites PB, BX, et que I'angle KBX est -
égal a l'angle BBX,, I'angle KXB sera égal &
Yangle P XB ; mais 'angle PXB est droit : done.
l’éngle KXB est un angle droit. Puisque la droite
DB est plus petite que le double de DX et que
DBest a DX comme le rectangle compris sous
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DB, XB est au rectangle compris sous DX,
X B, si sur DB on compléte le rectangle eom-
. pris sous DB, XB, et si sur DX on compléte le
rectangle compris sous DX, XB, le rectangle
compris sous DB, BX sera plus petit que le
double de cehn qui est compris sous DX, XB,
Menez la droite KD. Le rectangle compris sous
DB, XBseraégalau quarré de KB, etle rectangle
compris sous DX, XB égal au quarré de KX:
donc le quarré de KB est plus petit que le dou-
ble du qharré de KX; mais le quarré de KB
est plus grand que le double du quarré de BZ:
donc le quarré de KX est plus grand que le
quarré de BZ; et puisque BA est égal 1 KA, le
quarré de BA sera égal au quarré de KA. Mais
les quarrés des droites BZ, ZA sont égaux
au quarré de la droite BA, et les quarrés des
droites KX, X A égaux au quarré de la droite
KA : donc les quarrés des droites BZ, ZA sont
‘égaux aux quarrés des droites KX, X A ; mais
1e quarré de KX est plus grand que le quarré
de BZ : donc le quarré de XA est plus petrt
que le quarré de ZA : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AX : donc la droite
AZ est  plus forte raison plus grande que la
droite AG ; mais la droite AZ est une perpendi-
culaire sur une des faces du polvédre inscrit , et

v
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Iadroite AG estunrayon de la plus petite sphére:
donc la face de ce polyédre sur laquellela droite
AZ est'perpendiculaire ne touche »pmnt]a sor-
face de la plus petite spheére. :

Du ‘temre ‘A conduisotss la droite AZ'<per-
pendiculaire sur le plan'du quadvikitére SPQT
et menez la droite PZ'.
Nous démomrerons, de la héme mranidre ¢ue
-nous I'svons fait povr e ifnadriluéte KBPS,
que Je poiar'Z’ est le centre d’un ¢cercle ‘cir-
“eonserit #a quiidrilatére SPQT et que la'droite
'SP ‘est phits grande que la droite TQ;-mais dn
a démonré ue I droite SP est parilléte 2-la
droite ‘T Q : donc s quadrilitties KBPS,
SPOTtri peuvent étre inscrits diftis des'cércles
ot 'levrs cotés' KB; BP, TQ paratltles ‘entre
eux;; 'thals les lavtres c6tés BP, XS, PO, 8T
de ces quadrilatéres sont égaux entr'eux ,'ét le
©6té KB est ;plus grand ‘qire 1e '¢61é SP et le
- ¢6té SP plis ‘gtnd que e b TQ : detic le
rayot BZ st ophis grand 'qae ¥ rayon PL’
{( Yern. suiv.). Méney, Ia Broke AP; cene lroite
sera égale & la droite AB. Puisque Panglle AZP,
est droit, les ¢tatrés des’ droites AZ', Z'P
iserbok dgadik hu §wdtré 'de laidroite AP ot au -
“quarté-de T droite AB ; mvis de qusivé -de a
- drejte ABrest'égal wax qusrrés des droites UL,
Ll
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ZB : donc les quarrés des droites AZ', Z'P sonit
€gaux aux quarrés des droites AZ, ZB. Mais
le quarré de Z'P est plus petit que le-quarré
de ZB : donc le quarré de la droite AZ’ est
plus grand que le quarré de AZ : donc la droite
AZ' est plus grande que la droite AZ. Mais on
a démontré que la droite AZ est plus grande
que la droite AG : donc la droite AZ' est, &
plus forte raison , plus grande que la droite AG :
donc le quadrilatére SP QT ne touche point la
surface de la plus petite sphére. Par la méme
raison , le quadrilatére T QR V ne touche point
. 1a surface de la plus petite sphére ; il en est de
méme du triangle VRO (cor. 2du lem. suiv.), et
il en sera encore de méme de toutes les autres
faces du polyédre nscrit : donc les faces de ce
polyédre ne touchent point la surface de la
plus petite sphére.

Donc, ‘deux spheres concentnques ‘étant
données, on peut toujours inscrirg dans la plus
grande un polyédre dont les faces ne touchent

- pas la surface de la plus petite ; ce qu 11 falloit
_démomtrer. '
LEMME. -
-Que les deux quagrilatéres ABCD, EFGH
( fig- 232) soient inscrits dans les cercles ABCD,
EBGH; que les cotés AB, DC soient paral-
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Yéles , ainsi que les cotés EF, HG; que les
antres cdtés AD, CB, HE, GF soient égaux
entr'eux et que le c6té AB soit plus grand que
le c6té EF ot le cote DC plus: grand que le
c6té HG : je dis que-le: rayon KA sera plus
grand que lé rayon LE.

Car si le rayon KA n’est pas plus grand que
le rayon'LE, le rayon KA sera égal aa: rayon
LE ou plus petit ; suppposons d’abord que le
rayon KA soit égal au rayon LE;. puisque les
cercles ABCD, EF GH sont égaux, et que les
cordes AD, BC sont égales aux ‘cordes EH),
GF, les arcs AD, BC seront égaux ‘aux ares
EH, FG; mais la droite AB est plus grande
que la corde EF et la corde D€iplas grande
que la corde HG : done I'arc AB est plusigréind
que Yarc EF et I'arc DC plus grand:‘que Tare
HG : donc la circonférence entére ABGD sera
plus grande que la circonférence entiére EFGH s
mais ces denx circonférences sont égales; cé
qui est impossible : donc le rayon ‘KA n"est
pas égal au rayon LE/ .

Supposons en second beu que le rayon KA
soit plus petit que le rayon LE, et que-¢e-rayon
soit égal & ladroite LM.: Du centré L avec l'in-
tervalle LM décrivous la.circonférence MNOP;
menons les rayous LE, LF, LG, LP etles cordes

2
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MN, NO, GP, PM. Les cordes MN, NO, OP,
PM seront paralléles aux cordes EF, FG, GH,
HE, et les premieres seront jplus petites que
les dernmiéres : donc puisque la eorde EH est
plus grande que la corde MP, la corde AD ‘sera
plus grande que la corde MP; mais les cercles
ABCD, MNOP sont égaux : donc l'arc AD
gst plus grand que I'arc M P; Parc BC est plus
grand que Pare N O, par la méme raison; mais
la corde AB-est plus grande que la corde EF,
et la corde EF -est plus grande que la corde
MN : donc, A plusforte raison , la corde A B ést
plas grande que la corde MN : donc Parc AB
est plus.grand que Tarc MN; Larc DC sera
plus grand que T'arc PO, par la méme raison:
done la: cireonférence emtiére ABCD est plus
grande gue la circonférence entiere MNOP;
mais, w1 tontraire , ces deux circonférénces
somt -Egales ; .ce qui -est impossible : donc le
rayon. K A n'est pus plus petit que le rayon LE;
mal§ noys -avens démonrd qu’i-l e B st pas
égale : donc le rayon KA est nécessdiremint
plus grand quele: "mynn 'LE “ce qu'il ﬁiﬂont
deanwel‘- RS | ...-l ...‘
L COrRi)ILLA}‘RTE oy '
: Si«'lc ¢ DC da yohdrlatsre ’A'BC‘D €ioit
&gal en:06té TG du qhadrilatére EFGH, et si
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Jes autres c6tés du premier quadrilatére étoient
plus petits que les autres c6tés du second, on
démontreroit semblablement. que le rayon KA
est plus grand que le rayon LE.
COROLLAIRE II

Si les deux triangles isoscéles ABC, DEF
{fig. 233 ) sont inscrits dans des cercles, et si
les c6tés AC, CB, DF, FE sont égaux entre
eux, etsi le c6té AB'est plus grand que le c6té
DE, on démontrera, comme dans le lemme pré-
cédent, que le rayon du cercle circonscrit au
triangle ABC est plus grand que le rayon du
cercle circonscrit au triangle DEL.

COROLLAIRE II11.

Si les deux triangles isoscéles ABC, DEF
(fig. 233 ) sont inscrits dans des cercles et si les
<6tés du premier sont plus petits que-les c6tés
du second, on démontrera semblablement que
le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC
est plus grand que le rayon du cercle circons-
crit au triangle DEF. '
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PROPOSITION XXIX,
THEOREME.

Deux secteurs sphérigues semblables et concer—
triques étant donnés , on peut toujours inscrire
dans le plus grand un polyédre dont les faces
ne touchent pas la surface du plus petit.

" Soient deux secteurs sphériques semblables
et concentriques dont les surfaces ont été dé-
crites par deux arcs des quarts de cercle OBA,
O’'GA (fig. 220) pendant que ces deux quarts
de cercle ont fait une révolution autour du
rayon AO : je dis qu'on peut inscrire dans le
plus grand un polyédre dont les faces ne tou~
chent point la surface du plus petit secteur sphé+
Tique.

Complettons les sphéres et inscrivons dans la
plus grande un polyédre dont les faces ne tou-
chent point la surface de la plus petite. I} peut’
arriver ou que I'arc qui a décrit la surface du
plus grand secteur contienne exactement un ou
plusieurs des arcs égaux OR, RQ, QP, PB ou
que cetarc ne contienne qu'une partie d'un de
ces arcs égaux , ou bien que ce méme arc con-.
tienne un ou plusieurs de ces arcs égaux avee
ur reste,
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Supposons d’abord que I'arc qui a déerit Ia
surface du secteur sphérique contienne exacte-
ment un ou plusieurs de ces arcs égaux ; il est
évident qu'on aura inscrit dans le plus grand
secteur un polyédre dont les faces ne touche-
ront point la sarface du plus petit.

Supposons en second lieu que I'arc qui a dé-
crit la surface du plus grand secteur sphérique
contienne Parc OR, avec un reste RQ'; faisons
Yarc VT’ égal a¥arc RQ’, et menons les cordes
VT, T'Q’, Q'R, et faisons la méme chose: dans
les autres portions de fuseaux qui composent
le reste de la surface du secteur sphérique dé-
crite par Parc O Q'. Nous démontrerons abso-
lument de la méme maniére que nous I'avons.
fait dans le théoréme précédent, que la per-
pendiculaire menée du centre A sur le quadri-
latére T'Q'RYV est plus petite que la perpen-
diculaire menée du centre A sur le quadrilatére
SPQT (cor. 1 du lem. précéd.), et nous con-
clurons que le quadrilatére T'Q'RV ne touche
pas Ia surface du plus petit secteur.

Supposons enfin que l'arc qui a décrit la sur-
face du plus grand secteur ne contienne qu’une
partie de I'arc OR, la partie OR’, par exemple ;
faisons 'arc OV’ égal a I'arc OR’, menons les
cordes OV’, V'R/, R'O, et faisons.la méme.

4
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chose. dans. les autres. portions de fuseaux qui
composent le reste de la surface du secteur sphé-
rique décrite par: I'arc OR/; nous démontrerons
encore de la méme maniére que nous, L'avons
fait dans le théoréme précédent, que la perpen-
diculaire menée du centre Asur le triangle OV'R’
est plus. petite que la perpendiculaive menée du
centre A.sur. le quadrilatére TQRV. (cor. 3 du.
lem. précéd. ), etnous conclurons que le trian-
gle OV'R’ ne touche.pas la,surface du plus petit.
secteur.

Donc deux secteurs, sphériques. semblables
el. concentrigues, étant donpés., on, peui: ins-
erira: dans le plus grand. un, polyédre. dont les
faces.ne touchent,pointla surface du plus petit;
ce qu'il falleit démontrer.

PROPOSITION XXX.
THEOREME

La sphére est.égale & une pyramide.triangulaire
dont la base est égale 4 la, surface, de cette
sphére et dont la l;éute,u,r est égale au rayor
de cette méme sphére. -

Soit la.sphére ABGC (fig. 234) ; imaginons.
une, pyramide. HIXL dont la base IKL soit.
égale a.la, surface de.cette sphére. et dont ka
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hauteur HI soit égale an rayon de cette méme
sphére : je dis que la sphére AB€ est, égale a
la pyramide HIKL.

Car si la pyramide HIKL n’est pas égale &
la sphére ABC, cette pyramide sera plus. petite
ou plus grande. Supposons. qu'elle soit plus

_petite et qu'elle soit, égale & une sphére con-
centrique plus petite, savoir, i la sphére DEF.

Inscrivons dans la sphére ABC un polyédre
dont les faces ne touchent point la surface de
la sphére DEF ; ce polyédre sera un assem-
blage de pyramides. qui auront toutes leurs som-
mets au_centre de la sphére ABC. Si la hau-
teur. de chacune de ces pyramides étoit. égale
an rayon de la sphére , ce polyédee seroit égal
4 upne pyramide triangulaire qui auroit pour
base une surface égale & la surface du polyeédre
nserit et.pour hauteur le rayon de la sphére ;
mais les hauteurs de ces pyramides sont: cha~
cune plus petites que le rayon de.la sphére ABC,
et la surface de ce polyédre est,plus petite:que
la surface de cette sphére : donc le. polyédre
inscrit est plus petit que la pyramide triangu-
laire HIKL qui a pour base.une surface égale &
1z surface de la sphére ABC et pour hauteur une
droite égale au rayon de cette sphére; mais la
pyramide GHKL est, par. supposition, égale &
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la sphére DEF : donc le polyédre mscrit dans:
la sphére ABC est plus petit que la sphere DEF 5
mais, au contraire, le polyédre inscrit dans la
sphére ABC est plus grand que la sphére DEF,
puisque ce polyédre contient la sphéere DEF;
ce qui est impossible : donc la pyramide H1KL.
n’est pas plus petite que la sphére ABC.
Supposons en second lieu que la pyramide
HIKL soit plus grande que la sphére ABC et
qu'elle soit égale 4 une sphére concentrique-
plus grande, savoir, a la sphére D'E’F’.
Inscrivons dans la sphére D'E'F’ un polyédre
dont les faces ne touchent point la surface de
la sphére ABC; ce polyédre sera un assem-
blage de pyramides qui auront toutes leurs som-
mets au centre de la sphére D'E’'F’. §1 la hau-
teur de chacune de ces pyramides étoit égale
au rayon de la sphére ABC, ce polyédre seroit
€gal a une pyramide triangulaire qui auroit pour
. base une surface égale 2 lasurface de ce polyédre
et pour hauteur une droite égale au rayon de
cette sphere ; mais les hauteurs de ces pyra-
mides sont chacune plus grandes que le rayon
de la sphére ABC et la surface de ce polyédre
est plus grande que la surface de la sphére ABC:
donc ce polyédre inscrit est plus grand que la
pyramide HIKL qui a pour base une supface
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égale a la surface de la sphére ABC et pour hau-
teur une droite égale au rayon de cette sphére.
Mais la pyramide HIKL est, par supposition,
égale i la sphére D'E'F’: donc le polyédre ins-
crit est plus grand que la sphére D'E'F’; mais,
au contraire , le polyédre inscrit dans la sphére
D"E’F’ est plus petit que cette sphére, caril est
contenu dans cette sphére ; ce qui est impos-
sible :.donc la pyramide HIKL n’est pas plus
grande que la sphére ABC ; mais nous avons
démontré qu’elle n’est pas plus petite : donc la
pyramide HIKL est égale a la sphére ABC.

Donc une sphére est égale i une pyramide
triangulaire dont la base est-égale a la swrface
de cette sphére et dont la hauteur est égale au
rayon de cette méme sphere ce quil falloit
démontrer.

COROLLAIRE.

Puisque la surface de la sphére est égale &
quatre grands cercles , le quart de la sphére est
égal & un cone qu1 a pour base un grand cercle
et pour hauteur le rayon de cette sphére : doncla
moitié de la sphére est égale 2 un c6ne qui a pour
base un grand cercle et pour hauteur le' dia~
meétre de-la sphére ; mais le cylindre circons-
erit est égal 4 trois cOnes qui ont pour base un
grand cercle et pour hauteur le diamétre de la
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sphére : donc la moitié de Ia sphére est égale
au tiers.du cylindre circonscrit.: done la.sphéra
enticre est égale aux deux ters. du, cylindre
circonscrit.

PBOPOSI'TION XXXI
THBEOREMER.

Un secteur sphérique est égal & une Ryrqnti}i‘e'
triangulaire qui a. pour base une swfacé- egak
a la surface sphérique de ce secteur et pour
hauteur une droite égale au rayon de ce méme
secteur.

Spit. le sacteur. sphérique ABG, (fig; 234.)2
je dis. que ce-secteur sphérique. est égal 2 une
pyramide. triangulaire HLMN qui a- pour: base
une surface égale  la surface sphérigme de ce
secteur et p()uxL hauteur- upe droite égale au
rayon de ce méme secteur.

Car s cette pyramde n'est pas eg,ale a ce
secteur, elle sera plus petite ou. plus. grande.
Supposons dabord qulelle soit plus. petite et
qw’elle soit égale 3 un secteur sphérique plus
petit, savoir. au secteur sphérique: DE G, qui est
semblahle au secteur sphérique ABG. '
_ Aprés avoir inscrit dans le secteur sphérique
ABG une portion de polyédre qui ne touche.
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point la surface du secteur sphérique DEG,
nous démontrerons , comme dans la proposition
précédente, que 1a pyramide HIMN n’est pas
plus petite que le secteur ABG.

Nous supposerons en second lien que cette
pyramide est égale a un secteur sphérique plus
grand , savoir au secteur sphérique D'E’'G’ qui
-est semblable au secteur sphérique ABG.

‘Aprés avoir inserit -dans le secteur sphérique
D'F'G’ une portion de polyédre dont les faces
‘ne touchent point ta surface ‘du 'secteur sphé-
‘rique ABG, on démontrera encore , comme
dansla proposition précédente, que la pyramide
HIMN n’est pas plus grandeque Te secteur sphé-
aiqee ABG, ét Ton conclra due cette pyra-
Mmidé est égale au sectenr sphérique ABG, et
‘Yquie par conséquert ‘un secterr sphérique est
‘égal 2 mne pyramide triangulaire qui'a pour base
‘ure stirface ‘égale 3 Ta surtuce sphérique de ce
secteur ¢t pour hauteur 'une @roite égale an
‘rayon‘de ce mén:te s'ec’teﬁ‘{‘ t:e 'qu’d 'fallort ée-
‘mbritrer
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PROPOSITION XXXII.
THEOREME..

Les sphéres sont entr’elles comme les cubes de leurs
rayons, et les secteurs sphériques semblables sont
aussi entr’eux comme les cubes de leurs rayons.

Soient les deux sphéres ABC, DEF (fig. 235):
jedis que ces deux sphéres sont entr’elles comme
les cubes de leurs rayons.

Supposons que la base de la pyramide GHKL

. soit égale a la surface de la sphére ABC et que
sa hauteur soit, égale au rayon de cette méme
_sphére. Faisons la droite GM égale au rayon
_de la sphére DEF, et par le point M conduisons
un plan qui soit paralléle a la base de-la pyra-
mjde GHKL;.la section de cette pyramude par
.ce plan sera un triangle semblable aq,;rmngle
HKL. Mais les. tnangles semblables sont entre
eux comme les quarrés de leurs cotés homo-
logues : donc le triangle HKL est au triangle
MNO comme le quarré de la droite HK est
au quarré de la droite MN; mais les triangles
GHK, GMN sont semblables : donc la droite
HK est & la droite MN comme la droite GH
est 2 la droite GM : donc le triangle HKL est
au triangle MNO comme le quarré de la droite
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GH est au quarré de la droite GM ; mais la sur- -

face de la sphére ABC est a la surface de la
sphére DEF comme le quarré du rayon de la

sphére ABC est au quarré du rayon de la sphére -

DEF, comme le quarré de la droite GH est au
quarré de la droite GM : donc la surface de la
sphére ABC est a la surface de la sphére DEF
comme le triangle HKL est au triangle MNO:
-donc, en échangeant les places des moyens, la
surface de la sphére ABC est au triangle HKL
comme la surface de la sphére DEF est au trian-
gle MNO ; mais la surface de la sphere est égale,
par supposition, au triangle HKL : donc la sur-
face de la sphére DEF est égale au triangle
MNO, c'est-a-dire a la base de la pyramide
GMNO; mais le rayon de cette sphére est égal
a la hauteur de cette méme pyramide : donc Ia
sphére DEF est égale a la pyramide GMNO;
mais les pyramides semblables GHKL , GMNO
sont entr'elles comme les cubes de leurs hpu—-
teurs GH, GM : donc les sphéres ABC, DEF
qui sont égales aux pyramides GHKL, GMNO
sont entr’elles comme les:cubes des hauteurs
GH, GM de ces pyramides, c’est-i-dire
comme les cubes des rayons des sphéres ABC,
DEF. On démontreroit d’'une maniére $em-

blable que les secteurs sphériques semblables

\
e
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sont aussi entr’eux comme les cubes de leurs
rayons

Donc les 'sphéres sont entr’elles comme les
cubées de leurs rayons; donc les secteurs sphé-
riques semblables sont aussi ‘entr’eux comime
les cubes de leurs rayoms ; ce qutl falloit dé-
montrer (1).

De la mesure des dignes, des surfaces et des
soldides.

DPEFINITIONS.

1.'On mesare-une quantité en déterminant
combien de fois cette quantité contient une
quantité connue.

2. On mesure une hgne une surface et un
solide en déterminant combien de fois cette

(1) On pourroit démontrer de la maniére suivante
que les spheres sant entr'elles comme les cubes de
Tetirs rayons. Les spléres inscrites' dans dés cylindres
sont: égales avix dbex ‘ters dés cylindies deris besiuels
‘ éles soht imdoritek; mais les cylindres:cirdomscrits &
-vhes upbdres.bont des. selifles semblableb : ‘donc les cy-
lindres Aoircbnscxiwi‘ des sphéres sontentr'enx comme
“Jesrcubes des rayons de leurs bases, c’est-a-dire comme
les cubes des rayons des sphéres; donc les deux tiers
de ces cylmdres Cest-a—dire les spberes Inscriles, sont
“aussi enfr’éles comme-les cubes de leurs rayons, :
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ligne, cetie surface et te solide contiennent
une droite connue, un quarré connu, et un
cube connu : ces quantités connues s’appellent
unités de mesure.

PROPOSITION PREMIERE.
. 'rnﬁoni:hn:.

Deux rectangles sont entr’eux comme les produits
de leurs bases par leurs hauteurs.

" Soient les deux rectangles DB, DF (fig. 236)
je dis que le rectangle DB est au rectangle DF
comme le produit de la base AD du rectangle .
‘DB par sa hauteur DC est au produit de la base
DE du rectangle DF par sa hauteur GDx
Placez les deux rectangles DB, DF de ma-
niére que le cdté DE soit dans la direction du
c6té AD et le c6té GD dans la direction du
coté DC, et terminez le rectangle AG. Puis-
que les deux rectangles DB, DH dnt la méme
base AD, le rectangle DB est au rectangle DH
comme la hauteur DC du rectangle DB est a
" la hauteur DG du rectangle DH ; et & cause que
les deux rectangles DH, DF ont la méme hau~
teur GD, le rectangle DH est au rectangle DF
comme la base AD du rectangle DH est 3 la base
. DE du rectangle DF. Si l’on multiplie chaque
‘Mm
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terme de la premiére proposition par chaque
terme de la seconde, les produits qui résulte-
ront de cette tultiplication formeront encore
une, proportion : done le produit du rectangle
DB par le rectangle DH est au produit du rec-
tangle DF par le rectangle DH comme le pro-
duit de la base AD du rectangle DB par sa
hauteur DC est au produit de la base DE du
rectangle DF par sa hauteur DG : donc si Fon
supprime le facteur DH qui est commun aux
deux premiers termes, le rectangle DB sera au
rectangle DF comme le produit de labase AD du
rectangle DB par sa lrauteur DC est au pr'oduit
de la hase DE du rectangle DF par sa hauteur
DG : donc les deux rectangles DB, DF sont
ent,r eux comme ]es produits de leurs bases par
leurs hauteurs.

Donc deux rectangles quelconques sont entre
gux comnie les produits de leurs bases par leurs
hauteurs ; ce qu'il falloit démontrer.

Voe - L. . «
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v

‘P‘RO-PO‘VS‘IT_ION I1.
.THEOREME.

Un rectangle a pour mesure le produit de sa base
par sa hauteur (1).

Soit le rectangle AC (fig. 237 ) dont on veut
avoir la mesure ; que le quarré D sort I'unité
de mesure. Multiplions le nombre qui exprime

' combien de fois la base BC du rectangle AC

. ‘contient le c6té du quarré D par le nombre qui
" exprime combien de fois la hauteur AB du

(1) Je.ne dis point, comme on le dit ordinairement,
que la surface ou l'aire d’'un reclangle, &c.; car, en
parlant ainsi, ¢’est comme siFon disoit la surface d’une
surface qui est terminée par qualre droites paralléles,
ou bien Paire d’une aire terminée par quatre droites
paralléles, &c. C’est par la méme raison que je ne dis
point la solidité du parallélépipéde ou bien le volume
d’un parallélépipéde, parce que c’est comnme si 'on
diseit la solidité d’un solide terminé parsix parallé-
logrammes dont les parallélogrammes opposés soqt
égaux et paralléles, ou bien le volume d’un volume
terminé par six parallélogrammes dont les parallélo-
grammes opposés sont égaux et paralltles. Si je ne
m’exprime point ainsi, o’est pour me conformer &
la maniére d’Euclide , et pour ne pas me servir d'une
fagon de parler que rien ne sauroit autoriser.

. \ 2
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recténgle AC contient le €6té du méme quarré
D (1) : je dis que ce produit exprime combienr
de fois le rectangle AC contient le quarré D.
Car puisque les rectangles sont entr'eux
commie les produits de leurs bases par lenrs
hauteurs, le rectangle AC est au quarré D
comme le produit du nombre qui exprime
combien de fois la base BC du rectangle AC
contient le c6té du quarré D par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur du rectan-
gle AB contient le c6té du méme quarré D, est
au produit du nombre 1 que représente la base
du quarré D par le nombre 1 qui représente
aussi la hauteur de ce méme quarré. Mais le
.. produit da nombre 1 par lui-méme est éga‘l arg
donc le rectangle AC est au quarré D comme
le produit du nombre qui exprime combien de
" fois la base BC du rectangle AC contient le c61é
du quarré D par le nombre qui exprime.com-
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con-

. (1) Il est inutile d'avertir quele nombre qui exprime
combien de fois la base du rectangle AC contient le
cdté du quarré D ou le nombre qui exprime com-
bien de fois la hautenr du rectangle AC coutient le
cbté de ce méme quarré, peut étre un nombre com-
mensurable, ou incommensurable, entier ou frace
tionnaire, ou méme une fraction. °
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tientlahauteur de ce méme quarré, esta 1: done
le produit du nombre qui exprime combien de
fois la base BC du rectangle AC contient le cté
du quarré D par le nombre qui exprime com-
Lien de fois la hauteur AB du rectangle AC con-
tient le ¢6té de ce méme quareé, est la mesure
" du rectangle AC, puisque ce produit esprime
combien de fois le rectangle AC contient le
.quarré D, pris pour unité de mesure : donc
pour avoir la mesure du rectangle AC, le quarré
D étant pris pour unité, il faut-multiplier le
nombre qui exprime combien de fois la base

du rectangle AC contient le c6té du quarré. D

par le nombre qui exprime combien de fois la
hauteur du rectangle AC contient le c6té de

ce méme quarré, le produit de ces deux nom-

bres serala mesure du reetangle AC; ce qu'on
énonce en disant que le produit de la base du
rectangle AC par sa hauteur est la mesure de
ce rectangle.’

Donc un rectangle quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur; ce qu'il
“falloit démontrer.

COROLLAIRES.

1. Pmsqu un parallélogramme quelconque
est égal a un rectangle de méme base et de
. 3 .
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méme hauteur , il’est évident qu'un paralié-
logramme quelconque a pour mesure le pro-
duit de sa base par sa hauteur.

2. Un triangle étant égal 4 la moitié d’un pa-
rallélogramme de méme base et de:-méme han-
teur, il est énident qu'un triangle a pour mesure
le produit de sa base par la moitié de sa hauteur.

3. Toute figure rectiligne pouvant se partager
en triangles, il est évident qu’une figure rectili-
gne quelconque aura pour mesure la somme
des produits de la base de chacun des triangles
qui la composent par la moitié de sa hauteur.
4. Puisqu'un polygone régulier peut étre par-
tagé en autant de triangles égaux et semblables
que le polygone a de c6tés,, en menant du
centre des droites i tous les angles de ce poly-
gone, et puisque chacun de ces triangles a pour
mesure le produit d'un des c6tés du polygone
par la moitié d'une perpendiculaire menée du
centre sur un des cétés, il est évident qu'an

“ polygone régulier a pour mesure le produit de
son contour par la moitié d’'une perpendiculaire
menée du centre sur un de ses cotés.

5. Un cercle étant égal 4 un triangle qui a
pour base une droite égale a la circonférence
de ce cercle et pour hauteur le rayon de cc
méme cercle, il est évident qu’un cercle a pour
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mesure le produit de sa circqnférence paf la
moitié de son rayon. ’

- 6. Un secteur circulaire étant égal 4 un trian-
gle qui a pour base une droite égale 4 l'arc de
ce secteur et pour hauteur le rayon de ce sec-
teur, il est évident qu’un secteur a pour mesure
le produit de son arc par la moitié de son rayon.

7. La surface convexe d'un cylindre droit
étant égale i un rectangle qui'a pour base une
droite €gale a la circonférence de la base de ce
cylindre et pour hauteur une droite égale a la
* hauteur du méme cylindre, il est évident que
la surface convexe du cylindre droit a pour me-
sure le produit de la circonférence de sa base
par sa hauteur.

8. La surface convexe du cone droit étant
égale 2 un triangle qui a pour base une droite
égale a la circonférence de la base de ce céne’
et pour hauteur une droite égale au ¢dté de ce
cbne, 1l est évident que la surface convexe d’'un
céne droit a pour mesure le produit de la cir-
conférence de sa base par la moitié de son c6té.

9. La surface de la sphére étant égale i un
rectangle qui a pour base une droite égalela
circonférence d’'un de ses grands cercles et
pour hauteur le diamétre de la sphére; il est
évident que la surface de la sphére est égale

4
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au produit de la circonférence d'un de ses
grands cercles par son diamétre.

10. La surface convexe d’un segment sphé-
rique étant égale 3 un rectangle qui a pour base
une droite égale 4 la circonférgnce d’'un'grand
cercle de la sphére et pour hauteur une droite
égale dla hauteur du segment sphérique,, il est
évident que la surface convexe d'un segment
sphérique a pour mesure le produit de la cir=
conférence d'un grand cercle de la sphére par-
la hauteur du segment sphérique.

~

PROPOSITION II1.
THEOREME.

Les parallélépipédes rectangles sont entr'eux
camme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs. '

Soient les deux para]le'lépipédes rectangles
BG, BO (fig. 238) : je dis que le parallélépi-
péde BG est au parallélépipéde BO comme le
produit de la base BD du parallélépipéde BG

. par sa hauteur AB est au produit de la base BM
du parallélépipéde BO par sa hauteur QB.

Placez les deux parallélépipedes BG, BO de
maniére que 'angle QBC soit commun ; prolon-~

. gez la base AG et terminez le parallélépipéde BS.
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Puisque les deux parallélépipédes rectangles
'BQ, BS ont la méme hauteur, le parallélépipede
BG est au parallélépipéde BS comme la base BD .
du-premier est 2la base BMdu second ; et 3 cause
que les deux parallélépipédes rectangles BS,
BO ont la méme base BM, le parallélépipéde’
BS est au parallélépipéde BO comme la hau-
teur AB du premier est 4 la hauteur QB du
second. Si I'on multiplie chaque terme de la’
premiére proPortion par chaque. terme de la
seconde, les produits qui résulteront de cette
multiplication seront encore en proportion :
donc le produit du para]lélépipéde BG par le-
parallélépipéde BS est au produit du parallé-
lépipéde BO par le parallélépipéde BS comme
la base BD du parallélépipede BG par sa hau-
teur AB est au produit de la base BM du pa-
rallélépipéde B O par sa hauteur QB : donc st
I'on supprime le facteur BS qui est commun aux
deux premiers termes , le parallélépipéde BG
_ seraau parallélepipéde BO comme le produit de
‘la base BD du premier par sa hauteur AB‘gst an
produit de la base BM du second par sa hauteur
QB: flonc les deux parallélépipédes rectangles
BG, BO sont entr’eux comme les produits de
Jeurs bases par leurs liauteurs. ‘ ’
Doncles parallélépipédesrectangles sontentre
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eux comme les produits de_leurs-bases par leurs
hauteurs; ce quil falloit démontrer. - -

PROPOSITION 1V.
» Tnéonﬁ'ﬁz.

Un parallélépipéde rectangle a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur.

Soit le parallélépipéde rectangle AD (fig. 239)
dont on veut avoir la mesure; que le cube F
soit I'unité de mesure. Multiplions le nombre
qui exprime combien de fois la base BD con-
tient la base du cube F par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur AB con-
tient le c6té du cube F : je dis que ce produit
exprime combien de fois le parallélépipéde rec~
tangle AD contient le cube F.-

Car pmsque les parallélépipédes rectangles
sont entr’cux eomine les produits de leurs bases
par leurs hauteurs, le parallélépipéde AB est au
cube F comme le produit du nombre qu ex-
prime combien de fois la base BD du parallélé-
pipede AD contient I base du cube F par le
nombre qui exprime combien de fois la hauteur
ABdu paralléfe'pipéde AD contient la hauteur du
cube ¥, est au produit de la base du cube F par
sa hauteur; mais la base du cube a pour mesure
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le produit du nombre 1 qui représente le coté
de ce cube par le nombre 1 : donc le produit de
la base du cube par sa hauteur est égal au pro-
duit da quarré de 1 par 1 qui est 1 : donc le
‘parallélépipéde AP est au cube F comme le
produit du nombre qui exprime combien de’
fois 1a base BD du parallélépipéde AB contient
la base du cube F par le nombre qui exprime
_combien de fois la hauteur AB du parallélépi-
pede AD contient la hauteur du cube F, est a 1:
donc le produit du nombre qui exprime’com-
bien de fois la base BD du parallélépipéde AD .
contient la base du cube F par le nombre qui
exprime combien de fois la hanteur AB du pa- -
rallélépipéde AD contient le cté de ce méme
cube, est la mesure du parallélépipede AD; puis-
que ce produit exprime combien de fois le cube
AD contient le cube F pris pour unité de me-
sure : donc pour avoir la mesure du parallélépi-
péde rectangle AD, il faut multiplier le nombre
qui exprime combien de fois la base du parallé-
¥épipéde rectangle AD contientla base du cube F
par le nombre qui exprime combien de fois la
hauteur AB du parallélépipéde AD contient le
c6té du cube F, et le produit de ces deux nom-
bres sera la mesure du parallélépipéde AD; ce
qu'on énonce en disant que le produit de I

\
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« base dif parallélépipéde AD par sa hauteur est
la mesure de ce parallélépipéde.
Donc un parallélépipéde rectangle quelcon-
que a pour mesure le produit de sa base par sa
- hauteur ; ce qu'il falloit démontrer.

COROLLATIXIRES.

1. Puisqu'un paré]lq'lépipéde quelconque est
‘égal 4 un parallélépipéde rectangle de méme
‘base et de méme hauteur, il est évident qu’un
paraliélépipéde quelconque a pour mesure le
produjt de 3a base par sa hauteur. :

2. Un prisme triangulaire quelconque étant
la moitié d’un parallélépipéde qui a une base
double et la méme hauteur, il est évident qu'un
prisme triangulaire quelconque apour mesure
le produit de sa base par sa hauteur. /

3. Un prisme quelconque pouvant étre par-
tagé en prismes triapgulaires de méme hau-
teur, et chacun de ces prismes triangulaires
ayant pour mesure le produit de sa base par
sa hauteur, 1l est évident que le prisme total a
pour mesure le produit de sa base par sa hau-
teur. ’

4. Un cylindre droit ou oblique étant égal a
un parallélépipéde qui a une base égale et la
méme hauteur, il est évident qu'un cylindre
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-~ droit ou oblique a pour mesure le produit de
sa base par sa hauteur.

5. Une pyramide triangulaire étant égale au

tiers d'un prisme de méme base et de méme
hauteur , il est évident qu’une pyramide trian-
gulaire quelconque a pour mesure le produit de
sa base par le tiers de sa hauteur. ‘
" 6. Une pyramide quelconque pouvant éire
partagée en pyramides triangulaires de méme
hauteur, et chacune de ces pyramides triangu-
laires ayant pour mesure le produit de sa base
par le tiers de sa hauteur, il est éndent que la
pyramide totale aura pour mesure le produit de
sa base totale par le tiers de sa hauteur.

7. Un solide quelconque terminé par des .

surfaces planes pouvant se partager en pyra-
mides, il est évident que la mesure d’un solide
quelconque terminé par des surfaces planes sera
égale ala somme des produits de la base de cha-
cune de ces pyramides par le tiers de sa hauteur.

8. Un céne droit ou oblique étant égal au

tiers d'un cylindre de méme base et de méme

‘hauteur, il est évident qu’un céne quelconque

a pour mesure le produit de sa base par le tiers

de sa hauteur.
g. Une sphére étant égale a une pyramide
qui a une base égale a la surface de la sphére et

ey
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pour hauteur le rayon de cette méme sphére,
il est évident que la sphére a pour mesure la
produit de sa surface par le tiers de son rayon:

10. Un secteur sphérique étant égal i une
pyramide (llui a une base égale 4 la surface sphé-
rique de ce secteur et pour hauteur une droite
égale au rayon de la sphére, il est évident qu’un
secteur sphérique est égal au produit de sa sur-
face sphérique par le tiers de son rayon.

FIN DU SUPPLEMEN T.
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NOTES.

.LIVRE I —DI:FINITION Iv.

CETTB définition d’Euchde a paru mslgmﬁanle b
plusieurs géométres; pour en comprendre le sens,
comparons une ligne droite avec une autre ligne qui
ait les mémes extrémités. Soit pour cet effet la droite.
AFGE (fig. 240) et la ligne ABCDE. .

La KHgne A B est également placée entre ses points’
A et B, c’est-a~dire qu’elle ne s’avance ni vers la droite
ni vers la gauche, qu’elle ne va ni en haut ni en bas;
il en est de méme de la ligne BC; mais il n’en est pas
de méme de Ia ligne ABC, car cette ligne s'avance

- vers B. La ligne C DE n’est pas également placée entre
ses points Cel E, car elle s’avance vers D : dohc la ligne
ABCDE n’est pas également placée entre ses points
A, B, C, E, carelle s'avance tantét vers un endroit,
tantot vers un autre. La ligne AGHE est au contraire
également placée entre ses points Aet¥,FetG, G -
etE,Aet G,FetE, A et E, car elle ne savance
jamais vers aucun coté.

Selon Archiméde, la ligne droite est Ia plus courte .
des lignes qui ont les mémes extrémitéa.

Selon Platon, laligne droile est celle dont les extré-
milés sont ombragées par les points intermédiaires. Ne
pourroit-on pas dire que la ligne droite est celle qui
peut tdurnek sur ses extrémités immobiles sans changer
de place? o
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LIVREIL ~—~DEFINITION VIL

Cette définilion est analogue a celle de laligne drofts
et peut par conséquent éue expliquée d’'une maniére
‘analogue. ‘ ,
Selon Héron, la superticie plane est celle sur toutes
les parties de laquelle on peut appliquer une ligne
droite.
LIVREIL —pErINITION XXXIIL

Cette définition renferme une condilion superfiue ;
car si les c81és opposés d’un quadrilatére sont égaux,
les angles opposés sont nécessairement égaux. ( Robert
Simson. ) '

LIVRE L —aAxi10ME vIIL

Cet axidme veut dire que les lignes , que les surfaces’
qui s’appliquent exactement les unes sur les autres sont
égales; que les angles dont les cotés s’appliquent exac-
tement les uns sur les autres sont égaux, et que deux
solides sont égaux lorsque les faces de I'un gappliquent
exactement sur les faces de 'autre, Si Fon disoit que
les choses qui 8'appliquent exactement les unes gur des
autres sont égales, on ne pourroit point se servir de
cet axidme, lorsque 'on voudroit conclure que deax
solides dont les faces s’appliquent exactement lés unes
sur les autres, sont égaux entr’eux.

LIVRE L -—rnor’osm;xorz flx;

Ceite proposition a deux cas, car il peut arriver que
le point D tombe dans le triangle ABC. Robert Simson
démontre le second cas; mais cela étoit inutile, car le
second cas est compris implicitement dans Ia proposi-
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tion xx1 du méme livre, oli Euclide démontre que les
* deux droites BD, DC sont plus courtes que les droites
BA, AC; car il est évident que si les deux droites BD,
DC sont plus courtes que les deux droites BA;, AC,
les deux droites BD, DC ne serdnt point evales aux
deux droites BA, AC, chacune a chacune.

LIVRE I.— PROPOSITION XX1V, pag. 38, lig. 4.

Car puisque , &c. lisez que parmi les droites DE, DF
1a droite DE soit celle qui n’est pas plus grande que
Ia droite DF. Puisque, &c. ( Robert Simson).

LIVRE I —PROPOSITION XXXV.

Robert Simson remarque que cette proposition a
trois cas, et qw'Euclide ne démontire que le cas ou le
point E tombe entre le point D et le point F.

Les deux autres cas ont lieu lorsque le point E
(fig. 341) tombe sur le point D et lorsque le point E
tombe entre le point A et le point D (fig. 242). Voici
comment on peut démontrer ces deux autres cas:

Aprés avoir démontré, pour le second cas, que le
triangle AB D (fig. 241) est égal au triangle DCF, et
aprés avoir ajouté a chacun de ces deux triangles égaux
Ie triangle BCD, on conclura que le parallélogramme
ABCD sera égal au parallélogramme BCF D.

Aprés avoir démontré, pour le troisiéme cas, que lo
triangle ABE (fig. 242) est égal au triangle DCE, et
aprés avoir ajouté i chacun de ces deux triangles égaux
le quadrllatere BCDE, on conclura que le parallélo-
gramme ABCD sera égal au parallélogramme BCFE.

Nn
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LIVRE IV. — COROLLAIRE DE LA PROPO=
SITION XXV, pag. 206, lig. 11.

Hexagone,, lisez hexagone équilatéral et équiangle.
{ Robert Simaon ).

LIVRE VI. —DEPINITION II.

Robert Simsom trouve cette définition obscure et
la remplace par la suivante :

« Les figures,, les triangles et les parallélogrammes,
parexemple,sontréciproques lorsque les ciés qui com-
prennent deux angles sont proportionnels, de ma-
niére qu’un cété de la premiére figure est  un cété de
la seconde comme un autre c6té de la seconde est & un
autre ¢61é de la premiére ». Je donne la préférence &
la définition d’Euclide, mais j’approuve la définition
de Robert Simson comme explication.

LIVRE VL. — DEFINITION ‘v.

Euclide entend par la quantité d’une raison le quo-
tient qui résulte de la division de Pantécédent par son
conséquent : d’oul il suit que la quantité d'une raison
peut toujours étre représentée par une fraction dont le
numérateur est Pantécédent de la raison et dont le dé-~
nominateur en est le conséquent.

Soient les raisons suivantes, a: b,c:d,e: f Les

quantités de ces raisons sont les fractions = 3 3 f' 2 dont

ace
baf ou la raison ace: bdf
qui est une raison composée des raisonsa: b, c:d, e f
11 est évident que I'antécédent ac e de la raison com-

posée est égal au prodmt de tous les antécédens des

le produit est la fraction —-
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rdisons composanies; et que le conséquent 5df de la
raison composée est égal au preduit de lous les consés
quens des raidons composantes ; d’ou il suit qu’on pour-
roit énorkeer la définition v¢ de la maniére suivante :

Une raison compasée de raisons est celle dont l'an-
técéderit est égal an produit de tous les antécédens des
raisons composantes et dont le conséquent est-égal au
produit de tous les conséquens des raisons compo-
santes.

LIVRE XI — DEFINITION X.

Cette définition n’est pas proprement une défini-
tion , mais bien un théoréme qu’il faut démontrer. Je
donnerai la démonstration de cette définition dans le
tas onl les angles solides ne sont pas compris par plus
de trois angles plans; je ne démontrerai que ce cas,
parce que dans toutes les démonstratioris qui sont ap-
puyées sur cetle définition,,.il n’est pas question d’un
seul solide dont les angles solides, soient compris: par
plus de trois angles plans:

Robert Simson soutient que la définition x nest
pas vraie dans tous les cas, et que par conséquent un
grand nombre de démonstrations du x1° Livre et plu-
sieurs démonatrations di Livre x11 ont un fondement
ruineux; en conséquence il supprime cette définition
et la remplace par trois théordmes, qu’il met & la suite
de la proposition xxi1.

Pour démontrer que la déﬁmtlon x est fausse dans
cerlains cas, Robert-Simson suppose deux solides qui
ont le méme nombre de faces semblables et égales,
inais dont 'un a un 4ngle solide rentrant, tandis que .
tous les angles solides de l'autre sont saillans. -Mais

?
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n’est-il pas évident qu'Euclide n’avoit en vue que les
solides qui n’ont point d’angles remrans? Eiorl d
nécessaire de I'énoncer d’une maniére expresse ?
Cette définition est vraie dans tous les cas, lorsque les
angles solides sont saillans. #oyes les notes qui sont .
4 la suite des Elémens de Géométrie de A.. M. Le-
gendre.

Le théoréme que Robert Simson met & la place de
cette définition est exprimé ainsi: « Les solides qui
sont contenus dans des plans semblables, égaux en
nombre et en grandeur et semblablement posés, et
dont les angles solides ne sont pas contenus par plus
de trois angles plans, sont égaux et semblables entre
eux ».

Ce théoréme renferme une condition superflue ; de
cela seul que deux solides sont terminés par l¢ méme
nombre de faces égales et semblables, les faces de ces
solides sont également posées dans chaque solide;
t’est comme si 'on disoit que les triangles qui sont
terminés par des droites égales et semblablement posées
sont égaux et semblables.

" Le théoréme de Robert Simson a deux cas: car une
face du premier solide étant appliquée exactement sur
la face homologue du second, il peut arriver que les
antres faces du premisr solide s’appliquent exactement
sur les autres faces dia second solide, et il peut arriver
aussi que le premier solide soit placé hors du second.
Robert Simson ne démonlre que le premier cas, et
il ne parle pas du second, qui sert de base aux dé-
monstrations xxvin et xr. du x1* Livre et aux dé-
. monstrations 11 et v du xn® Livre : donc toutes
ces démonstrations ont véritablement un fondement
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ruineux par le moyen des corrections de Robert
Simson (1).

LIVRE XL —PROPOSITION XV,pag.309,kg. 1.

Aprés celte phrase, « et puisque BA est paralléle &
la droite GH», Robert Simson veut qu'on ajoute:
« car chacune de ces deux droites est paralléle i la
droite ED qui n’est pas dans le méme plan que ces
droites ». . '

(1) Etonné que les Géométres aient cru pendant treize siécles
que ladéfinition x éloit vraie, Robert Simson s'écrie, pag. 388:
Quid autem dicendum, si hac propositio non vera sit? Nonne
confitendum est Geometras per mille tercentos annos in hic re
elementari deceptos fuisse? Et ex hoc quidam modestiam dis-
cere debemus, atque agnoscere quam parum nobis cavere pos-
sumus, qu® est mentis humanz imbecillitas, ne in errores
incidamus etiam in princip'ilis scienliarum quea inter maxime
certas merito gstimantur.

Mais que devons-nous dire si cettc proposilion n’est pas
vraie? Ne devons-nous pas avouer que les Géomélres ont été
Aans Perreur pendant treize siécles au sujet de cetle proposi-
tion élémentaire? Que cela nous apprenne i étre modestes et
4 reconnoitre combien il nous est difficile d’étre tounjours sur
nos. gardes, et combien notre esprit est foible, puisque nous
ne pouvens pas méme nous garanlir de 'erreur dans les prin~
cipes des sciences qui passent avec raison pour les plus cer-
taines.

(5]
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~. B. Les propositions suivauates, qui sont la démonstra-
tiun de la définilion x, doivent étre mises a{(l‘és la propo-
sition xX11.

PROPOSITION 4.

Si deux angles solides sont compris chacun par trois
angles plans, et si les angles plans du premier sont
égaux aux angles plans du second , chacun & chacun,
les plans des angles égaux seront également inclinés
les uns sur les autres dans les deux solides.

Soient les deux angles solides A et A’ (fig. 243); que
I'angle solide A soit compris par les trois angles plans
BAC, CAD, DAB; que Jangle solide A’ soit com-
Ppris par les trois angles plans B'A'C', C’'A’'D’,D’'A'B’;
que 'angle BAC soit égal a'angle B'A’C’, 'angle CAD
¢gal & I'angle C'A’D’ et I'angle DAB égal & l'angle
D’A’B’: je dis que les plans des angles égaux sont
¢galement inelinés les uns sur les autres dans les deux
angles solides.

D’un point quelconqu'g B de la droite AB menez
dans le plan BA D la droite BD perpendiculaire sur
la droite A B; du méme point B menez dans le plan
BAC la droite BC perpendiculaire sur la droite A B;
joignez les points C, I : faites 1a droite A'B’ égale ala
droite A B, et du point B’ menez dans le plan A'B'D*
la droite B'D’ perpendiculaire sur la droite A'B’, et
dans le plan B'A’C’ la droite B'C’ perpendiculaire
sur la droite A’B’; joignez les points C’, D'. La droite
AB étant égale a la droite A'B’, 'angle BA D égal a
Vangle B’A’'DY, et Pangle ABD élant droit ainsi que,
Fangle A'B'DY, les triangles ABD, A'B’ D’ seront
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égaux : donc la droite BD est égale 4 la droite B'D’ et
la droile AD égale 4 la droite A’D’'. La droite BC est
¢égale 4 la droite B’ C’ et la droite AC égale & la droite
A'C’, par la méme raison. Mais I'angle C A D est égal
4 I'angle C'A’'D’, la droite A C égale 4 1a droite A’ C"*
et la droite A D égale 4 la droite A'D’ : donc le trian-
gle CAD est égal au triangle C'A