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RAPPORT

fait 4 Ja Classe des Sciences physiques et mathé-
" matiques de I'Institut national,

par les citoyens LAGRANGE et DELAMBRE.

Séance da landi 28 venidse an xir.

Pxv d’ouvrages ont été aussi souvent traduits, com~
mentés et reproduits, que les Elémens d’Euclide; mais
il n’est pas d’auteur avee qui ses traducteurs aient pris
d’aussi étranges libertés. Sous prétexte de donner aux
démonstrations plus de clarté et de simplicité, il n’est
presque pas de proposition dont ils n’aient changé ou
modifié les preuves. Pour ne parler que des traduc~
teurs francais, il suffit de jeter les yeux sur I'Euclide
de Dechalles, réimprimé plusieurs fois successivement:
par Ozanam et Audierne, pour voir que ces éditeurs
n’ont presque rien respecté dans Panteur original, si.
" ce n’est 'ordre et 'énoncé des théorémes. Mais malgré
tous leurs soins et leurs prétentions, ila n’ont pas fait
oublier le véritable Euclide; on trouve méme encore
quelques savans qui, soit avec raison., soit par un goit
un peu trop exclusif pour les méthodes des anciens,
prétendent que malgré les talens et les succes des au-
teurs modernes, les Elémens d’Euclide sont, & quel-
ques endroits prés, le meilleur ouvrage que nous ayons.
en ce genre. Sans prendre aucun parii sur celie ques-.
tion, on peut conclure au moins de leur opinion, que
le citoyen Peyrard a fait une chase utile en traduisant.
fidélement un ouvrage dont nous n’avons pas eu de
wraduclion exacte depuis plus de deux cents ans, et.
3
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dont les bonnes éditions, soit grecques soit lalines,, sont
assez rares, et 4 Ja poriée de peu de savans, sans
comipler les difficuliés des deux langues, qui diminuent
encore assex comndérablemenl le nombre des lécteurs.
Nous avons lu avec soin la nouvelle iraduction, enla
comparant a1'original grec, du moins quaitialénoncé
de chaque proposilion, et pour les parlies essentielles
des démonstrations; car c’efit ét¢ un travail aussi long
qu’inotile que de suivre le traducteur dans dés détails
qui ne peuvent se traduire de deux maniéres. Par-tont
le citbyen Peyrard nous a paru rendre avec exadmude
le sens et niéme Jes expressions de son auteur.
L’ouvrage d’Euclide, quelqu’estimable qu’il soit ,
est pourlant incomgplet a plusienrs égards. Il y manque
sur-tout nombre de propositions imporiantes relatives
i la suiface du Cerclé, de la Sphare, du Cylindre et
du Coéne, et A la solidité de ces trois derniers corps.
Le traducteur en a fait la matiéré d’un Supplément,
qu’'il commence par deux propositions empruntées
d’Archiméde , en averlissant-dans une note que la
seconde 1ui paroit impossible & démontrer bien rigou- -
reusement. Il ajoute que c’est sans doute pout cette
‘raisort gu’Euklide n’a rien dit de Ja surfice du Cercle
ni de celle de 1a Sphére: il y’agit de prouver que le
contoul du Polygohe circonsciit est plus grand que
celui du Cercle. Péur y parvenir; Archimede avoit
posé ent principe (ne de deux lignes concaves di méme
cOté ¥t qui ont mémes extréniitss, celle éui environne
Pautre est la plus grande des deux. 11 est vrai qué ce
principe méritoit bien wne démonstration, mais il
mest pas provivé que ce soit précisément cellé dificulté
i ait arrélé Euclide. Quand il composa sés Eléniens
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Archiméde n’étoit peut-ét'rb pas ne il est blen pro-
bable an moins qu'il n’avoit encore publfé ni son
Traité de la Sphéré et du Cylindre, ni celui de la
mesare du Cercle. Les Théorémes que contiént cet
ouvrage étoient encore inconrins podr la plupart, et
la réputation qu’ils bnt acquise & léur utenk; le prix
qu’il y attachoit lui-méme, nous prouvent combien
on les avoit jugés difficiles. 11 kst dorit 15ut sinple
d’imaginer qu’Euclide les ignorvit entRtemelit; car
#'il les eit connus, ils sont d’utie tells iwportance,
qu’il auroit di1, ce me sémble, les indiquer, 3atif & con-
venir de ce que la démonstration potivoit renfermer

d’hypothétigue.

Toiis les Théorémies aoht déichtrés dans le Supple-
" ment du citéjen Péyrard, 4 1a inaniére d’Biclde; et
en se servant dutant qu'il 4 é1é possible des iii'oposl-
tions qui se trouvert dans lés Elémens. Ceb démons-
trations sont presqué toutes indirectes, &'eit-a- dire
qu’elles prouvent, noti pis qu’une chose soit de telle
ou de telle maniére, mafs quil y dutoit de I'absurdité
a la supposer autrement.. . Quelques-unes des dé-
monslratmns du cxtoyen Peyrard rcssemblem beau-
coup i celles qu’on trouve dans 'ouvrage du citoyen
Legendre ; mais quand on compose un livre d’Elé-~
mens, on ne s'impose pas Pobligation d’étre toujours
neuf, loujours inventeur ; tout le monde sait bien que
c’est la chose impossible. On trouvera du moins plu-
sicars propositions imporlantes qui soht démontrées
d’une maniére nouvelle; ainsi pour arriver au théo-
réme sur la solidité de la Sphére, le citoyen Peyrard
emploie la proposilion xvix du livre x11 et ce théo-
réme paroit en eflet un corollaire assez simple de cetle
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proposition. La démonstration qu’elle fournit est plus
facile que celle d’Archiméde. Mais celte proposition
n’étoit qu'imparfaitement démontrée -dans. Euclide.
Robert Simson y avoit relevé plusieurs omissions et
inexactitudes. Le citoyen Peyrard en a complété la
.démonstration d’une maniére qul ne laisse rien a
desirer.

Le Supplément est terminé par quelques theorémel
.connus, d’un usage tres-frequent dans la mesure des
. Lignes, des Surfaces et des Solides, et qui ne se trou-
voient pas assez expressement énoncés dans les Ele-r
.mens d’Euclide.. '

L’ouvrage est lermmé par des notes ot on rap~
porte et Pon discule quelques objections et guelques
corrections proposées par Robert Simson.

L’auteur, dans sa Préface, annonce un iravail sem~
blable, qu’il a commencé, sur Archiméde. Nous pen-
.sonsnue la Classe, en approuvant celui qu’il vient de
faire sur Fuclide, doit engager le citoyen Peyrard &
terminer la traduction , non moinsimportante, et bien
plus difficile, d’ Archiméde.

Signé LAGRANGE ¢ DELAMBRE.

La Classe approuve le Rapport et en adopte les con-
clusions.

Signé DELAMBRE, Secrétaire perpéiuel..
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PREFACE.

Lorsqus je fus nommé Bibliothécaire
de VYEcole Polytechnique , je formai le
projet de donner au public une traduc-
tion littérale des @uvres d’Euclide et |
d’Archiméde, les deux plus grands Géo-
.métres de I’antiquité. Je pensois qu’il étoit
en quelque sorte de mon devoir de con~
sacrer mes momens de loisir  des travaux
qui fussent analogues & ceux de I’Ecole
Polytechnique. Je publierai, dans le cou-
rant de ’an xi11, une traduction littérale
des @uvres complétes d’Archiméde; cette
traduction sera accompagnée d’'un Com-
mentaire pour faciliter Vintelligence des
endroits difficiles (1). Je fais paroitre au-

(1) La souscription pour la-traduction littérale des
®uovres completes d’Archiméde, avec un commen-
taire et des planches, par F. Peyrard, Bibliothécaire
de I’Ecole Polytechnique, est ouverte d’ici au 1°* ven-
démiaire an xixr. Cet onvrage sera imprimé par
Crapelet ,sur caraclére dit saint-augustin, format in-4°.
papier fin ’Angouléme. Prix 36 fr., et en papier
vélin 773 fr. Tous les exemplaires seront numéralés
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jourd’hui la traduction des Livres de la
Géométrie d’Euclide, dauxquels j’ai ajouté
un Traité¢ du Cercle, du Cylindre, du
Céne et de la Sphére la mesure des Sur—
faces et des Solides. J’ al iraduit Euchde
littéralement, et méme mot & mot, quand
le génie de la langue frangaise a pu me le
permettre. Dans mon Supplément , jai
adopté les principes d@’Archiméde , et je
me suis conformé, autant qu il a été en
mon pouvoir, i la méthode et a la marche
d’Euclide. Dans les notes qui aecompa-
gnent ce Supplément, je me suis appliqué
a éclaircir quelques endroits obscurs; je
rapporte et je discute quelques objections
proposées par Robert Simson. Je fais voir
dans. ces notes que Robert Simson est

€t livrés siiivant Pordre des souscriptions. 1. Tiste des
souscripteurs sera imprimée en téte di vélarhé. 11 ne
sera pas tiré tin seul exemphire au-dela. du notibre
des souscriptions ; ainsi il sera absolumerit ithpbssible
dé g'en procurer adtreiment qu'en sousctivant. Cet
ouvrage paroitra daits le courant Be Pan- xnir. On
souscrit & Paris, chez Editeur, & 'Ecole Pslytech-
nique , et chez F. LOU]S, Libiaire, rue de Savoie,

n° 12, R
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tombé dans une erreur trés-grave au sujet
de la définition x du Livre xI1.

Au lieu du Supplément que j’ai com-
posé pour servir de suite 4 la Géométrie
d’Euclide, je devois donner la traduction
littérale du Traité du Cylindre et de la
Sphére et du Traité de la mesure du Cer-
cle d’Archiméde; mais ayant fait réflexion
que ces deux Traités ne sont pas assez
élémentaires , je me suis décidé & composer
un Traité succinct du Cercle, du Cylin-
dre, du Cone et de la Sphére, qui fitila
portée de ceux qui apprennent les ma-
thématiques , et dont toutes les proposi-
tions fussent rigoureusement démontrées.

La démonstration d’Archiméde, qui
regarde la mesure de la sphére, est telle-
iment compliquée, qu’il faut la plus graiide
contention d’esprit pout la comprendre;
la démonstration que je Iui substitue est
courte et facile a saisir, et cependant elle
a toute la rigueur qu’on peuat exiger.

~ Je ne ferai pas ’éloge d’Euiclide; on se
méfie toujours de Iéloge d’un auteur fait
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par son traducteur. Je laisserai parler deux
illustres Géomeétres, Montucla et Bossut.

’

« Cest sur-tout & ses Elémens qu'Euchde
doit la célébrité de son nom. Il ramassa dans
cet ouvrage , le meilleur encore de tous ceux
de ce genre, les vérités élémentaires de la Géo-
métrie, découvertes avant lui. Il y mit cet en-
chainement si admiré par les amateurs de la
rigueur géométrique , et qui est tel, quil n’y a
aucune proposition qui n’ait des rapports né-
cessaires avec celles qui la précédent ou qui la
suivent. En vain divers Géométres , & qui I'ar+
rangement d’Euclide a déplu, ont tiché de le
réformer , sans porter atteinte a la force des
démonstrations. Leurs efforts impuissans ont
fait voir combien il est difficile de substituer a la
chaine formée par P'ancien géométre, une chaine
aussi ferme et aussi solide. Tel étoit le sen-
timent de lillustre M. Leibnitz, dont Pau-
torité doit étre d’un grand poids en ces ma-
uéres; et M. Wolf, qui nous Papprend, con-
vient d’avoir tenté inutilement d’arranger les
vérités géométriques dans un ordre différent,
sans supposer des choses qui n’étoient point
encore démontrées, ou sans se relicher beau-
coup sur la solidité de la démonstration. Les
Géométres anglais, qui semblent avoir le mieux
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conservé le goiit de la rigoureuse' géométrie,
ont toujours pensé ainsi; et Euclide a trouvd
chez eux de zélés défenseurs dans divers Géo-
métres habiles. L’Angleterre voit moins éclore
de ces ouvrages, qui ne facilitent la science
qti’en Iénervant 3 Euclide y est presque le_ scul
auteur élémentaire connu, et 'on n’y manque
pas de Géométres. :

» Le reproche de désordre fait 3 Euclide;

m’oblige 4 quelques réflexions sur Yordre pré-
tendu qu’affectent nos auteurs modernes d'é1é-
mens, et sur les inconvéniens qui en sont la
suite. Peut-on regarder comme un véritable
ordre, celui qui obllge a violer la condition
Ia pIus essentielle 4 un raisonnement géomé-
trique , je veux dire, cette riguear de dé-
‘monstration , seule capable de forcer un esprit
disposé a ne se rendre qu'a I'évidence méta-
phquue” Or rien n’est plus commun chez les
auteurs dont on parle, que ces atteintes porvees
a la rigueur géométrique. Mais il leur falloxt
nécessairement se relicherj jusqu’a ce point, on
commencer 3 traiter d’un certain genre d’éten-
due, avant que &’ avoir épuisé ce qu'il y avoit &
dire d’un autre plus s1mple et ils ont mieux
aimé ne démontrer qu’a demi, c’est-a-dire , né
point' démontrer du tout, que de blesser un
prétendu ordre dont ils étotent épris. -
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- »n1lya ‘méme, 4 mon avis, une sarte de pués
rilité dans cette aﬂeptauon de ne point parler
" d’un genre de grandeur, des triangles, par exem-
ple, avant que d’avoir traité au long des lignes
et des angles : car pour peu que, s'astreignang
a cet ordre, on veunille ohserver la rigueur-géa-
métrique, il faut faire les mémes frais de dé-
monstrations, que si 'on etit commencé par ce
genre d’étendue plus composé , et d’ailleurs si
simple, qu'l n’exige pas qu'on s’y éléve par
degrés. Foase aller plus loin, et je ne. crains
point de dire que cet erdre affecté va 2 rétrécir
Pesprit, et 3 Vaccoutumer & une marche. con-
traire & gelle du génie des découveries. Cest
déduire lahorieusement plusieurs vérités parti-
culiéres , tandis qu’il n’étoit pas plus difficile
& embrasser tont-d’'un coup l¢ trone, dont elles
ne sgnt que les branches. Que sont en effet la
plupart dg:ces propositions sur les perpend1-
culpires et les oblignes, qui remplistent plu-
sieurs segtions des onvrages dont em ‘pale,
sinon aptant de comséquences fort simples de
I propriété du triangle isoscéle ? 1l étoit bien
plus lumineux , et méme plus court, de com-
mencer 4 démontrer cette propriéié, et d’en dé-
duire ensuite toutes ces autres proposiions ».
( Histoire des Mathématiques, par J. F. MonN=-
TUCLA. Paris, an vi1, tom. 1, pag. 205.)

)
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« Jamais livre de science n’a eu un suceés
comparable i celui des Elémens d’Euclide. Ils
ont été enseignés exclusivement pendant l)lu-
sxeurs siécles dans toutes les écoles de mathé-
mathues traduits et commentés dans toutes les
langues; preuve certaine de leur excellence ».
( Essai sur IHistoire générale des Mathématiques,
par Cxu. BossuT. Pai'is, 1802 ) g’om. 1,pag.45.)

v. 5. Hlest indispenkabl'e de faii'e lés gorrections in-

d’Euchde. o
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ELEMENS
DE
GEOMETRIE
"DEUCLIDE.

LIVRE PREMIER.

DEFINITIONS.

1. Le point est ce qui n’a aucune partie.
2. La ligne est une longueur sans largeur.
- 3. Les extrémités d’'une ligne sont des points.
4. La ligne droite est celle qui est toute éga-
lement interposée entre ses points (1).
5. Une superficie est ce qui, a longueur et
largeur seulement. '

(1) Dans la suite nous divons une droite:au lieu de
dire une ligne droite. 3 o

: Y s
1/:;1’} [ 7Lc'/4 /1_(‘—7‘ 5‘;7. A



2 ELEMENS

6. Les extrémités d'une superﬁcne sont des
lignes. - . :

7. Une Sl}%?l(‘ﬁ‘(:le pldne est celle qui est
également ﬁ:.eu-posee entre ses lignes droites.

8. Un angle plan est linclinaison mutuelle de
deux lxgnes qui se touchent dans un plan et qui
ne sont point placées dans la méme direction.

9. Lorsque des lignes droites comprennent
un angle , I'angle s’appelle recuhgne.

10. Lorsqu une droite tombant sur une  droite
fait les angles de suite égaux entr’eux , chacun
des angles égaux est dr01t. La droite tombante
est dite perpendwulau‘e*a “celle sur laquelle elle

tombe. N

11. L’angle obtus est celui qui est plus grand
que I'angle droit.

12. IV anglé digua est celui qui est plus petlt
que I'angle droit. ’ :

15. On appelle terme ou Lmite ce qux est
Iextrémité de quelque chose.

'14. On appelle figurd ce qui est compr:s
efitre une ou plusieurs limites.

15. Le cercle est une figure plane comprise
dans une seule 'ligne qu’on appelle circonfé-
rence ; toutes les droites menées a la circon-
férence d'un ‘seul _point de ceux qui sont placés
dans les ﬁgure{, sont égales entr’elles.
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16. Ce point se nomme le centre du cercle.
17. Le diaméwe du cercle est une droite
menée paf le centre et terminée de part et
d’autre par la circonférence du cercle ; le
diaméwe partage le cercle en deux parties
égales.
18. Un demi-cercle est une ﬁgure comprise-
entre le dlameu-e et la poruon de la circonfé-

owe (2 )
rence qui est mmeeptee par le diamétre.

19. Un segment de cercle est une portion du
cercle comprise entre une droite et la circon=
férence du cercle. '

20. Les figures rectilignes sont celles qm sont
terminées par des droites.

ar1. Onappelletrilatéres ou trianglesles ﬁo'ures
terminées par trois droites.

22, Quadrilatéres, celles qui sont termindes
par quatre.

23. Multilatéres ou polygones, celles qu éont
terminées par plus de quatre droites.

24. Parmi les figures trilatéres, celle qui est
terminée par trois c6tés égaux se nomme trian-
gle équilatéral.

25. Celle qui a seulement deux c6tés égaux
se nomme triangle isocéle.

26. Celle dont tous les cétés sont inégaux se
nomme triangle scaléne. . .

‘2



4 ELEMENS
~ 27. Parmi les figures trilatéres, celle qui a un
angle droit se nomme triangle rectangle.

28. Celle qui a un angle obtus se nomme
triangle amblygone ou triangle obtus-angle.

ag. Celle qui a ses trois angles aigus, trian~
gle oxygone ou triangle acutangle.

30. Parmi les figures quadrilatéres , celle qui «
ses cOtés égaux et ses angles droits, se nomme
quarré.

31. Celle qui a ses angles droits,, mais qui n’a
pas ses cOtés égaux , se nomme quarré oblong
ou rectangle.

32. Celle qui a ses cotés egaux , mais quin’a
pas ses angles droits, se nomme rhombe.

33. Celle dont les cotés et les angles opposés
sont égaux , mais dont tous les c6tés ne sont pas.
égaux et dont les angles ne sont pas droits, se
nomme rhomboide.

34. Les autres quadrilatéres, ceux-a excep-
tés, se nomment trapézes (1).

55 Enfin, les parall¢les sont des droites qm ,

étant placées sur un méme plan, et qui étant

(1) On nomme aujourd’hui trapége un quadrilatére
dont deux de ses cotés seulement sont paraliéles, et
les autres quadrilatéres, excepté le trapéze et les qua-
drilatéres dont parle Euclide, se nomment ordinaire-
ment quadrilatéres simplement dits.
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prolongées de part et d'autre a I'infint, ne se
rencontrent nulle part.

DEMANDES.

1. Conduire une droite d’un point quelcon-
que 2 un point quelconque.

2. Prolonger continuellement , selon sa di-
rection, une droite finie.

3. D’un point quelconque et avec un inter-

valle quelconque décrire une circonférence de
cercle.

Notions communes ou axiomes.

1. Les quantités qui sont égales 4 une méme
quantité sont égales entr’elles.
2. Si 4 des quantités égales on ajoute des
quantités égales, les tous seront égaux.
3. Si de quantités égales on retranche des
quantités égales , les restes seront égaux.
4. St a des quantités inégales on ajoute des
quantités égales, les tous seront inégaux.
5. Si de quantités inégales on retranche des
quantités égales, les restes seront inégaux.
6. Les quantités qui sont doubles d'une méme
quantité sont égales entr’elles.
-7 Les quantités qui sont les moitiés d'une
méme quantité sont égales entr’elles.

-

. _ 3
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8. Les choses qui se conviennent mutuelle-
ment sont égales entr’elles.

9- Le tout est plus grand que sa partie.

10. Tous les angles droits sont égaux (1).

11, Siune droite tombant sur déux droites
fait les angles intérieurs du méme cété plus
petits que deux droits , les deux droites pro-
longées a I'infini se rencontreront du c6té on
les angles sont plus petits que deux droits.

12. Deux droites ne renferment point un
espace.

PROPOSITION PREMIERE.
PROBLEME.

Sur une droite donnée et finie , construire
un triangle équilatéral.

Soit AB (fig. 1) la droite donnée et finie : il
faut - construire sur la-droite AB un triangle
équilatéral.

Du centre A et avec un intervalle AB, dé-
crivez la circonférence BCD (dem. 3); ensuite
du centre B et avec I'intervalle BA décrivez Ia
circonférence ACE; et du point C, ot les cir-

(1) Dans quelques manuscrits les axiomes 10 et 11
s¢ trouvent placés parmi les demandes.
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conférences se coupent mutuellement, con-
duisez aux points A; B, les droites CA CB
(dem. 1 ) '

Car puisque le point A est le centre du cer-
cle CDB, la droite AC sera égale ala droite AB
(déf. 15)-, de plus , puisque le point B est le
centre du cercle CAE, la droite BC sera égale
a la droite BA; mais il a éié démontré que la
droite CA étoit égale a la droite AB: donc cha-
- cune des droites CA, CB est égale a la droite
AB; or les quantités qui sont égales & une méme
quantité sont égales entr’elles; donc la droite
C A est égale Aladroite CB: doncles trois droites
CA, AB, BC sont égales entr’elles.

Dongc le triangle ABC (déf. 24 ) est équila-
téral, et de plus 1l est construit sur la higne
donnée et finie AB; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION I
PROBLEME .

D’un point donné conduzre une drozte égale & une
droite donnée.

Soit A (fig. 2) le point donné et BC la droite
~ donnée : il faut conduire du point A une droite
égale 2 la droite BC.
Conduisez du point A au point B la droite
/
4
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AB (dem. 1); sur cette droite construisez le
triangle équilatéral DAB (prop. 1), et pro-
longez les droites AE , BF dans la direction
des c6tés DA, DB; du centre B et avec I'inter-
valle BC , décrivez la circonférence CGH
(dem. 3); et du centre D et avec l'intervalle
DG décrivez ensuite la circonférence GKL.

En effet,, puisque le point B est le centre du
cercle CGH, la droite BC sera égale 4 la droite
BG (déf. 15); de plus, puisque le point Destle
centre du cercle GKL, la droite DL sera égale
a la droite DG ; mais la droite DA est égale 2
la droite DB : donc la droite AL sera égale a la
droite BG (axiome 3 ) ; mais 1l a été démontré
que la droite BC est égale 4 la droite BG: donc
les droites AL, BC sont égales chacune a la
* droite BG. Mais les quantités qui sont égales a
une méme quantité sont égales entr’elles : donc
la droite AL est égale a la drone BC.

Donc du point donné * on a conduit une

droite AL égale i la ligne donnée BC; ce qu’il
falloit faire.
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PROPOSITION 111

PROBLEME.

Deux droites inégales étant données, retrancher
de la plus grande une droite égale 4 la plus
petite. e

Soient ABet C (fig. 3) les deux droites iné-
gales données dont la plus grande soit AB : il
faut de la plus grande AB retrancher une droite
qui soit égale a la plus petite C.

Du point A conduisez une droite AD égale
3 la droite C (prop. 2), et du centre A et avec

un intervalle AD décrivezla circonférence DEF
(dem. 3 ).

Puisque le point A est le centre du cercle
DEF, la droite AE sera égale a la droite AD;
mais la droite C est égale & la droite AD : donc
les deux droites AE, C sont égales chacune 2
la droite AD : donc la droite AE est égale a la
droite C.

Donc les deux droites inégales AB, C ayant
été données, il a été retranché de la plus grande

AB une droite AE égale a la plus petite C; ce

qu'il falloit faire. RN RNV

ot

! .
PEIPRE!
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PROPOSITION IV,

~

THEOREME.

§i deux cdtés d'un triangle sont égaux & deux
cotés d’un autre triangle chacun & chacun , et si

y
/angley compri gtés é,
m ‘angley compris entre les cotés égaux

- de £é5 deur triangles somtenmesidgesssr , la base

de Uun sera égale a la base de Uautre ; ces deux
triangles seront égaux, et les autres angles com~
pris entre les cotés égaux de ces deux triangles
seront aussi. égaux entr'eux.

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig. 4)
dontles.deux c6tés AB, AC sont égaux aux deux
- l’q . -

c61és DE, DF chacun a chacun eaiesietedive ,
le c61é AB égal au c6té DE, et le c6té AC au

c6té DF; que l'angle BAC soit aussi égal a
I'angle EDF : je dis que la base BC est égale &
Ja base EF, que le triangle ABC est égal an
triangle DEF, et que les autres angles compris
entre les c6tés égaux de ces deux triangles sont
aussi égaux chacun a chacun; I'angle ABC égal
a l'angle DEF, et 'angle ACB égal & I'angle
DFE. :

Car si le triangle ABC est appliqué sur le
triangle DEF, le pomt A étant posé sur le point
D, ladroite AB surladroite DE, le point B tom-
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bera sur le point E, parce que la droite AB est
égale a la droite DE * mais la droite AB s’appli-
quant exactement sur la droite DE, la droite AC
s’appliquera de méme exactement sur la droite
DF, parce que I'angle BAC est égal a I'angle
EDF; le point C tombera sur le point F, parce
que la ligne AC est égale a la ligne DF ; mais le
point B tombe sur le point E : donc la base BC
est égale & la base EF, car si le point B tombant
sur le point E, et le point C sur le point F, la
base BC ne s apphque pas exactement sur la
base EF, il faut nécessairement que deux lignes
droites comprennent un espace, ce qui est im-
possible (axiome 12 ); donc la base BC s’appli-
quera exactement sur la base EF, et lui sera
égale ; donc aussi le triangle entier ABC s’ap-
pliquera exactement sur le triangle entier DEF
et lui sera egale Par conséquent les autres an-
gles de I'un dey mangles s’appliqueront exac-
tement sur les autres angles de l'autre triangle ‘
et seront par conséquent égaux aussi entr'eux ;
c'est-a—dire’ Tangle ABC égal I'angle DEF, et
langle ACB égal 4 I'angle DFE.
Donc si deux c6tés d'un triangle sont égaux i
deux c6tés d'un autre triangle chacun a chaeun,
et rsn.w m’, compris entre les cotés

Liiuasytly »

égaux- , la
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‘base de I'un sera égale a la base de I'autre; ces
" deux triangles seront égaux , et les autres angles
compris entre les ¢6tés égaux des deux trian-
gles seront aussi égaux entr’eux; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION V.
THEOREME.

Dans les triangles isocéles les angles placés sur
la base sont égaux entr'eux, et les ctés égaux
étant prolongés , les angles placés au-dessous
de la base seront aussi égaux entr'eux.

Soit le triangle isocéle ABC (fig. 5) dont le
c6té AB est égal au c6té AC; prolongez les
droites AB, AC, vers Detvers E (dem. 2 ):je
dis que angle ABC est égal aI'angle ACB et que
Tangle CBD est encore égal 4 Pangle BCE.

Car prenons sur la droite BD un point quel-
conque F, et de la droite AE retranchons la
droite AG égale i la droite AF, qui est plus
petite que la droite AE (prop. 3), et condui-
sons les droites FC et GB.

- Puisque la droite AF est égale ala droite AG
et la droite AB i ladroite AC, les deux droites
FA, CA seront égales aux deux droites GA, BA
chacuneh chacune ;' mais ces droites compren-
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nent I'angle commun FAG: donc (prop. 4) la
base FC sera égale 4 labase GB; le triangle AF C
sera égal au triangle AGB et les autres angles
-compris entre les cétés égaux de ces deux
triangles seront aussi égaux entr’eux, cest-i-
dire, I'angle ACF égal 4 'angle ABG, et 'angle
AFC i Pangle AGB ; mais comme la droite A F
est égale a ladroite AG et la droite AB a la
droite AC, la droite BF égalera la droite CG
(axiome 3 ) ; mais il a ét1é démontré que la droite
FC est égale i la droite GB: donc les deux droites
BF, FC sont égales aux droites CG, GB cha-
cune & chacune ; mais angle BFC est égal i
Vangle CGB et la droite BC est la base com-
mune de ces deux triangles : donc le triangle
BFC sera égal au triangle CGB et les autres
- angles compris entre les c6tés égaux de ces
- deux triangles seront aussi égaux chacun a cha-
-cun (prop. 4) : donc I'angle FBC est égal a
Pangle GCB, et 'angle BCF égal aussi 4 I'an-
gle CBG. Mais comme il a été démontré que
. Pangle total ABG étoit égal a langle total ACF
- et que P'angle CBG- étoit aussi égal i I'angle
BCF, I'angle restant ABC (axiome 3 ) et 'angle
restant ACB placés sur la base seront égaux. Il
a été démontré aussi que les angles FBC et GCB
placés au-dessous de labase etoient aussi égaux.
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Done dans les triangles isoceles les angles
placés sur la base sont égaux entr’eux, et les
A ’ ’ ’ 1 d [ ~
c6tés égaux étant prolongés, les angles placés
au-dessous de la.base seront aussi égaux entre
eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION VL
THEOREME.

Sideux angles d’un triangle sont égaux entr’eux ,
les cdtés opposés.a ces angles égaux seront aussi
égaux entr'eux.

Soit le triangle ABC (fig. 6) ayant.l’angle
ABC égal a I'angle ACB : je dis que le coté
AC est égal au c6té AB.

Car si le c6té AC n’est pas égal au c6té AB,
T'un d’cux sera Aplus grand que autre. Soit AB
le plus grand ; retranchez de AB qui est le plus

grand c6té ( prop. 3) la droite DB égal au plus
petit ¢t AC et:menez la droite DC.

Puisque, ] ‘BB est égal a la droite AC, et que
la drorte BC est le c6té commun, les deux
droites DB, BC sont égales aux deux droites
AC, CB chacune 3 chacune ; mais 'angle DBC
est égal & Yangle ACB : donc la base DC est
égale 4 la base AB et le triangle ABC égal au
triangle DCB; c’est-a-dire que le plus grand est
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éﬂal au plus petit : ce qui est absurde. Donc la
drmte AB n’est pas plus grande que la droue
AC, done elle lui est égale.

Donc si deux angles d’un triangle sont éganx
entr'eux, les cotés opposés aux angles égaux
seront aussi égaux entr’eux ; ce qu'il falloit dé-.
montrer. '

PROPOSITION VII
THEOREME,

Ayant conduit par les extrémités d’une droite
deux droites qui se rencontrent, il est impossi~
‘ble de mener des mémes extrémités deux autres
droites qui leur soient. égales chacune & cha-
cune , si le point ou se rencontrent les deux

- derniéres draites est placé du ménie cdté et n’est
pas le méme que celui ou. se rencontrent les deux:
premiéres..

Supposons qu’il soit possible de tonduire par
les extrémités A, B de la droite AB (fig. 7), deux
droites’ AD, DB égales chacune & chacune
deux autres droites AC, CB conduites aussi par
les mémes extrémités A, B, et se rencontrant
aun point C qui est placé du méme cété et qui
n’est pas le méme que celui ol se rencontrent
les deux droites AD, DB, de maniére que
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les deux droites CA, D A partant de la méme
extrémité A soient égales entr’elles, et que les
deux droites CB, DB partant de Ja méme extré-
mité B soient aussi égales entr’elles; conduisez
la droite CD.

Puis donc que la droite AC est égale & Ia
droite AD, 'angle ACD est égal 4 I'angle ADC
(prop. 5); d’ou1 il suit que I'angle ADC est plus
grand que I'angle DCB, et que I'angle CDB est
beaucoup plus grand que DCB; de plus puis-
que la droite CB est égale 4 la droite DB, I'an-
gle CDB sera égal a I'angle DCB; mais il a été
démontré qu'il est beaucoup plus grand, ce qui
est impossible. .

Donc ayant conduit par les extrémités d'une
droite deux droites qui se rencontrent, il est
impossible de conduire par les mémes extré-
mités deux autres droites qui leur soient égales
chacune a chacune , lorsque le point ol se ren-
contrent ces deux derniéres droites est placé
du méme c6té et n'est pas le méme que celui
ol se rencontrent les deux premjéres; ce qu’il
falloit démontrer.



DEUCLIDE. 7
"PROPOSITION VIIL
..Tnx':\oni:mz.

" 8i deux cbtés d'un triangle sont égaux & deux
cdtés d'un autre triangle, chacun & chacun, et si
‘la ﬁase de lun est egale & la base de Uautre

entre les cdtes &
.....74;,

af) syat

Soient les deux triangles ABC,DEF (ﬁg. 8)
ayant les deux cétés AB, AC égaux aux cérés
DE, DF, chacun & chacun, c’est-a-dire le
c6té AB égal au c6té DE, et le c6té AC égal

. au cbé DF; que la base BC soit aussi égale a
la base EF: je dis que I'angle BAC est egal a
Pangle EDF.

Car si le triangle ABC est apphque sur ]e
triangle DEF, le point B sur le pomt E, et la
droite BC sur la droite EF, le point C tombera
sur le point F, parce que la droite BC est égale
ala droite EF. La droite B C s’appliquant exac-
tement sur la droite EF, les droites BA, AC
s'appliqueront exactement sur les droites DE,
DF: car si la base BC s’appliquant exactement
sur la base EF, les cotés BA, AC ne s’appli-
qu ¢ pas exactement sur les c6tés DE, DF,

et prenoient une autre position comme EG,
’ L4
B
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GF, il seroit possible, aprés. avoir conduit par
les extrémités d’une droite deux droites qui se
rencontrent , de mener par les mémes extré-
mités deux autres droites quileur seroient égales
chacune & chacune, lors méme que le point ot
se rencontroient les deux derniéres seroit placé
du méme cité et ne seroit pas le méme que
celui o se rencontrent les deux premiéres ;
mais cela est impossible ( prop. 7 ) : donc la
base BC s’appliquant exactemeént sur la base
EF, 1l est impdssible que les cotés AB, AC ne
s'appliquent pas exactement sur les cétés ED,
DF : donc ils s’appliquent exactemerit les uns
sur les autres : donc Pangle BAC s'applique
exactement sur Pangle EDF : domc il lui est
égal.

" Si'donc deux ¢6tés d’un triangle sont égaux
a'deux ¢6tés d’un autre triangle, chacun & cha~
cun, et si/ Ja bﬁe de I'un est égale i la base de

? . AL P
T'autre, jﬁ%ﬁlﬁ 3%5?‘23-55":295 c6tés
égaux seroxt égaux ; ce quiil falloit-démontrer. -
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PROPOSITION IX.
PROBLEME.

Partager un angle rectiligne donné en deux parties
égales.

Soit BAC (fig. 9) I'angle rectiligne donné :
il faut le partager en deux parties égales.
Prenez sur la droite AB un point quelcon-
que D, retranchez de la droite AC la droite AE
égale A la droite AD (prop.3), conduisez la
droite DE, surla droite DE construisez le trian-
gle eqmlateral DEF (prop. 1 ), et condulsez la
droige AT oy Vit o4 /oo
Puisqde la droite AD est égale & la droite
AE et que la droite AF est commune, les deux
droites DA, AF seront égales aux deux droites
EA, AF, chacune i chacune ; mais la base DF
est égale & la base EF : donc¢Tangle DAF est
égal a 'angle EAF (prop. 8): donc I’angle rec-
tiligne donné BAC est partagé en deux parties
égales par la ligne AF; ce quil falloit faire.
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PROPOSITION X.
PROBLEME

~ Partager une droite donnée et finie en deux
parties égales.

Soit AB (fig. 10) la droite donnée et finie :
il faut partager cette dr01te AB en deux parties
égales.

Construisez sur cette ligne un triangle équi-
latéral ABC (prop. 1), et partagez I'angle ACB
en deux parties égales (prop. ) : je dis que la
droite AB est partagée en deux parties dgales au
point D.

Car puisque la droite AC est égale ila drone
CB, et quela droite CD est commune, les deux
dro'nes AC, CD sont égales aux deux droites
BC, CD, chacune i chacune ; mais 'angle ACD
est égal & l'angle BCD : donc la base AD est
égale a la base BD (prop. 4).

'Donc la droite donnée et finie AB est par~

.tagee en dqux - parties egales au pomt D ce
qu'il falloit faire.
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PROPOSITION XL

PROBLEME.

Sur une droite donnée et d’un point donné dans
cette ligne , conduire une droite qui fasse deux
angles droits avec la droite donnée.

Soit AB (fig. 11) la droite donnée et Cle point
donné dans cette droite : il faut par le point C
conduire’® la droite AB une droite qui fasse
deux angles droits. -

Prenez dans la ligne AC un point quelconque
D, faites CE égale & CD (prop.3), construisez
suc la droite DE un triangle équilatéral FDE
(prop. 1), et menez la droite FC : je dis que la -
droite CF, conduite par le point C sur la droite
donnée AB, fait deux angles droits avec elle.

Car puisque la droite C D est égale 4 la droite
CE et que la droite FC est commune, les'deux
droites DC, CF sont egales aux deuz droites
EC,CF, chacune a chacune; mais la base DF
est égale & la base EF : donc I'angle DCF est
égal al'angle ECF (prop.8). Or ces deux angles
sont de suite ; mais quand une ‘droite fait avec
une’ autre les angles de snite égaux entr’eux,
chacun des angles égaux est droit ( déf. 10):
donc chacun des angles DCF, FCE est droit.

~
»
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Donc la droite FC, condyite par le point C

sur la droite AB, fait deux angles droits avec
la droite AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XII.
pn‘onni:ME.

Sur une droite donnée et indéfinie et d’un point
placé hars d’elle, mener une perpendiculaire.

Soit AB (fig. 12 ) la droite donnée et indé-

finie , et C le point donné placé hors de cette
* droite : il faut sur cette droite donnée et mdé-

- finie AB, conduire du point donné C, pris hors
de cette droite, une droite perpendiculaire.

Prenez de lautre cété de la droite AB un
point quelconque D, et du centre C et avec un
intervalle CD décrivez une circonférence EFG
(dem. 3), partagez la drvoite EG en deuxpar-
ties égales au point H (prop. 10), et condui-
sez les droites CG, CH, CE : je dis que sur la
droite indéfinie AB et du point donné C placé
hors de cette droite on a mené une perpendicu-
laire CH.

Car puisque la droite G H est égale a la droite
HE, et que la droite CH est commune, les deux
droites GH , HC sont égales aux deux droites
EH, HC, chacune a chacune; mais la base CG
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est aussi égale a la base CE (déf. 15) : donc
'angle CHG est égal a 'angle EHC (prop.8).
Or ces deux angles sont de suite ; mais lors-
qu'une droite tombant sur une droite fait avec
elle les angles de suite ég!ux entr’eux , chaeun
de ces angles est drou et la droite tombame
est dite perpendlculalre /'rcelle sur laquelle elle
tombe. -

Donc on a conduit une perpendlculau-e CH
sur la droite indéfinie AB, du point donné C,
qui est placé hors de cette droite; ce qu'il falloit,
farre,

PROPOSITION XIIL
THREOREME.

Si une droite placée sur une autre droite fait des
angles, elle fera avec elle ou deux angles droits
ou deux angles égaur, & deux angies droits.
Qu’une droite quelconque AB (fig. 13) placée

sur une droite DC fasse les angles CBA, ABD:

je dis que les angles CBA , ABD ou seront droits
ou égaux a deux droits.

Car si I'angle CBA est égal a I'angle ABD,
ces deux angles seront droits ( déf. 10). Sile
contraire arrive , du point B conduisez la droite
BE de maniére qu’elle fasse deux angles droits
avec la droite DC, (prop. 11 ). Puisque I'angle -

| 4
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CBE est égal aux deux angles CBA, ABE| si
on ajoute un angle commun EBD), les angles-
CBE, EBD seront égaux aux trois angles CBA,
ABE, EBD. De plus, comme I'angle DBA est
égal aux deux angles DBE, EBA, si on ajoute’
un angle commun ABC, les angles DBA,’ABC
seront égaux aux trois angles DBE , EBA, ABC;
or il a été démontré que les angles CBE ; EBD
sont aussi éganx i ces trois angles : donc puis-
que les choses qui sont égales 2 une méme
chose sont égales entr'elles, les angles CBE,’
EBD seront égaux aux angles DBA, ABC;
mais les angles CBE , EBD sont ‘deux angles
droits ; donc les angles DBA, ABC sont égaux
a deux angles droits.

" Donc si une droite placée sur une autre droite
‘forme des angles , elle fera ou deux angles droits
ou deux angles égaux a deux droits; ce qu'il
falloit démontrer. ..
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PROPOSITION X1IV.
THEOREME.

Si dans un point quelconque d’une ligne droite,
deux droites placées de différens cétés font avec
elle dewxr angles de suite égaux & deux droits,
ces deux droites seront dans la méme direc-
tion, c’est-d~dire qu'elles ne. formeront qu'une -
seule et méme droite.

Que dansun point B(fig. 14) de la ligne droite
AB les deux droites BC, BD placées de diffé-
vens cités fassent avec elle les angles de suite
ABC, ABD égaux a deux droits : je dis que la
droite BD est dans la direction de la droite CB.

Car si la droite BD n’est point dans la direc-
tion de la droite BC, supposons que la droite BE
soit dans la direction de‘la droite BC (dem. 2).

Puis donc que la droite AB est placée sur la
droite CBE, les angles ABC, ABE seront
égaux A deux droits ( prop. 13 ); mais les angles
ABC, ABD sont égaux & deux droits par suppo-
sition : 'donc les angles CBA , ABE sont égaux
aux angles CBA, ABD. Otez I'angle commun
ABC, l'angle restant ABE sera égal a I'angle
restant ABD, c’est-a-dire que le plus petit sera

¥gal au plus grand; ce qui est impossible. La.
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droite BE n’est donc pas dans la direction de
la droite BC. Nons démontrerons de la méme
maniére qu’il n'y en a pomnt d’autre qui soit
dans la direction de BC, si ce n’est BD. Done
la droite CB est dans la direction BD:
Donc sidans un poi:?t“ ‘une ligne droite, deux
droites placées de différens cotés font avec elle
deux angles de sufte égaux & deux droits, ces
deux droits seront dans la méme direction; ce

9

quil falloit démontrer.
PROPOSITION XV.

7 - A

THEOREME.

S deux droites se coupent mutuellement , elles
Jont les angles au sommet égaux entr’eux.

Que les deux droites AB, CD (fig. 15) se
coupent mutuellement au point E : je dis que
l'angle AEC est égal a 'angle DEB, et langle
CEB egal a l'angle AED.

Car puisque la droite AE est placée sur la
droite CD, faisant les deux angles CEA, AED,
les angles CEA , AED sont égaux a deux droits
(prop. 13 ). De plus, puisque la drone DE est
placée sur la droite AB ; faisant les deux angles
AED, DEB, les angles AED, DEB sont égaux
a deux droits (prop. 13 ). Mais il a été démon-~
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tré que les angles CEA, AED sont égaux a
deux droits : done les gngles CEA, AED sont
égaux aux angles AED, DEB. Retranchez I'an-
gle commun AED, I'angle restant CEA éga-
lera l'angle restant BED. On démontrera de
la méme maniére que les angles CEB, DEA
sont égaux entr’eux.
Donc si deux droites se eoupent mutuelle-
ment, elles feront les angles au sommet égaux
entr'eux ; ce qu'il falloit démontrer.

COROLLAIRE.

De-14 il suit manifestement que quel que soit
le nombre des lignes qui se coupent en un
point, les angles au point de section sont égaux
a quatre angles droits.

PROPOS}IT}ION XVI._ '
THEEOREME.

Ayant prolongé un cété d'un triangle quelcongue,
Vangle extérieur est plus grand que chacun des
angles intérieurs et opposés.

Soit le triangle ABC (fig. 16 ), prolongez
le c6té BC jusqu’en D : je dis que P'angle exté- -
rieur ACD est plus grand que chacun des angles
intérieurs et opposés CBA , BAC.
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Partagez la droite AC en deux parties égales

enE (prop. 10); et apres avoir conduit ladroite
BE, i)rolongez-law;n%q%‘ F, faites la droite
EF égale i la droite BE (prop.3), conduisez
la droite FC et prolongez AC jusqu'en G.
Puisque la droite AE est égale & la droite
EC et la droite BE égale aussi 4 la droite EF,
les deux droites AE, EB seront égales aux
deux droites CE, EF, chacune ‘4 chacune;
Iangle AEB est égal a 'angle FEC (prop.15),
puisqu’ils sont opposés au sommet; donc la
base AB est égale i la base FC (prop.4); le
triangle ABE est égal au triangle FEC, et les
angles opposés & des cétés égaux sont égaux
chacun a chacun : donc I'angle BAE est égal a
Tangle ECF (ax.g); mais 'angle ECD est plus
- grand que Pangle ECF : donc I'angle ACD est
plus grand que I'angle BAE. Si on partage le
c6té BC en deux parties égales ; on démontrera
de la méme maniére que I'angle BCG, c’est-
i-dire Pangle ACD (prop.15), est plus grand
que P'angle ABC.
Donc, ayant prolongé un ¢6té d’un triangle
_guelconque , Iangle extérieur est plus grand
que chacun des angles intérieurs et opposés ; ce
qu'\l falloit-démontrer.
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PROPOSITION XVIL
THEOREME

Deux angles d'un triangle quelconque, de quel-
que maniére qu'ils soient pris, sont moindres
que deux droits.

Soit le triangle ABC (fig. 17) : je dis que
_ deux angles du triangle ABC, de quelque ma-
niére qu’ils soient pris, sont moindres que
deux droits. Prolongez la droite BC jusqu’en D
(dem. 2). L'angle extérieur ACD du triangle
ABC est plus grand que Vangle intérieur et op-
posé ABC (prop. 16). Donc si nous ajoutons un
angle commun ACB, les angles ACD, ACB
seront plus grands que les angles ABC, BCA;
mais les angles ACD, ACB sont égaux & deux
droits (prop. 13) :-donc les angles ABC, BCA
sont moindres que deux droits. On démontrera
de la méme maniére que les anglesBAC, ACB
sont aussi moindres que deux droits; on dé-
montrera encore la méme chose par rapport
aux angles CAB, ABC.

Donc deux angles d’un triangle quelconque,
de quelque maniére qu'ils soient pris, sont
moindres que deux angles droits; ce qu'il falloit
démontrer.,



30 ELEMENS

PROPOSITION XVIIL
THEOREME.

Dans tout tﬁ'angle, un plus grand cdté est opposé
& un plus grand angle.

Soit le triangle ABC (fig. 18) ayant le c6té
AC plus grand que le c6té AB: je dis que I'an-~
gle ABC est plus grand que I'angle BCA.

‘Puisque le c6té AC est plus grand que le
c6té AB, faites la droite AD égale au cété AB
(prop. 3), et conduisez la ligne BD.

L’angle ADB, qui est un angle extéricur du
tnangle BDC, est plus grand que I’ angle inté-
rieur et opposé DCB (prop. 16); mais I'angle
ADB est égal & 'angle ABD (prop.5), parce
que le c6té AB est égal au coté AD : donc I'an-
gle ABD est plus grand que I'angle ACB : donc
P’angle ABC est beaucoup plus grand que I'an-
gle ACB.

- Donc dans un triangle quelconque , un plus
grand c6té est opposé A un plus grand angle ;
ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIX.

TafOoREME.

Dans tout triangle , un plus grand angle est opposé
& un plus grand cdté.

Soit le triangle ABC (fig. 19 ) ayant l'angle
ABC plus grand que I'angle BCA : je dis que le
c6té AC est plus grand que le c6té AB.

Car s'il n’est pas plus grand , le c6té AC est
€gal au c6té AB, ou bien il est plus petit. Or le
c6té AC n’est pas. égal au c6té AB, car alors
Yangle ABC seroit égal aYangle ACB (prop.5);
or Pangle ABC n’est point égal & 'angle ACB:
donc le c6té A C né sera pas égal au c6té AB.
Le c6té AC n’est pas cepeadant plus petit que
le c6té AB, car alors Iangle ABC seroit plus
petit que I'angle ACB (prop. 18); or Pangle
ABC n’est pas plus petit que Fangle ACB; done
le c6té AC ne sera pas plus petit que le c6té AB.
Mais il a été démontré qu’il ne lui est pas égal :
donc le c6té AC est plus grand que le c6té AB.

Donc dans un triangle quelconque, un plus
grand angle est opposé i un plus grand c6té ;
ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.
. THEOREME.

Deux cités d'un triangle quelconque, de quelque
maniére qu’ils soient pris , sont plus grands que
le cdté restant.

Car soit le triangle ABC (fig. 20 ) : je dis que
deux c6tés du triangle ABC, de quelque ma-
. miére qu'’ils soient pris , sont plus grands que le
cOté restant ; ¢’est-a~dire que les c6tés BA, AC
sont plus grands que le c61é BC ; les cotés AB,
BC plus grands que le c6té AC, et les cotés
BC, CA plus grands que.)ﬁf cgé AB.

Prolongez le c6té AB jwesgiaan point D, faites
la droite DA égale a la droite CA (prop.3), et
conduisez la droite DC. :

Puisque la droite DA est égale ala droite AC,
I'angle ADC sera égal 24I'angle ACD (prop. 5);
mais P'angle BCD est plus grand que I'angle
ACD (ax.g): donc I'angle BCD est plus grand
que I'angle ADC : donc, puisque dans le triangle
DCB, I'angle BCD est plus grand que P'angle
BDC, et qu'un plus grand c6té est opposé a
un plus grand angle (prop. 19), le c6té DB sera
plus grand que le cété BC; mais la droite DB
est égale aux cétés AB, AC; donc les cétés



DPEUCLIDE. 33

AB, AC sont plus grands que le c6té BC. Nous
_ démontrerons de la méme maniére que les cotés
AB, BC sont plus grands que le c6té CA, et les
c6tés BC, CA plus grands que le coié AB.
Donc deux c6tés d’un triangle quelconque,
de quelque maniére qu'ils soient pris, sont
plus grands que le c6té restant; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXI.
ratont ME.

Si des extrémités d’un cdté d’un triangle on méne
deux droites qui se rencontrent dans ce trian-
gle, ces deux droites seront plus courtes que
les deux autres cOtés du zriangle, mais elles
comprendront un angle plus grand.

Des extrémités B, C (fig. 21 ) du c6té BC,
menez en dedans du triangle ABC les deux
droites BD, DC: je dis que les droites BD, DC
seront plus petites que les deux autres ctés
BA, AC du triangle ABC, et capendeyt

7."elles comprendront un angle BD R plus grand
que 'angle BAC. :

Prolongez la droite BD jusqu’au point E.

Puisque deux cotés d’un triangle quelconque
sont plus grands que le cSt&Téstant (prop. 20),
les deux cotés AB, AE du triangle ABE sont

C
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plus grands que le c6té BE. Donc si nous ajou~
tons une droite commune EC, les c6tés BA, AC
seront plus grands que les droites BE , EC. De
plus, puisque les deux c6tés CE, ED du trian-
gle GED sont plus grands que le c6té CD, si
nous ajoutons une droite commune DB, les
droites CE , EB seront plus grandes que les
droites CD, DB; mais on a démontré que les
c6tés BA, AC sont plus grands que les droites
BE, EC : donc les c6tés BA, AC sont beau-
~ coup plus grands que les c6tés BD, DC.

Mais comme un angle extérieur d’un trian-
gle quelconque est plus grand qu’un des angles
ntérieurs et opposés ( prop. 16 ), I'angle BDC,
qui est un angle extérieur du triangle CDE,
est plus grand que I'angle CED. Par la méme
raison I'angle CEB, qui est un angle extérieur
du triangle ABE, est plus grand que I'angle
BAC ; mais il a été démontré que I'angle BDC
est plus grand que I'angle CEB : donc l'angle
BDC est !?egagoup plu.s grand que 'angle BAC,

Donc si &¢s extrémités d'un c6té d'un triand
gle quelconque on méne deux droites qui se
rencontrent dans ce triangle, ces deux droites
seront plus petites que les deux autres ¢6tés du

tfiqngle, et eependant elles comprendront un
plus grand angle ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOS(ITIBN_ X XII
"PROBLEME.

Avec trois droites égales & trois droites données
construire un triangle ; il faut que deux de ces

. trois droites , de quelque maniére gqu’elles soient
prises, soient plus grandes que la troisiéme.

Soient dounées les trois droites A, B, C
(fig. 22), dont deux, de quelque maniére qu’on
les prenne, soient plus grandes que la troi-
siéme ; ¢’est-a-dire les droites A, B plus grandes
que la droite C, les droites A et G plus-grandes
que B, et enfin les droites B et C plus grandes
que A : il faut avec tréis droites égales aux
droites A, B, C construire un triangle.

Supposons la droite DE terminée en D et
indéfinie vers E ; faites la droite DF égale 4 la
droite A (prop.3), la droite FG égale a la
droite B et la droite GH égale a la droite C;
ensuite’ du centre F et avec Pintervalle FD
décrivez la circonférence DKL (dem.3), du
centre G avec I'intervalle GH décrivez la cir-
conférence KL H, et conduisez les droites KF;
KG': je dis que le triangle KFG est construit
avec trois droites égales aux droites A, B, C.

Car puisque le point F est le centre du cercle

2
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DKL, la droite F§ est égale a la droite FK
(déf. 1 5); mais la droite F B est égale 4 la droite
A : donc la droite KF égale la droite A. De
plus , puisque le point G est le centre du cercle
LXH, la droite GH est égale i la droite GK;
mais la droite GH est égale a la droite C : donc
la droite KG égale la droite C; or la droite KG
est égale a la droite B : donc les trois droites
KF, FG, GK égalent les trois droites A, B, C.
Donc le triangle KFG a éié construit avec
1rois droites KF, FG, GK qui sont égales aux
trois droites données A, B, C; ce quil falloit
démontrer. /éwu -
PROPOSITION XXIII.

PROBLEME.,

" Sur une droite donnée et & un point donné dans
cette droite , construire un angle égal & un angle
donné.

- Soit AB (fig. 23 ) la droite donnée %t A le
point donné dans cette droite; que DCE soit
Pangle donné : il faut sur la droite donnée AB
_et au- point donné A construire un angle rec-
tiligne égal 4 I'angle rectiligne donné DCE.

. Soient pris dans I'une et Pautre ligne CD, CE
deux points quelconque D, E; conduisez la
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droite DE, et avec trois droites. égales. aux
droites C D DE, CE, construisez le triangle
AFG (prop 22), de maniére que la droite CD,
soit égale 4 la droite AF, la droite CE égale 4 la
droite AG, et la droite DE égale 4 la droite FG.
Puisque les deux droites DC, CE sont égales
aux deux droites FA, AG, chacune i cha-
cune, et que la base DE est égale a la base
FG, l'angle DCE sera, égal 4 Vangle FAG
(prop-8). ,
Donc I'angle rectiligne FA G a été construit
égal i l'angle rectiligpe DCE sur la droite
donnée AB, et au point donné A dans cette

droite. i ,
PROPOSITION XXIV.
ThHEO ni‘.‘m E.g

Si deux triangles ont deux cdtés dgaux & deux
~ cdtés, chacun & chacun, et st Uun des angles com~
pris entre ces catés égaux est plus grand que
Vautre, labase de Pun de ces tnangles sera aussi
plus grande que la base de Uautre.

~ Soient les deux trwpgles ABC DEF (ﬁogn.{,)

dont les deux cotés AB, AC sont égaux aux

deux cétés DE, DF, chacun i chacun, cest-

a—dire le c6té AB égal au ¢6té DE et le cbté
3
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AC au cété DF; que 'angle BAC soit plus
grand que V'angle EDF :je dis que la base BC
est plus grande que la base EF. oo

Car puisque Pangle BAC est plus grand que
I'angle EDF, construisez sur la droite DE et
au point D un angle EDG égal 4 'angle BAC
{ prop. 23 ); faites la droite DG égale a I'une
ou 4 l'autre des droites AC, DF (prop. 3), et
conduisez les droites GE, FG. :

Puisque la droite AB est égale i la droite
DE, et la-droite AC 4 la droite DG, les deux
droites BA , AC seront égales aux deux droites
ED, DG, chacune i chacune; mais Fangle BAG
est égal par construction 4 I'angle EDG : donc
la base BC sera égale a la base EG (prop. 4)
De plus, puisque la droitg DG est égale a Ia
droite DF, w I'angle DFG egal a langle DGF
(prop. 5), donc I'angle DFG sera plus grand que
Pangle EGF : donc I'angle EFG sera beau-~
coup plus grand que 'angle EGF ; mais puisque
I'angle EF G du triangle EF G est plus grand
que P'angle EGF , et qu'un angle plus grand
est opposé A un c6té plus grand (prop. 19),
le c6té EG est plus grand que le cété EF;
mais le c6té EG est égal au c6té BC par cons-
truction : donc le coté BC est plus grand que
le c6té EF. :
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Donc si deux triangles ont deux c6tés égaux
a deux cétés, chacun a chacun, et si I'un des
angles compris entre ces c6tés égaux est plus
grand que l'autre , la base de 1'un de ces trian-

gles sera plus grande que la base de V'autre.
PROPOSITION XXV.
TRfOREME.

Si deux triangles ont deux cotés égaux chacuné
chacun, et si la base de L'un est plus grande que
la base de Vautre, ils auront aussi les angles
compris entre les cotés égaux plus grands lun
que Uautre.

Soient ABC, DEF (fig. 25) deux triangles
qui aient les deux c6tés AB, AC égaux aux deux
c6tés DE | DF, chacun i chacun, c’est-a-dire le
c6té AB égal au c6té DE, et le c6té AC égal
au c6té DF; que la base BC soit plus grande
que la base EF : je dis que I'angle BAC est plus
grand que EDF.

Car si I'angle BAC n’est pas plus grand que
angle EDF, il lui est égal , ou il est plus petit;
or 'angle BAC n’est pas égal a I'angle EDF,
car alors la base BC seroit égale i la base EF
(prop- 4 ) ; mais elle ne lui est pas-égale ; donc
I'angle BAC n’est pas égal 4 Pangle EDF. L'an~

4
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gle BAC n’est pas plus petit que 'angle EDF,
car il étoit plus petit, la base BC seroit plus
petite que la base EF ( prop. 24 ); or elle n’est
pas plus petite : donc Pangle BAC n’est pas plus
pett que l'angle EDF. Mais il a été démontré
qu’il ne lui est pas égal : donc I'angle BAC est
plus grand que I'angle EDF.

Donc si deux triangles ont deux cétés égaux
chacun A chacun, et si la base de I'un est plus
grande que la base de I'autre, ils auront aussi
les angles compris entre les c6tés égaux plus
grands 'un que lautre ; ce qu'il falloit dé-

montrer.
PROPOSITION XXVI
THEOREME.

Si deux triangles ont deux angles égaux, chacun
& chacun, s’ils ont de plus un coté égal & un
c6té, ou celui qui est adjacent aux angles égaux
ou celui qui est opposé a un des angles égaux , ils
auront les autres c6tés égaux , chacun a chacun,
et le troisiéme angle de Uun sera encore égal au
troisiéme angle de Uautre.

- Soient ABC, DEF (fig. 26) deux triangles
qui aient les deux angles ABC, BCA égaux aux
deux angles DEF , EFD, chacun a chacun,
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c’est-a-dire I'angle ABC égal 2 I'angle DEF et
I'angle BCA égal 4 'angle EFD; que ces deux
triangles aient aussi un c6té égal a un c6té, et
d’abord celui qui est adjacent aux angles égaux,
c’est-d-dire le c6té BC égal au c6té EF : je dis
quils auront les autres cdtés égaux aux autres
c6tés, chacun i chacun , c’est-a-dire le c6té AB
égal au c6té DE, et le c61é AC égal au c6té DF;
je dis de plus que I’angle BAC sera encore égal
a I'angle EDF.

Car si le c6té A B n’est pas égal an coté DE,
Pun de ces cotés sera plus grand que l'autre.
Soit AB le plus grand c6té; faites la droite GB
égale au c61é DE (prop 3), et conduisez la
droite GC.

Puisque le c6té BG est e’gal au c6té DE, et
le c6té BC égal au c6té EF, les deux c6tés BG,
BC sont égaux aux deux c6tés DE, EF, chacun
a chacun ; mais I'angle GBC est égal 4 Pangle

"DEF : donc la base GC est égale 3labase DF
(prop. 4); le triangle GCB est égal au trian-
gle DEF, et les autres angles qui sont oppo-
sés 4 des cOtés égaux sont aussi égaux entre
eux : donc I'angle GCB est égal 4 'angle DFE;
mais I'angle DFE est supposé égal a I'angle
BCA : donc I'angle BCG est égal 2I'angle BCA,
c’est-d-dire que le plus petit est égal au plus
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grand,, ce qui est impossible : donc les cotés AB
et DE ne sont pas inégaux : donc ils sont égaux ;
mais le c6té BC est égal au c6té EF : donc les
deux c6tés AB, BC sont égaux aux deux cotés
DE, EF, chacun i chacun ; mais I'angle ABC
est égal a I'angle DEF : donc la base AC est
égale a la base DF (prop.4), et le troisiéme
angle BAC est égal au troisiéme angle EDF.

Supposons & présent que les cotés qui‘sont
opposés aux angles égaux soient égaux, c’est-
a-dire le c6té AB égal au c6té DE : je dis que
les autres c6tés de I'un de ces triangles sont
encore égaux aux autres c6tés de l'autre trian-
gle; c’est-a-dire que le c6té AC sera égal au
c6té DF, le c6té BC égal au c61é EF, et le troi-
siéme BAC égal aussi au troisiéme angle EDF.

Car si le c61é BC n’est pas égal au coté EF,
P'un de ces cétés sera plus grand que l'autre.
Supposons s'1l est possible que BC'soit le plus
grand ; faites BH égal au c6té EF (prop. 3 ) , et
conduisez la droite AH.

Puisque le c6té BH est égal au c6té EF et le
coté AB égal au c6té DE, les deux c6tés AB, BH
seront égaux aux deux c6tés DE, EF, chacun
a chacun ; mais ces cdtés comprennent des an-
gles égaux : douc la base AH est égale 4 1abase
DF (prop. 4);le triangle ABH est égal au trian-
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gle DEF, et les autres angles qui sont opposés
a des c6tés égaux seront aussi égaux, chacun a
chacun : donc Fangle BHA est égal & Pangle
EFD; mais par supposition I'angle EFD est
égal a Pangle BCA : donc angle BHA est égal &
Yangle BCA, c’est-a-dire que I'angle extérieur
BHA du triangle ACH est égal 3 'angle BCA
intérieur et opposé ; ce qui est impossible
(prop. 16) : donc les c6tés BC et EF ne sont
pas inégaux : donc ils sont égaux. Mais le c6té
AB est égal au c6té DE : donc les deux céiés
AB, BC sont égaux aux deux cotés DE, EF,
chacun 4 chacun ; mais ces c6tés comprennent
des angles égaux : donc la base AC est égale &
la base DF (prop. 4); le triangle ABC est égal
au triangle DEF, et le troisiéme angle BAC égal
aussi & un troisiéme angle EDF,

Donc si deux triangles ont deux angles égaux,
chacun a chacun, et un c6té quelconque égal
4 un cdté, ou celui qui est adjacent aux angles
égaux, ou celui qui est opposé & un des angles
‘égaux , les autres cotés sont égaux aux autres
cdtés, chacun i chacun, et ces deux triangles
auront un troisiéme angle égal 4 un troisiéme
angle ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVIIL
THEOREME.

Si une droite tombant sur deux autres droites SJait

les angles alternes égaux entr’eux,'ces deux
droites seront paralléles.

Que la droite EF (fig. 27) tombant sur les
deux droites AB, CD fasse les angles alternes
AEF, EFD égaux entr’eux : je dis que la droite
AB est parall¢le a la droite CD.

Car si elle ne lui est pas paralléle, les droites
AB, CD étant prolongées se rencontreront ou
du c6té BD ou du cété AC. Prolongez ces

droites , et supposons qu ’elles se rencontrent
du c6té BD au pomt G.

L’angle AEF, qui est hors du tnangle EGF,
est plus grand que P'angle intérieur et opposé
EFG (prop. 16 ) ; mais par supposition il lui
est égal, ce qui est impossible : donc les droites
AB, CD prolongées du c6té BD ne se rencon-
treront point. On démontreroit de la méme ma-~
niére qu’elles ne se rencontreront pas non plus
du c6té AC; or les droites qui ne se rencontrent
d’aucun ¢6té sont paralléles (déf. 25): doncla
droite AB est paralléle a la droite CD.

Donc si une droite tombant sur deux autres
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droites fait les angles alternes égaux entr’eux,
ces deux droites seront paralléles ; ce qu'il
_ falloit démontrer.

PROPOSITION XXVIIL
THEOREME.

Si une droite tombant sur deux autres droites fait
un angle extérieur égal & un angle intérieur
opposé et placé du méme cété , ou bien si elle
Jait les angles intérieurs et placés du méme cdté
égaux & deux droits, ces deux droites seront
paralléles.

Que la droite EF (fig. 28) tombant sur les
deux droites AB, CD fasse I'angle extérieur
EGB égal  P'angle intérieur opposé et placé
du méme cé6té GHD, ou bien les angles inté-
rieurs et placés du méme c6té BGH, GHD
égaux i deux droits : je dis que la droite AB
est paralléle & la droite CD. '

Car puisque I'angle EGB est égal a I'angle
GHD, et que I'angle EGB est égal a'angle AGH
{ prop. 15), I'angle AGH sera égal a I'angle
GHD; mais ces angles sont alternes : donc Ia
droite AB est parall¢le a la droite CD (prop. 27).

De plus, puisque les angles BGH, GHD sont
égaux 4 deux droits, et que les angles AGH,
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BGH sont encore égaux 4 deux droits (prop. 13),
les angles AGH, BG H seront égaux aux angles
BGH, GHD. Donc si nous retranchons I'angle
commun BGH, P'angle restant AG H sera égal &
Pangle restant GHD; mais ces deux angles sont
alternes : donc la droite AB est paralléle a la
droite CD (prop. 27 ).

Donc si une droite tombant sur deux autres
droites fait un angle extérieur égal 4 un angle
intérieur opposé et placé du méme c6té, ou si
elle fait les angles intérieurs et placés du méme
c6té égaux i deux droits, ces droites seront
paralléles ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THEOREME.

Si une droite tombe sur deux paralléles , les angles
alternes sont égaux entr'eux , Uangle extérieur
est égal a Uangle intérieur opposé et placé du
méme cdté , et les angles intérieurs placés du
méme cdté sont égaux & deux droits.

Si la-droite EF (fig. 28 ) tombe sur les paral-
léles AB, GD, je dis que les angles alternes
AGH, GHD seront égaux enir’eux, l'angle
extérieur' E G B- sera .égal a l'angle intérieur
opposé et_placé du méme c6té GHD, et les
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angles intérieurs et placés du méme c6té BGH,
GHD seront égaux a deux droits.

Car si I'angle AGH n’est pas égal a 'angle.
GHD, l'un de ces.angles sera plus grand. Que
'angle AGH soit le plus grand; puisque I'angle
AGH est plus grand que Pangle GHD, si on leur
ajoute un angle commun BGH, les angles AGH,
BGH seront plus grands que les angles BGH,
GHD; mais les angles AGH, BGH sont égaux
adeux droits (prop. 13 ) : donc les angles BGH,
GHD sont moindres que deux drou;s ; mais
deux droites étant prolongees alinfim du c6té
ou les angles intérieurs sont plus petits que
deux droits se rencontrent entr’elles (ax. 11):
donc les droites AB, CD prolongées i I'infini
se rencontreront ; mais elles ne se rencontre-
ront pas puisqu’elles sont paralléles : donc les
angles AGH, GHD ne sont point inégaux,
donc ils sont égaux. Mais I'angle AGH est
égal A I'angle EGB (prop. 15) : donc l'angle
EGB sera €gal a I'angle GHD. Donc si nous
ajoutons un angle commun BGH, les angles
EGB, BGH seront égaux aux angles BGH,
GHD; mais les angles EGB, BGH sont égaux
a deux droits (prop. 13): donc les angles BGH,
G HD sont égaux a deux droits.

Donc si une droite tombe sur deux paralléles,



48 ELEMENS

les angles alternes sont égaux entr'eux P'angle
extérieur est égal a I'angle intérieur opposé et
placé du méme coté, et les angles intérieurs
placés du méme c6té sont égaux a deux droits;
ce qu'il falloit démontrer. -

PROPOSITION XXX.
THEOREME.

Les droites qui sont paralléles a une méme droite
sont paralléles entr’elles.

Que chacun des perslieles AB, CD (fig. 29)
soit paralléle 4 la droite EF : je dis que la droite

AB est paralléle a la droite CD.

Conduisez sur ces droites la droite GK.

Puisque la droite GK tombe sur les paralléles
AB, EF, I'angle AGH est égal a P'angle GHF
(prop. 27). De plus puisque la droite GK tombe
sur les paralléles EF, CD, I'angle GHF est égal
4 Pangle GKD (prop. 28). Or il a été démon-
wé que V'angle AGK est égal a I'angle GHF :
donc T'angle AGK est égal a I'angle GKD;
mais ces angles sont alternes : donc la droite
AB est parali¢le a la droite CD (prop. 29).

Donc les droites qui sont paralleles a une
méme droite sont paralléles entr’elles ; ce qu’il
falloit démontrer.
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PROPOSITION XXXI.
PROBLEME

Par un point donné conduire une droite paralicle
& une droite donnée.

Soit A (fig. 30) le point donné et BC la droite
donnée : il faut par le point A conduire une
droite paralléle 4 la droite BC:

Prenez sur la droite BC un point quelconque
D, et menez AD; construisez sur la droite DA
et en un point A un angle DAE égal 4 Tangle
ADC, et prolongezla droite AF dans la direc-
tion de EA.

Puisque la droite AD tombant sur les deux
droites BC, EF fait les angles alternes EAD,
ADC égaux entt’eux, la droite BC sera paral=
léle 4 la droite EF (prop.27).

Donc par le point dotné A la droite EAF
a été menée paralléle 4 la droue donnée BC;
ce quil falloit faire.
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PROPOSITION XXXII.
THEOREME.

Ayant prolongé un cété d'un triangle quelconque,
Uangle extérieur est égal aux deux angles in-
térieurs et opposés, et les trois angles intérieurs
du triangle sont égaux & deux droits.

Soit le triangle ABC (fig. 31); prolongez
le c6té BC en D : je dis que angle extérieur
ACD est égal aux deux angles intéricurs et
opposés CAB, ABC, et que les trois angles
intérieurs ABC, BCA , CAB sont égaux 4 deux
droits.

Menez par le point C la droite CE paralléle
a la droite AB (prop. 21).

Puisque la droite CE est parallele 3 la droite
AB et que la droite AC tombe sur ces deux
droites , les angles alternes BAC, ACE sont
égaux entr’eux ( prop. 29 ). De plus, puisque la
droite AB est paralléle i la droite CE et que
la droite BD tombe sur ces deux droites, I'an-
gle extérieur ECD est égal a I'angle intérieur
et opposé ABC. Or il a été démontré que Fan-
gle ACE est égal a I'angle BAC : donc l'angle
extérieur total ACD est égal aux deux angles
extérieurs et opposés BAC, ABC.
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- Donc si on ajoute un angle commun ACB,
les angles ACD, ACB seront égaux aux trois
angles ACB,BCA, CAB; maislesangles ACD,
ACB sont égaux 4 deux droits (prop. 13): donc
les angles ACB, CBA, CAB sont égaux adeux
droits. *

Donc, ayant prolongé un c6t€ de tout trian-
gle, angle extérieur est égal aux deux angles
intérieurs et opposés, et les trois anglés inté-
rieurs du triangle sont égaux i deux droits;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIIIL
THEOREME. ‘

Zes droites qui joignent des mémes cdtés des droites.
égales et paralléles sont elles-mémes égales et
paralléles.

Soient AB, CD (fig. 32) deux droites égales
et paralléles ; joignez-les des mémes cotés par
les droites AC, BD : je dis que les droites AC,
BD sont aussi égales et parallées.

Menez la droite BC.

Puisque la droite AB est paralléle 4 1a droite
CD et que la droite BC tombe sur ces deux
droites , les angles alternes ABC, BCD sont
égaux ( prop. 29 ). De plus, puisque la droite

: 2
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AB est égale a ]a droite CD et que la droite BC
est commune aux deux triangles BCA, BDC,
les deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites CD, BC; mais I'angle ABC est égal &
T'angle BCD : donc la base AC est égale a la base
BD, le triangle ABC est égal au triangle BCD, et
les autres angles qui sont opposés a des cotés
égaux sont égaux, chacun a chacun : donc I'an-
gle ACB est égal 4 Iangle CBD. mque la
ligne droite BC tombant sur deux droites AC,
BD fait les angles alternes égaux entr’eux, la
droite AC est paralléle a la droite BD et lui est
€gale ( prop. 27). l

Donc les droites qui joignent des mémes c6tés
deux droites égales et paralléles, sont elles-
mémes égales et paralléles; ce qu’il falloit dé-
montrer.

PROPOSITION X.XXIV._
A THX¥OREME.

Les cétés et les angles opposés des parallélogram-
mes sont égaux, et la diagonale les partage en
~deux parties égales.

Soit ACDB (fig.32) un parallélogranune et
" BC sa diagonale : je dis que les cotés et les
angles opposés du parallélogramme A CDB sont
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égaux, et que sa diagonale BC le partage ‘en
deux parties.£gales. :

Car puisque la droite AB est parallele ala
droite CD et que la droite BC tombe sur ces.
deux droites., les angles alternes ABC, BCD. -
seront égaux entr’eux: ( prop. 29). De plus,
puisque; Ia droite AC est paralléle a la droite BD
et'que }a droite BC tombe sur ces deux droites,
les angles alternes ACB, CBD sont égaux entre
eux : donc les deux mangles ABC, CBD ont
deux anglées ABC, BCA égaux aux deux angles -
BCD, CBD, chacun a chaenn , ilsont de plus un
616 commun BC adjacent 4 des angles égaux:
donc ils auront les autres c6tés égaux aux autres
cbtés, éhacun i chacun (prop. 26), et le troi-
siéme angle égal au troisiéme angle : donc le
caté AB est égal au edté CD, et l'angle BAC
égal 4 l'angle BDC. Puisque Vangle: ABC est.
égal & I'angle BC€ DX, et I'angle CBD égal i Kan.-
gle ACB, Pangle total ABD sera égal ' V'angle’
total ACD. Mais il a été démontré que Vangle’
BAC est égal 4 Pangle BDC. S

Dougles edtés et les angles. oppodes des pa-m
rallelogranmes sent: égaux entr'eux...

Je dis de plus. que- la diagonale- [iartage? les.
parallélogrammes en: deux parties:égales. Car-
puisqué la-droite AB ést égale a la/ droite €1k

5
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et que la droite BC est commune aux deux
triangles, les deux droites AB, BC seront égales
aux droites DC, CB, chacune i chacune ; mais
I'angle ABC est égal a Pangle BCD : donc la-
base AC est égale a la base BC ( prop: 4), et
le triangle ABC égal au triangle BED.

--Donc la diagonale BC partage le p&ra]lélo—
gramme ACDB en deux parues egales de qu il
falloit demomrer B '

P

PROPOSITION XXXV
Tnxonﬁmn

Les parallelogrammes quz sont construzts sur la
méme base et entre'les men?qs parall(:les sont

égaux entr’eux -

‘Soient les paralélogrammes AB CD, 'EB C F
(fig. 33 ) construits sur la méime base BC et
entre les mémes paralleles AF, BC : 'je- dis 'q'ue"'
le paralléldgramme ABC D est: bgal au paralle
logramme EBCF. ~ i .7

Car puisque ABCD est un pamllelogramme ,
la droite AD est égale ala droite BG( prop:34),
et par laméme rawson ladroite EF estaussiégale
aJa droite BC: donc la droite A Diest égale i 1a
droite EF ; donc, si onajoute une droite com- -
mune DE, la droite totale! XE. sera-égale:a la -
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droite totale PF (axiome 2) ; nais Ja droite AB
est égale a la droite DC : donc les deux droites
EA, AB sont égales aux deux droites FD ,DC,
chacune i chaeune ; mais Pangle extérieur FDC
est égal 4 Vangle intérieur EAB ('prop. 29 ) :
donc la base EB est égale 21a base FC (prop.4),
et le triangle EAB égal au triangle FDC;'donc’
si Pon retranche Ia ‘partie: commune DGE, le
trapézerestant ABGD sera égal au trapéze res-
tant EGCF. Donc si on' leur ajoute le triangle

-communGBC,te parallelogrammé total ABCD.
sera €gal au paranélovramme total EBCF.

"Donc les parallelogrammes construits sur les

miémes bases et éntre les mémes paralléles sont
egaux entr’eux ;! ‘ee qu 1l f‘allon demontrer

PROPOSITION XXXVI
.THEOREME

Les parallelogrammes construits sur des bases
égales' et entre les mémes paralléles sont égaux
entr’eux.

Soient les parallélogrammes ABCD, EFGH
(fig. 34) construits sur des. bases égales BC,
F G et entre les mémes paralléles AH, BG : je
dis que le parallélogramme ABCD est ¢ gal au
parallélogramme EFGH.

4
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Conduisez les droites BE,, CH.

Puisque I3 droite BC est égale 2 la droite FG
et Ja droite FG égple 4 la droite EH, la droite
BC sera égale 3 la droite EH ; mais les droites
BC, EH sont paralléles et joignent les droites
BE, CH; orjles droites qui joignent dea mémes
C6"f,f, “%1; droites égales et paralléles sont égales

roP ) donc les droites EB, CH sont
eoales et parallélgs : donc EBCH est un paral-
Iélogramme ,; et ce parallélogramme est égal au
parallélogramme ABCD (prop.35); carilala
méme base BG que Ipi,et il est construit entre les
mémes parallgles. Par la méme raison le paral-
Ilogramme EF G H est égal au parallélogramme.
EBCH : donc le parallélogramme ABCD est.
égal au parallélogramme EFGH.

Donc les parallélogrammes construits sur des
bases égales et entre les mémes paralléles sont,
egaux ce qu il falloit demontrer.

PROPOSITION XXXVII«
THEOREME,

Ees triangtes construits sur la méme base et entre -
 les mémes parallcles sont égaux.

_Soient les triangles ABC, DBC (fig. 5" 5)
construits. sur la méme base BC et entre les
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mémes paralléles AD, BC -je dis que le trian-
_gle ABC est égal an trlangle DBC.

Prolongez de part et d’'auire la droite AD
vers les points E, F, et par le point B con-
duisez une droite BE paralléle i la droite CA
(prop.31), et par le point C conduisez aussx
une droite CF paralléle a BD.

~Les figures EBCA, DBCF sont des parallé-
logrammes; et le parallélogramme EBGA est
€gal au parallélagramme DBCF (prop. 35);
car ils sont construits 'un et Pautre sur la méme
base e, entre les mémes paralléles ; mais le trian-
gle ABC est la moiué du parallélogramme
EBCA; caryla diagonale’ AB le partage en deux
parties dgales; lo triangle DBC est la moitié
du parallélogramme DBCF,. car la diagonale
DC la partage en deux partieségales (prop.34);
mais les moitiés des.quantités égales sont égales
entr’glles ; dong le tmangLe ABC est pgal au
triangle DBC.

Dongles tnangles consurults suy; la méme base
et entre les mémey paralléles sont égaux antre
eux; ce. qu 11 falloit démontrer.
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PROPOSITION XXXVIJL
THEOREME. ‘

Les triangles construits sur des bases égales et
entre les mémes paralléles sont égaux. entre
eux.

Soient les triangles ABC, DEF ‘(fig. 36)
-construits sur des bases égales BC , EF et entre
les mémes paralléles BF, AD : je' dis que le
* triangle ABC est égal au triangle DEF.

Car prolongez de ‘partet d’autre la droite AD
vers les points G, H; par le point B conduisez
la droite BG paralléle a la-droite € A«(prop.31),
et par le point F-conduisez aussi la drcnte FH
paralléle 4 la droite DE. : -

Les figures GBCA; DEFH sont des paral-
1élogrammes i mais les parallélogrammes GBCA,
DEF H sont-éafix entr’éux ( prop. 36); ear ils

‘sont construits sur des bases égales et entre les
mémes paralléles. Or le: triangle ABC ‘est fa
moitié du,_parallélogramme GBCA, car la dia-
gonale AB le partage-en deux parties égales
( prop. 34); le triangle EFD est la moiié du
parallélogramme DEFH, car la dxagonale DF
le partage en deux parties égales; mais les
moltiés des quantités égales sont égales entre
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elles : donc le triangle ABC est égale au trian-
gle DEF. ’

Donc les triangles construits sur des bases
égales et entre les mémes paralleles sont égaux
entr’eux ; ce quil falloit démontrer.

1

PROPOSITION XXXIX.
anﬁonﬁmz.

Les triangles égaux qui sont construits syr laméme
base et qui sont placés du méme cété sont com~
pris entre les mémes paralléles.

Soient les deux triangles égaux ABC, DBC
(fig. 37) construits sur la méme base BC et
placés du méme c61é: je dis que ces deux trian-
gles sont compris entre les mémes paralléles.

Conduisez la droite AD : je dis que la droite
AD est paralléle a la droite BC. -

Car si ld'droite AD..n’est pas paralléle:d la-
droité BC ;:conduisez par le point A une droite
AE parallele & la droite BC (prop. 51), con-
duisez ensuite la droite EC. .

Le triangle ABC est égal au trlangle ,EBC‘
(prop. 37), car ces: deux triangles sont cons-
truits sur laméme base BC, et compris entre les
mémes paralléles BC, AE. Mais par-hypothése:
le triangle ABC est égal au triangle DBG : donc
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Ie triangle MBC est égal au triangle DBC, c’est

a-dire que le plus grand est égal au plus petit,

ce qui ne peut se faire : donc la droite AE n’est

point paralléle i la droite BC. Nous démontre--
rons de méme que toute autre droite , excepté:

AD, ne peut étre paralléle 4 BC : donc la droite -
AD est paralléle 4 la droite BC.

Donc les triangles égaux qui sont construits
sur la meme base et qul sont placés du meme
c6té sont compris entre les mémes paralléles
ce quil falout demomrer.

PBOPOSITION XL

. THEOREME. v
.Les ‘tz";'a’n-glps. e’gau.i qui sont const,ruz"_ts sur des
ba;es_égqles et qui sont placés du méme caté
sont compris entre les mémes paralléles.

- Soient les triangles égaux ABC,CDE (fig.38)
construits sur des bases égales BC, CE et placés -
du méme cété : je dis qu’ils sont compris entre
les mémes paralléles. Conduisez la droite AD:
je dis que ladroite ADest paralléle aladroite BE.

- Car 51 la droite AD n'est pas paraléle 2 la
droite BE,, conduisez par le point A la droite
AF parallele a la droite BC, et conduisez en-
suite la droite FE.
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Le triangle ABC est égal au triangle FCE
(prop. 38); car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales et compris entre les
mémes paralléles BE, AF ; mais le triangle ABC
est égal au triangle DCE : donc le triangle DCE
est égal au triangle FCE, c'est-a-dire que le
plus grand est égal au plus petit, ce qui ne peut
étre : donc la droite AF n’est point paralléle &
la droite BE. Nous démontrerons de la méme
maniére que toute autre droite, excepté AD,
ne peut étre paralléle & BF : donc la droite AD
est paralléle & la droite BE.

Donc les triangles égaux qui sont construits
sur des bases égales et qui sont placés du méme
c6té sont compris entre les mémes paralléles ;
ce qu’il falloit démontrer. '

PROPOSITION XLIL
THEOREME.

. 8i un parallélogramme et un triangle ont la méme
base et sont compris entre les mémes paralléles
le parallélogramme est double du triangle.

En effet, que le parallélogramme ABCD
. et le triangle EBC (fig. 39 ) aient la méme
base et soient compris I'un et Pautre entre les

mémes paralléles BC, AE ¢ je dis que le paral-
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lélogramme ABCD est double du triangle
BEC. '

Conduisez la droite AC. Le triangle ABC est
égal au triangle EBC (prop. 37), car ces deux
triangles sont construits sur la méme base BC
et compris entre les mémes paralléles BC, AE;
mais le parallélogramme ABCD est double du
triangle ABC, car la diégonale AC partage ce pa-~
rallélogramme en deux parties égales (prop.34):
donc le parallélogramme ABCD est aussi dou-
ble du triangle EBC.

Donc si un parallélogramme et un triangle
ont la méme base et sont compris entre les
mémes paralléles, le parallélogramme sera dou-
ble du triangle ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XLII.
PROBLEME.

Construire dans un angle donné, un parallélo~
gramme égal & un triangle donné.

Soit ABC (fig. 40) le triangle donné et D
I'angle donné : il faut construire un parallélo-
gramme qui soit égal au triangle ABC dans
un angle égal 4 I'angle donné D.

Partagez la droite BC en deux parties égales
au point E et conduisez la droite AE; sur Ia
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droite EC et au point E construisez un angle
CEF égal a 'angle D (prop. 23), par le point
A conduisez une droite AG paralléle 4 la droite
EC (prop. 31), et par le point C conduisez
aussi une droite CG paralléle 4 la droite FE:
la figure FECG sera un parallélogramme.
Puisque ladroite BE est égale a la droite EC,
le triangle ABE sera égal au triangle AEC
(prop.38), car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales BE, EC, et compris
entre les mémes paralléles BC, AG : donc le
triangle ABC est double du triangle AEC ; mais
le parallélogramme FECG est double du trian-
gle AEC, car ils ont la méme base et ils sont
compris entre les mémes paralléles : donc le
parallélogramme FECG est égal au triangle
ABC (ax.6), et il a un angle égal 4 I'angle D.
Donc le parallélogramme FECG a été cons-
truit égal au triangle ABC dans un angle CEF
égal & I'angle donné D; ce qu'il falloit faire.
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"PROPOSITION XLIIL
THEOREME.

Dans tout parallélogramme, les complémens des
parallélogrammes qui sont autour de la diago~
nale sont égaux entr’eux.

Soit le parallélogramme ABCD (fig. Zy’ Zﬁont
AC est la diagonale autour de laquelle soknt les
parallélogrammes EH, FG, et.les parallélo~
grammes BK, KD qu’on appelle complémens :
je dis que le complément BK est égal au com~
plément KD.

Car puisque la figure ABCD est un parallé-
logramme dont la droite AC est la diagonale,
le triangle ABC est égal au triangle ADC
(prop- 34). De plus, puisque la figure EKHA
est un parallélogramme dont la droite AK est
la diagonale, le triangle AEK est égal au trian=
gle AHK; le triangle KFC est égal au triangle
KGC, par la méme raison : donc puisque le
triangle AEK est égal au triangle AHK, et que
~ le triangle KFC est aussi égal au triangle KBC ;
le triangle AEK, réuni avec le triangle KGC,
- est égal au triangle AHK réuni avec le triangle
KFC; mais le triangle total ABC est égal au
uiangle total ADC : donc les restes BK, KD,
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qu'on appelle complémens , sont egaux entre
eux (axiome 3 ).

Donc dans tout parallélogramme , les com~
plémens des parallelogrammes qul sont autour

de la diagonale sont égaux entreux ; ce quil
falloit démontrer.

~

PROPOS‘ITION XLIV.
PROBLEME.

Sur une droite donnée et dans un angle donné;
-construire un parallélogramme qui soit égal &

un triangle donné.

Soient donnés la droite AB (fig. 42), le
~ triangle C et Pangle D : il faut sur Ia droite AB
et dans un. kﬁﬁﬁé égal a I'angle D, construire
un parallélogramme égal an tnanole donné C.
- Construisez un parallelooramme BEFG egal
au triangle C ; dans un angle EBG égal & I'an-
gle D ( prop. 42); placez la droité BE dans la
direction de la droite AB; prolongez la droite
FGversH;et par'le point A conduisez Ia droite
AH paralléle'a la"droite BG ou 4 Ia droite’ EF
(prop. 31), et m3nez Ia droite GB. Puisque la
droite HF tombe’ sur les paralleles AH, EF
les angles AHF, HFE sont égaux 3 deux an—
gles droits (prop. 29 ) : donc les angles BHG,
o E
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point H de cette droite,, deux angles de suite
égaux a deux droits, la droite KH est dans la
direction de la droite HM (prop. 14); et puis-
que la droite HG tombe sur les paralléles KM,
FG, les angles alterness MHG, HGF sont
égaux ( prop. 29 ); donc si nous leur ajoutons
Pangle commun HGL, les angles MHG, HGL
seront égaux aux angles HGF, HGL. Mais
les angles MHG, HGL sont égaux a deux
-angles droits ( prop. 29 ); donc les angles
HGF, HGL-seront aussi égaux a deux angles
droits ;. done la droite FG est dans la direc~
tion de la droite GL; et puisque la droite KF
est éjsale et paralléle a la droite HG, et que
1a droite HG est aussi égale et paralléle i la
droite ML ;:la droite KF sera égale et paral-
léle A la droite ML (ax. 1 et prop. 30). Mais
ces deux droites sont jointes ensemble par les
drioites KM, FL : donc les droites KM, FL.
-sont égales. et paralléles (prop. 33 ) : donc la
figure KF LM: est un parallélogramme ; mais
comme le triangle ABD est égal au parallélo-
gramme HF, et que le triangle ABC est égal au
pavallélogramme. GM, la figure totale ABCD
sera égale au parallélogramme total KFLM. .
-... Done le parallélogramme KF LMa été cons-
aron. égal a-la figute rectiligne ABCD, dans
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Yangle FKM égal a Tangle donné’E; ce qu'il
falloit faire. - :

PROPOSITION XLVL
' PROBLEME,
Décrire un‘quqrré_ sur une 'd‘roih't;c donnée.

Soit AB (fig. 44)1a droite donnde : il faut
décrire un quarré sur cette droite. . -
Du point A, donné dans la droite AB, con-
duisez une droite A C perpendiculaire ¥ la droite
AB (prop. 11); faites la droite AD égale 4 la
- droite AB (prop. 31); par le pointD conduisez

1a droite DE paralléle ala droite AB (prop.31),
et par le point B conduisez aussi une droite BE
~ paralléle a la droite AD. -

La figure ADEB est un parallélogramme :
donc la droite AB est égale i la droite DE, et
la droite AD égale a la drotte BE ; mais la
droite AB est égale i la droite AB : donc les
quatre droites BA, AD, DE, EB sont égales

~-entr’elles : donc le parallélogramme ADEB est
:équilatéral. Je dis de plus, qu’il est rectangle,
«car puisque la. droite AD tombe sur les paral- -
léles AB, DE, les angles BAD, ADE sont égaux
4 deux droits (prop. 29); mais I'angle BAD est -
droit par construction ; donc Fangle ADE:est
» 3
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droit aussi. Mais les c6tés et angles opposés des
parallélogrammes sont égaux (prop. 34) ; done
chacun des angles opposés ABE , BED est droit,
et par conséquent le parallélogranmie ADEB est
rectangle ; mais nous avons démentré qu’il étoit
équilatéral.

Donc le parallélogramme ADEB est un quarré
décrit sur la droite AB; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XLVIL
THEOREME

Dans les tnangles rectangles sle quarre décrit sur
le cdté opposé & Uangle droit est égal aux
quarrés construits sur les cGtés qyi comprennent

Uangle droit.

Soit ABC (fig. 45) un triangle rectangle
dont I'angle droit est BAC : je dis que le quarré
construit sur Je cété BC est égal aux quarrés
construits sur les cotés BA, AC.

‘Construisez le quarré BDEC sur le c6té BC;
construisez aussi les deux quarrés GB, HC sur
les c6tés BA, AC, et par le point A conduisez
une droite AL paralléle 3 'une ou 4 autre des
droites BD, CE; conduisez ensmte les droites
AD, FC. ‘

‘Puisque chacun des angles BAC, BAG est
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droit, et que les deux droites AC, AG, placées
de part et d’autre de la droite BA, font au point
A, avec la droite AB, deux angles de suite
égaux a deux angles droits, la droite CA est
dans la direclion de la droite AG : la droite
AB est daps la direction de la droite AH, par
la méme raison ; et puisque l’angle DBC est
égul i l'angle FBA (axiome 10), étant droits
I'un et T'autre, si nous leur ajoutons un angle
commun ABC, 'angle total DBA sera €gal a
Pangle total FBC; mais les deux droxtes DB,
BA étant égales aux deux droites CB, BF, cha-
cune i chacune, et " angle DBA- egal A lanvle
FBC, la base AD. sera égale a la base FC, ct le
triangle ABD égal au tnanglp FBC (prop. 4).
Orle paraﬂelogramme BL est double du-trian-
gle ABD (prop.41), ¢ar ils ont la méme base
_BD ét soft compris entre les mémes para]leles
BD, AL. Le quarré GB est aussi double du
tnlmgle FBC, car ils ont la méme: base . BB et
somt compris entre’lesimémes pavallelps. FB,
GC; mais les quantités qui sont doubles de
quantités égales sont, égales entrlelles : 'dond le
parallélogramme BL ést égal au quarrd G B}
Ayant condujt les droites AE, BK, nous dé-
montrerans de la méme maniére que le paral-
- 1élogramme CL est égal au quarré HC 3 dont
4
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le quarré total BDEC est égal anx deux quarrés
. GB, HC; mais le quarré BDEC est construit
_sur le coté BC, et les quarrés GB, HC sont
construits sur les c6tés BA, AC : donc le quzir;ré
BE, construit sur le ¢6té BC, est égal aux
quarrés construits sur les cotés BA, AC. -
Donc dans les triangles rectangles, le quarré
construit sur le c6té opposé.a l’ang]e droit est
' egal aux deux quarrés construits sur les cotés
qui comprennent l’angle droit; ce qu gl fallont

~ démontrer.
PROPOSITION XLVIIL
o Tnl’;onﬁ"mr:.
Si le quarr? qui est construzt swr un des cotes
d’un triangle est egal aux. quarres constrw.t:

- sur des autres cBtés du trzangle langle com~
pns entre ces deux dermers cdtés est drozt

- Que le quarré construit sur un cété BC
(fig. 46 ) 'd'un triangle ABC, soit égal aux
quarrés construits -sur ‘les deux autres cétés
BA,AC e dis que I'angle BAC est droit.

Conduisez .du: point A une droite AD per- |
-pendiculaire sur la droite AC (prop. 11); faites
la droite AD égale a la droite BA , et conduisez
1a droite DC.
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Car puisque la droite DA est égale i Ia droite
AB, le quarré construit sur DA sera égal au
quarre construit sur AB. Donc si nous a]outons
un quarré.commun , celui qui est construit sur
AC, les quarrés construits sur DA, AC seront
égaux aux quarrés construits sur BA, AC. Mais
le quarré construit sur DC est égal aux quarrés
construits sur DA, AC (prop. 47), car Pangle
DAC est droit. Or le quarré construit sur BC

est supposé égal aux quarrés construits sur BA,
* AC : donc le quarré construit sur DC est égal a
celui qui est construit sur BC : donc le c6té DC
" est égal au coté CB; et comme le cété AD est
égal au, c61&'AB et que le coté AC est com-
mun, les deux ¢étés A D, AC sont égaux aux
deux cétés BA, BC, chacun a chacun; mais la
base DC est egale ala base CB; donc I angle DAC
est égal 4 angle BAC (prop. 8); mais langle
DAC est droit : donc I'angle BAC est droit aussi.
" Donc si le quarré construit sur un c6té d'un
triangle est égal aux -quarrés construits sur les
deux autres c6tés 'l’angle cd’mpris par ces deux
derniers cotés sera droxt ce quil falloit dé-
montrer. | - :

FIN.DU PREMIER LIVRE.

‘ '
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LIVRE IL

DEPINITIONS.

1. Tour parallélogramme rectan’gle est dit
contenu sous les deux droites qux comprennent
un angle droit.

2. Dans tout ‘parallélogramme, ‘on appele
gnomon la réunion de 'nn quelconque des pa-
rallélogrammes décrits amour de la diagonale
avec les deux complemens S Hthd

PROPOSITION PREMIERE
' Tnﬁonzmz. | i

Silona deux dro:;g,f , et si lune d’elles est par-
tagée en un certain nombre de purtles , le rec-
tangle compris sous ces deux droites est egal

_ aux rectangles comprzs sous la droite qui v'a
point été partagée, et sous chacun des segmens
de Uautre.

$oient deux droites A, BC (fig.47), et que
la droite BC soit partagée d’'une maniére quel-
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coge’ BT points D, E : je dis que le rectangle
cortis sous les droites A, BC est égal au rec-
3le compris -sous les droites A, BD, au
zctangle compris sous les droites A, DE, et
au rectangle compris sous les droites A, EC.

Conduisez par le point B la droite BF perpen-
diculaire sur la droite BC (prop. 11.1)*; faites
la droite BG égale i la droite A, et par le point
G conduisez la droite GH paralléle a la droite
BC (prop.31.1); par les points D, E, C, con-
duisez ensuite les droites DK, EL, CH, pa-
ralléles a la droite BG.

Le rectangle BH est égal aux rectangles BK,
DL, EH; mais le rectangle BH est compris °
sous les droites A, BC, car il est compris sous
les droites GB, BC, dont la droite BG est égale
& la droite A ; le réctangle BK est compris sous
les droites A, BD, car il est compris sous les
droites GB, BD, dont la droite GB est égale 4]1a
droite A; le rectangle DL eést compris sous les
droites A, DE, puisque DK, c’est-a-dire BG,
est égale i la droite A; et enfin, le rectangle
EH est compris sous les droites A, EC : donc.
le rectangle compris sous les droites A, BC est

* Le premier nombre indique la proposxhon setle
second indique le livre,
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" égal au rectangle compns sous les &, A,
BD, au rectangle compris sous les dl'qu A,
DE, et enfin au rectangle compns SO“‘les
droites A, EC.

. Donc sxl on a deux droites, et si 'une d’ellex
est partagée en un certain nombre de parties,
* le rectangle compris sous ces deux droites est
‘égal aux rectangles compris sous la droite qui
n’a point été partagée et sous chacun des seg-
mens de Vautre ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION IL
Tﬁﬁonﬁmn.

Si une droite est partagée d’une maniére quel-
conque en deux parties , le rectangle compris
sous la droite totale et sous Lun et Uautre seg-
ment, est égal au quarré de la droite entiére.

Que ladroite AB (fig. 48 ) soit partagée d'une
maniére quelconque au point C : je dis que le
rectangle compris sous les drdites AB, BC, avec
le rectangle compris sous les droites BA, AC,
est égal au quarré de la droite AB. o

Sur la droite AB construisez le quarré ADEB
( prop. 46. 1) ,-et par le point C conduisez la
droite CF paralléle 41'une et a'autre des droites
AD, BE (prop.31.1)..
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- Le quarré AE est égal aux rectangles AF,
CE ; mais le quarré AE-est construit sur la
droite AB; le rectangle AF est compris sous
les droites BA , AC, car il est compris sous les
droites DA, AC, dont la droite AD est égale a
AB; etenfin le rectangle CE est compris sous
les droites AB, BC, puisque la droite BE est
€égale a la dreite AB; donc le rectangle compris
sous les droites BA, AC, avec le rectangle com-
pris sous les droites AB, BC, est égal au quarré
de la droite AB, ~

Donc si une droite est partagee d’une ma-
niére quelconque en deux parties , les rectan-
gles compris sous la droite totale et sous cha-
cun des segmens sont égaux aut quarré construit
sur la droite totale ; ce qu'il falloit d(,montrer. .

PROPOSITION 111.
"rnﬁonizmnl.

Si une droite est partagée d’une maniére quel-
conque en deux parties, le rectangle compris
sous la droite totale et P'un des segmens , est égal

o« o0 Tectangle compris sous les segmens et au
quarré formé sur le segment premiérement pris.

Que la droite AB (fig. 49) soit partagée en
un point quelconque C:: je dis que le rectangle
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compris sous les droites AB, BC est égal au
rectangle compris sous les droites AC, CB, et
au quarré de la droite BC.

Sur la droite BC construisez le quarré CDEB
( prop. 46. 1), prolongez en F ladroite ED, et
par le point A comrduisez la droite AF paral-
léle 3 I'une ou & l'autre des droites CD, BE
(prop. 31.1). -

Le rectangle AE est certainement égal aux
i'ectangles AD, CE; mais le rectangle AE est
compris sous les droites AB, BC, car il est
. compris sous les droites AB, BE, dont la droite
BE est égale & la droite BC; le rectangle AD
est compris sous les droites AC, CB, puisque
la droite DC est'égale ‘a la droite CB; et enfin
le quarré DB ‘est construit sur la droite BC :
donc le rectangle compris sous les droites AB,
BC est égal au rectangle compris sous les droites
AC, CB et au quarré de la droite BC.

Donc si une droite est partagée d’'une ma-
niére quelconque en deux parties, le rectangle
compris sous la droite totale et sous un des
segmens , est égal au rectangle compris sous les
segmens et au quarré construit sur le segmens
premiérement pris ; ce qu'il falloit démontrer.

i
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PROPOSITION 1V.
THEOREME,

8i une droite est partagée d’une maniére quel-

) conque-en deux parties , le quarré construit sur
la droite entiére est égal aux quarrés formés

" sur les deux segmens et au double du rectangle
compris sous ces deux segmens.

. Que ladroite AB (fig. 50) soit partagée d’une
maniére quelconque au point C : je dis que le
quarré construit sur AB est égal aux quarrés
construits sur AC, CB, et au double du rec-
tangle compris sous les segmens AC, CB.

. Counstruisez le quarré ADEB sur la droite AB
(prop. 46. 1), conduisez la droite BD; par le
point C conduisez la droite CGF paralléle 2 'une
ou & I'autre des droites AD, BE (prop. 31. 1),
et par le point G condmsez la droite HK paral-
léle a Pune ou i Pautre des droites AB, DE.

_ Puisque la droite CF est paralléle a la droite
AD, et que la droite BD tombe sur ces deux
droites, I'angle extérieur BGC sera égal a I'an-
gle intérienr et opposé ADB (prop. 29. 1) ; mais
I'angle ADB est égal a I'angle ABD (prop. 5. 1),
parce que le c6té BA est égal au c6té AD; donc
Pangle CGB est égal a Pangle GBC: donc le
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c6té BC est égal au c6té CG (prop. 6. 1); mais
le c6té CB est égal au c6té GK (prop.34.1), et
le c6té CG égal au c6té BK : donc le c61é GK
est égal au c6té GC : doncle quadrilatére CGKB
est équilatére. Je dis de plus qu'il est rectan-.
gle; car puisque la droite CF est paralléle a la
droite BK, et que la droite CB tombe sur ces
deux droites, les angles KBC, G CBsont égaux
a deux droites (prop. 29. 1); mais 'angle KBC
est droit (déf. 30. 1) : donc V'angle GCB est
droit aussi : donc les angles opposés CGK,
GXKB seront encore droits (prop.34.1) : donc
le quadrilatére CGKB est rectangle. Mais on a
démontré qu'il étoit équilatére ; donc ce qua-
drilatére est un quarré, et ce quarré est cons—
truit sur la droite BC. Par la méme raison le
quadrilatére HF est encore un quarré qui est
construit sur HG , c’est-i-dire sur AC. Donc HF,
CK sont deux quarrés construits sur AC, CB;
et puisque le rectangle AG est égal au rectangle
GE (prop. 45.1), et que ce rectangle AG est.
compris sous les droites AC, CB, GC étant égal
a CB, le rectangle GE sera égal 4 un rectangle
qui est compris sous les droites AC, CB : donc.
les rectangles AG ; GE sont. égaux au double’
du rectangle qui est compris sous les droites:
AC, CB; mais les quarrés HF, CK sont cons~
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truits sur les droites AC, CB : donc les quatre
figures HF, CK, AG, GE sont égales aux
quarrés construits sur AC, CB et au double du
rectangle compris sous les droites AC, CB;
mais les quatre figures HF, CK, AG, GE com-
posent toute la figure ADEB qui est le quarré
construit sur AB; donc le quarré construit sur
AB est égal aux quarrés construits sur AC, CB,
et au double du rectangle compris sous les
droites AC, CB.

Donc si une droite est partagée d’une ma-
niére quelconque, le quarré de la droite en-
tiére est égal au quarré des segmens et au
double du rectangle compris sous ces segmens;
ce qu'il falloit démontrer.

AUTREMENT.

Je dis que le quarré construit sur la droite
AB est égal aux quarrés construits sur AC, CB
et au double du rectangle compris sous AC, CB.

En effet, puisque dans la méme figure le
c6té BA est égal au c6té AD, 'angle ABD sera
égal 4 Pangle ADB (prop. 5.1); et comme les
trois angles d’un triangle quelconque sont égaux
i deux droites (prop. 32.1), les trois angles
ABD, ADB,BAD du triangle ABD seront
égaux a deux droits. Mais I'angle BAD est

F
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droit : donc les deux autres angles ABD, ADB
sont égaux a un angle droit; or ces deux angles
sont égaux entr'eux : donc chacun des angles
ABD, ADB est égal a la moitié d'in angle
droit. Mais I'angle BCG est droit , car il est égal
a l'angle 1ntérieur et opposé BAD : donc I'an~
gle restant CGB est la moitié d’un angle droit;
donc l'angle CGB est égal  'angle CBG : done
le-c6té BC est égal an c6té CG (prop. 34.1);
mais CB est égal a KG, et CG égal aussi 4 BK
(prop. 34. 1) : donc le quadrilatére CK est
-équilatére ; mais il a un angle droit : donc ce
quadrilatére est un quarré , et ce quarré est cons-
truit sur le segment CB. Le quadrilatére HF
est un quarré, par la méme raison, et ce quarré
est construit sur le segment AC : donc les qua-
drilatéres CK, HF sont deux quarrés, et ces
deux quarrés sont construits sur les segmens
AC, CB. De plus, puisque le rectangle AG est ‘
égal au rectangle EG (prop. 31. 1), et que le
rectangle AG est compris sous les droites AC,
CB, car la droite CG est égale a la droite CB,
le rectangle EG est égal au rectangle compris
sous les droites: AC, CB : donc les rectangles
AG, GE sont égaux au double du rectangle qui
seroit compris sous les droites AC, CB, mais les
quarrés CK, HF sont égaux a ceux qui seroient
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construits sur les segmens AC, CB : donc les
quatre figures CK, HF, AG, GE sont égales
aux quarrés conmstruits sur les segmens AC,
CB, et au double du rectangle compris sous
ces mémes segmens. Mais les figures CK, HF,
A G, GE composent toute la figure AE. qui est
le quarré construit sur AB.

Donc le quarré formé sur la droite AB est
égal aux quarrés formés sur les droites AC,
<B, et au double du rectangle compris sous
les mémes droites AC, CB; ce qu'il falloit dé-
montrer.

COROLLAIRE.

1l suit de la que, dans les quarrés, les parallé-
logrammes qui sont autour de la diagonale sont
soujours- des quarrés.
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»

PROPOSITION V.
THEOREME.

Si une droite est coupée en deux parties égales

et en deux parties inégales , le rectangle com~

- pris sous les deux segmens inégaux de la droite

entiére avec le quarré de la droite qui est placée

entre les points de section , est égal au quarré de
la moitié de cette droite.

"Qu’une droite quelconque AB (fig.51) soit
coupée en deux parties égales au point C et en
deux parties inégales au point D : je dis que le
rectangle compris sous les droites AD, DB,
avec le quarré construit sur CD, est égal au
quarré construit sur CB.

Sur la droite BC construisez le quarré CEF B
(prop. 46. 1), et conduisez la droite BE; par le
pomnt D conduisez la droite DHG paralléle & P'une
ou a I'autre des droites CE, BF (prop. 31. 1);
par le point H conduisez la droite KL M paral-
Iéle a 'une ou & Yautre des droites CB, EF,
et enfin par le point A conduisez la droite AK .
paralléle & I'une ou P'autre des droites CL, BM.

Puisque le complément CH est égal au com-
plément HF (prop. 43.1), si nous ajoutons a
chacun de ces complémens le quarré DM, le
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rectangle total CM sera égal au rectangle total
DF ; mais le rectangle CM est égal au rectan-
gle AL (prop. 36.1), puisque la droite AC est
égale i la droite CB : donc le rectangle AL est
égal au rectangle DF ; donc si nous ajoutons
le rectangle CH i chacun de ces deux rectan-
gles, le rectangle total AH sera égal aux rectan-
gles DF, DL; mais le rectangle AH est com~
pris sous les droites AD ;"DB, puisque la droite
DH est égale  la droite DB; or les rectangles
FD, DL forment le gnomon NOP : donc le
gnomon NOP est égal au rectangle compris
sous les droites AD, DB; donc si nous ajoutons
4 chacune de ces deux quantités le quarré LG
qui est égal au quarré de CD (¢orol. 4.2), le
gnomon NOP et le quarré L# seront égaux au
rectangle compris sous les droites AD, DB, et
au quarré construit sur CD; mais le gnomon
NOP et le quarré LG forment tout le quarré
CEFB qui est construit sur CB : donc le ree-
tangle compris sous AD, DB, avec le quarré
construit sur CD, est égal au quarré construit
sur CB.

Donc si une droite est coupée en deux par-
ligs égales et en deux parties inégales, le rec-
tangle compris sous les deux segmens inégaux
de la droite totale avec le quarré de la droite

3
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qui est placée entre les deux points de section,
est égal au quarré de la moitié de cetts droite ;
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION VI
THEOREME,

Siunelignedroite est coupée en deux parties égalés;
632?" lyi ajoute dingetenient une droite qudk-
congue , le rectangle compris sous une droite

- composée de la premiére droite et de la droite
ajoutée, et sous la droite ajoutée, avec le quarré
de la moitié de la premiére ligne droite,, est égal
au quarré d’une droite composée de la moitié de
la premiére ligne droite et de la droite ajoutée.

Qu'une ligue droite quelconque AB (fig. 52)
soit coupée en deux parties égales au point C;
qu’'on lui ajoute directement une droite quel-
conque BD : je dis que le rectangle compris
sous AD, DB, avec le quarré de la drotie CB,
est égal au quarré de CD.

Sur la droite CD décrivez le quarré CEFD
(prop. 46. 1); conduisez la droite DE; par le
point B conduisez la droite BHG paralléle 4 'une
‘ou i I'autre des droites CE, DF (prop.31.1);
par le point H conduisez la droite KLM paralléle
al'une ou a I'autre des droites AD, EF, et enfin
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par le point A conduisez la droite AK paralléle
a P'une ou ¥ I'autre des droites CL, DM.

Puisque la droite AC est égale i la droite
CB, le rectangle AL sera égal au rectangle CH
(prop. 36, 1); mais le rectangle CH est égal au
rectangle HF ( prop. 43. 1) : donc le rectangle
AL sera égal au rectangle HF; donc si nous
ajoutons a chacun de ces rectangles le rectangle
CM, le rectangle total AM sera égal au gnomon
NOP; mais le rectangle AM est compris sous
les droites AD, DB, car DM est égal 4 DB
(corrol 4. 2) donc le guomon NOP est égal
a un rectangle qm est compns sous les drones
AD, DB; done si nous ajoutons a chacune de
ces deux quantités le quarré LG qui est e'gél a
quarré construit sur'CB, le rectangle compris

. sous les droites AD, DB avec le quirré cons-
truit sur BC sera égal au gnomon NPQ et au
quarré LG. Mais le gnomon NP O ét {e quari é
LG composent le quarré total CEFD: ‘qui est
construit sur CD : donc le- rectangle compris
sous AD , DB avec le quarré eonstruit sir BC
est égal au quarré construit sur CD.

Donc st tme: llgne droite est coupee en deux
parties égales,, et 51,0 Inii a W
une droite éuoleonefle R IgJ gtangle comprls
sous une droite composée de la premiére ligne

4
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droite et de la droite ajoutée, et sous la droite
ajoutée , avec le quarré de la moitié de la pre-
miére ligne droite,. est égal au quarré d’'une
droite composée de la moitié de la premiére
ligne droite et de la droite ajoutée; ce qu'il
falloit démontret-. :

PROPOSITION VII.
THEOREME.

Si une droite est partagée en deux parties d’'une
maniére quelconque, le quarré de la droite en-
ticre et le quarré de Uun de ses segmens égalent
le double du rectangle compris sous la droite
entiére et ce segment et le quan"é de Uautre

. segment.

Qu’une droite: quelconque AB ( ﬁg 55) soit
partagée d’une maniére quelconque au point C:
_je dis que le quarré de AB et le quarré de BC
sont égaux au double du rectangle compris sous
AB, BC, et.au quarré de AC. '
~ Sur AB décrivezle quarré ADEB ( prop 46 1)
et construisez la figure. - :
Puisque le rectangle AG est. egal au rectan-
gle GE (prop. 43. 1); si nous ajoiitons a T'un
et 3 lautre le quarré CF, le rectangle AF sera
égal au rectangle CE : donc les rectangles AF,
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CE sont doubles du rectangle AF; mais les
rectangles AF, CE composent le gnomon
KLM etle quarré CF : dooc le gnomon KLM
et le quarré CF sont doubles du rectangle AF;
mais le double du rectangle compris sous les
droites AB, BC est double du rectangle AF, car
la droite BF est égale & la droite BC ( cor. 4.2):
donc le gno nomon KLM et le quarré CF sont
égaux au_rectangle compris sous les droites
AB, BC; donc si nous ajoutons i ces quantités
le quax‘ré HN, qui est construitsurladroite AC,
le gnomon KL M et les quarrés CF, HN seront
égaux au double du rectangle compris sous AB,
BC, et au quarré de AC; mais le gnomon KLM
et les quarrés CF, HN forment le quarré total
ADEB et le quarré CF qui sont construits sur
AB, BC : donc les quarrés de AB et de BC
sont égaux au double durectangle compris sous
AB, BC, et au quarré de AC.

Donc si une droite est partagée en deux
parties d'une maniére quelconque, le quarré
de la droite entiére et le quarré de I'un de ses
segmens sont égaux au double du rectangle
compris sous la droite entiére et ce segment,
et au quarré de l'autre segment; ce qu'il falloit
démontrer.
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PROPOSITION VIIL
THEOREME.

Si une droite est partagée en deux parties d'une
maniére quelconque, le quadruple du rectangle
compris sous la droite entiére et un de ses seg-
mens » avec le quarré de Uautre segment, est égal
au quarré construit sur la droite entiére et le
premier segment , considérés comme ne formant
qu'une seule droite.

Que la droite AB (fig. 54 ) soit. partagée en
deux parties d'une maniére quelconque au
point C : je dis que le quadruple du rectangle
compris sous les droites AB, BC avec le quarré
de AC, est égal au quarré construit sur les
droites AB, BC, considérées comme ne for-
mant qu'une seule droite.

Prolongez la droite DB dans la direction de
AB; faites BD égal 4 CB; décrivez sur AD le
quarré AEF D (prop. 46. 2), et construisez une
double figure.

Puisque la droite CB est égale a la droite
BD, et que la droite CB est égale a la droite
GK (prop. 34. 1), et la droite BD égale aussi
a la droite KN, la droite GK sera égale 2 la
droite KN; la droite QR est égale & la droite
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~ RP par la méme raison. Puisque CB est égal
a BD, et GK égal 3 KN, le rectangle CK sera
égal au rectangle BN, et le rectangle GR égal
au rectangle KP (prop. 36. 1); mais le rectangle -
CK est égal aurectangle RN (prop.43.1), car
ils sont les complémens du parallélogramme CP:
donc le rectangle BN est égal au rectangle GR:
donc les quatre rectangles BN, KC, GR, RN
sont égaux entr’eux : donc ils sont le quadruple
du rectangle CK. De plus , puisque CB est égal
4 BD et que BD est égal 3 BK, cest-a-dire &
CG (34.1), et CB égal 2 GK, c'est-a-dire &
GQ, la droite CG sera égale a la droite GQ;
or QR est égal a RP :.donc le rectangle AG
est égal au rectangle MQ (prop. 36. 1), et
Ie rectangle QL égal au rectangle RF; mais
le rectangle MQ est égal au rectangle QL
( prop. 43..1), puisqu’ils sont les complémens
du parallélogramme ML : donc les rectangles
A G, RF sont égaux: donc les quatre rectangles
AG, MQ, QL4 RF sont égaux entr’eux , et
sont par conséquent quadruples du rectangle
A G. Mais on a démontré que les quatre quarrés
CK, BN, GR, RN, étoient quadruples du
quarré CK : donc les huit figures qui eompo-
sent le gnomon STV. sont quadruples du rec-
tangle AK, et puisque le rectangle AK est
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compris sous les droites AB, BD; car BK est
égal A BD (cor.4.23), le quadruple du rec-
tangle AK sera compris sous les droites AB,
BD; mais il a été démontré que le gnomon
STV est quadruple du rectangle AK ; donc le
rectangle qui est compris sous les droites AB,
BD est égal au gnomon STV ; donc si nous ajou-
tons i ces quantités égales le quarré OH qui est
égal au quarré de AC (cor. 4. 2), le quadruple
du rectangle compris sous les droites AB, BD,
et le quarré de AC seront égaux au gnomon
STV et au quarré OH; mais le gnomon STV
et le quarré OH comprennent tout le quarré
AEFD qui est décrit sur AD : donc le qua-
druple du rectangle compris sous les droites
AB, BC et le quarré de AC est égal au quarré
construit sur les droites ABy BC considérées
cormme ne faisant qu’une seule droite.

Donc si une droite est partagée en deux par-
ties égales d’'une maniére quelconque, le qua-
druple du rectangle compris sous la droite en-
tiére et un de ses segmens et le quarré de I'autre
segment , sont égaux au quarré construit sur la
droite entiére et le premier segment, consi-
dérés comme ne formant qu’une seule droxte,
ce qu'il falloit démontrer.
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*PROPOSITION IX.
THEOREME.

Si une droite est partagée en deux parties égales
et en deux parties inégales , les quarrés des
segmens inégaux sont doubles du quarré de la
moitié de cette droite et du quarré de la droite

. interceptée entre les paints de section.

Que la droite AB (fig. 55) soit partagée en
deux parties égales au point C et en deux par-
ties inégales au point D : je dis que les quarrés
de AD, DB sont doubles des quarrés de AC,
CD. :

Du point C conduisez une droite CE qui soit
perpendiculaire a la droite AB (prop. 11.1);
faites la droite EC égale a Pune ou a I'autre des
droites AC, CB, et menez les droites EA, EB;
par le point D conduisez la droite DF paralléle
a la droite EC (prop. 31. 1), et par le point F
conduisez la droite F G paralléle 4 la droite AB,
et menez la droite AF. ’

Puisque la droite AC est égale i la droite
CE, langle EAC sera égal & 'angle AEC
(prop. 5.'1); et puisque I'angle ACE est droit,
les angles AEC, EAC seront égaux 4 un angle
droit (prop. 32. 1); mais ces deux angles sont
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égaux entr’eux : donc chacun des angles AEC,
EAC est la moitié d’'un angle droit. Par la
méme raison, chacun des angles CEB, EBC
est aussi la moitié d'un angle droit : donc Yan-
gle total AEB est droit. Puisque 'angle GEF
est la moitié d’un angle droit et que I'angle
EGF est droit, caril est égal i 'angle intérieur
et oppos¢ ECB (prop.2g.1), l'angle EFG
sera la moitié d’'un angle droit : donc I'angle .
GEF est égal al'angle EFG : donc le c6té EG
est égal au c6té GF (prop. 6. 1). De plus, puis-
que P'angle EBD est la moité d’un angle droit, -
et que 'angle FDB est droit, car il est égal a
I'angle intérieur et opposé ECB, I'angle BFD
sera la moitié d’un angle droit : donc T'angle
FBD est égal 4 Pangle DFB : donc le ¢6té DF
est égal au c6té DB (prop. 6. 1). Puisque la
droite AC est égale 4 la droite CE, le quarré

‘de AC sera égal au quarré de CE : donc les

quarrés de AC, CE sont doubles du quarré

"de AC; mais' le quarré de EA est égal aux

quarrés de AC, CE (prop. 47. 1), puis I'angle
ACE est droit : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus, puisque
EG est égal a GF et que le quarré de EG est
égal au quarré de GF, les quarrés de EG, GF "
seront doubles du quarré de GF ; mais le quarré.
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de EF est égal aux quarrés de EG, GF
" (prop. 47. 1) : donc le quarré de EF est dou-
ble du quarré de GF; mais la droite GF est
¢gale & la droite CD (prop. 34.1) : donc le
quarré EF est double du quarré de CD; mais
le quarré de AE est double du quarré de AC:
donc les quarrés de AE, EF sont doubles des
quarrés de AC, CD; or le quarré de AF est
égal aux quarrés de AE, EF (prop. 47.1),
puisque I'angle AEF est droit : donc le quarré
de AF est double des quarrés de AC, CD;
mais les quarrés de AD, DF sont égaux au
quarré de AF (prop. 47.1), car 'angle ADF
est droit : donc les quarrés de AD, DF sont
doubles des quarrés de AC, CD; or la droite
DF est égale & la droite DB : donc les quarrés
de AD, DB seront doubles des quarrésde AC, -
CD. '

Donc si une droite est partagée en deux
parties égales et en deux parties inégales , les
quarrés des deux segmens inégaux sont doubles
du quarré de la moitié de cette droite et du
quarré de la droite interceptée entre les deux
points de section ; ce qu'il falloit démontrer. -
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"PROPOSITION X.
THEOREME,

Si une ligne droite est coupée en deux parties
égales , et af,/crztn M&W une
droite , le quarré d’une droite com-
posée de la ligne droite entiére et de la droits
ajoutée, et le quarré de la droite ajoutée , sont
doubles du quarré de la moitié de cette ligne
droite et du'quarré d’une droite composée de
la moitié de cette ligne droite et de la droite
ajoutée , comme ne faisant qu’une seule droite.

Que la droite AB (fig. 56) soit partagée en
deux parties égales au point €, et qu'on lui
ajoute directement une droite quelconque BD:
je dis que les quarrés de AD, DB sont doubles ’
des quarrés de AC, CD. '

Du point C conduisez la droite CE perpen-
diculaire sur AB (prop. 11.1); faites la droite
CE égale 4 I'une ou a l'autre des droites AC,
CB; menez les droites AE , EB; par le point
E conduisez la droite EF paralléle a la droite
AD, et par le point D conduisez la droite DF
paralléle i la droite CE. Puisque la droite EF
tombe sur les parallélesEC, FD, les angles CEf,
EFD sont égaux a deux droits (prop. ag. 1)+
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dongc les angles FEB, EF D sont moindres que
deux angles droits ; or deux droites se rencon-
trent quand elles sont prolongées a l'infini du
c4té on elles forment deux angles moindres que
deux droits (ax. 11) : donc les droites EB,
F D, prolongées du cété BD, se rencontreront.
Prolongez ces droites, et supposons qu’elles se
rencontrent au point G ; menez la droite AG.
Puisque 'la droite AC est égale a la droite
CE, l'angle AEC sera égal a l'angle EAC
(prop.5.1); or 'angle ACE est droit : done
chacun des angles EAC, AEC est la moitié
d'un angle droit (prop.32.1). Par la méme
raison, chacun des angles CEB, EBC est la
moitié d’un angle droit : donc I'angle AEB est
droit. Puisque I'angle EBC est la moitié d’un
angle droit, I'angle DBG est aussi la moitié
d’un angle droit (prop. 15.1 ). Mais I'angle
BDG est droit (prop. 2g. 1), car il est égal &
Vangle alterne DCE : donc I'angle DGB est la
moitié d’un angle droit : donc 'angle DGB est
égal i angle DBG : donc le c6té BD est égal
au c6té GD (prop.6.1). De plus, puisque
Yangle EGF est la moitié d’un angle droit, et
que I'angle EF D est droit, car il est égal & I'ane
gle opposé ECD ( prop. 34. 1), I'angle FEG
est la moitié d’'un angle droit : donc I'angle

G
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EGF est égal a I'angle FEG : donc le c61é GF
est égal au c61é EF (prop.6.1); et comme la
droite EC est égale 4 la droite CA , le quarré de
EC est égal au quarré de AC : donc les quarrés
de EC, CA sont doubles du quarré de CA. Or
le quarré de EA est égal aux quarrés de EC,
CA (prop. 47.1) : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus, puisque la
droite GF est égale a la droité EF; le quarré
de FG est égal an quarré de FE: donc les
quarrés de FG, FE sont doubles du quarré de
EF; or le quarré de EG est égal aux quarrés
de GF, FE ( prop. 47. 1) : donc le quarré de
EG est double du quarré de EF ; mais la droite
EF est égale a la droite CD : donc le quarré
de EG est double du quarré de CD; mais on
a démontré que le quarré de EA est double du
quarré de AC : donc les quarrés de AE, EG
sont doubles des quarrés de AC, CD; mais le
quarré de AG est égal aux quarrés de AE, EG
(prop.47.1): donc le quarré de AG est double
des quarres de AC, CD. Or'les quarrés de AD,
DG sont égaux an quarré de AG (prop. 47.1):
“donc les quarrés de AD, DG sont doubles des
-quarrés de AC, CD; mais la droite DG est
“égale a la droité DB : donc les quariés de AD,
:DB sont doubles des quarrés de AC, CD.
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Donc si une ligne droite est ‘parta"ée eun deux
parties égales, et si_on lui ajoute
une dronge,qucleenq%e le q\];grre d’poe droite
‘composée de la ligne droite entiére et de la
droite ajoutée, et le quarré de la droite ajoutée,
sont doubles du quarré de la moitié de la ligne '
droite et au quarré d’une droite composée de
la moitié de la ligne droite. et de la droite
ajoutée comme ne faisant qu'une seule droite;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XL
PROBLEME.

Partager une droite donnée de maniére que le
rectangle compris sous la droite entiére et Uun
de ses segmens , soit égal au quarré de Vautre
segment.

- 80it'AB (fig. 57) la droite donnée : il faut.
partager la droite AB de maniére que le rec-
tangle compris sous la droite entiére et 'un de
ses segmens , soit ‘€gal au quarré de I'autre seg-
ment.

"-Sur la droite AB decrlvez le quarré ABDC
(prop. 46. 1), partagez la droite A-C en deux
parties égales en E (prop. 10. 1), et menez la
droite BE ; ayant prolongé ensuite la droite C A

2
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vers F, faites la droite EF égale 4 la droite BE
(prop. 3. 1), décrivez sur AF le quarré FH,
et prolongez la droite GH vers K : je dis que
la droite AB est partagée en H de maniére que-
le rectangle compris sous AB et BH est égal au
quarré de AH.

Puisque la droite AC est coupée en deux
parties égales en E, si nous lui ajoutons directe-
ment la droite AF, le rectangle compris sous les .
droites CF, F A et le quarré de AE, pris ensem--
ble, seront égaux au quarré de EF (prop.6.2);
mais la droite EF est égale a la droite EB:
donc le rectangle compris sous CF,FA et le
quéirré de AE, pris ensemble, sont égaux au
quarré de EB; mais les quarrés de BA, AE
sont égaux au quarré de EB (prop. 47.1), car
T'angle BAE est droit; donc le rectangle com-
pris sous CF, FA avec le quarré de AE est égal
aux quarrés de BA, AE. Donc, si on retran~
che le quarré de AE qui est commun, le rec--
tangle compris sous CF, FA sera égal an quarré
de AB; mais le rectangle FK est compris sous
les droites CF, FA, puisque la droite AF est
égale A la droite FG, et le quarré de AB est
égal au quarré AD : donc le rectangle FK est
égal au quarré AD : donc, si I'on retranche le
rectangle commun AK, le quarré FH sera égal
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- an reetangle HD ; mais le rectangle HD est
compris sous les droites AB, BH, puisque AB
est égal a BD et que FH est le quarré de AH:
- donc le rectangle compris sous AB, BH sera
~égal au quarré de AH.

Donc la droite AB est coupée an point H, de
maniére que le rectangle compris sous AB, BH
est égal au quarré de AH; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XII.
THEOREME.

Dans les triangles obtus angles , le quarré du cdté
opposé a Uangle obtus est égal aux quarrés des
deux cdtés qui comprennent Uangle obtus, et
au double du rectangle.compris sous le cété de

" Pangle obtus qui est prolongé jusqu'a la per-
pendiculaire abaissée du sommet de langle
opposé et sous la droite interceptée entre la
perpendiculaire et le sommet de Uangle obtus.

Soit ABC (fig. 58 ) un triangle obtus angle
dont I'angle BAC est obtus; du point B con-~
duisez une perpendiculaire BD sur le c6té pro-
Jongé CA: je dis que le quarré de BC est égal
aux quarrés de BA, AC, et au double du rec-
tangle compris sous les droites CA, AD.

Puisque la droite CD est coupée d’une ma-
?
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niére quelconque au point A, le quarré de CD
sera égal aux quarrés de CA, AD, et au double -
du rectangle compris sous les droites CA, AD
(prop. 4.2): donc si on ajoute & ces quantités
égales le quarré de DB, les quarrés de CD, DB
seront égaux aux quarrés de CA, AD, DB, et
au double du rectangle compris sous les droites
CA, AD; mais le quarré de CB est égal aux
quarrés de CD, DB (prop. 47.1), car I'angle
CDB est droit, et le quarré de AB est égal aux
quarrés de AD,, DB : donc le quarré de CB est
¢gal aux quarrés de CA, AB, et au double du
rectangle compris sous les droites CA,AD.
Donc dans les triangles obtus angles le quarré
du cété opposé a l'angle obtus est égal aux
quarrés des deux c6tés qui comprennent an-
gle obtus et au double du rectangle compris
sous le c6té de Iangle obtus qui est prolonge
jusqu’a la perpendlculalre abaissée du sommet
de T'angle opposé et sous la droite interceptée
entre la perpendiculaire et le sommet de 'angle
obtus; ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION XIII
THEOREME.

Dans les triangles acutangles, le quarré d’un cété
opposé a un angle aigu est égal aux guarrés
des cités qui comprennent cet angle aigu moins
le double du rectangle compris sous le cité de

Tangle aigu sur lequel tombe la perpendicu-
laire abaissée du sommet de Vangle opposé et
sous la droite interceptée entre cet angle aigy
et la perpendiculaire.

Soit le triangle acutangle ABC (fig. 59) dont
T'angle B est aigu ; du point A conduisez sur la
droite BC la perpendiculaire AD : je dis que
le quarré de AC égale les quarrés de CB, BA,
moins le double du rectangle compris sons les
droites CB, BD.

Puisque la droite CB est coupée d’'ure ma-
niére quelconque au point'D, les quarrés de
CB, BD seront égaux au double du rectangle
compris sous les droites CB, BD, et au quarré
de DC (prop. 7. 2) : donc si nous ajoutons &
ces quantités égales le quarré de AD, les quarrés
de CB, BD, DA seront égaux au double du
rectangle compris sous les droites CB, BD, et
aux quarrés de AD, DC; maisle quarré de AB

4
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est égal aux quarrés de BD, DA (prop. 47.1),
car I’angle ADB est droit, et le quarré de AC
est égal aux quarrés de AD, DC : donc les
quarrés de CB, BA sont égaux au quarré de AG
et au rectangle compris spus les droites CB,
BD : donc le quarré de AG égale les quarrés
de CB, BA, moins le double du rectangle com~
pris sous CB, BD.

Donc dans les triangles acutangles le quarré
d’un c6té opposé a un angle aigu est égal au
quarré des deux autres c6tés qui compren-
nent l'angle aigu moins le double du rectan-
gle compris sous le c6té de l'angle aigu sur
lequel tombe la perpendiculaire abaissée du
sommet de ’'angle opposé et sous la droite in-
terceptée entre la perpendiculaire et cet angle

aigu (1).

(1) Cette proposition est encore vraie, lors méme
-que l'angle A est droit ou obtus.



DPEUCLIDE. . 105

PROPOSITION XIV.
PROBLEME.

Construire un quarré égal & une figure rectiligne
donndée.

Soit A (fig. 60) la figure rectiligne donnée :
il faut construire un quarré qui soit égal & cette
figure. ,

Construisez un rectangle BD égal 4 la figure
rectiligne donnée A (prop.45. 1). Silec6ié BE
étoit égal au c61é ED, on auroit déja fait ce
qu’on proposoit, car le quarré BD auroit été
construit égal a la figure rectiligne A. Si, au
contraire, 'un des c6tés BE, ED est plus grand
. que lautre, et si.le c6té BE est le plus grand,
prolongez-le vers F, et faites EF égal 4 ED
(prop.3.1); ayant ensuite partagé la droite F B
en deux parties égales an point G, du point G
et avec un intervalle égal 4 'une ou a l'autre
des droites GB, GF, décrivez la demi-circon-
férence BHF (dem.3 ), prolongez DE jusqu’en
H, et menez la droite GH.

Puisque la droite BF est partagée en deux
parties égales au point G et en deux parties
inégales au point E, le rectangle compris sous
les droites BE, EF et le quarré de EG, seront
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égaux au quarré de GF (prop. 5. 2); mais la
droite GF est égale a la droite GH : donc le
rectangle compris sous -les droites BE, EF et
le quarré de EG _seront égaux au quarré de
GH ; mais les quarrés de HE, GE sont égaux
au quarré de GH ( prop. 47. 1) : donc le rec-
tangle compris sous les droites BE, EF et le
quarré de GE, pris ensemble , sont égaux aux
quarrés deHE , GE : donc, si nous retranchons
le quarré commun GE, le rectangle compris
sous les droites BE , EF sera égal au quarré de
EH; mais le rectangle compris sous les droites
BE,EF, est le parallélogramme BD, puisque
la droite EF est égale & la droite ED : donc le
parallélogramme BD est égal au quarré de HE;
or le parallélogramme BD est €égal, par cons-
triiction, a la figure rectiligne A : donc la figure
rectiligne A est égale au quarre construit sur
la droite EH.

Donc le quarré construit sur'la droite EH
est égal a la figure rectiligne donnée A ; ce qu'il
falloit faire. .

FIN DU SECOND LIVRE.
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LIVRE IIL

"DEFINITIONS.

1. Lr-; s cercles égaux sont ceux dont les dia-
métres sont égaux, ou ceux dont les droites
menédes des centres aux circonférences sont
€égales.

2. Une droite qui touchant le cercle et qui
étant prolongée ne le coupe point, est appelée
tangente du cercle.

3. Les cercles qui se touchant ne se cou-
pent point, sont appelés cercles tangens.

-4. Dans le cercle on dit que les droites sont
également éloignées du centre,, lorsque les per- _
pendiculaires menées du centre sur ces droites
sont égales.

5. On dit qu’une droite est plus éloignée du
centre lorsque la perpendiculaire qui tombe sur
elle est plus grande.

6. Un segment de cercle ¢st une figure qui
est comprise entre une droite et la circonfé-
rence du ccrcle. '
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7. L'angle du segment est celui qui est com-
pris par une droite et la circonférence du cercle.

8. Un angle est dans le segment , lorsque I'on
prend un point quelconque dans la circonfé-
rence du segment, et que Fon conduit de ce
point deux lignes droites aux extrémités de la
droite qui est la base du segment ; I'angle est
compris par les deux lignes droites qui ont été
menées d'un point de la circonférence.

9. Mais lorsque les droites qui comprennent
Pangle embrassent une portion de la circonfé-
rence, cet angle est dit appuyé sur la circon-
férence.

10. Un secteur de cercle est une figure com-
prise entre deux rayons qui font un angle au
_centre et la portion de la circonférence qu'em-
brassent ces deux rayons.

. 11. Les segmens des cercles sont semblables,
lorsqu’ils recoivent des angles égaux ou lorsque
les angles qu’ils contiennent sont égaux entre
enx (1).

(1) Une droite menée du centre 2 la circonférence
se nomme rayon. Une droite menée d™an point de la
eirconférence 4 une autre se nomme corde. On nomme
arc upe porlion de la circonférence. '
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PROPOSITION PREMIERE.
PROBLEME.

Trouver le centre d’un cercle donné.

Soit ABC (fig. 61 ) le cercle donné : il faut
trouver le centre du cercle ABC.

Conduisez dans le cercle une droite quel-
conque AB, partagez-la en deux parties égales
au point D (prop. 10.1); du point D élevez une
perpendiculaire DC sur AB (prop. 11.1), pro-
longez la droite DC jusqu’en E, et partagez CE
en deux parties égales au point F : je dis que le
point F est le centre du cercle ABC.

Car supposons que le point F ne le soit pas,
et que ce soit le point G, si cela est possible.
Conduisez les droites GA, GD, G B. Puisque
la droite AD est égale a la droite DB et que la
droite DG est commune, les deux droites AD,
DG seront égales aux deux droites DB, DG,
chacune & chacune ; mais la base GA est égale
3 la base GB, puisque ce sont deux droites
menées du centre ala circonférence (déf. 15.1):
donc langle ADG est égal a l'angle GDB
(prop. 8. 1); mais lorsqu’une droite tombant
sur une autre droite fait avec elle les angles de
suite égaux, chacun de ces angles égaux est
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droit (déf. 10. 1) : donc I'angle GDB est droit;
mais I’angle FDB est droit aussi : donc. I'angle
FDB est égal a I'angle GDB; c'est-i-dire que
le plus grand est égal au plus petit, ce qui est
impossible : donc le point G n’est pas le centre
du cercle ABC. On démontrera de la méme
"maniére que tout autre point, ‘excepté le pomt
F, n’est pas le centre du cercle.
Donc le point F est le centre du cercle.
COROLLAIRE
De I4 il suit évidemment que s1 dans un cer-
cle une droite en coupe une autre en deux
parties égales en faisant avec elle deux angles
droits, le centre du cercle est placé dans Ia
droite sécante.

PROPOSITION II
THEOREME. '
Si Uon prend deux points quelconques dans la

circonférence d’'un cercle, la droite qui joint ces
_ deux points tombera dans le cercle.

Soit le cercle ABC (fig 62); quon prenue
deux points quelconques A, B, dans la circon-
férence de ce cercle : je d1s que la droite qui
est menée du point A au pomt B, tombe dans

le cerc]c.
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Si cette droite ne tombe pas dans le cercle,
supposons, s’il est possible, qu'elle tombe en
dehors, en AFB par exemple; eherchez le cen-
tre du cercle ABC (prop.1.3), supposons que
D soit ce centre ; menez les rayons AD, DB,
et prolongez DF jusqu’en E.

Puisque la droite DA est égale 4 la droite DB,
l’imgle DAE sera égal al'angle DBE (prop.5.1);
et puisque l'on a prolongé un cé1é AEB du
triangle DAE , T'angle DEB sera plus grand que
Yangle DAE ( prop. 16. 1); mais 'angle DAE
est égal 4 'angle DBE : donc I'angle DEB est plus
graud que angle DBE ; mais le plus grand cété
est opposé a un plus grand angle ( prop. 18.1):
donc la droite DB est plus grande que la droite
DE; mais la droite DF est égale a la droite DB:
donc la droite DF est plus grande que la droite
DE; c'est-a~lire que la plus petite surpasse la
plus grande, ce qui est impossible : doncladroite
menée du poeint A au point B ne tombe pas hors
du cercle. Nous démontrerons de la méme ma-
niére qu'elle ne tombe pas dans la circonfé-
~ rence : donc elle tombe en-dedans du cercle,

Donc si I'on prend deux points quelconques
de la circonférence, la droite qui joint ces
deux points tombe en-dedans du cercle; ce
qu’il falloit démontrer, .
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PROPOSITION I1I1.
THEOREME.

&Si dans un cercle une droite qui passe par le centre
coupe en deux parties égales une droite qui ne
passe pas par le centre , la premiére droite cou-
pera la seconde a angles droits ; et si la pre-
micre coupe la seconde & angles droits, elle la
coupera cn deux parties égales.

Soit le cercle ABC (fig. 63 ); supposons que
la droite CD menée dans le cercle par le centre
coupe la droite AB, qui ne passe pas par le
centre, en deux parties égales au point F : je
dis que la premiére droite coupe la seconde a
angles droits,

Cherchez le centre du cercle ABC(prop.1.3);
supposons que son centre soit le point E, con-
duisez les droites EA, EB.

Puisque la droite AF est égale & la droite
FB et que la droite F E est commune, les deux
droites AF, FF sont égales aux deux droites
FB, FE; mais la base EA est égale 4 la base
EB : donc'angle AF E sera égal 4 l'angle BFE
(prop. 8. 1); mais lorsqu'une droite tombant
sur -une -autre droité fait les angles de suite
égaux entr’eux, chacun de ces angles est droit:
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donc chacun des angles AFE, BFE est droit:
donc la droite CD, menée par le centre et con-
pant en deux parties €gales la droite AB qui ne
passe pas par le centre, coupe la droite AB 2
angles droits.

Si la droite CD coupe la droite AB & angles
droits , je dis qu’elle la coupe aussi en deux
parties égales, c’est-a-dire que la droite AF est
égale a la droite FB.

Faites la méme construction ; puisque la
droite EA est €gale 4 la droite EB, I'angle
EAF sera égal 4 Yangle EBF (prop.5.1);
mais Vangle droit AFE est égal  I'angle droit
BFE : donc les deux triangles EAF, EBF
auront deux angles égaux a deux angles, chacun
i chacun, et un c6té égal & un c6té, c’est-3-dire
un c6té commun qui est opposé i un des angles
égaux : donc ces deux iriangles auront les autres
cttés égaux aux autres cotés (prop. 26. 1) :
donc la droite AF est égale i la droite BF.

Donc si dans un cercle une droite qui passe
par le centre coupe en deux parties égales une
autre droite qui ne passe pas par le centre,
la premiére coupera la seconde & angles droits;
et si la premiére coupe la seconde i angles
droits, elle la coupera en deux parties égales 3

ce qu 11 falloit démontrer. -
H
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PROPOSITION IV.
THEOREME

Si dans un cercle deux droztes qui ne passent
point par le centre se coupent, elles ne se cou-
_ peront point en deux parties égales.

- Soit le cercle ABCD (fig. 64), et supposons
que les deux droites AC, BD, qui ne sont point
conduites par le centre, se coupent mutuelle~
ment au point E : je dis qu'elles ne se coupent
point en deux parties égales. .

Supposons, s'il est possible, qu’elles se cou-
pent en deux parties égales, de maniére que AE
soit égal 3 EC et BE égal 4 ED : prenez le
centre du cercle ABCD, et supposons que son
centre soit le point F ; menez FE.

Puisque la droite FE, conduite par le ce’ntré,
coupe en deux parties égales la droite AC qui
’est point conduite par le cenire, la-premiére
coupera la seconde A angles droits (prop.3.3):
donc Pangle FEA est droit. De plus, puisque
la droite FE coupe en deux parties égales la
droite BD qui n’est pas conduite par le centre,
la premiére coupera la seconde a angles droits :
donc Tangle FEB est droit. Mais on a démon-
wé que I'angle FE A est.droit aussi : donc Pan<
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gle FEA est égal a 'angle FEB'; c’cst-a-dire
que le plus petit est égal au plus grand, ce qui
est impossible : donc les droites AC, BD ne
se coupent point en deux parties égales.

.Donc si dans un cercle deax droites qui ne .
sont point conduites par le centre se coupent
mutuellement , elles ne se couperont point en
deux parues égales; ce qu il falloit démontrer.

PROPOSITION V.

THEOREME.:

Si deux cercles se coupent mutuellement ils
n’aurant pas le méme centre.

Jor

Que les deux cercles ABG, CDG (fig..65)
se coupent mutuellement auix deux points B, C
je dis qu'ils n’auront pas le méme centre. -
Supposons , s'il ést possible, qu’ils aient le
méme ceutre et que ce centre soit J¢ point E;
aprés‘ avoir conduit la droite EC, conduises la
droite EF G d'une maniére quelcongue, .
 Puisque le point E est le ceritre du cercle
ABC, Ja.droite EC sera égale a la droite EF
(déf. 15. 1), De plus, puisque. le. point: E est
le centre du cercle CDG, la droite EC sera
égale a la drojte EG. Mais on a démentré que
1a droite EC .est égale a la droite EF .2 donc la
2
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droite EF est égale 4 la droite EG, c’est-d-dire
que la plus petite est égale a la plus grande,
ce qui est impossible. Donc le point E n’est
pas le centre des cercles ABC, CDG.

Donc si deux cercles se coupent mutuelle-
ment, ils n’auront pas le méme centre; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION VL

THEOREME.

Si deux cercles se touchent intérieurement , ils
n’auront pas le méme centre.

Que les deux cercles ABC, CDE (fig.66)
se touchent intérieurement au point C : je dis
qu'ils n’auront pas le méme centre.

Supposons que cela se puisse et que leur centie
soit le point F; aprés avoir conduit la droite
FC, conduisez d'une maniére quelconque la
droite FEB.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC, la droite FC est égale 4 la droite FB.
De plus, puisque le point F est le centre du
cercle CDE, la droite FC est égale i la droite
FE. Mais-on a démontré que la droite FC est
égale 4 la droite FB : donc la droite FE est
égale a la droite FB; c’est-d-dire que la plus
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petite est égale 4 la plus grande, ce qui est
impossible : donc le point F n’est point le centre
- des cercles ABC, CDE.

Donc si deux cercles se touchent intérieure-
ment , ils n’auront pas le méme centre ; ce qu'il
falloit démontrer.

PROPOSITION VI1I.
THEOREME.

§i dans le diamétre d’un cercle on prend un point
quelconque qui ne soit pas le centre de ce cer-
cle, et si de ce point on conduit des droites &
la circonférence , la plus grande sera celle qui
passera par le centre, et la plus petite sera le
reste du diamétre ; quant aux autres droites
celle qui sera plus proche de celle qui passe par
le centre sera plus grande que celle qui en est
plus éloignée; et enfin duméme point on ne peut
conduire de part et d’autre de la plus petite que
deux droites qui soient égales.

Soit le cercle ABCD (fig.67), que AD soit
son diamétre, prenezun point quelconque F qui
ne soit pas le centre de ce cercle; que le centre
du cercle soit le point E; du point F condui-
sez a la circonférence ABCD les droites FB,
FC, FG: je dis que la droite FA est la plus

3
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grande , que la droite FD est la plus petite, et
cue parmi les autres la droite FB est plus grande
que la droite FC, et que la droite FC est plus
grande que Ja droite FG.

Conduisez les droites BE, CE, GE.

Puisque deux cétés d’un triangle sont plus
grands que le c6té restant (prop. 21.1), les
droites EB, EF seront plus grandes que la
droite BF; mais la droite AE est égale 4 la
droite BE : donc les droites BE, EF sont égales
3 la droite AF : donc la droite AF est plus
grande que la droite BF. De plus, puisque la
droite BE est égale & la droite CE et que Ia
droite EF est commune, les deux droites BE,
EF sont égales anx deux droiles CE,EF; mais
I'angle BET est plus grand que I'angle CEF :
donc la base BF est plus grande que la base CF
(prop. 24.1); par la méme raison la base CF
est plus grande que la base FG.

" De plus, puisque les droites GF, FE sont
plus grandes que la droite EG, et que la droite
EG est égale i la droite ED, les droites GF, FE
seront plus grandes que la droite ED : donc si
on retranche la droite commune EF, la droite
restante GF sera plus graride que la droite res-
,tante F D : donc la droite FA estla plus grande,
et la droite FD Ia plus petite : donc la droite FB
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est plus grande que la droite FC, et la droite FC
plus grande que la droite FG.

Je dis aussi que du pomt F, on ne peut con-
duire 4 la circonférence ABCD, de part et d’autre
de la plus petite FD, que deux droites égales ;
car sur la droite EF et an-point donné E pris
sur cette droite construisez I'angle FEH égal
a I'angle GEF (prop. 23. 1), et conduisez la
droite FH. Puisque la droite GE est égale a la
droite EH et que la droite EF est commune,
les deux droites G E , EF sont égales aux deux
droites HE, EF ; mais Fangle GEF est égal &
Tangle HEF par construction : donc la base
F G sera égale a la base FH (prop. 4.1): je dis
que du point F on ne peut conduire une autre
droite égale 4 FG. Car supposons que ccla se
puisse , et que ce soit la droite FK; puisque la
droite FK est égale 4 FG, et que FH est aussi
égale 2 FG, la droite FH sera égale a la-droite
FK, c’est-a-dire que la droite qui est plus prés
de celle qui passe par le centre est égale a celle
(qui en est plus éloignée ; ce qui ne peut éue.

AUTREMENT.

Conduisez la droite EK; puisque la droite
GE est égale ala droite EK, que la droite FE
est commune, et que la base GF est égale a la

4 ;
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base FK, I'angle GEF sera égal 4 angle KEF
(prop. 8. 1); mais 'angle GEF est aussi égal a
Yangle HEF : donc I'angle HEF sera égal &
Yangle KEF, c’est-a-dire que le plus petit est
égal au plus grand; ce qui est impossible : donc
par le point F on ne peut pas conduire 2 la cir-
conférence une autre droite qui soit égaleaGF:
donc on n’en peut conduire qu’une seule.

Donc si dans le diamétre d’un cercle on prend
un point quelconque qui ne soit pas le centre
de ce cercle, et si de ce point on conduit des
droites a la circonférence , la plus grande sera
celle qui passe par le centre, et la plus petite
sera le reste du diamétre ; quant aux autres
droites, celle qui sera plus proche de celle qui
passe par le centre sera plus grande que celle
qui en est plus éloignée; et enfin du méme
point on ne peut conduire de part et d’autre
de la plus petite que deux droites qui soient
égales ; ce qull falloit démontrer.
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PROPOSITION VIIL
THEOREME,

Si Uon prend un point quelconque hors d'un cer-
cle, et si de ce point on conduit & ce cercle plu-
sieurs draites dont lune passe par le centre et
dont les autres passent par-tout ou l'on voudra;
parmi les droites qui vont & la circonférence
concave , la plus grande est celle qui passe par

. le centre ; celle qui est plus prés de celle qui
passe par le centre est plus grande que celle
qui s’en éloigne davantage; mais parmi les
droites qui vont & la circonférence convexe,
la plus petite est celle qui est comprise entre le
point pris hors du cercle et le diamétre ; et celle
qui est plus prés de la plus petite est plus courte
que celle qui s’en éloigne dayantage ; enfin de
ce point on ne peut mener & la circonférence
et de part et d’autre de la plus petite que deux
droites qui soient égales.

Soit le cercle ABC (fig.68), et hors de ce
cercle soit pris un point quelconque D; de ce
point menez i ce cercle les droites DA, DE, DF,
DC, et supposons que DA passe par le centre:
je dis que de toutes les droites qui vont i ]a cir-
conférence concave AEF C, ladroite DA, qui
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passe par le centre, est la plus grande, et que
celle qui est plus prés de celle qui passe par le
centre est plus grande que celle qui s’en éloigne
davantage, ¢ *est-a-dire que la droite DE est plus
grande que la droite DF, et la droite DF plus
grande que la droite DC; mais parmi les droites
qui vont & la circonférence convexe HLKG,
celle qui est comprise entre le point D et le
diamétre AG est la plus petite, et celle qui
est plus prés de la plus petite est toujours plus
courte que celle qui s’en éloigne davantage ;
c’est-a-dire que la droite DK est plus courte
que la droite DL, et la droite DL plus courte
que la droite DH.

Cherchezle centre du cercle ABC (prop.1.3),
supposons que M soit ce centre ; conduisez les
droites ME, MF, MC, MK, ML, MH.

Puisque la droite AM est égale i la droite
EM, si nous leur ajoutons une droite com-
mune M D, la droite AD sera égale aux droites
EM, MD; mais les droites EM, MD sont plus
grandes que la droite ED (prop. 20.1) : donc
la droite AD est plus grande que la droite ED.
De plus, puisque la droite ME est égale a la
droite M F, et que la droite MD est commune,
les droites EM, MD seront égales aux droites

‘MF, MD; mais Pangle EMD est plus grand
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que Pangle FMD : donc la base ED sera plus
grande que la base FD (prop. 24. 1). Nous dé-
montrerons de la méme maniére que la droite
FD est plus grande que la droite CD : donc la
droite DA est la plus grande, la droite DE est
plus grande que la droite DF, et la droite DF
plus grande que la droite CD.
~ De plus, puisque les droites MK, KD sont

plus grandes que la droite MD (prop.20.1),
et que la droite MG est égale 4 la droite MK,
la droite restante KD sera plus grande que la
droite restante GD : donc la droite GD est plus
petite que la droite KD : donc elle est la plus
petite. Si des extrémités du c6té MD du trian-
gle ML D on conduit intérieurement les droites
MK, KD, les droites MK, KD seront plus
petites que les droites ML, LD (prop. 21.1);
mais la droite MK est égale a la droite ML :
donc la droite restante DK est plus petite que
la droite restante DL. Nous démontrerons de
la méme maniére que la droite DL est plus
petite que la droite DH': donc la droite DG
est la plus petite, et la droite DK est plus petite
yue la droite DL, et la droite DL plus petite
que la droite DH.
Je dis encore que da point D on ne peut con-
- duire au cercle, de part et d’autre de la plus
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petite, que deux droites égales. Construisez sur
la droite MD, et au point donné M, un angle
DMB égal a I'angle KMD, et conduisez DB. -
Puisque la droite MK est égale a la droite MB-
et que la droite MD est commune, les deux
droites KM, MD sont égales aux deux droites
BM, MD, chacune a chacune; mais Pangle
KMD est égal 4 'angle BMD : donc labase DK
est égale a la base DB (prop. 4. 1) : je dis qu’il
est impossible de conduire du point D au cer-
cle ABC une autre droite qui soit égale a la
droite DK. Supposons que cela se puisse et
que cette droite soit DN ; puisque la droite DK
est égale 4 la droite DN et la droite DB égale
aussi 4 la droite DK, la droite DB sera égale 4 la
droite DN, c'est-a-dire que la droite qui est plus
prés de la plus petite est égale a la droite qui
s'en €loigne davantage ; ce qui a été démontré
impossible.

AUTREMENT.

Conduisez la droite MN ; puisque la droite
KM est égale 4 la droite MN, que la droite MD
est commune et que la base DK est égale 4 la
base DN, I'angle KMD sera égal 4 'angle DMN
(prop. 8. 1); mais I'angle KMD est égal 4 I'an-
gle BMD : donc I'angle BM D est égal a Pangle
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- BND, c’est-a-dire que le plus petit est égal au
plus grand, ce qui est impossible : donc il est
impossible de conduire du point D au cercle
ABC, et de part et d'autre de la plus petite
droite GD, plus de deux droites égales.

Donc si 'on prend un point quelconque hors
d’un cercle, et si de ce point on conduit  ce
cercle plusieurs droites dont I'une passe par le
centre et dont les autres passent par-tout our
'on voudra; parmi les droites qui vont a Ia cir-
conférence concave, la plus grande est celle
" qui passe par le centre ; celle qui est plus prés
de celle qui passe par le centre est plus grande
que celle qui s’en éloigne davantage ; mais
parmi les droites qui vont a la circonférence
convexe, la plus petite est celle qui est com-
prise entre le point pris hors du cercle et le
diamétre; et celle qui est plus prés de la plus
petite est plus courte que celle qui s’en éloigne
davantage ; enfin de ce point on ne peut mener
& la circonférence, et de part et d’autre de la
plus petite, que deux droites qui soient égales;
ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION IX. IR
THEOREME

Si dans un cer cle Von prend un pomt quelconquc B
et si parmi les droites menées de <e point a ld
circonférence il y en a plus de deux qui solent

égales entrelles , ce pomt sera le cerme du.

cercle. ' : :

Soit le cercle ABC ( ﬁg 69), que dans ce
cercle I'on prenne le point D et qu’il y ait plus
de deux droites égales enir’elles qui aillent; de
ce point 4 la circonférence , c'est-a-dire les
droites DA, DB, DC : je dis que le pomt D est
le cenwre du. cercle ABC.

Conduisez les. droites AB BC, et Parmue,_
Jes en deux parties égales aux points E, F
{ prop. 10. 1); conduisez les droites ED, DF,
que vous prolongel ez vers Jes points G, K, H L.

* Puisque la droite AE est égale  la droite EB,
et que la droite ED est commune, les deux
droites AE , I D seront égales aux deux droites
BE, ED; mas la base D A est bgale A la base
DB : donc Pangle AED est égala langle BED
(prop.8. 1), et par conséquent chacun des -
angles AED, BED est droit : donc la droite
GK, qui coupe la droite AB en deux partics
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‘égales, la coupe aussi i angles droits ; mais lors-
que dans un cercle une droite coupe une autre
droite en deux parties égales et & angles droits,
le centre du cercle est placé dans la droite
sécante (cor. 1.3) : donc le centre du cercle
ABC sera dans la droite GK; par la méme
raison le centre du cercle ABC sera placé dans
la droite HL ; mais les droites GK, HL n’ont
qu’un seul point commun qui est le point D :
donc le point D est le centre du cercle ABC.

Donc si dans un cercle on prend un point
quelconque, et si parmi les droites menées de
ce point i la circonférence il y en a plus de
deux qui soient égales entr’elles , ce point sera
le centre du cercle. '

AUTREMENT.

Dans le cercle ABC (fig. 70) soit pris un
point quelcongue D, et que parmi les droites
menées du point D i la circonférence ABC il
y en ait plus de deux qui soient égales eutre
elles, c’est-a-dire les droites DA, DB, DC: je
dis que le point D est le centre du cercle ABC.

Supposons, s’il est possible , que le point D
nie soit pas le centre du cercle ABC, et suppo-
sons que le centre de ce cercle soit le point E,
conduisez la droite DE et prolongez-laversF,G.
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La droite FG sera un diamétre du cercle ABC.
Silon prend dans le diamétre FG du cercle
ABC un point D qui ne soit pas le centre de
ce cercle, la droite DG sera la plus grande de
toutes, et la droite DC sera plus grande que la
droite DB, et la droite DB plus grande que la
droite DA (prop. 7. 3); mais ces droites sont
égales , ce qui ne peut étre : donc le point E
n’est pas le centre du cercle ABC. Nous dé-
montrerons de la méme maniére qu’il n’y a pas
d’autre point, excepté le point D, qui soit le
centre du cercle ADC : donc le point D est le
centre du cercle ABC.

PROPOSITION X.

THEOREME.

Une circonférence de cercle ne peut couper la
circonférence d’un autre cercle qu'en deux
points.

Supposons que cela puisse arriver, et que la
circonférence du cercle ABC (fig. 71) coupe la
circonférence du cercle DEF en plus de deux
Jpoints : savoir, aux points B, G, H; conduisez
les droites BG, BH, et partagez-les en deux
parties égales aux points K, L; par les points
K, L, conduisez les droites KC, LM perpen-
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dicalaires sur BG, BH , et prolongez—les vers
les points A, E.

Puisque dans le cercle ABC, la droite AC
coupe la droite BH en deux parties égales et &
angles droits, le centre du cercle ABC sera placé
dans la droite AC (corol. 1. 3). De plus, puis-
que dans le méme cercle ABC la droite NO
coupe la droite BG en deux parties égales et &
angles droits, le centre du cercle ABC sera
placé dans la droite NO. On a démontré que
le centre est placé dans la droite AC, et les

- deux droites AC, NO ne se rencontrent qu’au
seul -point O : donc le point O est le centre du
cercle ABC. Nous démontrerons de la méme
nianiére que le point O est le centre du cercle
DEF : donc les deux cercles ABC, DEF, qui
se coupent mutuellement, auront le méme
centre O; ce qui est impossible ( prop. 5.53).

Donc la circonférence d’un cercle ne peut
pas couper la circonference d’un autre cercle
en plus de deux pomts ‘ce qu ‘il falloit dé-
montrer.

AU fr;n.r. MENT

Car que la circonférence du cercle ABC
(fig. 73) coupe la circonférence du cercle DEF
en plus de deux points, savoir , aux points B,

I
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G, F; prenez le centre du cercle ABD, et que
son centre soit le point K ; menez les droites
KF, KG, KB.
Puisque dans le cercle DEF on a pris un
pont K, et que parmi les droites qui vont de
. ce point i la circonférence DEF ily en a plus
de deux qui sont égales entr’elles, savoir,
‘les droites KB, KF, KG, le point K sera le
,centre du. cercle DEF (prop. 9. 3); mais le
point K est le centre du cercle ABC : donc ces
- deux circonférences , qui se coupent, auront le
. méme cenire ; ce qui estimpossible (prop.5.3).
Donc une circonférence de cercle ne peut
pas couper la circonférence d’un’ autre cercle
en plus de deux points ; ce qu’il falloit dé-
montrer. = . .

PROPOSITION XI
THEOREDME.

Si deux circonférences de cercle se touchent inté-

" rieurement , et si on prend leurs centres , la
droite qui joindra leurs centres ira au point
de contact si elle est prolongée.

Que les deux cercles ABC, ADE (fig. 73)
se touchent intérieurement au pomt A ; qu’on
.prenne leurs centres, que le point F soit le
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centre du cercle ABC, et que le point G soit
le centre du cercle ADE je dis que la droite
menée du pomt G au point F ira au pomt de
contact A ; si elle est prolongée. '

Supposons il est possible,, que cette droite
étant prolongée n’aille pas au point de contact
et qu'elle ait la position F GDH; menez les '
droites AF, AG.

Puisque les droites AG, G sont plus grandes
que la droite FA (prop. 20. 1), ¢’est-a-dire que
la droite FH, car la droite FA est égale i la
droite FH; puisqu’elles partent du méme centre:
donc si on éte la droite commune F G| la droite
AG sera plus grande que la droite G H; mais la
droite AG est égale 2 14 droite GD : donc la
droite GD est plus grande que la droite GH ;
c’est-a-dire que la plus petite surpasse Ia plus
grande; ce qui est impossible : done la droite
menée du point F au point G ne peut pas passer
autre part qu'au peint de contact A : donc elle
passe au point de contact.

Donc si deux cercles se touchent intérien=-
rement, la droite qui joint leurs centres passera
par le pont de contact, si elle est prolongee 3
ce qu il falloit démontrer.
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AUTREMENT.

. Supposons que la droite menée du point G
au point F ait la position GFC et qu'elle soit
prolongée directement vers le point H, et qu’on
mene les droites AG, AF.

‘Puisque les droites AG, GF sont plus grandes
que la droite AF, et que la droite AF est égale
3 la droite CF, ou bien 4 la droite FH, si Pon
retranche la droite commune FG, la droite
restante AG sera plus grande que la droite res-
tante GH; mais AG est égal: 4 GD : donc la
droite GD est plus grande que la droite GH ,
c’est-d-dire que la plus petite surpasse la plus
grande; ce qui est impossible. Si le centre du
grand cercle ;est hors du petit cercle, nous
démontrerons de méme quil s’en suit une
absurdjté.

PROPOSITION XII.
THEOREME.

Si deux circonférences de cercle se touchent exté-
- rieurement , la droite qui joindra les deux
centres passera par le point de contact,

Que les circonférences des deux cercles ABC,
ADE (fig. 74 ) se touchent extérieurement au
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point A; qu’on prenne leurs centres, que le
centre du cercle ABC soit le point F, et que
le centre du cercle ADE soit le point G : je
dis que la droite qui est conduite du pont F
au point G passe par le point de contact.

Supposons, s'il est possible, que le contraire
arrive, et que cette droite ait la position FCDG;
conduisez les droites AF, AG.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC, la droite FA sera égale 4 la droite FC.
De plus, puisque le point G est le centre du
cercle ADE, la droite AG sera égale i la droite
G D; mais on a démontré que la droite FA est
égale 4 la droite FC : donc les droites FA, AG
sont égales aux droites FC, DG : donc la droite
totale FG est plus grande que les droites FA,
AG ; mais, au contraire, elle est plus petite
( prop. 20. 1), ce qui est impossible : donc la
droite menée du point F au point G ne peut
pas passer autre part qu’au point de contact :
donc il faut nécessairement qu’elle passe au
point de contact.

Donc si deux circonférences de cercles se
1ouchent extérieurement, la droite qui joindra
leurs centres passera par le point de contact,
ce qu’il falloit demontrer.
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PROPOSITION XIII
THEOREME.

Une circonférence de cercle ne peut pas toucher
une autre circonférence de cercle en plus d’un
point, soit qwelle la touche intérieurement, soit '
quelle la touche extérieurement.

Car st cela est possible, supposons d’abord
que la circonférence du cercle ABDC (fig. 75)
touche intérieurement la circonférence du cer-
cle EBF D en plusieurs points, savoir aux points
B,D.

Cherchez les centres des cercles ABDC,
EBFD; que le point G soit le centre du pre-
mier et le point H le centre du second.

La droite qui est conduite du point G au
point H passera par les points B, D (prop.11.3).
Qu’elle ait la position BGHD; puisque le point
G est le centre du cercle ABDC, la droite BG
est égale & la droite GD : donc la droite BG
est plus grande que la droite HD, et la droite -
BH beaucoup plus grande que la droite HD.
De plus, puisque le point H est le centre du
cercle EBF D, la droite BH est égale & la droite
HD; mais on a démontré qu’elle est beaucoup
plus grande, ce qui est impossible : donc une



DEUCLIDE. 135

circonférence de cercle ne touche paint inté-
rieurement une autre circonférence de cercle
en plus d’un point.

Je dis encore qu’il est impossible qu'une cir-
conférence de cercle touche extérieurement
une autre circonférence de cercle en plus d’'un
point; car si cela étoit possible, il faudroit qué
la circonférence du cercle ACK touchit exté-
rieurement la circonférence du cercle ABDC
en plus d’un point, aux points A, €, par exem-
ple; conduisez la droite AC.

Puisque dans la circonférence des cercles
ABDC, ACK on a pris deux points quelconques
A, C, la droite qui joint ces deux points tom=
bera intérieurement dans I'une et I'autre des
deux circonférences (prop. 2.3 ); mais la droite
qui tombe dans le cercle ABDGC tombera hors
du cercle ACK (déf.3.3), ce qui est absurde :

. donc une circonférence de cercle ne touche
point extéricurement une autre circonférence
de cercle en plus d’un point. On a démontré
qu'une circonférence ne touche point inté-
rieurement une autre circonférence en plus
de deux points.

Donc une circonférence de cercle ne touche
point une autre circonférence de cercle en plus
d’un point, soit qu'elle la touche intérieure-

) 4
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. ,.
ment, soit quelle la touche extérieurement;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI1V.
THFOREME.

Dans une circonférence de cercle les droites égales
sont également éloignées du centre, et celles qui
sont également éloignées du centre sont égales.

Soit le cercle ABDC (fig. 76) et que les
droites AB, CD, prises dans sa circonférence,
solent €gales : je dis que ces deux droites sont
également éloignées du centre.

Cherchez le centre du cercle ABDC, et que
ce centre soit le point E; de ce point conduisez
les droites EF, EG perpendiculaires sur les
droites AB, CD, et menez les droites AE , EC.

Puisque la droite EF, menée par le centre, -
coupe a angles droits la droite AB, quin’est pas -
menée par le centre, elle la coupe en deux
parties égales (prop. 3.3) : donc la droite AF
est égale a la droite FB, et par conséquent la
droite AB est double de la droite AF. Par la
méme raison la droite CD est double de la
droite CG; mais la droite AB est égale a la
droite CD : donc la droite AF est égale 4 la
droite CG : et puisque la droite AE est égale
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3 Ia droite EC, le quarré de la droite AE est .
¢gal au quarré de la droite EC; mais les quarrés
des droites AF, FE.sont égaux au quarré de la
droite AE (prop. 47.1); car I'angle AFE est
droit; et les quarrés des droites EG, GC sont
égaux au quarré de la droite EC, puisque I'an-
gle CGE est droit : donc les quarrés des droites
AF, FE sont égaux aux quarrés des droites
CG, GE; mais le quarré de la droite AF est
égal au quarré de la droite CG, puisque la
droite AF est égale 2 la droite CG : donc le
quarré restant de la droite FE est égal an
quarré restant de la droite EG : donc la droite .
FE est égale i la droite EG ; mais dans un cer-
cle les droites sont dites également éloignées
du centre lorsque les perpendiculaires menées
du centre sur ces lignes sont égales (déf. 4.3):
donc les droites AB, CD sont également éloi-
gnées du centre.

Supposons actuellement que les droites AB,
CD soient également éloignées du centre; c’est~
a~dire , supposons que la droite FE soit égale
a la droite EG : je dis que la droite AB est
égale 4 la droite CD.

Avec les mémes constructions nous démon-
trerons également que la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et que la droite CD est
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double aussi de la droite CG. Puisqi;e la droite
AE est égale 4 ladroite EC, le quarré de la droite
AE sera égal au quarré de la droite EC; mais
les quarrés des droites EF, FG sont égaux au
quarré de la droite de AE (prop. 47.1), etles
quarrés des droites EG, GC égaux au quarré
de la droite EC : donc les quarrés des droites
EF, FA sont égaux aux quarrés des droites
EG, GC; mais le quarré de la droite EG est
égal au quarré de la droite EF, car la droite
EG est égale a la droite EF : donc le quarré
restant de la droite AF est égal au quarré res-
tant de la droite CG : donc la droite AF est
égale a la droite CG ; mais la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et la droite CD double de
la droite CG : donc la droite AB sera égale a
1a droite CD.

Donc dans une circonférence de cercle les
droites égales sont également distantes du cen-
tre, et les droites également distantes du centre
sont égales; ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION XV.

THEOREME.
’

Dans une circonférence de cercle le diamétre est

* la plus grande de toutes les droites , et la droite
qui est plus prés du centre est plus grande que
celle qui en est plus éloignée.

Soit le cercle ABCD (fig. 77 ) dont le dia-
métre est la droite AD et dont le centre est le
point E; que la droite BC soit plus prés du
centre E que la droite FG : je dis que la droite
AD est la plus grande de toutes, et que la droite™
BC est plus grande que la droite FG.

Conduisez du centre les droites EH, EX
perpendiculaires sur BC, F G. Puisque la droite
BC est plus prés du centre que la droite FG,
la droite EK sera plus grande que la droite EH
(déf. 5. 3) ; faites la droite EL égale i la droite
EH, et par le point L conduisez la droite LM
perpendiculaire sur EK, prolongez la droite
LM vers le point N, et menez les droites EM,
EN, EF, EG.

Puisque la droite EL est égale 4 la droite
EH, la droite MN sera égale a la droite BC
(prop- 14.5). De plus, puisque la droite AE
est égale a la droite EM et la droite ED égale
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3 la droite EN, la droite AD sera égale aux
droites ME, EN; mais les droites ME, EN
sont plus grandes que la droite MN : donc la
droite AD est plus grande que la droite MN;
mais la droite MN est égale 4 la droite BC:
donc la droite AD est plus grande que la droite
BC; et puisque les deux draites ME, EN sont
égales aux deux droites FE, EG, et que 'an-
gle MEN est plus grand que I'angle FEG, la
base MN sera plus grande que la base FG
(prop. 24. 1 ). Mais on a démontré que la droite
MN est égale a la droite BC : donc la droite BC
est plus grande que la droite FG : donc le dia-
métre AD est la plus grande de toutes les
droites , et la droite BC est plus grande que la
droite FG. ‘

Donc dans une circonférence de cercle le
diamétre est la plus grande de toutes les droites,
et la droite qui est plus prés du centre est plus
grande que celle qui en est plus éloignée; ce
qu’il falloit démontrer.

e e e - ) a———
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PROPOSITION XVI
THEOREME.

Une droite perpendiculaire au digmétre d’un cercle
et menée par une de ses extrémités , tombe hors
dece cercle;ilest iﬁzpossible qu'ily ait une droite
dans Uespace qui est compris entre cette perpen—
diculaire et la circonférence ; Uangle du demi-
cercle est plus grand qu’aucun angle rectiligne
aigu , et Uautre angle est plus petit quaucun
angle rectiligne aigu.

Soit le cercle ABC (fig. 78) dont le point D
estle centre et la droite AB le diamétre : je dis
que la perpendiculaire i la droite AB, menée
par le point A, tombe hors du cercle.

Car si cela n’est point, supposons s’il est
possible , qu’elle tombe en-dedans et qu’elle
ait la position AC; conduisez la droite DC.

Puisque la droite DA est égale 4 la droite DC,
Yangle DAC sera égal A I'angle ACD (prop.5.1);
mais 'angle DAC est droit : donc I'angle ACD
est droit aussi : donc les angles DAC, ACD
sont égaux a deux angles droits, ce qui est im-
possible (prop. 17. 1) : donc la perpendiculaire
au diameétre AB, menée par le point A ne tombe
point dans le cercle. Nous démontrerons de
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la méme maniere qu’elle ne tombe point sur la
circonférence : donc il est nécessaire qu’elle
tombe en-dehors, et qu'elle ait une position
comme la droite AE.

Je dis qu’il est impossible qu’il y ait une

droite dans I’espace qui est -compris entre la
droite AE et la circonférence CHA.
- Car si cela est possib]e » supposons quiil
y ait une droite qui ait la position" FA; du -
pomt D menez une droite DG Pel‘PeDdlcUlall‘e
a FA.

Puisque I'angle AGD est droit et que I'angle
DAG est plus petit qu’'un angle droit, la droltc :
AD sera plus grande que la droite DG; maisla
droite DA est €gale a4 la droite DH : donc la
droite DH est plus grande que la droite AG,
c'est-a-dire que la plus petite surpasse la plus
grande , ce qui, est impossible : donc il est im-
possible qu’il y ait une droite dans Vespace qui
est compris entre cetle perpendiculaire et la
circonférence..

Je dis de plus que Pangle du demx—cercle
qui est compris par la droite BA et la circon-
férence CHA est plus grand qu’aucun ‘angle
rectiligne aigu, et que l'angle restant compris
par la circonférence CHA et la droite AE est
plus petit qu'aucun angle rectiligne aigu.
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Car sl y a un al‘lgle‘ rectiligne plus grand
que I'angle compris par la droite BA et par la
circonférence CHA, ou s’il y a un angle recti-
ligne plus petit que V'angle compris par la cir-
conférence CHA et par la droite AE, suppo~
sons que dans I'espace compris entre la circon-
férence CHA et la droite AE,, il y ait une droite
quelconque qui fasse un angle plus grand que
celui qui est compris par la droite BA et la cir~
conférence CH A, savoir, un angle compris par
deux droites, et qu'il y ait un angle plus petit que
celui qui est compris par la circonférence CHA
et la droite AE ; mais il 0’y en a point : donc il -
n'y a point d’angle aigu qui, étant compris par
des droites, soit plus grand que T’angle compris
par la droite BA et la circonférence CHA, ni
d’angle plus petit que celui qui est compris par
Ia circonférence CHA et la droite AE; ce qu’il
| falloit démontrer-. ’

COROLLATIRE.

Il suit manifestement de la que la droite per-
pendiculaire au diamétre, et menée d’une de
ses extrémités ; touche la circonférence , et que
cette droite ne la touche qu’en un seul point ,
parce que nous avons démontré que les droites

\
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que rencontre le cercle en deux points, entrent
dans le cercle (prop. 2. 3).

"PROPOSITION XVIL
- PROBLEME.

D’un point donné, conduire une droite qui touche
la circonférence d’un cercle donné.

Soit A (fig.79) un point donné quelconque

et BCD le cercle donné : 1l faut conduire du
point A une droite qul touche Ia circonférence
du cercle BCD.. :
. Prenezle centre de ce cercle, condmsez la
droite AE; du centre E et avec un intervalle
EA, décrivez la circonférence AFG (dem.3);
par le point D conduisez une perpendiculaire
DF surladroite EA, et menez les droites EBF,
AB: je dis que la droite AB, menée du point A,
touche la circonférence du cercle BCD.

Puisque le point E est le centre des cercles
BCD, AF G, la droite E A sera égale a la droite
EF, et la droite ED égale i la droite EB : donc
les deux droites AE, EB sont égales aux deux
droites FE, ED; mais ces droites comprennent
un angle commun qui est en E : donc la base
DF est égale 4 la base AB, le triangle DEF
égal au uiangle EBA, et les autres angles de
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Yun de ces triangles sont égaux aux autres
angles de l'autre triangle (prop. 4. 1) : donc
Pangle EBA est égal 41'angle EDF ; mais I'an-
gle EDF est droit : donc I'angle EB A est droit
aussi. Mais la droite EB est un rayon, et la per-
pendiculaire 3 une des extrémités d’'un diamétre
touche le cercle (prop. 16.3) : donc la droite
AB touche le cercle.
Donc la droite AB, qui a été menée par le

point A, touche le cercle BCD;ce qu’ll falloit
faire.

PROPOSITION XVIIIL
THEOREME:

S; une droite touche la circonférence d'un cercle
et si du centre on méne une droite au point de
contact , cette derniére droite sera’perpendi-
culaire sur la premiére.

Que la droite DE (fig. 80 ) touche au point C
la circonférence du cercle ABC; prenez le cen«
tre F de ce cercle, et de ce centre conduisez
la droite FC au point C : je dis que la droite FC
est perpendiculaire sur la droite DE.

Car s1 elle ne I'est pas; du point F conduisez
la droite FG perpendiculaire sur la droite DE

op. 12.1 )4
(prop ) .
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Puisque 'angle FGC est droit, I'angle GCF
sera aigu (prop.17.1); mais un plus grand an-
‘gle est opposé i un plus grand c6té (prop. 19.1):
donc la droite FC est plus grande que la droite
FG; or la droite FC est égale i la droite FB:
donc la droite FB est plus grande que la droite
FG, c'est-a-dire que la plus petite surpasse la
plus grande; ce qui est impossible : donc la
droite FG n’est pas perpendiculaire sur la droite
DE. Nous démontrerons d’une maniére sembla-
ble qu’il 0’y a point d’autre droite , excepté FC,
qui soit perpendiculaire sur la droite DE: donc
la droite FC est perpendiculaire sur la droite DE.

Donc si une droite touche une circonférence
de cercle, et si du centre on méne une droite .
au point de contact , cette derniére droite sera
perpendiculaire sur la premiére; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XIX.
THEOREME.

Si une droite touche le cercle, et si par le point de
contact on lui méne une perpendiculaire, cette
perpendicylaire passera par le centre.

Qu’une droite DE (fig. 81 ) touche le cercle
ABC au pomt C; par le point C conduisez une
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perpendiculaire sur la droite DE : je dis que la
perpendlculalre AC passera par le centre. Car
si cela n’est point, supposons, s'il est possible,
que le centre soitle point F, et menons la droite
CF. '

Puisque la droite DE touche le cercle ABC
et que la droite FC a été menée du centre au
point de contact, la droite FC sera perpendi-
culaire sur la droite DE (prop. 18.3) : donc
Pangle FCE est droit; mais T'angle ACE est
droit aussi : donc I'angle FCE est égal a 'angle
ACE, c’est-a-dire que le plus petit est égal au
plus grand, ce qui est impossible : donc le point
F n’est pas le centre du cercle ABC. Nous de-
montrerons d’une maniére semblable quil »’y
a aucun autre. point qui.puisse étre le centre
du cercle, 4 moins qu’il ne soit placé dans Ia
droite AC. _

Donc si une droite touche un cercle, et si par
le point de contact on lui méne. une perpen-
diculaive , cette perpendiculaire passera par le
centre ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION X X.
" THEOREME.

Dans le cercle , Uangle au centre est double de '
Vangle & la circonférence , quand ils ont pour
base la méme portion de la circonférence.

Soit le cercle ABC (fig. 82), que l'angle
BEC soit au centre de ce cercle, que I'angle
BAC soith la circonférence , et que ces deux
angles aient pour base la méme portion de la
cir¢onférence BC : je dis que P'angle BEC est
double de 'angle BAC. '

Conduisez la ligne AE; et prolongez-la jus-
quen F,

Puisque la droite EA est égale i la droite EB,
Pangle EAB sera &gal aI'angle EBA (prop.5.1):
donc les angles EAB, EBA sont doubles de
Pangle EAB; miais P'angle BEF est égal aux
angles EAB, EBA (prop.32.1); donc l'angle
BEF est double de 'angle EAB. L’angle FEC
est double de I'angle FAC, par laméme raison ;.
donc I'angle total BEC est double de I'angle
total BAC. .

Que l'angle BAC change de position et qu'il
devienne BDC ; conduisez la droite DE et pro-
longez-la jusquw’en G. Nous démontrerons sem-
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blablement que I'angle GEC est double de P'an-
gle GDC ; mais 'angle GEB est double de I'an-
gle GDB.: donc I'angle restant BEC est double
de I'angle restant BDC.

Donc dans le cercle, 'angle au centre est
double de P'angle 4 la circonférence , quand ils
ont pour base la méme portion de la circon-
férence ; ce qu'il falloit démontrer,

PROPOSITION XXI.
THEOREME,

Les angles placés dans un méme segment de cercle
sont égaux. entr’eu.r

Soit le cercle ABCD (fig. 85) et que les
angles BAD, BED saient placés dans le méme
segment BAED : je dis que ces angles sont
égaux entr’eur.

Prenonsle centre du cercleABCD(prop 1.3),
et que ce centre soit le point F; menez les
droites BF, FD.

Puisque Pangle BFD est au centre , que Panw—
gle BAD est 4 la circonférence, et que ces deux
angles ont pour base la méme portion de Ia
circonférence, 'angle BFD sera double de Pan-
gle BAD( prap: 20.3 ); Vangle BED est double
anssi del angle BED; par laméme ragson : done
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I'angle BAD est égal i I'angle BED (ax. 7).
Donc les angles, 'places dans le méme seg-

ment de cercle, sont egaux entr’eux ; ce quil
falloit demontrer

PROPOSITION XXII.
; 'rHE'.oni:ME.

Les angles opposés des quadnlateres inscrits dans
des cercles sont égaux a deux droits.

Soit le cercle ABCD (fig.84) et que le qua-
drilatére ABCD soit inscrit dans ce cercle : je
dis que les angles opposés de ce quadrilatére
sont égaux a deux droits.

Conduisez les droites AC, BD.

Puisque les trois angles de tout triangle sont
égaux & deux droits (prop.32.1), les trois
angles CAB, ABC, BCA du triangle ABC seront
égmfx a deux angles droits; mais 'angle CAB
est égal & I'angle BDC (prop.21.3), car ces
deux angles sont placés dans le méme segment
BADC; I'angle ACB est égal & Tangle ADB,
parce que ces deux angles sont placés dans le
méme segment ; donc l'angle total ADC est
egal aux anglesBAC, ACB; donc si nous ajou-
tons un angle commun ABC, les angles ABC,
BAC, ACB seront égaux aux angles ABC,
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A DC; mais les angles ABC, BAC, ACB sont
égaux a deux droits : donc les angles ABC,
ADC sont égaux a deux angles droits. Nous
démontrerons semblablement que les angles
BAD, DCB sont aussi égaux a deux droits.

Donc les angles opposés des quadrilatéres
inscrits dans des cercles sont égaux a deux
droits ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIIL
. THEOREME.

Sur une méme droite, on ne peut pés décrire du
méme cdté deux segmens de cercles semblables
”e‘t i:zégaux.

Supposons que cela soit possible ; décrivez du
méme ¢c6té et sur la méme droite AB ( ﬁg 85 )
deux segmens de cercle ACB, ADB semblables
et inégaux , et conduisez la droxte ADC et lea
droites CB, DB. :

Puisque le segment, ACB st semblable au
segment ADB, et que les segmens de cercl_e_s
semblables sont ceux qui recoivent des angles
égaux (déf. 11,3), Pangle ACB sera égal &
Pangle ADB, c’est-a~dire qu'un angle intérieur
est égal & un angle extérieur; ce qui est impos~
sible (prop. 16. 1). .
4



152 ELEMENS

Donc sur une méme droite on ne peut pas
décrire du méme c6té deux segmens de cercles
semblables etinégaux ; ce qu’il falloit démontrer.

. PROPOSITION XXI1V.
THEOREME.

Sur des droites égales, les segmens de cercles
semblables sont égaux entr'eux.

Que sur les droites égales AB, CD (fig. 86)
soient décrits les segmens de cercles sem-
blables AEB, CFD : je dis que le segment
AEB est égal au segment CFD.

Car le segment AEB étant appliqué sur le
segment CFD, le point A sur le point C et Ia
droite AB sur la droite CD, le point B s’appli-
quera sur le pointD pulsque la droite AB est
egale 3 la droite CD; mais la droite AB s’appli-
quant exactement sur la droite CD le segment
AEB sapphquera exactement sur le segment
¢FD; car si la droite AB s’appliquant exacte-
ment sur la droite CD, le segment AEB ne s’ap-~
plique pas exactement sur le segment CFD,le
segment AEB changera de position et prendra
par exemple la position CHGD; mais une cir-
conférence de cercle ne peut couper une autre
circonférence de cercle en plus de deux points
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" (prop. 10.3), etla circonférence CHGD coupe
Ia circonférence CF D en plus de deux points,
savoir, aux points C, G, D, ce qui est impos-
sible; donc la droite AB_ s’appliquant exacte-
ment sur la droite CD, il est impossible que le
segment AED ne s’applique pas exactement sur
le segment CFD : donc le premier segment
s’appliquera exactement sur le second : donc
il lui sera égal.

Donc, sur des droites égales, les segmens de
cercles semblables sont.égaux entr’eux ; ce qu'il

- falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
PROBLEME,

. Un segment de cercle étant donné , décrire
- le cercle dont il est segment.

- Soit ABC(fig.87,88,89)le segment de cer-

cle donné : il faut décrire le cercle dont ABC
est le segment.

- Coupez la droite AC en deux parties égales
au point D (prop. 10. 1), du point D conduisez
la perpendiculaire DB sur AC (prop.11.1),
et menez la droite AB; Pangle ABD est ou plus
grand que I'angle BAD), ou il lui est égal, ou il
est plus petit.
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- Supposons d’abord qu’il soit plus grand ; sur
la droite donnée BA (fig.87) et au poim
donné A faites I'angle BAE égal i I'angle ABD
( prop. 23. 1), prolongez la droite DB jus-
qu'en E, et conduisez la droite EC. Puisque
I'angle ABE est égal 4 'angle BAE, la droite
BE sera égale a la droite EA (prop.6.1), et
puisque la droite AD est égale a la droite DC
- et que la droite DE est commune, les deux
droites AD, DE sont égales aux deux droites
CD, DE, chacune & chacune ; mais I’angle ADE,
est égal a 'angle CDE, car ils sont droits 'un et
Yautre ; donc la base AE est égale i la base EC
(prop. 4. 1). Mais il a été démontré que la
droite AE est égale i la droite EB : donc la
droite BE est égale a la droite EC : donc les
trois droites AE, EB, EC sont égales entre
elles : donc la circonférence de cercle décrite
du point E comme centre, et avec un inter-
valle ‘égal & I'une des droites AE, EB, EC,
passera par les autres pomts et le cercle sera
décrit : donc- un segment de cercle ayant été
donné, on a décrit le cercle dont al est seg-
ment ( prop. 9. 3). Il est évident que le seg-
ment ABC est plus petit qu'un demi-cercle,
puisque le centre E est placé en-dehors de ce
segment.
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" Si Pangle ABD (fig. 88) est égal a l'angle
BAD, la droite AD étant égale & chacune des
droites BD, DC, les trois droites DA, DB, DC
seront égales entr’elles; le point D sera le centre
du cercle entier (prop.g.3), et le segment
ABC sera un demi-cercle.

Mais si I'angle ABD (fig.8g) est moindre
que I'angle BAD, et si sur la droite BA et au
point A donné dans cette droite , on fait I'angle
BAE égal 4 Vangle ABD, le centre E sera en-
dedans du segment ABC et sur la droite DB, et
le segment sera plus grand qu’un demi-cercle.

Donc étant donné un segment de cercle, on
a décrit le cercle dont il est segment ce quil
falloit faire. R :

PROPOSITION XXVL
THEOREKE

Dans des cercles égaux des angles égaux s’ap-
puient sur des arcs égaux,, soit qu'ils soieng
placés & leurs centres ou bien & leurs circons
Sérences.

Soient ABC, DEF (fig. go) des cercles
égaux, qu'aux centres de ces cercles soient les
angles égaux BGC, EHF, et qu’a leurs circon-
férences soient les angles égaux BAC, EDF :
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- je-dis que Parc BKC est égal a l'arc ELF

Conduisez les droites BC , EF.

Puisque les cercles ABC, DEF sont égaux,
leurs rayons seront égaux : doncles deux droites
- BG, GC sont égales aux deux droites EH,
HF; mais les angles G, H sont égaux : donc la
base BC est égale a la base EF (prop.4.1).
Puisque I'angle A est égal & Iangle D, le seg-
ment BAC sera semblable au segment EDF
(déf. 11.3); mais ces segmens sont placés sur
les droites égales BC, EF, et les segmens sem-
blables , qui sont placés sur des droites égales,
sont égaux entr’eux ( prop. 24.3): donc le seg-
ment BAC est égal au segment EDF ; mais le
cercle entier ABC est égal au cercle entier
DEF : donc le segment restant BKC est égal
au segment restant ELTF : donc I'arc BKC sera
égal a I'arc ELF.

Donc, dans les cercles égaux, des angles éganx
s’appuient sur des arcs égaux, soit qu’ils soient
placés a leurs centres ou i leurs circonférences;
ce qu’il falloit démontrer.

e e e - e o —- — == 2 T



DDEUCLIDE. 157

PRO'P'Q'SITION XXVII
THEOREME.

Dans les cercles égaux , les angles qui s’appuient

v sur des arcs égaux sont égaux entr’eux , soit

qwils soient placés & leurs centres ou bien &
Zeurs circonférences. '

Que dans les cercles égaux ABC, DEF
(fig. 91 ) les angles au centre BGC, EHF, et
les angles a la circonférence BAC, EDF s’ap-
puient sur les arcs égaux BC, EF : je dis que
Pangle BGC est égal 4 I'angle EHF, et 'angle
BAC égal a I'angle EDF,

Car si I'angle BGC est égal 4 I'angle EHF,
1l est évident que Yangle BAC est égal a I'an-
gle EDF (prop. 20.3);-car si cela n’est pas, 'un
de ces angles est nécessairement plus grand que
I'autre. Supposons que P'angle BGC soit le plus
grand. Sur la droite BG et au-point G faisons
Yangle BGK égal 4 I'angle EHF (prop.23.1);
or les angles égaux s’appuient sur des arcs égaux
lorsqu’ils sont placés an centre (prop.26.3):
donc I'ar¢ BK est égal Al'arc EF, mais 'arc EF
est égal i l'arc BC : donc 'arc BK est égal &
Parc BC, c’est-a-dire que le plus petit est égal
au plus grand ; ce qui est impossible : done les
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angles BGC, EHF ne sont pas inégaux : done
ils sont égaux ; mais I'angle en A est la moité
de I'angle BGC et I'angle en D la moitié de
I'angle EHF (prop. 20.3) : donc Fangle en A,
est égal a 'angle en D.

Donc, dans les cercles égaux , les angles qui
s'appuient sur des arcs égaux sont égaux entre
eux, soit qu'ils soient placés & leurs centres ou
bien 4 leurs circonférences; ce qu’il falloit dé-
montrer. -

PROPOSITION XXVIIL
THEOREDME.

Dans les cercles égaux , des cordes égales sou-
tendent des arcs égaux , le plus grand arc étant
égal au plus grand, et le plus petit égal au plus
petit.

Soient ABC, DEF (fig.92) deux cercles-
égaux, et BC, EF deux cordes égales qui sou-
tendent les deux grands arcs BAC, EDF, et les
deux petits arcs BGC, EHF : je dis que le grand
arc BAC est égal au grand arc EDF, et que Je
petit arc BGC est égal au petit arc EHF.

Prenez les centres K, L de ces cercles
(prop.1.3), et menez les droites BK, KC,
EL, LF. '
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Puisque ces cercles sont égaux, leurs rayons
seront égaux : donc les deux droites BK, KC
sont égales aux deux droites EL, LF ; mais la
base BC est égale a la base EF : donc I'angle
BKC est égal a I'angle ELF (prop.8.1); or
les angles égaux s’appuient sur des arcs égaux
quand ils sont placés aux centres (prop.26.3):
donc P'arc BGC est égal 4 'arc EHF; mais la
circonférence entiére ABC est égale a la circon-
férence entiére DEF : donc Farc restant ABC
est égal a I'arc restant EDF.

Donc, dans des cercles égaux, des cordes
égales soutendent des arcs égaux, le plus grand
arc étant égal au plus grand, et le plus petit
€égal au plus petit ; ce qu'’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THEOREME.

Dans des cercles égaux des cordes égales
soutendent des arcs égaux.

Soient les cercles égaux ABC, DEF (fig.g2);
que dans ces cercles soient pris les ares égaux
BGC, EHF, et menez les cordes BC,EF : je
dis que la corde BC est égale 4 la corde EF.

Prenez les centres K, L des cercles, et menez
les droites BK, KC, EL, LF. '
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Puisque Farc BG C est égal aVarc EHF, Pan~ -
gle BKC est égal 4 I'angle ELF (prop.27.3);
et puisque les cercles ABC, DEF sont égaux, .
leurs rayons seront égaux : donc les deux droites -
BK, KC sont égales aux deux droites EL , LF;
mais ces droites comprennent des angles égaux :
donclabase BC est égale dla base EF (prop.4.1).

Donc, dans des ceréles égaux , des cordes
égales soutendent des arcs égaux ; ce qu’il falloit
démontrer. -

PROPOSITION XXX.

]
PROBLEME.

-—

Partager un ar¢ donné en deux parties égales.

Soit ADB (fig.93) un arc donné : il faut
partager I'acc ADB en deux parties.

Menez la corde AB, et partagez-la en deux
parties égalesen C (prop. 10.1); du point C
élevez une perpendiculaire CD sur la corde AB
(prop. 11.1), et menez les droites AD, DB.

Puisque la droite AC est égale 4 la droite
CB, et que la droite CD est commune, les deux
droites AC, CD sont égales aux deux droites
BC, CD; mais I'angle ACD est égal i Pangle
BCD; car ils sont droits Fun et I'autre ; done
la base AD est égale a labase DB (prop. 4.1);
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or les cordes égales soutendent des arcs éganx,
le plus grand arc étant égal au plus grand, et
e plus petit égal au plus petit ( prop.28.3);
mais I'un et autre des arcs AD, DB est moin-
dre qu'une demi-circonférence : donc I'arc AD
est €gal a Farc DB.

Doncl'arc donné a été partagé en deux parties
égales ; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXI

'Tnnonﬁun.

Dans un cercle, Vangle qui est compris dans le
demi-cercle est droit ; celui qui est compris dans
un segment plus grand est plus petit qu'un aﬁglc
droit, et celui qui est compris dans un segment
moindre est plus grand qu’un angle droit. L'an-
gle d’un plus grand segment est plus grand gu'un
angle droit, et celui d’'un segment moindre est
plus petit gu’un angle droit. ' ’

-Soit un cercle ABCD (fig. 94) dont le dis-
métre est BG et le centre le point E; menez les
droites BA, AC, AD, DC : je dis que l'angle
qui est compris dans le demi-cercle BA C est

- droit; que 'angle compris dans le segment ABC

plus grand qu'un demi-cercle, savoir, l’apgle

ABC est plus petit quun angle droit, et que

Pangle compris dans le segment ADC plus petit

L
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qu'un demi-cercle, savoir, I'angle ADC est plus
grand qu’un angle droxt

Conduisezladroite AE, et prolongezBAversF.

Puisque la droite BE est égale 2 la droite EA,
Pangle EAB sera égal a angle EBA ( prop. 5.1).
De plus, puisque la droite EA est égale & la
droite EC, I'angle ACE sera égal 4 I'angle CAE :
donc I'angle total BAC est égal aux deux angles
ABC, ACB; mais 'angle extérieur FAC du
tnangle ABC est ¢égal aux deux angles ABC,
ACB (prop.32.1): donc I'angle BAC est egal
a I'angle FAC : donc chacun de ces angles est
droit (prop. 10. 1) : donc Pangle BAC, compris
dans le demi-cercle BAC, est droit.

Puisque les deux angles ABC, BAC du trian-
gle ABC sont plus petits que deux droits
‘(prop. 17. 1), et que P'angle BAC est droit,
I'angle ABC sera plus petit qu'un angle droit,
et cet angle est compris dans le segment ABC
plus grand qu'un'demi-cercle.

Puisque le quadrilatére ABCD est placé
.dans un cercle, et que les angles opposés des
‘quadrilatéres décrits dans les cercles sont égaux
-2 deux angles droits (prop. 22.3), les angles
ABC, ADC sont égaux A deux angles droits;
‘mais I'angle ABC est plus petit qu'un angle
droit : donc I'angle restant ADC est plus grand
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. qu’un angle droit, ct cet angle est compris dans
le segment ADC plus petit qu'un demi-cercle.
Je dis en outre que Vangle d'un plus’ grand
segment, compris par I'arc ABC et la droite
AC, est plus grand qu'un angle droit, et que
Iangle d'un segment moindre, compris par
Yarc ADC et la droite AC, est moindre qu’un
angle droit, et cela est certainement évident;
car puisque I'angle compris par les droites BA ,
AC est droit, Pangle compris par I'arc ABC et
la droite AC sera plus grand qu’un angle droit.
De plus, puisque I'angle compris par les droites
CA, AF estdroit, I'angle compris par la droite
CA etl'arc ADC sera plus petit qu’un angle droit.
Donc, dans un cercle, 'angle compris dans
un demi-cercle est droit ; celui qui est compris
dans un plus grand segment est plus petit qu'un
angle droit, et celui qui est compris dans un
segment plus petit est plus grand qu’un angle
droit. De plus, I’ angle d’un plus grand segment
est plus grand qu'un angle droit, et I'angle
d’un segment moindre est plus petit; ce qu'il
_ falloit démontrer.

AUTREMENT.

. On démontre que angle BAC est droit; puis-
que P'angle AEC est dduble de I'angle BAE,

2
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car il est €gal aux deux angles intérieurs et
opposés ( prop. 32. 1) ; mais 'angle AEB est -
double de I'angle EAC : donc les angles AEB,
AEC seront doubles de ’angle BAC ; mais les -
angles AEB, AEC sont égaux a deux angles
droits ( prop. 13.1) : donc l'angle ABC est-
droit ; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.

De 1a il suit manifestement que si 'un des .
angles d’'un triangle est égal aux deux autres,
" cet.angle sera droit, parce que son angle de
suite est égal aux deux autres; or quand deux
angles de suite sont égaux, ces deux angles
sont droits I'un et Pautre (déf. 10.1).

PROPOSITION XXXIL
TEfOREME.
Si une droite touche la circonférence d'un cercle,
et si du point de contact on conduit une corde,
les angles que cette corde fait avec la tangente -

seront égaux aux angles qui sont placés dans
les segmens alternes du cercle.

Que la droite EF (fig. 95 ) touche la circon-
férence du cercle ABCD au point B, et que
du point B soit conduite la corde BD d’une ma--
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‘niére quelconque : je dis que les angles que la
corde BD fait avec la tangente EF sont égaux i
ceux qui sont compris dans les segmens alternes
du cercle ; c’est-a-dire que 'angle FBD est égal
a I'angle compris dans le segment DAB, et que
Tangle EBD est égal & I'angle qm est compris
dans le segment DCB.

D’un point B conduisez la droite BA perpen-
diculaire sur EF (prop. 11. 1), et dans l'arc

-BD prenez un point quelconque C et menez les
cordes AD, DC, CB.

. Puisque la drorte EF touchela cu'conference
du cercle ABCD au point B, et que la droite BA
a été menée du point de contact B perpendicu-
laire sur la tangente EF, le centre du cercle
ABCD sera placé sur ladroite BA (prop.19.3):
donc'angle ADB, compris dans le demi-cercle,
‘est droit (prop. 31.3) : donc les angles restans
BAD, ABD sont égaux a un angle droit; mais
Pangle ABF est droit par construction : done
Pangle ABF est égal aux angles BAD, ABD
(ax. 10) : donc si on retranche. l’angle com-
mun ABD l’angle restant DBF est égal & celui
qui est compris dans le segment alterne du
cercle, c’est-d-dire a I'angle BAD. Actuelle-
ment , puisque le quadrilatére ABCD est ins-
crit dans le cercle, ses angles opposés sont

3
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égaux a deux droits (prop. 22.3) : donc les -
angles DBF, DBE seront egaux aux angles
BAD, BCD (prop. 13. 1); mais on a démon-
tré que langle BAD est égal a I'angle DBF: -
‘donc Pangle restant DBE sera égal i celui qui
est compris dans le segment alterne du cercle
DCB, c’est-a-dire a I'angle DCB.

Donc si une droite touche la circonférence
d’un cercle , et si du point de contact on con-
‘duit une corde, les angles que cette corde fera
avec la tangente seront ég‘aux a ceux qui sont
'c0mpns dans les segmens alternes ; ce quxl

‘fallon demontrer
o

PROPOJSITION XXXIII

-

Sur une droite donnée ; décrire un segment. de
* cercle quz re¢coivé un angle égal & un angle
donne :

“Soit AB (fig. 96, 97, 98) la dr01te donnée
etCY .'mgle donné : 11 faut sur la drone donnée
AB décrire un segment de cercle qui recoive
un. angle eoal a langle donne C L’angle C est ’
- aigu ou dron ou obtusl
) Supposons d’abord que cet angle soit aigu
comme dans la ﬁoure g6 ; sur '1a droite AB et
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au point A construisez un angle BAD égal a
Yangle C (prop. 23. 1); 'angle BAD sera aigu.
Du point A conduisez la droite AE perpendicu-
laire surla droite AD (prop. 11. 1); partagez AB
en deux parties égales au point F (prop. 10. 1),
et du point F conduisez la droite F G perpendi-
culaire sur la droite AB, et menez la droite GB.
Puisque la droite AF est égale ala droite FB et
que la droite FG est commune, les denx droites
AF, F G sont égales aux deux droites FB, FG;
I'angle AFG est égal 2 Fangle GFB : donc la hase
AG est égale a labase GB (prop. 4. 1) : done
la circonférence décrite du centre G et avee
Iintervalle AG :passera par le point B. Déeris
vez cette circonférence et qu'elle soit ABE,
et menez la droite EB. Puisque du point A,
extrémité du diamétre AE, on a conduit sur
la droite AE une perpendiculaire AD, cette
perpendicalaire AD touchera la circonférence
(prop. 16.3); et puisque ladroite AD touchela
circonférence du cercle ABE, et que du point
de contact qui est en A on a conduit use corde
AB, 'angle DAB sera égal aTangle qui est dans
le segment alterne du cercle ( prop. 3a. 3 );
c’est-a-dire a Tangle AEB; mais U'angle DAB est
égal aV'angle.C : donc 'angle C sera égal A I'any
gle AEB : donc sur la droite donnée AB, one

4
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décrit un segment de cercle AEB qui recoit un
angle AEB égal a I'angle donné C.

Supposons ensuite que I'angle C soit droit,
et qu’il faille décrire sur la droite AB un seg—~
ment de cercle qui re¢oive un angle égal 4 I'an-
gle droit C. Construisez un angle BAD égal &
FPangle droit C (prop. 23. 1), comme dans la
figure g7; partagez ladroite AB en deux parties
€gales au point F (prop. 10.1), et'du centre F
et avec un intervalle égal i 'une ou a I'autre des
droites'AF, FB, décrivez la circonférence de
cercle AEB. Ladroite A D est tangente 4 la cir-
conférence ABE (prop. 16.3), parce que l'an-
gle BAD est droit, et ’angle BAD est égal a 1'an-
gle qui est compris dans le segment AEB; car
cet angle est droit, puisqu’il est compris dans
" un demi-cercle (prop.31.3); maisI'angle BAD
est égal a I'angle'C : donc on a déerit sur la
droite AB un segment de cercle AEB qm recoit
~ un angle égal a l'angle droit C.

Enﬁn que P'angle C (fig. g8) soit obtus;
‘gur la droite AB et aw point A construisez un
angle BAD ¢égal i I'angle C, comme dans la
" figure 98 (prop. 23. 1), et conduisez la droite
AE perpendiculaire a la droite AD (prop.11.1);
partagez la droite AB en deux parties égales au
" point F (prop. 10.1); conduisez sur AB la per-
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" pendiculaire F G, et menez la droite GB. Puis-
que la droite AF est égale 4 ladroite FBet que la
- droite FG est communc ; les deux droites FG,
AG sont égales aux deux droites BG, FG; mais
- Pangle AFG est égal 4 I'angle GFB : donc la base
AG est égale a la base GB (prop.4.1): done
Ia circonférence de cercle décrite du point G
avec l'intervalle AG passera par le point B. Que
cette circonférence ait la position AEB; puis-
qu'on a mené la droite AD perpendiculaire
‘3 l'extrémité du diamétre AE, la droite AD
-touchera la circonférence (prop. 16.3), et
parce que la droite AB a é1é menée du point
de contact qui ‘est en A, Pangle BAD est égal
& celui qui est compris dans le segment alterne
du cercle. Mais I'angle BAD est égal a I'angle
C : don¢ I'angle qui est dans le segment AHB
sera égal & P’angle C : donc on a déerit sur la
droite AB un segment de cercle AHB qui regoit
un angle égal a 'angle C; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XXXIV.
PROBLEME.

D'un cercle donné, retrancher un segment qui
recoive un angle égal & un angle donné.

Soit ABC (fig. 99 ) le cercle donné, et D

V'angle donné : il faut du cercle ABC retran-
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<her un segment’ qui recoive un angle égal a
I'angle donné D.

Menez une droite EF qui touche le ecercle
.ABC au point B (prop. 17.3), et sur la droite
FE et au point B, pris dans cette droite, faites
Tangle FBC égal a I'angle D (prop. 23. 1).

Puisque la droite EF touche le cercle ABC
‘et que la droite BG a été menée du point de
-contact B, 'angle FBC sera égal a celui qui est
‘compris dans le segment alterne du cercle BAC
(prop. 32.8) ; mais I'angle FBC est égal 4 I'an-
gle D : done 'angle qui est compris dans le seg-
ment BAC sera égal 4 Pangle D. . :

Donc d’un ‘cercle donné ABC on a retran-
ché le segment BA:C qui regoit mm angle égal
a l'angle donné D; ce qu’il falloit faire.

_ PROPOSITION XXXV.

- TaEorEmE.
Sidans un cercle deux cordes se coupent mutuel.
lement , le rectangle compris sous les Segmens

de lune de .ces cordes est égal au rectangle
compns sous les segmens de l’autre,

Que dans le cerolé ABCD(figs 100) les deux
.cardes AC, BD se coupent mutuellement au
_point E : je dis que Je rectangle compris sous

I/Ir-/‘: [a )1y+<' /,, (‘O?«i r;’/r,
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les droites AE, EC est égal & celui qui est
compris sous les droites DE, EB.

Si les droites AC, BD passent par le czntre,
de ‘maniére que le point E soit le centre du
cercle ABCD, il ést évident que les droites
AE, EC, DE, EB éunt égales, le rectangle
compris sous les droites AE; EC est égal 2
celui qui est compris sous les droites DE, EB.

- Si les droites AC, DB (fig. 101) ne passent
pas par le centre , prenez le centre du cercle
ABCD (prop.1.3), que ee centre soit le
point F; du centre F conduisez les droites FG,
FH perpendioulaires sur les droites AC, DB
(prop- 12. 1), etmenez les droites FB, FC, FE,

Puisque la droite GF menée par le centre
est perpendiculaire’ sur la droite AC qui n’est
pas menée par le centre, la droite GF coupe
la droite AC 4 angle dr01t et la partage en
deux parties égales (prop 3.3) :donc la droite
AG est égale a la droite G C. Puisque la droite
AC est coupée en deux parties égales au point G,
et en deux parties inégales au point E, Je rec-
tangle compris sous les droites AE, EC, avee
le quarré d¢ GE, est’égal au quarré de GC
{prop. 5.2) : donc sinous ajoutens & ces quan-
tités.le quarré de G F, le rectangle compris sous
les droites AE, EC, avec les quarrés de GE,
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GF, est égal aux quarrés de CG, GF. Mais
le quarré de FE est égal aux quarrés de EG,
GF (prop. 47. 1), et le quarré de FC égal aux
- quarrés de CG, GF : donc le rectangle com-
- pris sous les droites AE, EC, avec le quarré-
- de FE, est égal au quarré de FC. Or la droite
' FC est égale aladroite FB : donc le rectangle
compris sous les droites AE, EC, avecle quarré
- de EF, est égal au quarré de FB. Par la méme
- raison le rectangle compris sous les droites DE,
- EB, avec le quarré de FE, est égal au quarré
de FB. Mais on a démontré que le rectangle
- compris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de FE, est égal au quarré de F B : done le rec-
: tangle compris sous les droites AE, EC, avec le
- quarré de. FE, est égal an rectangle compris
sous les droites DE, EB, avec le quarré de FE:
donc si on retranche le quarré de FE, qui est
commun, le rectangle restant compris sous AE,
EC sera égal au rectangle restant compris sous
DE, EB.

Donc si dans un cercle deux cordes se cou-
pent mutuellement , l¢ rectangle compris sous
les segmens de I'une.sera égal au rectangle
compris sous les segmens de l'autre; ce qu'il
falloit démontrer.
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PROPOSITION XXXVI
Tnédnﬁmn.

&8i on prend un point quelconque hors d’un cer-
cle,.at si de ce point on méne deux droites dont
Lune coupe le cercle et dont Uautre lui soit tan-
gente, le rectangle compris sous la sécante en-
tiére et le segment extérieur qui est intercepté
par ce point et Yarc convexe sera égal au
quarré de la tangente.

Que hors du cercle ABC (fig. 102) soit pris
un point quelconque D, et que de ce point
soient menées deux droites DCA, DB; que la
droite DCA coupe le cercle ABC, et que la
droite AB lui soit tangente : je dis que le rec-
tangle compris sous AD; DC est égal au quarré
de DB, soit que la droite DCA passe par le-
centre ou non. ' '

Supposons d’abord qu’elle passe par le centre
du cercle ABC, et que ce centre soitle point F;
menez la droite FB. L’angle FBD sera droit
(prop. 18. 3). Puisque la droite AC est coupée
en deux parties égales au point F et que la
droite CD lui est ajoutée, le rectangle compris
sous les droites AD, DC, avec le quarré de FC,
sera €gal au quarré de FD (prop. 6. 2); mais
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la droite FC est égale 4 la droite FB : donc le
rectangle compris sous AD, DC, avec le quarré
de FB, est égal au quarré de F D; maisle quarré
de F D est égal aux quarrés des droites FB, BD
(prop-47. 1), car I'angle FBD est droit.: donc
le rectangle compris sous AD, DC, avec le
quarré de FB, est égal aux quarrés des droites
FB, BD. Donc si on retranche le quarré de FB,
qui est commun, le rectangle compris sous les
droites AD, DC sera egal au quarré de la tan-
gente DB.

Supposons & présent que la drmte DCA
(fig. 103 ) ne passe pas par le centre du cercle
ABC; prenons le centre E, et du point E con-
duisons sur la droite AC la perpendiculaire EF
(prop- 12.1),et menonsles droites EB, EC, ED.
Puisque I'angle EFD est droit, et que la droite
EF menée par le centre coupe a angles droits
1a droite AC quin’est pas menée par le centre,
la droite EF coupera la droite AC en deux
parties égales (prop.3.3) : donc la droite AF
est égale a la droite FC. De plus, puisque la
droite AC est.coupée en deux parties égales au
point F et que la droite CD lui est ajoutée, le
rectangle compris sous les droites AD, DC, avec
le quarré de FC, sera égal au quarré de FD
( prop-6.2) :'donc si on ajoute & ¢es deux quan-
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tités le quarré de FE , le rectangle compris sous
les droites AD, DC, avec les quarrés des droites
CF, FE, est égal aux quarrés de DF, FE. Mais
le quarré de DE est égal aux quarrés de DF, FF.
(prop. 47. 1), car l'angle EFD est droit, et le
quarré de CE est égal aux quarrés CF, FE :
donc le rectangle compris sous les droites AD,
DC, avec le quarré de CE, est égal au quarré
de ED; mais la droite CE est égale 4 la droite
EB: donc le rectangle compris sous les droites
AD, DC, avec le quarré de EB, est égal au
quarré de ED; mais les quarrés de EB, BD
sont égaux au quarré de ED (prop.47.1),
. puisque P'angle EBD est droit : donc le rectan-
gle compris sous les droites AD, DC, avec le
quarré de EB, est égal aux quarrés de EB,BD:
donc si on retranche le quarré de EB, qui est
commun, le rectangle restant compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré de DB.
Donc si bors du cercle on prend un point

quelconque, et si de ce point on méne deux
droites dont I'une coupe le cercle et dont I'autre
lui soit tangente, le rectangle compris sous la
sécante entiére et le segment extérieur qui est
intercepté par ce point et I'arc convexe sera
égal au quarré de la tangente; ce qu’il falloit
démontrer. )
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PROPOSITION XXXVIL
THEOREME.
8i Von prend un point quelconque hors d’un cer--
cle, et si de ce point on méne deux droites dont
Lune coupe le cercle et dont U'autre tombe sur
sa circonférence, et si le rectangle compris sous
la sécante totale et le segment extérieur inter-
cepté entre ce point et Larc convexe est égal
au quarré de la droite qui tombe sur la-circon~ .

Jérence, cette derniére droite sera tangente a.
la circonférence.

Que hors du cercle ABC (fig. 104 ) soit pris
~un point quelconque D, et que de ce point on
mene les deux droites DCA, DB dont la droite .
DCA coupe le cercle et dont la droite DB
tombe sur sa circonférence ; si le rectangle
compris sous les droites AD, DC est égal au
quarré de DB : je dis que la droite DB est tan-
gente au cercle ABC. '
Conduisez la droite DE de maniére qu’elle
soit tangente au cercle ABC (prop. 17.3), et
prenez le centre du cercle ABC (prop. 1.3),
que le point F soit ce centre; menez les droites .
FE,FB,FD; l’angleFEDseradron(prop 18.3).
Puisque la droite DE touche le cercle ABC
et que la droite DCA la coupe, le reciangle



DEUCLIDE. T 19y

compris sous AD, DC sera égal au quarré de DE
(prop. 36.3 ) ; mais le rectangle compris sous
AD, DC est supposé égal au quarré de DB:
done le quarré de DE sera égal au quarré de
DB, et par conséquent la droite DE sera égale
ala droite DB. Mais la droite FE est égale a la
droite FB : donc les deux droites DE, EF sont
égales aux deux droites DB, BF, et la base
FD est commune : donc I'angle DEF est égal
a l'angle DBF (prop.8. 1); mais Yangle DEF
est droit : ‘donc V'angle DBF est droit aussi;
mais la droite FB prolongee est un diamétre ,
et 1a droite qui est' perpendlculalre a lextre—-
mité d’'un diamétre est tangente au cercle
(prop. 16. 3 ). On démontreroit la méme chose
si le centre étoit placé sur la droite AC.”
Donc sil'on prend un point quelconque hors
d’un cercle, et si de ce point on méne deux
droites dontl une coupe le cercle et dont 'autre
tombe sur la circonférence, et si le rect‘angle‘
compns sous la sécante totale etle segment g}'t:e.'
riear mtercepte par ce pomt et Tarc convexe,
estégalauquarrédela droite. quitombe sqr]a' (?u:-.

conférence, cette derniére droite ser tangenic
a la cn'confereuce ce qu 11 falloxt demontrer.

IARRE S "h[\b
.FIN DU Tn.o-l'nvnnl:imvnt.-it KRR
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LIVRE IV.

DEFINITIONS.

1. UNI-: figure rectiligne est dite inscrite dans
une figure rectiligne, lorsque chaque angle de
1a figure inscrite touche chaque cété de celle
dans laquelle elle est inscrite.
2. Semblablement une figure est dite cir-
conscrite autour d’une figure , lorsque chaque
c6té de la figure circonscrite touche chaque
angle de la figure autour de laquelle elle est
circonscrite.

3. Une figure lecuhgne est dite inscrite dans
un cercle, lorsque chaque angle de la figure
mscrue touche la circonférence de ce cercle.

4. Une ﬁgure recuhgne est dite circonscrite
autour d'un cercle, lorsque chaque c6té de la
ﬁgure cn'conscm.e touche la cu'conference de
ce cercle. '

''5, Semblablement un cercle est dit inserit
dans tne figure rectiligne,, lorsque la circonfé-

rence du cercle touche chaque c6té de la figure
dans laquelle elle est inscrite.
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6. Un cercle est dit circonscrit autour d’une
figure rectiligne , lorsque la circonférence du
cercle touche chaque angle de la figure autour
de laquelle elle est circonserite.
7. Une droite est dite appliquée dans un cer-
cle, lorsque ses extrémités sont dans la circon-
férence de ce cercle.

*  PROPOSITION PREMIERE.
PROBLEME.

Dans un cercle donné, appliquer une droite égale
& une droite donnée qui ne soit pas plus grande
que le diamétre.,

.Soit ABC (fig. 105) le cercle douné, etDla
droite donnée moins grande que le diamétre de
ce cercle : il faut dans le cercle ABC appliquer
une droite égale a la droite D.

Conduisez le diamétre BC du cercle ABC.
Si la droite BC est égale 4 1a droite D, on a déja
fait' ce que I'on proposoit: car on a appliqué
dans le cercle ABC une droite égale a la droite
D. Si, au contraire, la droite BC est plus grande
que la droite D, faites la droite CE égale a la
droite D (prop.3.1), et du centre C et avec
Pintervalle CE décrivez la circonférence AEF
(dem. 5, et conduisez la droite CA (dem. 1)

\ . 2

L)
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Puisque le point C est le centre du cercle
AEF, la droite CA sera égale a la droite CE;
mais la droite D est €égale i la droite CE : donc
la droite D sera égale a la droite CA.

Donc dans le cercle donné ABC on a appli-
qué la droite C A égale 4 la droite donnée D qui
est moindre que son diamétre ; ce qu il fallowt
faire.

PROPOSiTION 1L
PROBLEME

Dans un cercle donne » inscrire un triangle qui
soit équiangle avec un triangle donné.

Soit ABC (fig. 106) le cercle donné et DEF
le triangle donné : il faut dans le cercle ABC
inscrire un triangle qui soit équiangle avec le
triangle donné DEF.

Conduisez la droite G A H de maniere qu’elle
touche le cercle ABC au point A, et sur la
droite AH et au point A faites ’angle HA C égal
i I'angle DEF (prop.23.1). De plus, sur la
droite GA et au point A faites I'angle G AB égal
a Pangle FDE, et menez la droite BC.

. Puisque la droite HAG touche le cercle ABC
et que la droite AG a été menée du point de
contact , Pangle HAC est égal a celui qui est
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placé dans le segment alterne du cercle, ¢’est~
a~dire a I'angle ABC (prop. 32. 3); mais I'an-
gle HAC est égal i 'angle DEF : donc I'angle
ABC est égal 4 I'angle DEF. Par la méme:
raison I'angle ACB est égal & l'angle FDE:
donc I'angle restant BAC sera égal a 'angle res?
tant EFD (prop. 32. 1) : donc le triangle ABC
est équiangle avec le triangle DEF, et il est
inscrit dans le cercle ABC (déf.3.4).

. .Donc dans le cercle donné on a inserit’ uy
mangle équiangle avec un tnangle donné ; ce-
qu’il falloxt faire. » o ‘ ' b

Ity

" PROPOSITION IIL, ;1

R Akt ~~:A3y
.Jultour dun cercle circonscrire. un. tnangle !
-équiangle avec,un-triangle donug.

- Soit ABC (fig. 107) le cercle donné et DEF
le tnangle donné : il fait autour du cercle ABC
circonscrire un tnangle equlangle avec ]e trian-
gle donné DEF. = = : ;

- Prolongez la droite EF de’ part et d’autre
versles points H, G (dem. 2), preﬁ‘ez le ¢entre’
K 'du cercle ABC (prop- 1.3) ; conduisez &’imez
maniére quelconque la droite KB, faites sur 1a
droite KB et au point K un angle BKA’esél a

3
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Yangle DEG, et I'angle BKC égal a 'angle DFH
(prop.23.1);parles pointsA , B, C conduisezles
_ droites LAM, MBN, NCL de mamére qu’elles
soient tangentes au cercle ABC (prop. 17.3).
Puisque les droites LM, MN, NL touchent
le cercle ABC aux points A, B, C et que les
droites KA, KB, KC sont menées du centre K
aux points A, B, C, les angles seront droits aux
points A, B, C (prop. 18.3); et puisque les
quatre angles du quadrilatére AMBK sont égaux
a quatre angles droits (prop. 32. 1), car ce qua-
drilatére peut se diviser en deux triangles ; mais
parmi les angles de ce quadrilatére , les angles
KAM, KBM sont droits : donc les angles restans
A KB, AMB seront égaux i dgux angles droits;
mais les angles DEG, DEF sont égaux a deux
droits (prop. 13. 1): doncles anglesAKB, AMB
sont égaux aux angles DEG , DEF ; mais I'angle
DEG est égal a Pangle AKB : donc I'angle res-
tant A M B sera égal 4 'angle restapt DEF. Nous
démontrerons semblablement que I'angle LNM
est égal a I'angle DFE : donc P'angle restant
MLN est égal i Pangle EDF (prop..32.1):
donc le triangle LMN est équiangle avec le
triangle DEF, et il est circonscrit autour du
cercle ABC (déf. 4. 4).
, Donc un triangle cquiangle avec un triangle
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. douné a été circonscrit autour du cercle donné;
ce qu’ll falloit faire. '

PROPOSITION IV
"PROBLEME.

Inscrire une circonférence de cercle, dans
un triangle donné.

Soit ABC (fig. 108) le w xangle donne 11
faut dans le triangle ABC mscrire un'cercle. -
Partagez en deux’ parties égales les angles
ABC, BCA par les droites BD,:CD qui se
rencontrent: au point D, et du’ peint Dicon-
duisez sur les droites AB, BC, CA-fes:perpen~
diculaires DE, DF, DG (prop 12.1).
Puisque I'angle AB D est égal'a l’angle CBD,
car 'angle ABC a é1é . partagé en deux partles
égales , et que I'angle droit BED est égal 4 I'an-
‘gle droit BFD, les deux tnangles EBD, DBF
auront deux angles égaux i deux angles et un
~ coté égala un cbté, car BD, qui est opposé a deux
angles égaux , est commun : donc ils auromt les
autres c6tés égaux aux autres c6tés ( prop.a6. r):
donc le c6té DE sera dgaf au'c6té: DF Par la
méme raison le c6té DG séra égal au coté DF:
donc la cieconférence décrite:du‘point D ayec
un intervalle égal & uné des droites DE; BF,

4
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DG phsséré par les autres points et touchera les
droites AB, BC, CA, parce que les angles:sont
droits en E F, G; car sl cette cu'conference
coupoit ces dr01tes ta perpendlcu'laxre a Pex-
trémité d’'un dlametre tomberoit dans le cer-
cle; ce qui est absurde (prop. 16.3). Donc
la circonférence décrite ‘du point D avec un
intervalle égal & une des droites DE, DF, DG
ne coupera pomt les droites AB, BC, CA : donc
ellé-les touchéra , et cette circonférence sera
"-in'scrite dans le trianigle ABC (déf.5.4).

. Done dans le triariglé, donné ABC on a ins-
, -cr.lt la;cieconférence de cercle EFG ce qull
.falloufalré. LA RN

! 1
N

PROPQSIIION V -

‘PROBLE'ME

1

3

Jutout d’uh tnar le donne decnre une c rcon—
g
ference dc cercle

Soﬂ: ABC ( ﬁg 107) le mangle donne 11« faut
autour du triaugle donné ABC décm‘e une eir-
.couférence de cercle. . - . v
... Partagez les-cétés A,B AC én deux: parues
:égalés aux points D, Bi(prop.10.1), et des
apownts D, E condmsez sur les droites AB, AC
Jos perpendlonlalres DF, EF (prop.11.1);
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ces perpendiculaires se rencontreront ou dans
le triangle ABC, ou dans la droite BC ou hors
du triangle ABC. .
Sapposons d’abord que ces perpendiculaires
se rencontrent dans le triangle au point F;
menez les droites BF, FC, FA; puisque la
droite AD est égale A la droite DB, et que la
perpendiculaireé DF est commune , la base AF
sera égale i la base FB ( prop. 4. 1). Nous dé-
‘montrerons : semblablement que la droite CF
"est égale A la droite FA ¢ donc la droite BF est
-égale i la droite FC : donc les trois droites FA,
FB, F C sont égales entr’elles : done si du centre
- F et avec un intervalle égal 4 une des droites
FA, FB, FC on décrit une circonférence, cette
circonférence passera par les autres points, et
cette circonférence sera décrite autour du trian-
gle ABC ( def 6 4) ; decnvez la cu'conference
ABC.
- Supposon&actue'llement que les droites DF,
.EF serencontrentdans ladroite BC etau pointF,
comme dans la‘fighre 108; menez la droite AF.
Nous démontrerons semblablement que le poimt
'F est le centre de la circonférence cxrconscnte
autour du triangle ABC.
Supposons enfin que les droites DF, EF se
rencontrent hors du triangle ABC, au point F
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comme dans la figure 109; menez les droites
AF, FB, FC. Puisque la droite AD est égale &
la droite DB et que la perpendiculaire DF est
cominune, la base AF sera égale a la base FB
{ prop. 4. 1). Nous démontrerons semblable-
ment que la droite CF est égale a la droite FA :
donc la droite BF est égale a la droite FC:
donc si du centre F et avec un intervalle égal
a une des droites FA, FB, FC on décrit une
circonférence, elle passera par les autres points,
‘et cette circonférence sera circonscrite autour
du triangle ABC ; décrivez donc la circonfé-
rence ABC.

Donc une circonférence de cercle a été cir-

conscrite autour du triangle donné; ce qull
falloit faire.

N COROLLATIRE.,

11 est évident que sile centre du cercle tombe
dansletriangle, et siYangle ABC estcomprisdans
un segment plus grand qu'un demi-cercle, cet
angle sera moindre qu’un angle droit. Sile centre
du cercle tombe surladroite BC, si cetangle est
compris dans un demi-cefcle , cet angle sera
droit ; si enfin le centre du cercle tombe hors du
triangle ABC, et si cet angle est compris dans
un segment plus petit qu'un demi -cercle , cet
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angle sera plus grand qu’un angle droit : donc si
le triangle donné est acutangle,les droites DF ,EF
se rencontreront dans le triangle ; si ce triangle -
aunangle drot BAC, les droites se rencontre-
ront dans la droite BC ; si enfin cet angle a un
angle obtus, ces droites se rencontreront hors
du triangle ABC.

PROPOSITION VL

PROBLEME.

Décrire un quarré dans un cercle donné.

Soit ABCD (fig. 110) le cercle donné : il
faut décrire un quarré dans le cercle ABCD.

Conduisez les diamétres AC, BD du cercle
ABCD de maniére qu’ils soient perpendicu-
laires I'un sur Pautre (prop. 1. 1); menez les
droites AB, BC, CD, DA.

Puisque la droite BE est égale a la droite ED,
car le point E est le centre , et que la droite EA
est commune et perpendiculaire sur BD_, la
base AB sera égale a la base AD (prop. 4.1).
Par la méme raison, chacune des droites BC,CD
est égale & chacune des droites BA, AD : donc le
quadrilatére ABCD est équilatére. Je dis aussi
qu’il estrectangulaire ; car puisque laligne droite
BD est un diamétre du cercle ABCD, I figure
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DAD sera un demi-cercle : donc I’angle BAD
est droit ( prop.31.1); par la méme raison
*chacun des angles ABC, BCD, CDA sera droit:
aussi : donc le quadrilatére ABCD est rectan~
gulaire ; mais on a démontré qu’il est équila—
tére : donc ce quadrilatére est un quarré, et ce
quarré est wscrit dans le cercle ABCD.

Donc on a imnscrit le quarré ABCD dans le

cercle donné ABCD ; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VIL
 PROBLEME.

Circonscrire un quarré a-un cercle donné.

Soit ABCD (fig. 111) le cercle donné : il
faut circonscrire un quarré autour du cercle
ABCD.

Conduisez dans le cercle ABCD les deux
diamétres AC, BD de maniére quils soiemt per—
pendlcul'm es l un sur I'autre ; et par les points
A, B, C, D conduisez les droites FG, GH,
HK, KF de maniére qu’elles soient tangentes
du cercle ABCD (prop. 17.3).

Puisque la droite FG est tangente du cercle
ABCD, et que la droite EA a été conduite du
centre E au point de contact quiesten A, les
angles seront droits en A (prop.18.3). Par la
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méme raison les angles seront droits en B, C, D.
Puisque I'angle AEB est droit et que l'angle
EBG est droit aussi, la droite GH sera paral-
léle a la droite AC (prop. 28.1). Par la méme
raison la droite AC est paralléle a la droite FK.
Nous démontrerons semblablement que I'une et
Yautre des droites GF, HK est paralléle a la droite
BED : donc les figures GK, GC, AK, FB,
BK sont des pa’rallélogrammeé : donc la droite
GF est égale a la droite HK (prop.34.1), et
la droite GH égale a la droite FK; et puisque
la droite AC est égale a la droite BD, que la
droite AC est égale a l'une et i l'autre des
droites GH, FH, et que la droite BD est égale
a I'une et a l'autre des droites GF, HK, les
droites GH, FK seront égales aux droites GF,
HK : donc le quadrilatére FGHK est équila-
tére, etje dis qu'il est rectangulaire; car puisque
le quadrilatére GBEA est un parallélogramme,
et que l'angle AEB est droit, 'angle AGB
sera droit aussi (prop..34. 1). Nous démon-
trerons semblablement que les angles qui sont
placés vers les points H, K, F sont des angles -
droits : donc le quadrilatére FGHK est rec-
tangle. Mais on a démontré qu’il est équilatére ;
donc le quadrilatére est un quarré, et il est cir-
conscrit autour du cercle ABCD.
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Donc on a circonscrit un guarré autour du
cercle-donné ; ce qu'il falloit fawe.

PROPOSITION VIIIL
PROBLEME.

Inscrire un cercle dans un quarré donné.

Soit ABCD (fig. 112) le quarré donné : il
faut inscrire un cercle dans le quarré ABCD.

Coupez en deux parties égales 'une et autre
desdroites AB, AD aux points F, E (prop. 10.1),
etpar le pointEconduisezladroite EHparallélea
Yuneetal'autredesdroites AB, CD (prop.31.1),
et par le point F conduisez aussi la droite FK
paralléle & Pune et & l'autre des droites AD,
" BC: donc chacune des figures AK, KB, AH,
HD, AG, GC, BG, GD est un parallélogramme,
et leurs cotés opposés sont égaux (prop. 34.1).
Puisque la droite AD est égale a la droite AB,
que la droite AE est la moitié de AD et la
droite AF la moitié de AB, la droite AE sera
égale a la droite AF. Mais les c6tés qui leur
sont opposés sont égaux : donc la droite FG
est égale A la droite GE. Nous démontrerons
semblablement que les droites GH, GK sont
¢gales aux’ droites FG, GE, chacune a cha-
cune : donc les quatre droites GE, GF, GH,

AN
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GK sont égales entr’elles : donc le cercle dé-
crit du centre G avec un intervalle égal & une
des droites GE, GF, GH, GK passera par les
autres points, et sera tangent aux droites AB,
BC,CD, DA, parce que les anglesen E, F,
H, K sont droits; car si la circonférence cou-
poit les droites AB, BC, CD, DA, la perpen~
diculaire & I'extrémité d’'un diamétre entreroit
dansle cercle ; ce qui est absurde (prop. 16.3):
donc la circonférence de cercle décrite du cen-
tre G avec un intervalle égal 4 une des droites
GE,GF,GH, GK ne coupera point les droites
AB,BC, CD, DA : donc elle sera tangente &
ces droites, et elle sera inscrite dans le quarré
ABCD (déf. 5. 4).
Donc on a inscrit une circonférence de cer-
cle dans le quarré donné; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION IX.
PROBLEME.

Circonscrire un cercle autour d’'un quarré donné.

- Soit ABCD (fig. 113) le quarré donné : il
faut autour de ce quarré ABCD circonscrire
une circonférence de cercle.

Menez les droites AC, BD qui se coupent
mutuellement au point E.
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Puisque la droite DA est égale a la droite
AB et que la droite AC est commune, les deux
droites DA, AC sont égales aux deux droites
BA,AC;labase DC est égale alabase BC:donc
I'angle DAC est égal 4 'angle BAC (prop. 8. 1):
donc l'angle DAB est coupé en deux parties
égales par la droite AC. Nous démontrerons
semblablement que chacun des angles ABC
BCD, CDA est coupé en deux parties égales
par les droites AC, DB : donc puisque I'angle
DAB est égal a I'angle ABC, que I'angle EAB
est la moitié de I'angle DAB , et I'angle EBA
la moitié de I'angle ABC, I'angle EAB sera
égal a 'angle EBA : donc le coté EA est égal
au c6té EB (prop. 6. 1 ). Nous démontrerons
semblablement que les droites EC, ED sont
égales aux droites EA , EB, chacune a cha-
cune : donc les quatre droites EA, EB, EC,
ED sont égales ‘entr’elles : donc la circonfé-
rence de cercle décrite du centre E avec un
intervalle égal a une des droites EA, EB, ED
passera par les autres points et elle sera circons-
crite autour du quarré ABCD; cxrconscrlvez le
cercle ABCD.

Donc on a cxrconscm un cercle autour d un
quarré donné ; ce qu'il falloit faire.
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PROPOSIT'ION x

pnonnn‘mn.

Construire un triangle isocéle qui ait chapun da
angles de sa base doublé du troméme -angle.

“Boit In droite AB (fig. 114); que cette dx‘ofte
soit COupee en do ‘point C'de manidré que }e
téetangle Compris sous les drdies AB), BC'soit
egal‘au gudrré de CAL( prop.tz. 2)4 @u éentre‘
A et aver Hiniéivalle AR décriver: la circonfé-
rente' BDE)‘( dem: 5), dalfs‘ie‘ cercle B‘D‘E
wieniezily cordé BT égale i 14 droite'AT M'eé:
momdre quele dlérmetre\ié &a bercle g}roﬁ\
‘et ay'mt conduit 168 droives DA D cu'cons..
‘crivez I circonférerice’ A'€'D antour du’ tnan-
gle AlOD: (PPOP 5%4) gt amq
© 'Paistue I¢'rectangle” compns SOus Yes drones
-AB BC est égal ‘an’ quarié de'la “drofté’ AC et
que la droite AC est égalé & \la dron.e BD, ) le
rectangle compris sous les droites AB \BG sera
égal aw quarré dé: BD : puisqie le pomt B est
pris hots du‘éercl ACD et que'du poiiit B oh
a mend ‘un ‘cerclé¢'ACD, les droites BCA, BD’
dom Uune céupe e cercle et dont Pautre né Ie
coupe point, et pmsque le rectangle comprls
sous- les droites AB; BC est égal au quﬁrre ‘de
BD, la droite BD sera tangente ati cercle ACD

N
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(prop. 37.3). Done, pyisque la droite BD est
tangente et que la corde DC a été menée du
point de contact' D} Pangle BDC sera égal a
e&lut gquiest compris dans le segment alterneda .
cerdle, c'est-a-dire a 'angle DAG( pi'op 53.3).

Mais, . yu,nsque I'angle BDG pst:égal 4 l'angle
PAC, si npus ajoutons un.angle commup CDA,
Fangle tqtal BDA sera. egal, ‘aux deux angles
CDA, DAC. Mdls Pangle extérienr. .BCD est
_égal aux deux apgles CDA 4 DAC(prop 32, 1)
done l’angle BDA est égal a Pangle BCD ;. mais
Py ;,u;glg BDA est¢galaVangle CBD { prop.5.1),
pu1§qpe gqoge AD, gt égal au cté AB,z done
Tangle DBA sera égaka Fangle BGD : donc les
trois ang]es BDA, DBA, BCDsont égaux entre
eux; et puisque I'angle DBC est.¢gal & I'angle
BCD; le c6té BD serg égal au c6té DC(prpp 6.1);
mais. le cté BD est supposé égal au c61é CA:

donc le coté AC:est egal au -¢c6té CD ;'done
Yangle.CDA est égal a I'angle DAQ( prap.5.1):

donc les angles CDA , DAC; pns enseml:de sont
double -de l'angle DAC; mais, 1ang}e BCD est
égal aux angles CDA, DAC {prop,32.1): done
Tangle BCD. est, double de Fapgle DAC; mais
Tangle BCD est égal & chacun des angles BDA,

DBA dt;nc chacun des angles BDA DBA est
dOuble de Tangle, DAB. . roo

fo
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Donc on a construit un triangle isocéle ADB

dont chacun des angles de sa base BD est. dou-
ble du troisiéme angle ce qu'il falloit fau'e

PROPOSITION X1.
PROBLEME.

* Dans un cercle donné, mscnre un pentagonc
. equzlateral et equiangle.’ ;

- Seit ABCDE (ﬁg 115) le cercle donné : 11
faut inscrire dans ce cercle un pentagone équx-‘
latéral et équiangle. :
Soit le ariangle isocéle FGH, ayant cbacun
des angles de sa base G, H double de langle F:
{ prop. 10.4 ). Inscrivez dans le cercle ABCDE
un triangle ACD équiangle avec le triangle FGH
{ prop. 2. 4), de maniére que I'angle CA D soit,
égal a 'angle F, et de maniére que chacun des
angles ACD, CDA soit égal a chacun des angl
G, Hquisont places sur la base GH. Chacun des’
angles ACD, CDA sera double de I'angle CAD,
Partagez chacun des angles ACD, CDA en deux-
parties égales par les droitesCE, DB (prop. 9. 1),
et menez les droites AB, BC, DE, EA. _
Puisque chacun des angles ACD, CDA est
double de I'angle CAD, et que chacun de ces
angles est coupé en deux parties égales par les
4 ,
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droites CE, DB, les cinq angles DAC, ACE,
ECD, CDB, BDA sont égaux entr’eux; mais
des angles égaux jont appuyés sur des arcs égaux
(prop. 26.3) “Adonc les cmq arcs AB, BC, CD,
DE, EA sont égaux ; mais des cordes egales
soutendent des arcs égaux (prop. 29.53 ) : done
les cinq cordes AB, BC, CD, DE, EA sont
égales entr’elles : donc le pentaoone ABCDE
est eqmlateral Je dis qu’il est aussi équiangle ;
car pulsque Iarc AB est égal & V'arc DE, st
Yon ajoute un arc commun BCD, Parc total
ABCD sera egal a Pare total EDCB Or l'an-
gle AED est appuye sur P'arc l&BCD et l'angle
BAE est appuyé sur I'arc EDCB : donc I'an-
. gle BAE est egal alangle AED (prop. 27.3);
par Ja méme raison chacun des angles ABC,
BCD, CDE est égal a chacun des angles BAE, .
AED: donc le pentagone ABCDE est équian-
gle; maisil a été démontré qu'it est equllateral
“Donc dans un cercle donné, on a inscrit un
pentagone’ équilatéral et equlangle ; ¢ce qu’ll
falloit fau'e
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PROPOSITION XII

PROBLEME,

1

Circonscrire & un cercle donné un pentagone
équilatéral et équiangle.

Soit ABCDE (fig. 116) le cercle donné : il
faut a ce cercle circonscrire un pentagone équis
latéral et équiangle.

Supposons que les points A, B, C, D, E soient
les sommets des angles d’'un pentagone inscrit
dans ce cercle (prop. 11.4), de maniére que
les arcs AB, BC, CD, DE, EA soient égaux ;
par les ponts A, B, G, D, E, conduisez au
cercle les tangentes GH, HK, KL, LM, MG
{prop. 17.3); et ayant pris le centre F du cer-
cle ABCDE , menez les droites FB, FK, FC,
FL, FD.

. Puisque la droite KL touche le cercle ABCDE
au point C, et que la droue FC a é1é menée
-du centre F an point de contact C, la droite FC
sera perpendiculaire sur KL ( prop.18.3):
donc chacun des angles FCK, FCL est droit;
chacun des angles FBH, FBK, FDL, FDM
est droit par la méme raison. Puisque I'angle
FCK estdroit, le quarré de la droite FX est égal
-aux quarrés des droites FC, CK (prop. 47. 1).

3
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Le quarré de la droite F K est égal aux quarrés
des droites FB, BK, par la méme raison :
donc les quarrés des droites FC, FK sont
égaux aux quarrés des droites FB, BK; mais
le quarré de la droite FC est égal au quarré
de la droite FB : donc le quarrd restant de la
droite CK sera égal au quarré restant de la droite
BK : donc la droite CK est égale 4 la drore BK.
Puisque la droite FB est égale a la drotte FC
et que la droite FK est commune, les deux
droites BF, FK sont égales aux deux droites
CF, FK; mais labase BK est égale dlabase CK :
donc I'angle BFK est égal a 'angle KFC, et I'an-
gle BKF aPangle FKC (prop. 8. 1) : donc I'an~
gle BFC est double de I'angle KFC et I'angle
BKC double de P'angle FKC. Par la méme raison -
I'angle CF D est double de I'angle CFL, et I'an- -
gle CLD double de I'angle CLF. Puisque I'are -
BC est égal a 'arc CD, l'angle BF C sera égal
aFangle CF D (prop. 27.3); mais langle BFC
est double de 'angle KF C, et 'angle DF.C dou-
ble de I'angle L¥ C : donc langle KF C est égal
i I'angle CF L : donc les deux triangles FKC,
FLC ont deux angles égaux a deux angles,
chacun & chacun, et un c6té égal a un .c6té,
puisque le c6té FC leur est commun : donc ces
deux triangles ont leurs autres c4tés égaux aux
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autres ctés , et I'angle restant égal 4 Pangle res-
tant (prop. 26. 1 ) : donc la droite KC est égale
dladroite CL , et 'angle FKC égal i I'angle FLC.
La droite KL sera double de la droite KC,
puisqie Ta droite KC est égale a la droite CL.
Par la méme raison la droite HK sera double de
la droite BK. De plus , puisqu’on a démontré
que la droite BK est égale a 1 droite KC, que
la droite KL est double de la droite KC et la
droite HK double de la droite BK, la droite HK
sera égale a la droite KL. Nous démontrerons
semblablement que chacune des droites GH,
GM, ML est égale 2 P'une ou alautre des.droites
HK, KL : donc le pentagone GHKLM est
équilatéral. Je dis aussi qu'il est équiangle ; car
puisque I'angle FKC est égal a I'angle FLC,
et qu'on a démontré que I'angle HKL est dou-
ble de I'angle FKC et Pangle KLM double ausst -
de I'angle FLC, I'angle HKL sera égal 4 I'an-
gle KLM. Nous démontrerons par une raison
semblable que chacun des angles KHG, HGM
GMH est égal a1'un ou & autre des angles HKL, -
KLM : donc les cinq angles GHK, HKL, KLM, .
LMG, MGH sont égaux entr’eux : donc le pen-
tagone GHKLM est équiangle. Nous avons dé-
montré qu'il est équilatéral, et il est circonscrit
au cercle ABCDE; ce quil falloit faire. ’

4
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.PROPOSITION XIIL
PROBL I ME.

Dans un pentagone équilatéral et équiangle
7 un pentagone equala e 5 Sadkd
inscrire un cercle.

" Soit ABCDE (fig. 117) le pentagone équi~
latéral et équiangie donné : il faut inscrire un
cercle dans le pentagone ABCDE.

. Partagez chacun desangles BCD, CDE en deux
. parties égales par les droites CF, DF (prop.g. 1);
et du point F o les deux droites CF, DF se ren-
_ contrent, menez les droites FB, FA; FE. Puis-
que la droite BC est égale a la droite CD et.que
la droite FC est commune, les deux droites BC,
CF sont égales aux deux droites DC, CF ; mais
langle BCF est égal 4 I'angle DCF : donc la
base BF est égale a la base DF (prop. 4.1)3
le triangle BF C est égal au triangle DCF et les
autres angles qui soutendent des cités égaux
dans ces deux triangles sont égaux entr’eux
(prop. 4. 1) : donc I'angle CBF sera égal a I'an~
gle CDF; et puisque I'angle CDE est double
de I'angle CDF et que I'angle CDE est égal
al’angle ABC et I'angle CDF égal & I'angle CBF,
I'angle CB A sera double de I'angle CBF, et par
conséquent 'angle ABF sera égal al'angle FBC :
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donc I'angle ABC est partagé cn deux parties
€gales par la droite BF. Nous démontrerons
semblablement que chacun des angles BAE,
AED est partagé en deux parties égales par les
droites FA, FE. Actuellement du point.F con-
duisez sur les droites AB, BC;CD, DE, EA
les perpendiculaires FG, FH, FK, FL, FM.
Puisque 'angle HCF est égal 4 Yangle KCE et
que I'angle droit FHC est égal i I'angle droit
FKC, les deux triangles FHC, FKC auront
deux angles égaux i deux angles et un coté
égal 4 un c6té; savoir, le c6té commun FC qui
soutend un des angles égaux : donc ces deux
triangles auront les autres c6tés égaux aux autres
c6tés (prop.26.1), etlaperpendiculaire FH sera
¢égale a la perpendiculaire F K. On démontrera
semblablement que chacune des droites FL,
FM, FG est égale a 'une ou a I'autre des droites
FH, FK: donc les cinq droites FG, FH, FK;
FL, FM sont égales entr’elles : donc si du
centre F et avec un intervalle égal 4 une des
_ droites FG, FH, FK, FL, FM on décrit une
circonférence de cercle, cette circonférence’
passera par les autres points et touchera leg
droites AB, BC, CD, DE, EA, parce gae les
angles sont droitsen G, H, K, L, M; eneflet, si
au lieu de les toucher, elle les coupoit, la per-
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pendiculaire menée 4 I'extrémité d’un diamétre
entreroit dans le cercle ; ce qui a été démontré
absurde (prop. 16.3) : donc la circonférence
décrite du centre F avec un intervalle égal &
une des droites FG, FH, FK, FL , FM ne cou-
pera point les droites AB, BC, CD, DE, EA:
donc elle les touchera. Décrivez la circonfé- -
rence GHKLM. ‘
Donc on a inscrit une circonférence de cercle
dans un pentagone équilatéral et équiangle; ce
qu’il falloit faire.

PROPOSITION XIV.
PROBLEME.

Cireonscrire une circonférence de cercle & um
pentagone équilatéral et équiangle donné.

Soit ABCDE (fig. 118 ) un pentagone équi-
latéral et équiangle : il faut & ce pentagone cir-
conscrire une circonférence de cercle.

Partagez en deux parties égales chacun des
angles BCD, CDE par les droites CF, FD
(prop.g. 1), et du point F ou ces droites s¢
rencontrent , menez aux points B, A, E les
droites FB, FA, FE. Nous démontrerons,
comme dans la proposition précédente, que
chacun des angles CBA , BAE , AED est coupé
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en deux parties égales par lesdroites BF, FA, FE.
Puisque I'angle BCD est égal 2 Pangle CDE, et
que P'angle FCD est la moitié de I'angle BCD,
et I'angle CDF la moitié de I'angle CDE, Pan-
gle FCD sera égal 4 I'angle FDC : donc le co1é
FC est égal au c6té FD (prop. 6. 1). On démon-
trera semblablement que chacune des droites
FB, FA, FE est égale 4 chacune des droites FC,
FD : donc les cinqg droites FA, FB, FC,FD, FE
sont égales entr’elles : donc la circonférence
décrite du point F et avec un intervalle égal a
une des droites FA, FB, FC, FD, FE passera
par les autres points et sera circonscrite au
pentagone équilatéral et équiangle ABCDE.
Décrivez la circonférence ABCDE. ‘

. Donc une circonférence de cercle a été cir-
conscrité & un pentagone équilatéral et équian=
gle; ce qu’il falloit faire. -

PROPOSITION XV.

PROBLEME.

Inscrire dans un cercle donné un hexagone équi-
. latéral et équiangle.
Soit ABCDEF (fig. 119) le cercle donné : il
faut dans ce cercle inscrire un hexagone équi-
latéral et équiangle.

Menez le diamétre AD du cercle ABCDEF,
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prenez le centre G de ce cercle, et du centre D
avec l'intervalle DG décrivez la circonférence
EGCH (dem. 3); menez les droites EG,CG,
prolongez-les vers les points B, F, et menez
les droites AB, BC,CD, DE, EF, FA: je dis
que I'hexagone ABCDEF est équilatéral et
équiangle.

Puisque le point G est le centre du cercle
ABCDEF, la droite GE sera égale i la droite GD.

De plus, puisque le pomt D est le centre du

cercle EGCH, la droite DE sera égale a la
droite DG ; mais on a démontré que la droite
GE est égale i la droite G D : donc la droite GE
est égale a la droite ED : donc le triangle EGD
est équilatéral : donc ses trois angles EGD,
GDE, DEG sont égaux entr’eux, puisque dans
les triangles isgcéles les angles & la base sont
égaux entr’eux (prop. 5. 1); mais les trois
angles d’'un triangle sont égaux i deux droits
(prop.32.1): donc I'angle EGD est le tiers
de deux angles droits. On démontrera sembla~
blement que I'angle DG C est le tiers de deux
. angles droits ; donc, puisqu’une droite CG tom-
bant sur la droite EB fait les angles de suite EGC,
CGB égaux i deux droits (prop. 13. 1), Pangle
restant CGB sera le tiers de deux angles droits :
donc les angles EGD, DGC, CGB sont ¢gaux
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entr’eux ; mais les angles BGA, AGF, FGE
sont égaux aux angles EGD, DGC, CGB,
parce que ces angles sont opposés par le sommet
(prop. 15. 1): donc les six anglés EGD, DGC,
CGB,BGA, AGF, FGE sont égaux entr'eux;
mais des angles égaux s’appuient sut des arcs
¢gaux ( prop. 26. 3 )~:,donc les six atcs AB, BC,
CD, DE, EF, FA sont égaux. entr’eux ;; mais des

, arcs égaux sont souteridus, par ¢ des cordes égales
{ prop. 293 );.dong les:aix- cordes sont egales
entr’elles : donc 'hexagone ABCDEF est equlo
latéral. Je dis qu'il est equumgle car pmsque
Parc AF estégal & Yarc ED s tous leur ajou-
tons a chacun l arcABCD, l’are total FABCD
sera égal 2 l’arc total ]::. DCBA : donc, piusque
I'angle FEDs appme sur I arc FABC D et que
I'angle AFE s’appuie sur I'arc EDCBA I’an-

gle: AFE- est égat 3 Vangle' PEF (‘prdp 27 3)
On démbntrera semblablement que les' autres
angles de I hexagone A B C DE R sour ' dguu
chacun: & P'us ou i Lautre des amgles KF’E
RED :donc Iliexagoné ABCDEF est ét{man-ﬁ
gle. Mais oua démontré qu'il est l‘qu‘dateral é{
il est inserit'dans le cércle ABCDERF:- -

Donc on a inseritun hexagone’ eqmlatéral et

e d:ms un cercle donne ¢e utl falloxt-
q
fan'e Lot Be :
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C_OROLLA.IRE.'

11 suit manifestement de 12 que le c6ié de
I'hexagone est égal au demi-diamétre du cercle.

Si par les points A, B, C, D, E, F nous me-
nons des tangentes au cercle, on - circonscrira
a ce cercle un hexagone équilatéral et équian~
gle , en suivant la méthode que- nous avons
donnée pour le pentagone ; c’est aussi de la
méme maniére que nousinscrirons et que nous
circonscrirons une circonférence de cercle a
unhexagonedonne. I TS

_PROPOSITVION>XV'I.

PROBLEME.

Inscnre dans un cercle donne un qumdecagonc
equzlatéral et equzangle.

‘ Soit. ABCD (fig. mo) Ie Qercle donné : il
faut daps ce cercle inscrire, un, qumdecagone
équilatéral et équiangle. -
- Inscrivez dans le cercle, ABGD le, coté AC
d un triangle équilatéral et le c6té AB d’un pens
tagone équilatéral. Puisque la citconférence en-
“tiére ABCD doit éwre partagée en quinze parties
égales, I'arc' ABC qui est la troisiéme. partie de
la circqnftﬁrence‘ en contiendra cing ' et ‘lfarc_-ABx
qui est le cinquié¢me de la circonférence en con-
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tiendra trois : donc larc restant BC en con-
Uendra.deux. Partagez Larc restant BC en.deux
parties égales au point E (prop 30.3), chacun
des ares BE, EC sera la; quinziéme parue de
Ia cméonference di éerclé ABCD : donc si Fon
porteune desdroitesBE, EC surla circonférence
ABCD autant de fois qu'on le pourra (prbp' 1.4),
on aura un qumdecagone equllateral et équian-
gle qui sera inscrit dans cette circonférence ;
- ce quil falloit faire, - . .. .

En suivant la melhode ‘que nous avops dq,nnée
pour le pentagone, si par les points de division
d’un cercle on conduit des tangentes i ce cer-
<le, on circonscrira 4 ge- cercle un quindéca-

gone  éqmilazéral et eqylangle.. En _Spivant. Ja
‘méme methode, nous, inscrirons et noys cir-
conscyirons, une circonférence de cercle 3 a,un
qumdmgf?ne equﬂawral et équiangle dqpne- ,
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LI VREV I.

HAitanyy

. L1 ol
Tt DEFINITI oNa
Do ,

1. Lxs figures rectilignes 'semblablé's sont

celles ‘dorit' 1és angles sont égaux chacun i
éhacun etdont fes coids placés autour des angles
égaux sont proportionnels.

2./ Les figures sont réciproqués lorsque les

antéidédens ‘bt les' éﬂ'usequens des ‘raisons ‘se
trouvent dans Y'une ‘et'Tautre ﬁgure. e i
58, Une droite et dxée coupee Shiextiiife et
moyenne raison lorsqtie la-droite’totale est au
plus grand segment comme le plus grand seg-
ment est au plus petit.
4. La hauteur d'ung fignre est une perpen-~
diculaire menée de son sommet sur sa base.
5. On dit qu’une raison est composée de rai-
- sons lorsque les quantités des raisons mulu-
phees entr’elles produisent la quanuté de cette
raison,
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PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME,

Les triangles et les parallélogrammes qui ont
la méme hauteur sont entr'eux comme leurs
bases. '

Soient les triangles ABC, ACD (fig. 121)
et les parallélogrammes EC, CF qui ont la
méme hauteur , savoir, la perpendiculaire me-
née du point A sur la droite BD : je dis que le
triangle ABG est au triangle ACD et que le
parallélogramime EC est au parallélogramme CF-
comine la base BC est i la base CD.

Prolongez la droite BD de part et d’autre
vei's les points H, L, et faites les droites BG , GH
égales chacune i la base BC; faites aussi les.
droites DK, KL égales chacune a la base CD,
et menez les droites AG, AH, AK, AL.

Puisque les droites_CB , BG, GH sont égales
entr’elles, les triangles AGH, AGB, ABC seront
égaux entr’eux (prop. 38. 1) : donc le triangle
AHC contient le triangle: ABC autant de fois
gue la base HC contient labase BC. Par la méme-
raison le triangle ALC contient e triangle ACD
autant de fois que labase LC contient la base CD.
Silabase HC est égale 4 la base CL, le triangle

' o
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AHC sera égal au triangle ABC ( prop. 38.1);
si la base HC surpasse la base CL, le triangle
AHC surpassera le triangle ALC, et si cette
base est plus petite le triangle sera plus peut.
Ayaut donc quétre quantités , savoir, les deux
bases BC, CD et les deux triangles ABC, ACD,
on a pris des équimultiples de la base BC et du
triangle ABC, savoir, la base HC et le trian-
gle AHC; on a pris aussi d’autres équimultiples
de la base CD et du triangle ACD, savoir, la
base CL et le triangle ALC; et 'on a démomtré
que si la base HC surpasse la:base CL, le trian-
gle AHC surpassera le triangle ALC; que'si la
base HC est égale i la base CL, le triangle AHC
seraégal au triangle AL C, et que si la base HC
est plus petite que la base CL, le triangle AHG
sera 'plus petit que le triangle ALC : donc le
triangle: ABC est au triangle ACD. comme la
base BC et la base CD (déf. 5.5).

* Puisque le parallélogramme EC est double
du triangle ABC, que le parallélogramme FC
est double ausst du triangle ACD (prop.41.1),
et & cause que les parties ont entr’elles la- méme
raison que leurs équimultiples (prop. 15.5), le -
parallélogramine EC sera un parallélogramme
FC comme le triangle ABC est un triangle ACD:
donc puisq’u’on a démiontré que le triangle ABC
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est au triangle ACD comme la base BC estala
base CD; et i cause que le parallélogramme EC
est au parallélogramme FC comme le triangle
ABC est au triangle ACD, le parallélogramme
E C sera au parallélogramme F C comme la base
BC est 4 la base CD (prop. 11.5).

Donc les triangles et les parallélogrammes
qui ont la méme hauteur sont entr’eux comme
leurs bases ; ce qu’il falloit démontrer.

"PROPOSITION IL
| THEOREME.

Si Uon conduit une droite qui soit paralléle & up
des -¢dtés d’un triangle , cette droite coupera
proportionnellement les cétés de ce triangle; et
si deux cdtés d'un triaugle sont coupés propor-

- tionnellement, la droite qui joindra les sections
sera ‘pamllélc au cété restant du triangle..

Que I'on méne la droite DE (fig. 122) de
maniére qu’elle soit parallélé 3 un des cdtés du
triangle ABC : je'dis que CE esta EA comne
BD est a DA.

Menez les droites BE, CD.

Le triangle BDE est égal au triangle CDE
(prop.37. 1), parce qu'ils ont la méme base et
qu’ils sont compris entre les mémes paralléles.

2
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Mais deux quantités égales ont la méme raison
avec une méme quantité (prop.7.5): doncle
triangle CDE est au triangle ADE comme le
triangle BDE est au triangle ADE. Mais le
triangle BDE est au triangle ADE comme BD
estaDA: car ces deux triangles , qui ontlaméme
hauteur, savoir, la perpendiculaire menée du
point E sur la base AB, sont entr’eux comme
leurs bases (prop.1.6). Par la méme raison le
triangle CDE est au triangle ADE comme CE
esta EA : donc BD est 4 DA comme CE est
a EA (prop. 11.5).

Si les cotés AB, AC du triangle ABC sont
coupés proportionnellement aux points D, E de
maniére que BD soit 2 DA comme CE esta EA,
et si'on méne ladroite DE : je dis que ladroite
DE est parall¢le 4 la droite BC.

‘Faites la méme construction. Puisque BD
est 2 DA comme CE est2 EA, que BD est YDA

"comme le triangle BDE est au triangle ADE
(prop.1.6), et que CE est 3 EA comme le
triangle CDE est au triangle ADE; le triangle
BDE sera au triangle ADE comme le triangle
CDE est au triangle ADE (prop. 11.5) : donc
“chacun des triangles BDE, CDE a la méme
_raison avec le triangle ADE : donc le triangle
BDE est égal au triangle CDE (prop. 9. 5),
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et ils ont la méme base. Mais des triangles égaux
et construits sur la méme base sont compris
entre les mémes paralleles ( prop. 39. 1) : donc
la droite DE est I[’)aralléle :21( ﬁx dEoit?:'B()].

Donc si P'on conduit une droite qui soit pa-
ralléle 4 un des c6tés d’'un triangle , cette droite
coupera proportionnellement les cotés de ce
triangle ; et si les c61és d'un triangle sont coupés
proportionnellement, la droite qui joindra les
sections sera paralléle au c6té restant de ce
triangle ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION IIIL
THEOREME.

Si un angle d'un triangle est partagé en deux par-
ties égales, et si la droite qui partage cet angle
coupe la base, les segmens de la base auront
la méme raison que les autres cdtés de ce trian—
gle; et si les segmens de la base ont la méme.
raison que les autres ctés du triangle , la droite
qui est menée du sommet & la section partagera
Vangle de ce triangle en deux: patties égales.

Soit le triangle ABC (fig. 123 ), que P'an-
gle BAC soit partagé en deux parties égales par
la droite AD : je dis que BD est & DC comme
BAesta AC,

~
3
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_ Par le point C menez Ja droite CE parallele
a la droite DA (prop.31.1); prolongez la droite
BA jusqu’a ce qu'elle rencontrera la droite CE
au point E.

. Puisque la droite AC tombe sur les paralléles
AD, EC, l'angle ACE sera égal & I'angle CAD
( prop. 29. 1) ; mais Pangle CAD est supposé
égal a Pangle BAD : donc I'angle BAD sera égal
al'angle ACE. De plus, puisque la droite BAE.
tombe sur les paralléles AD, EC, I'angle exté-
riecur BAD est égal a I'angle intériecur AEC
(prop. 29. 1). Mais on a démontré que Pangle
ACE est égal aTangle BAD : donc I'angle ACE
sera égal a I'angle AEC : donc le c6té AE sera
égal au c6té AC (prop. 6. 1 ). Puisque la droite
AD est paralléle 4 un des c6tés du triangle BCE,:
savolr , au c6té EC, la droite BD sera a la droite
DC comme la droite BA est 4 la droite AE
(prop. 2.6). Mais la droite AE est égale 2 la
droite AC : donc la droite BD est 4 la droite
DC comme la droite BA est & Ia droite AC
(prop.7.5).

Supposons a présent que Ia droite BD soit &
la droite DC comme la droite BA est a la droite
AC; menez la droite AD : je dis que l'angle
BAG est partagé en deux parties ¥gales par la
droite AD.

'*' B
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Faites la méme construction. Puisque BD
est a DC comme BA est a AC, et que BD est
a DC comme BA est i AE (prop. 2.6), car
la droite AD est paralléle & un des cétés du
triangle BCE, savoir, au ¢6té EC, 1l est évi-
dent que BA sera & AC comme BA est A AE :
donc la droite AC est égale & la droite AE
(prop.9.5) : donc I'angle AEC est égal & I'an-
gle ACE (prop. 5. 1); mais 'angle AEC est
égal & T'angle extérieur BAD (prop.2g.1), et
Iangle ACE égal a I'angle alterne CAD : donc
I'angle BAD sera égal a I'angle CAD : donc
Vangle BAC est partagé en deux parties égales
par la droite AD.

Donc si un angle d’un triangle est partagé en
deux parties égales, et si la droite qui partage
cet angle coupe la base, les segmens de la base

- auront la méme raison que les autres cétés de
ce triangle ; et si les segmens de la base ont la
méme raison (e les autres c6tés du triangle,
la droite qui est menée du sominet i la section
de la base partage I'angle de ce triangle en deux
parties égales ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION IV.
THEOREME.

Dans les triangles équiangles , les cdtés qui sont
autour des angles égaux sont proportionnels ;
et on appelle cités homologues ceux qui sou=
tendent des angles égaux.

Soient les triangles équiangles ABC, DCE
(fig. 124 ) dont 'angle ABC soit égal & I'angle
DCE, V'angle ACB égal i I'angle DEC, et I'an-
gle BAC égal  I'angle CDE : je dis que dans
les deux trIangles ABC,DCE, les c6tés quisont
autour des angles égaux sont proportionnels,
et que les cotés qui soutendent des angles égaux
sont homologues.

Placez le co6té BC dans la direction de CE;
puisque les angles ABC , ACB sont moindres
que deux angles droits (prop.17.1), et que
I'angle ACB est égal a 'angle DEC, les angles
ABC, DEC seront plus petits que deux angles
droits : donc les deux droites BA, ED étant
prolongées , se rencontreront entr’elles (ax. 11);
et supposons qu’elles se rencontrent au point F.

Puisque I'angle DCE est égal 4 I'angle ABC,
la droite DC sera parallele & la droite BY
(prop. 28. 1). De plus, puisque I'angle ACB -
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est €gal 4 I'angle DEC, la droite AC sera pa-
ralléle a la droite FE. Donc la figure FACD est
un parallélogramm.e : donc la droite FA est
égale i la droite FD et la droite AC égale 4 la
droite FD (prop.34. 1); et puisqu'un des c6tés
du triangle FBE, savoir, le c6té AC est paral-
léle au coté FE, le c6té BA sera au cété AF
comme le c6té BC est au ¢6té CE (prop. 2.6).
Mais la droite AF est égale & ladroite CD: donc
BA est a CD comme BC esta CE (prop.7.5),
et; en alternant, AB est 2 BC comme CD est a
CE (prop. 16.5). De plus, puisque la droite
CD est paralléle a la droite BF, la droite BC
sera i la droite CE comme la droite FD est a
la droite DE. Mais la droite DF est égale 4 la
droite AC : doncBC est 3 CE comme AC est
a ED, et en alternant, BC est & CA comme CE
est & ED; mais puisqu’on a démontré que AB
est 3 BC comme DC est a CE, et que BC est a
CA comme CE est A ED, la droite' BA sera
la droite AC comme CD est 4 DE (prop.22.5).

Donc dans les triangles équiangles les c6iés
qui sont autour des angles égaux sont propor-
“tionnels, et les c6tés qui soutendent des angles
égaux sont homologues; ce quil falloit dé-
montrer.
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PROPOSITION V.
THEOREME.

Si deux triangles ont leurs cétés proportionnels,
ces deux triangles seront équiangles , et les an-~
gles soutendus par les cotés homologues seront
égaux. ’

Soient deux triangles ABC, DEF (fig. 125)
dont les cdiés soient proportionnels, de ma-
niére que AB soit A BC comme DE esta ET,
que BC soit 3 CA comme EF est 3 FD et que
BA soitd AC comme ED est a DF : je dis que
les triangles ABC, DEF sont équiangles et que
les angles soutendus par les c6tés homologues
sont égaux, savoir, 'angle ABC égal i angle
DEF, I'angle BCA égal 4 I'angle EF D, ct enfin
Yangle BAC égal a 'angle EDF.

Construisez sur la droite EF et aux points
E, F I'angle FEG égal a 'angle ABC et I'an-
gle EFG égal i I'angle BCA (prop.23.1);le
troisiéme angle BAC sera égal au troisiéme
angle EGF (prop. 32. 1) : donc les triangles
ABC, EGF sont équiangles : donc dans les deux
triangles ABC, EGF, les c6tés qui sont autour
des angles égaux sont proportionnels et les c6tés
quisoutendent les angles égaux sont homologues
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(prop. 4.6) : donc AB est 4 BC comme GE
est 3 EF; mais AB est 4 BC comme DE est a
EF : donc DE est 3 EF comme GE est 4 EF
( prop. 11.5) : donc I'une et I'autre des droites
DE, GE ont la méme raison avec la droite EF :
donc la droite DE est égale a la droite GE
(prop-9.5). Ladroite DF sera égale i la droite
GF, par laméme raison. Donc, puisque ladroite
EG est égale 4 la droite DE, et que la droite
EF est commune, les deux droites DE, EF sont .
égales aux deux droites GE, EF; mais la base
DF est égale i la base GF : donc I'angle DEF est
égal 4 'angle GET (prop. 8. 1); donc le triangle
DEF est égal au triangle GEF et les autres angles
qui sont soutendus par les c6tés égaux sont en-
core égaux : donc I'angle DFE est égal a I'angle
GFE et 'angle EDF égal aI'angle EGF. Puisque
DEF est égal al'angle GEF et que V'angle GEF
est égal 4 I'angle ABC, par construction, I'an-
gle ABC sera égal 4 I'angle DEF. Par la méme
raison I'angle ACB sera égal a 'angle DFE et
PPangle A égal 4 l'angle D : donc les triangles
ABC, DEF sont équiangles.

Donc si deux triangles ont leurs c6tés pro-
portionnels, ces deux triangles seront équian-
gles, et les angles soutendus par les c6tés homo-
logues seront égaux ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION VI
THEOREME.

8i deux triangles ont un angle égal & un angle,, et
si les cotés qui sont autour des angles égaux
sont proportionnels , ces deux triangles seront
équiangles et les angles soutendus par les cités
homologues seront égaux.

Soient les deux triangles ABC, DEF
(fig. 126 ), ayant un angle BAC égal a un angle
EDF, et ayant de plus les c6tés qui sont autour
des angles égaux proportionnels entr’eux, de.
maniére que BA soit &4 AC comme ED est
DF : je dis que les triangles ABC, DEF sont
équiangles et que angle ABC est égal 4 I'angle
DEF ‘et I'angle ACB égal a 'angle DFE.
~ Sur la droite DF et aux points D, F cons-

truisez 'angle FDG égal a 'un ou a P'autre des
angles BAC, EDF et I'angle DFG égal 4 I'an-
gle ACB (prop. 23. 1). L’angle restant B sera
égal a I'angle restant G (prop. 32. 1) : donc les
triangles ABC, DGF sont équiangles : donc BA
est 3 AC comme GD est 3 DF (prop. 4.6);
mais on suppose que BA est 4 AC comme ED
esta DF : donc ED est 8 DF comme GD est
a DF (prop. 11.5) : donc le c6té ED est égal
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au c6té DG (prop. 9. 5); mais le c6té DF est
commun : donc les deux droites ED, DF sont
égales aux deux droites GD, DF; mas I'angle
EDF est égal a 'angle GDF : donc labase EF est
égale i la base FG (prop. 4. 1); donc le triangle
DEF égal au triangle GDF et les autres angles
qui sont soutendus par les c6tés égaux sont en-
core égaux : donc I'angle DF G est égal a angle
DFE et Pangle G égal 4 'angle E. Mais I'angle
DFG est égal a 'angle ACB, par construction:
donc I'angle ACB est égal 4 DFE; mais P'angle
BAC est supposé égal a l'angle EDF : done
Pangle restant B est égal a Pangle restant E
(prop- 32. 1) : donc les deux triangles ABC,
DEF sont équiangles. '

Dong si deux triangles ont un angle egal a
un angle,, et si les c6tés qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels, ces deux
triangles seront équiangles, et les. angl‘es sou-
-tendus par les cbtés homologues seront égaux ;
ce quil falloxt démontrer. -
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 PROPOSITION VII.
THEOREME.

Si deux triangles ont un angle égal & un angle,
si les cdtés placés autour de deux autres angles
sont proportionnels entr'eux, et si chacun des
angles restans est en méme tems ou plus petit
ou w'est pas plus petit qu'un angle droit, les
triangles seront équiangles et les angles adja-
cens aux cdtés proportionnels seront égaux.

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig. 127)
ayant un angle égal a un angle, savoir , Pangle
BAC égal a I'angle EDF et les c6tés qui sont
auiour de deux autres angles ABC,, DEF propor-
tionnels entr’eux , de maniére que DE soit a EF
comme AB est 2 BC, et que chacun des deux
autres angles ACB, DFE soit plus petit qu'un
angle droit : je dis que les.triangles ABC, DEF
sont éqniangles, que I'angle ABC est égal a I'an-
gle DEF, et Pangle ACB égal a I'angle DFE.

Car si I'angle ABC n’est pas égal a Pangle
DEF, I'in d’eux sera plus grand. Que Fangle
ABC soit le plus grand. Construisez sur la droite
AB et au pont B un angle ABG égal a I'angle
DEF (prop.=23.1).

Puisque I'angle A est égal a Pangle D et I'an-
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gle ABG égal d 'angle DEF, Pangle AGB sera
égal A Fangle DFE (prop. 32. 1) : donc les trian-
gles ABG, DEF sont équiangles : donc AB est
4 BG comme DE est &4 EF (prop.4.6); mais
par supposition DE est a EF comme AB est
aBC: doncABest 4 BC comme AB est 3 BG
(prop.11.5) : donc la droite AB a la méme
raison avec chacune des droites BC, BG : donc
la droite BC sera égale a la droite BG et par
conséquent I'angle BGC est égal 2 I'angle BCG
( prop. 5.1); mais on a supposé que Pangle C
est plus petit qu'un angle droit : donc P'angle
BGC est plus petit qu'un angle droit et par con-
séquent l'angle de suite AGB.est plus grand
qu'un angle, droit ( prop. 13. 1 ) ; mais on a dé-
montré que I'angle AGB est égal & I'angle F :
donc Pangle F est plus grand qu’un angle droit 5
anais on a supposé qu’il étoit plus petit qu’un
-angle droit, ce qui est absurde : donc les angles
ABC, DEF ne sont pas inégaux : donc ils sont
¢gaux ; mais I'angle A est égal 2 'angle D : donc
I'angle C est égal a 'angle F : donc les triangles
ABC, DEF sont égaux.

Supposons a présent que I'un et I'autre des
angles C, F n’est pas plus petit qu'un angle droit :
je dis encore que les wiangles ABC, DEF sont
équiangles. '
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Ayant fait la méme construction, nous dé-
montrerons semblablement que le c6té BC est
égal au c6té BG et I'angle C égala I'angle BGC;
mais I'angle C n’est pas plus petit qu'un angle
droit : donc I'angle BGC n’est pas plus petit
qu'un angle droit : donc deux angles du trian-
gle BGC ne sont pas plus petits que deux angles
droits, ce qui estimpossible (prop. 17.1): donc
les angles ABC, DEF ne sont pas mégaux : -
donc ils sont égaux ; mais I'angle A est égal &
I'angle D : donc I'angle C est égal & l'angle F
(prop. 32. 1) : donc les triangles ABC, DEF
‘sont équiangles.

Denc si deux triangles ont un angle égal a un
angle, si les c6tés placés autour de deux autres
angles sont proportionnels entr’eux, et si cha-
cun.des angles restans est en méme tems plus
‘petit ou n’est pas plus petit qu'un angle droit,
- Jes triangles sdront équiangles et les angles adja-
cens aux c6tés proportionnels seront égaux ;
‘ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION VIII
THEOREME.

8i dans un triangle rectangle on conduit une
perpendiculaire de Uangle droit sur la base , les
triangles placés autour de la perpendiculaire
sont semblables au triangle total et semblables
entr’eux.

Soit le triangle rectangle ABC ( fig. 128 ) dont
I'angle BAC est droit; du point A conduisez la
perpendiculaire AD sur la base BC : je dis que
les triangles ABD, ADC sont semblables au
triangle total ABC et semblables entr’eux.

Car puisque I'angle BAC est égal & I'angle
ADB, étant droits 'un et I'autre, et que I'angle
B est commun: aux deux iriangles ABC, ABD,
Pangle restant ACB sera égal a I'angle restant
BAD (prop.32. 1) : donc les deux triangles
ABC, ABD sont équiangles : donc le c6té BC
qui soutend Pangle droit du triangle ABC, est
au c61é BA qui soutend P'angle droit du triangle
ABD comme le c61é AB qui soutend I'angle C
du triangle ABC ; est au ¢6té BD qui soutend un
angle égal 4 I'angle C, c'est-i~dire Pangle BAD
du triangle ABD, et enfin comme le c6té AC
est au c6té AD qui soutend un angle B commun

i P
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& ces deux triangles : donc les triangles ABC ,
ABD sont équiangles, et les cotés placés autour
a des angles égaux sont proportionnels entre
-eux (prop. 4.6) : donc le triangle ABC est sem-
blable au triangle ABD ( déf. 1. 6). Nous dé-
montrerons que de méme le triangle ADC est
semblable au trlangle ABC : donc chacun des
triangles ABD, ADC est semblable au trxangle
total ABC.

Je dis de plus que les tuangles ABD ADC
sont semblables entr’enx. .

~Car puisque- langle droit BDA est €gal a
Yangle droit ADC, et a'cause qu'il a été dé-
montré que l'angle BAD est égal a I'angle C,
I'angle restant B sera égal a 'angle restant DAG
(‘prop.32.1) :.donc les deux triangles. ABD,
ADC sont équiangles : donc le cité BD du
triangle ABD, qui soutend Uangle BAD est au
c6té DA du triangle ADC,, qui soutend I'angle
C égal a l'angle BAD, comme le cété AD du
triangle ABD qui souténd P'angle B est au c6té
DC du triangle ADC qui soutend Fangle DAC
égal a Pangle B, et comme le c6té BA qui sou-
tend I'angle dron ADB est au c6té AC qui sou~
tend T'angle droit ADC (prop. 4.6) : donc le
triangle ABD est semblable au tnangle ADC
(déf. 1.6). .
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Done si dans un triangle rectangle, on con=
duit une perpendiculaire de I'angle droit sur la
base , les triangles placés autour de la perpen-
diculaire .sont semblables au triangle total .et
semblables entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLATIRE,

11 suit de 13 que, danis un triangle rectangle
la perpendiculaire conduite de ’angle droit sur
la base, est moyenne proportionnelle eutre les
segmens de la base, et que chaque c6té de l’angle

droit est moyen proporuonnel entre la base et
le segment qui lui est contlgu

PROPOSITION IX,
PROBLEME.

D’une droite donnée retrancher une partie
demandée.

Soit AB (fig. 139) 1a droite donnée : 11 faut
de la droite AB retrancher une partie demandée.

Que la partie demandée soit le tiers de cette
droite ; du point A conduisez une droite quel-
conque AC qui fasse avec la droite AB un angle
quelconque ; prenez sur la droite AC un point
quelconque D et faites les droites DE, EC
égales chacune a la droite AD ( prop. 3. 1);
conduisez ensuite la droite BC et par le point D -

a
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conduisez la droite DF paralléle 4 la droite BE
(prop. 31.1).

Puisqu’on a conduit la droite F D paralléle i
un des c6tés du triangle ABC, savoir, au coté
BC, la droite CD sera 3 la droite DA comme
la droite BF est a la droite FA (prop.2.6);
" mais la droite CD est double de la droite DA :
donc la droite BF est double de la droite FA :
donc la droite BA est double de la droite AF.

Donc on a retranché de la droite donnée AB
sa troisiéme partie demandée; ce quil falloit
faire. ’

PROPOSITION X.
' PROBLEME.

Partager une droite donnée qui n’est point par-
tagéo de la méme maniére qu'une autre droite
donnée est partagée.

Soit AB (fig. 150) la droite donnde qui n’est
point partagée et AC la droite donnée qui est
partagée: il faut partager la droite AB qui n’est
pas partagée de la méme maniére que la droite
AC est partagée.

Que la droite AC soit partagée aux points
D, E, et que les droites AC, AB soient placées
de maniére qu'ellés comprennent un angle
quelconque. Conduisez la droite BC, et parles
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points D, E, conduisez les droites DF, EG
paralléles 3 la droite BC (prop. 31.1), et par
le point D conduisez la droite DHK paralléle
3 la droite AB.

Les figures FH, HB sont des parallélo-
grammes , et par conséquent la droite DH cst
égale A la droite FG et la-droite HK égale a la
droite GB (prop. 34. 1); et puisqu’on a conduit
la droite HE paralléle & un des c6tés du trjangle
DKC, savoir, au c6té KC, la droite CE sera &
la droite ED comme la droite KH est 4 la droite
HD (prop. 2.6); mais puisque la droite KH est
égale 4 la droite BG et que la droite HD est
égale 4 la droite GF, la droite CE est i la droite
ED comme la droite BG est 4 la droite GF. De
plus, puisqu’on a conduit la droite F D paralléle
3 un des c6tés du triangle AGE, savoir au c6té
EG, la droite ED sera i la droite DA comme
la droite GF est a la droite F A. Mais on a dé-
montré que la droite CE est 4 la droite ED
comme la droite BG est 4 Ja droite GF : donc la
droite CE est 4 la droite ED comme la droite BG
est a ka droite GF, et la droite ED est & la droite
DA comme la droite GF esta la droite FA.

Donc la droite donnée AB, qui n’est parta—~
gée, a été partagée de la méme maniére que
la droite donnée AC; ce qu’il falloit faive.

3
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PROPOSITION XTI
PROBLEME.

Deux droites étant données , trouver une troisiéme
proportionnelle.

Sment AB, AC (fig. 151) les deux droites
donnees placez—les de mameére qu’elles com-
prennent un angle quelconque : il faut trouver
une troxsleme proporuonnelle aux droites AB,
AC . ) .

Prolongez les droites AB, AC ve_rs les points
D, E; faites la droite BD égale & la droite AC;
menez la droite BC, et par le point D menez la
droite DE paralléle 4 la droite BC ( prop- 31.1).

Puisquie la droite BC est’ parallele a-un des
cHiés du trlangle ADE savoir au c6té DE, la
droite AB sera 4 la dr01te BD comme la drone
AC est 4 la droite CE (prop a, 6) mais la
droite BD est egale a la droite AC : donc la
droite AB est 3 la droite AC comme la dr01te
AC est a la droite CE

Donc les deux droites AB,AC ayant été don-
nées, 6n a trouvé une troisiéme proportxon.

nelle C.E ce qu’ll falloit falre.
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PRO BLEME:

Trois, droites étant dornées’, ‘trouver une qua—
triéme praportionnelle.

Soient A B, C{fig. 133 ks, théis drottes
données, il faut trouverune. quatuéme pmpow
tionnelle aux trois ' dsoites A, B, €L ot

. Ménez Yes deux 'drosies' DE ,DF, com‘p‘ie-
nantun angle quelcondue EDF ;. faites la desive’
DG égalé o da droite A dardboiie GE; égale %14
droite B et la droitd DH égule la idroite: C.
Menes;la droite G H), et 'par'lei:point B ménez
la:drdite EF paralléle a:la droite GH.» 215 50

. ‘Puisque la droite G:H.est parallile ¥ wh «des
ediés du triangle DEF shwoie au: 'coté po;
droite, DG serad la droite-G E/comme la droftel
DH est i la drelte HF: (prop. 2:i6)1 Mais: by
droite DG est égale a la'droite A,{a) dBokeGE)
ega’le'(‘i la: dodite B jreednodhoire Dibdgalechila

droite: ( :~domela daoitevdoestsaiia dtmwnﬁ)
comme la drows:f esdli;1di'dyone FBR] of - i0u
~ Donc trois droites A, B, C étant donnees ,on
a trouvé une quatrieme proportionnelle HF ; ce

qu’il falloit faire.

4
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PROPOSITION XIII
PROBLEME. 4

Deux droites étant données , trouver une moyenne
.proportionnelle.

. Soient AB, BC (fig. 133) les deux droites
dannées ; il faut trouver une moyenne propor-
tionnelle entre ces deux.droites. 0

.Placez ces deux droites dans la méme direc-
tion., et sur la droite AC décrivez le demi-cercle’
ADC, du pointB:€levez la perpendiculaire AC
et menez les dreites:AD; DC (prop. 11. 1).:

. Puigque 'angle ADC est dans un demi-cercle,
cet angle. est dron. (prop-31.3); et puisque
dans le triangle rectangle ADC on a conduit de
Langle droit la droite DB perpendiculaire sur la:
basa, la droite DB sera moyenne preportion-
nelle entre les segmens de la base AB BC
(corrof. 8.,6) TN .

.-Dong les deumdrones >AB BC ayant éte
donnees; on ‘a:trolive’ ure moyenne propor-‘
tionnelle D'B‘ ce: quul falhmtihme. bt oo

. Lo R B fo RS IPHR T
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PROPOSITION X1V,
PROBLEME.

Si deux parallélogrammes égaux ont un angle
égal & un angle, les c6tés qui sont placés autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels ; et st deux parallélogrammes ont un

~ angle égal & un angle, et si les cétés qui sont
placés autour des angles égaux sont récipro-
quement proportionnels , ces deux parallélo-
grammes sont égaux entreux.

", Soient AB, BC (fig. 134 ) deux parallélo-
grammes égaux ,. ayant deux angles égaux en B.
Placez la droxle BE dans la dlrectmn de DB;
la droite BG sera dans la direction de FB
(prop. 14. 1) : je dis que les cétés des parallé-
logrammes AB, BC qui sont placés autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-~
nels, c’est-a-dire que DB est i BE comme GB
estaBF. . . .

Acbevez le paralle]ogramme FE

Puisque le parallélogramme AB es_t. égal aw
parallélogramme BC et que EF est un troisiéme
parallélogramme , AB sera 2 FE comme BC est
a FE (prop. 7.5); mais AB est a FE comme
DB est 2 BE (prop.1.6); ¢t BC est & FE
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comme GB est 2 BF: donc DB est.a BE comme
GB esta BF (prop-11.5 ) : donc les c6tés des
parallélogrammes AB, BC qui sont autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-
nels. ~

Supposons a présent que les cotds qm sont
autour des angles égaux soient. rec1proquement.

propomonnels c est-a—du'e _que DB soit 3 BE
comme GB est 2 BF : je dxs -que _ le para]]elo—
gramme AB est egal au paralleloaramme BC.

Puisque DB est d BE comme GB est a BF
que DB est a BE comme le parallelogramme

AB cst4u parallelogrammb FE (P’OP 116); et
que GB est & BF comme’l¢ paraﬂelOgrammc

BC est ary Parallélogramme FE; AB sérad FE
comme BC esta FE (prop. 1. 5) doncle’ pa—

rallélograrame AB est egal ali parallelogramme

- BC(prop.9.5). © v

Donc s’ denx parallelogrammes ef*aux olit un
angle égald un'angle, les ¢dtés qui sént autour
des angles égaux sont rec1Proquement prbpor-
tionnels; et 31 ‘deux parallelogranimes ont un
angle égdl A 'an angle ;" et $i'les 'cBLEd ¢ qui- sont
autoar dés anﬂles egaux sont reélproquemenr.
propomonnels ces deux: parallelog1 ammes sont
egaux ce qull fallon; démontrer Pt

, .
R ; A NI b
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PROPOSITION XV.
THEOREME.

8i deux triangles égaux ont un angle égal & un
angle, les cotés placés autour des angles égaux
sont réciproquement proportionnels ; et si deux
triangles ont un aﬁglg égal a un angle, et si
les c6tés placés autour de ces angles égaux sont
réc:ﬁroque'ment proporti'onnels, ces deux trian-
gles sont Jgaizx entr’eux.

Soient ABC, ADE (fig. 135) des tfiangles

égaux , ayant un angle égal & un angle, savoir,
I'angle BAC égal 4 Pangle DAE : je dis que les
cotés des trlangles ABC, ADE placés autour
des angles é’gaux sont réciproquement propor-
tlonnels entr'eux, c ‘est-a-dire que CA esta AD
comime EA est & AB ‘
' Placez ces mangles de mamere que lq droue ‘
CA soit dans la diréction de la droite AD Ia
drone EA sera dans la direction de la droue AB
(prop. 14 I) Menez la droite BD. '

Pulsque le tr 1an01e ABC est égal au trlanﬂle
ADE et que ABD est un autre triangle, , le'trian-
gle CAB sera au tnangle BAD conume le trian-
. gle ADE est au mangle BAD (prop.7.5); mais
le triangle CAB est au trlangle BAD comme CA
est 3 AD (prop. 1.6)), et le triangle EAD cst
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au triangle BAD comme EA esta AB : donc CA
est 2 AD comme EA est 4 AB (prop. 11.5):
donc les ¢6tés des triangles ABC, ADE, qui
sout autour des angles égaux, sont réciproque—
ment proportionnels.

Supposons a present que les c6tés des trian-
gles ABC, ADE soient réciproquement pro-
portionnels , c'est-a-dire que CA soit 2 AD
comme EA est 2 AB : je dis que le triangle ABC
est égal au triangle ADE. Menez BD.

Puisque CA est 2 AD comme EA est 3 AB,
que CA est 2 AD comme le triangle ABC est
au triangle BAD (prop. 1.6), et que EA est
a AB comme le triangle EAD est au triangle
BAD, le triangle ABC sera au triangle BAD
comme le triangle EAD est au triangle BAD
(prop. 11.5) : donc l'un et Pautre des triangles
ABC, ADE ont la méme raison avec le triangle
BAD:doncle triéngle ABC est égal au triangle
EAD (prop 9.-5). o

Donc si deux tnangles égaux ont un ang]e eﬂal
aun angle , les c6tés placés autour de ces angles
égaux sont réciproquement proportionnels; ct
si deux triangles ont un angle égal 4 un angle, et
si les cotés placés autour des angles égaux sont
réciproquement proportionnels, ces deux trian-
gles seront ¢gaux ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVI.
THEOREME.

Si quatre droites sont proportionnelles , le rectan-
gle compris sous les deux droites extrémes est
égal au rectangle qui est compris sous les deux
droites moyennes ; et si le rectangle compris sous
deux droites extrémes est égal & celui qui est
compris sous deux droites moycnnes , ces quatre
droites sont proportionnelles.

Soient AB, CD, E, F (fig. 136) quatre droites -
proportionnelles de maniére qu’on ait AB est &
CD comme E est & F : je dis que le rectangle

' compris sous les droites AB, F est égal au rec~
tangle compris sous les droites CD, E.

Des points A, C et sur les droites AB, CD éle-
vez les perpendiculaires AG , CH (prop. 11. 1)
faites Ia droite AG égale 4 la droite F et la droite
CH égale a la droite E, et terminez les parallé~
logrammes BG, DH.

Puisque AB est 4 CD comme E est 3 F et
que E est égal 4 CH ¢t F égal 4 AG, AB sera
4 CD comme CH est 2 AG (prop.7.5): donc
les cotés des parallélogrammes BG, DH placés
autour des angles égaux sont réciproquement
proportionnels ; mais lorsque les cdtés des
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parallélogrammes équiangles qui sont autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels, ces parallélogrammes sont égaux entre
eux (prop. 14.6) : donc le parallélogramme
BG est égal au parallélogramme DH; mais le
parallélogramme BG est compris sous les droites
AB, F; car AG est égal a F, et le parallélo-
gramme DH est compris sous les droites CD, E;
puisque CH est égal & E : donc le rectangle
compris sous les droites AB, F est égal & celui
qui est compris sous les droites CD, E. ’

Si le rectangle compris sous les droites AB,
F est égala celui qui est compris sous les droites
CD,E:jedis que ces quatre droites sont pro-
portionnelles, c’est-a-dire que AB est 2 CD
comme E esta F.

Faites la méme construction ; le rectangle
compris sous les droites AB, I est égal & celui
qui est compris sous les droites CD, E; mais le
rectangle BG est compris sous les droites AB, F;
car AG est égal A F et le rectangle DH est com-
pris sous les droites CD, E, car CH est égal
a E : donc le parallélogramme BG ést égal au
parallélogramme DH et ces decux parallélo-

grammes sont équiangles. Mais les c6tés des’

parallélogrammes égaux et équiangles placés
autour des angles égaux sont réciproqiement
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proportionnels (prop. 14.6) : donc AB est i CD
comme CH est 8 AG; mais CH est égal aE et
AG egal AF : donc AB est i CD comme E est
aF.

Donc si quatre droites sont proporuonnelles,
le rectangle compris sous les droites extrémes
est égal au rectangle compris sous les droites
moyennes; et si un rectangle compris sous deux
droites extrémes est égal 4 un rectangle compris
sous deux droites moyennes, ces quatre droites
sont proportionnelles; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XVIIL
THEOREM E.

81 trois droites sont proportionnelles , le rectangle
compris sous les droites extrémes est égal au
quarré de la droite moyeniie ; et si un rectangle
compris sous deux droites extrémes cst égal au
quarré d’une droite moyenne , ces trozs drozte:
sont proportionnelles,

Soient AE, BG, C (ﬁg 137 ) trois droites
proporuonnelles de maniére que l'on ait AE
est A BG comme BG esta C : je dis que le rec-
tangle compns sous les droites AE, C est égal
au quarré de BG.

Faites la droite D egale ala droue BG..
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Puisque AE est 34 BG comme BG est 4 C et
que BG est égal & D, la droite AE sera 4 la
droite BG comme la droite D est a la droite C;
mais si quatre droites sont proportionnelles, le
rectangle compris sous les droites extrémes est
égal a celui qui est compris sous les droites
moyennes ( prop. 16.6) : donc le rectangle
compris sous les droites AE, C est égal a celui
qui est compris sous les droitcs BG, D. Mais le
rectangle compris sous les droites BG, D est
égal au quarré de BG, car la droite BG est égale
a la droite D : donc le rectangle compris sous
les droites AE, C est égal au quarré de BG.

Si le rectangle compris sous les droites AE,, C
est égal au quarré de BG : je dis que AE est a
BG comme BGest 2 C.

Faites la méme construction. Puisque le rec-
tangle compris sous les droites AE, C est égal
au quarré de BG et que le quarré de BG est un
rectangle compris sous les droites BG, D, car
BG est égal 4 D, le rectangle compris sous les
droites AE, C est égal au rectangle compris sous
les droites BG, D. Mais si un rectangle compris
sousdeux droites extrémes est égal dun rectangle
compris sous deux droites moyennes . . es quatre
droites seront proportionnelles (prop 16.6):
donc AE est 4 BG comme D est i C; mais BG est
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€gal 3 D: donc AE est i BG corme BG est a C.

Donc st trois droites sont proportionnelles,

le rectangle compris sous les droites extrémes

sera égal au quarré de la droite moyenne; et si

un rectangle compris sous deux droites extrémes

est égal au quarré de la droite moyenne, ces

trois droites seront proporuonnelles ce quil
falloit démontrer.

PROPOSITION XVIII
PROBLEME,

Sur une droite donnée, décrire une figure recti-
ligne semblable a une autre et semblablement
placee

Soit AB (fig. 138) la droite donnée et GE la
figure donnée : il faut sur la droite AB décrire
une figure semblable 4 la figure CE et sembla-
blcment placée.

Menez la droite DF, et sur la droite AB et aux
points A, B faites 'angle GAB égal a 'angle C,
et I’angle ABG égal 4 'angle CDF (prop.23.1);
Yangle restant CF D sera égal 4 I'angle restant
AGB (prop-32. 1) :donclestriangles FCD,GAB
sont équiangles : donc FD est 3 GB comme FC
est 3 GA, et comme CD est & AB (prop. 4.6).
Construisez ensuite sur la droite BG et aux points

Q
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B, G l'angle BGH égal 2 'angle DFE et I'angle
GBH égal 4 I'angle F DE; I'angle E restant sera
égal 4 I'angle Hrestant : donc les triangles FDE,
GBH sont équiangles : donc FD est 4 GB comme
FEestaGH, et comme EDesta HB (prop.4.6).
Mais on a démontré que FD est 8 GB comme
FCesta GA, et comme CD est a AB : donc
FC est 8 GA comme CD esta AB, comme FE
est a GH, et comme ED est a HB (prop.11.5).
Mais P'angle CFD est égal a I'angle AGB par
construction, et 'angle DFE égal 4 'angle BGH :
donc l'angle total CFE est égal 4 I'angle total
AGH. Par la méme raison , 'angle CDE est égal
a langle ABH, I'angle C égal a l'angle A et
Pangle E égal a I'angle H : donc les figures AH,
CE sont équiangles, et elles ont les ¢6tés oppo-
sés aux angles égaux proportionnels entr’eux :
donc les deux figures AH, CE sont semblables
(déf. 1.6).

Donc, sur la droite AB on a décrit la figure
AH semblable a la figure CE et sembiablement
placée ; ce qu'il falloitfaire.
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PROPOSITION XIX.
THYEOREDME.

Les triangles semblables sont entr’eux en raison
doublée des cités homologues.

Soient ABC, DEF (fig. 139 ) deux triangles
semblables , ayant I'angle B égal a I'angle E.
Supposons que AB soit 4 BC comme DE est a
EF, de mani¢re que le coté BC soit I'homo-
logue du c6té EF (déf.12.5) : je dis que les
- triangles ABC, DEF sont entr’eux en raison
doublée des c6tés BC, EF.

Prenez une troisiéme proportionnelle BG
(fig. 138 ) aux droites BC, EF, de maniére
que BC soit a EF comme EF est 3 BG, et
menez la droite GA (prop. 11.6).

Puisque AB est 3 BC comme DE est 4 EF,
si I'on rechange les places des moyens, on aura
AB est a DE comme BC est a EF ( prop. 16. 5);
mais BC est 3 EF comme EF est 4 BG : donc
ABesta DE comme EF esta BG (pro.11.5): "
donc les c6tés des triangles ABG, DEF pla-
cés autour des angles égaux sont réciproque-
ment proportionnels. Mais deux triangles sont
égaux entr’eux lorsqu’ils ont un angle égal a
un angle et lorsque les cotés placés autour des

a
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angles égaux sont réciproquement proportion—
nels (prop. 15.6) : donc le triangle ABG est
égal au triangle DEF. Mais puisque BC est 2 EF
comme EF esta BG, et que lorsque trois droites
sont proportionnelles, la premiére et la troisiéme
sont entr’elles en raison doublée de la premiére
etde laseconde (déf. 10.5), les droites BC et BG
. seront entr’elles en raison doublée de BC et de
EF; mais BC est 4 BG comme le triangle ABC
est au triangle ABG (prop. 1.6): donc le trian-
gle ABC et le triangle ABG sont entr'eux en
raison doublée de BC et de EF ; mais le triangle
- ABG est égal au triangle DEF : donc le triangle
ABC et le triangle DEF sont entr’eux en raison
doublée de BC et de EF (prop.7.5).
Donc les triangles semblables sont entr’eux
en raison doublée des cotés homologues ; ce

9

qu’il falloit démontrer.
COROLLAIRE.

11 suit manifestement dg Ia que si trois droites
sont proportionnelles, la premiére sera i la troi-
siéme comme triangle décrit sur la premiére est
triangle semblable qui est décrit semblablement
sur la seconde , puisqu’il a été démontré que CB
est 2 BG comme le triangle ABC est au mangle
ABG, c’est-a-dire au triangle DEF.
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PROPOSITION XX.

THEOREME.

Les polygones semblables peuvent se diviser en
triangles semblables, égaux en nombre et pro-
portionnels aux polygones ; et ces polygones
sont entr'eux en raison doublée de leurs cotés
homologues.

Soient ABCDE, FGHKL (fig. 140) deux
polygones semblables et que le c6té AB soit
Thomologue du c6té FG : je dis que les poly-
gones ABCDE , FGHKL peuvent se diviser en
triangles semblables, égaux en nombre et pro-
portionnels aux polygones, et que les polygones
ABCDE, FGHKL sont entr'eux en raison
doublée des c6tés AB, FG.

Menez les droites BE, EC, GL, LH.

Puisque le polygone ABCDE est semblable
an polygone FGHKL, 'angle BAE est égal 4
I'angle GFL; mais BA est 4 AE comme GF est 4
FL : donc, puisque ces deux triangles ont un
angle égal a un angle et. que les c61és placés
autour des angles égaux sont proportionnels,
les triangles ABE, FGL seront équiangles
(prop. 6.6), et par conséquent semblables
(prop. 4.6) : donc I'angle ABE est égal a Fan-

3
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gle FGL ; mais 'angle total ABC est égal a
I'angle total FGH, i cause de la similitude des
polygones : donc Fangle restant EBC est égal
alangle restant .G H; mais a cause de la simi-
Litude des triangles ABE , FGL, EB est 4 BA
comme LG est a GF, et 4 cause de la similitude
des polygones, AB est & BC comme FG est 4GH,
EB sera a BC comme LG esta GH (prop. 22.5),
c’est-a-dire que les c61és placés autour des an-
gles égaux EBC, L.G H seront proportionnels :
donc les triangles EBC, LGH sont équiangles
(prop. 6. 6), et par conséquent semblables
(prop. 4.6). Par la méme raison, les triangles
ECD, LHK sont encore semblables : donc les
polygones ABCDE, FGHKL sont divisés en
triangles semblables et égaux en nombre.

Je dis de plus que ces triangles sont propor-
tionnels aux polygones, c’est-a-dire que ces
triangles sont entr’eux comme les antécédens
ABE, EBC, ECD sont aux conséquens FGL,
LGH, LHK; je dis encore que les pol_ygones
ABCDE, FGHKL sont en raison doublée des
c6tés homologues, c’est-a-dire en raison dou-
blée des c6tés AB, FG.

Menez les droites AC, FH.

Puisqu’a cause de la similitude des polygones
Pangle ABC est égal 4 l'angle FGH, et que AB
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est a BC comme FG est 4 GH, les triangles
ABC, FGH seront équiangles ( prop.6.6):
donc I'angle BAC est égal & I'angle GFH et
I'angle BCA égal a I'angle GHF. De plus, puis-
que 'angle BAM est égal 4 'angle GFN et qu'il
a été démontré (ue I'angle ABM est égal & I'an-
gle FGN, I'angle restant AMB sera égil & I'an-
gle restant FNG ( prop. 32. 1) : donc les deux
triangles ABM, FGN sont équiangles. Nous dé-
montrerons semblablement que les deux trian-
gles BMC, GNH sont équiangles : donc AM
est A MB comme FN estaNG, et BMesta MC
comme GN est & NH (prop. 4.6) : donc AM
est & MC comme FN est 4 NG (prop.22.5);
mais AM est a MC comme le triangle ABM est
au trianglé MBC, comme le triangle AME est
au triangle EMC, car ils sont. enir’eux comme
leurs bases ( prop. 1. 6), mais un seul des an-
técédens est & un seul des conséquens comme
tous les antécédens sont i tous les cons¢quens
(prop. 12.5) : dong le triangle" AMB est au
triangle BMC comme le triangle ABE est au
triangle GBE ; mais AMB est 2 BMC comme
AM est 2 MC : donc AM est 3 MC comme lec
triangle ABE est au triangle EBC (prop.11.5).
Par la méme raison FN.est & NH comme :le
triangle FGL est au triangle GLH; mais AM

4
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est 4 MC comme FN est 28 NH : donc le trian-
gle ABE est au triangle BEC comme le trian-
gle FGL est au triangle GLH (prop. 11.5):
ou bien en échangeant les places des moyens,
le triangle ABE est au triangle FGL comme le
triangle BEC est au triangle GL H (prop. 16.5).
Nous démontrerons semblablement , aprés avoir
mené BD, GH, que le triangle BEC est au trian-
gle GLH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK ; mais puisque le triangle ABE est au
triangle FGL comme le triangle EBC est au
triangle LGH et comme le triangle ECD est
au triangle LHK , un des antécédens sera a un
des conséquens comme tous les antécédens
seront & tous les conséquens (prop.12.5):
donc le triangle ABE est au triangle FGL
comme le polygone ABCDE est au polygone
FGHKL; mais les triangles ABE , FGL sont
entr’eux en raison doublée des c6tés AB, FH;
car les triangles semblables sont en raison dou-
blée des c6tés homolagues (prop.19.6) : donc
les po]ygénes ABCDE , FGHKL sont en raison
doublée des cétés homologues AB, FG.

Donc les polygones semblables peuvent éire
divisés en un méme nombre de triangles sem-
blables et proportionnels aux polygones ; et les
polygones semblables sont entr’eux en raison
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doublée des cotés homologues ; ce qu’il falloit
démontrer.

COROLLATIRE 1,

On démontrera de la méme maniére que les
q

quadrilatéres semblables sont en raison doublée

es cbtés homologues; mais cela a été démontré
des cétés homologues; laa éé d t
pour les triangles semblables (corol. 19.6):

onc généralement les ficures rectilignes sem-
donc général t les fig tilign
blables sont entr’elles en raison doublée des
c6tés homologues.

COROXLAIRE I1.

Si nous prenons une troisiéme proportion-
nelle O aux deux droites AB, FG, les droites
AB, O seront en raison doublée des droites AB,
FG (déf. 10.5); mais les polygones et les qua-
drilatéres sont entr’eux en raison doublée des
c6tés homologues , c’est-a-dire en raison dou-
blée des c6tés AB, FG; 'on démontre cela pour
les triangles ; 1l est donc généralement évident
que si trois droites sont proportionnelles, la
premiére et la troisiéme sont entr’elles enraison
doublée de la figure décrite sur la premiére, et

de la figure semblable décrite semblablement
sur la seconde.
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AUTREMENT.

Nous démontrerons autrement et plus briéve-
* ment que les triangles sont proportionnels aux
polygones de la maniére suivante :

Soient les polygones ABCDE, FGHKL
(fig. 141). Menez BE, EC, GL, LH : je dis
que le triangle ABE est au triangle FGL comme
le triangle EBC est au triangle LGH et comme
le triangle CDE est au triangle HKL.

Puisque les triangles ABE, FGL sont sem-
blables, les triangles ABE , FGL sont en raison
doublée des c6tés BE, GL (prop. 19.6). Par
la méme raison les triangles BEC, GLH sont
en raison doublée des c6iés BE, GL : done le
triangle ABE cst au triangle FGL comme le
triangle EBC est au triangle LGH (prop. 11.5).
De plus, puisque le triangle EBC est semblable
au triangle LG H, les triangles EBC, LGH
sont en raison doublée des droites CE, HL
(prop. 19.6). Par la méme raison les triangles
ECD, LHK sont en raison doublée des droites
CE, HL : donc le triangle EBC est au trian-
gle LGH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK (prop. 11.5); mais on a démontré
que le triangle EBC est au triangle LGH comme
le triangle ABE est au triangle FGL : donc le
triangle ABE est au triangle FGL comme le
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triangle BEC est au triangle G L H et comme le
triangle ECD est au triangle LHK : donc un
des antécédens est & un des conséquens comme
tous les antécédens sont i tous les conséquens
* (prop. 12.5); etlereste comme danslapremiére
démonstration ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI.
THEOREME:

Les figures rectilignes qui sont semblables a une
méme figure rectiligne sont semblables entre
elles.

Que chacune des figures rectilignes A, B
(fig. 142) soit semblable a Ia figure rectiligne
C : je dis que Ia figure rectiligne A est sembla-
ble a la figure rectiligne B. .

Car puisque les figures rectilignes A et B sont
semblables, ces deux figures sont équiangles
et les cotés placés autour des angles égaux
sont proportionnels (déf.1.6). De plus, puis-
que les figures rectilignes B, C sont semblables,
ces deux figures sont équiangles et les coés
placés autour des angles égaux sont propor-
tionnels : donc I'une et l'autre des figures rec-
tilignes A, B sont équiangles avec la figure recti~
ligne C, et les c6iés placés autour des angles



252 ELEMENS

égaux sont proportionnels : donc les figures
rectilignes A, B sont équiangles (ax. 1), et les
cbtés placés antour des angles égaux sont pro-
portionnels ( prop. 11.5) : donc les figures
rectilignes A, B sont semblables (déf. 1.6);
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXII.
THﬁORﬁM-E.

Si quatre droites sont proportionnelles , les figures
rectilignes semblables , construites semblable-
ment sur ces droites , seront proportionnelles ;
et si les figures rectilignes semblables et cons-
truites semblablement sur ces droites sont pro-
portionnelles , ces droites seront proportion—
nelles.

Soient AB, CD, EF, GH (fig. 143) quatre
droites proportionnelles, de maniére que ABsoit
4 CD comme EF est a GH. Soient décrites sur
les droites AB, CD les figures rectilignes sem-
blables et semblablement placées KAB, LCD,
et sur les droites EF , GH soient décrites les
figures semblables et semblablement placées
MF, NH : je dis que la figure rectiligne KAB
est a la figure rectiligne LCD comme la figure

rectiligne MF est 4 la figure rectiligne NH.
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Prenez une troisiéme proportionnelle O aux
droites AB, CD, et une troisiéme proportion-
nelle P aux droites EF, GH (prop.11.6).
Puisque AB est 3 CD comme EF esta GH et

.que CD est 4 O comme GH est a P, AB sera
a O comme EF est a P (prop. 22.5); mais AB
est 2 O comme la figure rectiligne KABestala
figure rectiligne LCD (cor. 2. prop. 20.6), et
EF est a P comme la figure rectiligne MF est
a la figure rectiligne NG : donc KAB esta LCD
comme MF est 4 NH (prop.11.5).

Si la figure rectiligne KAB est 4 la figure rec-
tiligne LCD comme la figure rectiligne MF est
a la figure rectiligne NH : je dis que AB est a
CD comme EF est 4 GH. '

Prenons une quatriéme proportionnelle aux
trois droites AB, CD, EF de maniére que I'on
ait ABest 4 CD comme EF est 2 QR (prop. 12.6),
et sur QR décrivez la figure rectiligne SR de
manié¢re qu'elle soit semblable & T'une et a
l'autre des figures MF, NH, et semblablement
placée ( prop. 18.6).

Puisque AB est a CD comme EF est 3 QR,
que les figures rectilignes KAB, LCD décrites
sur les droites AB, CD sont semblables et sem-
blablement placées, et que les figures rectili- .
gues MF, SR décrites sur les droites EF, QR
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sont semblables et semblablement placées, la
figure rectiligne KAB est 4 la figure rectiligne
LCD comme MF est 4 SR, ainsi que dans la
premiére partie de cette proposition ; mais on
suppose que la figure rectiigne KAB est a la
figure rectiligne LCD comme la figure rectili-
gne MF est a la figure rectiligne NH : donc
1a figure rectiligne MF a la méme raison avec
Yune et 'autre des figures rectilignes NH, SR
- (prop- 11.5) : donc la figure rectiligne NH
est égale 4 la figure rectiligne SR (prop.9.5);
mais la figure rectiligne N H est semblable a la
figure SR et semblablement placée : donc GH
est égal 4 QR (lem. suiv.), et puisque AB esta
CD comime EF esta QR et que QR est égal 4 GH,
AB sera 2 CD comme EF est a GH (prop. 7.5).
Donc si guatre droites sont proportionnelles,
les figures rectilignes semblables, construites
semblablement sur ces droites, seront propor-
‘tionnelles ; et si les figures rectilignes sembla-
bles et semblablement construites sur ces droites
sont proportionnelles, ces droites seront pro-
portionnelles ; ce qu'il falloit démontrer.

LEMME.

Si des figures rectilignes sont égales et sem-~
biables , nous démontrerons de cette maniére
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que leurs cdtés homologues sont égaux entre
€ux. :

Supposons que les figures rectilignes NH,
SR soient égales et semblables, et que HG soit
4 GN comme QR est 3 QS : je dis que QR est
égal & GH. :

Car si ces droites sont inégales , une d’elles
sera plus grande ; supposons que la droite QR
soit plus grande que la droite HG. Puisque QR
est 2 QS comme HG est 3 GN, si on échange
les places des moyens, QR sera & HG comme
QS esta 'GN (prop. 16.5); mais QR est plus
grand que HG : donc QS sera plus grand que GN :
donc la figure rectiligne RS est plus grande que
la figure rectiligne HN (prop. 30. 6); mais elle
lui est égale, ce qui est impossible : donc les
droites QR , GH ne sont pas inégales : donc
elles sont égales; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XXI1I11.
THEOREME.

Les parallélogrammes équiangles sont™entr'eux
en raison composée des cdtés.

Soient les parallélogrammes équiangles AC,
CF (fig. 144), ayant 'angle BCD égal 4 Fangle
ECG : je dis que les parallélogrammes AC, CF
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sont entr’eux en, raison composée des cotés
c'est-a-dire , en raison composée de la raison
~ de BC 2 CG et de la raison DC a CE.

Placez la droite BC dans la direction de la
droite CG; la droite DC sera placée dans la
direction de CE (prop. 14. 1). Achevez le pa-
rallélogramme DG ; prenez une droite quel-
conque K, de maniére que BC soit 2 CG comme
KestaL et que DC soit 3 CE comme L est
a M (prop. 12.6).

Les raisons de K a4 L et de L & M sont les
mémes que les raisons des c6tés , c’est-a—dire
de BC 24 CG et de DC 4 CE ; mais la raison
de K & M est composée de la raison de K i L
et de la raison de L 4 M (déf. 5.6) : donc les
droites K et L sont entr’elles en raison com-.
posée des cotés; et puisque BC est 2 CG comme
le parallélogramme A C est au parallélogramme
CH (prop.1.6), et que BC est 2 CG comme K
estaL, K sera a L. comme le parallélogramme
AC est au parallélogramme CH (prop. 11.5).
De plus, puisque DC est &4 CE comme le paral-
lélogramme CH est au parallélogramme CF, et
que DC est 2 CE comme L esta M (prop.1.6),
L sera 4 M comme le parallélogramme CH est
au parallélogramme CF (prop.11.5): done
puisqu’il a été démontré que K est 4 L comme
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le parallélogramme A C est au parallélogramme
CH, et que L est 2 M comme le parallélogramme
CH est au parallélogramme CF, K sera a M
comme le parallélogramme AC est au parallé-
~ logramme CF (prop. 22.5). Mais les droites K
et M sont en raison composée des c6tés : donc
les parallélogrammes AC, CF sont entr’eux en
raison composée des cotés.

Donc les parallélogrammes équangles sont
entr’eux en raison composée des c6tés; ce qu'il
falloit démontrer.

"PROPOSITION XXIV.
THEXOREME.

Dans tout parallélogramme , les parallélogrammes
placés autour du diamétre sont semblables au
parallélogramme total et semblables entr’evx.

Soit le parallélogramme ABCD (fig. 145)
dont AC est le diamétre ; qu'autour du diamétre
AC soient les parallélogrammes EG, HK : je
dis que les parallélogrammes EG, HK sont sem-
blables au parallélogramme total ABC D et sem-
blables entr’eux.

Car puisque la droite EF est parallele a un
des c6tés du triangle ABC, savoir au c6té BC,
1a droite BE sera d la droite E A comme la droite

R .
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CF esta ladroite FA (prop. 2.6). De plus, puis-
que la droite FG est paralléle a un des c6tés du
triangle ACID, savoir au ¢c6té CD, la droite CF
sera i la droite FA comme la droite DG est 4 1a
droite GA ; mais on a démontré que CF est a FA
comme BE estad EA : done BE esta EA comme
DG est 4 GA (prop. 11.5); ajoutant les con-
séquens aux antécédens (prop.18.5), BA sera
4 AE comme DA est 4 AG, et enfin en échangeant
les places des moyens (prop.16.5), BA sera 2
AD comme AE est a AG : donc les ¢6tés des
parallélogrammes ABCD, EG qui comprennent
un angle commun BAD sont proportionnels.
Puisque GF est paralléle 3 DC, 'angle AGF
est égal 4 Pangle ADC (prop. 29. 1}, et ’angle
GFA égal a 'angle DCA; mais I'angle DAC est
commun aux deux triangles ADC, AGF : donc
les triangles ADC, AGF sont équiangles. Les
triangles ABC, AFE sont équiangles, par la
méme raison : donc le parallélogramme total
ABCD et le parallélogramme EG sont équian-
gles : donc AD est a DC comme AG est 3 GF
(prop. 4.6), et AC est 2 CB comme AF est a
FE, et de plus CB est 3 BA comme FE est &
EA : donc puisqu’on a démontré que DC est
a CA comme GF est 4 FA et que AC est 3 CB
comme AF est & l:‘E, DC sera a CB comme GF
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est 3 FE (prop. 22.5); doncles c6tés des paral-
lélogrammes ABCD, EG qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels : donc le pa-
rallélogramme ABCD est semblable au paral-
lélogramme EG (déf. 1.6). Le parallélogramme
ABCD est semblable au parallélogramme KH,
par la méme raison : donc chacun des parallé-
logrammes EG , HE. est semblable au parallé-
logramme ABCD ; mais les figures qui sont
semblables chacune 4 une autre figure, sont
semblables entrelles (prop 21.6) : donc'le
parallélogramme EG est semblable au pal .’illé—
logramme HK.
~ Donc, dans tout parallélogramme , les pa—
rallelogrammes placés autour du diamétre sont
semblables au parallélogramme total et sembla—
bles entr’ eux; ce qu il falloit demomrer )

PROPOSITION XXV.i

PROBLEME. ‘;

Construire une - figure semblable & une ﬁguré donnée
et égale & une autre _figure aussz dbnnee

Soit ABC (fig. 145)la ﬁguredonnee alaquelle
il faut. construire une figure semblable et Dla
figure 2 laquelle il faut la faire égale : il faut

: 2
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construire une figure ‘qui soit semblable i la
figure ABC et égale a la figure D.

Construisez sur la droite BC un- parallélo-
gramme BE qui soit égal au triangle ABC,
{prop. 44 et45. 1), et sur la droite CE et dans
Yangle FCE qui est égal 4 P'angle CBL, cons-
truisez un parallélogramme CM égal a lafigure D;
la droite BC sera dans la direction de CF, et la
droite LE dansla direction de EM (prop. 14.1).
Prenez une moyenne proportionnelle GH entre
les droites BC, GF (prop.13.6), et sur cette
moyenne proportionnelle GH, construisez une
figure KGH %emblable ala ﬁgure ABC et sem-
Pulsque BC esta GH comme GH est a CF,
bt, puisque, lor sque trois droites sont propor-
uonnelles la premiére est i la troisiéme comme
la ﬁﬂure qui est construite sur la premiére est a
Ia ﬁgu;'e semblable. construite sur. la seconde
et semblablement placée (cor. 2. prop.20.6),
la droite BC sera 4 la dtoite CF comme le trian-
.gle ABC est au triangle KGH; mais BC est a
CF comme le parallélogramme BE est au paral-
lelogramme EF (prop.1.6), etle triangle ABC
‘ést au triangle K'G H comme le parallélogramme
BE ést au parallélogramme EF : donc en chan-
-geant les places des moyens ( prop. 16.5), le
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triangle ABC sera au parallélogramme BE comme
le triangle KGH est au parallélogramme EF;
mais le triangle ABC est égal au parallélogramme
BE, par construction : donc le triangle KGH est
égal au parallélogramme EF ; mais le parallélo-
gramme EF est égal a la figure D : donc le
triangle KG H est aussi égal a la figure D; mais
le triangle KGH est semblable au triangle ABC,
par construction.

Donc on a construit une figure KGH sem-
blable & la figure ABC et égale i une autre
figure donnée; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXVI
rHfOREME.

Si d’un parallélogramme on retranche un paral-
lélogramme qui soit semblable au parallélo-
gramme entier et semblablement placé, et qui
ait avec lui un angle commun, ces deux pa~
rallélogrammes seront placés autour du méme.
diameétre.

Que du parallélogramme ABCD ( fig. 147)
on retranche le parallélogramme AEF G sem-
blable au parallélogramme ABCD et sembla-
- blement placé et ayant avec lui un angle com-
mun DAB : je dis que les parallélogrammes

3
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ABCD, AEFG sont placés autour du méme
diamétre.

Car 51 cela n’est point , supposons, si cela est
possible, que la droite AHC soit leur diamétre,
et par le point H conduisons la droite HK pa-
ralléle 3 'une et 4 'autre des droites AD, BC.

Puisque les parallélogrammes ABCD, KG
sont placés autour du méme diamétre, le paral-
lélogramme ABCD sera semblable au parallé-
logramme KG (prop.24.6) : donc DA est4 AB
comme GA est a AK (déf. 1.6); mais a cause
de la similitude des parallélogrammes ABCD),
EG, la droite DA est 4 la droite AB comme la
droite GA esta ladroite AE: donc GA est 2 AE
comme GA est 3 AK (prop.11.5) : donc la
droite GA a la méme raison avec chacune des
droites AK, AE : donc la droite AK sera égale
a la droite AE (prop.9.5), c’est-i-dire que la
plus petite sera égale i la plus grande, ce qui est
impossible : donc les parallélogrammes ABCD,
KG ne sont point placés autour du méme dia-
metre : donc les parallélogrammes ABCD),
AEFG sont placés autour du méme diameétre.

Donc si d’'un parallélogramme on retranche
un parallélogramme qui soit semblable au pa-
rallélogramme total et semblablement placé, et
qui ait avec lui un angle commun, ces deux
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parallélogrammes seront placés autour du méme
diameétre ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVII
THEOREME.

De tous les parallélogrammes qui sont appliqués
sur la méme droite et qui sont défaillans de pa-
rallélogrammes semblables au parallélogramme
décrit sur la moitié de cette droite et sembla-
blement placés que lui, le plus grand est celui
qui est appliqué sur la moiti¢ de cette droite ct,
qui est semblable & son défaut (1).

Soit la droite AB (fig. 148), que cette droite
soit coupée en deux parties égales au point C,

(1) Un parallélogramme est dit appliqué sur une
droite lorsqu’il est décrit sar cetle droite.

Un parallélogramme est dit défaillant d’un parallé-
logramme lorsqu’il est décrit sur une partie de la base
d’un autre parallélogramme, sous les nidmes angles et
entre les mémes paraliéles; le parallélogramme dont il
est défaillant se nomme son défaut. Soit AO le paral-
lélogramme que l'on considére; le parallélogramme
AD sera le parallélogramme défaillant et son défaut
sera le parallélogramme CO. »

Un parallélogramme est dit excédent d’un parallé-
logramme lorsqu’il est décrit sur la base prolongée d’un
autre parallélogramme, sous le méme augle et enire

4
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et que sur cette droite AB soit apphqué le pa-
rallélogramme AD qui est défaillant du paral-
lélogramme CE semblable a celui qui est dé-
crit sur la moitié de AB, c’est-a-dire sur AC :
je dis que de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur la droite AB et qui sont défaillans
de parallélogrammes semblables au parallélo-
gramme CE et semblablement placés que lui, le
plus grand est le parallélogramme AD. En effet,
appliquez sur la droite AB le parallélogramme
AF défaillant du parallélogramme KH sembla-
ble au parallélogramme CE et semblablement
placé que lui : je dis que le parallélogramme AD
est plus grand que le parallélogramme AF.

Puis le parallélogramme CE est semblable
au parallélogramme KH, ces deux parallélo-
grammes seront placés autour du méme dia-
métre (prop. 26. 6). Menez leur diamétre DB
et décrivez la figure.

Puisque le parallélogramme CF est égal an
parallélogramme FE (prop.43. 1), si}on ajeute

les mémes paraliéles; le parallélogramme dont il sur-
passele paraﬂélograﬁme quel’on considére se nomme
son excés.

Soit AO le parallélogramme que I'on considére; le
parallélogramme A E sera le parallélogramme excé-~
dent et le parallélogramme K E sera son exces.
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a chacun le parallélogranme KH, le parallélo-
gramme total CH sera égal au parallélogramme
total KE. Mais CH est égal 4 CG (prop. 36.1),
parce que la droite AC est égale ala droite CB.
Donc GC est égal A EK : donc si nous ajou-
tons & chacune de ces quantités le parallé-
logramme CF, le parallélogramme total AF
-sera égal au gnomon LMN : donc le parallélo-
gramme CE, c’est-a-dire le parallélogramme
AD, est plus grand que le parallelogramme AF
(prop 36.1).

Partageons de nouveau la drone AB(fig. 149)
en deux parties égales au point C, et appliquons
sur cette droite le parallélogramme AL défail-
lant du parallélogramme CM, et de plus appli-
quons sur la droite AB le parallélogramme AE
défaillant du parallélogramme DF, semblable-
ment posé et semblable au parallélogramme

"qui est déerit sur la moitié de AB, c’est-a-dire

au parallélogramme CM. Je dis que le paral-
lélogramme AL qui est appliqué sur la moitié
de la droite AB est plus grand que le parallé-
logramme AE.

Car puisque les parallélogrammes DF et CM
sont semblables , ces deux parallélogrammes
sont autour du méme diamétre (prop. 26. 6).
Soit EB leur diamétre et décrivez la figure.
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Attendu que LF est égal 2 LH (prop. 36.1),
car FG est égal 4 GH, LF sera plus grand que
EK. Mais LF est égal 3 LD (prop. 43. 1) : donc
DL est plus grand que EXK : donc si nous ajou-
tons i chacun de ces deux parallélogrammes le
parallélogramme KD, le parallélogramme total
AL sera plus grand que le parallélogramme
total AE.

Donc de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur la méme droite et qui sont dé-

faillans de parallélogrammes semblables au pa-
rallélogramme décrit sur la moiné de cette
droite et semblablement placés que lui, le plus
grand est celui qui est appliqué sur la moitié de
» cette droite et qui est semblable 2 son défaut ;
ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVIIIL
PROBLEME.

Sur une droite donnée appliquer un parallélo-
gramme qui soit égal & une figure rectiligne
donnée et qui soit défaillant d’un parallélo-
gramme semblable & un autre parallélogramme
donné; il faut que la figure rectiligne donnée,
a laquelle on doit substituer une figure qui lui
soit égale, ne soit pas plus grande que le paral-
lélogramme qui est appliqué sur la moitié de la
droite donnée ; les défauts du parallélogramme
appliqué sur la moitié de cette droite et de celui
qui doit étre défaillant d’un parallélogramme
semblable étant semblables entr’eux.

Soit AB (fig. 150 la droite donmée i laquelle
il faut appliquer un parallélogramme égal 4 la
figure rectiligne donnée C, que cette figure soit
plus petite que le parallélogramme appliqué sur
la moitié de la droite AB, les défauts étant sem-
blables , et que le parallélogramme auquel le
défaut doit étre semblable soit D. 1l faut sur
la droite AB appliquer un parallélogramme qui
soit égal a la figure rectiligne donnée C et qui
soit défaillant d’'un parallélogramme semblable
au parallélogramme D.
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Coupez la droite AB en deux parties égales
au pomtE (prop. 10. 1), et sur EBdécrivez le
parallélogramme EBFG semblable au parallélo-
gramme D et semblablement placé quelui (prop.
18.6), et terminez le parallélogramme AG. Le
parallélogramme A G est égal i la figure G, ouil
est plus grand que cette figure. Si le parallélo-
gramme A G est égal alafigure C, on a fait ce qui
étoit proposé ; car on a appliqué sur la droite AB
un parallélogramme AG égal a la figure rectiligne
donné C et défaillant d’un parallélogramme EF
semblable au parallélogramme D. Au contraire,
s le parallélogramme HE n’est pas égal 4 la
figure rectiligne C, ce parallélogramme sera plus
grand que cette figure. Mais HE est égal AEF :
donc EF est plus grand que C. Construisez le
parallélogramme KLMN de maniére que ce
parallélogramme soit égal 4 I'excés du parallé-
logramme EF sur la figure C, et semblable au
parallélogramme D et semblablement placé que
lui (prop. 25.6) ; mais EF est semblable & D:
donc le parallélogramme KM sera semblable
au parallélogramme EF. Que la droite LK soit
I’homologue de la droite GE et la droite LM
I'homologue de la droite GF. Puisque le pa-
rallélogramme EF est égal aux deux figures C,
KM, le parallélogramme EF sera plus grand
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que le parallélogramme KM : donc la droite GE

/-est plus grande que la droite KL, et la droite
GF plus grande que la droite LM (prop. 20.6).
Faites la droite GO égale 4 la droite LK, et la
droite GP égale aladroite LM (prop. 3. 1), et ter-
minez le parallélogramme OGPQ (prop. 31. 1).
Le parallélogramme OP sera €gal et semblable
au parallélogramme KM (prop. 24. 6 ); mais le
parallélogramme KM est semblable au parallé-
logramme EF : donc le parallélogramme OP est
semblable au parallélogramme EF (prop. 21.6):
donc ces deux parallélogrammes sont autour du
méme diamétre (prop. 26. 6). Soit GQB leur
diameétre et décrivez la figure.

"Puisque le parallélogramme EF est égal anx
deux figures C, KM, et que OP est égal a KM,
le gnomon restant VXY sera égal a la figure
restante C; et 4 cause que PR est égal 2 OS
(prop. 43.1), si on ajoute a chacun de ces
deux parallélogrammes le parallélogramme RS,
le parallélogramme total PB sera égal au paral-
Iélogramme total OB. Mais OB est égal 4 TE
(prop. 36. 1), parce que le c6té AE est égal
au c6té EB : donc TE est égal a PB : donc
si on ajoute 4 chacun de ces deux parallélo-
grammes TE, PB le parallélogramme OS, le
parallélogramme total TS sera égal au gnomon
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total VXY. Or on a démontré que le gnomon
VXY est égal 4 C : donc le parallélogramme
TS est égal a la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite AB un
parallélogramme TS qui est égal & la figure.
rectiligne donnée C et qui est défaillait d’'un
parallélogramme RS semblable a un parallélo-

gramme D, puisque RS est semblable a PO;
ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXIX.
PROBLEME.

Appliquer sur une droite donnée un parallélo~
gramme qui soit égal a une figure rectiligne
donnée et qui soit excédent dun parallélo-

- gramme semblable & un autre parallélogramme
donné. .

Soit AB (fig. 151) la droite donnée i laquelle

il faut appliquer un parallélogramme qui soit

égal 2 une figure rectiligne doanée C et qui

soit excédent d’'un parallélogramme semblable
au parallélogramme D : il faut sur la droite

AB appliquer un parallélogramme qui soit égal

4 la figure rectiligne C, et qui soit excédent

d’un parallélogramme semblable au parallélo~

gramme D. )
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Partagez la droite AB en deux parties égales
au point E (prop. g. 1), sur la droite EB dé-
crivez le parallélogramme EL semblable au pa-
rallélogramme D et semblablement placé que
lui, et construisez le parallélogramme GH égal
aux deux figures EL, C, et semblable au paral-
lélogramme D et semblablement posé que lui
(prop.25.6); le parallélogramme GH sera sem-
semblable au parallélogramme EL. Que le c61é
KH soit ’homologue du c6té FL etle c6té KG
I’homologue du cété FE. Puisque le parallélo-.
gramme GH est plus grand que le parallélo-
gramme EL , la droite KH sera plus grande
que la droite EL et la droite KG plus grande
que la droite FE. Prolongez FL et FE jusqu’a
ce que la droite FL M soit égale a la droite KH
et jusqu’a ce que la droite FEN soit égale i la
droite KG (prop. 3. 1), et terminez le paral-
lélogramme MN. Le parallélogramme MN sera
égal et semblable au parallélogramme G H ; mais
le parallélogramme EL est semblable an pa-
rallélogramme GH : donc le parallélogramme
MN sera semblable au parallélogramme E L
(prop. 21. 6) : donc les deux parallélogrammes
FL, MN seront autour du méme diameétre
(prop. 26.6). Conduisez leur dijagonale FO et
terminez la figure.
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Puisque le parallélogramme G H est égal aux
deux figures EL, C et que MN est égal 3 GH, le
parallélogramme MN sera égal aux deux figures
EL, C : donc, st V'on retranche le parallélo-
gramme commun EL, le gnomon restant ZYX
sera €gal a la figure rectiligne C; et puisque EA
est égal A EB, le parallélogramme AN sera égal
au parallélogramme NB (prop. 36. 1), c’est-a-
dire au parallélogramme LP (prop. 43.1):
donc s1 nous ajoutons 4 chacun de ces deux
parallélogrammes le parallélogramme EO, le
parallélogramme total AO sera égal au gnomon
total ZYX; mais le gnomon ZYX est égal i la
figure rectiligne C : donc le parallélogramme
AO est égal a la figure rectuiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite donnée AB
un parallélogramme AO qui est égal a la figure
rectiligne C et qui est excédent d’un parallélo-
gramme QP semblable au parallélogramme D,
parce que le parallélogramme QP est sem-
blable au parallélogramme LE; ce qu’il falloit
faire.
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PROPOSITION XXX.
PROBLEME,

“Couper une droite finie et donnée en moyenne
et extréme raison.

Soit la droite AB ( fig. 152) finie et donnde:
il faut couper cette droite AB en moyenne et
extréme raison.

Sur la droite AB construisez le quarré BC
(prop. 46. 1), et sur la droite AC appliquez un
parallélogramme CD qui soit égal au quarré BC
et dont le parallélogramme excédent AD soit
semblable au quarré BC ( prop. 29.6).
~ Lafigure BC est un quarré : donc la figure AD
sera aussi un quarré; et puisque BC est égal &
CD, si I'on retranche la partie commune CE,
la figure restante BF sera égale a la figure res- -
tante AD ; mais ces deux figures sont équian-
gles : donc les cotés des figures BF, AD qui
sont autour des angles égaux sont réciproque-
ment proportionnels (prop. 14.6) : donc FE
est 3 ED comme AE est 3 EB; mais FE est
égal 4 AC (fig. 34. 1), c'est-d-dire 3 AB et ED
est égal 4 AE : donc AB est 4 AE comme AE
est 3 EB; mais AB est plus grand que AE : donc
AE est plus grand que EB. .
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Donc la droite AE a été coupée au point E
en moyenne et extréme raison, et sa partie AE
est son plus grand segment; ce qu’il falloit
faire.

AUTREMENT.

Soit AB (fig. 153) la droite donnée : il faut
couper cette droite en moyenne et extréme
 raison.

Partagez la droite AB au pomt C de maniére
que le rectangle compris sous les droites AB,
BC soit égal au quarré de AC (prop. 11.2).

Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de AC, AB sera i
AC comme AC est 3 CB ( prop. 17.6) :"donc
la droite AB a été coupée en moyenne et ex-

tréme raison (déf. 3. 6); ce qu’il falloit faire.
~PROPOSITION XXXIL

THEOREME.

Dans les triangles rectangles, la JSigure construite

" sur le cété qui soutend l’ang]e droit est égale
aux figures sémblables qui sont décrites sem-
' blablement sur les cotes qui comprennent Pan=
gle droit.

Soit le triangle rectangle ABC (fig. 154) dont.
Pangle BAC est droit; je dis que la figure cons-
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truite sur BC est égale aux figures semblables
décrites semblablement sur les c6tés BA, AC.

Conduisez sur BC la perpendiculaire AD.-

Puisque dans le triangle ABC on a conduit
de I'angle A sur la base BC la perpendiculaire
AD, les triangles ABD, ADC placés autour de
la perpendiculaire sont semblables an triangle
total ABC et semblables entr’eux (prop.8.6).
Puisque le triangle ABC est semblable au trian-
gle ABD, CB sera 3 BA comme AB est 4 BD;
mais lorsque trois droites sont proportionnelles,
la premiére droite est 4 la troisiéme comme la
figure construite sur la premiére droite est i la
figure semblable. construite semblablement sur
la seconde (prop. 3. cor..20. 6) : donc CB est
4 BD comme la figure construite sur GB est &
la figure semblable constrpite semblablement
sur BA. Par la méme raison, BC est &4 CD
comme la figure construite sur BC est a la figure
décrite sur CA : donc BC est 2 BD plus DC
commme la figure construite sur BC est aux figures
“semblables qui sont décrites semblablement sur
BA, AC; mais BC est égal 4 BD plus DC (1):

(1) En effet, si Pon ajouté les deux proportions
€B:BD :; BE:BF,etBC:CD :: BE:CG,etsil'on
divise les antécédens par deux, on aura la proportion
BC:BD 4 CD i BE: BF 4- CG.

2
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donc la figure construite sur BC est égale aux
figures semblables qui sont décrites semblable-
ment sur BA, AC.

Donc dans les triangles rectangles, la figure

qui est construite sur le c6té qui soutend I'an-
gle droit est égale aux figures semblables qui
sont semblablement décrites sur les cotés qui
comprennent I'angle droit ; ce qu’il falloit dé-
montrer. ' ‘
AUTREMENT.

Puisque les figures semblables sont entre
elles en raison doublée des cotés homologues
(prop. 23.6), la figure construite sur BC et

“celle qui est construite sur BA seront entr’elles
en raison doublée des cétés BC, BA; mais le
quarré construit sur BC et le quarré construit
sur BA sont en raison doublée de BC, BA

“(prop. 1. cor. 20. 6) : donc la figure construite
‘sur BC est & celle qui est construite sur BA
comme le quarré de BC est au ‘quarré de BA
(prop. 11.5). Par la méme raison la figure
construite sur BC est a celle qui est construite
sur CA comme le quarré de BC est au quarré
de CA : donc la figure construite sur BC est
aux figures construites sur BA, AC eomme le
quarré de BC est aux quarrés.de BA et de AC.
Mais le quarré de BC est égal aux quarrés de
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BA et de AC (prop. 47. 1) : donc la figure cons-
truite sur BC est égale aux figures semblables
qui sont semblablement décrites sur BA et sur
AC; ce qu’il falloit démontrer,

PROPOSITION XXXIL

THEORE ME.

;

Si dewr triangles qui ont deux cdtés proportion-
néls & deux cétés sont disposés selon un angle
de maniére que leurs cdtés homologues soient
paralléles), les autres cdtés formeront une seule
droite.

..Soientles deux tnangles ABC, DCE (fig.155)
qui aient les deux cotés BA, AC proporuonne]s
aux deux cétés CD, DE de maniére que BA soit.
2 AC comme CD est 2 DE, et que AB soit pa-
ralléle 3 DC et AC paralléle aussi 2 DE : je dis
ue BC et GE ne formeront qu’une seule droite.

Puisque AB est paralléle 3 DC et que AC
tombe sur ces deux droites, les angles alternes
BAC, ACD sont égaux cntr’cux (prop. 29.1).
Par la méme raison, ’angle CDE est égal a I'an-
gle ACD : donc I'angle BAC est égal & I'angle
CDE; et puisque les deux triangles ABC, ACE
ont deux angles égaux en A eten D, et que les
c6tés qui comprennent ces deux angles égaux

3
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sont proportionnels, c’est-a-dire que BA est i
AC comme CD est 2 DE, les triangles ABC,
DCE seront équiangles ( prop. 6. 6) : donc
I'angle ABC est égal 4 'angle DCE. Mais on a
démontré que I'angle ACD est égal i I'angle
BAC : donc I'angle total ACE est égal aux deux
angles ABC, BAC : donc, si nous ajoutons
chacune de ces deux quantités I'angle ACB, les
angles ACE, ACB seront aux angles BAC,
ACB, ABC; mais les angles BAC, ACB, ABC
sont égaux a deux angles droits (prop. 32. 1);
donc les angles ACE, ACB sont égaux a deux
angles droits : donc avec une drone quelcon-
que AC et au point C les deux droites BC, CE
placées de différens cétés font les ans]es de
suite ACE, ACB égaux & deux angles droits :
doncles deux droites BC, CE ne forment qu’une
seule droite ( prop. 14. 1)

Done si deux triangles qui ont deux cétés
proportionnels & deux cotés sont disposés selon
un angle de maniére que leurs c6tés homolo-
gues soient paralléles, les autres cdtés for-
meront une seule droite; ce qu’il fa]lmt dé-
montrer,
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PROPOSITION XXXIII..
THEOREME.

Dans les cercles égaux, les angles sont propor-
tionnels aux arcs qu’ils comprennent, soit que
ces angles soient placés aux centres ou bién
aux circonférences. Il en est de méme des sec-
teurs qui sont placés aux centres.

Soient les cercles egauxABC DEF (fig. 156),
que les angles BGC , EHF soient placés & leurs
centres G, H, et que les angles BAC, EDF
soient placés :‘a leurs circonférences : je dis que
Parc BC est a Farc EF comme Fangle BGC est
a l'angle EHF, comme P'angle BAC est 4 'an-
gle EDF et comme le secteur GBC est au sec~-
teur HEF. S !
~ Faites les arcs de suite CK, KL, etc. egaux
chacun a I'arc BC; faites aussi les arcs de suite
FM, MN, etc. égaux chacun a I'arc EF, et
menez les rayons GK, GL, HM, HN.
Puisque les arcs BC, CK, KL sont égaux
entr’eux , les angles BGC, CGH, KGL sont
aussi égaux entr’eux (prop. 27.3): donc l'arc
BL est multiple de I'arc BC autant de fois que
I'angle BGL est multiple de I'aagle BGC. Par
Ja méme raison , Parc EN est multple de l'arc
4

'
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EF autant de fois que I'angle EHN est multiple
de P'angle EHF. Donc si Parc BL est égal 4
I'arc EN, I'angle BGL sera égal a I'angle EHN
(prop. 27.3), st I'arc BL est plus grand que .
larc EN, I'angle. BGL sera plus grand que
I'angle EHN), et si I'arc BL est plus petit que
I'arc EN, I'angle BGL sera plus petit que I'an-
gle EHN. Ayant donc quatre quantités, savoir
les arcs BC, EF et deux angles AGC, BHF,
on a pris des équimultiples de I'arc BC et de
I'angle BGL, savoir, I'arc.BL et I'angle BGL;
on a pris aussi des équimultiples de I'arc EF et
de langle EHF, savoir , 'arc EN et l'angle
EHN; mais on a démontré que st 'arc BL sur-
passe I'arc EN, Pangle BG L surpassera 'angle
"EHN; que si 'arc BL est égal & T'arc EN,
I'angle BGL sera égal a I'angle EHN, et que
si I'arc BL est plus petit que I'arc EN, Fangle
BGL sera plus pett que I'angle EHN : donc I'arc
BC est a 'arc EF comme langle BGC est a
Pangle EHF (déf.5.5); mais 'angle BGC est
i Pangle EHF comme Pangle BAC est i 'angle
EDF (prop. 15.5), car ils sont doubles les uns
des autres ( prop. 20.3) : donc Parc BC est &
Varc EF comme I'angle BGC est 4 I'angle EHF,
et comme I'angle BAC est 4 Pangle EDF.
Donc dans des cercles égaux, les angles sont
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proportionnels aux arcs, soit que ces angles
‘soient placés aux centres ou bien aux circon-
férences ; ce qu'il falloit démontrer.

- Je dis de plus que I'arc BC est 4 I'arc EF
comme le secteur GBC est au secteur HEF.

Menez les droites BC, CK (fig. 157), et ayant
pris sur les arcs BC, CK, les points O, P, con-
duisez les droites BO, OC, CP, PK.
Puisque les deux droites BG, GC sont égales

aux deux droites CG, GK, et qu'elles com-
prennent des angles égaux, la base BC sera
égale 4 la base CK : donc le triangle GBC est
égal au triangle GCK (prop. 4. 1); et a cause
que I'arc BC est égal a I'arc CK, et que le reste
CAB de la circonférence qui compléte le cercle
eatier ABC est €gal au reste KAC de la cir~
conférence qui compléte le méme cercle (ax. 3),
I'angle BOC sera égal al'angle CPK (prop.27.3):
donc le segment BOC est semblable an segment
CPK (déf. 11.3), et ces deux segmens sont
placés sur des droites égales ; mais les segmens
semblables qui sont placés sur des droites égales
sont égaux (prop. 24. 3 ) : donc le segment BOC
est égal au segment CPK ; mais le triangle BGC
est égal au triangle CGK : donc le secteur total
G BC sera égal au secteur total GCK (ax. 2).
Par la méme raison, le secteur GKL sera égal &



28a ELEMENS

I'un ou 4 Pautre des secteurs GKC, GCB : donc
les trois secteurs GBC, GCK, GKL sont égaux
entr’eux. Les secteurs HEF, HFM, HMN
sont pareillement égaux entr’eux : donc'arc BL
est multiple de I'arc BC autant de fois que le
secteur GBL est muluple du secteur GBC. Par
la méme raison, 'arc EN est multiple de I'arc
EF autant de fois que le secteur HEN est mul-
tiple du secteur HEF : donc d’aprés ce que I'on
vient de voir , si I'arc BL est égal a I'arc EN,
le sectear GBL sera égal au secteur HEN; si
Yarc BL surpasse I'arc EN, le secteur GBL
surpassera le secteur HEN , et s1 Parc BL est
plus petit que I'arc EN, le secteur GBL sera
plus petit que le  secteur HEN. Ayant donc
quatre quantités, savoir les deux-arcs BC, EF
et les deux secteurs GBC, HEF, on a pris des
équimultiples de Parc BC et du secteur GBC;
savoir , I'arc BL et le secteur GBL; on a pris
aussi des équimultiples de I'arc EF et du sec-
teur HEF, savoir, 'arc EN et le secteur HEN;
mais on adémontré que si Parc BL surpasse I'arc
EN, le secteur GBL surpassera le secteur HEN,
que sil'arc BL est égal a 'arc EN, le secteur
GBL sera égal au secteur HEN), et que si 'arc
BL est plus petit que 'arc EN, le secteur GBL
sera plus petit que le secteur GEN : donc I'arc
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BC est a I'arc EF comme le secteur GBC est
au secteur HEF (déf.5.5).

COROLLATIRE.

Il est évident qu'un secteur est a un autre
secteur comme l'angle du premier secteur est
a I’angle du second secteur (prop. 11.5).

FIN DU SIXIEME LIVRE.
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LIVRE XL

DEFINITION&

’

1. Un solide est ce qul a longueur, largeur
et épaisseur.

2. Un solide est terminé par des surfaces.

3. Une droite est perpendiculaire sur un plan
lorsqu’elle fait des angles droits avec toutes les
droites qui la rencontrent et qu sont dans ce
plan.

4. Un plan est perpendiculaire sur un plan,
lorsque les perpendiculaires menées dans un
seul plan sur la commune section des plans
sont perpendiculaires sur I'autre plan.

5. L'inclinaison d’une droite sur un plan est
I'angle aigu compris par cette méme droite et
par la droite qui joint le point du plan que la
premiére droite rencontre et le point de ce plan
«que rencontre la perpendiculaire menée sur ce
plan de Vextrémité supéricure de la premiére
droite.
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6. L'inclinaison d’un plan sur un plan’est’
I’angle aigu compris entre les perpendiculaires
sur leur commune section, menées d’'un point
de cette commune section dans I'un et dans
l'autre plan.

7. L’inchinaison d’'un plan sur un plan est
égale al'inclinaison d’un autre plan sur un autre
plan, lorsque les angles de leurs inclinaisons
sont égaux eutr’eux.

8. Les plans paralléles sont ceux qui, étant
prolongés, ne se rencontrent point.

9. Les solides semblables sont ceux qui sont
contenus dans le méme nombre des plans sem-
blables.

to. Les solides semblables et égaux sont
ceux qui sont contenus dans le méme nombre
de plans semblables et égaux.

11. Un angle solide est I'inclinaison de plus
de deux droites les unes vers les autres, qui se
rencontrent et qui ne sont pas dans le méme
plan.

AUTREMENT.

Un angle plan est celui qui est compris par
plus de deux angles plans qui ne sont pas dans
le méme plan et qui sont construits dans le
méme point. ‘

12, Une pyramide 3st un solide compris sous
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des plans qui, étant construits sur un seul plan ,
se réunissent dans un méme point.

13. Un prisme est un solide compris sous des
~ plans, dont deux plans opposés sont égaux,
semblables et paralléles, et dont les autres plans
sont des parallélogrammes.

14. Une sphére est un solide compris sous
la surface décrite par I'arc d’'un demi-cercle
qui tourne autour du diamétre jmmobile jus-
qu’a ce qu'il soit revenu au méme endroit d’'otr
il étoit paru.

15. L’axe de la sphére est eette droite immo-
bile autour de laquelle tourne le demi-cercle.

16. Le centre de la sphére est le méme que
celui du demi-cercle.

17. Un diameétre de la sphere est une droite
menée par le centre et terminée de I'un et de
Pautre c6té par la surface de la sphére.

18. Un cone est un solide: compris sous la
superficie décrite par deux c6tés d’'un triangle
rectangle tournant autour d’'uxw des cétés de
Pangle droit qui reste immobile, jusqu'a ce
quil soit revenu au méme endroit d’ott il étoit
parti. Si le c6té immobile est égal i Pautre c6té
de I'angle droit, le céne est rectangle; s'il est
plus petit, il est obtus-angle , et s'il est plus
grand, le cone est acutangle.
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'19. L’axe du coéne est la droite immobile
autour de laquelle tourne le triangle rectangle.

20. La base du céne est le cercle décrit par
un des c6tés qui tournent.

21. Un cylindre est un solide compris sous
la surface décrite par trois cétés d'un parallé-
logramme rectangle tournant autour du qua-
triéme c6té qui reste immobile jusqu’a ce que
ce rectangle soit revenu au méme endroit d’olt
il étoit parti.

22. L’axe du cy]mdre est la droite immobile
autour de laquelle tourne le parallélogramme.

23. Les bases du cylindre sont les cercles
déerits par les deux cdtés opposés du parallé-
logramme qui se meuvent.

24. Les cdnes et les cylindres semblables
sont ceux dont les axes et dont les diamétres
des bases sont proportionnels.

25. Un cube est un solide compris sous six
quarrés égaux.

26. Un téiraédre est un solide compris sous
quatre triangles égaux et équilatéraux.

27. Un octaédre est un solide compris sous
huit triangles égaux et équilatéraux.

28. Un dodécaédre est un solide compris
sous douze pentagones égaux, équilatéraux et
équiangles.
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29. Un icosaédre est un solide compris sous
. . ’ » . ’
vmgt tnangles egaux et eqmlateraux.

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

Une partic d’une droite ne peut étre dans un plan
et une autre partie de cette droite hors de ce
plan. e

Supposons , si cela peut se faire, qu'une
partie AB (fig. 158 ) de la droite ABC soit dans
un plan et une autre partie BC hors de ce
plan. '

Prolongez la droite AB dans le plan sur
lequel elle est placée; soit BD le prolonge-
ment de cette droite ; les deux droites ABC,
ABD auront une partie commune AB, ce qui
est impossible , car deux droites ne peuvent se
rencontrer qu’en un seul point, autrement elles
se confondroient. '

Donc une partie d’'une droite n’est point dans-
un plan et une autre parfie de cette droite hors
de ce plan; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION 1I11i.
) .
THEOREME

Si deux droites se coupent, elles sont dans un
‘seul plan ; tout triangle est aussi placé dans
un seul plan. ' ,

Que les deux droites AB, CD (fig. 159) se
coupent mutuellement au point E : je di$ que les
droites AB, CD sont dans un seul plan; je dis
aussi que tout triangle est placé dans un seul
plan.

Prenez suf lés droites EB, EC deux points
quelconques F, G; menez CB; FG-et FH, GK:
je dis d’abord que le triangle EBC est placé
dans un seul plan; car si la partie FHC ou la
partie GBK du triangle EBC est dans un plan
et l'antre partie dans un autre plan, une partie
de I'une des droites EC, EB sera dans un plan
et I'antre partie dans un autre plan; mais si une
partie FCBG du triangle ECB est dans un plan
et I'autre partie dans Un autre plan , une cer-
taing partie de I'une et de l'autre des droites
. EC, EB sera dans un plan et certaine autre
'partie dans un autre plan; ce qui a été démon-
tré absurde : donc le triangle EBC est dans un
seul plan; mais I'un et 'autre des droites EC,

T .
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EB sont dans le méme_plan que le triangle
BCE, et les droites AB CD sont dans le méme
plan que I'une et que I autré des droites EC, EB
(prop- 1. 11) : donc Jes droites AB, CD sont
dans un seul plan, et tout triangle est aussi
placé dans un seul plan; ce quil falloit dé-
montrer.

PROPOSITION 111
' Tnzonﬁmz

&§i deux plans se coupent mutuellement » leur com~
. mune section est une ligne droite.

Que les deux plans AB, BC (fig. 160 ) se cou~
pent mutuellement et que leur commune sec-
tion soit DB : je dis que la’ hgne DB est une
hgue droite.

Car si cela n’est point, du point D au point
B et sur le plan AB conduisez la droite DEB,
et sur le plan BC conduisez la droite DFB; les
extrémités des deux droites DEB, DF B' seront
les memes et ces deux droites renfermeront
un espace ¢e qui est absurde (ax. 12): donc
les lignes DEB','DFB ne sont pas -des- Jignes
droites. Nous demo‘utrei‘ons semblablement qué
toute autre ligne mende du point D'au point B
n'est point une ligne droite , excepté la ligne
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DB, c’est-a-dire la commune secuon des plans
AB, BC.
Donc sideux plans se coupent mutuellement,
leur commune sectivn sera une ligne droite; cé
qu’il falloit démontrer.’

"PROPOSITION 1V,
THEOREM E.

- i denx droites se coupent mutucllement, ta droite
qui sera perpendiculaire sur ces deux droites,
. aleur section commune, le sera aussi sur l¢
plan gui passera par ces deux droites.

Que les deux droites AB, CD (Hig. 161) se
toupent mutuellement au point E et que la
droite EF leur soit perpendlcu]au-e au point E:
je dis que la droite EF est aussi perpendicu-
laire sur le plan qui passe par les droites AB, CD.

Prenez les droites AE, EB, CE, ED eoales
entr’elles. Par le pomt E et sur le plaﬂ AB conx
duisez d’'une maniére quelconque une droite
GEH, menez AD, CB, ét ensuite d’n point
quelconque F condulsez les droites FA, FG,
FD, FC, FH, FB. Puisque. les deux droues
AE; ED sont égalés aux deux droites CE,
EB, et que ces droites comprennent des angles
égaux (prop. 15.1), la base AD sera égale a

4
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la base CB ('prop. 4. 1), le triangle AED égal -
au triangle CEB, et 'angle DAE égal a I'angle
EBC; mais 'angle AEG est €gal a 'angle BEH
(prop. 15. 1) : donc les deux triangles AGE,
BEH ont deux angles égaux a deux angles, cha- -
cun a chacun ; mais les c6tés AE, EB adjacens
4 des angles égaux sont égaux entr’eux : donc les
autres c6tés de ces triangles seront aussi égaux
“entrenx (prop. 26. 1) : donc GE est égal a EH
et AG €égal 4 BH; et puisque AE est égal A EB
et que la perpendiculaire FE est commune, la
base FA sera égale a la base FB (prop. 4. 1).
Par la méme raison, FC sera aussi égal 4 FD. De
plus, puisque la droite AD est égale i la droite
CB et la droite FA égale i la droite FB, les deux
droités FA, AD seront egales aux. deux droites
FB, BC, chacune a cbacune mais on a dé-
montré que la base FD est ega]e a la base FC:
donc r angle FAD est égal a I'angle FBC
( prop 8.1); mais on a démontré de plus que
AG est égal 2 BH et FA est égal a FB done
les deux. droites FA AG sont egales aux deux
droites FB, BH; mais on a démontré que I’an-
gle FAG est eggl a l’angle FBH: donc la base -
FG est egale ala base FH (prop 4. 1); et puis-
qu’ on a démontré encore que GE est.égal a -
EH, eta cause que ladroite ET est commune,
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les deux droites GE , EF seront égales aux deux
droites HE , EF; mais la base FH est égale i la
base FG: donclangle GEF est égal al'angleHEF'
prop. 8. 1) : donc P'un et Fautre des angles
GEF, HEF sont droits : donc la droite FE fait.
des angles droits avec la droite GH, de quelque
manicre que la droite GH soit menée dans le
plan AB par le point E. Nous démontrerons.
semblablement que la droite FE fait des.angles.
droits avec toutes les.droites qui la rencontrent
et qui sont dans le plan AB; mais. une droite
est perpendiculaire sur-un plan. lorsqu’elle fait
des angles droits avec toutes les droites qui la
rencontrent et qui sont placées dans ce plan
(déf. 3. 11 ) : donc la droite EF est perpen-:
diculaire sur-le plan, AB; mais le plan.AB est
celul gui passe par les- deux droites AB, CD =
donc la droite FE est perpendiculaire sur le plan-
qui passe par les droites AB, €D.. .. o

Donc si deux droites: se coupent mutnelle-
ment, et si une, droite est perpendiculaire sur
ces deux droites & leur commune section, cetve
droite sera aussi perpendiculaire sur le plan qui
passe par ces deux droites; ce qu’il falloit déw
montrer.. L .
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PROPOSITION V.

I3 A |
THEORENME.

Sitrois droites se rencontrent et si une draite leur.
est perpendiculaire & leur commune section, ces
trois droites seront dans un seul plan.,

Si une droite AB (fig. 162) est perpendicu~
haire sur trois droites BC, BD, BE au point de.
contact B : je dis que les trois droites BC, B,
BE sont dans un seul plan. ‘

Car supposons, si cela est possible, que BD,
BE soient dans un plan et BC dans un autre.
plan élevé au-dessous du premier ; faites passer-
un plan par les droites AB, BC; la commune.
section de. ce plan avec le plan inférieur - sera
une ligne droite (prop. 5. 11); que cette droite
soit BF. Il est évident, que les trois droites AB
BC; BT sont dans le plan qui passe par les dr01tes
AB, BC : donc, puisqae la droite AB est perpen-
dlcula.u'e sur I'une. et Fautre des droites BD, BE
cette.droite sera perpendiculaire sur le plan qu1
passo par DB, BE (prop. 4.11); mais I¢ plan qui
passe: par DB, BE est le plan inférieur : donc la
droite'AB est perpendiculaire sur le plan infé-
rieur : donc cette droite sera perpendiculaire sur
toutes les droites qui la rencontrent et qui sont
dans ce plan (déf. 3. 11); mais cette perpendi~
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eulaire est rencontrée dans le plan nférieur par
la droite BF : donc Pangle ABF est droit ; mais.
on a supposé qui I'angle- ABCest droit : done
les deux angles ABF, ABC, placés dans le méme
plan’, sont égaux entr’eux ; cc:qui est impossible:
(ax.g) : donc la droite BC n’est pas dans.ui
plan élevé au-dessus:de celui qm passe pai-les.
droites BD-, BE : denc les trois.droites BC BD
BE sont dans un seul plan.

Donc si trols droites se rencontrent jet st une-
droite leur est perpendiculaire & leur commune
section, ces trois droites seront dans un seuk
plan; ce qu’il fallon démontrer..

PBOPOSITIOV VI'..
o Tnnonﬁmm. .

S deux droites sont: perpendzculazrcs sur le méme-
plan ces, deu.r droites.seront paralleles

‘Que-les deux droites AB, CD (fig. 165) sorent
perpendiculdires. sur un meme plan: ]e dls que-
AB est parall¢le 4 CB..

- Supposons que ces ,perpendioulai'rés rencon--
trent ce plan: aux points B, D; menex la droite-
BD; conduisez dans ce plan la droite DE per-
pendiculaire sur BD, et aprés avoir-fit DE égal.
4. AB, menez les droites. BE, AE, AD.

4
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Puisque la droite AB est perpendiculaire sun
le plan BDE, elle est perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce plan.(déf. 3. 11); mais cette droite est ren~
contrée par l'une et lautre des draites BD,
BE qui sont dans ce plan : donc les angles ABD,
ABE sont droits I'un et I'autre. Par la méme
raison, les angles CDB, €DE sont aussi droits
Pun et I'autre. Mais puisque la droite AB est
égale i la draite DE et que la droite BD est.
commune, les deux droites AB, BD.sont égales
aux deux droites ED, DB ; mais ces droites com-
prennent des angles droits : done la base AD est
égale & la base BE (prop. 4. 1) ; et puisque la
droite AB est dgale i la droite DE et la droite
AD égale i la draite BE, les deux droites AB,
BE sont égales aux deux droites ED, DB; mais
la base AE est commune ; don¢ Fangle ABE
est égal a 'angle EDA (prop. 8. 1); mais I'an-
gle ABE est droit : donc Yangle EDA eést droit
aussi : donc la droite ED est perpendicalaire
sur la droite DA ; mais la droite ED.est per~
pendiculaire sur I'une et 'autre des droites BD,
DC : done ED est perpendiculaire sur les trois
droites BD, DA, DC a leur point de contact :
dong les trois droites BD,, DA, DC sont dans,
* wn seul plan (prop. 5. 11); mais la droite AB est
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dans le méme plan que les droites BD, DA, car
. tout triangle est dans un seul plan (prop. 2. 11):
donc les trois droites AB, BD, DC sont dans
un seul plan ; mais les angles ABD, BDC sont.
droits I'un et I'autre : donc la droite AB est pa-
ralléle a la droite CD. (prop. 28. 1).
Donc si deux droites sont: perpendiculaires
sur le méme plan, ces deux droites seront pa-
ralléles ‘entr’elles; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION VII.
THfOREME.

Si deux droites sont paralléles , et si Uon prend
sur chacune de ces droites des points quelcon—
ques , la droite qui joindra ces points sera dans
le méme plan que les paralléles.

Soient AB, CD ( fig. 164) deux droites pa-
ralléles, et soient pns dans ces droites des pomts
quelconques E, F: je dis que la droite qui joint
les points E, F est dans le méme plan que les
deux paralléles

Supposons que cela ne soit pomt et suppo-
soms;, s1 cela est possible, que cette droite soit
dans up plan élevé au-dessus du premier, et
qu’elle ait , par exemple, la position EGF; par
la ligne EGF conduisez un plan-qui fasse avec
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le plan inférieur une section qui sera une ligre.
droite (prop.3. 11); que cette section soit EF :
il est évident que les deux droites EGF, EF.
renfermeront un espace, ce qui est impossible
(ax.12) : denc la droite conduite du point E.
au point F n’est point daris un plan élevé .au--
dessus du premier :.donc elle est dans eelui qui
passe par les paralléles AB, CD.

Donc si deux droites sont paralléles, et si Fon
prend dans I'une et 'autre de ces paralleles des-
points quelconques, la droite qui joindra ces
peints sera dans le méme plan que les paral-
leles ; ce qu'il falloit’démontrer.

P_BOPos.ITi.ON VIIL
T H EO REML.

Si deux droites sont paralleles , et si l une d’elles
est perpendzculaue sur un plan, Vautre sera
aussi perpendiculaire sur ce plan.

Soient AB, CD.(fig. 163 ) deux droites pa-~
ralléles, et que I'une de ces droites AB soit per-
pendiculaire sur le plan BED : je dis que 'autre .
droite CD sera aussi perpendlculau‘e sur ce
plan. :
Que les drones AB CD rencontrent le plan
BED aux points B, D. Menez BD. Lesdroites AB, .
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DC, BD seront dans le méme plan (prop. 7. 11).
Conduisez dans le plan BED la droite DE per-
pendiculaire sur BD; faites ensuite DE égal a
AB, et menez BE, AE, AD. Puisque AB est
perpendiculaire sur le plan AED, elle sera per-
pendiculaire sur toutes les droites qui la ren-
contrent et qui sont dans'ce plan (déf.3. 11) =
donc les angles ABD, ABE soat droits 'un et
Tautre; et puisque la droite BD tombe sur les
droites AB, CD, les angles ABD, CDB seront
égaux 2 deux angles droits (prop. 29. 1). Mais;
Pangle ABD est droit : donc I'angle CDB est
droit auss1 : donc CD est perpendiculaire sur
BD; et puisque la droite AB est égale i la droite
DE, et que la droite BD est commune, les deux
droites AB, DB sont égales aux deux droites
ED, DB; mais 'angle ABD est égal a I'angle
EDB, car 1ils sont droits 'un et Pautre : done
la base AD est égale & la base BE ( prop. 4. 1);
et puisque AB est égal 2 DE et BE égal aAD,
les deux droites AB, BE seront égales aux deux
droites EP, DA, chacune 3 ¢hacune ; mais Ia
base AB est commune : donc I'angle ABE est
égal a 'angle EDA (prop. 8. 1); mais I'angle
ABE est droit : donc I'angle EDA est droit
aussi : donc ED est perpendiculaire sur DA
mais ED est aussi perpendiculaire sur BD : done
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la droite ED sera perpendiculaire sur le plan qui
passe par les droites BD, DA (prop.4.r1):
donc la droite ED est perpendiculaire sur teutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans.
ce plan. Mais la droite DC est dans le plan qui
passe par les droites BA, AD, parce que les.
droites AB, BD sont dans le plan qu passe par-
les droites BD, DA ( prop. 2. 11) ; mais la droite-
DC est duns le méme plan que les. droites AB,
BD (prop. 7. 11): donc la droite ED est per-
pendiculaire sur DC : donc la droite CD est per-
pendicnlaire sur DE ; mais la droite CD est per-
pendiculaire sur la droite BD : donc la droite.
CD est perpendiculaire sur les deux droites DE,
DB a leur point de rencontre D : donc la droite
CD est perpendiculaire sur le plan qui passe par
les droites DE , DB (prop. 4. 11); mais le plan
qui passe par les droites DE, DB est le plan
BED : donc CD est perpendiculaire sur le plan.
BED; ¢e qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION IX.
THEOREME.

Les droites qui sont paralléles & une méme droite
sans étre dans le méme plan que cette autre
droite , sont cependant paralléles entr’elles.

Que lune et l'auntre des droites AB, CD
(fig. 165) soient paralléles a la droite EF, et
que les droites AB, CD ne soient pas dans le
méme plan que la droite EF : je dis que la
droite AB est paralléle  la droite CD.

Prenez sur EF un point quelconque G, et de
ce: point menez dans le plan qui passe pat EF,
AB la droite GH perpendiculaire sur EF, et
dans le plan qui passe par FE, CD, menez
la droite GK: perpendiculaire :aussi sur FE :
puisque la droite EF est perpendiculaire sur
Puné et L'antre des droites GH, GK, la droite
EF sera aussi perpendiculaire sur le plan. qui
passe par les droites’ GH ; G K (prap. 4. 11);
mais AB est paralléle AEF : don¢:AB ést per-
;pendiculaire sur le plan qui passe par les points
H, G, K (prop. 8. 11); par la méme raison CD
est perpengliculaire sur e plan;qui passe par les
pounts H, G, K : don¢ les droites AB, CD sont
perpendiculaires Lunie et Iautre sur le plan qui
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passe par les pointsH, G, K ; mais si deux droiies
sont perpendiculaires sur un seul plan , ces deux
droites sont paralléles entr'elles (prop. 6. 11)1¢
donc la droite AB est paralléle a la droite CD
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION X.
THEOREME.

Si deux droites qui se “ouchent sont paralléles &
deux droites qui se touchent et qui ne sont pas
dans le méme plan, ces droites comprendront
des angles égaux.

Que les deux droites AB, BC (fig. 166) qui -
se touchent soient paralléles aux deux droites
DE, EF qui se touchent et qui ne sont pas dans
le méme plan : je dis que I'angle ABC est égal
a l'angle DEF.

Prenez les droites BA, BC, ED, EF égalcs
.entr'elles, et menez les droites AD, CF, BE,
AC DF. Puisque BA est égal et paralléle 2 ED,
-AD sera-égal et parallele a BE- ( prop. 35. 1).
Par la méme raison CF 'sera égal et paralléle a
‘BE : donc les deux droites AD, CF sont.égales
et pavaliéles chacune 4 la dreite BE ; mais les
‘droites qui sont paralléles & une méme- droite
sont parallélesentr’elles prop. g. 5 1) : done la
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droite AD est paralléle et égale & ladroite CF;
mais ces paralléles sont jointes par les droites
AC, DF :donc la droite AC est parall¢le et
égale & la droite DF ; et puisque les droites AB,
BC sont égales aux deux droites DE, EF, et
que la base AC est égale a la base DF, I’'angle
ABC sera ¢gal a 'angle DEF (prop. 8. 1).

Donc si deux droites qui se touchent sont
paralléles & deux droites qui se touchent et qui
ne sont pas dans le méme plan, ces deux droites
comprendront des angles égaux; ce qu'’il falloit
démontrer.

PROPOSITION X 1.
PROBLEME.

. D'un point donné hors d’un plan, mener une '
perpendiculaire sur ce plan.

- -Soit A (fig. 167:) le point donné hors d'un
plan, soit BH le plan.donné : il faut du point A
mener une perpendiciilaire sur ce plan.

.. Dans le -plan donné; conduisez une droite
BC d’'une maniére’ quelconque, et du point A
menez la droite ' AD perpendiculuire sur BC
{ prop. ra. 1): Sila droite AD est aussi perpen-
diculaire sur ce plan, on aura fait ce qui étoit
proposé; si cela n’est pas, du point D et dans le
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plan donné menez sur BC la perpendiculaire DE
(prop. 11.1), et du point A menez sur DE la
perpendiculaire AF (prop. 12. 1), ét enfin par le
point F conduisez la droite GH paralléle 2 BC.
Puisque BC est perpendiculaire sur'une et sur
I'autre des droites DA, DE, la droite BC sera per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les droites .
ED, DA, et paralléle i la droite GH (prop. 4. 11);
mais si deux droites sont paralléles et si I'une
d’elles est perpendiculaire 4 un plan, Pautre
droite est aussi perpendiculaire 4 ce méme plan
(prop. 8. 11): donc GH est perpendiculaire sur
le plan qui passe par ED, DA, et par conséquent
perpendiculaire .sur toutes les droites qui se
rencontrent dans ce plan (déf. 3. 11); mais la
droite AF rencontre la droite G H dans le plan
qui passe par ED, DA : donc la droite GH ést
perpendiculaire sur AF : donc AF est perpen-
diculaire sur GH ; mais AF est perpendiculaire
sur DF, par construction : donc la droite AF est -
perpendiculaire & I'une et a Pautre des droites
GH, DE; mais si une droite est perpendiculaire
au point de contact sur deux droites qui se ren-
contrent, elle sera aussi perpendiculaire sur le
plan qui passe par ces deux droites(prop.4.11):
donc FA est perpendiculaire sur le plan qui passe
par ED, GH; mais le plan quj passe par ED,
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G H est le plan BH : donc la droite AF est per-
pendiculaire sur le plan BH. )
Donc du point donné A, pris au-dessus d’un
plau, on a mené une perpendiculaire AF sur ce
plan; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XII
PROBLEME.

D’un point donné dans un plan donné, élever
une perpendiculaire sur ce plan. -

Soit EF (fig. 168) le plan donné, et soit A
le point donné dans ce plan : il faut du point A
élever une perpendiculaire sur ce plan.

D’un point quelconque B, pris au-dessus du
plan donné , menez une perpendiculaire BG
sur ce plan' (prop. 31.11), et par le point A
menez AD paralléle 3 BC (prop. 31.1).

Puisque les deux droites AD, CB sont paral-
léles et que BC; 'une de ces droites, est perpen-
diculaire surle plan donné, I'autre droite AD sexa
aussi perpendiculaire sur ce plan (prop.8. 11 ).

Donc, d’un pomt donné dans un plan donné,
on a élevé une perpendiculaire sur ce plan; ce
qu'il falloit faire. -
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PROPOSITION XIIL
THEOREME.

D’un point donné dans un plan donné,-on nepeut
élever du méme cité deux perpendzculazres sur
ce plan. ‘
Supposons que cela soit possible; du point

donné A (fig. 169) pris dans le plan donné,

élevez du méme c6té les deux perpendiculaires

AB, AC sur ce plan; conduisez un plan par les

deux droites BA, AC; ce plan fera au point A

avec le plan donné une section ‘qui sera une

ligne droite (prop. 3. 11); que cette section
soit DAE; les droites AB, AC, DAF seront
dans le Préme plan; mais puisque CA est per-
pendiculaire sur le plan domné, elle sera per-
pendiculaire sur toutes les droites quila rencon-
trent et qui sont dans le plan donné (déf. 3. 11);
mais ladroite DAE , qui est dans le plan donné,
rencontre la droite CA : donc I'angle CAE est
droit. L'angle BAE est droit, par la méme rai-
son ; donc P'angle CAE et 'angle BAE qui sont
dans le méme plan sont égaux entr’eux, ce qm

est impossible (ax 9)-

Donc, d’'un point donné dans un plan donné,
on ne peut élever deux perpendiculaires sur ce
plan; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIV.
T.H EOREME,

Les plans sur lesquels une méme droite est perpen-,
dzculazre sont paralleles entr’eux.

Que la droite AB (fig. 170) spit perpendl-
culaire sur 'un et Pautre plan GD, EF : je dis
que ces plans sont paralléles.

* Car si ¢ela n’est point ; ‘ces’ p}ans étant pro-
longés se rencontreront et léur sectior sera tine’
~ ligne drbite ( prop.’3.'11). Que cette section
soit GH; ayant pris dani¥ cette section un point
quelconque K, meéndz AK:, BK Puisque - Ia
droite AB est perpendlculznre sur le plan EF; -
cette droite dera- perpendlculau-e sur1xdfvite
BK qui est placee dans le prolongement du plan
EF (déf. 3. n) aonc angle ABK ést droit.
angle BAK est droit, pat la- méive raison’s
donc les deu&' angles A’BK BAK du triabgPe
ABK sont égaux i 'déux angles droits;; ‘b’ qui
est 1mposs1blb (ptop:14.1)': done les plans
CD, EF éiant prolongés, ne sé rencoﬁtreront
point entr’eux  donc les plans CD EF sont
para]léles
" Donc les plans sur lésque]s uhe mémé ‘droud
est perpendmulau'e sont paralleles ent:’ eux; cc’

qu'il falloit démontrer. > EFUPES
7 2
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PROPOSITION X V.-
-r“:f'i:’io"x{ ‘i:i‘m"n"'

Si deu'x Jroztes (Im ‘.s-c nenconttent sout pgralleles
‘a deux ertes qut se rencontrent et quz ne sont

pas dars lemémeplar, les plans' quz passeront
par ces droits ééi oht ;mralléles '

Quegs ;dmm:SAB BE (ﬁg. 17 ;) qm se ren-
contrent spient, paralleleﬁ avee deux droites DE;
EF qui s¢ repcoRyrent et xui ne sont pas dans
le mérpe, plap s je.dis que des plans qui passent |
par les dyaites AB, BCretpar les doites DE, EF
ne se rencoutrerony;point sils sany prolongés.

Du, pqmt,B mienez sur. le plm gu)- passe par
les degitgs. DE, EF la pespendiculaire BG. qui
rencontrg ge plan: au, point. G ( prop. 11-11);
pav. J¢ point G, menez, Ia; droite. GHparalléle 3
lg\dgone EDoetla drqw G K papalléleia la droite
EE.(prap, 34p 1)- Pwsqwhdmle BG est per-
pﬁ;gﬂl’lcujplrg sur le Blan qu,; passe fpar, les droites
DE,EF,.elle sera. pupemzlwulawe»w ‘toutes
Les droites i Ja rengomizens et qui sont dans
ce méme plau (déf. 3. 11); mais cette dr oite
est remmmefws Lang,jet Vanire, des. deoites
GH,GK g sont daps I plan qui-passe par les
droites DE, EF : donc les angles. BGH, BGK
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sont droits F'un et Iauire; et puisque BA est
paralléle a la droite GH, les angles GBA, BGH
seront égaux & deux angles droits (prép. 29. 1);
muis I'angle BGH est droit: dong angle GBA
sera droit : done GB est perpendiculaire sur
BA. Par la méme rason, BG est perpendicu-
laire sur BC : donc puisqud ln droite BG est
perpeudlcu]alre sur les deux droites BA, BC
(ui se coupent mutuellement , 1a dr(‘me BG
sera perpendiculaire sur, le p]a_n qui passe par
les deux droites AB, BC (prop. 4. 11). Par
la méme raison , la droite BG st perpendicu-
Taire sur le plan qui passe par les droites GH,
GK. Mais le plan qui passe par les droites'GH ,
GK est'le méme que celui gui passe par.les
. drottes DE, EF : dont la droite BG ¢st per-

" pendieulairesur le plan qui passe par les droites
DE, EF. Mais on a démontré e la. droite
BG est perpendiculaize :dur le plan.qw passe
par les droites AB,.BC, et.cette droite et en-
core perpendiculaive. sur le plan qui passe par
Ies droites DE , EF : donc Ja droite,BG est per-
pendicukaire sur Tun et Pautre des-plans gm
passent par Ied droites AB, BC et parJes droites
DE, EF; mais les plans sur lesquels une'méme
droite est perpendiculaire sont paralléles enire

~eux ( prop. 14.11)) : dong le plen qui passe par
3
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les droites AB, BC est paralléle a celui qui passe
par les droites DE, EF. -

" Done sidenx droites qui se rencontrent sont
paralléles i deux droites qua se rencontrent et
'qui ne sont pas dans le méme plan, les plans
qui passeront par ces droites seront paralléles
entr’eux ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XVI

Tnionzmz.

Si deu.t plans parallelcs sont coupés par un plan

quelconque , leurs communss sections seront
paralléles.

Que les deux plans paralléles AB,CD (ﬁg 172)
soient coupés par un plan quelconque EFGH,
et que leurs communes sections soient EF, GH:
je dis que EF est paralléle 3 GH

Supposons que cela ne soit point ; prolongez
les droites EF, GH, ces droites se rencontre-
ront ou du c6té des points F, H, ou da c6té
des points E, G. Prolongez ces droites du ¢été
des pomnts F, H, et supposons qu’elles se ren-
contrent au point K; puisque EFK est dans le
plan AB, tous les points pris dans EFK seront
dans le méme plan; mais le point K est un des
points pris sur EFK : donc le point K est dans
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Je plan: AB. Par la méme raison, le point K ess
dansle plan CD : donc les.plans AB, CD pro-
longés , sé rencontreront entr’eux; mais ces
deux plans ne se rencontrerent point puisqu’ils
sont paralléles : donc les droites. EF, GH pro-
longées ne se rencontreront point du eété des
points F, H. Nous démontrerons semblable-
ment que les droites EF, GH prolongées ne -
se rencontreront peint du c6té des pomtsE, G. -
Mais les droites qui ne se rencontrent d’aucun
¢6té sont paralléles (déf. 35. 1) : doncles droites
EF, GH sont paralléles. '

~ Donc si deux plans paralléles sont coupés par
un plan quelconque , leurs communes sections
seront paralléles entr’elles ; ce qu'il falloit dé-
montrer. /

PROPOSITION XVIIL
THEOREME,

Si deux dreites sont coupées par des plans pa~
~ ralléles , elles seront ceupées proportionnel- '
lement..

Que les deux droites AB, CD (fig. 173) soient
coupées par les plans paralléles GH, KL, MN
aux points A, E, B, C, F, D': je dis que AE
est 3 EB comme CF est a FD.

4
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Menez les droites AC, BD, AD; supposons
que la droite AD rencontre le plan KL au point
O ; et conduisez les droites EO, OF. Puisque
les deux plans paralléles KL ; MN sont coupés
par le plan EBDG, leurs sections EO, BD
sont paralléles (prop. 16. x1); puisque les deux
plans paralléles GH, KL sont coupés par le
plan AOFC, leurs sections communes AC, FO
sont paralléles, par la méme raison. Mais puis-
que EO est paralléle a un des €6tés du triangle
ABD, savorr au ¢6té BD, le c6té AE sera au
ctté EB comme le c6té AO est au cété OD
(prop- 2. 6). De plus, puisque le c6té OF est
paralléle b un des c6tés du triangle ADC, savoir
-au ¢6té AC, le c6té AO est au ¢6té OD comme
le c6té CF est au ¢6té FD. Mais on a démontré
que le c61é AO est au c6té OD comme le coté
AE est au c6té EB : donc le c6té AE est au
c6té EB comme le c6té CF est au cété FD
~ (prop. 11.5).

Donc si deux droites sont coupées par des
plans paralléles, ces droites seront coupées pro-
portionnellement ; ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION XVIIL

THEOREME.

Si une droite est perpendiculaire sur un plan, tous
les plans qui passent par cette droite sont per-
pendiculaires sur ce méme plan.

Qu’une droite quelconque AB (fig. !74) soit
perpendiculaire sur un plan : je dis que tous les
plans qui passent par cette droite sont perpen-
diculaires sur ce méme plan.

Par la droite AB conduisez le plan DE, et
que la droite CE soit la commune section du
plan DE et du plan donné; sur la droite CE
prenez un point quelconque F; de ce point et
dans le plan DE conduisez la droite FG per-
pendiculaire sur la droite CE. Puisque la droite
AB est perpendiculaire sur le plan donné, cette
droite séra perpendiculaire sur toutes les droites
qui la rencontrent et qui sont dans ce plan
(déf. 3. 11) : donc la droite AB est perpendi-
culaire sur la droite CE : donc I'angle ABF est
droit; mais I'angle GFB est droit aussi : donc AB
est paralléle 3 FG (prop. 28. 1); mais AB est
perpendiculaire sur le plan donné : donc FG sera
perpendiculaire sur ce méme plan (prop. 8. 11);

imais un plan est perpendiculaire sur un plaa,
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lorsque les droites menées dans I'un de ces
plans sont perpendiculaires sur leur commune
section et sur Pautre plan (déf. 4. 11) : donc la-
droite F G menée dans le plan DE et perpendi-
culaire sur la droite CE,, commune section des
plans , est aussi perpendiculaire sur le plan
donné : donc le plan DE est perpendiculaire-
sur le plan donné. Nous démontrerons sembla—
blement que tous les autres plans qui passent
par la droite AB sont aussi perpendiculaires sur
le plan donné.

Donc si une droite est perpendiculaire sur:
un plan, tous les plans qui passeront par cette:
droite seront perpendiculaires sur ce méme
plan; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XIX,
'rnn'o.nizmn.

Si deux plans qui se coupent mutuellement sont
perpendiculaires sur un plan, leur commune
section sera aussi perpendiculaire sur ce plan.

Que deux plans AB, BC (fig. 175) qui se
coupent mutuellement sotent perpendiculaires
surun plan donné, et que leur commune section
soit BD : je dis que la droite BD est perpendi-~
culaire sur le plan donné.



DPEUCLIDE. 815

. Supposons que cela ne soit point ; du point D
menez dans le plan AB la droite DE perpendicu~
laire sur la droite AD (prop: 11.1), etdu point D
et dans le plan BC menez la droite DF perpen-
diculaire sur la droite CD. Puisque le plan AB
est perpendiculaire sur le plan donné et que la
droite DE a été menée dans le plan AB perpen-
diculaire 3 la commune section AD de ces plans,
la droite DE sera perpendiculaire sur'le plan
donné. Nous démontrerons semblablement que
DF est perpendiculaire sur le plan donné : donc
du point D on a mené du méme c6té deux per-
pendiculaires sur le plan donné ; ce qui est im-
possible (prop. 13. 11) : donc du point D on
ne peut pas mener d’autres droites qui soient
perpendiculaires sur le plan donné, si ce n’est
la commune secuon DB des plans AB, BC.

Donc si deux plans qui se coupent mutuelle-
ment sont perpendiculaires sur un plan donné,
leur commune section sera perpendiculaire sur
ce plan; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.
THEOREME.

8§87 un angle solide est compris sous trois angles
plans , deux de ces angles, de quelque ma-
niére qu’on les prenne, sont plus grands que le
troisiéme.

Que I'angle solide A (fig. 176) soit compris
sous les trois angles plans BAC, CAD, DAB:
je dis que deux quelconques des trois angles
plans BAC, CAD, DAB, de quelque maniére
qu'on les prenne, sont plus grands que I'angle
restant. ‘

Car s1 les angles BAC, CAD, DAB sont
égaux entr’eux , il est évident que deux quel-
conques de ces angles, de quelque maniére
qu'on les prenne , sont plus grands que I'angle
restant. Supposons que ces trois angles ne sont
point égaux entr’eux, et que Pangle BAC est le
plus grand. Sur la droite AB et an point A fai-
sons dans le plan qui passe par BAC 'angle BAE
égal a T'angle DAB ( prop. 23. 11). Faisons AE
égal 2 AD (prop.3. 1), menons ensuite par le
point E la droite BEC qui coupe les droites AB,
AC aux points B, C, menons aussi les droites DB,
DC. Puisque la droite DA est égale i la droite AE
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et que la droite AB est commune, les deux
droites DA, AB sont égales aux deux droites
AE, AB; mais I'angle D AB est égal a I'angle
BAE donc la base DB est egale a la base BE
(prop.4.1); et puisque les deux droites DB, DC
sont plus grandes que la droite BC et que la droxte
DB est égale 4 la droite BE, la droite restante
DC sera plus grande que la droite restante EC;
mais puisque la droite DA est égale 4 la droite
AE, que la droite AC est commune et que la
base DC est plus grande que la base EC, I'an-
gle DAC séra plus grand que l'angle EAC,
(prop-25. 1). Mais I'angle DAB est égal & I'an-
gle BAE ; pur construction : donc les angles
DAB, DAC svnt plus grands que I'angle BAC.
Si 'on prend deux autres angles quelconques,
nous démontrerons semblablement qu'ils sont
plus grands que Iangle restant.

Donc si un angle solide est compris sous trois
angles plans, deux quelconques de ces angles,
de quelque maniére qu’on les prenne, sont plus
grands que ld u-msieme ; ¢ quil falloit dé-
montrer. ; .
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PROPOSITION XXI.
THEOREME.

- Tout angle solide est compris sous des angles plans
qui sont moindres que quatre angles droits.

Soit I'angle solide A (fig. 177) compris sous
les angles plans BAC, CAD, DAB : je dis que
les angles BAC, CAD DAB sont momdres
que quatre angles droits.

Dans chacune des droites AB, AC, AD, pre-
nez des points quelconques B, C, D, et menez
BC, CD, DB. Puisque l'angle solide B est com-
pris sous les trois amgles plans CBA, ABD,
CBD, deux quelconques de ces triangles sont
plus grands que Pangle restant (prop. 20. 11):
donc les angles CBA, ABD sont plus grands que
I'angle CBD. Par la méme raison, les .angles
BCA, ACD sont plus grands que I'angle BCD, et
les angles CDA, ADB plus grands que Fangle
CDB : donc les six angles CBA, ABD, BCA, ACD,
ADC, ADB sont plus grands que les trois angles
CBD, BCD, CDB. Mais les trois angles CBD,

'BCD, CDB sont égaux & deux angles droits
(prop.32. 1) : donc les six angles CBA, ABD,
BCA, ACD, ADC, ADB sont plus grands que
deux angles droits ; mais puisque les trois angles
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de chacun des triangles ABC, ACD, ADB sont
€gaux A deux angles droits , les neuf angles CBA,
ACB, BAC, ACD, DAC, CDA, ADB, DBA,
BAD de ces irois triangles sont égaux 4 six angles
droits ; mais les six angles ABC, BCA, ACD,
CDA, ADB, DBA sont plus grands que deux
angles droits : doncles angles restans BAC, CAD,
DAB qui contiennent I'angle solide sont plus

- petits que quatre angles droits,
Donc tout angle sohde est compris sous des
angles plans plus petits que quatre angles droits ;
ce qu'il falloit démontrer. ,.

PROPVO‘S}.VITION.‘X"XII.A
TufonrtwmeE

8i Uon a trois angles plans, dont deux. de. ces
angles, de quelque maniére -quon les prenne,
sont plus grands que Uangle restant, et si ces
angles sant compris par des cotés egau.x: on
powrra construlre un trumgle avec les dro:tes
quz ]ozgneut ces cotes égaur. .

Soient les trois angles plans ABC, DEF
GHK (fig. 178) dont deux de ces angles de
quelque maniére qu’on les prenne, sont plus
grands que I'angle restant , c’est-a-dire que les
deux angles ABC, DEF sont plus grands que
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Pangle GHK, que les deux angles DEF, GHK
sont plus grands que I'angle ABC, et enfin que
les deux angles GHK, ABC sont plus grands
que I'angle DEF; que les droites AB, BC, DE,
EF, GH, HK soient égales; menez AC, DF,
GK : je dis qu’on peut construire un triangle
avec des droites égales aux droites AC, DF,GK ;-
c'est-a~dire que deux quelconques des droites
AC, DF, GK, de quelque maniére qu'on les
prenne , sont plus grandes que la droite restante.
Si les angles ABC, DEF, GHK sont égaux
entr’eux, il est ev1dent qu’on peurra construire
un triangle avec des droites égales aux droites
AC, DF, GK qui sont alors'égalés entr’elles. Au
contraire, si ces angles ne sont point égaux , sur
la droite HK et au point H, faites 'angle KHL
égal i Pangle ABC (prop. 23. 1); faites aussi
Ia droite HL égale 3 unc des droites AB, BC,
DE, EF,GH, HK, et menez les dfo’ites GL,
KL. Pulsque les deux droites AB BC sont
égales anx deux droites KH, HL, et que lan-
gle B est égal a Pangle KHL la base AC sera
égale & la base KL (prop. 4. 1) ‘et pmsque Ies
angles ABC, GHK: sont plus grands ¢ue T'an-
gle DEF et que Pangle ABC est égal & Fangle
KHL, Fangle GHL sera plus graud que Pan-
gle DEF. De: plus, puisque les deux droites
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GH, HL sont égales aux deux droites DE , EF
ct que I'angle GHL est plus grand que I'angle 12,
la base GL sera plus grande que la hasg DF
(prop. 24. 1); mais les droites GK, K1 som
plus grandes que la droite GL (prop. 20.1):
donc, i plus forte raison, lgs droites GK, KL
sont plus grandes que la droite DF; mais KL
est égal a AC : donc les droites AC, GK sont
plus grandes que la droite restante DF. Nous
démontrerons semblablement que les droites
AC, DF sont plus grandes que la droite GK,
et que les droitesGK , DF sont aussi plus grandes
que la droite AC : donc on peut construire un
triangle avec des droites égales auz droites AC,
DF, GK (prop. 22.1).

AUTREMENT.

Soient dounés les trois angles plans ABC;.
DEF, GHK (fig. 179) dont deux de ces angles,.
de quelque maniére qu’on les prenne, sont plus.
grands que I'angle restant; ue ces angles soient
compris par des droites égales AB, BC, DE,
EF, GH, HK. Menez les droites AC, DF, GK :
je dis qu’on peut construire un triangle avec des
droites égales aux droites AC, DF, GK; c’est~
a~dire que deux de ces droites, de quelgne ma-
niére qu'on les prenne, sont plus grandes que,

X
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la droite restante. Si les angles ABC, DEF,
GHK sont égiux, les droites AG, DF, GK
seront égales entr'elles (prop. 4. 1), et deux
de ces droites seront plus grandes que la droite
restante. Au contraire, si ces angles ABC, DEF,
GHK sont inégaux , et si 'angle ABC est plus
grand que I'un et que l'autre des anglesE, H, la
droite ACseraplus grande quel'une et que Pautre
des droites DF, GK (prop. 24. 1); etil est évi-
dent que la droite AC avec 'une ou avec l'autre
des droitesDF, GKsera plus grande que la droite
restante. Je dis que les droites DF, GK sont
plus grandes que la droite AC. Sur la droite AB
et au point B construisez 'angle ABL égal &
Yangle GHK (prop. 23. 1); faites la droite BL
égale 4 une des droites AB, BC, DE, EF,
GH, HK, et menez AL, LC. Puisque les deux
droites AB, BL sont égales aux deux droites
GH, HK, chacune & chacune, et quelles com-
prennent des angles égaux , la base AL sera égale
i la base GK (prop. 4. 1); et puisque les angles
E, H sont plus grands que Tangle-ABC et que
" langle GHK est égal a I'angle ABL, 'angle
restant E sera plus grand que I'angle LBC. De
plus, puisque les deux droites LB, BC sont

égales aux deux droites DE, EF, chacune &

chacune, et que I'angle DEF est plus grand
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que 'angle LBC, la base DF sera plus grande
que la base LC ( prop. 24. 1). Mais on a dé-
montré que la droite GK est égale a la droite
AL : donc les droites DF, GK sont plus grandes

que les droites AL, LC; maisles droites AL, LC -

sont plus grandes que la droite AC (prop. 20.1):
donc A plus forte raison les droites DF, GK
sont plus grandes que la droite AC : donc deux
des droites AC, DF, GK, dc quelque maniére
qu’on les prenne , sont plus grandes que la droite
restante.

Donc on peut construire un triangle avec
trois droites égales aux droites AC, DF, GK
(prop. 22. 1); ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIII.
PROBLEME.

Construire un angle solide avec trois angles plans
dont deux de ces angles , de quelque maniére
qiton les prenne, sont plus grands que Pangle
restant ; il faut que ces trois angles soient plus
petits que quatre angles droits.

Soient donnés les trois angles plans ABC,
DEF, GHK (fig. 180) dont deux de ces angles,
de quelque maniére qu’onles prenne, soient plus
grands que Pangle restant; que ces trois angles

o
-
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soient plus petits que quatre angles droits : il
faut avec des angles égaux aux angles ABC,
DEF, GHK construire un angle solide.

Faites les droites AB, BC, DE, EF, GH,
HK égules entr’elles et menez AC, DF, GK.
On peut avec des droites égales d AC, DF, GK
construire un triangle (prop. 22. 11). Cons-
truisez le triangle LMN (prop. 22. 1) de ma-
niére que LM soit égal 4 AC, MN égal 4 DF
et LN égal 4 GK. Décrivez ensnite une circon-
férence de cercle LMN autour du triangle LMN
(prop. 5. 4); prenez le centre de ce cercle qui
sera ou dans le triangle LMN ou sur un de ses
¢Otés, ou hors de ce triangle. )

Que le cenwre du cercle soit d’abord dans le
triangle, et que ce centre soit O; menez LO,
MO, NO : je dis que AB est plus grand que LO;
car s1 cela n’est point , la droite AB sera égale a
la droite LO ou plus petite que cette droite.
Supposons d’abord qu’elle Iui soit égale. Puisque
ABest égala LO et que AB est égal A BC, LO
sera égal & BC; mais L.O est égal 2 OM : done
les deux droites AB, BC sont égules aux deux
droites .O, OM, chacune a ¢hacune; mais la
base AC est supposce éga]e i labase LM : donc
I'angle ABC est égal & 'angle LOM (prop.8.1).
’ar laméme raison , Pangle DEF est égal & 'an-
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gle MON et P'angle GIIK égal al'angle NOL :
donc les trois angles ABC, DEF, GHK sont
¢gaux aux trois angles LOM, MON, NOL; mais
Ies trois angles LOM, MON, NOL sont égaux a
quatre angles droits : donc les trois angles ABC,
DET, GHK sont égaux & quatre angles; mais
on les a supposés plus petits que quatre angles
droits , ce qui est absurde : done la droite AB
w’est pas égale a la droite LO : je dis de plus que,
la droite AB n’est pas plus petite que la droite
'LO. Car supposons, si cela est possible,, qu’elle
soit plus petite , et que la droite AB soit égale &
la droite OP et Ia droite BC égale  la droite 0Q;
menez PQ. Puisque la droite AB est égale a la
droite BC, la draite OP sera égale aladroite OQ;
donc la droite restante PL sora égale 4 la droite
restante QM : donc la droite LM est parallcle
a la droite P Q (prop.2.6): donc les triangles
LMO, PQO sont équinngles : done OL est &
LM comme OP est a PQ (prop. 4.6), cten
échangeant les places des moyens , LO esta OP
comme LM est & PQ (prop. 16.5); mas LO
est plus grand que OP : done LM est plus grand
que PQ ; mais LM est égal 2 AC, par cons-
trucuon : donc AC sera plus grand que PQ; ct
puisque les deux droites AB, BC sont égales
aux deux droites PO, QQ et que la base AL
3
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est plus grande que la base PQ, I'angle ABC sera * '
plus grand que I’angle POQ (prop. 24. 1). Nous:
démontrerons semblablement que I'angle DEF
est plus grand que I'angle MON et I'angle GHK
plus grand que I'angle NOL : donc les trois
angles ABC, DEF, GHK sont plus grands que
les angles LOM, MON, NOL; mais les angles-
ABC, DEF, GHK sont supposés plus petits
que quatre. angles droits : donc a plus forte
raison les trois angles LOM, MON , NOL sont
plus petits que quatre angles droits; mais ces
wrois angles sont égaux & quatre angles droits,
ce qui est absurde : donc la droite AB n’est pas
plus petite que la droite LO. On a démontré
qu’elle ne lui est point égale : donc la droite AB
est plus grande que la droite LO. Du point O
élevez une perpendiculaire OR sur le plan du
cercle LMN (prop.12. 11). Supposons que le
quarré de OR soit égal 4 I'excés du quarré de
AB sur le quarré de LO (lem.suiv.), et menons
Tes droites RL,RM, RN. P'ulsque la droite OR
est perpendxculaxre surle plan du cercle LMN,
cette droite sera perpendieulaite sur chacune
des ‘droites LO, MO, NO (déf.3.11); et
puisque LO est ega] A OM et que la droite OR
est commune et qu ‘elle est perpendiculaire sur
ces deux draites, la base LR sera-égale & la
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base RM (prop. 4. 1.). Par la méme raison, la
dreite RN est ‘dgale 4 l'une et & lautre des
droites RL, RM : donc les trois droites RL,
RM, RN sont égales entr’elles. Puisque le
quarré. fait sur OR est égal a P'excés du quarré -
de AB'sur le quarré LO, Ie quarré de AB sera
égal anx quarrés des droites 1.0, OR; mais le
quarré de RL est égal aux quarrés des droites
LO, OR (prop.47. 1), car I'angle LOR est
droit :-donc le quarré de la droite AB est égal
au quarré de la droite RL : donc la droite AB

est égale a: la droite RL mais chacune des
droites BC, DE, EF, GH, HK est égale i la
droite AB, et chacune des droites RM, RN est
-égale iila drpite AL : donc ehacune des.droites
AB,BC, DE,EF, GH, HK est égale i cha~
cune des drou.es RL,RM, RN; mais Ppuisque
les deux droites LR, RM sont égales aux deux
droites AB; BC et que la I)ase LM est dgale a
la base AC, langle LRM sera égal -4 I'angle
ABC (prop 8.1). L,apglc MRN sera egal i
Yangle DEF et angle LRN ¢gal 2 'angle GHK ,
par la méme raison : donc-avec les trois angles
plans LRM, MRN, LRN, qui sont égaux aux
trois angles donnés, on a eonstruit un angle
solide R qui est compris sous les angles LRM,
MRN, LRN. '

4
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Que le centre du cercle soit présenjement sur
un des ctés, savoir, sur le coté MN (fig. 181),
et que le centre de ce cercle soit le point O;
menez OL': je dis de notiveau que AB est plus
grand‘que LO; car si celaest point, la droite
AB sera égale i la droite LO ou bien elle sera
plus petite que cette droite. Supposons d’abard
qu e]]c lui soit dgale; les deux droites AB; BC,
c’est-a-dire les deix droites DE, EF’, sont
égules aux deux droites MO, OL, c’est-i-dire
a la droite MN; mais la droite M N est supposée
égale 4 la droite DF : donc les droites'DE , EF
sont dgales i Ia droitc DF, ce qui ne peut étre
( prop: 20. 1) : donc la droite AB n’est point
égale A la droite LO. ‘On démoﬁtr‘eroit sem-
leblement qu’elle n "est pas plus peute car de
cette supposition il s’ ensuivroit une plus grande
absurdité : donc la droite AB est plus grande
que la droite LO. Si Pon méne ka droite' RO
perpendlculaxre sur. le plan du cerele, et si I'on
suppose que le ¢ qual ré de OR soit égal & I'exces
du quarré de AB sur le qnarré LO ( lem suiv ),
Ie probléme sera résolu. -

" Que le centre du cercle soit enfin hors du
triangle LMN (fig. 182), et que le centre de
ce cercle soit O; menez LO, MO, NO : je dis
que la droite AB est plus grande que la droite
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LO; car si cela n'est point, elle lui sera égale
ou plus petite. Supposons d’abord qu’elle lui
sott égale ; dams cette supposition les deux
droites AB, BC sont égales aux deux droites
MO, OL, chacune & chacune ; mais la base AC
est aussi égale & la base ML : donc I'angle ABC
est égal ‘4 I'angle MOL (prop. 8. 1). L’angle
GHK est égal & I'angle LON, par la méme
raison : done I'angle total MON est égal aux
deux angles ABC, GHK ; mais les angles ABC,
‘GHK sont plus grands que I'angle DEF : done
I'angle MON est plus grand que I'angle DEF;
et puisque les deux droites DE, EF sont égales
aux deux droites MO, ON, et que la base DF
est égale ala base MN, I'angle MON sera égal
4 Pangle DEF (prop.8.1); mais on a démon-
tré qu'il est plus grand, ce qui est absurde:
donc la droite AB n’est pas égale & la droite LO.
Nous démontrerons de suite qu’elle n’est pas
plus petite , donc elle est nécessairement phs

; grande. Si nous menons de nouveau la droite
OR perpendiculaire sur le plan du cercle, et st
nous supposons cette perpendiculaire égale 4
une droite dont le quarré soit égal & Pexcés du
quarré de la droite AB sur le quarté de la droite
1.0 (lem. suiv.) , le probléme sera résolu. Je dis
i présent que la droite AB n’est pas plus petite
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que Ia droite LO. Supposons, si cela est possi-
ble, qu'elle-soit plus petite; faites OP égal & AB
et 0Q égal a BC et menez P Q. Puisque AB est
égal a BC, la droite OP sera égale & la droite
0Q : donc la droite restante PL sera égale a la
droite restante QM : donc la droite LM est pa-
ralléle ala droite QP (prop. 2.6 : donc les deux
triangles LMO, QOP sont équiangles : denc
LO est 2 LM comme OP est a PQ (prop.4.6),
et en échangeant les plans des moyens, LO est
a2 OP comme LM est a PQ; mais LO est plus-
grand que OP : donc LM est plus. grand que PQ;
mais LM est égal 3 AL par construction : donc
AC sera plus grand que PQ; mais puisque les.
deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites PO, O Q, chacune & chacune, et que la
base AC est plus grande que la base PQ, I'an-
gle ABC sera plus grand que l'angle POQ
(prop. 25. 1). S11on prend la droite OV égale
a chacune des droites OP, 0Q, et sil'on méne
PV, nous démontrerons gemblablement que
Tangle GHK est plus grand que I'angle POV.
Sur la droite LO et au pomt O, pris sur cette:
droite, construisez I'angle LOS égal a I'angle
ABC et Pangle LOT égal 4 Jangle GHK;
faites chacune des droites OS, OT égale a la
droite PO, et menez PS, PT, ST. Pujsque les
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deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites PO, OS, et que I'angle ABC est égal &
Pangle POS, la base AC, c’est-a-dire la droite
LM, sera égale & la base PS (prop. 4. 1). La:
droite LN sera égale ala droite PT, par la méme

raison ; et puisque les deux droites ML, LN
" sont égales aux deux droites PS, PT et que.
Pangle MLN est plus grand que I'angle SPT,
la base MN sera plus grande que la base ST
(prop. 24. 1) ; mais MN est égal 3 DF : donc
DF sera plus grand que ST : donc puisque les
deux droites DE, EF sont égales aux deux
droites SO, OT et que la base DF est plus
grande que la base ST, I'angle DEF sera plus
grand que SOT (prop. 25. 1); mais I'angle SOT
est égal aux angles ABC, GHK : donc I'angle
DEF est plus grand que les angles ABC, GHK :
mais il est au contraire plus petit; ce qm est,
impassible.

LEMME. _
Nous allons faire. voir de quelle maniére on
fait sur RO un quarré qui soit égal & I'exceés.
du quarré de la droite AB sur le quarre’ de la

., droite LO.

~Soreut les droites AB, LO (ﬁg 183); que
AB soit la plus grande et sur cette droite dé-
crivez la demi-circonférence ABC, et appliquez
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dans la demi-circonférence ABC une droite AC,
égale a la droite LO et menez la droite BC.

Puisque Pangle ACB est compris dans le demi-
cercle ABC, 'angle ACBseradroit (prop.31.3):
donc le quarré de la droite AB est égal aux
quarrés des droites AC, CB (prop. 47.1):.
donc le quarré de AB surpasse le quarré de-
AC du quarré de CB; mais ACest égal aLO:.
donc le quarré de AB surpasse le quarré de LO
du quarré de CB : donc si nous faisons la droite
OR égale a la droite CB, le quarré de la droite
AB surpassera le quarré de la droite LO du
quarré de la droite OR; ce que nous VOuhons
faire.

PROPOSITION XX1V.
,_'rulf:oni;'mi.

Si un solide est compris sous des plans paralldles ,.
les plans opposés sont des parallélogrammes
égaux. &

Que le solide CDHG (fig. 184 ) soit compris.
sous les plans paralliles AC, 6F, AH, DF,
FB, AE : je dis que les plans’ 0pposés sbntdbs
parallelo"rammes égaux. o e
" Puisque les deux plans paralléfes BG, CE
sont coupés par le plan AC, lears .communes

sections sont paralléles (prop.‘ 16. 11): donela
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droite AB est paralléle i la droite DC. De plus,
puisque les deux plans paralléles BF, AE sont
coupés sur le plan AC, leurs communes sections
sont paralléles : donc la droite AD est paralléle
a la ‘droite BC; mais on a démontré que la
droite AB est paralléle & la droite DC : donc le
plan AC est un parallélogramme. Nous démon-
trerons semblablement que chacun des plans
DF,FG, GB,BF, AE est un parallélogramme.

Menez les droites AH, DF. Puisque AB est
paralléle i DC et BH paralléle a CF, les deux
droites AB, BH qui se rencontrent seront pa—
ralléles aux deux droites DC, CF qui se ren-
contrent et qui ne sont pas dans le méme plan :
donc ces droites comprendront des angles égaux
(prop. 10. 11) : donc I'angle ABH est égal a
Pangle DCF; et puisque les deux droites AB,
BH sont égales aux deux droites DC, CF
(prop. 34.1), et que I'angle ABH est égal &
Fangle DCF, la base AH sera égale 4 la base
DF (prop. 4. 1), et le triangle ABH égal au
triangle DCF ; mais le parallélogramme BG est
double du triangle ABH et le parallélogramme
CE double aussi du triangle DCF (prop.34.1):
donc le parallélogramme BG sera égal au paral-
lélogramme CE. Nous démoutrerons sembla-
blement que le parallélogramume AC est égal an
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parallélogramme GF et le parallélogramme AE
égal au parallélogramme BF.

Donc si un solide est compris sous des plans
. paralléles , les plans opposés sont des parallé-
logrammes égaux ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
THEOREME.

Si un parallélipipéde est coupé par un plan pa-
ralléle & des plans opposés, les solides obtenus
par cette section seront entr’eux comme leurs

bases.

Que le parallélipipéede ABCD (fig. 185) soit
coupé par un plan VE paralléle aux plans op-
posés RA, DH : je dis que le solide ABFV est
au solide EGCD comme la base AEF X est 4
la base EHCF.

Prolongez de part et d’autre la droite AH et
prenez autant de droites égales que vous vou-
drez HM, MN égales chacune i la droite EH;
prenez aussi autant de droites que vous voudrez
AK, KL égales chacune a la droite AE et ache-
vez les parallélogrammes LP, KX, HY, MS, et
les parallélipipédes AQ, KZ, DM, MT. Puisque
les droites LK, KA, AL sont égales entr’elles,
les parallélogrammes LP, KX , AF seront égaux
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entr’eux (prop. 38. 1). Les parallélogrammes
KO, KB, AG sont aussi égaux entr’eux , ainsi que
les parallélogrammes LZ, KQ, AR (pro. 24.11},
car ces parallélogrammes sont opposés. Par la
méme raison , les parallélogrammes EC, HY
MS sont encore égaux entr’eux, ainsi que les
parallélogrammes HG , HI, IN et les parallé-
logrammes DH, MA’, NT : donc trois plans des
solides LQ, KR, AV sont égaux a trois plans;
mais trois plans sont égaux a trois plans oppo-
sés : donc les trois parallélipipédes LQ, KR,
AV seront égaux entr’eux (déf. 10. 11). Les
trois paralléhpipédes ED, DM, MT sont égaux
entr’eux, par la méme raison : donc la base LF
est multiple de la base AF autant de fois que
le parallélipipede LV est multiple du parallé-
lipipéde AV. Par la méme raison la base NF
-est multiple de la base HF autant de fois que
le parallélipipede NV est muluple du parallé-
hpipede HV. Enfin si la base LF est égale & la
base NF, le parallélipipéde LV sera égal au pa-
rallélipipéde NV ; s1la base LF surpasse la base
NF, le parallélipipéde LV surpassera le paral-
lélipipede NV, et si la base LF est plus petite
que la base NF, le parallélipipéde LV sera plus
petit que le parallélipipéde M V. On a donc
quatre quantités , savoir, les deux bases AF, FH
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et les deux parallélipipédes AV, VII, et l'ou.‘a .
pris des équimultiples de la base AF et du pa-
rallélipipéde AV, savoir, la base LF et le paral-
1élipipéde LV; on a pris aussi des équimuluples
de la base HF et du parallélipipéde HV, savoir,
la base NF et le parallélipipéde NV. Mais on-a
démonwré que si la base LF surpasse la base
NF, le parallélipipéde LV surpassera le paral-
Iélipipéde N V; que si la base LV est égale a la
base NV, le parallélipipéde LV sera égal au
parallélipipéde NV, et que si la base LV est
plus petite que la base NV, le parallélipipede’
LV sera plus petit que le parallélipipéde NV :
donc le parallélipipéde AV est au parallélipi-
péde VH comime la base AF est i la base FH
(déf. 5.5); ce qu'il fulloit démontrer.

PROPOSITION XXVI
PRODLTE ME.

Sur une droite donnée et & un point donné dans
cette droite,, construire un angle solide égal &

un angle solide donné.

Seit AB (fig. 186) la droite donnée, A le point
donné dans cette droite, et DI'angle sohde donné
et compris sous les plans EDC, EDF, FDC :
il faut sur la drotte donnée AB et au point A
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donné dans cette droite construire un angle
solide égal 4 I'angle solide donné D.

Prenez dans la droite DF un point quelcon~
que F, et de ce point menez une perpendicu-
laire FG sur le plan qui passe par les droites ED,
DC (prop. 11. 11); que la perpendiculaire FG
rencontre le plan DEC au point G; menez la
droite DG. Ensuite sur la droite AB et au point
donné A pris dans ceite droite construisez I'angle
BAL égal al'angle EDC (prop. 23. 1), etI'an-
gle BAK égal a 'angle EDG;; faites ensuite AK
égal a DG (prop. 3. 1); du point K menez KH
perpendiculaire sur le plan qui passe par BAL
(prop. 12. 11), faites enfin la droite KfI égale
3 la droite G F et menez la droite HA : je dis
que l'angle solide A, compris sous les angles
BAL,BAH, HAL, est égal a Pangle solide D,
compris sous les angles EDC, EDF, FDC.

Faites AB égal 4 DE et menez les droites
HB, KB, FE, GE. Puisque la droite FG est
perpendicalaire sur le plan EDC, cette droite
sera perpendiculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent et quisont dans ce plan (déf.3.11):
donc chacun des angles FGD, FGE est droit;
chacun des angles HKA , HKB est droit, par la
méme raison; et puisque les deux droites KA,
AB sont égales aux deux droites GD, DE,

Y
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chacune & chacune, et que ces droites com-
prennent des angles égaux, la base BK sera
égale & la base EG (prop. 4. 1); mais la droite
K H est égale a la droite GF, et les angles HKB,
FHE sont droits I'un et Pautre : donc la droite
HB est égale a la droite FE. De plus, puisque
les deux droites AK, KH sont égales aux deux
droites DG, GF, et que ces droites compren~
nent des angles droits , la base AH sera égale ala
base DF ; mais la droite AB est égale & la droite
DE : donc les deux droites HA , AB sont égales
aux deux droites FD, DE ; mais la base HB est
égale a la base FE : donc I'angle BAH sera égal
a I'angle EDF. L'angle HAL est €gal a 'angle
FDC, parlaméme raison; en effet, faites ladroite
AL égale aladroite DC, et menezles droites K1,
HL, GC, FC. Puisque I'angle total BAL est
égal a I'angle total EDC et que 'angle BAK est
égal a I'angle EDG, I'angle restant KAL sera
égal a I'angle restant GDC; et puisque les deux
droites KA, AL sont égales aux deux droites
GD, DC, et qu'elles renferment des angles
égaux, la base KL sera égale & la base GC
(prop. 41 1); mais la droite KH est égale a la
droite GF : donc les deux droites LK, KH sont
égales aux deux droites CG, GF ; mais ces deux
droites renferment des angles droits : donc la
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]:ase H1, est égale ala’ basé FC. De p]us N puls-
que les deux droites HA, AL som e;.,ales aux
‘deux 'droites FD, DC et que Ia })ase HL e§t
‘égale 4 1a base’ PC T angle i‘IXL era égal 3 2
T anrrle FDC (prop 8 1); mais I'ang: ic BAL e§t
egal al angle EDC donc, sur une dr01te donnee
‘et & Un pomt pns s dans cette "droite, ona cons-
tl'lllt un angle s6lide dgal a un angle sohde dQl}ne,
ce qu il fallox; falre ~,l h

y [F

- YPR'OPOSITION XXVI!

. F
— P e s ok P oL

{I P lull’nonpi:ME S B E TS BEE

S wﬂé*dr‘o:’té Ronndd Metire an pumtmtpzp@de
- qui'sevt Serhbladle &' ani pdtaﬂéltpzp@dé m»&nk
SEPY sbfhbléﬁlément placé que Bhise oo oo b

Sont A (fﬂ, 187) ia droxte dpnnee et DC le
para]lehpnped(; onné : 11 faut decnre sur la
drone AB un. Paralleh;ﬁpede qui soit semblab]e
au parallehplpede donné DC et semblablement
plagé que hui, - .

. Sur la dronf: AB eq au pomt A donnﬁ dans
cette ern,e construisez un angle solide qui soit
compris sous les angles solides BAE ,H4K
KAB et quisoit égal a I’ angle solide C de ma-
niére que angle BAH soit égal a1’ an°le ECF,
Vangle BAK égal 4 l'angle ECG et l’angle KAH

2
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égal a langle GCF et.cnsuite faites en sorte
que EC soit 4 CG comme BA esta AK, et que
"GCsoita CF comme KA\est 4 AH (prop. 12. 6)
terminez le’ para]lelogramme B H et le paralle—
llplpede AL.

Pulsque EC est a CG comme BA est a AK
les cotes qul sont autour des angles ega‘ux ECG
BAK seront propornonnels donc le parallelo-
gramme G E sera semblable au parallelogramme
~ KB (prop.4.6). Par b méme raison ;'le paral-
lélogramme G F sera semblable au parallélo-
gramme KH, et le parallélogracime FE sembla-
Jble. aumarallelogram;ne HB : dong. trois. pagal-
»lglagrammes ‘du. parallélipipéde €D sont sem-
blables a trois: parauelogrammqs;b;pﬂaﬂgbpl-

ede AL; mais trois parallelogrammes sont
‘égaux et semblalﬂes i trois pz'n‘alleloorammes
‘opposés ( prop. 241 ) : don¢ e parallélipipéde
'total €D, serd semblable au _paraﬂellplpéde total
AL ' M

Donc, sur la droite AB on a conStrult un
parallelxpnpede AL qui est semblable 3 un pa-
rallélipipéde donné CD et semblableméht place ;
ce qu’ﬂ fallou; fau‘e “

f .
e . b . Aoty

. T . .
- o R I YA 4
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PROPOSITION XXVIIL
THEOREME.

8i un parallélipipéde est coupé par un plan selon
les diagonales de deux plans opposés , le pa-
rallélipipéde sera coupé en deux parties égales
par ce plan. '

Que le parallélipipéde AB (fig. 188)soit coupé
par le plan CDET selon les diagonales des deux
plans opposés CF, DE : je dis que le parallé-
lipipéde AB sera coupé en deux parties égales
par le plan CDEF

Puisque le mangle CGPF est égal au triangle
CBF (prop.34.1) etle trlangle ADE égal au
triangle DEH, de plus, puisque le paralle'lo—
gramme CA est égal au parallélogramme BE
(prop. 34. 11), car ces deux parallélogrammes
sont opposés, et puisque le parallélogramme
GE est aussi égal au parallélogramme CH, le
prisme compris sous les deux triangles CGF,
ADE et sous les trois parallélogrammes GE,
AC, CE, sera égal au prisme compris sous les
deux triangles CFB, DEH, et les trois parallé-
Iogrammes CH, BE, CE, car ils sont compris
sous des plans égaux en nombre et en grandeur
(déf. 10. 11) : donc le parallélipipéde total AB

allo .. i Sk b o y MS e

/');, fL /t DY FYIN 1; “ ,’ «f €13 ((;(/! Lu(«hl"b
- [
ic.osv? He /h S —//‘ S;_ sreerr. ST leeme Swo

ter Lo (r-‘._(_"
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est coupé en deux parties égales par le plan
CDEF; ce qul falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.

THEOREME.
. :
Les parallélipipédes qui ont la méme base et la
méme hauteur, et dont les droites insistentes
sont placées dans les mémes droites , sont égaux

entreux.

Que les parallélipipédes CM, CN (fig. x89)
aient J]a méme base AB et la méme hauteur, et
que les droites insistentes AF, AG, LM, LN,
CD, CE,BH, BK soient dans les mémes droites

'FN, DK : je dis que le parallélipipéde CM est
égal au parallélipipéde CN. ’

Car puisque chacune des figures CH, CK est
un parallélogramme, la droite CB sera égale a
chacune des droites DH, EK (prop. 34.1):
donc la droite DH sera égale a la droite EK.
Retranchez la partie commune EH, la droite
restante DE sera égale 4 la droite restante HK :
donc le triangle DEC est égal au triangle HKB
(prop. 8. 1), et le parallélogramme DG égal au
parallélogramme HN (prop. 56. 1). Parlaméme
raison le triangle AFG est égal au triangle LMN.
Mais le parallélogramme CF est égal an parallé-
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Iogramme BM et le parallélogramme CG égal
au parallélogramme BN ( prop. 24. 11), car
ces parallélogrammes sont opposés : donc le
prisme contenu sous les deux triangles AF G,
DEC et sous les trois parallélogrammes AD,
DG, GC est égal au prisme comtenu sous les
deux triangles LMN, HBK et sous les trois
parallélogrammes BM, NH, BN (déf. 10. 1) :
donc si nous ajoutons a chacun de ces prismes
le solide dont une des bases est le parallélo-
gramme AB et domt I'autre base est le parallé-
logramme GEHM, le parallélipipéde total CM
sera égal au parallélipipéde total CN.

Donc les parallélipipédes qui ont la méme
base et ]a méme hauteur, et dont les droites in-
sistentés sont placées dans les m¢mes droites,
sont égaux entr’eux ; ce qu'il falleit démontrer.

PROPOSITION XXX.
THEOREME.

Les parallélipipédes qui ont la méme base et la
méme hauteur , et dont les droites insistentes
ne sont point placées dans les mémes droites ,
sont égaux entr’eux. '

Soient CM, CN (fig. 190 des parallélipipédes
qui ont la méme base AB et la méme hauteur,

4
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et dont lds droites insistentes AF, AG, LM,
LN,CD, CE, BH, BK ne sont point placées
dans les mémes droites : je dis que le parallé-
lipipéde CM est égal au parallélipipéde CN.
Prolongez les droites NK, DH et les droites
GE, FM, et que ces droites se rencontrent aux
points P, R, Q, O. Menez AO, LP, CQ,
BR. Le parallélipipéde CM, dont la base est le
parallélogramme ACBL opposé au parallélo-
gramme FDHM, sera égal au parallélipipéde
CP dont la base est le parallélogramme ACBL
opposé au parallélogramme OQRP (pr.29.11),
car ces deux parallélogrammes ont la méme base
et la méme hauteur, et leurs droites insistentes
AF, A0, LM, LP, CD, CQ, BH, BR sont
dans les mémes droites FP, DR; mais le paral-
Iélipipéde CP dont la base est le parallélo-
gramme ACBL opposé au parallélogramme
OQRR est égal au parallélipipéde CN dont la
base est le parallélogramme ACBL opposé au
parallélogramme GEKN (prop. 2g. 11); car
ces deux parallélipipédes ont la méme base et
la méme hauteur, et leurs droites insistentes
AG, AO,CE, CQ,LN, LP, BK, BR sont dans
les mémes droites GQ, NR : donc le paralléli-
pipéde CM est égal au parallélipipéde CN.
Donc les parallélipipédes qui ont la méme
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base et la méme hauteur, et dont les droites
insistentes ne sont point placées dans les mémes

droites , sont égaux .entr’eux ; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXXI.
THEOREME.

Les parallélipipédes qui ont des bases égales et la
méme hauteur, sont égaux entr’eux.

Que les parallélipipédes AE, CF (fig. 193 )
aient des bases égales AB, CD etla méme hau-
teur : je dis que le parallélipipéde AE est égal
au parallélipipéde CF.

D’abord que les droites insistentes HK , BE,
AG,LM,PQ, DF, CO, RS soient perpen-
diculaires sur les bases AB, CD, et que I'angle
ALB ne soit pas égal & I'angle CRD. Con-
duisezla droite RT dans la direction de la droite
CR, et faites sur la droite RT et au point R
pris dans cette droite I'angle TRV égal 4 I'an-
gle ALB (prop. 23. 1), faites la droite RT égale
a la droite AL et la droite RV égale 4 la droite
LB; par le point V conduisez la droite YV pa-
ralléle i la droite RT, achevez la base RY et le
~ parallélipipéde ZV. Puisque les deux droites
TR, RV sont égales aux deux droites AL, LB



546 . ELEMENS

et qu'elles comprennent des angles égaux, le
parallélogramme RY sera égal ct semblable aw
parallélogramme HL. De plus, puisque RT est
égal 4 AL et RS égal 4 LM et que ces droites.
comprennent des angles égaux, le parallélo-
gramme RZ sera égal et semblable au paral-
lélogramme AM. Le parallélogramme SV sera
égal et semblable au parallélogramme LE, par
lIa méme raison : donc trois parallélogrammes
du parallélipipéde AE seront égaux et sem-
blables a trois parallélogrammes du parallélipi-
peéde ZV : done puisque trois parallélogrammes
sont égaux et semblables a trois parallélogram-
mes opposés ( prop. 24. 11 ), le parallélipi-
péde total AE sera égal au parallélipipede total
ZV. Prolongez DR, YV, et que ces droites se
rencontrent au point A’; par le point T con-
duisez la droite TT’ paralléle  la droite DA’,
et prolongez TT', PD jusqu’'a ce qu'elles se
rencontrent au point B’, et complétez les paral-
élipipédes A'Z, RI. Le parallélipipéde ZA’ qui
a pour base le parallélogramme RZ opposé au
parallélogramme A'Q’ est €gal au parallélipi-
péde ZV qui a pour base le parallélogramme
RZ opposé au parallélogramme VX, attendu
que ces deux parallélipipédes ont la méme base
RZ et la méme hauteur, et que les droites in-
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sistentes RA', RV, TT’, TY, 8§/, SN, ZQ', ZX"
sont placées dans les mémes droites A'Y, §'X;
mais le parallélipipéde ZV est égal au parallé-
lipipéde AE : donc le parallélipipéde AE est
égal au parallélipipéde ZA’'. Mais le parallélo-
gramme RVYT est égal au parallélogramme
A'T (prop. 35. 1), car ces deux parallélogram-
mes ont la méme base RT et sont compris entre
les mémes paralléles RT, A’Y, et le parallélo-
gramme RV Y T est égal au parallélogramme CD
parce que le parallélogramme CD est égal au
parallélogramme AB : donc le parallélogramme
A’T sera égal au parallélogramme CD; mais DT
est un autre parallélogramme : donc Ja base CD
est a la base DT comme la base A’T est i la base
DT (prop.7.5); et puisque le parallélipipéde
C1 est coupé par le plan RF paralléle aux plans
opposés, la base CD sera a la base DT comune
le paralléhipipéde CF est au parallélipipede RI
(prop. 25. 11). Par la méme raison , puisque le
parallélipipéde A’I est coupé par le plan RZ
paralléle aux plans opposés, la base A'T sera a
la base DT comme le parallélipipéde A Z est
au parallélipipéde RI; mais Ja base CDest 4 la
base DT comme la base A'T est a Ja base TD:
donc le parallélipipéde CF est an parallélipi-
péde RI comme le parallélipipéde A’Z est an
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parallélipipede RI (prop. 15.5) : donc puisque
chacun des parallélipipédes CF, A’Z a laméme
raison avec le parallélipipéde RI, le paralléli~
pipéde CF sera égal au parallélipipéde A'Z
(prop.9.5); mais on a démonué que le pa-
rallélipipéde A’Z est égal au parallélipipéde AE:
donc le parallélipipéde AE est égal au parallé-
lipipéde CF.

Supposons 4 présent que les droites insis—
tentes AG, HK, BE, LM, CO, PQ, DF,
RS (fig. 192) ne soient point perpendiculaires
sur les bases AB, CD : je dis encore que le pa-
rallélipipéde AE sera égal au parallélipipéde CF.
" Des pointsK,E,G,M,Q,F,0,S con-
duisez sur les plans LN, A’D les perpendicu~
laires KN, ET, GV, MX, QY , FZ, OA’, SI qui
renconirent ces plans aux pomts N, T, V, X,
Y,Z, A, I(prop.11.11), et menez les droites
NT,VX,NV,TX,YZ,YA’, A',ZI. Le pa-
rallélipipéde KX sera égal an parallélipipéde QI
(prop.31. 11), parce que les parallélipipédes
KX, QI ont des bases égales KM, QS, et la
méme hauteur, et que leurs droites msistentes
sont perpendiculaires sur leurs bases. Mais le
. parallélipipéde KX est égal an parallélipipéde
"AE (prop. 30. 11), et le parallélipipéde QI
égal au parallélipipéde CF, puisqu'ils ont la
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méme base et la méme hauteur, et que leurs
drones insistentes ne sont pas dans les mémes
droues : donc le parallélipipéde AE est égal
au Vparallehpxpede CF.

- Domc les- parallélipipédes qul ont des bases
egales et laméme hauteur sont égaux entr’eux;
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSIT'{.ON XXXII
"THEOREME.

Les parallélipipédes qui ont la méme hauteur sont
entr’eux comme leurs bases.

Soient AB,CD (fig. 193 ) deux parallélipipédes
qui aient la méme hauteur : je dis que ces pa-
rallélipipédes sout entr’eux comme leurs bases,,
c’est—é-d'u'e que le paraHé]ipipéde AB est au

base CF. ,
~ Appliquez sur FG un parallélogramme FH qui
soit égal au parallélogramme AE (prop. 45.1),
et sur la base F H construisez le parallélipipéde
GK dont la hauteur soit Ia méme que celle du
Parallehplpedc CD. Le parallélipipéde AB sera
€gal au parallélipipéde GK (prop.31.11), car
ces parallélipipédes ont des bases égales AE,

FH et la meme hauteur. Pulsque le paralleh—
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pipéde CK est coupé par un plan DG paralléle
aux plans opposés, le parallélipipéde HD sera
au parallélipipéde DC comme la base HF est
i la base CF (prop. 25. 11 ); mais la base FH
est égale i la base AE et le parallélipipéde GK
égal au parallélipipéde AB : donc le parallélipi-
péde AB est au parallélipipéde CD comme la
base AE est a la base CF.

Donc les parallélipipédes qui ont la méme
hauteur sont entr'eux comme leurs bases ; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIIIL
THEOREME, |

Les pdrallc’lipipédé: semblables sont entr’eux en
. raison triplée.de leurs cdtés homologues.

Soient AB, CD (fig. 194 ) deux para]lé]ipi—
pédes semblables et que le c61é AE soit T'ho-
mologue du c6té CF : je dis que lea parallehpl—
pédes AB, CD sont emr eux en raxson triplée
des cotés AE CF. o

Menez les droxtes EK, EL, EM dms Ia
direction des droites AE ,GE , HE faites EK
égal 'ldF EL égal 3 FN et EM égal a FR;
achevez le pal aﬂelo"ramme KL et le parane-
llplpcde KP. Les deux droites” EK, ‘EL ‘sont
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égales aux deux droites CF, FN; I'angle KEL .
est égal 4 'angle CFN, parce que I'angle AEG

est égal a CFN, a cause de la similitude des

parallélipipédes AB, CD : donc le parallélo-
gramme KL sera égal et semblable an parallé-
- logramme CN. Par la méme raison, le paral-
~ 1élogramme KM est égal et semblable au paral-
l1élogramme CR, et le parallélogramme PE égal
et semblable au parallélogramme DF : denc trois
parallélogrammes du parallélipipéde KP- sont .
égaux et semblables a trois parallélogrammes
du parallélipipede CD : donc puisque trois pa-
rallélogrammes sont égaux et semblables a trois
parallélogrammes opposés ( prop. 24.11), le
parallélipipéde total KP sera égal et semblable
au parallélipipéde total CD (déf. 10. 11). Ache-

vez le parallélogramme GK, ‘et sur les bases

GK, KL construisea deux parallélipipédes EO,

LQ qui aient la méme bauteur que le parallé-
lipipéde AB. Puisqu’d cause de la similiide

des parallélipipédes AB, CD le c6té AE est au’
c6té CF comme le ¢61é EG est au c6té FN,
comme le c6té EH est au c6té FR, et puisque’
FC est égal 4 EK, le c6té FN estégala EL
et que FR est égal au c6té- EM, AE sera au:
c6té EK comme le ¢6té GE est au cété EL et

comune le c6té HE est au cété EM. Mais AE
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est 3 EK comme le parallélogramme A G est au
parallélogramme GK (prop.1.6),etGE est a
EL comme le parallélogramme GK est au pa-
rallélogramme KL, et, de plus, HE est 4 EM
comme le parallélogramme QE est au parallé-
logramme KM : donc le parallélogramme AG
est au parallélogramme GK comme le parallé-
logramme G K est au parallélogramme KL et
comme le parallélogramme QE est au parallé-
logramme KM. Mais AG est 24 GK comme le
parallélipipéde AB est au parallélipipéde EO
(prop.32.11), et GK est i KL comme le pa-
rallélipipéde OE est au parallélipipéde QL, et
de plus QE est & KM comme le parallélipipéde
QL est au parallélipipéde KP : donc le paral-
lélipipéde AB est au parallélipipéde EO comme
le parallélipipéde EO est au parallélipipéde QL
et comme le parallélipipéde QL est au parallé-
lipipéde KP; mais si 'on a quatre quantités de
suite qui soient proportionnelles , la premiére et
la quatriéme seront entr’elles en raison triplée
de la premiére et de la seconde (déf. 11.5):
donc les parallélipipédes AB , KP sont entr’eux
en raison triplée des parallélipipédes AB, EO;
mais AB est 4 EO comme le parallélogramme AG
est au parallélogramme GK et comme la droite
AE est 3 la droite EK (prop. 1.6) : donc les
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parallélipipédes AB, K P sont en raison triplée

. des droites AE , EX. Mais le parallélipipéede KP

est égal au parallélipipéde CD et la droite EK

égale & la droite CF : donc les parallélipipédes

AB, CD sont en raison triplée des c6tés homo-
logues AE, CF; ce qui falloit démontrer.

COROLLATIRE.

1l suit manifestement de 13, que si quatre
droites sont proportionnelles, la premiére sera
3 la quatriéme comme le parallélipipéde cons-
truit sur la premiére est an parallélipipéde sem-
blable et semblablement construitsurla seconde,
puisque la premiére et la quatriéme droite sont
en raison triplée de la premiére et de la seconde.

PROPOSITION XXXIV.
THEOREME..

Les bases des parallélipipédes €gaux sont pro-
. portionnelles aux hauteurs; et les parallélzpz-
" pédes dont les bases sont reczproquemeht pro-
portzonnellcs aux hduteufs sont égaux entr‘ eux,

Que:les paralle.hpxpedes AB CD (fig. 195)

sbient égaux :: je dis que leurs hases sont récie

proguement proportiénnelles i leurs hauteurs;

Cest-d-dire .que Ja.basp. EHl ost 3 la base NQ
Z



554 ELEMENS

comme la hauteur du parallélipipéde CD est &
la hauteur du parallehplpede AB.

Supposons d’abord que les droites insistentes
AG, EF, LB, HK, CM, NO, PD, QP soient
perpendiculaircs sur les bases :je dis que la
base EH est 4 la base NQ comme CM est 2 AG.
Si la base EH est égale 4 la base NQ et le pa-
rallélipipéde AB égal au parallélipipéde CD, la
hauteur CM sera égale  la hauteur AG ; car st
les bases EH, NQ étant égales, les hauteurs
AG, CM n’étoient pas égales, le parallélipi-
péde AB ne seroit point égal au parallélipipéde
CD (prop. 31.1 I) mais ces deux parallélipi-
pedes sont supposes égaux : donc les hauteurs
CM, AG ne sont pas inégales : donc elles sont
égales :; donc. la base EH est a la base NQ
comme CM est 3 AG, d'oi1 il suit évidemment
que les bases des parallehplpedes AB, CD sont
reclproquement proportionnelles a leurs hau~
teurs.

" Supposons A préséht que la base EH ne soit
pas égale 3 la base NQ et que la base EH soit la
plus grande; puisque le parallélipipéde AB est
égal. au parallélipipéde CD, la hauteur CM
sera plus grandé que la hauteur AG ; car si cela
n’étoit- point , les parallélipipédes AB, CD ne
seroient pas égaux (prop.31.11); mais ils sont

A
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supposés égaux. Faites CT (fig. 196) égal A
AG et sur la base NQ construisez un parallé-
lipipéde X C dont la hauteur soit CT. Puisque
le parallélipipéde A B est égal au parallélipipéde
CD et que X C est un autre parallélipipéde avec
lequel les deux parallélipipédes égaux AB, CD
ont la méme raison (prop. 7.5), le paralléli~
pipéde AB sera au parallélipipede CX comme
le parallélipipéde CD est au parallélipipéde
CX; mais le parallélipipéde AB est au paralléli~
pipéde CX comme la base EH est a la base NQ
(prop. 32. 11), car les parallélipipédes AB, CX
sont égaux en hauteur, et le parallélipipéde CD
est au parallélipipéde CX comme la base MQ
est 3 la base QT ( prop.25.11), et comme le
c6té MC est au c6té CT (prop.1.6) : donc la
base EH est a la base NQ comme le ¢6té MC
est au cOté CT; mais CT est égal 2 AG-: done
la base EH est A la base NQ comme le cété MC
- est au c6té AG: donc les bases des parallélipi~
pédes AB, GD sont réciproquement propor-
tionnelles aux hauteurs.
Supposons ensuite que les bases des paral-
JIélipipedes AB, CD soient réciproquement pro-
portionnelles aux haateurs, c’est-i-dire que la
base EH soit 4 la base NQ comme la hauteur
du parallélipipéde CD est a la hauteur du pa-

2
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fallélipipéde AB : je disque les parallélipipedes
AB, CD sont égaux entr'eux. -

Que les droites insistentes soient encore per-
pendiculaires sur les bases. Si la base EH est
égale & labase NQ et si la base EH est 4 la base
NQ comme la hanteur du parallélipipéde CD
est A la hauteur du parallélipipéde AB, la bau-
teur du parallélipipéde CD sera égale i la hau-
teur du parallélipipéde AB. Mais les paralléh-
pipédes qui ont des bases égales et la méme
hauteur sont égaux entr'eux (prop.31.11):
donc le parallélipipéde AB sera égal au paral-
1élipipede CD.

Mais suppospns que la base EH ne soit point
&gale 3 1a base NQ et que E H soit la plus grande
base; la hauteur du parallélipipéde CD sera plus
grande que la hauteur du parallélipipéde AB,
¢’est-a-dire que CM sera plus grand que AG;
faites CT égal 4 AG, achevez également le pa-
rallélipipéde CX. Puisque la base EH est a la
base NQ comme le ¢6té CM est au coté AG et
que AG est égal 4 CT, la base EH sera 4 la
base NQ comme le cdté MC est au cété CT,
Mais la base EH est 4 la base NQ comme le
parallélipipéde AB est au parallélipipéde CX
(prop. 3a. r1), car les purallélipipédes AB, CX
sont égaux en hauteur ; mais le c6té MC est au
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coté CT ( prop. 1.6), comme la base MQ est
a la base QT et eamme: le parallélipipéde CD
est au parallélipipéde CX: { prop. 25. 11); done
le parallélipipéde AB est au parallélipipede CX
comme le parallélipipéde CP est au parallélipi-
péde CXi: donc I'un et I'autre des parallélipi-
pédes AB, C D ont la méme raison avec le pa-
rallélipipéde CX:: donc le parallélipipéde AB.
sera égal am-parallélipipéde CD (prop. 9 5)5
cequil falloit démontrer.

- »Supposonsa maintenant que les drones insiss
tentes FE ;BL, GA, KH, ON, DP, MC,PQ
(fig. 197") me soieut point perpendiculaires sur
les bases des parallélipipédes. Des points F, G,
B,K, O, M, D, R conduisez sur les plans des.
bases EH, NQ des perpendiculaires qui ren-
contrent ces-plans aux points.S, T, V, X, Y,
Z, B, A, evachevez les parallélipipédes FX,
OA’ (prop.1r.11): je dis que les. bases des.
paraliélipipedes égaux AB, CD sont récipro-
quément proportionnelles aux hauteurs, d’est-
a-dire .que la base EH est i la base NQ comme
la hauteur du parallélipipéde CD est a la hau-
teur du paralléhipipéde AB. Mais le paralléhi-
pipéde AB est égal an parallélipipéde CD; le
perallélipipéde BT est égal an parallélipipéde
AB (prop. 30. 11), car ils ont la méme base FK
3
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et la méme hauteur, et leurs droites insistentes
ne sont point placées dans les mémes droites ;
et le parallélipipéde DC est égal aussi au paral-
lélipipéde DZ, car ces deux parallélipipedes
ont la méme base OR et la méme hauteur, et
leurs droites insistentes ne sont point dans les
mémes droites : donc le parallélipipéde BT est
égal au parallélipipéde DZ. Mais nous venons de
voir que lesbases des parallélipipédes égaux dont
les hauteurs sont perpendiculaires sur. les bases
sont réciproquement proportionnelles aux hau-
teurs : donc la base FK est 4 labase OR comme
la hauteur du parallélipipéde DZ est a la hau~
teur du parallélipipéde BT. Mais la base FK
est égale 4 la base EH (prop: 24. 11), et la base
OR égale a la base NQ : donc la base EH est
a la base NQ comme la hauteur du parallélipi-
péde DZ est a la hauteur du paralléhipipéde BT.
Mais les hauteurs des parallélipipédes DZ, BT
sont les mémes que celles des paralléhipipédes
DC,BA: donc la base EH est a la base NQ
comme la hauteur du paralléhpipéde DC:est a
la hauteur du parallélipipéde BA : donc les bases
des parallélipipédes AB, CD sont réciproque-~
ment proportionnelles & leurs hauteurs. -
Supposons enfin que les bases des parallélipi~
pedes AB, CD soient réciproquement propors
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tionneles aux hauteurs , ¢’est-a-dire que la base
EH soit a la base NQ comme la hauteur du
parallélipipéde CD est a la hauteur du paral-
lélipipéde AB : je dis que le paralléhipipede AB
est égal au parallélipipede CD. * :

Faites la méme construction. Puisque la base
EH est a la base NQ comme la bauteur du pa-
rallélipipéde CD est a la hauteur du paralléli--
pipéde AB, que la base EH est égale i la base
FK et la base NQ égale ala base OR, la base FK
sera a la base OR comme la hauteur du paral-
lélipipéde CD est a la hauteur du parallélipi-
péde AB. Mais les hauteurs des parallélipipédes
AB, CD sont les mémes que celles des paral-
Jélipipédes BC, DZ : donc la base FK est & la
‘base OR comme la hauteur du parallélipipéde
DZ est a4 la hauteur du parallélipipéde BT :
done les bases des parallélipipédes BC, DZ sont
réciproquément pmpoi-tionnelles aux hauteurs.
Mais nous avons démontré que les parallélipi-
pédes qui ont leurs hauteurs perpendxculan es
sur les bases et qui ont leurs bases rec:pro—-
quement proportxonnel]es aux "hauteurs sont
égaux entr’eux : donc le parallélipipéede BT
est égal au parallélipipede DZ. Mais le paral-
lélipipéde BA est ‘égal au parallélipipede BT
(prop. 30. 11 ), car ces deux paralléhpipédes

4
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ont la niéme base FK et la méme hautenr, et
Jeurs droites insistentes ne sont point dans les

' mémes droites; et outre cela le parallélipipede

DZ est égal au parallélipipéde DC, puisque ces

deux parallélipipédes ont la méme base OR et

1a méme hauteur , et que leurs droites insistentes
ne sont pas dans les mémes droites : donc le
parallélipipéde AB est égal au paraliélipipéde

CD; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXV,
TeEfOoREME.

Sz des sommets de deu.r angles égaux on méire
" au~dessus de leurs plans des droites qui fassent
avec leurs ¢ités des angles égaux chacun &
chacun; si dans ces droites on prend des points
quelcongues , si de ces:points on méne des per—A
pendiculaires sur les plans des angles donnés,

- et si des points ou ces perpendiculaires rencon~
trent ces plans on méne des droites auaxr sommets
des angles donnés , les angles compris par ces
droites et par celles qu'on a d’abord mendes des

* sommets des; angles au-dessus de leurs plans
seront égaux entr'eur.

Soient les deux angles égaux BAC EDP
(fig. 198); des points A, D menez au-dessus
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des plans dé ces angles les droites AG, DM qui
fassent avec les cotés de ces mémes angles des
angles égaux chacun a chacun, savoir, I'angle
GAB égal i I'angle MDE et I'angle GAC égal
4 langle MDF'; prenez sur les droites AG, DM
des points quelconques G, M; des points G, M.
menez sur les plans BAC, EDF les perpendi-
culaires GL, MN qui rencontrent ces plans aux
poinis L, N, et menez les droites LA, ND : je
dis que I'angle GAL est égal a 'angle MDN.
Faites la droite AH égale a la droite DM, et
par le point H menez la droite. HK paralléle i
la droite G L. Puisque la droite GL est perpen-
diculaire sur le plan BAC, la droite HK sera aussi
perpendiculaire sur le plan BAC (prop. 8. 11);
des poinis K, N conduisez sur AB, AC, DF,
DE les perpendiculaires KB, KC, NF, NE et
menez HC, CB, MF, FE. Puisque le quarré de
la droite HA est égal aux quarrés des droites
HK, KA et que les quarrés des droites KC,
CA sont égaux an quarré de la droite KA
(prop- 47. 1), le quarré de la droite HA sera
égal aux quatrés des droites HK , KC, CA. Mais
le quarré de la droite HC est égal aux quarrés
des droites HK, KC : donc le quarré de la
droite HA sera égal aux quarrés des droites
HC, CA : donc 'angle HCA est droit. L'an-
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gle DFM est droit, par la méme raison : done
Fangle ACH est égal a l'angle DF M. Mas
Pangle HAC est égal a Tangle MDF: donc
Ies deux triangles MDF, HAC ont deux angles
€gaux & deux angles, chacun 3 chacun, et un
c6té égal & un cété, c’est-a-dire les cotés sou-
tendus par des angles égaux, savoir, le c6té
AH qui est égal au c6té DM par construc—
tion : done ces deux. iriangles ont les autres
c6tés égaux aux autres c6tés , chacun a chacun
{ prop. 26. 1 ) : donc AC est égal 3 DF. Nous
démontrerons semblablement que AB est égal
a2 DE. Menez les droites HB, ME. Puisque le
quarré de la droite AH est égal aux quarrés des
droites AK, KH et que les quarrés des droites
AB, BK sont égaux an quarré de la droite AK,
les quarrés des droites AB, BK, KH seront
égaux au quarré de la droite AH. Mais le quarré
dela drotte BH est égal aux quarrés des droites -
BE,KH, carl'angle HKB est dreit 4 cause que la
droite HK est perpendiculaire sur le plan BAC :
donc le: quarré de la droite AH est -égal aux
quarrés des droites AB, BH : donc Pangle ABH
estdroit. L’angle DEM est droit, par la méme
raison ; mais I'angle BAH est égal aYangle EDM,
par supposition, et la droite'AH est égale 4 Ia
droite DM : donc Ja droite AB est égale a la
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droite DE ; donc puisque AC est égal 2 DF et
AB égal A DE, les deux droites CA, AB sont
‘égales aux deux droites FD, DE; mais I'angle
- CAB est égal a 'angle FDE : donc la base BC
est égale A la base EF (prop. 4. 1), le triangle
égal au triangle-et les autres angles égaux anx
autres angles : donc I'angle ACB est égal a 'an-
gle DFE; mais l'angle droit ACK ecst égal a
Pangle droit DFN, par construction : donc
Pangle restant BCK est égal & I'angle restant
EFN. Par la méme raisonI'angle CBK est égal
a Fangle FEN : donc les deux tﬁangles CBK,
FEN ont deux angles égaux 4 deux: angles,
chacun i chacun, et un c6té égal 4 un coté,
c’est-d-direles c6tés quisontadjacens adesangles
égaux,, savoir, le c6té BC'qui est égal au c6t6 EF :
donc ces deux triangles auront les autres cOtés
égaux aux autres cbtés (prop. 26. 1) : donc 1¢
¢6té CK est égal au ¢6té FN; mais AC est égal 2
DF : donc les deux droites AC, CK sont égales
aux deux droites DF;, FN et ces droites com-
prennent des angles droits : donc labase AKX est
égale & la base DN (prop. 4. 1) ; et puisque la
droite AH'est égale 4 la droite DM, le quarré de
AH sera égal au quarré de DM ; mais les quarrés
des droites AK , KH sont égaux au quarré de la
droite AH (prop. 47. 1), ear 'angle AKH est
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droit et les quarrés des droites DN, NM sont
égaux au quarré de la droite DM, parce que
Fangle DN M est. droit : done les quarrés des.
droites AK, KH sont égaux aux quarrés des
droites DN, NM; mais le quarré de AK est
égal au quarré de DN : donc le.quarré de KH
est égal au quarré de N M : donc la droite HK
est égal a la droite MN : donc puisque les deux
droites HA, AK sout égales aux deux droites.
MD, DN, chacune & chacune, et qu’on a dé-
montré que la base HK est égale a labase NM,
I'angle HAK sera égal a 'angle MDN ( prop 8. !) 3
ce qu'il falloit démontrer.

COROLLAIRE.

11 suit manifestement de 1a que si deux angles
sont égaux a deux angles et que si des sommets.
de ces angles et au-dessus de leurs plans on méne
des droites qui fassent avee les c6tés des angles
donnés des angles égaux chacun i chacun, les
perpendiculaires menées de ces droites sur les
plans des premiers angles sont égales entr’elles,
si les points d’ou elles partent sont également
éloignés des sommets de ces angles.
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PROPOSITION XXXVI.
THEOREME.

Si trois droites sont proportionnelles , le paral-
lélipipéde construit avec ces trois droites est
égal au parallélipipéde construit avec la droite
moyenne ; il faut que ce dernier parallélipi-
péde, qui sera équilatéral, soit équiangle avee
le premier parallélipipéde.

Soient trois droites proportionnelles A, B, C
(fig. 199), de maniére que A soit 4 B comme B
est & C : je dis que le parallélipipéde construit
avec les trois droites A, B, C est égal au paral-
1élipipéde construit avec la droite B; il fant que
ce dernier parallélipipéde, qui sera équilatéral,
soit équiangle avec le premier parallélipipéde.

Soit I'angle solide E compris sous les trois
angles plans DEG, GEF, FED; faites chacune
des droites DE, GE, EF égales i la droite B,
et achevez le parallélipipéde E K. Faites ensuite
LM égal & A, sur la droite LM et au point L
construisez un angle solide qui étant compris
sous les plans NLO, OLM, MLN soit égal &
Yangle solide E (prop. 26.11); faites LO égal &
B, et LN égal a C. Puisque A est& B comme B
esta C, que A est égal A LM, que B est égal &
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- chacune des droites LO, EF, EG, ED et que €
est égal 4 LN, la droite LM sera 4 la droite EF
comme la droite DE est a la droite LN : done
les c6tés placés autour des angles égaux MLN,
DEF sont réciproquement proportionnels: donc
le parallélogramme M N est égal au parallélo-
gramme DF (prop. 14.6); et puisque les deux
angles DEF, NLM sont égaux, que les droites,
LO, EG qui sont égales entr’elles et qui sont
menées au-dessus des plans des angles égaux
DEF, NLM font avec leurs c6tés des angles
égaux , chacun a chacun, les perpendiculaires
mendes des points G, O sur les plans DEF,
NLM seront égales entr’elles (corol. 35. 11):
done les parallélipipédes LH, EK ont la méme
hauteur. Mais les parallélipipédes qui ont des
bases égales et Jaméme hauteur sont égaux entre
eux-( prop. 31. 11) : donc le parallélipipéde HL
est égal au parallélipipéde E K. Mais le parallé~
lipipéde HL a été construit avec les trois droites
A, B, C, et le parallélipipéde EK a été cons-
truit avec la droite B : donc le paralléhpipede
construit avec les trois droites A, B, C est égal
au parallélipipéde construit avec la droite B,

lequel est équilatéral et équiangle avec le pre~ -

wier parallélipipéde.
Donc si trois droites sont proportionnelles, le
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parall€lipipéde construit avec ces trors droites
est égal au paralléhipipéde construit avec la
droite moyenne, et ce dernier parallélipipéde
est équilatéral et équiangle avec le premier
parallélipipéde ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVIL
THEORENE.

8Si quatre droites sont proportionnelles, les paral-
¥lipipédes semblables et semblablement cons-
truits sur ces droites sont proportionnels , et si
des parallélipipédes semblables et semblable-
ment construits sur quatre droites sont propor-
tionnels, ces droites seront aussi proportion-
nelles entr’elles.

Soient quatre droites proportionnelles AB,
CD, EF, GH (fig. 200), de maniére que AB
soit 3 CD comme EF est 3 GH; construisez
sur les quatre droites AB, CD, EF, GH les
parallélipipédes semblables et semblablement
poses KA,LC,ME, NG :je dis que KA est
4 LC comme ME est a NG.

Puisque le parallélipipéde K A est semblable
au parallélipipéde L.C, les parallélipipédes KA,
L C seront entr’eux en raison triplée des cétés
AB, CD (prop.33. 11). Par la méme raison,
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les parallélipipédes ME , NG seront entr’eux
en raison triplée des c6iés EF, GH. Mais, par
hypothése, AB est a CD comme EF esta GH:
donc AK est 3 LC comme ME est a NG.

Si le parallélipipéde AK est au parallélipi-
péde LC comme le parallélipipéde ME est au
parallélipipéde NG : je dis que la droite AB est
i la droite CD comme la droite EF est 4 la
droite GH.

Puisque les parallélipipédes AK, LC sont
entr'eux en raison triplée des cétés AB, CD,
et que les parallélipipédes ME, NG sont aussi
en raison triplée des cétés EF, GH, et i cause
que AK est 3 LC comme ME est a NG, la
droite AB sera a la droite CD comme la droite
EF est a la droite GH.

Donc si quatre droites sont proportionnelles,
les parallélipipédes semblables et semblable-
ment construits sur ces quatre droites seront
proportionnels ; et si quatre parallélipipédes
construits sur quatre droites sout proportion-
nels , ces quatre droites seront aussi propor-
tionnelles ; ce qu'il fallois démontrer.
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PROPOSITION XXXVIIL
THEOGREME.

8i un plan est perpendiculaire sur un autre plan,
et si dun point pris dans un de ces plans on
conduit une perpendiculaire sur Uautre plan ,
cette perpendiculaire tombera sur la section
commune des plans. '

Que le plan CD (fig. 201 ) soit perpendicu~
laire sur le plan AB, que leur commune section
soit AD, et que dans le plan CD soit pris un
point quelconque E : je dis que la perpendicu-
laire menée du point E sur le plan AB tombe
sur la droite AD. _

Que cette perpendiculaire tombe, si cela est
‘possible , hors de la commune section des plans;
qu'elle ait, par exemple, la position EF et
qu’elle réencontre le plan AB au point F; du
point F et dans le plan AB conduisez la droite
FG perpendiculaire sur DA (prop. 10.1), cette
droite sera certainement perpendiculaire sur-le
plan CD (déf. 4. 11). Menez EG.

Puisque la droite F G est perpendiculaire sur
le plan CD et qu'elle rencontre la droite EG
qui est dans le plan CD, Pangle FGF sera droit
(def. 3. 11). Mais la droite EF est perpendicu-

: Aa
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Iaire sur le plan AB : donc I'angle EFG est droit :
donc le triangle EFG a deux angles droits , ce
qui est absurde { prop. 17. 1) : donc la perpen-
diculaire menée du point E sur le plan AB ne
tombe pas hors de la droite DA donc elle
tombe sur la droite DA.

Donc si un plan est perpendiculaire sur un
.autre plan, et si d’'un point pris dans un de ces
plans on méne une droite perpendiculaire sur
Yautre plan, cette droite sera perpendiculaire
sur la commune section des plans; ce qu 1 falloxt
démontrer:

PROPOSITION XXXIX,
THEOREME.

Si dans un paraliélipipéde on coupe en deux .
parties égales les cités des plans opposés , et si
par leurs sections on méne des plans , la com-
mune section de ces plans et le diemétre du
parallélipipéde se couperont mutuellement en
dewx parties égales.

Que dans le parallélipipéde AF (fig. 202)
les ¢61és des plans opposés CF, AH soient
coupés en deux parties égales aux points K, L,
M,N, O, Q,P, R, et par les sections de ces’
c6tés soient conduits les plans KN, OR; que
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la commune section de ces plans soit VS, et que
le diamétre du parallélipipéde soit DG : je dis
que les droites VS, DG se coupent en deux .
parties égales , c’est-a-dire que VT est égal a
TS et DT égal a TG.

Menez DY, VE, BS, SG. Pmsque DO est
" paralléle 3 PE, les angles alternes DOV, VPE
sont égaux entr’eux (prop. 29. 1 ); et puisque DO
est égal A PE, OV égal 4 VP et que ces droites
cemprennent des angles égaux , la base DV sera
égale & la base VE, le triangle DOV égal au,
triangle VPE, et les autres angles égaux aux
autres angles : donc I'angle OV D est égal a
Pangle PVE : donc la ligne DVE est une ligne
droite (prop. 14.1). Par la méme raison, la
ligne BSG est aussi une ligne droite, et la droite
B'S est égale & la droite $G. Puisque ‘la droite
~ CA est égale et paralléle 4 DB et que la droite
C A est aussi égale et paralléle i la droite EG,
la droite DB sera égale et paraliéle i ladroite EG
(pr.30. 1); mais ces droites sont jointes par les
droites DE, BG : donc la droite DE est paraliéle
ala droite BG (prop. 33. 1); mais on a pris dans
chacune de ces droites des points quelconques
D,V,G, S ct on a mené les droites DG, VS : donc
ces droites sont dans un seud plan{ prop.7.11):
donc puisque la droite DE est paralléle ¥la droite

2
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BG, les angles EDT, BGT sont égaux, car ils
sont alternes {prop. 29. 1); mais I'angle DTV
est égal a l'angle GT S (prop. 15.1) : donc les
deux triangles DTV, GTS ont deux angles égaux
- adeux angles, un c6té égal 4 un c6té, ces cotés
soutendant des angles égaux, c’est-a-dire que
le c6té DV est égal au céié GS, car ces cotés
sont les moitiés des droites DE , BG : donc ces
deux triangles auront les autres c6tés égaux aux
autres cotés (prop. 26. 1) : donc DT est égal
aTGet VT égal a TS.

Donc si dans un parallélipipéde on coupe en
deux parties égales les c6tés des plans opposés,
et si par leurs sections on méne des plans, la
commune section de ces plans et le diamétre du
paralléhipipéde se couperont mutuellement en
deux parties égales; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XLIL.
THEOREME.

Si deux prismes sont égaux en hauteur, si Vun
d’eux a pour base un parallélogramme et I autre
un triangle , et si le parallélogramme est double
du triangle, ces prismes seront égaux.

Soient ABCDEF, GHKLMN (fig. 203)
des prismes égaux en hauteur, que I'un d’eux
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ait pour base le parallélogramme AF et l'autre
Ie triangle GHK, et que le parallélogramme
AF soit double du triangle GHK : je dis que le
prisme ABCDEF est égal au prisme GHKLMN.

Achevez les parallélipipédes AO, GP, Puis-
que le parallélogramme AF est double du trian-
gle GHK et le parallélogramme HK double aussi
du triangle GHK, Ie parallélogramme AF sera
égal au parallélogramme HK. Mais les parallé-
lipipédes qui ont des bases égales et la méme
hauteur sont égaux entr’eux (prop.3r.11):
donc les parallélipipédes AO, GP sont égaux;
mais le prisme ABCDEF esi la moitié du pa-
rallélipipéde AO et le prisme GHKLMN la
moitié du parallélipipéde GP : donc le prisme
ABCDEF est égal au prisme GHKLMN.

Donc s1 deux prismes ont la méme hauteur,
si 'un d’eux a pour base un parallélogramme
et I'autre un triangle , et st le paralldlogramme
est double du triangle, ces deux prismes sont
égaux; ce qu’il falloit démontrer.

FIN DU ONZIEME LIVRE.
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LIVRE XIL

PROPOSITION PREMIERE.
T H 1‘. OREME,

Les po,b'gones semblables inserits dans des cer-
" cles sont entreux comme les quarrés des dza-

métres.

So1ent les cercles ABCDE, FGHEL
(fig- 204 ) dans lesquels sont décrits les poly-
gones semblables ABCDE , FGHKL; queles
diamétres de ces cercles soient BM, GN : je
dis que le polygone ABCDE est au polygone
FGHKL comme le qmrre de BM est au quarre
de GN.

- Menez BE, AM, GL, FN. Puisque le po-
lygone ABCDE est semblable au polygone
FGHKL, que I'angle BAE est égal a I'angle
GFL (déf. 1.6) et que BA est a AE comme
GF est a FL, les deux triangles BAE, GFL
ont un angle égal & un angle, savoir, I'angle
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BAE égal a I'angle GFL et les coiés placés
autour de ces angles sont proportionnels entre
eux : donc les deux triangles ABE, FGL sont
équiangles (prop.6.6) : donc Fangle AEB est
égal 4 I'angle FL.G, mais 'angle AEB est égal
a langle AMB (prop. 21.3), car ils sont ap-
puyés sur le méme arc et I'angle FLG est aussi
égal 2 Pangle FNG : donc I'angle AMB est égal
aTangle FN G ; mais I'angle droit BA M est égal
a l'angle droit GFN : donc l'angle restant est
égal a I'angle restant : donc les deux tmangles
ABM, FGN sobt équiangles : donc BM est a
GN comme BA est 3 GF (prop. 4. 6). Mais les
quarrés des droites BM, GN sont en raison
doublée des droites BM, GN ( prop 20.6),
et les polygones ABCDE, FGHKL sont en
raison. doublée des cd1és BA, GF .: done l¢
polygane ABCDE est au polygone FGHEL
comme le quarré de BM.est au quarré de GN..

Donc les polygones semblables inserits dans,
des cercles sont entr’gux comme les quarrés des
diametres ; ce. qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITIONTIL
THEOREME.

. -Les cercles sant entr'eux comme les quarrés
de leurs diamétres.

Soient les cercles ABCD, EFGH (fig. 205)
et que leurs diametres soient BD, FH : je dis
que le cercle ABCD est au cercle EFGH
comme le quarré de BD est au quarré de FH.

Si cela n’est point , le quarré du diamétre BDr
sera au quarréf du diamétre FH comme le cer-
cle ABCD est a une surface plus grande ou i
une surface plus petite que le cercle EFGH.
Supposons d’abord que eette surface soit plus
petite et qu’elle soit S. Dans le cercle EFGH
décrivez le quarré EFGH; le quarré déerit
dans ee cercle est plus grand que la moitié du
cercle EFGH, parce que si par les points E,
F, G, H nous menons des tangentes a ce cer-
cle, le quarré EF GH sera la moitié du quarré
circonscrit { prep. 47. 11, prop. 1. 3 ) : mais un
cercle est plus petit que le quarré circonscrit :
donc le quarré EF GH est plus grand que la
moitié du cercle EFGH. Partagez les arcs EF,
FG, GH, HE en deux parties égales aux points
K,L,M, N, et menez les droites EK,KF,
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FL,LG, GM, MH, HN, NF. Chacun des
triangles EKF, FLG, GMH,HNE est plus
grand que la moitié du segment dans lequel il
est placé; parce que si par les points K, L,
M, N nous menons des tangentes au cercle,
et si sur les droites EF, FG, GH, HE et
entre ces tangentes nous construisons des pa-
rallélogrammes, chacun des triangles EKF,
FLG,GMH, HNE sera la moitié du paral-
lélogramme dans lequel il est placé (pr.37.1).
Mais chaque segment est plus petit qu'un
parallélogramme : donc chacun des triangles
EKF,FLG, GMH, HNE est plus grand
que la moitié du segment dans lequel il est
placé. Si nous partageons ensuite les arcs res-
tans en deux parties €gales, et si nous joignons
leurs extrémités par des droites, et si nous con«
tinuons toujours de faire laméme chose, il nous
restera certains segmens de cercles dont la
somme sera moindre que l'excés du cercle
EF GH sur I'espace $; car nous avons démon-
tré dans le premier théoréme du dixiéme Livre
que deux quantités inégales étant donndes , si
I'ou retranche de la plus grande quantité une
partie plus grande que la moitié de cette quan-
tité, si on retranche ensuite de ce qui reste une
partie plus grande que la moitié de ce reste, et
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81 I'on continue toujours de faire la méme chose,
il reste enfin une certaine quantité qui est moin-
dre que la plus petite des quantités données.
Supposons qu’on ait pour reste les segmens du
cercle EFGH placés sur les cordes EK, KF,
“FL, LG, GM, MH, HN, NE, et que ces
segmens soient moindres que I'excés du eercle
EFGH sur l'espace S, il est évident que le po-
lygone EKFLGMHN sera plus grand que I'es-
pace S. Décrivez dans le cercle ABCD un po-
lygone AOBPC QDR semblable au polygone
EKFLGMHN; le quarré de BD sera au quarré
de FH comme le polygone AOBPCQDR
est au polygone EKFLGMHN (prop. 1.12);
mais par supposition le quarré de BD est au
quarré de FH comme le cercle ABCD est &
Pespace S : donc le cercle ABCD est i Pespace S
comme le polygone AOBPCQDR est an poly-
gone EKFLGMHN, et en échangeant les
plans des moyens, le cercle ABCD est au po-
lygone qui lui est inscrit comme Pespace S est
au polygone EKFLGMHN; mais le cercle
ABCD est plus grand que le polygone qui lai est
inserit : donc Pespace § est plus grand que le po-
lygone EKFLGMHN ; mais, par suppasition,
1l est au contraire plus petit, ce qui est impossi-
Lle : donc le quarré de BD n’est point an quarré

|
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de FH comme le cercle ABCD est a un éspace.
quelconque plus petit que le cercle FFGH. Nous
démontrerons. semblablement que le quarré de
FH n’est point au quarré de BD comme le cer-
cle EFGH est & un espace quelconque plus
petit que le cercle ABCD. Je dis ensuite que
le quarré de BD n’est point au quarré de FH
comme le cercle ABCD est a un espace quel-
conque plus grand que le cercle EFGH; car si
cela est possible, supposons que le quarré de
BD soit au quarré de FH comme le cercle
ABCD est 4 un.espace plus grand, et suppo-~
sons que S soit cet espace. En mettant les anté-
cédens 4 la place des conséquens et les consé~
quens 4 la place des antécédens, le quarré de FH,
sera an quarré de BD comme Pespace S est au
cercle ABCD; mais on démontrera plus bas que
Pespace S est an cercle ABCD comuue le cercle
EFGH est 4 un espace quelcongue plus petit
que le cercle ABCD : donc le quarré de FH
est au quarré de BD comme le cercle EF GH,
est a un espace plus petit que le cercle ABCD,,
ce qui a été démontré impossible : done le
quarré de BD n’est pas au quarré de FH comme.
le cercle ABCD est 3 un espace quelcanque.
plus grand qne le cercle EFGH. Mais on a
démontré que le quarré de BD.n’est point an
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quarré de FH comme le cercle ABCD est &
. un espace quelconque plus petit que le cercle
EFGH : donc le quarré de BD est au quarré
de FH comme le cercle ABCD est au cercle
EFGH.
Donc les cercles sont entr’eux comme les
quarrés des diamétres ; ce qu’il falloit démon-
trer.

LEMME.

Si Pespace S est plus grand que le cercle
EFGH (fig.206) : je dis que I'espace S est
au cercle ABCD comme le cercle EFGH est
A un espace quelconque plus petit que le cer-
cle ABCD. '

Car supposons que I'espace S soit au cercle
ABCD comme le cercle FFGH est 4 un espace
T : je dis que Vespace T est plus petit que le
cercle ABCD; car puisque I'espace S est au
cercle ABCD comme le cercle EFGH est &
Pespace T, en échangeant les plans des moyens,
T'espace S sera au cercle EF G H comme le cer-
cle ABCD est i I'espace T (prop. 16.6). Mais
par supposition I'espace S est plus grand que le
cercle EFGH : donc le cercle ABCD est plus-
grand que I'espace T ; et par conséquent 'espace-
S est au cercle ABCD comme Ie cercle EFGH
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est & un espace quelconque plus peut que lo
cercle ABCD.

PROPOSITION IIL
THEOREME.
Toute pyramide triangulaire (1) peut se diviser
en deux pyramides triangulaires égales et sem-
blables entrielles et semblables a la pyramide

totale, et en deux prismes égaux qui sont plus
grands que la moitié de la pyramide entiére.

Soit une pyramide dont la base soit le trian-
gle ABC (fig. 207 ) et dont le sommet soit le
point D : je dis que la pyramide ABCD peut se
diviser en deux pyramides triangulaires égales
et semblables entr’elles et semblables a la py-
ramide totale, et en deux prismes égaux qui
sont plus grands que la moitié de la pyramide
totale.

Partagez les c6tés AB, BC, CA, AD, DB,
DC en deux parties égales aux points E, F,
G, H, K, L, etmenezlesdroites EH, EG, GH,
HK, KL, LH, EK, KF, FG. Puisque AE
est égal 3 EB et AH égal 3 HD, la droite EH
sera paralléle & la droite DB (prop. 2.6). La

(1) Une pyramide triangulaire est celle dont la base
est un triangle, .



583 ELEMENS

droite HK est paralléle 4 la droite AB, par la
méme raison: donc la figure HEBK est un
parallélogramme : donc H K est égal 4 EB
(prop.34.1). Mais EB est égal 3 AE : donc
AE sera égal a HK. Mais AH est égal 8 HD:
donc les deux droites AE, AH sont égales aux
deux droites KH, HD, chacune a chacune;
mais l'angle EAH est égal a I'angle KHD
(prop. 29. 1) : donc la base EH est égale & la
base KD (prop. 4. 1) : donc le triangle AEH
est égal et semblable au triangle HKD. Par la
méme raison , le triangle AHG est égal et
semblable au triangle HLD. Puisque les deux
droites EH , HG qui se touchent sont paral-
léles aux deux droites KD, DL qui se touchent
" et qui ne sont pas dans le méme plan, ces droites
comprendront des angles égaux (prop. 1e. 11):
donc l'angle EHG est égal A Pangle KDL. De
plus , puisque les deux droites EH, HG sont
égales aux deux droites KD, DL, chacune &
chacune , et que I'angle EHG est égal i I'angle
KDL, la base EG sera égale a la base KL :
donc le triangle EHG est égal et semblable au
triangle KDL. Par la méme raison, le triangle
AEG est égal et semblable au triangle HKL:
donc la pyramide dont la base est le triangle
AEG et dont le sommet est le point H est égale
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et semblable 4 la pyramide dont la base est le
triangle HK L et dont le sommet est le point D.
Puisque la droite HK est paralléle 4 un des
c6tés du triangle ADB , savoir, au c6té AB, le
triangle ADB sera équiangle avec le triangle
DHK (prop. 29. 1) : donc ces deux triangles
auront leurs cétés proportionnels ( prop. 4.6),
et seront par conséquent semblables. Par la
méme raison, le triangle DBC est semblable au
triangle DKL et le triangle ADC est semblable
aussi au triangle DHL. Mais puisque les deux
droites BA , AC qui se touchent sont paralléles
aux deux droites KH, HL qui se touchent et .
qui ne sont pas dans le méme plan, ces droites
compreundront des angles égaux (prop. 10. 11):
douc Fangle BAC est égal a Pangle KHL. Mais
BA est 2 AC comme KH est 3 HL : donc le
triangle ABC est semblable au triangle HKL
(ptop.6.6), et par conséquent la pyramide
dont la base est le triangle ABC et dont le
sommet est le point D est semblable & la pyra-
mide dont la base est le triangle HKL et dont
le sommet est le point D. Mais nous avons dé-
montré que la pyramide dont la base est le
triangle HKL et dont le sommet est le point D
est semblable 4 la pyramide-dont la base est le
triangle AE G et dont le sommet est le point H:
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donc Ia pyramide dont la base est le triangle
ABC et dont le sommet est le pont D est sem-
blable a la pyramuide dont la base est le triangle
AEG et dont le sommet est le point H : done
I'une et autre des pyramides AEGH, HKLD
sont semblables a la pyramide totale ABCD.
Puisque BF est égal a FC, le parallélogramme
EBFG sera double du triangle GFC (pr.41.1):
mais deux prismes de méme hauteur dont
I'un a pour base un parallélogramme et dont
I'autre a pour base un triangle sont égaux entre
eux lorsque le parallélogramme est double du
triangle ( prop. 40. 11) : donc le prisme com-
pris sous les deux triangles BKF, EHG et sous
les trois parallélogrammes EBFG , EBKH,
KHGF est égal au prisme qui est compris sous
les deux triangles GFC, HKL et les trois pa-
rallélogrammes KFCL, LCGH, HKFG. Mais
il est évident que chacun de ces prismes et celui
dont la base est le parallélogramme EBF G op-
posé a la droite HK et celui dont la base est le
triangle G FC opposé au triangle KL H est plus
grand que chacune des pyramides dont les bases
sont AEG, HKL et les sommets les points H,
D; puisque sinous menons les droites EF, EK,
le prisme dont la base est le parallélagramme
LBFG opposé & la droite HK est plus grand
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que la pyramide qui a pour base le triangle
EBF et pour sommet le point K. Mais la
pyramide qui a pour base le tfiangle EBF et
pour sommet le point K est égale 4 la pyramide
qui a pour base I® triangle AEG et pour sommet
le point H (déf. 10. 11), car elles sont com-
prises sous des plans égaux et semblables : donc

le prisme qui a pour base le parallélogramme
" EBFG opposé a la droite HK est plus grand
que la pyramide qui a pour base le triangle AEG
et pour sommet le point H. Mais le prisme qui
a pour base le parallélogramme EBF G opposé
a la droite HK est égal au prisme qui a pour
base le triangle G F C opposé au triangle HKL ;
et la pyramide qui a pour base le triangle AEG
et pour sommet le point H est égale 4 la pyra-
mide qui a pour base le tnangle HKL et Bour
sommet le point D : donc les deux pnsmes dont
nous venons de parler sont p]us grands que les
deux pyramides qui ont pour bases les trian-
glep AEG, HKL et pour sommets les pomts
"H,D: _donc la pyramide totale quia popr base
le triangle ABC et pour sommet le point D a été
 divisée en deux pyramides triangulaires égales
~et.semblables entr’elles et semblables & la, Py-
ramide totale et en deux prismes. egaux qui

Bbh~
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sont plus grands que la moitié de la pyramxde ‘
totale ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION 1V.
THESREME.

Si deux pyramides triangulaires de méme hauteur
sont divisées Uune et Uautre en deux pyramides
~ égales entr’elles et semblables & la pyramide
totale et en deux prismes égaux , si ces nou-
velles pyramides sont divisées de la méme ma-
‘niére et ainsi de suite , la base de Uune de ces
~ pyramides sera & la base de Vautre pyramide
comme tous les prismes de Uune de ces pyra~
mides sont & un méme nombre de prismes con-

- tenus dans Uautre pyramide.

"Soient deux pyramides triangulaires de méme
hauteur qui aient pour bases les triangles ABC,
DEF (ﬁg 208) et pour sommets les points
G, H; que chacune de ces pyramides soit divi-
sée éli deux py‘ramidee égales entr'elles: et
semblables aux pyramides totales et en deix
prismes égaux, que ces nouvelles pyramxdes
soient divisées de la méme maniére et ams1
de suite : je dis que la base ABC sera 3 la
base DEF comme fous les prismes contenus
dansla pyrannde ABCG sont au méme nombre
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de prismes contenus dans la pyramide DEFH,

. Puisque BO est égal 2 OC et AL égal 3
LC, la droite AB sera paralléle a la droite OL
(prop.2.6), et le triangle ABC sera semblable
au triangle LOC (prop. 4.6). Le triangle DEF
sera semblable au triangle RXF, par ]a méme
raison ; et puisque la droite BC est donble de
la droite- CO et lar droite EF double aussi de
la droite F X, la droite BC sera.a la droite CO
comme la droite EF est & la droite F X, Muis
les figures rectilignes semblahles et semblable-
ment posées ABC, LOC ont été déerites sur
les droites BG, CO, et les figures, rectilignes
semblables. et semblablement - ppsées DEF,
RXF ont été décrites sur les droites EF, FX::
donc le triangle ABC est au friangle LOC
comme le triangle DEF est au triangle RXF
(prop. 22.6) , et en échangeant les plans des
moyens, le triangle ABC est au triangle DEF
comme le triangle LOC est au triangle RXF.
Mais on démontrera plus bas que le wriangle
‘LOC est au triangle RXF conme le prisme
qui a pour base'le triangle LOC opposé & PMN
est au prisme qui a pour base le triangle RXF
opposé 2 STV.: donc. le triangle ABC est au
wriangle DEF comme le prisme quia pour base
le triangle LOC opposé 2 PMN est au prisme

2
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qui a pour base le triangle RXF opposé 4 STV;
- et-puisque les deix’ prisines qui sont dans la
pyramide ABCG sont égaux enti’eux et que les
deux prismes qui sont dans la pyramide DEFH
sont aussi égaux entreux , le prisme qut a pour
base le parall‘élogramme‘ KLOB “opposé ' la
droite MP sera au pnsme qui-a pour base le
mangle LoC oppose 3 PMM comme le prisme
qui a’ pour base- le parallelogramme EQBX
opposé 2 Ia droite ST est'au prisme qui a pour
base le triangle RXF opposé a STV : donc,
en’ ajoutant les conséquens aux -antécédens
(prop: 13.5),les prismes KBOLMP, LOCMNP
sontau ptisme LOCMN P comnie les prismes
QEXRST, RXFSTV sont au prisme RXFSTV,
et ‘enfin’en'échangeant les places des ‘mayens,
~ les prismes KBOLPM, LOCPMN sont aux
~prismes QEXRST, RXFSTV eomme le
prisme LOCMNP est 'au prisme RXFSTV.
Mais on a démontré’ que' le prisme LOCMNP
st au prisme RXFSTV comme la base LOC
est 2 la base RXF et-comme la base ABC est
3 la-base DEF : donc le ‘triangle -ABC est au
triangle DEF commie les-deux. prismes qui sont
dans la pyramide AB€ G sont aux deux prismes
qui sont dans la pyramide DEFH. Sinous par—
tageons de la méme maniére les nouvelles pyra-



DPEUCLILDOE 389
mides ; savoir les pyramides PMNG, STVH, la
base PMN sera a la base STV comme les deux
prismes de la pyramide PMNG sont aux deux
prismes de la pyramide STV H. Mais la base
PMN est a Ja base STV comme la base ABC
est a la base DEF : donc la base ABC estala
base DEF comme les deux prismes de la pyra-
mide ABCG sont aux deux prismes de la py-
ramide DEFH, comme les deux prismesde la
pyraniide PMNG sont aux deux prismes.de la
pyramide STVH et comme les quatre prismes
sont aux quatre prismes. On démontrera la
méme chose pour tous les autres prismes qu’on
obtiendra par la division des pyramides AKLO
et DQRS, et en général de toutes les pyra-
mides égales en nombre; ce quil falloit dér
montrer, B '

, LEMME. .‘ D

Nous démontrerons de la maniére. snivante
que le triangle LOC est au triangle RXF
comme le prisme qui a pour base le triangle
LOC opposé a PMN, estle prisme qui a pour
base le triangle RXF opposé 4 STV.., . - |

Dans les mémes figures imaginez des perpen~
diculaires menées des points G, H sur les plans
des triangles ABC, DEF. Ces perpendiculuires
seront égales entr’elles, parce qu’on a supposé

3
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ces pyramides égales en hauteur. Puisque la
droite GC et la perpendiculaire menée du point
G sont coupées par les plans paralléles ABC,
PMN, ces deux droites seront coupées pro-
portionnellement (prop. 1. 11). Or la droite
GC est coupée en deux parties égales au point
N par le plan PMN : donc la perpendiculaire
menée du point G sur le plan ABC est cou-
pée en deux parties égales par le plan PMN.
Par la méme raison, la perpendiculaire inenée
du .point H sur le planhDE‘F est coupée en
deux parties égales par le plan STV. Mais les
perpendiculaires menées des points G, H sur
les plans ABC, DEF sont égales entrelles :
donc les perpendiculaires menées des triangles
PMN, STV sur les triangles ABC, DEF sont
égales entr’elles : donc les prismes qui.ont pour
bases les triangles LOC , RXF opposés 4 PMN,
STV sont égaux en hauteur : donc les parallé-
lipipédes qui sont décrits sur les prismes égaux
en hauteur dont nous venons de parler sont
entr’eux comme leurs bases, et il en sera de
méme de leurs moitiés , c’est-a-dire que les
bases LOC, RXF seront entr’elles comme les
prismes dont nous avons parlé ; ce qu’il falloit
démontrer.
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PROPOSITION V.

THEORLME.

Les Ryramides triangulaires qui ont la méme
hauteur sont entr’elles comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
triangles ABC, DEF (fig. 208 ) et dont les
sommets sont les points G, H aient la méme
hauteur : je dis que la base ABC est a la base
DEF comme la pyramide ABCG est a la pyra-
mide DEFH.

Car si cela n’est point, la base ABC sera ala
base DEF comme la pyramide ABCG est a un
solide plus petit que la pyramide DEFH ou a
un solide plus grand. Supposons d’abord que la
base ABC soit a la base DEF cormme la pyra-
mide ABCDH est 4 un solide plus petit et que
ce solide soit Y. Divisez la pyramide DEFH
en deux pyramides égales entr’elles et sembla-
bles a la pyramide totale, et en deux prismes
égaux ; les deux prismes seront plus grands que
la moitié de la pyramide totale ( prop. 3.12).
Que les nouvelles pyramides obtenues par
cette division soient partagées de la méme ma-
niére jusqu’a ce qu'on ait obtenu de la pyra-
‘mide DEFH certaines pyramides qui soient

4
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plus petites que I'excés de la pyramide DEFH
sur le solide Y. Qu'on cherche ces pyramides,
et qu’elles soient par cxemple DQRS, STVH,
les prismes restans de la pyramide DEFH seront
plus grands que le solide Y. Partagez sembla—
blement la pyramide ABCG en autant de par-
ties que la pyramide DEFH. La base ABG
sera & la base DEF comme les prismes de la
pyramide ABCG sont aux prismes de la pyra-
mide DEFH (prop.4.12); mais par suppo-
sition la base ABC est 3 la base DEF comme
la pyramide ABCG est au solide Y : donc la
pyramide ABCG est au solide Y-comme les
prismes de la pyramide ABCG sont aux prismes
de la pyramide DEFH, et en échangeant les
places des moyens, la pyramide ABCG est aux
prismes qu’elle renferme comme le solide Y est
aux prismes de la pyramide DEFH. Mais la
pyramide ABCG est plus grande que les prismes
qu'elle: renferme : donc le solide Y est plus
grand que les prismes que renferme la pyra-
mide DEFH; mais, au contraire, il est plus
petit; ce qui ne peut étre : done la bas¢ ABC
n’est point ala base DEF eomme la pyramide
- ABCG est & un solide quelconque plus petit que
la pyramide DEFH. Nous démontrerons sen~
blablementique la base DEF nlest point 4 la base
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ABC comme la pyramide DEFH est a un
solide quelconque plus petit que la pyramide
ABCG. Je dis enfin que la base ABC n’est
point 4 la base DEF comme la pyramide ABCH
est & un solide plus grand que la pyramide
DEFH; car supposons, si cela est possible,
que la base ABC soit & la base DEF comme la
pyramide ABCG est a un solide quelconque
plus grand que la pyramide DEFH et que ce
solide soit Y. En mettant les antécédens a la
place des conséquens et les conséquens i la
place des antécédens, la base DEF sera i la
base ABC comme le solide Y est i la pyramide
ABCG. Mais le solide Y est ala p'yramide ABCG
comme la pyramxde DEFH est a un solide
quelconque plus petit que la pyramide ABCG,

ainsi que cela a éié démontré : donc la base
DEF est 4 la base ABC comme la pyramide
DEFG est 4 un solide quelconque plus petit
que la pyramide ABCG, ce qui est absurde :.
donc la bhase ABC n’est point i la base DEF
comme la pyramide ABCG est 4 un solide quel-
conque plus grand que la pyramide DEFH.
Mais on a démontré que la base ABC n’est point
4 la base DEF comme la pyramide ABCG est
a un solide quelconque plus petit que la pyra-
mide DEFH : donc ]a base ABC est 4 la base
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DEF comme la pyramide ABCG est a la py-
ramide DEFH.

Donc les pyramides triangulaires qui ont
la méme hauteur sont entr’elles comme leurs
bases; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION VI
THEOREDME.

Les pyramides qui ont la méme hauteur et qui
ont des polygones pour bases sont entr’elles
comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
polygones ABCDE, FGHKL (fig. 209) et
. dont les sommets sont les points M, N aient la
méme hauteur : je dis que la base ABCDE est &
la base FGHKL comme la pyramide ABCDEM
est 2 la pyramide FGHKLN.

Partagez la base ABCDE en triangles et que
‘cas triangles soient ABC, ACD, ADE; par-
tagez aussi la base FGHKL en triangles et que
ces triangles soient FGH, FHK, FKL, et sup-
posons que chacun de ces triangles soit la base
d’une pyramide qui ait la méme hauteur que
les deux pyramides qu’on avoit d’abord. Puisque
le triangle ABC est au triangle ACD comme
la pyramide ABCM est a la pyramide ACDM
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(prop. 5.12), si Fon ajoute les conséquens
aux antécédens, le quadrilatére ABCD sera au
triangle ACD comnie la pyramide ABCDM est
a la pyramide ABCM (prop. 18.5); mais le
triangle ACD est au triangle ADE comme la
pyramide ACDM est i la pyramide ADEM:
donc la base ABCD sera a la base ADE comme
~la pyramide ABCDM est 2 la pyramide ADEM
(prop. 22.5) : donc en ajoutant les conséquens
aux antécédens, la base ABCDE sera i la base
ADE comme la pyramide ABCDEM est a la
pyramide ADEM. Par la méme raison, la base
FGHEKL est a la base FKL comme la pyra-
mide FGHKLN est 4 la pyramude FKLN; et
puisque ces deux pyramides triangulaires ont la
méme hauteur, la base ADE sera 2 labase FKL
comme la pyramide ADEM est 2 la pyramide

- FKLN : donc puisque la base ABCDE est a
la base ADE comme la pyramide ABCEM est
a la pyramide ADEM, et que la base ADE est
a la base FKL comme la pyramide ADEM est
4 la pyramide FKLN, la base ABCDE sera la
base FKL comme la pyramide ABCDEM est
a la pyramide FKLN (prop. 22.5); mais la
base FKL est a labase FGHKL comme la py-
ramide FKLN est 4 la pyramide FGHKLN :
donc la base ABCDE est a la base FGHKL
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comme la pyramide ABCDEM est a la pyra—
mide FGHKLM.

Donc les pyramides qui ont la méme hau-
teur et dont les bases sont des polygones sont
entr'elles comme leurs bases; ce qu'il falloit
‘démontrer. -

PROPOSITION VIL
THEOREME.

Tout prisme triangulaire peut se diviser en trois
pyramides triangulaires égales entr’elles.

Soit un prisme dont la base soit le triangle
ABC opposé au triangle DEF (fig. 210) : je
dis que le prisme ABCDEF peut éire partagé
en trois pyramides triangulaires égales entre
elles.

Menez les droites BD, EC, CD. Puisque
la figure ABED est un parallélogramme dont
BD est la diagonale, le triangle ABD sera égal ,

“au triangle EDB (prop. 34. 1) : donc la pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale a la pyramide qui
a pour base le triangle EDB et pour sommet le
point C (prop. 5.h2); mais la pyramide qui a
pour base le triangle EDB et pour sommet le
point C est égale a la pyramide qui a pour base
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le triangle EBC et pour sommet le pomnt D,
car elles sont comprises dans les mémes plans:
donc la pyramide qui a pour base le triangle
ABD et pour sommet le point C est égale a la
pyramide qui a pour base le triangle EBC et
pour sommet le point D. De plus, puisque la
figure FEBE est un parallélogramme qui a pour
diagonale la droite CE, le triangle ECF est égal
au triang]e CBE (prop. 34. 1) : donc la pyra-
mide, qui a pour base le triangle BEC et pour
sommet le point D est egale ala pyramlde qui
a pour base le tnangle ECF et pour sommet
le pomtD(prop 5.11). Maisona  démontré que
la pyramide. qui a pour | base le tnangle BCE et
pour sommgt | le point D est, égale 4 la pyra-
mide qui a pour base le tnangle ABD et pour
sommet le point C : donc la pyramide guia pour
base le triangle CEF et pour sommet le point D
est égale & la pyramide qui a pour base le trian-
gle ABD et pour sommet le point C : donc le
prisme ABCDEF a été partagé en trois pyra-
inides triangulaires 'égales entr’elles. La pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale 4 la pyramide qui
a pour base le triangle CAB et pour. sommet
le point D, car ces pyramides sont comprises
sous les mémes plans ; mais-on a démontré que
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la pyramide quia pour base le triangle ABD et
pour sommet le point C est la troisiéme partie
du prisme qui a pour base le triangle ABC op-
posé au triangle DEF : donc la pyramide qui a
pour base le triangle ABC et pour sommet le
point D est la troisiéme partie d’un prisme qui
a la méme base , savoir, le triangle ABC opposé
au triangle DEF; ce qu'il falloit démeontrer.

COROLLATRE, ‘

11 suit manifestement de 12 que-toute pyra-
mide est la troisiéme partic d’'un prisme qui a
Ia méme base et la méme hauteur ; car une des
- bases du prisme étant une figare rectiligne quel-
conque, la base opposée sera une figure égale
et semblable , et ce prisme pourra étre divisé en
prismes qui auront des bases triangulaires et
dont les bases opposées séront des riangles.

PROPOSITION VIIL
 rEfoREME
Les pyramides semblables qui ont des bases _trian{
gulaires sont entr’elles en raison triplée de leurs
cdtés homologues.

Soient deux pyramides semblables ‘et sem~
blablement placées qui aient pour bases:les
‘triangles ABC, DEF(fig. 211) et pour sommets
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les pointsG, H : je dis que les pyramides ABCG, .
DEFH sont entr’elles en raison triplée des cotés
BC, EF. |
Achevez les parallélipipédes BGML, EHQP.
Puisque la pyramide ABCG est semblable 4 la
pyramide DEFH, 'angle ABC sera égal 4 I'an-
gle DEF (déf. g. 11), I'angle GBC égal i I'an-
gle HEF, l'angle ABG égal a l'angle DEH et
AB sera 3 DE comme BC est a EF et comme
BG est 2 EH : donc, puisque AB est 3 DE
comme BC est 3 EF et que les cotés placés
autour d’angles égaux sont proportionnels, le.
parallélogramme BM sera. semblable au paral-
lélogramme EQ. Par la méme raison , le paral-
lélogramme BN sera semblable au parallélo-
gramme ER et le parallélogramme BK sembla-
ble au parallélogramme EO : donc les trois pa-
rallélogrammes BM, KB, BN sont semblables
aux trois parallélogrammes EQ, EO , ER ; mais
les trois parallélogrammes MB, BK, BN sont
égaux et semblables aux trois parallélogrammes
opposés et les trois parallélogrammes EQ, EO,
ER sont aussi égaux et semblables aux trois
parallélogrammes opposés (prop. 24. 11)): done
les parallélipipédes BGML, EHQP sont eom-
pris dans des plans semblables et égaux en nom-
bre : donc le parallélipipéde BGML est sem-
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blable au parallélipipéde ERQP (déf. 9. 11).
Mais les parallélipipédes semblables sont entre
eux en raison triplée de leurs c6tés homologues
(pr.33.11): donc les parallélipipédes BGMH,
EHQP sont enir'eux en raison triplée des
c6tés homologues BC, EF; mais le paralléhi-
pipéde BGML est au parallélipipéde EHQP
comme la pyramide ABCG est 4 la pyramde
DEFO (prop.15.5), car une pyramide est la
sixiéme partie d’'un parallélipipéde , puisqu’un
prisme triangulaire qui est la moitié d’un paral-
lelipipede est triple d’une pyramide : donc les
pyl amides AB CG, DEFH sont entr’elles en
raison triplée des cités BC EF; ce qu'il falloit
demont.rer ’

COROLLATIRE.

De la il suit évidemment que les pyramides
semblables qui ont des polygones pour bases
sont entr’elles en raison triplée de leurs cétés
homologues ; car ces pyramides peuvent étre
divisées en pyramides triangulaires, puisque les
polygones semblables qui sont les bases de ces
pyramides peuvent étre divisés en un méme
nombre de tr 1angles semblables enti’eux et pro-
portionnels a ces polygones doncume des pyra-
mides triangulaires contenue dans la premiére
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pyramide est a une autre des pyramides triangu-
laires contenue dansla seconde pyramide comme
la somme de toutes les pyramides triangulaires
contenues dans la premiére pyramide est & la
somme de toutes les pyramides triangulaires
contenues dans Pautre pyramide, c’est-a-dire
comme une des pyramides qui a pour base un
polygone est & Pautre pyramide qui a aussi pour
base un polygone. Mais les pyramides triangu-
laires semblables sont entr’elles en raison tri-
plée de leurs c6tés homologues : donc les pyra-
mides semblables qui ont pour bases des poly-
gones sont enir’elles en raison triplée de leurs
c6tés homologues.

PROPOSITION IX.
THEOREME.

Les bases des pyramides. égales qui ont des bases
triangulaires sont réciproquement proportion-
nelles aux hauteurs de ces pyramides ; et les
pyramides triangulaires qui ont des bases réci-
proguement proportionnelles & leurs hauteurs
sont égalesentr’ elles. .

" Soient deux :pyramides égales qui aient les
bases triangulaires ABC, DEF (fig. 212) et dont
1es sommets soient les pomts G; H : je dis que

Cc
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les bases des pyramides ABCG, DEFH sont récie
proquement proportionnelles aux hauteurs de
ces pyramides, c’est-a-dire que la base ABC est
& la base DEF comme la hauteut de la pyra-
mide DEFH est & la bauteur de la pyramide
ABCG.

Achevez les parallélipipédes BGML , EHQP.
Puisque {a pyramide ABCG est égale a la py-
ramide DEFH, que le parallélipipéde BGML
est sextuple de la pyramide ABCG et que le
parallélipipéde EHQP est aussi sextuple de la
‘pyramide DEFH, le parallélipipéde BGML
sera égal au paralléhipipéde EHQP (pr.15.5).
Mais les bases des parallélipipédes égaux sont
réciproquement proportionnelles aux hauteurs
de ces parallélipipédes (prop. 34. 11) : donc la
base BM est 4 la base EQ comme la hauteur du
parallélipipede EHQP est & la hauteur du pa-
rallélipipéde BGML. Mais la base BM est 4 Ia
base EQ comme le triangle ABC est au triangle
DEF : donc le triangle ABC est au triangle DEF
comme la hauteur du parallélipipéde EHQP
est & la hauteur du parallélipipéde BGML. Mais
la hauteur du parallélipipéde EHQP est la
méme que la hauteur de la pyramide DEFH,
et Ja hauteur du parallélipipéde BGML est la
méme que la hauteur de la pyramide ABCG :
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donc la base ABC est a la base DEF comme
1a hauteur de la pyramide DEFH estala hauteur
de la pyramide ABCG : donc les bases des py-
ramides ABCG, DEFH sont réciproquement
proportionnelles a leurs hauteurs.

Si les bases des pyramides ABCG, DEFH
sont réciproquement proportionnelles a leurs
hauteurs, c’est-a-dire que si la base ABC est a
la base DEF comme la hauteur de la pyramide
DEFH est i la hauteur de la pyramide ABCG :
je dis que la pyramide ABCG sera égale i la
pyramide DEFH.

Faites la méme construction. Pmsque la base
ABC est 4 la base DEF comme la hauteur de
la pyramide DEFH est & la hauteur de la py~
ramide ABCG et que la base ABC est 4 la base
DEF comme le parallélogramme BM est au
parallélogramme EQ, le parallélogramme BM
sera au parallélogramme EQ comme la hauteur
de la pyramide DEF H est a la hauteur de la
pyramide ABCG. Mais la hauteur de la pyra-
mide DEFH est la méme que la hauteur du
parallélipipede EHQP, et la hauteur de la py-
ramide ABCG est la méme que la hauteur du
parallélipipéde BGML : donc la base BM est
i la base EQ comme la hauteur du parallélipi«
péde EHQP est i la hauteur du parallélipipéde

2
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BGML; mais les parallélipipédes qui ont leurs
bases réciproquement proportionnelles i leurs
hauteurs sont égaux entr’eux (pr.34.11):donc
le parallélipipéde BGML est égal au parallé-
lipipéde EHQP. Mais la pyramide ABCG est
la sixiéme partie du parallélipipéde BGML et
- la pyramide DEF H est aussi la sixiéme parue
du parallélipipéde EHQP : donc Ia pyramide
ABCG est égale a la pyramide DEFH.

Donc les bases des pyramdes égales qui ont
des bases triangulaires sont réciproquement
proportionnelles aux hauteurs de ces pyra-
mides; et les pyramides triangulaires qui ont
des bases réciproquement proportionnelles &
leurs hauteurs sont égales entr’elles ; ce qu'il
falloit démontrer.

PR‘OPOSITION X.
THEOR ﬁ\m E.
Un cone est la troisiéme partie d’un cylindre qui
a la méme base et une hauteur égale.

Qu'un céne ait la méme base qu'un cylindre,
savoir, le cercle ABCD (fig. 213) et une hau~
teur égale : je dis que ce céne est Ia troisiéme
partie de ce cylindre. '

‘Car sile cylindre n’est pasle triple du céne, 1l
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sera plus 'grand que le triple ou plus petit; sup-
posons d'abord qu’il soit plus grand que le tri-
ple. Décrivez dans le cercle ABCD le quarré
ABCD; le quarré ABCD sera plus grand que la
moité du cercle ABCD. Sur le quarré ABCD
élevez un prisme qm ait la méme hauteur que
le cylmdre ce prisme sera plus grand que la
moitié du cylindre ; parce que si 'on circons~
crit un quarré au cercle ABCD, le quarré ins-
crit sera la moitié du qtiarré' circonscrit ; mais
les parallehpipcdes , cest—a-dire les prlsmes
élevés sur ces bases ont la méme hauteur :
douc ces prismes sont entr’eux commé leurs
bases : dorié'ie" prisme élevé sur le quarré ABCD
est ld moitié din prisine elevé sur le quarré cir-
conscrit au cercle ABC D ; mais le cvlmdre est
plus petit que le prisme élevé sur le quarré cir-
conserit au cercle ABC D : donc le prisme élevé
sur le quarré ABCD), qui a une hauteur égale a
celle du cylindre, est plus grand que la moitié
du cylindre. Partagez les arcs AB, BC, CD,DA
en deux parties égales aux poiﬁts’ E,F,G,H,
et menez les droites AE, EB, BF,FC, CG,
GD, DH, HA; chacun des triangles AEB,
BFC, CGD, DHA sera plus grand que le demi-
segment du cercle ‘o1 il est placé, comme nous
Pavons démontré plus haut (prop. 2. 12); sur

3
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“chacun de ces triangles élevons des prismes qui
atent une hauteur égale i celle du cylindre;
ehacun de ces. prismes sera plus grand que la
moitié du segment respectif du cylindre, parce
que si par, les ponts E, F, G, H on méne des
parqlléles aux droites AB, BC, CD, DA, et s
sur,les droites AB, BG, C D, DA et si entre ces
pa; alleles on construit des parallelogrammes sur
lesquels on éléve des parallélipipedes qui aiext
la méme hauteur que le cylindre, les prismes
qui auront pour bases les tnangles AEB,BFC,
CGP DHA seront les moitiés de chacun de
ces parallélipipédes. Mais les segmens du cyln-
dre sont plus petits que ces parallélipipédes :
dono les prismes qui ont pour basesles triangles
AEB, BFC;, CGD, DHA sont:plus grands que les
moitiés des segmens respectifs du cylindre. Par-
tageons les arcs restans en deux parties égales,
joignons leurs extrémités par des droites, sur
chacun de ces triangles élevons des prismes qui
aient la méme hauteur que le cylindre, et con-
tinuons de faire la méme chose jusqu’a ce qu’il
reste certains segmens du cylindre qu soient
plus petits que I'exceés du cylindre sur le triple
du céne (prop. 1. 10). Supposons que les seg-
mens restans du cylindre soient AE, EB, BT,

. FC, CG, GD, DH, HA; il est évident que le
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prisme restant qui a pour base le polygone
AEBF CGDH et qui a la méme hauteur que le
cylindre sera plus grand que le triple du céne;
mais le prisme qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a la méme hauteur que
le cylindre, est triple de la pyramide qui a pour
base le polygone AEBFCGDH et qui a le
méme sommet que le céne (prop.7.12):
donc la pyramide qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a le méme sommet que
le coéne est plus grande que le céne qui a pour.
base le cercle ABCD; mais au contraire la py-
ramide est plus petite, car le cone comprend la
pyramide ; ce qui est impossible : donc le cylin-
dre n’est pas plus grand que le triple du céne. |,

Je dis 4 présent que le cylindre n’est pas plug
petit que le triple du céne; car s’il pouvoit arris
ver que le cylindre fit moindre que le triple
du céne, le cone seroit plus grand que la troi-
siéme partie du cylindre. Dans le cercle ABCD
déerivons le quarré ABCD; le quarré ABCD
sera plus grand que la moitié du cercle ABCD.
Sur le quarré ABCD élevez une pyramide qui
ait le méme sommet que le céne, cette pyra-
mide sera plus grande que la moitié du céne ;
parce que si nOus CIrconscrivons un quarré au
cercle ABCD, le quarré ABCD sera la moitié

4



' 408 ELEMENS

. du quarré circonserit i ce cercle, ainsi que nous
Favons démontré ; et si sur ces quarrés nous
élevons des paralléhipipédes , c’est-a-dire des
prismes, celui qui sera élevé sur le quarré ins-
crit dans le cercle sera la moitié du prisme élevé

. surle quarré circonscrit, car ces paralléhipipédes
sont entr’eux comme leurs bases (prop. 32. 11);
mais leurs troisiémes parties sont aussi entre
elles comme leurs bases : donc la pyramide
qui a pour base le quarré ABCD est la moitié
de la pyramide qui a pour base le quarré cir-
conscrit au cercle. Mais la pyramide élevée
sur le quarré circonscrit au cercle est plus
grande que le céne, car elle le comprend :
donc la pyramide qui a pour base le quarré
ABCD et qui a le méme sommet que le cone
est plus grand que la moitié du céne. Par-
tagez les arcs AB, BC, CD, DA en deux par-
ties égales aux points E, F, G, H, et menez les
droites AE, EB, BF, FC,CG, GD, DH, HA.
Chacun des triangles AEB, BFC, CGD, DHA
sera plus grand que la moitié du segment res-
pectif du cercle ABCD; sur chacun des trian-
gles AEB, BFC, CHD, DHA élevez des py-
ramides qui aient le méme sommet que le céne;
chacune de ces pyramides sera plus grande que
la moitié du segment respectif du céne. Par-



DEUCLIDE. 409
tageons les arcs restans en deux parties égales,
et joignons leurs extrémités par des droites; sur
chacun de ces triangles élevons une pyramide
qui ait le méme sommet que le céne et conti~
nmuons de faire la méme chose il restera enfin
certaines portions de céne qui seront moindres
que I'excés du cone sur la troisiéme partie du
cylindre ( prop. 1.10). Qu’on ait ces portions
restantes du cone et qu'elles soient celles qui
ont pour bases les segmens AE, EB, BF,
FC,CG, GD, DH, HA. La pyramide res-
tante qui a pour base le polygone AEBFCGDH
et qui a2 le méme sommet gue le cone est plus
grande que la troisiéme partie du cylindre.
Mais la pyramide qui a pour:base le polygone
AEBFCGDH et qui a le méme sommet que
le cone, est la troisiéme partie du prisme qui
a pour base le polygone AEBFCGDH et qui
a la méme hauteur que le cylindre (pr.7.12):
donc le prisme qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a la méme hauteur que le
cylindre est plus grand que le cylindre qui a
pour base le cercle ABCD; mais le prisme est
au contraire plus petit que le cylindre, car le
cylindre comprend ce prisme ; ce qui est impos-
sible : donc le cylindre n’est pas plus petit que
le triple du céne; mais on a démontré qu'il
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n’est pas plus grand que le triple : donc le cy-
hindre est le triple du céne et par conséquent
le céne est la troisiéme partie du cylindre.

Donc un céne est la troisiéme partie d’'un
cylindre qui a la méme base et une hauteur
égale ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI.

THEOREME,

Les cdnes et les cylindres qui ont la méme hauteur
sont entr'eux comme leurs bases.

Que les cones et les cylindres dont les bases
sont les cercles ABCD, EFGH (fig. 214),
dont les axes sont les droites KL, MN, et dont
les diamétres des bases sont les droites AC, EG
alent l]a méme hauteur : je dis que le cercle
ABCD sera au cercle EFGH comme le cone
AL est au céne EN.

Car si cela n’est point, le cercle AB CD sera
au cercle EFGH comme le céne AL sera a un
solide quelconque plus petit ou plus grand que
le come EN. Que le cercle ABCD soit d’abord
au cercle EFGH comme le cone AL est au
solide plus petit que le cone EN; que ce solide
soit O, et que I'excés du cone EN sur le solide
O soit égal au solide Z, le céne EN sera égal aux
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solides O, Z. Dans le cercle EFGH décrivons le
quarré EFGH ; ce quarré sera plus grand que la
moitié de ce cercle. Sur le quarré EFGH élevons
une pyramide qui ait la méme hauteur que le
cone. Cette pyramide sera plus grande que la
moitié du cdne ; car si nous décrivons un quarré
autour du cercle EFGH, et si sur ce quarré nous
élevons une pyramide qui ait la méme hauteur
que le céne, la pyramide inscrite sera la moitué
de la pyramide circonscrite , parce que ces py-
ramides sont comme leurs bases (prop.6. 12};
mais le cdne est plus petit que la pyramide cir-
conscrite : donc la pyramide qui a pour base le
quarré EF GH et qui a le méme sommet que le
odne est plus grande que la moitié du céne. Par-
tageons les ares EF, FG, GH, HE en deux parties
égales aux points P, Q, R, S, et menons les
droites HP, PE, EQ, QF, FR, RG, GS, SH;
chacun des triangles HPE, EQF, FRG, GSH
sera plus grand que la moitié du segment respec-
uf du cercle. Sur chacun des triangles HPE,
EQF, FRG, GSH élevons une pyramide qui ait
la méme hauteur que le céne; chacune de ces
pyramides sera plus grande que la moitié du seg-
ment respectif du céne. Si donc nous partageons
en deux parties égales les arcs restans et si nous
joignons les extrémités de ces arcs par des
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droites , et si sur chacun des triangles nous
élevons des pyramides qui aient la méme hau-
teur que le c6ne, et si nous continuons de faire
la méme chose, il restera enfin certains seg-
mens du céne qui seront plus petits que le
solide Z (pr. 1. 10). Supposons que I'on ait ces
segmens,et que ces segmens soient ceux qui ont
pour bases les segmens circulaires HP, PE, EQ,
QF, FR, RG, GS, SH. La pyramide restante
qui a pour base le polygone HPEQFRGS et qui
a la méme hauteur que le cone sera plus grande
que le solide O. Dans le cercle ABCD décrivons
un polygone DTAVBXCY qui soit semblable
au polygone HPEQF RGS ‘et semblablement
placé, et sur le polygone DTAVBXCY élevons
une pyramide qui ait la méme hauteur que le
céne AL. Puisque le quarré de AC est au quarré
de EG comme le polygone DTAVBXCY est au
polygone HPEQFRGS (pr.20.6,pr.1.12), et
que le quarré de AC est au quarré de EG comme
le cercle ABCD est au cercle EFGH (pr:2.12),
le cercle ABCD sera au cercle EF GH comme
le polygone DTAVBXCY est au polygone
HPEQFRGS (prop. 11.5). Mais par suppo-
sition le cercle ABCD est au cercle EFGH
comme le céne AL est au solide O, et le poly—
gone DTAVBXCY est au polygone HPEQFRGS
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comme la pyramide qui a pour base le polygone
DTAVBXCY et pour sommet le point L estila
pyramide quia pour base le polygone HPEQFGS
et pour sommet le point N (prop.6. 12) : done
le céne AL est au solide O comme la pyramide
qui a pour base le polygone DTAVBXCY et
pour sommet le point L est 4 la pyramide qui
a pour base le polygone HPEQFRGS et pour
sommet le pomt N : donc en échangeant les
plans des moyens, le cone AL est & la pyra-
mide qui lul est inscrite comme le solide O
est 3 la pyramide inscrite dans le céne EN.
Mais le cone AL est plus grand que la pyra-
mide qui lui est inscrite : donc le solide O est
plus grand que la pyramide qui est inscrite dans
le cé6ne EN ; mais le solide O est au contraire
plus petit que la pyramide inscrite dans le cdne
EN, ce qui est une absurdité : donc le cercle
ABCD n’est point au cercle EFGH comme le
céne AL est a un solide quelconque plus petit
que le cone EN. On démontrera semblable-
ment que le cercle EF GH n’est point au cer-
cle ABCD comme le céne EN est a un solide
quelconque plus petit que le céne AL.

Je disa présent que le cercle ABCD n’est point
au cercle EFGH comme le céne AL est 3 un

solide quelconque plus grand que le ¢c6ne EN.
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Supposons que cela soit possible et que le cer=
cle ABCD soit au cercle EFGH comme le
céne AL est a un solide plus grand que le cone
EN et que ce solide soit O. Mettons les con-
séquens 4 la place des antécédens et les antécé-
dens 4 la place des conséquens, le cercle EFGH
sera au cercle ABCD comme le solide O est au
cone AL. Mais le solide O est au cone AL
comme le cone EN est 4 un solide quelcon-
que plus petit que le céne AL : donc le cercle
EFGH est au cercle ABCD comme le céne
EN est a un solide plus petit que le cone AL;
ce que nous avons démontré impossible : donc
le cercle ABCD n’est point au cercle EFGH
comme le céne AL est & un solide quelconque
plus grand que le céne EN. Mais on a démon-
tré que le cercle ABCD n’est point au cercle
EFGH comme le céne AL est i un solide plus
petit que le céne EN : donc le cercle ABCD
est au cercle EFGH comme le cone AL est
au céne EN. Mais un céne est 3 un cone comme
un cylindre est 3 un cylindre, car un cylindre
est le wriple d’un céne (prop. r0. 12) : donc
les cercles ABCD, EFGH sont entr’eux comme
les cylindres qui ont ces cercles pour bases et
qui ont des hauteurs égales a celles des cones.

, Donc les cones et les cylindres qui ont la
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méme hautear sont entr’eux comme leurs bases ;
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XII.
THEOREME.

Les cénes et cylindres semblables sont entr’eur
en raison triplée des diamétres de leurs bases.

Que les cones et les cylindres qui ont pour
bases les cercles ABCD, EFGH (fig. 215),
pour diamétres de leurs bases les droites BD,
FH et pour axes les droites KL, MN soiént
semblables entr’eux : je dis que le céne qui a
pour base le cercle ABCD et pour sommet le
point L, est au céne qui a pour base le cercle
EFGH et pour sommet le point N en raison
triplée de BD a FH.

Car si le cone ABCDL n’est pomt au céne
EFGHN en raison triplée du diamétre BD au
diamétre FH, le cone ABCDL sera 4 un solide
quelconque plus grand ou plus petit que le
céne EFGHN en raison triplée du diamétre
BD au diamétre FH. Supposons d’abord que
le.cone ABCDL soit a un solide O plus petit que
le céone EFGHN en raison triplée du diamétre
AD au diamétre FH; dans le cercle EFGH
décrivons le quarré EF G H; le quarré EFGH
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sera plus petit que la moitié du cercle EFGH.
Ensuite sur le quarré EF GH é€levez une pyra-
mide qui ait la méme hauteur que le céne;
cette pyramide sera plus grande que la moitié
du céne. Partagez les arcs EF, FG, GH, HE
en deux parties égales aux ponts P, Q, R, S,
et menez les droites EP, PF, FQ, QG, GR,
RH, HS, SE; chacun des triangles EPF,
FQG, GRH, HSE sera plus grand que la
moitié du segment respectif du cercle EFGH.
Sur chacun de ces triangles élevez des pyra-
mides qui aient le méme sommet que le céne;
chacune de ces pyramides sera plus grande que
Ia moitié du segment respeetif du céne. Si nous
partageons les arcs restans en deux parties
égales , si nous joignons les extrémités de ces
arcs par des draites et st nous élevons sur cha-
cun de ccs triangles des pyramides qui aient le
méme sommet que le cone et si nous conti-
nuons de faire la méme chose, il restera enfin
certains segmens de céne qui seront plus petits
que I'excés du cone EFGHN sur le solide O
(prop. 1. 10). Supposons que 'on ait ces seg-
mens , que Ces segmens solent ceux qui sont
élevés sur les segmens circulairrs EP, PF, FQ,
QG, GR,RH, HS, SE, la pyramide restante
qui a pour base le polygone EPFQGRHS et
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pour sommet le point N sera plus grande que
Ie solide O; dans le cercle ABCD décrivez un
polygone ATBVCXDY qui soit semblable an
polygone EPFQGRHS et semblablement placé.
Sur le polygone ATBVCXDY élevez une py-
ramide qui ait le méme sommet que le cone;
que LBT soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
ATBVCXDY et dont le sommet est le point L,
que NFP soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
EPFQGRHS et dont le sommet cst le point
N, et enfin menez les droites KT, MP. Puis-
que le cone ABCDL est semblable au céne
EFGHN, la droite BD sera 4 1a droite FH
comme l'axe KL est aPaxe MN (déf. 24. 11);
mais BD est 2 FH comme BK esta FM : done
BK est a FM comme KL est 4 MN : donc en
échangeant les plans des moyens, BK seraa KL
comme FM est 3 MN. Mais les angles BKL,
FMN sont égaux parce qu’ils sont droits , et ces
angles égaux sont compris par des c6tés propor-
tionnels : donc le triangle BKL est semblable au
triangle FMN (prop. 6.6). De plus, puisque
la droite BK est a la droite KT comme la droite
FM est a la droite MP et que cés droites com-~
prenncnt les angles égaux BKT, FMP, car la

Dd
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portion des quatre angles droits placés an een-
tre H que comprend I'angle BKT est la méme
portion des quatre angles droits placés au een-
tre M que comprend I'angle FMP : donc puis-
que les cotés qui comprennent les angles égaux
BKC, FMP sont proportionnels, le triangle
BKT est semblable au triangle FMP (prop.6.6).
De plus, puisqu’on a démontré que BK est 3
KL comme FM est 4 MN, et & cause que BK
est égal 3 KT et FM égal 4 MP, la.droite KT
sera i la droite KL comme PM est 2 MN. Mais
les c6tés qui comprennent les angles droits
TKL, PMN sont proportionnels : donc le
triangle LKT est semblable au triangle NMP.
Mais & cause de la similitude des triangles
BKL, FMN la droite LB est a la droite BK
comme la droite NF est & la droite FM, et
a cause de la similitude des triangles BKT,
FMP la droite KB est a la droite BT comme
la droite M F est a la droite FP: donc Ia droite
LB est a la droite BT comme la droite NF est &
la droite FP (prop. 22.5). De plus, a cause
de la similitude des triangles LTK, NPM la
droite LT esta la droite TK comme la droite
NP est a ladroite PM, et a cause de la simi-
litude des triangles KBT, PMF la droite KT
est i la droite TB comme la droite MP est i la
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droite PF : donc la droite LT sera a la droite
TB comme la droite NP est a ladroite PF. Mais
on a démontré que TB est & BL comme PF est
AFN:doncTL esta LB commePNesta NF:
_ donc les cotés des triangles LTB, NPF sont
proportionnels : donc les triangles LTB, NPF
sont équiangles et par conséquent semblables
entr’eux {prop. 5.6) : donc la pyramide qui a
pour base le triangle BKT et pour sommet le
point L est semblable a la pyramide qui a pour
base le triangle FMP et pour sommet le point N
(déf. 9. 11); car ces deux pyramides sont com-~
prises sous des plans semblables et égaux en
nombre ; mais les pyramides semblables qui ont
des bases triangulaires sont entr’elles en raison
triplée de leurs cétés homologues (prop. 8. 12):
donc les pyramides BKTL, FMPN sont entre
elles. en raison triplée des droites BK, FM. 6i
nous menons des droites des points A, Y, D,
X, C, Vau point K et des points E, S, H, R,
G, Q au point M, et si sur les triangles que ces
droites forment avec les c6tés des polygones
inscrits nous élevons des pyramides qui aient
ies mémes sommets que le cne, nous démon-
trerons semblablement que chaque pyramide
du polygone ATBVCXDY est i chaque pyra-
mide dupolygone EPFQGRHS en raison triplée

2
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du o6té BK au cété homologue F M, c’ést-a-dire
du diamétre BD au diamétre FH. Mais un seul
des antdcédens est 3 un seul des conséquens
comme tous les antécédens sont 4 tous les con-
séquens (prop. 12.5): donc la pyramide BKTL
est a la pyramide FMPN comme la pyramide
totale qui a pour base le polygone ATBVCXDY
et pour sommet le point L est 2 lapyramide totale
qui a pour base le polygone EPFQGRHS et
pour sorrmet le point N : donc la pyramide quia
pourbasele polygone ATBVXDY etpoursommet
Je point L est a la pyramide qui a pour base le
polygone EPFQGRHS en raison triplée du dia-
métre BD au diamétre F H. Mais on a supposé
que le cone qui a pour base le cercle ABCD
et pour sommet le point L est au sohde O en
raison triplée de BD 3 FH : donc le céne qui
a pour base le cercle ABUD et pour sommet
Ié point L est au solide O comme la pyramide
qui a pour base le polygone ATBVCXDY et
pour sommet le point L est & la pyramide qui
a pour base le polygone EPFQGRHS et pour
sommet le pomnt N : donc, en échangeant les
places des moyens (prop. 16. 5), le céne qui
a pour base le cercle ABCD et pour sommet
le point L est & la pyramide qui a pour base le
polygone ATBVCXDY et pour sommet le
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point N comme le solide O est i la pyramide.
qui a pour base le leygonc’E;P FQGRHS et.
pour sommet le. point :N.. Mais le eéne qui a

pour, base le cercle ABCD et pour sommet le
point. L est plus grandi que la pyramide ins-
¢rite; gar e cong la comprend : douic le solide O
o3t plus guangl que lo pyramide qui a pour base
le ,pqugonmE,PF QG}}HS et pou{ sommet la.
paint I¥; mais) au conyraire e’ sohde est phry
Pet ﬂue)cette pymnu#, eg qui est impossible:,
dcmc lg cone qui. a pour base. fe cgrele ABCIx
et pour :sommet lg poant, L. n'est, pm &un
solide ‘queleonque plps petit que.te cdpe qui
a pour base le cgrele EF GHi et powr, sommet,
le point, N eniyaison triplée.de, BD.4 FH.
Nous démontrerpns.semhlablement que le g6ne
EFGHN n’est.point i an, solide. quelconque
plus petit que le cone ABCDL en raisqn friplée,
de FHa BD. J¢ dis.enfip quele.céne ABCDH
w’est point i un.solide qpelgopgne. plus grand
qﬁe le cone EFGHN en raison, p;iplée de B
a FH; car s'il peut argiver que Je cdne ABC DT,
soit A yn. sphdg Q. plus grand gue le céne
ERGHN, .en, rajson triplée. de. BD, 3 FH,en
mettant les canséquens, & Ja. place. dgs. ame..
cédens et les antécédens 3 la place aes consé-
quens, le solide O sera an cone ABCDL
‘3
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eni raison triplée de FH 4 BD. Mais le solide O
ést au cbne ABCDL comme }e eéne EFGHN
est 3 un solide plus petit que le céne ABCDL:
done le' céne EFGHN ‘est ‘2 un-solide quel-
conque plus petit que le cone’ABCDL en rai~
son triplée de FH 4 BD ,‘ce qui a été démonuré
impessible : donc le céne ABCD'L west poi'nt
A b solide quelconque plus grand: que le céne
EFGHN en raison triplée de’BD 2 FH: Mai
otila démontré: que le cone ABC DL 1 est: point
1'un’sblide quelconqhé’ plas: petityue le edne
EFGHN en raison-tripke dé BD A FPH i done
le¢éte" ABC DL est au céme EFGHN en
raisont‘triplée de BD ) ¥H; tdis un céne est 5.
un Autré: coe cOmme uh- cylmdre est Fiun
autre cyhndre car tith! tylin(.‘lrb qui a ]a niémé
base’ qu un céné'ét unk hautear égale est trnplé
e ce'clitic’; pmsrfu‘on a demomre qu’un ‘cind
ést'la t{'ofﬁ&'m%‘ paﬂié du cy lindre” ' qui a Ta
méme bass ét tihe’ Hanteur ega]e (prop-11.12):
aonc ‘ces cylmdi ¥5"sbrnblables 'sont émr eux en
rarson ‘Wiplée des Yroites ED! 'FH. :
Donc les. boné’s et-les c)’]mdres sémblables
sont entr’euf en ‘titisott tFiplée des dxanfetred des
bases ;“ce qu’ 1] falloit demontrei- vl unom
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. PROPOSITION XIIL
THEOREME.

Si un cylindre est coupé par‘un plan pathﬁélé
. -aux plans opposés, lun de ces gylindres sera

a lautre cylindre comme Paxe du premzer est
_ alaxe du second.

" Que le cylindre AD (fig.216) soit coupé par
un plan GH paralléle aux plans opposés AB,
CD, et que ce plan rencontre 'axe EF au point
K: je dis que le cylmdre BG est au cylmdre
GD comme l'axe EK est 4 'axe KF.

: Prolopgez de part et d'autre I'axe EF vers
lés points L, M, et prenez autant de droites.que
vous voudrez EN, NL égales chacune a I'axe
EK; prenez aussi autant de droites que vouis
voudrez FO, OM égales chacune a I'axe F.K3
par les points L, N, O, M conduisez des plans
paralléles aux plans AB, CD, et dans les plans
qui passent par les points L, N, O, M et
autour des centres L, N, O, M imaginez des
cercles PQ, RS, TV, XY égaux aux cercles
AB, CD; imaginez ensuite les cylindres QR,
RB, DT, TY. Puisque les axes LN, NE,
EK sont égaux entr’eux, les cylindres QR,
RB, BG seront entr’eux comme leurs bases

4
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(prop. 11.13); mais les bases sont égales : done
les cylindres QR, RB, BG sont égaux entre
eux. Puisque les axes LN, NE, EK sont égaux
entr'eux , que les cylindres QR, RB, BG sont
aussi égaux entr'eux et que le nombre des
axes LN, NF, EK est égal au nombre des
cylindres QR, RB, BG, l'axe KL sera mul-
tiple de I'axe EK autant de fois que le cy-
lindre QG est multiple du cylindre GB. Parla
méme raison , I'axe MK est muliiple de l'axe
KF autant de fois que le cylindre YG est mul-
tiple du cylindre GD. Si Paxe KL est égal
a I'axe KM, le cylindre QG sera égal au cylin-
dre GY; si I'axe KL est plus grand que l'axe
KM, le cylindre QG sera plus grand que le
cylindre GY, et si I'axe KL est plus petit que
Iaxe KM, le - eylindre QG sera plus petit que
le cylindre GY. On a donc quatre quantités,
savoir, les axes EK, KF et les cylindres BG,
GD, et 'on a pris des équimultiples de I'axe
EK et du cylindre BG, savoir, Faxe KL et le
cylindre QG ; on a pris aussi des équimultiples
de I'axe KF et du cylindre GD, savoir, 'axe
KM et le cylindre GY; on a démontré aussi
que si I'axe KL surpasse I'axe KM, le cylin-
dre QG surpasserale cylindre GY, que st 'axe
KL est égal a 'axe KM, le cylindre QG sera
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égal an cylindre GY, et que si 'axe KL est plus
petit que I'axe KM, le cylindre KM sera plus
petit que le cylindre GY : donc I'axe EK est a
I'axe KF comme le cylindre BG est au cylindre
GD (déf. 4.5); ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XI1V.

THEOREME.

Les cdnes et les cylindres qui ont des bases égales
sont entr’eux comme leurs hauteurs.

Que les cylindres FD, EB (fig. 217) aient
des bases égales AB, CD : je dis que le cylin-
dre EB est au cylindre FD comme laxe GH
est a I'axe KL.

Prolongez I'axe KL vers le point N, faites
LN égal 4T'axe GH et autour de 'axe LN ima-
ginez le cylindre CM. Puisque les cylindres
EB, CM ont.laméme hauteur, ces cylindres
sont entr’eux comme leurs bases (prop. 11. 13);
mais leurs bases sont égales : donc les cylindres
EB, CM séront égaux entr’eux. Mais puisque
le cylindre: F M ‘est coupé par le plan CD pa-
ralléle aux plans opposés, le cylindre CM sera
au cylindre F:D ¢comme I'axe LN est a 'axe KL.
Mais le cylindre CM est égal au cylindre EB et
Iaxe LN égal a I'axe GH : donc le cylindre EB
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est au cylindre F D comme I'axe GH est i I'axe
KL (prop. 13. 12); mais le cylindre EB est
au cylindre FD comme le céne ABG est an
eéne CDK, car les cylindres sont triples des
cones (prop. 10. 12): donc 'axe GHest a I'axe
KL comme le ¢cdne ABG est au cone CDK et
comme le cylindre EB est au cylindre FD; ce
qu’il falloit démontrer.

- PROPOSITION XV.
THEOREME.

Les bases des cdnes ou des cylindres égaux sont
 réciproquement proportionnelles aux hauteurs
de cones de ces cylindres ; et lorsque les, bases
des cdnes ou des cylindres sont réciproquement
proportionnelles aux hauteurs , les _cénes ou les
eylindres sont égaux entr'eux:

Que lescones et les cylindres dont les bases
sont les cercles ABED, EFGH (fig. 218 ),
dont les diamétdes des bases‘ sontles droites
AC, EG et dontles axes sont les droites KL,
MN qui sont en méme tems les hauteur's des
cdnes et des cylmdres soient -égaux entr’eux;
achevez les cylindres AO, EP: jeé dis que les
bases de ces ‘cylindres AO, EP sent récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs; c’est-
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if'—aire quéTa base ABCD est i la base’ EFGH
comme la hauteur MN est a la hauteur KL.

'La hauteur KL est égale 4 la hauteur MN
ot elle Iui est inégale ; qu'elle lui soit d’ abord
egale Pmsque le cylmdre AO est égal au cyfin-
dre EP ef que les cénes ou les cylindres qui
ontla meme hauteur sont entr’eux comme leurs
Bakes (; pr0p I1. 12), la base ABCD sera egale
ald ba%e EFGH:: donce les bases sont I‘e(:lpl‘O-
quement proporuonnelles aux hauteurs c’est-
a-dire que ABCD est'h EFG'H comme la hau-
NS M% ’é’sﬁ 187 Khutéur K L. Supposons a pre-
séht’ quié la Ha'{i&‘,{'&! KL ne sdit point égale 4 Ja
‘hau'tem‘ MK ei’ghe T hautéur MN soit la plus
grande° Db I hant@di“MN | retranchez la droite
QM ega?e 4 z!I aiGiteskE & par le point Q
coupez le ‘cyHnﬂre 'Ef’ -pa?-"?e p]an STV’pa-
ralléle aux cercles oEfrosesE FGH, RPX, et
imaginez un cyl’rbdré ES dont Ia basé soit le
cercle EFGH et Ta hauteur I'axe QM Puxsqne
f)ar s{lpposiuon le- cyhnch e AO est egal au cy-
Tindre EP bt que FYest o atire cvimdre 1e
dyhndi'e AO sera’au cyﬁ’nd}e E£S cofmfre e Ey-
lindre EP est au cy]mdr“e ES {prop. 7 ‘5. Mals
Ie cylmdre &0 est au cyﬁnd(‘e £S Gonme li'base
ABCD ést b 1a base EFGH (ﬁrop 11.12); car
les cylxndres A0, E§ ont 1a méme hauteur;
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mais le cylindre EP est au cylindre ES comme Ia
hauteur MN est a la hauteur MQ (prop. 13. 12),
car le cylindre EP est coupé par le plan TVS
paralléle aux plans opposés ; mais la base ABCD
est a la base EF GH comme la hautenr MN est
a la hauteur MQ, et la hapteur MQ est égale®
a la bauteur KL : donc la base ABCD est i la
base EFGH comme la hauteyr MN Jes;.ﬁ; la
hauteur KL : donc les bases des cylindres AO,
EP sont réciproguement, proporqqnm;lles aux
hauteurs de ces cylindrey,., .. ..,

A present que les bases des; cy}g]dresr AQ
EP soient réciproquemqny prppartionnelles anx
hauteurs de ces cy}mdres » dgesg-a—(hrz que Ia
base ABCD soit.h la/hase, EF GH comme la
‘hauteur MN est 3 ]5 hauteur KL : je dis.que
le cylindre AO est égal au, cy]indrp EP. .
ABCD est ala base EF G H cpmme la hauteur
MN, est & 1a hauteur KL et puisque la hautear
KL est égale i Jahagtenr MQ , la base ABCD
sera i labhage EFGH copung la. hapteur MNest
3 Ja,bautelr MQ;, mais la hase ABCD esti la

bage EFGH comme le;gylindre AQ.est an cy-
Jindre ES (prop. 12.12), car ils ont la méme
hauteur , et la hapteur MN est 2 la hauteur MQ
comme le cylindre EP. gst au gylindre ES$
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{prop. 13.12) : donc le cylindre AO est an
cylindre ES comme le cylindre EP est au cy-
lindre ES : donc le cylindre AO est égal au cy-
lindre EP (prop.g.5) : 1a démonstration sera
laméme pour les cones; ce qu’il falloit démon-~
irer.

PROPOSITION XVI.
PROBLEME.

Deux cercles concentriques étant donnés , décrire
dans le plus grand un polygone dont les cotés
soient égaux et pairs en nombre et qui ne tou-
che point le plus petit cercle.

Soient les deux cercles ABCD, EFGH
(fig. 219) ayant le méme centre K : il faut
dans le plus grand cercle ABCD ‘décriré un
polygone dont les ¢dtés soient égaux et pairs
en nombre et qui ne touche point le plus petit
cercle EFGH.

~ Par le centre K menez la droite BD; par le
point G menez la droite AG perpendiculaire
sur BD et prolongez cette droite vers le point
C. La droite AC touchera le cercle EFGH
(prop- 16. 3). Partagez la demi-circonférence
BAD en deux parties égales et sa moitié en
deux ‘parties égales, et ainsi de suite jusqu’a
ce qu'il reste un are plus petit que Parc AD
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(prop- 1. 10). Qu'on ait cet arc et:que ocet afc
soit LD; par le point L conduiséz sur BD la
perpendiculaire LM; prolongez cette perpen-
diculaire vers le point N et menez les droites
LD, DN; la droite LD sera égale & la droite
DN; et puisque la droite LN est paralléle i la
droite AC et que la droite AC touche le cercle
EFGH, la droite LN ne touchera point le cer-
cle EFGH, i plus forte raison les droites LD,
DN ne toucheront point ce méme cercle : donc
si on applique a la circonférence ABCD, i
Ja suite les unes des autres, des droites égales
a la droite LD (prop. 1.4, on décrira un
polygone dont les c6tés séront égaux et pairs

en nombre et qui ne touchera point le cercle
EFGH; ce quil falloit fuire.

PROPOSITION XVIL
PROBLEME,

Deux sphéres concentriques étant données, dé-
crire dans la plus grande un polyédre qui ne
touche point la surface de la plus petite.

Imaginez deux sphéres qui aient le méme
centre A (fig. 220) : il faut dans la plus grande
sphére décrire un polyédre qui ne touche point
la surface de la plus petite.
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Faites passer un plan quelconque par le centre
de ces sphéres, les sections seront des cercles,
parce qu'une sphére étant engendrée par un
demi-cercle qui tourne autour de son diameétre
immobile (déf. 14. 11), dans quelque position
que nous concevions ce demi-cercle, le plan
prolongé de ce demi-cercle produira nécessai-
rement une circonférence de cercle sur la sur-
face de la sphére ; et il est évident que cette
_circonférence sera celle d’un grand cercle ,
parce que le diamétre de la sphére, qui est aussi
celui du demi-cercle, est la plus grande de
toutes les droites menées dans le cercle ou
dans la sphére ( prop. 15.3). Supposons en
conséquence que BCDE soit un cercle de la
plus grande sphére et que FGH soit un ¢ercle
de la plus petite; menez leurs diamétres BD,
CE de maniére qu’ils soient perpendiculaires
I'un sur l'autre. Les deux cercles BCDE,
FGH ayant le méme centre, décrivez dans le
plus grand BCDE un polygone dont les cétés
soient égaux et pairs en nombre et quine touche
point le plus petit cercle FGH ( prop. 16. 12);
que les c6tés de cé polygone qui sont dans le
quart de cercle BE soient BK , KL, LM, ME;
menez la droite KA que vous prolongerez vers
N; au point A et sur le plan du cercle BCDE
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élevez la perpendiculaire AO qui rencontre la
surface de la sphére an point O, et par la droite
AOQ et par chacune des droites BD, KN con-
duisez deux plans qui, d’aprés ce que nous
avons dit, produiront deux grands cercles dans -
la surface de la sphére. Supposons qu'on ait
ces deux grands cercles et que BOD, KON
en soient les moitiés, et que BD, KN en soient
les diamétres. Puisque la droite OA est perpen—
diculaire sur le plan du cercle BCDE, tous les
plans qui passeront par cette droite AO seront
perpendiculaires sur le plan du cercle BCDE
(prop. 18. 11) : donc les demi-cercles BOD,
KON sont perpendiculaires sur ce méme plan ;
et puisque les demi-cercles BED, BOD, KON
sont égaux, car leurs diamétres EC, BD, KN
sont égaux entr’eux , les quarts de leurs circon-
férences BE, BO, K O seront égaux entr’eux :
donc les quarts de cercle BO, KO contien-
dront chacun autant de cétés du polygone ins-
crit que le quart de cercle BE, et les cétés
contenus dans les quarts de cercles BO, KO
seront égaux aux c6tés BK, KL, LM, ME,
" chacun A chacun. Menez les cétés BP, PQ,
QR, RO, XS, ST, TV, VO et conduisez les
droites SP, TQ, VR, et des points P, S abais-
sez des perpendiculaires sur le plan du’ cercle
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BCDE; ces perpendiculaires tomberont dans

les communes sections BD, KN des plans
* des demi-cercles BOD, KON (prop. 38. 11),
puisque ces plans sont perpendiculaires sur
le plan du cercle BCDE, par construction ;
que ces perpendiculaires tombent done sur ces
comimunes sections et que ces perpendiculaires
soient PX, SY et menez la droite XY. Puis-
qu'on a pris les arcs égaux BP, KS dans les
demi-circonférences égales BOD, KON et
qu'on a mené les perpendlculalres PX ,S8Y,la
droite PX sera égale a la droite SY et la droite
BX égale a la droite KY. Mais la droite totale
BA est égale & la droite totale KA : donc I3
droite restante X A est égale 2 la droite restante
YA: donc BX est2 XA comme KY estd YA:

donc la droite XY est paralléle a la droue KB
(prop 2.6); et puisque chacune des droites
PX, SY est perpendiculaire sur le plan du
cercle BCDE, la droite PX sera paralléle 4 la
_droite SY (prop. 6. 11); mais on a démontré
que ces droites sont égales : donc les droites
YX, SP sont égales et paralléles (pr. 35. r1);
et puisque la droite YX est paralléle 4 Ia droite
SP et & la droite KB, la droite SP sera paralléle
a la droite KB (prop. 9. 11); mais ces droites

. Ee



434 ELEMENS

sont jointes par les droites BP, KS : donc le
quadrilatére KBPS est dans un seul plan, car.
si deux dronmes sont parallcles et si dans cha-
cune de ces droites on prend des points quel-
conques , les droites qui joignent ces points.
sont dans le méme plan que ces paralléles
{prop. 7. 11 ). Par la méme raison I'un et
lautre des quadrilatéeres SPQT, TQRYV sont
dans un seul plan; mais le triangle VRO est
aussi dans un seul plan (prop. 2. 11) : donc st
des pomnts P, $, Q, T, R, V on concoit des
droites menées au point A, on aura construit
entre les arcs BO, KO un certain’ polyédre
composé des pyramides dont les bases seront
les quadrilatéres KBPS, SPQT, TQRVetle
triangle VRO et dont le sommet commun sera
le point A. Si sur chacun des c6tés KL, LM,
ME nous faisons la méme consiruction que
nous avons faites sur le ¢6té KB, si nous faisons
ensuite la méme chose dans les autres quarts
de cercle et dans Pautre hérhisphére , BOUS au-
rons inscrit dans la sphére un certain polyédre
qui sera composé des pyramides dont les bases
sont les quadrilatéres KBPS, SPQT, TQRYV et
le triangle VRO, ct les quadrilatéres et les trian-
gles correspondans a ces quadrilatéres et & ce

§
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trianle et dont le sommet commun sera le
point A. -

Je dis & présent que ce polyedre ne touche
point la surface de la pctite sphére dans laquelle
est le cercle FGH. Du point A menez la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatére
KBPS (prop.11.11), que cette perpendicu-
laire rencontre ce plan au point Z et menez les
droites BZ, ZK. Puisque AZ est perpendicu-
laire sur le plan du quadrilatére KBPS, elle
sera perpendiculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent et qui sont dams ce plan (déf. 3. 11):
donc AZ est perpendiculaire sur I'une et lantre
des droites BZ, ZK ; mais puisque AB est égal
3 AK, le quarré de AB sera égal au quarré de
AK; mais les quarrés des droites AZ , ZB sont
égaux au quarré de AB (prop. 47. 1), car angle
en Z est droit par construction, et les quarrés -
de AZ, ZK sont égaux au quarré de AK : donc
les quarrés des droites AZ, ZB sont égaux aux
quarrés des dreites AZ, ZK. Retranchant le
quarré de AZ qui est commun, le quarré de BZ
sera égal au quarré de ZK : donc la droite BZ
est égale i la droite ZK. On démontrera sem~
blablement que les droites menées du point Z
aux points P, $ sont égales chacune i I'une et
i l'autre des droites BZ, ZK : donc le cercle .

2
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décrit du centre Z et avec un intervalle égal 3
une des droites ZB, ZK passera aussi par les
points P, S : donc le quadrilatére KBPS sera
inscrit dans un cercle ; et puisque la droite KB
est plus grande que la droite YX et que la
droite YX est égale a la droite SP, la droite
KB sera plus grande que la droite SP. Mais la
droite KB est égale a I'une et a lautre des
droites KS, BP : donc I'une et I'autre des droites
KS, BP sont plus grandes que la droite SP.
Puisque le quadrilatére KBPS est décrit dans
un cercle et que les droites KB, BP, KS sont
‘égales, que la droite PS est plus petite et que
la droite BZ est menée du centre du cercle, le
quarré de KB sera plus grand que le double du
quarré de BZ". Du point K menez la droite KA’
perpendiculaire sur BD. Puisque la droite BD
est plus petite que le double de DA’ et que DB
«est i DA’ comme le rectangle compris sous DB,
BA’ est au rectangle compris sous DA’ A'B
{prop.1.6), si Ion décrit'un quarré sur BA’
ct si sur A’D on compléte le parallélogramme
compris sousA'D, A’B, le rectangle eompris sous
DB, BA’ sera plus petit ue le double de celui qui
‘est -compris sous DA’, A’B. Menez la droite
KD. Le parallélogramme compris sous DB, BA'
-sera égal au quarré de KB ( prop. 8. 6) ,etle
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parallélogramme compris sous DA’, A'B égal
au qnarré de KA’ : donc le quarré de KB est
plus petit que le double du quarré de KA';
mais le quarré de KB est plus grand que le
double : du .quarré de BZ : donc le quarré de
KA’ est plus grand que le quarré de BZ ; et puis-
que BA est égal & KA, le quarré de BA sera
égal au quarré de KA. Mais les quarrés des
droites BZ, Z A sont égaux au quarré de la
droite BA (prop 47-1), et les quarrés des
droites KA’, A’A egaux au quarré de la droite
KA : donc les quarrés des droites BZ, Z A sont
égaux aux quarrés des droites KA/, A’A ; mais
le quarré de KA’ est plus grand que le quarré
de BZ : donc le quarré de A’A est plus petit
que le quarré de ZA : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AA’ : donc la droite
AZ est 4 plus forte raison plus grande que la
droite AG ; mais la droite AZ est une perpendi-
culaire sur une des bases du polyédre et la droite
AG est un rayon de la plus petite sphére : donc
ce polyedre ne touche pomt la surface de la
plus petite sphere.

AUTREMENT.

Nous allons démontrer autrement et d’une:
maniére plus prompte que la droite AZ est plus
3
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grande que la droite AG. Du point G conduisez
une perpendiculaire GL sur AG et menez AL,
Puisque si I'on partage en deux parties égales
Yarc EB et la moitié de cet arc en deux parties
égales et ainsi de suite, il restera enfin un cer-
tain arc plus petit que celui de la circonfé-
rence du eercle BCD qut est souténda par une
droite égale 4 la droite GL ( prop. 1. 10). Qu'on
ait cet arc ct que cet arc soit KB, la droite KB
est plus petite que la droite GL ; mats puisque
le quadrilatére BKSP est inscrit dans un cercle
et que les droites PB, BK; K S sont égales et
que la droite PS est plus petite que chacune de
ces droites, I'angle BZK sera obtus : donc la
droite BK sera plus grande que la droite BZ;
mais la droite GL est plus grande que BK par
construction : donc & plus forte raison la droite
GL sera plus grande que la droite BZ et par con-
séquent le quarré de GL sera plus grand que le
quarré de BZ ; mais puisque la droite AL est égale
ala droite AB, le quarré de AL sera égal au quarré
de AB; mais les quarrés des droites AG, GL sont
€gaux au quarré de la droite AL et les quarrés
des droites BZ, ZA sont égaux aux quarrés de
la droite AB : donc les quarrés des droites AG,
G L sont égaux aux quarrés des droites BZ, ZA ;
mais le quarré de BZ est plus petit que le quarré
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de GL : donc le quarré de ZA est plus grand
que le quarré de AG : donc la droite AZ cst
plus grande que la droite AG. -

Donc, deux sphéres concentriques ayant ét¢
données, on a décrit dans la plus grande un po-
lyédre qui ne touche pas la surface de la plus
petite ; ce qu'll falloit faire.

COROLLAIRE.

Sil'ondécritdansune autre sphéreun polyédre
semblable  celui qui est déorit dans la sphére
BCDE, le polyédre décrit dans Ix sphére BCDE
sera au polyédre qui est décrit dans une autre
sphére en raison triplée du diaméwe de la
sphére BCDE au diamétre de l'autre sphére;
car ayant divisé ces polyédres en pyramides
égales en nombre et dans le méme ordre, on
aura des pyramides semblables. Mais les pyra~
mides semblables sont en raison triplée des
c6tés homologues ( cor. 8. 12) : donc la pyra-
mide qui a pour base le quadrilatére KBPS et
pour sommet le point A sera i la pyramide cor~
respondante de l'autre sphére en raison triplée.
d'un c6té de la premiérg gu 616, hamologue de
la seconde, c’est-a-dire en raison triplée du
rayon AB de la sphére qui a pour centre l¢
point A au rayon de 'autre sphére. Semblable-

4
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ment chacune des pyramides compri‘ses dans
la sphére qui a pour centre le point A sera i
chacune des pyramldes du méme ordre com-
prise’ dans I'autre sphére en raison triplée du
rayon AB au rayon de 'autre sphére. Mais un
des antécédens est 2 un des conséquens comme
tous les antécé:lens sont & tous les conséquens
(prop. 12.5) : donc le polyédre total compris
dans la sphére quia pour centre le point A est
au polyedre total compris dans l'autre sphére

en raison triplée du rayon AB au rayon de
Pautre sphére, c’est-a-dire en raison triplée du -
diamétre AB au diamétre de I'autre sphére ; ce

qu’il falloit démontrer.
. PROPOSITION XVIIL

T'nl‘.oni:mr.

Les sphéres sont entr’elles en raisons trzplee.r
de leurs diamétres.

** Imaginez les sphéres ABC, DEF (fig. 221)
dont les diameétres sont les droites BC, EF : je
dis que la sphére ABC est 3 la sphére DEF en
raison triplée-du diaméire BC au diamétre EF.
~ Car si cela n'est point, la sphére ABC sera
& une sphére plus petite ou % une sphére plus
grande que la sphére DEF en raison triplée de
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BC i EF. Supposons d’abord que la sphére ABC
soit & une sphére plus petite, savoir a la spheére
GHK en raison triplée de BC a2 EF. Imaginez
la sphére DEF placée autour du méme cen-
tre que la sphére GHK; décrivez dans la plus
grande sphére DEF un polyédre qui ne tou-
che point la surface de la plus petite sphére
GHK (prop. 17. 12), et dans la sphére ABC
décrivez un polyédre semblable i celui qui est
décrit dans la sphére DEF; le polyédre ins-
crit dans la sphére ABC sera au polyédre inscrit
dans la sphére DEF en raison triplée de BC &
EF (cor.17.12); mais, par supposition, la
sphére ABC est a'la sphére GHK en raison
triplée de BC A EF : donc la sphére ABC est &
la sphére GHK comme le polyédre inscrit dans
la sphére ABC est au polyédre inscrit dans la
sphére DEF (prop. 11.5) : donc en échan-
geant les places des moyens la sphére ABC sera
au polyédre inscrit dans cette sphére comme
la sphére GHK est au polyédre inscrit dans la
sphére DEF ; mais la sphére ABC est plus
grandeé que le polyédre qui lui est inscrit : done
la sphére GHK est plus grande que le polyé-
dre inscrit dans la sphére DEF ; mais au con-
traire il est plus petit, car il est inscrit dans
eette spheére, ce qui est impossible : donc la
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sphére ABC n’est point 4 une sphére plus petite
que la sphére DEF en raison triplée de BC a
.EF. Nous démontrerons semblablement que la
'sphére DEF n’est point i une sphére plus
petite que la sphére ABC en raison triplée de
EF aBC. Je dis de plus que la sphére ABC
n’est point i une sphére plus grande que la
sphére DEF en raison triplée de BC a EF; car
si cela peut se faire , supposons que la sphére
ABC soit i une sphére plus grande que la sphére
DEF, savoir a la sphére LMN en raison triplée
de BC A EF; en mettant les conséquens a la
place des antécédens et les antécédens a la
place des conséquens, la sphére LMN sera &
. la sphére ABC en raison triplée du diamétre
EF au diamétre BC. Mais la sphére LMN est
a la sphére ABC comme la sphére DEF est &
une spheére plus petite que la sphére ABC, ainsi
que cela a été démontré, puisque la sphére LMN
est plus grande que la sphére DEF : donc la
sphére DEF est a une sphére plus petite que
la sphére ABC en raison triplée de EF 4 BC;
ce qui a é1é démontré impossible : donc la
sphére ABC n'est point 4 une sphére plus
grande que la sphére DEF en raison triplée
de BC a EF; mais nous avons démontré que
la sphére ABC n’est point & une sphére plus
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petite que la sphére DEF .en raison triplée de
AB 3 EF : donc la sphére ABC est i la sphére
DEF en raison triplée de AB 4 EF; ce qu'il
falloit démontrer. .

FIN DU DOUZIEME ET PERNIER LIVRE.
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SUPPLEMENT

A LA GEOMETRIE D’EUCLIDE.

DEFINITIONS.

1. U cercle est une surface plane comprise
dans une seule ligne qu’'on appelle circonfé-
rence et qui est telle que toutes les droites
menées A cette ligne d’'un des points qui sont
placés dans la figure sont égales entr’elles.

2. Ce point s’appelle le centre du cercle.

3. Un diamétre est une droite menée par le
centre et terminée des deux c6tés par la circon-
férence du cercle.

4. Un rayon est une droite menée du centre
a la circonférence.

5. Une corde est une droite menée d’un
point de la circonférence i un autre point sans
passer par le centre.

6. Un arc est une portion de la circonfé~
rence.

7. Un secteur est une figure comprise entre
deux rayons qui font un angle et la circonfé-
rence du cercle. o
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8. Un segment de cercle est une figure com=
prise entre une corde et la circonférence du
cercle.

9. Les secteurs et les segmens circulaires
sont semblables lorsque les rayons qui com-
prennent leurs arcs sont égaux.

10. Un cylindre est un solide contenu sous’

deux cercles égaux et paralléles et sous la sur-
face décrite par une droite qui ge meut sur les

circonférences de ces cercles parallélement &

‘la droite menée par les centres de ces mémes
cercles, jusqu'a ce qu'elle soit revenue au
méme endroit d’ou elle étoit partie.

11. Les deux cercles égaux et paralleles

s'appellent les bases du cylindre.

12. La surface décrite par cette droite s’ap-
* pelle la surface convexe du cylindre.

13. La droite menée par les centres des deux
bases s’appelle I'axe du cylindre. '

14. Lorsque I'axe est perpendiculaire sur les
bases, on dit que le cylindre est droit; on dit
qu’il est oblique lorsque I'axe n’est point per-
pendiculaire sur les bases. ‘

15. On peut définir le cylindre droit en di-
sant, que le cylindre droit est un solide com-
pris sous la surface décrite par trois c6tés d’'un
parallélogramme rectangle tourpant autour de
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son quatriéme c6té qui reste immobile jusqu’a
ce que ce rectangle soit revenu au méme en~.
droit d’otr il étoit parti.

16. Un clne est un solide contenu sous un
cercle et sous la surface décrite par une droite
qui se meut sur la circonférence de ce cercle
en tournant autour d’un point immobile placé
au-dessus de ce méme cercle, jusqu’a ce que
cette droite soit revenue au méme endrott d’olt
elle.étoit partie.

17. Ce cercle s’appelle la base du eéne.

18. La surface décrite par la droite qui tourne
autour d'un point immobile et sur la circonfé-
rence de la base s’appelle la surface convexe du
cone.

19- Le pomt immobile s appelle le sommet
du cone. '

. 20. Ladroite ' menée du sommet sur le centre
de sa base s’appelle Faxe du céne.

2r1. Lorsque I'axe est perpendiculaire sur la
base , on dit que le cone est droit ; on dit qu'il
st oblique lorsque I’axe n’est point perpendi-
culaire sur la base.

22. On peut définir le céne droit en disant
que le cone droit est un’solide contenu sous la
surface. décrite par deux c6tés d'un triangle
rectangle tournant autour d’un des cétés de

Ff
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Iangle droit qui reste immobile jusqu’a ce que
ce triangle soit revenu au méme candroit d'ou il
étoit parti.

23. Les cylindres drons et les cones droits
sont semblebles lorsque leurs axes et les dia~
métres de leurs bases sont proportionnels ; les
cylindres obliques et les cones obliques sont
semblables lorsque leurs axes et les diameétres
de leurs bases sont proportionnels et que leurs
axes sont également inclinés sur les bases.

24+ Une spheére est un solide contenu sous
la surface décrite par l'arc d'un demi-cercle
tournant autour de son diamétre immobile
jusqu’a ce que ce. demi-cercle soit revenu au
méme endroit d’our il étoit parti.

25. L’axe de la sphére est cette droite immo-
bile autour de laquelle tourne le demi-cercle.

26. Les extrémitds de¢ Vaxe s’appdlem.tles
poles de la sphére. .. ..

27. Le centre de la lpber@- est le méme que
celui du demi~cercle.

* 28. La surface décrite par la denu-wcon--

férence est la surface de la sphére.
39. On appelle z0ne la surface déerite par
un arc qui est plus petit que la demi-~circonfé-
rence et dont une des extrémités n'est point
un des péles de 1a sphere.
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30. Un secteur sphérique est un solide con-
tenu sous la surface décrite par I'arc et par un

" des rayons d'un secteur circulaire tournant au-
tour de son autre rayon jusqu’a ce que ee sec~
teur circulaire soit revenu au méme endroit

\

d’ou il étoit parti. ' o
31. Un segment sphérique est un solide con-
tenu sous la surface décrite par le demi-are et
‘par la demi-corde d'un segment circulaire tour-
nant autour d’un rayon perpendiculaire sur la
corde de cet arc jusqu’a ce que te demi-seg-
ment circulaire soit revenu au méme endroit
d’ou il étoit parti.
32. On appelle calotte de sphére la surface
décrite par le demi-arc du secteur circulaire.
33. La hauteur d'un segment sphérique est
la partie du rayon immobile qui est comprise
entre l'arc et In corde du secteur circulaire.
B4. Les secteurs et les segmens sphériques
sont semblables lorsque les secteurs et les seg-

mens cu-culau'es qui les omt engendrés sont
semblables
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PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

S:i un polygone est inscrit dans un cercle, il est
évident que le contour du polygone inscrit est
plus petit que la circonférence du cercle.

Car chaque c6té du polygone inscrit est plus
petit que V'arc qu’il soutend.
Archiméde, de la sphére et du 'cylindre
(prop. 1, liv. 1),
PROPOSITION IL
THEOREME.

Si un polygone est circonscrit & un cercle , le con=
tour de ce polygone est plus grand que la cir-
conférence de ce cercle.

Soit ABCDE (fig.222) un polygone circons-
crit au cercle RSTVX : je dis que le contour
du polygone ABCDE est plus grand que la
circonférence du cercle RSTVX.

Car puisque les deux droites XA, AR com-
prennent Farc XR et qu'elles ont les mémes
extrémités X, R que cet arc, les deux droites
XA, AR sont plus grandes que I'arc XR. Pareil-
lement les deux droites RB, BS sont plus grandes
quelarcRS. Les deux droites SC, CT sont aussi
plus grandes que larc ST; les deux droites
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TD, DV plus grandes que l'arc TV, et enfin
les deux droites VE, EX plus grandes que
Parc VX : donc le contour total du polygone
circonscrit est plus grand que la circonférence

entiére (1); ce qu’il falloit démontrer.
Archiméde , de la sphére et du cylindre

( prop. 3, liv. 1).

(1) 11 est évident que le contour du polygone ins-
crit dans un cercle est plus petit que la circonférence
de ce cercle ; mais il n’est pas également évident que le
contour du polygone circonscrit & un cercle soit plus
grand que la circonférence de ce cercle; et tous les
efforts que Y'on feroit pour démonirer celte proposi~
tion, qui est ceperrdant incontestable, se réduiroient
a démonirer qu’un polygone cireonscrit est toujours
plus grand qu’un polygone inscrit. Pour démontrer
cette proposition , Archiméde pose en principe que
deux droites qui comprennent un arc et qui ont les
mémes extrémités que cet arc sont plus grandes que
cet arc ; si Archiméde n’a pas démontré ce principe,
qui n’est point évident par lui-méme, c’est parce qu’il -
est impossible de le démontrer d’une maniére satisfai-
sante. C’est sans doute & cause du défaut de P'évidence
de cette proposition et & cause de I'impossibilité de la
démontrer rigoureusement, qu’Euclide n’a point fait
usage de cette proposition, sans laquelle il lui a &té
impossible de démontrer plusieurs théorémes impor-
1ans concernant le cercle, le cylindre, le céne et la
sphére. . '

3



454 SUPPLEMENT
PROPOSITION IIL
wyutorRkME.

Si deux cercles sont coneentrigues et si les cdtés
A'un polygone régulier inscrit dans le plus grand
cercle ne touchent point la circonférence du plus

. petit, le contour de ce polygone est plus grand
que la circonférence du plus petit cercle.

Soient FGHIK, LMNP Q (fig.222) deux
cercles concentriques et LMNPQ un polygone
régulier inscrit dans le plus grand, de maniere
que les cétés de ce polygone ne touchent poing
la circonférence du plus petit cercle : je dis que
le contour du polgone LMNPQ est plus grand
que la circonférence FGHIK.

Du centre O menez sur les ¢6tés du pely-
gone LMNPQ les perpendiculaires OR/, 0s’,
OT, 0V, 0X/, et par les points ol ces perpen-
diculaires rencontrent la cireonférence FGHIK
menez les tangentes AB, BC, CD, DE, EA;
ces tangentes seront les cétés d’'un polygone
régulier circonscrit au cercle FGHIK.

_ Puisque dans les triangles semblables LOM,
AOB le c¢dté OL est plus grand que le c61é
OA, le c6té LM sera plus grand que le c6té
AB. On démontrera de la méme maniére que
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les autres cotés du polygone LMNPQ sont
plus grands que les ¢6tés correspondans du po-
lygone ABCDE : donc le contour du polygone
LMNPQ est plus grand que le contour du po-
lygone ABCDE ; mais le contour du polygone
ABCDE est plus grand que la eirconférence
FGHIK : donc 4 plus forte raison le contour
du polygone LMNPQ est plus grand que la
circonférence FGHIK.

Donc si deux cercles sont concentriques
et si les covés d'un polygone régulier inscrit
dans le plus grand cercle ne touchent point
la circonférence du plus petit, le contour de
ce polygone sera plus grand que la circonfé-

rence du plus petit cercle; ce qu'il falloit de-—
maontrer.

PROPOSITION IV.
PROBLEME.

Deux cercles étant concentrigues, jnscrire dans
le plus grand un polygone régulier &'un nombre
pair de cétés qui ne touche point la Clmonfg-
rence du plus petit.

Soient les deux cercles concen;riques ABCD,
EFGH (fig.223) : il faut dans le plus grand
cercle ABCD inscrire un polygone régulier

4
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d'un nombre pair de cétés qui ne touche point
le plus petit cercle EFGH. '
Par le centre K conduisez la droite BD, ct
par le point G menez la droité AG perpendicu~
laire sur la droite BD et prolongez cette droite
vers le point C. La droite AC touchera le cer-
cle EFGH. Partagez la demi-circonférence BAD
en deux parties égales et sa moié en deux
parties égales, et ainsi de suite jusqu’a ce qu'il
reste un arc plus petit que Farc AD. Qu'on ait
cet arc et que cet arc soit LD; du point L con-
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM;
prolongez cette perpendiculaire vers le point N
et menez les droites LD, DN ; la droite LD
sera egale a la droite DN ; et puisque la droite
LN est.paralléle a la droite AC et que la droite
AC touche le cercle EFGH, la droite LN ne
touchera pomnt le cercle EFGH; et plus forte
raison les droites LD, DN ne toucheront point
ce méme cercle EF GH donc si I'on applique
sur la circonférence ABED, 4 Ia suite les unes
des autres, des droites égales i la droite LD,
on decru'a un polygone régulier d'un nombre
pair de ctés qui ne touchera point le cercle
EFGH; ce quil falloit faire.
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PROPvOSITION V.
PROBLEME.

Deux secteurs circulaires semblables et concen—
triques étant donnés , inscrire dans le plus grand
une portion de polygone régulier qui ne touche
point Uarc du plus petit.

Soient les deux secteurs semblables et con-
centriques IKD, HKG (fig. 223) : il faut ins-
crire dans le plus grand une portion de polygone
régulier qui ne touche point I'arc du plus petit.

Par le centre K conduisez la droite BD et
par le point G menez la droite AC perpendi-
culaire sur la droite BD; partagez I'arc ID en
deux parties égales et sa moitié en deux parties
€gales , et ainsi de suite jusqu'a ce qu'il reste
un arc plus pett que arc AD. Qu’on ait cet
arc, et que cet arc soit LD; du point L con-
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM,
prolongez cette perpendiculaire vers le point
N et menez les droites LD, DN ; Ia droite LD
sera égale a la droite DN ; et puisque la droite
LN est paralléle a la droite AC et que Ja droite
‘AC touche le cerele EFGH, la droite LN ne
touchera point le cercle EF GH; et a pius forte
raison les droites LD, DN ne toucheront point
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le méme cercle EFGH : donc si I'on applique
sur I'arc ID, 4 la suite les uns des autres des
droites égales a la droite LD, on décrira une
portion de polygone régulier qui ne touchera
point Parc HG ; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION VL
PROBLZEME.

Deux cercles étant concentriques, circonscrire an
plus petit un polygone régulier dent les cités
soient en nombre pair et ne rencontrent point
la cirtonférence du plus grand.

Soientlesdeux cercles concentriques LMNPQ,
FGHIK (fig.222): il fant au plus petit cercle
FGHIK circonscrire un polygone régulier dont
les o6tés soient pairs en nombre et ne rencon-
trent point la circonférence du plus grapd cer-
cle LMNPQ.

Dans le grand cercle LM N P Q inscrivez un
polygone régulier dont les c6tés soient pairs en
nombre et ne touchent point la circonférence
du plus petit cercle. Circonscrivez ensuite aw
plus petit cercle un polygone semblable au po-
lygone inscrit. 1l est évident que le polygone
circonscrit an plus petit cercle sera un poly—
gone régulier dont les c6tés seront pairs em
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nombre et ne rencontreront point la circonfé-

rence du plus grand cercle; ce qu’il falloit faire.
PROPOSITION VIL
PROBLEME. V

Deux secteurs circulaires , semblables et concen-
trigues étant donnés , circonscrire au plus petit
une portion de polygone régulier dont les cdtés
ne rencontrent point Uarc du plus grand.

Soient les deux secteurs circulaires sembla~
bles et concentriques IKD, HKG (fig.223):
il faut circonscrire au plus petit une portion de
polygone régulier dont les c6tés ne rencon-
trent pomt l'arc du plus grand.

Dans le plus grand secteur insctives une
portion de polygone régulier dont les c6tés ne
touchent point Parc du plus petit secteur. Cir-
conscrivez ensmite i I'arc du plus petit secteur
une portion de polygone semblable a la portion
~ du polygone reguher mscrit dans le plus grand
secteur.

Il est éwdent que la portion de polygone
circonserite au plus petit secteur sera une por-
tion de polygone régulier dont les cétés ne ren-
contreront point I'arc da plus grand secteur,
ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION VIIL
THl".ORI‘:‘.'ME.

Les circonférences de cercles sont entr'elles
comme leurs diamétres.

Soient les deux cercles ABCD, EFGH
(fig. 224) : je dis que le diamétre BDest au
diamétre FH comme la circonférence ABCD
est 4 la circonférence EFGH.

Car si cela n’est point , le diamétre BD sera
au diamétre F H comme la circonférence ABCDr
est & une circonférence plus petite ou 3 une:
circonférence plus grande Que la circonférencé
EFGH. Supposons d’abord, s1 cela est possi~
ble, que le diaméwe BD soit au diametre FH
comme la circonférence ABCD est a une cir-
conférence plus petite , savoir, 2 la circonfé-
rence concentrique RSTV. Inscrivons dans le
cercle EFGH un polygone régulier EIFKGLHM
dont les ¢6tés soient pairs en nombre et ne
touchent point la circonférence RSTV; ins-
crivons ensuite dans le cercle ABCD un poly-
gone semblable ANBOCPDQ, le diamétre
BD sera au diamétre FH comme le polygone
ANBOCPDQ est au polygone EIFKGLHM;
Tmais par supposition le diamétre BD est au dia-
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métre FH comme la circonférence ABCD esta
1a circonférence RSTV : donc la circonférence
ABCD est 4 la circonférence RSTV comme
le polygone ANBOCPDQ est au polygone
EIFKGLHM :donc, en échangeant les places
des moyens, Ia circonférence ABCD sera au po-
lygone ANBOCPDQ comme le cercle RSTV
est au polygone EIF KGLHM; mais la circon-
férence ABCD est plus grande que le contour
du polygone ANBOCPDQ qui lui est inscrit :
donc la circonférence RSTV est plus grande
que le contour du polygone EIFKGLHM; mais
au contraire la circonférence RSTV est plus
petite que le contour du polygone EIFKGLHM 5
ce qui est impossible : donc le diamétre BD
n’est point au diamétre FH comme la circon-
férence ABCD est a une circonférence plus
petite que la circonférence EFGH.

Je dis 4 présent que le-diamétre BB n’est
point au diamétre FH comme la circonférence
ABCD est i une circonférence plus grande que
la circonférence EF GH. Car supposons que le
diamétre BD soit au diamétre FH comme la
circounférence ABCD est a une circonférence
‘plus grande que la circonférence EFGH, savoir,
A la circonférence concentrique R'S'T'V’, Cir-
sonscrivons au cercle EFGH un polygone



462 SUPPLEMENT

régulier dont Jes cités soient pairs en nombre et
ne rencontrent point la eirconférence R’S'T' V',
Circonscrivons au-cercle ABCD un polygone
semblable. Le diamétre BD est au diamétre FH
comme le contour du polygone circonscrit am
cercle ABCD est su contour du polygone cir~
conscrit au cercle EFGH; mais par supposi+
tion le diameétre BD est au diamétre EH comme
la circonférence ABCD est a la circonférence
R’S'T'V’ : douc la circonférence ABCD est i
1a circonférence R'S'T'V/ comme le contour
du polygone circonserit au cercle ABCD est
au contour du polygone circonscrit an cercle
EFGH : donc en échangeany les places des
moyens , la circonférence ABCD est au con~
tour du polygone qui lui est circonserit comme
la circonférence R'S'T'V’ est au contour du
polygone circonscrit au cercle EF GH ; 'mais la
circonférence ABCD est plus petite que le
contour du polygone qui lui est ciroonserit:
donc la circonférence R'S T’ V' est plus petite
que le contour du polygone cireenscrit au cer-
cle EFGH; mais cette cireonférence est an
contraire plus grande; ce qui est impossible :
done le diamétre BD n’est point au diamétre FH
comme la circonférence ABCD est & une cir-
conférence plus grande que la circonférence
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EFGH ; mais on a démontré que le diameétre
AD n’est point au diamétre FH comme la cir-
_conférence ABCD est a une circonférence plus
petite que la circonférence EFGH : donc le
diamétre AB est au diamétre FH comme la
circonférence ABCD est a la circonférence
EFGH.

Donc les circonférences de cercles sont entre
elles comme leurs diamétres; ce qu'il falloit dé=
montrer.

COROLLATIR-E.

Puisque les circonférences de cercles sont
entr’elles comme leurs diamétres, et que par
conséquent les diamétres des cercles sont entre -
eux comme leurs circonférences, il est évident
que si I'on connoissoit le diaméire d’'un cer-
cle et sa circonférence, on trouveroit la cir-
conférence de tout autre cercle dont le dia-
métre seroit connu, en faisant la proportion
suivante : Le diamétre du cercle dont on con-
noit la circonférence est i la circonférence de
ce cercle comme le diamétre du cercle dont

. on ne connoit pas la circonférence est a la cir-
conférence de ce cercle. Si 'on vouloit trouver
le diamétre d’'un cercle dont -on connoitroit
la circonférence , on feroit la proportion sui-
vante : La circonférence du cercle dont on
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connoit le diamétre estau diamétre de ce cercle
comme la circonférence connue du.cercle dont
on ne connoft pas le diamétre est au diamétre
de ce cercle. Mais il est impossible de trouver
exactement lalongueur de la circonférence d’'un
cercle dont le diamétre est connu;; et il est éga-
lement impossible de trouver exactement le
.diamétre d’un cercle lorsque la longueur de sa
circonférence est dounéde.

PROPOSITION IX.
THEORE ME.

Un cercle étant donné, on peut lui circonscrire
un polygone régulier et lui inscrire un polygone
semblable, de maniére que la différence des
contours de ces deux polygones soit plus petite .
guw’une droite donnée quelque petite qu'elle soit.

Soit ABCDEF (fig. 225) le cercle donné et N
la droite donnée : je dis qu’on peut circouscrire
a ce cercle un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de maniére que la diffé-
rence des contours de:ces deux polygones soit
plus petite que la droite donnée N.

Circonscrivons au cercle ABCDEF un po-
Iygone régulier A’B'C’'D’E'F’ et inscrivons-lui
un polygone semblable, de maniére que leurs
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cbtés soient paralléles, et du centre O menons
la droite OG’ perpendiculaire sur le c6té A'B
du polygone circonscrit; cette droite sera aussi
perpendiculaire sur le c6té AB du polygone
inserit, & cause que les c6tés de ces deux poly-
gones sont paralléles. Puisque les contours des
polygones réguliers et semblables sont entr’eux
comme les perpendlculalres menées de leurs
centres sur leurs cotés, le contour du poly;
gone ABCDEF sera au contour du polygone
A'B'C'D'E'F’ comme la droite OG est i la
droite OG’. Si nous circonscrivons au cercle
ABCDEF un polygone régulier dont le nom-
bre des cé6tés soit double, et si nous lui ins-
‘crivons un polygone semblable, si nous con-
tinuons de faire toujours la méme chose, et si
nous appelons P’ le contour d’un des polygones
circonscrits et P le contour du polygone ins-
crit qui lui est semblable ; si nous appelons R’
la perpendiculaire menée du centre sur un des
"c6tés du polygone circonscrit et R la perpen-
diculaire menée du centre sur un des c6tés du
polygone inscrit , nous aurons la propomon
suivante :

‘ PP:PuR:R

on bien ‘

‘ P—P:P::R—R:R, - ‘
Gg
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Cette derniére proposition donnera I'équation
suivante :

, o _ Px(R—R)
P—P= =

Mais puisque la quantité R'—R qui est la diffé~
rence de la perpendlculaxre menée du centre
sur un coté des polygones circonscrits et dela
perpendmulalre menée de ce méme centre sur
un cété du polygone mscrit qui lui est sembla~
ble diminue toujours 3 mesure que le nombre
des cétés des polygones circonscrits et inscrits
augmente il est évident qu'en continuant de
circonscrire au cercle ABCDEF des polygones
réguliers dont le nombre des ¢dtés soit toujours
double et de lui inscrire des polygones sembla-
b]es il arrivera nécessairement que la quan-

P
ute = X (R’ — R ) deviendra plus petite que

la quantue, N.et par conséquent que la quanute
P'—P, c'est-i-dire que la différence des con-
tours d’'un polygone régulier circonscrit et d'un
polygone semblable inscrit.

Donc un cercle étant donné , on peut lm cir-
conscrire un polygone reguher et lui inscrire
un polygone semblable , de maniére que la diffé-
rence des contours de ces polygones soit plus

’
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petite qu'une droite donnée N, quelque petite
qu’elle soit; ce qu'il falloit démontrer.

COROLLAIRE.

Puisqu’un cercle étant donné, on peut lui
circonscrire un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de maniére que la diffé-
rence des contours de ces deux polygones soit,
plus petite quune droite donnée N, quelque
petite qu’elle soit; et puisque le contour d’'un
polygone circonscrit est toujours plus grand
que la circonférence, et que le contour d’un
polygone inscrit est toujours plus petit que
cette méme circonférence, il est évident qu'on-
peut, a plus forte raison, circonscrire & un
cercle ou lui inscrire un polygone régulier de
maniere que la diflérence du contour du poly-
gone circonscrit ou du polygone inscrit et de
la circonférence de ce cercle soit plus petite
quune droite donnée N, quelque petite qu’elle
soit.
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PROPOSITION X.
PROBLEME.

Trouver la circonférence approchée d'un cercle
dont on connoit le diamétre. N

" Soit ABCDEF (fig. 225) un cercle dont on
connott le diamétre AD : il faut trouver la cir-'
conférence approchée de ce cercle. '
" Inscrivons dans le cercle ABCDEF un exa-
gone régulier et circonscrivons-lui un polygone
semblable, de maniére que les c6tés de ces
deux polygones soient paralléles; du centre O
menons la droite OG’ perpendiculaire sur le
coté A’B’ du polygone circonscrit; cette droite
sera aussi perpendiculaire sur le c6té AB,
parce que les cdtés de ces polygones sont pa-
ralléles.

Puisque les c6tés d'un hexagone régulier ins-
crit dans un cerele sont égatx chacun au rayon
de ce cercle, le contour de I'hexagone inscrit
dans le cercle ABCDEF sera égal au rayon OB
muluphé par six.

A cause que le triangle OGB est rectangle
en G et a cause que la droite GB est égale 3 la
moitué de la droite AB, le quarré de la droite
OG est égal au quarré du rayon OB moins le
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quarré de la droite de GB qui égal i la meiné
du rayon : donc la droite OG sera égale a la
racine quarrée de la différence du quarré du
rayon et du quarré de la moitié du rayon.

Les deux triangles AOB, A’OB’ sont semw
blables : donc la droite O G est a la droite OG’
comme la droite AB est 2 la droite A’B’ : done
la droite A'B’ est égale au produit de la droite
AB par la droite O G’ divisé par la droite OG:
donc le contour de Yhexagone régulier circons«
crit au cercle ABCDEF est egal ace prodult
multiplié par six.

Le contour de 'hexagone inscrit dans le cer»
cle ABCDEF est plus petit que la circonférence
de cecercle, etle contour d¢ hexagone circons-
crit a ce cercle est au contraire plus grand que
sa circonférence. Pour avoir une premiére. var
leur approchée de la circonférence da cercle
ABCDEF, ajoutons les deux quantitds aux-
quelles les contours du polygone inscrit et du
polygone circonscrit sont égales . et prenous la
moitié de leur somme ; la moitié de la somme
de ces deux quantités sera la premiére valeur
approchée de la circonférence ABCDEF,

Pour avoir une seconde valeur qui soit plus
approchée dé la circonférence ABCDEF, ins~
crivons dans cette circonférence un dodéca-

3
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gone régulier et circonscrivons-hui ensuite un
polygone semblable , de maniére que les c6tés
de ces deux polygones soient paralléles. Du
centre O menons un rayon perpendiculaire sur
un des c6tés KH du dodécagone circonscrit,
ce rayon sera aussi perpendiculaire sur le c6té
BG’ du polygone inscrit, puisque les cétés de
ces polygones sont paralléles.

Puisque le triangle HG B est rectangle en G,
le quarré du coté G'B est €gal au quarré de la
droite GB et au quarré de la droite GG’ : donc
la droite G'B égale laracine quarrée de la somme
des quarrés de la droite BG qui est la moitié de
1a droite AB et de la droite GG’ qui est la diffé-
rence du rayon G'O et du rayon OG. Multi~
" pliant cette racine par douze , on aura le con-
tour du dodecagone reguller inscrit dans le
cercle ABCDEF..

Le triangle OgB étant rectangle en g, le
quarré de la droite Og sera égal au quarré du
rayon OB moins le quarré de la droite Bg : donc
la droite O g égale la racine quarrée de la diffé-
rence du quarré durayon OB et du quarré de
la droite Bg qui est la ' moitié de la droite BG'.
. Les deux triangles G'OB, HOK sont sem-
blables : donc la-droite Og est a la.droite Og"
comme la droite BG’ est 4 la droite KH : donc
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ladroite KH est égale au produitde la droite BG’
par la droite Og’ divisé par la droite Og: donc
le contour du dodécagone régulier circonscrit
est égal A ce produit multiphé par. douze.

Connoissant les contours du dodécagone ré-
gulier inscrit dans le cercle ABCDEF et du
dodécagone régulier semblable qui lui est cir-
conscrit , si 'on ajoute ces deux quantités et si
Ion divise leur somme par deux, la moitié de
la somme de ces deux quantités sera une se-
conde valeur qui sera plus approchée de la
eirconférence ABCDEF. -

Si Pon continue d'inscrire dans la circonfé~
rence ABCDEF et de lui circonscrire des po-
lygones dont le nombre des cétés soit toujours
double, si I'on fait des opérations analogues &
celles que nous venons de faire, et si 'on re-
présente le rayon par un nombre quelconque,
on aura des valeurs qui seront de plus en plus
approchédes de la circonférence dont on con-
noft le diamétre ou le rayon. C’est ainsi qu’Ar-
ebiméde a trouvé que la circonférence d'un
cercle dont le diamétre est 7 égale 22 & peu de -
chose pres, et qu'Adrien Métius a trouvé dans
la suite que la circonférence d’'un cercle dont

le diaméwre est 113 égale 355 & tres-peu de
chose prés.

4



472 ~~ SUPPLEMENT -

"PROPOSITION XL
TEE0REME,

Un cercle est égal & un triangle rectangle dont uré
des cdtés de Vangle droit est égal a la circon-
* férence de ce cercle et dont lautre cété de

"1 angle droit est égal au rayon.

. Soient le cercle ABCD (fig. 226) et un trian-

gle rectangle EFG dont le ¢c4té FG soit égal &

la circonférence de ce cercle et dontle c6té EF

soit égal  son rayon : je dis que le cercle ABCD
_est égal au triangle EFG. ,

Car si cela n’est point, le triangle EFG sera
plus petit ou plus grand que Je cerele ABCD.
Supposons d’abord que le triangle EFG soit plus,
petit que le. cercle ABCD, e, qu'il soit égal &
un cercle plus petit, savoir au cercle HKLM..
Inscrivons dans le cercle ABCD un polygone.
régulier dont les ¢ftés soient pairs en nombre.
et ne touchent point la circonférence RKLM;.
du centre O menons sur le céié AN la perpen~
diculaire OP, le polygone inserit est égal & un
triangle rectangle dont un des c4tés de I'angle.
droit est égal 4 la somme des c6tés de ce po-
lygone et dont l'autre c6té de 1'angle droit est.
égal 4 la perpendiculaire PO. Mais Je contour.
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tlu polygone inscrit est plus petit que la cir-
conférence du cercle ABCD et Ia perpendicu-
laire PO est plus petite que le rayon de ce
cercle : donc ce polygone est plus petit que le
triangle EF G dont le c61é FG est égal ala cir-
conférence du cercle ABCD et dont le cété
EF est égal au rayon de ce méme cercle. Mais,
par supposition, le triangle EF G est égal au
cercle HKLM : donc le polygone inscrit est
plus petit que ce méme cercle; mais au con-~
traire il est plus grand; ¢e qui est impossible :
donc le triangle EFG n’est pas plus peut que
le cercle ABCD.

Supposons en second Tiew que Je triangle
EFG soit plus grand que le cercle ABCD, et
qu'il soit égal au cercle H'K'L'M'. Circenseri-u
vons au cercle ABCD un polygone régulier
dont les c6tés soient pairs en nombre et ne
rencontrent point la circonférence H'K'L'M’;
du centre O menons au pomnt de contact P’ le
rayon OP’. Le polygone circonscrit est égal 3
un triangle rectangle dont un des ¢6tés de I'in-
gle droit est égal au contour de ce polygone
et dont I'autre c6té de I'angle droit est égal 'au
rayon OP’. Mais le contour du polygone ¢ir-
conscrit est plus grand que la circonférénce du
cercle ABCD: donc le polygone circonscrit est
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plus grand que le triangle EFG dont le c¢6té
FG est égalala circonférence du cercle ABCD
et dont le c6té EF est égal au rayon de ce
méme cercle. Mais, par supposition, le triangle
EF G est égal au cercle H K'L'M’: donc le po-
lygone circonscrit est plus grand que le cercle
H'K'L'M’; mais au contraire ce polygone est
plus petit ; ce qui est impossible : donc le trian-
gle EFG n’est pas plus grand. que le eercle
ABCD; mais on a démontré qu’it n’est pds plus
petit : donc il lui est égal.

Donc la surface d'un cercle est égale a un
triangle rectangle dont un des c6tés de l'angle
droit est égal a la circonférence de ce cercle
et dont l'autre c6té de I'angle droit est égal 3
son rayon ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XIL
THEOREME.

Un secteur de cercle est égal & un triangle dont
un des cdtés de Uangle droit est égal & Uarc
. compris par les deux rayons de ce secteur et dont
Uautre cdté de Uangle droit est égal au rajon
~ de ce cercle.

Soit le secteur ANO (fig.226) et le triangle
rectangle EFG’ dont le ¢6té FG' de I'angle droit



A LA GEOM. D’EUCLIDE. 275;
est égal i Parc AN et dont I'autre c6té EF de
I'angle droit est égal au rayon du cercle ABCD:

je dis que le triangle EF G’ est egal au secteur
ANO.

Prolongez le c6té FG' et faites le coé FG
égal a la circonférence du cercle ABCD, et
menez la droite EG’.

- Puisqu'un cercle est 2 un secteur de ce cercle
comme la circonférence entiére est a I'arc com-~
pris par les deux rayons de ce secteur, le cercle
ABCD est au secteur AN O comme la circon-
férence ducercle ABCD est a Parc AN ; mais
la circonférence du cercle ABCD est égale ala
droite FG, par supposition, et Parc AN égal
aussi a Ja droite F G’ : donc le cercle ABCD est
au sébteur AN O comme la droite FG est 4 la
droite FG'; mais le triangle EF G est au trian-
gle EFG’ comme la droite FG est 4 la droite
FG : donc le cercle ABCD est au secteur ANO
comme le triangle EFG est au triangle EFG':
donc, en échangeant les plans des moyens, le
cercle ABCD est au triangle EF G comme le
secteur ANO est au triangle EF G’; mais le
cercle ABCD est égal au triangle EFG : donc
le secteur ANO est égal au triangle EFG’,

. Donc la surface d’un secteur est égale i.un
triangle rectangle dont un des cétés de l'angle
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droit est égal & 'arc compris par les rayons de
ce secteur et dont I'autre c6té de I'angle droit
est égal au rayon de ce secteur ; ce qu'il falloit
démontrer. -
PROPOSITION XIIL

THEOREME.

Y

* Les cercles sont entr'eux comme les quarrés
de leurs rayons.

* Soient les deux cercles ABCD, FGHK
(fig. 227) : je dis que le cercle ABCD est au
cercle FGHK comme le quarré du rayon AE
est au quarré du rayon FL.

Supposons que le c6té NO de I'angle droit
du triangle rectangle MNO soit égal a la cir-
conférence du cercle ABCD, que lautre c6té
MN de I'angle droit soit égal au rayon du méme
cercle : supposons ensuite que le c6té QR de
Fangle droit du triangle rectangle PQR soit
égal 4 la circonférence du cercle FGHK et
que l'autre ¢6té PQ de langle droit du méme
triangle soit égal am rayon du méme cercle.

Puisque les droites NO, QR sont égales aux
circonférences des cercles ABCD, FGHC, que
les droites MN, PQ sont égales aux rayons de
ces cercles, et que les circonférences des cer-
cles sont entr’elles comme leurs rayons , le c6té
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NO sera. au cbté QR comme le c6té MN est
au c6té PQ; mais les angles N, Q sont droits :
donc les deux triangles MNO, PQR sont sem-
blables ; mais les triangles semblables sont entre
eux comme les quarrés de leurs c6tés homo-
logues donc le trlangle MNO est au mar?gle
PQR comme le quarré du c6té MN est au
quarré du cété homolgue PQ; mais le cercle
ABCD est égal au triangle MNO, le cercle
FGHK égal au triangle PQR, le c6té MN
égal au rayon AE, et le ebté PQ égal au rayon
FL : donc le cercle ABCD est au cercle FGHK
comme le quarré du rayon AE est au quarré du
rayon FL.

Donc les cercles sont entr’eux comme les
quarrés’ de leurs rayons; ce qu’il falloit dé-
montrer. ‘ '

COROLLAIRKE,:

Il suit mauifestement de lh que les secteurs
semblables sont aussi entr’eux comme les
quarrés de leurs rayons. En effet ces secteurs
sont égaux a des triangles rectangles semblables
qui sont entr'eux comme les quatrés de leurs
c6tés homologues ; mais parmi ces edtés homo-
logues il en est qul soht égaux aux rayoms de
ces cercles : done les sectéurs semblables sont
éntr'enx comme fes quarrés de leurs rayons.
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"PROPOSITION XIV.
THEOREME.

La surface convexe d’un cylindre droit est égale
@ un rectangle dont la base est égale a la cir-
conférence de la base du cylindre et dont la
hauteur est égale & celle du cylindre.

Soit le cylindre droit AQ (fig. 226) dont la
base est le cercle ABCD et dont la hauteur est
la droite OQ qui est en méme tems l’axe du cy-
lindre ; soit le rectangle RT dont la base ST
est ‘égale & la circonférence de la base de ce
cylindre et dont la hauteur RS est aussi égale a
celle de ce méme cylindre :: je dis que la sur-
face convexe du cylindre droit est égale au rec
tangle RT.

Car si le rectangle RT n’est point égal 2 la
surface convexe de ce cylindre, ce rectangle
sera plus petit ou plus grand que la surface
convexe de ce méme cylindre.
~ Supposons d’abord que ce rectangle soit plus
petit que la surface convexe de ce cylindre et
qu’il soit égal a la surface d’un cylindre plus
petit, savoir au cylindre HQ.

Dans la circonférence de la base du cylin~
dre AQ inscrivons un polygone régulier qui ne
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touche point la circonférence de la base du
cylindre HQ. Imaginons que ce polygone soit
la base d’'un prisme droit inscrit dans le cylin-
dre AQ, la surface de ce prisme, sans y com~
prendre ses deux bases, est égale 4 un rectan-
gle dont la base est égale 4 la somme des cotés
de la base de ce prisme et dont la hauteur est
la droite O Q. Mais le contour du polygone ins-
crit est plus petit que la circonférence ABCD:
donc la surface de ce prisme, san$ y compren—
dre ses deux bases, est plus petite que le rec-
tangle RT. Mais, par supposition, ce rectangle
est égal a la surface convexe du cylindre HQ:
donc la surface du prisme, sansy comprendre
ses deux bases, est plus petite que la surface
convexe du cylindre HQ. Mais au contraire la
surface de ce prisme, sans y comprendre ses
deux bases, est plus grande que la surface con-
vexe de ce cylindre : donc le rectangle RT
n’est pas plus petit que la surface convexe du
cylindre HQ.

Supposons en second lieu que le rectangle
RT soit plus grand que la surface convexe du
cylindre AQ et qu'il soit égal & la surface con-
vexe d'un cylindre plus grand, savoir su cy-
" lindre H'Q; autour de la circonférence de Ia
base ABCD décrivons un polygone régulier
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dont les cdtés ne rencontrent point la éircon-
férence de labase H' K'M'L’; iniaginons que ce
polygone soit la base d’un prisnie circonscrit au
cylindre AQ; la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases, est égale i un rectan~-
gle qui a pour base une droite égale 4 la somme
des c6tés de ce polygone et pour hauteur la
droite OQ; mais le contour du polygone cir-
conscrit est plus grand que la circonférence
ABCD : donc la surface de ce prisme, sans y
comprendre les deux bases, est plus grande
que celle du rectangle RT; mais par supposi-
tion le rectangle RT est égal 4 la surface con-
vexe du eylindre H'Q : donc la surface de ce
prisme , sans y comprendre ses deux bases, est
plus grande que la surface convexe du cylmdre
H'Q; mais au contraire la surface de ce prisme,
sans y comprendre les deux bases, est pllis
petite que la surface du cylindre H'Q; ce qm
est impossible : donc le rectangle RT n’est pas
plus grand que la surface convexe du cylindre
A Q. Mais nous avons démontré que ce rectan-
gle n’est pas plus petit que cette surface : donc
ke rectangle RT est égal a la surface convexe
du cylindre AQ ;

Donc la surface convexe du cylmdre droit
est égale 3 un rectangle dont la base eést égale
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ala cu-conf'erence de la base de ce cylindre et
dont la hauteur est egale a celle de ce méme
cylindre ; ce qu'il faﬂon démontrer.

COROLL ATRE.

11 suit manifestement de 13 que les surfaces
conveses des pylmdres drons et semhlahles sont
entr’ elles comme les quarrés des digmétres de
leurs bages car puisque les sy rfaces conyexesdes
c)]mdres droits et semblables sont eﬂales a des
rectangles dont les bases sont égales aux cireon-
“férences des bases de ces cylindres et dont les
hauteurs sont aussi égales aux hauteurs de ces
mémes eylindres , et puisque les circonférences
des bases des eylindres droits et semblables sont
proportionnelles aux hauteurs de ces mémes
cyﬁadres , 11 est &vident que les rectungles qui
sont égaux aux surfyees convexes des cylindres
drons et semblables, sont desfigures semblables,
“puisque leurs bases sont proportionnelles i leurs
hauteurs : donc ces rectangles sont entfeux
comme les quarrés de leurs bases ; mais'ces rec-
tangles semblables sont égaux aux silrf_hces con-
vexes de ees cylindres et les bases de ces ree-
tangles sont &gales aux circonférences des bases
~dé ces mémes cylindres : donc Jes surfaces cou-
voxes des cylindres droits et semblables sont
Ik
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entr’elles comme les quarrés des circonférences
de leurs bases, et par conséquent comme les
quarrés des diamétres de leurs bases.

PROPOSITION XV.
THEOREME,

Un cylindre droit ou oblique est égal & un paral-
Lélépipéde dont la base et la hauteur sont égales
a la base et a la hauteur de ce cylindre.

Soit le cylindre AQ (fig. 226) dontlabase est
le cercle ABCD et dont I'axe est la droite OQ;
soit aussi un parallélépipéde RV (fig. 228) domt
la base et la hauteur soient égales & la base et
ala hauteur du cylindre AQ : je dis que le pa-
rallélépipéde RV est égal au cylindre AQ.

Car si le parallélépipéde RV n’est pas égal au
cylindre AQ, ce parallélépipéde sera égal & un
cylindre plus petit ou a un cylindre plus grand.

Supposons d’abord que le parallélépipéde RV
soit plus petit que le cylindre AQ et qu'il soit
€gal 4 un cylindre plus petit, au cylindre HQ,
par exemple. Dans la circonférence de la base

- ABCD inscrivons un polygone régulier qui ne
- touche point la circonférence de labase HKLM,
et maginons que ce polygone régulier soit la
base d'un prisme inserit dans le cylindre AQ.
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Puisque la base du polygone inscrit est plus
petite que la base du cylindre AQ et que la
base du cylindie AQ est égale i la base du pa-
rallélépipéde rectangle RV, la base du prisme
inscrit sera plus petite que la base du parallé-
lépipéde RV ; mais le prisme inscrit et le paral-
lélépipéde RV ont la méme hauteur : donc le
prisme inscrit est plus petit que le parallélépi-
péde RV; mais nous avons supposé que le pa-
rallélépipéde RV étoit égal au cylindre HQ:
donc le prisme inscrit est plus petit que le
cylindre HQ; mais au contraire le prisme ins-
crit est plus grand que le cylindre HQ, puisque
ce prisme contient ce cylindre; ce qui est im-
possible : donc le parallélépipéde rectangle RV

n’est pas plus petit que le cylindre AQ.

Supposons & présent que le parallélépipéde
rectangle RV soit plus grand que le cylindre AQ
et qu'il soit £gal & un cylindre plus grand, aw
" cylindre H'Q, par exemple. A la circonférence
de la base ABCD, circonscrivons un polygone
régulier dont les cétés ne rencontrent point la
circonférence de la base H'K'L'M’, et imagi-
nons que ce polygone régulier soit la base d’'un
prisme circonscrit au cylindre AQ; la base du
prisme circonscrit est plus grande que labase du
cylindre AQ; mais la base du cylindre AQ est

2
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égale 4 1a base-du parallélépipede rectangle RV :
donc la base du prisme circonscrit est plus
grande que la base du parallélépipéde rectingle
RV ; mais le prisme mscrit ¢t le parallélépipéde
rectangle RV ont la méme bauteur : donc e
prisme cireonscrit est plus grand que le paral-
¥lépipéde rectamgle RV ; mais nous avoms sup-
Posé que ce paraliéiépipéde rectangle étoit égal
au cylindre H'Q :donc le prisme circonscrit est
plus grand que de eylindre H'Q; wnsis un con-
traire le prismre circonscrit et plas petit que le
_ ylindre H'Q, car ce prisme est contenm dans

ce cylindre; ce qui est inipossible : donc fe pa-
rallélépipede rectangle RV n'est pus plus grand
que le cylndre AQ; mais on a démoneré qu'il
n’est pas plus petit : donc le pardlidépipéde
rectangle RV est €gdl au cylindre AQ.

Donc un cyhndre -droit ou oblique est égal
% un parallélépipéde dont la base et ta bautenr
sont égales 4 la base et & la hautenr de ce cyr
Tindre ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVL
wnﬁonﬁmm

Ie.r cylmdres drmts ou oblz,ques qut “ont des bascs

egales sont entr sux comme leurs hauteurs et
_ ceux qu; ont des hauteurs egales sant entreu.z
" comme leurs bases

- Car paisqu’un’ r:ybmlm est égal aum paralle—-
lepspede dent lx base et la.hanenr sont égales.
a la base et:A 12 hauteur de ce cylindre; ik eit
évident que les eylindres sont entr’eux comme-
les parallélépipédes qui ontdes bases et des ban--
teurs égales. aux bases et aux hauteurs de ces-
cylindres. Mais les paralléleplpedes qui ont des.
bases égales sant enir’eux ¢omme leurs hau-
teurs : donc les eylindres qui ont des- bases'
"égales sont entr’eux commie les hauteurs’ des.
parallélépipédes qui ont des bases et des hau--
teurs. égales aux bases et aux haunteurs de’ ces.
-eylindres; o’est-3-dire que les cylindres qui ont:
:des- bases egales sont entr'eux comme lours:
-hauteurs: . o

- Puisque Jes cylmdres sont entr'eux comme:,
}es parallélépipédes qui ont des. bases et des-
-hauteurs €gales aux bases et aux hauteurs de-
ces: cylindres , et que les.parallélépipédes. qni:

2
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ont des hauteurs égales sont entr'eux comme
leurs bases, il est évident que les cylindres qui
ont des hauteurs égales sont entr’eux comme
les bases des parallélépipédes qui ont des bases
et des hauteurs égales aux bases et aux hau-
teurs de ces cylindres ; c’est-a-dire que les cy-
lindres qui ont des hauteurs egales sont entre
eux comme leurs bases.

Donc les cylindres droits ou obliques qui ont
des bases égales, sont entr'eux comme leurs
hauteurs , et ceux qui ont des hauteurs égales

sont entr’eiix comme leurs bases ce qu’il falloit
démontrer. '

PROPOSITION XVIL
TREOREME

Les cylindres semblables, droits ou obligues, sont
entr’eux comme les cubes des diamétres de leurs
bases.

Que les cylindres qui ont pour bases les cer-
cles ABC, DEF (fig. 228), ‘pour. diamétres
de leurs bases les droites AC, DF, et pour
axes les droites GH, K1, soient semblables
entr'enx : je dis que ces deux cylindres sont

entr'eux comme les cubes des dmmetres de
leurs bases AC, DF.*
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. Construisez les deux parallélépipédes rectan-
gles MP, RV dont les bases soient des quarrés;
que labase etla hauteur du premier soient égales
a ]a base et a la hauteur du cylindre AH, et que
la base et la hauteur du-second soient égales & -
la base et i la hauteur du cylindre DL.
Puisque le cercle ABC. est égal an quarré
NP et que le cercle DEF est égal au quarré SV,
le cercle ABC sera au quarré NP comme le
cercle DEF est.au quarré SV : donc, en échan-
geant Jes places des moyens, le cercle ABC sera
au cercle DEF comme le quarré NP est au
quarré SV. Mais le cercle ABC est au cercle
DEF comme le quarré du diamétre AC est au
quarré du diamgeue DF, et le quasré NP est:
au quarré SV comme le quarré du e6té NO est
an quarré du c6té ST :.donc le Agtvlatré du dia-
métre AC est au quarré du diamétre DF comme
le quarré du e6té NO est an quarré du c61é ST: \
dong le diamétre AC est au diamétre DF comme
le cétéd NO est au coté ST. Mais puisque la
.hauteur du cylindre. AH est a la hauteur du
cylindre DL comme le diamétre AC est au dia~
métre DF et que le. c6té MN est égal a la
hauteur du cylindre AR et le c6té RS égal a
la hauteur du eylindre DL, le diamétre AC
sera au diaméwre DF comme le cété MN ese

4.



488 ~ SUPPLEMERT.
at ¢0t6 R ; puais oft & dénionéré. que le Ko
" inétre AC est au diamére DF commte 1é coté
NO est au é6té RS : ‘done 16 618 NO evt aie
e6té ST éomme le c61é MN edt an edf RS =
- doné les ‘cbtés des parallélépipédes réenngles.
MP, RV Somt proportiontiels: dehe ées purads
Yélépipedes sont semblablest done les pardllé-
1&pipedes M P, RV sont batr'edx cosinie el
&nbes de Teurs cdtés hom'ologﬂésle-, ST: mald
kerebid NO et an €Ot $T cormine de diamérwe
AC est au diamétre DF =+ dont be vulie du' ¢S
NO est au' cube dn d60é: 8T dorhvie I¢ lvbe du
diamétrie AC est i obté du disméire DF +done
Fes - pardlle’k?plp@’des MP "RV dofit ehtdent
cOmme Yas ¢obey dés dmm&&»ekl KC DF; taid:
les paraliédépipédes MP; RV 3oht- it atk
cy]md}‘e‘s AH; DL, ehaceni d chacan : dowe Tes
cyhm’lres AH; PLsont e‘ntt"éhx cbmme léscﬁ!ms
de leurs diaméties AC; DF. ° i

Doiic les cy]m’dms ﬁemb}abléw d}-ons ‘ot GBH-
ques, sont entr'eux coinme bes eubles des diak
meétres de lehrs bases; ‘ee qu’il Alloit ddmorn-
tree.
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Tn:oknnm

La surface convexe d’ un cone l?rozt est égale & un
tnangte rectdngle dont un des cotes de Vangle-
" droit est égal & la czrcorgférence de la base de
cecdne, et dont Pe autre cotédel anglc drozt est
B egal au coté de ce meme cone.

. Sou, Je ebne. dm 4Q (fg. 231 ), df:mt la base
estleicercle ABGDh dont le sommét st le point
Q; sox aussi le; ‘triangle: rectangle EF G dont
un des c6tés FG: de Pangle drdit est.égal i Ix
circonférence de fa basé du icobe A Qret dont
. Pautre. c6té de l'abgle droit est <gal au. coré
de ce céne : je dis que-la surface convere du
céne, AQ est dgale ari trivugle rectangle EF Ga
.Car si le triavgle récidngle: BF G n'es pas
-égal i la surfacé conveste du témedrolt AQ; ce
triangle sera plus! petit: on - plus-grand que la
-surface: convexe deich ¢ome. - -
- Supposons d’ahord que le mabglq Mtangle
EFG it plus pevia que la surface vofiveze du
-ebne AQ, et qu’il soit égal A la surface cbnvexe
ducéne plus petit) 2 la surface convexedu cone
HQ, par exemple. Dans la circonférence de
Ja base ABC D -inscriveris un polygone régu-
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lier qui ne touche point la circgnférence de la
base HKLM, et imaginons que ce polygone
régulier soit la base d'une pyramide inscrite
dans le cone AQ; la surface de la pyramide
. AQ, sans y comprendre sa base, est égale a un
triangle rectangle dont un des cétés de l'an—
gle droit est égal au contour de la base de
cette pyramide et dont Vautre c6té de I'angle
droit est égal 3 la perpendiculaire menée du
sommet de cette pyramide sur un:des cités de
sa base ; mais. le contour de la base de la py-
ramide inscrite est plus petit' que la eircon-
férence de la base du céne AQ qui est égal a
un des c6tés de I'angle droit du triangle EEG
et la:perpendiculaire meénée ‘du sommet de la
pyramide sur un des c6tés-de sa base est-plus
courte que le c6té du cdne AQ qui est égal a
Yautre c6té de I'angle dront’ du triangle rectan-
gle EFG :'donc la surface de Ja pyramide ins-
crite, sans y°comprendre sa biase , est plus petite
que le triangle rectangle BF G. Mais nous avons
supposé: que le triangle rectangle EF G est égal
a la surface convexe du céne HQ : done la sur-
face de la pyramide inscrite; sans y compren—
dre:sa base ; est plus petite que l# surface con-
vexe du cone HQ ;'Iiats au- contraire la surface
de la pyrannde imscrite ; sans'y comprendre sa
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base, est plus grande que la surface convexe du
céne HQ; ce quiest impossible donc le trian~
gle rectangle EFG n’est pas plus petit, que la
surface convexe du céne AQ.

Supposons a présent que le triangle rectans
gle EF G soit plus grand que la surface convexe
du céne AQ, et qu'il soit égal a la surface cony
vexe d’un céne plus grand, a la surface convexe
du céne H'Q, par exemple ; autour de la circon-
férence de la-base du céne AQ décrivons. un
polygene régulier dont les c6tés ne rencontrent
ppas la circonférence de la base du céne H'Q; et
imaginons que .ce polygone soit la base, d’une
pyramide circonscrite at cdne AQ; la surface de
cette pyramide , sans y comprendre sa base , est
égale i un triangle rectangle dont un des cotés
de Pangle droit est égal au contour de la base
de cette pyramide et dont I'autre c6té de l'angle
droit ést égal . la perpendiculaire menée du
sommet sur un des cités de la base de cette
pyramide ; miais le contour de la pyramide ciz-
-conscrite aa cbéne AQ est- plus grand: que la
circonférence de la base du céne AQ, qui est
égal 4 un des c6tés F G de I'angle droit du trian~
gle rectangle EFG, et la perpendiculaire menée
du sommet de la pyramide sur un c6té de sa base
est plus grande que le €6té du céne AQ qui est
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égal A 'autre c6té de 'angle droit : donc Ja sur-
fice de la pyramide eirconscrite am eéne AQ,
sans y'comprendre si base , est plus grande qua
le triangle rectangle EFG ; ma® nous avons sup
posé qhe le triangle rectangle EF G st égal & Ia
surfaée cotivexe du céme H' Q : done la surface
de cette pyramide , sans y comprendre sa base ,
st plus grande que la surface convexe du céne
H'Q’; indis du contraire la surface de cette pyra-
midéest plus péute que la surface du ebne H' Q;
¢e gl est impossible : donc le triangle rectangle
BFG n'eést pas plas’ grand que la surface con-
'vexe' du come A®); mais nous avons démontré
que ce triangle a’est ‘pas plus petit : donc le-
triangle rectangle EFG est égal i la surface
;convexe du eéne AQ:.

~ Done la surface convexe du édne droit, sans-

'y comprendre sa basé, est égale & un triangle
‘rectangle dont un des cétés de P'angle droit est
égal ¥ la circonférence de la base de ce edne et
'db‘nf Pautre’ cbté de Pangle droit est égal au
‘¢6té de ce méme céne ; ce qu’tl falloit dé-
montrer.
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PROPOSITION XIX.
THXOREME. .

A
ZLa section de la surface convexe d'un c8ne droit
ou oblique par un plan paralléle & sa base est
une circonférence de cercle.

Coapez le cone ABRC ( fig. 229 ) par un plan
FSG paralléde & 1a base BRC : je dis que la
section ¥SG de Ia surface conyexe de ce cone
par ce plan est une circonférence de eercle. -

Du centre O de la base du céne menez autant
de rayons que vous voudrez OB, OR, et par
I'axe AO et par les rayons OB, OR conduisez
- les plans AOB, AOR, les sections AB, AR
de la surface convexe du céne par ces plans
seront des lignes droites, car les lignes AB, AR
se confondent nécessairement avec la droite
génératrice de la surface convexe du cénme,
lorsque cette droite a une des positions AB, AR.
Le plan BRC étant paralléle au plan FSG, les
sections OB, PF de ces deux plans par le plan
AOB scront deux droites paralléles : donc les
deux triangles AOB, APF sont semblables:
donc I'axe AO est a 'axe AP comme le rayon
(OB est au rayon PF. On démontrera de laméme
maniére que Vaxe AQ est 4 laxe AP comme le
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rayon OR est au rayon PS : donc le rayon OB
est au rayon PF comme le rayon OR est au
rayon PS : donc, en échangeant les plans des
moyens , le rayon OB est au rayon OR comme
le rayon PF est au rayon P$; mais le rayon OB
est égal au rayon OR : donc le rayon PF est
égal au rayon PS. On démontrera, de la méme
maniére, que toute autre section du plan FSG
‘par un plan qui passe par I'axe est égale & cha-
cune des droites PF, PS : donc la section de
1a surface convexe du c6ne ABRC par un plan
paralléle i la base de ce cone est une circon-
‘férence de cercle.

Donc la section de la surface convexe d’un
cbne droit ou oblique, par un plan paralléle 2
'sa base, est une circonférence de cercle ce
‘qu’il falloit demontrer
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PROPOSITION XX‘
THEOREME.

La surface convexe d’un tronc de cdne droit & bases
paralléles est égale & un rectangle qui a pour

- hauteur une droite égale au cdté du tronc et pour
base une droite égale & la circonférence qui
résulte de la section de la surface convexe de

" ce tronc par un plan paralléle aux deux bases
et mené & égale distance de ces deux bases.

. Soitle tronc du céne droit BD (ﬁg 229) dont
les bases BRC, ETD sont paralléles : je dis que la
surface convexe de ce tronc de cone est égale
‘aun rectangle qui a pour hauteur le c6té DC
du tronc BD et pour base une droite égale a la

‘circonférence qui résulte de la section de la
surface convexe de ce tronc par un plan pa-
ralléle aux deux bases et mené & égale distance
de ces deux bases.

Complétez le cone ABRC; sur le cbté AC et
au point C élevez la perpendiculaire CH; faites
la droite CH égale  la circonférence de la base
BRC; menez la droite AH, et par le point D
menez la droite DK paralléle 4 la droite CH.

Puisque les triangles AOC, AQD sont sem~
blables , la droite AC sera i la droite AD comme
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le rayon OC est au rayon QD. Mais les circonfé-
rences sont enir’elles comme leurs rayons : done
la droite AC est 4 la droite AD comme la cir-
conférenee BRC est a la circonférence ETD;
et & cause que les triangles ACH, ADK sont
semblables , la droite AC est & Ja droit¢e AD
comme la droite CH est 2 ladronte DK ; _dgpé la
circonférence BRC est 4 la circonférenge ETD '
comme 13 droite CH gst a Ja droitg DK : dqnc en
echangeant les places des moyens, Ia circon-
férence BRC est a la droite CH comme la cir-
.conférence ETD est 4 1a droite DK ; mais Ia
circonférence BRC est égale 4 la droite CH,
par _suppesition : donc la circonférence ETD
est égale 4 la droite DX. Mais la surface con-
vexe du cone total ABRC est égale au triangle
rectanp'le total ACH et la sarface convexe du
cone AETD est égale au triangle rectangle ADK :
donc la surface convexe du tronc de céneBDest
¢égale au trapéze restant DCHXK. Du milieu de Ia
droite DC menez la droite GL paralléle 3 T'une
ou a Pautre des bases paraﬂ‘e‘lc;s DK, CH; parle
point L, o1 la droite G L rencontre le c61é X H,
eonduisez la droite MN paralléle au cé6té DC,
et prolongez la droite DK jusqu’i ce qu’elle ren-
contre la droite MN au point M. Pdisque , par
construetion, la droite DC est perpendiculaire
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§ur la droite CH; la droité DC sera ég'rale ala
distance des deux bases paralleles DK, CH; et
puisque la droite GL est égale 2 la droite CN, lé
_trapeze DCHK sera égal au rectangle DCNM.
Mais nous avons démontré que la surface con<
vexe du tronc de céne BD est égale au trapéze
DCHK donc la surface convexe du tronc de
cbne BD est égalé au rectangle DCNM. Nous
demontrerons que la circonférence FSG est
égale 4 la droite GL, de la méme maniére que
nous avons démontré que la circonférence ETD
est égale a la droite DK : donc la surface con=
vexe du cbne BD est égale a un rectanole qui
a pour bhase une droite égale a 4 la circonférence
FSG et pour hauteur la droite DC:.

Donc la surface convexe dir trotic dé &dne
droit & bases paralléles est egale a un rectan-
gle gt a pour hauteur une droite egale au coté
du tronc de cone et pour base une droite égale
3 la circonférence de cercle qul résulie de la
section de la surface convexe du tronc de céne
par un plan paralléle aux deux bases et mené
a égale distance de ces deux bases ; ce qu il
falloit démontrer:
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PROPOSITION XXI1
THEOREME.

La swface convexe d'un clne droit est égale &
un rectangle qui a pour hauteur une droite égale
au cété de ce cdne et pour base une droite égale
& la circonférence de cercle qui résulte de la
section de la surface convexe du cdne par un
plan paralléle a la base du céne et mené par
le milieu de son cété.

Soit un céne droit ABRC (fig. 229) : je dis
que la surface convexe du cone ABRC est égale
a un rectangle qui a pour hauteur une droite
égale au c6té de ce come et pour base yne droite
égaleala circonférence de cercle qui résulte de
la: sectlon de sa surface convexe par un plan
parallele a sa base et mené par le milieu de son
coté AC.

Sur le cété AC et au point C, e'levons une
perpendlculalre CH, faisons cette droite égale
ala clrconference de la hase du cine et menons
1a droue AH.

Puisque nous avons démontré que la surface
convexe d’un céne droit est égale 4 un triangle
rectangle qui a pour base une droite égale a la
circonference de sa base et pour hauteur une
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dryite égaleau ¢dté de ce come , le tiangle ACH
seca égal a la supface convexe du cdie ABRC. |

Du milien de la droite AC menons la droité
DK; nous démontrerons, comme dans.Ja pro-
position précédente, que la droite DK est égale
a la circonférenee ET.D.

Puisque les deux triangles ACH, ADK sont
semb]abies et que le c6té AC est douhle du coté
AD, le ¢61é CH sera double du coté DK : : donc
le trlangle ACH est égal & un rectangle qui a
pour base la droite DK et pour hauteur la
droite AG, parce qu'uii triangle eat dgal 3’ un
rectangle qui a la méme hauveur quece trianglé
et qui a pour base une droite égale i la‘moitié
de la base de 0@ inémhe iriangle, Muis 1é irian-
gle ACH est égil a la surface cohveté du céné
droit ABRC : donc lé trectutigle qui a pour
base la droite DK et pour hetrtent1a droite AC
est ausel &gal 1 la surfice éonbexe dn tone
droit ABRG; nims Ja base de He“feétzﬁi'glnd est’
lgale & la cieconférenee ET D et 1a ittt de
ce méme rectahgle est dgale o cHtd de'ce tone.

- Dont: ln surfice convexe d'tin ebhe drolr ést
égale & un redtangle qui'a poir hdutvem' une
droité égabé eu cdié de ee cbiie kt pour base
une droite égale & la virconférente dé terclé
qui résulte de la’semion de ¥b Suthaty cohveke

2
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par un plan paralléle i sa base et mené par
le milieun de son eété; ce qull falloit dé-=
montrer -

PROPOSITION XXIL
THEOREME,

y i i A' . .
Un cdne droit ou oblique est la troisiéme partie
* d'un cylindre qui a la méme base et la méme
i v R
hauteur que ce cone.,

~ Soientle céne AQ (fig. 226 ) et le cylindre AQ

eyant la méme base et le méme axe : je dis que
le cone AQ est la troisiéme partie du cylin-
dre AQ.

_ Car si: lo tiers du cylindre AQ n’est pas égal
au céne AQ, le tiers de ce cylindre sera plus
petit.ou plus grand que le céne AQ. Supposons
d’abord que le tiers de ce cylindre soit plus petit
que le ¢éne AQ, et qu'’il soit égal & un céne plus
petit, au cone HQ ,; par exemple. :Dans la cir~
conférence; de la base du céne AQ inscrivons
un polygone régulier cont les ctés ne touchent -
pas la circonférence de la base du céne HQ, et
imaginons que.ce polygone régulier soit la base
dtun prisme inscrit dans le ¢ylindre AQ et d’une
pyramide inscrite daps le céne AQ. -

- . La pyramide inscrite -aans-le céne AQ:est
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égale au tiers du prisme fuscrit dans le cylindre
AQ; mais le prisme inscrit est plds petit que le
cylindre AQ : donc la pyramide inserite est plus
petite que le tiers du.cylindre AQ ; mais le tiers
du cylindre AQest égal au céne HQ, par suppo-
sition : donc la pyramide inserite est plus petite
que le céne HQ; auais au contraire cette pyra=
mide est plus graride:, puisqu’ellele contient ;
ce qui est impossible : done le tiers du cylin-
dre AQ n’est pas plus petit que le céne AQ.

Je dis a présent que le tiers du cylindre AQ
n'est pas plus grand que le céne AQ; car sap-
posons que le tiers du cylmdre AQ §01t égal A
un céne plus grand, au céne H'Q, par exem-
ple; autour de Ia. basé“du (;one AQ décriyons
un polygone reguher dont les €6tés ne, rencon-
trent point la base du céne H Q, et imaginons;
que ce polygone rgguller soit 'la base d’'un -
Prisme circonscrit au cylmdre AQ et d’une py-~
ramide circonscrité au céne AQ; la pyramxde
cu-con.scme ‘est egaie au tiers du prisme cir-
conscrit ; mais le prisme circonserit est plus
grand que ke cylindre AQ : ‘donc la pyramide
circomscrite est plus grande que le tiers du cy-
lindre AQ; mais le tiers du eylindre AQ est
égal au cone H'Q, par- supposition : donc la-
pyvamide circonserite. est plus grande que lo
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Cdﬂﬁl ﬂanWBﬂis ap'comwe' Wm])yﬁmidﬁ est.
Plis pesive et o.06ie , phisqua 1o céne con-
tient cetiq; pyramide; ce qui, est impossible :.
dong lg tiersdu cylindre AQ o est pes plus.grand.
que lo. eone :A Q.; mais. nous: avous démontrd:
qu’il n’est pas plus petit : doncle ttersdu cyhn-~
dre AQ est égal an. oone AQx :
- Dome un odme drart on- ohbq;m»est'- le trers:
d’un gylimdre qui a laiméme hase et lo méme
#x¢ gque oexcone», ge’ qnpkdwm dnmomtér. ‘

§

e ROLL'A th AU

- Puisque Jes cy]mdres ¢ai ont des bases égales,
sont entr*$ux commeé leurs hauteurs, et que les:
cyhndres qm onit des hauteu(s €égales sont entre
eux comme leurs Bases et parce qu’un céne:
est 1é tierd'dun cylmdre qux a l'a méme base et
Ie miéme dxe que ce cone et que les tiers sont
proporuonne s aux tous’; il est evrdent que les.
céoes qui ont 95 baseq .ga"aies sont entr’eux:
- commie léurs hauteurs et' uer ceux qu,l ont des
hauteurs eoales som ‘entr'eux cor{nne Ieursfbases. '

PRI Y YT SR i

CGAQROLHALREL T . )
Pqum les oyhindres; serablables aont- emtre.
eux commg bes cubbs. das diamétreside leurs:
bases, et parce que: les- adnes: samblables;sant:
les tiess: de eglindres: semblehles-qui; ovn. lea.
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mémes bases et les mémes axes, il est encore
évident que les cones semblables sont entr’eux
conime les cubes des diamétres de leurs bases.

PROPOSITION XXI11.
VTHI".ORI":ME.

Si wn demi-polygone régulier d'un nombre pair
de cétés tourne autour de son diamétre,,'la’ sur-
JSace décrite par un certain nombre de cBtés de
ce demi-polygone est égale & un rectangle qui
a pour base une droite égale & la circonférence

inscrite dans le demi-polygone et pour hauteur la
portion du diamétre interceptée par deux droites
qui Ini sont perpendiculaires et qui comprennent
dex cotés qui ont déerit cette surface; et la sur-
' face décrite par tous les cdtés du demi-polygone
est égale & un rectangle qui a pour base une
" droite égale & la circonférence inscrite dans ce

demi-polygone et pour hauteur le diamétre de
ce méme polygone. ‘ o

Soit ABCDEFG ( fig. 250) un demi-poly-
gone régulier dont la droite AG est le diamétre
et le point H le centre; du centre H menes la
perpendiculaire HK sur un des c6tés CB de ce
demi-polygone, et des points B et E menez les
droites BM, EO perpendiculaires sur le dia-

4
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métre AG : je dis que la surface décrite par les,
cdtés BC, CD, DE est égale 4 un rectangle
qui a pour ba_se une droite égale & la circon-
férence inscrite et pour hauteur la droite MO:
je dis de plus que la surface décrite par tous
les c6tés du demi-polygone est égale a un
rectangle qui a pour base une droite égale a
la circonférence inscrite et pour hauteur le
diamétre AG.

Du point C et du milieu du c6té CB menez
les droites CN , KL perpendiculaires sur le dia-
métre AG, et du point B menez aussi une droite
BQ perpendiculaire sur la droite CN.

Le triangle HKL est semblable au triangle. .
BCQ; en effet, ces deux triangles ont chacun
un angle droiten L et en Q; Pangle HKL avec
Yangle BKL est égal &4 un angle droit; mais
Pangle BCN est égal 4 'angle BKL : done Fan-
gle HKL avec I'angle BCN est égal 4 un angle
drmt mais P'angle KHL avec I'angle HKL est
aussi égal 3 un angle droit : donc les denx angles,
KHL, BCN sont €gaux entreux : donc les
deux trxangles HKE, BCQ ont deux angles
égaux chacun 3 chacun : done ils sont sem-
blable§ : donc la dronte HK est a la droite KL
comme la droite CB est i la droite BQ ou 4 Ia
droite MN qui lui est.égale. Mais les circon=
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férences sont proportionnelles & leurs rayons :
donc la circonférence qui a pour rayon la droite
HK est i la circonférence qui a pour rayon la
droite KL comme la droite CB est a la droite
MN; mais lorsque quatre droites sont propor-
tionnelles , le rectangle compris sous les deux
droites extrémes est égal au rectangle compris
sous les deux droites moyennes : donc le rec-
tangle compris sous la droite MN et sous une
droite €gale 4 la circonférence qui a pour rayon
la droite HK est égal au rectangle compris sous
le c61é CB et sous une droite égale a la cir-
conférence qui a pour rayon la dreite KL
mais le rectangle compris sous le c6té CB et
sous une droite égale a la circonférence qui a
pour rayon la droite KL est égal a la surface
convexe du tronc de céne décrit par le c61é
CB : donc le rectangle compris sous la droite
MN et sous une droite égale i la circonférence
qui a pour rayon la droite HK est légal{é\_ la
surface convexe du tronc de céne décrit par le
c6té CB. On démontrera, de la méme maniére,
que chacune des surfaces des troncs de céne
et des pyramides décrites par les autres cétés
AB,CD,DE,EF, FG est égale & un rectan-
gle compris sous la portion du diamétre inter-
Gt?pté par les deux Perpendicu]aires qui com-
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prennent chacun des cétés AB, CD, DE, EF,
FG et sous une droite égale i la circonférence
qui a pour rayon la perpendiculaire menée du
centre sur chacun des c¢6tés AB, CD, DE,
EF, FG. Mais les perpendiculaires menées du
centre du polygone régulier sur les c6tés de ce
polygone sont égales entr’elles : donc les cir-
conférences qui ont pour rayons ces perpendi-
culaires sont aussi égales entr’elles, et par con-
séquent égales A la circonférence inscrite dans
le demi-polygone régulier ABCDEFG : done
Ia surface convexe d’un tronc de céne décrite
par un c6té quelconque du demi-polygone est
égale i un rectangle compris sur Ia portion du
diamétre imeréepte’e par les deux droites qui
lui sont perpendiculaires et qui comprennent
ce cbté, et sous une droite égale A la circonfé-
rence inscrite : donc les trois surfaces de troncs
de cbne décrites par les trois cotes BC,CD,

DE sont égales & trois rectangles qu1 ont pour
bases: des droites égales chacune 4 Ia circonfé~
rence inscrite et pour hauteur les' droites MN
NH, HO; mais oes trois rectangles sont égaux
4 unseul rectangle qui a pour base une droite
égale A la circonférence inscrite et pour hau—
teur la droite MO, c’est-a-dire la portion du
diamétre interceptée par les deux droites BM,
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EO qui lui sont perpendiculaires et qui com-
prennent les c6tés BC, CD, EF : donc, par la
méme raison, la somme des surfaces convexes -
des troncs de céne et des deux pyramides dé-
crites par tous les c6tés du demi-polygome est
égale A un rectangle qui a pour base unte droite
egale a la circonférence inscrite et pour hauteur
le diamhétre du polygone.

Dong 5i wn demi~polygone régulier dunnom-
hre pair de cétés. tourne autour de som dia~
métve, la surface décrite par un certain Bom-
bre de cdtés de ce demi-polygene est dgale &
un rectangle quiapour hase une droite égale &
la circonférence.inscrite et pour hauteur la por-
tion du digmeétre jntepceptée par deux deoitea
qui-lu sont:perpendiculaires et qui compren-
nent les ctés qui ont déerit cette sutrfoce ;. et,
la surface décrite. par tous les. cétés du demin
polygane est. égale i un. rectangle, qui a. pouE
base une, droite. égale & la circonférence ins-
crite et popr hauteur le diamétre de ce demis
polygone ;. ce. quil. falloit démonwrer.. . ;

)
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PROPOSITION XXI1V.
THEOREME.

La surface d’une sphére est égale & un rectangle
qui a pour base une droite égale a la circon-
Jérence d’un grand cercle de la sphére et pour
hauteur une droite égale a son diamétre.

Soit une sphére qui ait pour diamétrela droite
AB (fig. 231) et pour centre le point C : je dis
que la surface de }a sphére qui a pour diamétre
la droite AB est égale 3 un rectangle Q qui a
pour base une droite égale & la circonférence
d’un grand cercle de cette sphére et pour hau-
teur une droite égale 4 son diamétre.

Car si ce rectangle n’est pas égal &la surface
de la sphére qui a pour diamétre la droite AB,
ce rectangle sera égal 4 la surface d'une sphére
plus petite ou a la surface d’une sphére plus
grande. Supposons d’abord que ce rectangle
soit égal & la surface d’une sphére concentrique
plus petite; a celle, par exemple; ‘qui a pour
diamétre la droite KM.

Faisons passer un plan par le diamétre AB,
les sections des sphéres qui ont pour diamétres
les droites AB, KM par ce plan donneront les
deux demi-cercles ADEFGHB, KLM; car
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les droites metiées du centre d’une sphére i la
section de sa surface par un plan qui passe par
son centre sont égales chacune au rayon de
cette sphére. Dans la demi-circonférence dont
AB est le diamétre inscrivons un demi-poly~
gone régulier dont les c6tés soient en nombre
pair et ne touchent point la circonférence du-
demi-cercle KLM. Supposons que ce demi~
polygone fasse une révolution autour du dia-
métre AB; le contour de ce demi-polygone ré-
gulier décrira une surface égale & un rectangle
qui aura pour base une droite égale 4 la cirs
conférence inscrite dans ce demi-polygone ré~
gulier et pour hauteur une droite égale au
diamétre AB; mais le rectatigle qui a pour base
une droite égale 4 la circonférence inscrite dans
le demi-polygone ADEFGHB et pour hautear
une droite égale au diamétre AB est plus petit
que le rectangle Q qui a pour base une droite
égale & la circonférence ADEFGHB circons-
crite a ce demi-polygone régulier et pour hau-
teur le diamiétre AB, parce que ces deux rec-
tangles ayant des hauteurs égales, le premier a
une base plus grande que celle du second : done
1a surface décrite par le contonr du demi-poly-
gone inscrit est plus petite que la surface de la
sphére décrite par le demi-cercle KLM, c’est«"
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a-dire que la surface de la sphére qui a pout
diamétre la droite KM, parce que nous avoms
supposé que le rectangle Q étoit égal & la sur<
face de cette sphére ; mais an contraire la surs
face décrite par les c4tés du demi-polygone
inscrit est plus grande que la surface déciite par
la demi-circonférence KLM, c’estwa-dire que
la surface de la sphére qui a pour diameétre la
droite XM, puisque le contour de ce demi-
polygone est plus grand que la demi-circonfé-
rence KLM; ce qui est impossible : donc le
rectangle Q n’est pas plus petit que la surface
de la spbére dont AB est le diamétre.
Supposons en second lien que le rectangle Q
soit égal a'la surface d'une sphére concemri«
que plus grande que celle dont le diaméire est
la droite AB et qu'il soit égal, per exemple, i
la surface de la sphére dOnt le diamétre est la
droite K'M'.

- Faisons passer un plan par le dlame(re K M'
les sections des sphéres dont les diamétres sont
les droites AB, K’ M’ par ce plan dopneront les
deux demi-cercles ADEFGHB, K'L'M'. Cir~
conscrivons au demi-cercle dont AB est le dia~
metre un demi-polygone régulier dont les cotés
soient en nombre pair et ne rencorirent pas
la demi-circonférence K'L'M’, et supposous
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que ce demi-polygone fasse une révolution
autour du diamétre A'B'. ’

Le contour de ce demi-polygone régulier dé-
crira une surface égale 4 un rectangle qui aura
pour base une droite égale a la circonférence
ADEF GHB et pour hanteur le diamétre A'B’;
mais le rectangle qui a pour base une droite
égale a la circonférence ADEFGHB et pour
hauteur une droite égale au diamétre A'B’ est
plus grand que le rectangle Q qui a pour base
une droite égale 4 la circonférence ADEFGHB
et pour hauteur une droite égale i la droite AB,
parce que ces deux rectangles ayant des bases
égales, le premier a une hauteur plus grande
que celle du second : done la surface décrite
par le contour du demi-polygone circonscrit est
plus grande que la surface de la sphére décrite
par le demi-cercle K'L'M’, parce que nous avons
supposé que le rectangle Q étout égal a la sur-
face de cette sphére. Mais au eontraire la sur-
face décrite par le contour du demi-polygone
circonscrit est plus petite que la surface dé-
crite par la demi-circonférence K'L'M’, c'est~
a-dire que la surface de la sphére qui a pour
diamétre la droite K'M’, puisque le contour du
demi-polygone circonscrit est plus petit que la-
demi-circonférence K'L'M’; ce qui est in{pos-
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sible : donc le réctangle Q n’est pas plus gratid
que la surface de la sphére qui a pour dia-
meétre la droite AB; mais nous avons démontré
que le rectangle Q n’est pas plus petit que 14
surface de cette sphére : donc le rectangle J
est égal & la surface de la sphére qu a pour
diamétre la droite AB.

Donc la surface d’une sphére est égale & un
rectangle qui a pour base une droite égale a la
circonférence d’un grand cercle de cette sphere
et pour hauteur le diamétre de cette méme
sphere. _

COROLLAIRE

11 suit évidemment de 13 que la surface de Ia
sphére est égale a la surface convexe du cylindre
droit qui lui est circonscrit: En effet , la surface
d’un cylindre droit est égale 4 un rectangle qui a
pour base une droite égale 4 la circonférence de
labase de ce cylindre et pour hauteur une droite
égale a la hauteur de ce méme cylindre ; mais la
circonférence de labase du cylindre circonscrit
est égale a la circonférence d’un grand cercle de
la sphére et la hauteur du cylindre égale au dia-
métre de la sphére : donc la surface convexe du
cylindre circonserit est égale 4 un rectangle qui
a pour base une droite égale 4 la circonférence
de la spheére inscrite et pour hauteur une droite
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£gale an diamétre de cette méme sphére : done
Ia surface convexe du cylindre circonserit est
&gale 4 la surface de la sphére inscrite : donc la
surface de la sphére est égale i la surface con-
vexe du cylindre qui lui est eirconserit.

PHOPOSITION XXV.
| THEOREME.

La surface convexre d'un segment sphérique est
dgale & un rectangle qui a pour base ane droite
égale & la circonférence &un grand cercle de
1a sphére et pour hauteur une droite égale & la
hauteur du segment sphériqus.

Soit un segment sphérique dont la surface
convexe soit déerite par Parc ADE (fig. 331)
pendant que le demi-¢ercle ADEFGHB fait
une révolution sur son diamétre AB : je dis que
"1a surface convexe de ce segment est égale a
“un rectangle R qui a pour base une droite égale
3 la circonférence d’un grand cercle et pour
hauteur une droite égale & la hauteur AN du
~segment sphérique, '

Car sile rectangle R n’est pas égal 4 la sur—
face convexe de ce segment sphérique, ce rec-
tangle sera plus petit ou plus grand. Supposons
< abord qu'il soit plus petit et qu’il soit €gal i

Kk
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la surface convexe d’un segment sphérique sem«
blable d’une sphére plus petite; savoir, a la sur-
face convexe d’un segment sphérique semblable
de la sphére dont le diamétre est 1a droite KM
ct qui a le méme centre que la sphére ol se
trouve le segment décrit par 'arc ADE.

Par le diamétre AB et par I'arc ADE faisons
passer un plan; la section de la sphére qui a
pour diamétre la droite KM, par ce plan , don-
nera le demi-cercle KL M. Menons la droite
EC; il est évident que le segment sphérique
dont’la surface convexe est décrite par I'arc KL
sera semblable au segment dont la surface con-
vexe est déerite par 'arc ADE.

Dans I'arc ADE inscrivons une portion de
polygone reguher dont les c6tés ne touchent
point I'arc KL, cette portion de polygone ré-
gulier, en faisant une revoluuon autour du dia-

.métre AB, décrira une surface eoale a un rec-
‘tangle qui a pour base une droue égale a la
c1rconf'erence inscrite_dans cette portion de
‘polygone et pour hauteur une drmte egale ala
droite AN ; mais le rectangle qm a pour base
_une droite egale a la circonférence: inscrite et
pour hauteur ute droite égale ala droite AN
est plus petit que le rectangle R, qui a pour
bose une di‘oilé égale i la ‘cir‘cohférence dont
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le diamétre est la droite AB et pour hauteur une
droite égale 4 la droite AN, parce que ces deux
rectangles ayant la méme hauteur , le premier
a.une base plus petite que celle du second. Mais
I} rectangle R est égal, par supposition, i la
‘surface convexe du segment sphérique décrite
par I'arc KL : donc la surface décrite par le
‘contour de la portion du polygone régulier
inscrit dans I'arc ADE est plus petite que la.
surface convexe du segment sphérique décrite
“par 'arc KL; mais, au contraire, la surface -
décrite par cette portion du polygone régulier
inscrit est plus grande que la surface du seg-
ment sphérique dégrite par I'arc KL, parce que
le contour: de la portioa du polygone régulier
inscrit dans 'arc ADE est plus grand que l'arc
KL; ce gui est ippossible : donc le rectangle R
n’est pas plus petit que la surface du segment
sphérique décrite par I'arc ADE.,

Supposons cn second lieu que le rectangle R
soit plus grand-que la surface convexe du seg=
ment splx(*rxthe.(kcnte par I'arc ADE et qu’il
soit égal & la surface convexe d'un segment
sphenque semblable d une sphe;'e plus grande;
savorr , a la sur{"lce dum segment sphérique
.semblable de la sphere dont le diamétre est la
droite K/ M”. et qui a le méme centre que la

2
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sphére ot1 se trouve le segment décrit par Pare
ADE.

Par le diamétre K'M’ et par I'arc ADE far
sons passer un plan ; Ja section de la sphere qun
a pour diamette la droite K'M’ par ce plan
donnera le demi-cercle K'L' M. Menons fa
droite CE et prolongeons-la jusqu’s ¢¢ qu'elle
rencontre la demi-circonférence K'L'M’ au
pomt L'; il est évident que le segment sphé-

‘rique dont la surface convexe est décrite par
" Fare K'L' sera semblable au ségment dont la
surface convexe est décrite par I'arc ADE.
€irconscrivons i Yarc ADE une portion de
polygone régulier dont les c6tés ne rencontrent
point I'arc K'L’; du point E inenons la droite
'E’O perpendicilaire sur le diamétre K'M’, et
du point E la droite EI perpenditulaire sur la
drotte E'O. Le contour de ¢ette portion de poly-
gone régulier , en faisant une révolution autour
du diamétre A'B’, décrira une surface égale a
“un rectangle dont la base sera égale i la circon-
férence du cercle ADEFGHB, et dont 1a hau~
teur sera la droite A’Q. Mais la circonférence
ADEFGHB qui 4 pour diamétre la droite AB
est égale i la base du rectangle R et la droite
A’'O est plus grimde que ld hautetr AN de ce
méme rectangle; car la droite A'A est égale &
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: lhypotenuse E'E du trlangle rectangle E'E[,;
mais lhypotenuse E'E est plus grande que le
c6té EI qui est égal a ladroite ON : donc la.
droite A'A est plus grande que Ja. droite ON:
donc la droite AO avec la droite A’A est plus.
grande que la droite AO avec la droite ON ;
donc la droite A'O est plus grande que la draite
AN : doncle rectangle qui a pour base yne droite
égale 4 la circonférence dont le diamétre est Ja.
droite AB et pour hauteur la.droite A’ O est plys.
grand que le rectangle R qui a pour base une
droite égale ila circonférence dont le diametre-
est la droite AB et pour hauteur ume droite égale-
i la droite AN, parce que ces deux rectangles.
ayant la méme base , le premier a nne hauteur
plus grande que celle du second. Mais.le rec--
tangle R est par supposition égal a la surface con--
vexe dusegment sphérigne déerite parl'arc K'L' =
donc la surface décrite par le-contour de la por--
tion du polygone régulier circonscrit 3larc ADE.
est plus grande que la surface canvese du seg—-
ment déerite parl’'are K'L’; mais au contraire la.
surface décrite par le contour de ceite portior,
de polygone régulier est plus petite que l4 sur-
‘face du segment sphérique déerite par YarcK'L/,.
parce que le contour de la portion de ce poly-
‘gone régulier circonscrit i 'arc ADE est plus
- 3
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. petit que Tarc K'L’; ce qui est impossible :
donc le rectangle R n’est pas plus grand que la
surface du segment sphérique décrite par I'arc
ADE ; mais nous avons démontré quil n’est
pas plus petit : donc le rectangle R est égal &
la surface convexe du segment décrite par l'arc
ADE.

Donc la surface convexe d’un segment sphé-
rique est égale a un rectangle qui a pour base une
droite égale 4 Ja circonférence d’un grand cercle
‘et pour hauteur une droite égale a la hauteur

du segment sphérique; ce qu’il falloit démon~
trer.

PROPOSITION XXVL
THEOREME.

La ;uqface d’une zone est égale & un rectangle gus
a pour base une droite égale & la circonférerice
d’un grand cercle de la sphére et pour hautenr
une droite égale & la portion d’'un diamétre in~
tercepté par deux droites qui lui sont perpen-
diculaires et qui embrassent cette zone.

Soit la zone décrite par 'arc EG (fig.251);
des extrémités de l'arc EG menez les deux
droites EN, GP perpendiculaires sur le dia~
metre AB : je dis que lu surface de la zone dé=
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crite patl'arc EG est égale a un rectangle qui a
pour base une droite” égale A la circonférence
dont Ia droite AB est le diamétre et pour hau-
teur la droite NP. : )
Puisque la surface convexe du segment sphé-
rique décrite par 'arc ADEFG est égale 3 un
rectangle qui a pour base une droite dgale a la
circonférence dont le diathétre estla droite AB,
et pour hauteur la droite AP et que la surface
du segment sphérique décrite par Farc ADE est
égale 4 un rectangle qui a pour base une droite
égale ala circonférence dont la droite AB est le
diamétre et pour hauteurla droite AN, il est évi-
dent que la différence des surfaces convexes de
ces deux segmens sphériques sera égale & la dif~
férence de ces deux rectangles qui ontla méme
base ; mats ladifférence dessurfaces convexesde
ces deux segmens sphériques est égale a la zone
décrite parl’arc EFG etla différence de ces deux
rectangles est égale & un rectangle qui a pour
base une droite égale a la circoniérence dont la
droite AB est le diamétre et pourhauteur la diffé-
rence des droites AP, AN, ¢’est-a-dire ladroite
NP ; mais ladroite NP est la portion du diaméue
intercepté par les droites EN, GP qui lui sont
perpendiculaires et qui comprennent I'arc EFG:
donc la surface de la zone décrite par I'arc EFG

.

..’|_
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est égale i la surface d’'un rectangle qui a pour
base une droite égale a la circonférence dont
la droite AB est le diamétre et pour hauteur la
portion du diamétre intercepté par les deux
droites EN, GP qui lui sont perpendiculaires
et qui comprennent 'arc EFG. :

Donc la surface d’'une zone est égale a un
rectangle qui a pour base une droite égale a la
circonférence d'un grand cercle de la sphére
et pour hauteur une droite égale i la portion
d’'un dramétre intercepté par deux droites qui
Iui sont perpendiculaires et qui embrassent cette
zone ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVIIL
THEOREME,

Les surfaces des sphéres sont entr'elles comme les
quarrés de leurs diamétres.

Soient deux sphéres ABCD, FGHK (fig. 227):
jedis que ces deux sphéres sont entr’ellescomme
les quarrés de leurs diamétres AC, FH.

En effet , la sarface de la sphére est égale dun
rectangle qui a pour base une droite égale i la
eirconférence d’un grand eercle et pour hauteur
le diamétre de ce grand cercle ; etla surface d'un
grand cercleest égale aun trianglerectangle dont
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un des c61és de 'angle droit est égal 4 1a circon-
férence , et dont I'autre ¢6té de Iangle droit est
€gal i son rayon; mais ce triangle rectangle est
€gal & un rectangle qui a pour base une droite
égale i la circonférence de ce grand cercle et
- pour hauteur le quart du diamétre = donc'la
surface de la sphére est quadruple d'un grand
cercle : donc la surface de la sphére est égale
‘a quatre grands cercles : donc la surface de la
sphére ABCD est i la surface de la sphére FGHK
comme quatre grands cercles de la premiére
sphére sontd quatregrands cerclesdelaseconde y
6u comme un grand cercle de la premiére est
aun grand cercle de la seconde, Mais ces cer-
cles sont entr’eux comme les quarrés de leurs
diametres, et le diamétre d’un grand cercle est
le méme que Je diamétre de la sphére : done
les surfaces des sphéres ABCD, FGHK sont
entr’elles comme les quarrés de leurs diamétres.
Donc les surfaces des sphéres sont entr’elles
comme les quarrés de leurs diametres ; ce qu'il
falloit démontrer.

-
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PROPOSITION XXVIIL
THEEOREME.

Deux sphéres con,centriques étant données , on
peut inscrire dans la plus grande un polyédre
dont les faces ne touchenc point la circonfé~
rence de la plus petite.

‘Imaginons deux sphéres qui aient le méme
centre A (fig. 220) : je dis qu'on peut inscrire
dans la plus grande sphére un polyédre dont
les faces ne touchent point la surface de la plus
petite.

Faites passer un plan quelconque par le centre
de ces sphéres, les sections seront des grands
cercles de la sphére. Supposons en conséquence
que BCDE soit un cercle de la plus grande
sphére et que FGH soit un cercie de la plus
pel.ite ; menons les diaméires BD, CE de
maniére qu'ils soient perpendiculaires I'un sur
TYautre. Les deux cercles BCDE, FGH ayant
le méme centre , décrivons dans le plus grand
_ BCDE un polygone dont les cétés soient égaux
et pairs en nombre et ne touchent point le plus
petit cercle FG H ; que les c6tés de ce polygone
qui sont dans le quart de cercle BE soient BK ,
KL,LM, ME; menons le rayon KA que noue



”

A LA GEOM. D’EUCLIDE. 533

prolongerons vers N ; au point A et sur le plan
du cercle BCDE élevons la perpendiculaire
A O qui rencontrera la surface de lasphére au
point O, et par la droite AO et par chacune
des droites BD, KN conduisons deux plans; -
-ces deux plans produiront deux grands cer-
cles dans la surface de la sphére. Supposons
qu’on ait ces deux grands cercles.et que BOD,
KON en soient les moitiés, et que BD, KN
en soient les diamétres. Puisque la droite OA -
est perpendiculaire sur le plan du cercle
BCDE, tous les plans qui passeront par cette
droite AO scront perpendiculaires sur le plan
du cercle BCDE : donc les demi-cercles BOD,
KON sont perpendiculaires sur ce théme plan;
et pumisque les demi-cerclessBED, BOD, KON
sont égaux, car leurs diamétres EC, BD, KN
sont égaux entr’eux, les quarts de leurs circon-
férences BE , BO, KO seront égaux entr’eux :
donc les quarts de cercle BO , KO contien-
dront chacun autant de c6tés du polygone ins-
crit que le quart de cercle BE, et les cotés
contenus dans les quarts de cercles BO, KO
seront égaux aux cotds BK , KL, LM, ME,
chacun & chacun. Menons les cordés BP, PQ;,
QR, RO, KS, ST, TV, VO et les droites
SP, TQ. VR. Des points P, S abaissons des
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perpendxculaues sur le plan du cercle BCDE
ces perpendiculaires tomberent sur les com-
munes sections BD, KN des plans des demi-
cercles BOD, KON, puisque ces plans soms
perpend;culau-es sur le plan du eercle BCDE ,
par construction ; que ces perpendiculaires tom-
bent donc sur ces communes sections et que
ces perpendiculaires soient PX, SY; menez
la droite XY. Puisqu'on a pris les ares égaux
BP, KS dans les demi-circonférences égales
BOD, KON et que les droites PX, SY sont
perpendiculaires sur les diamétres BD, KN,
la droite PX sera égale & la droite SY et h
droite BX egale 4 la droite KY. Mais la droite
totale BA est égale ala droite totale KA : done
la droite restante X A est égale a la droite res-—
tante YA : donc BX est 34 XA comme KY est
4YA:donc ladroite XY est parallélea la droite-
KB; et puisque chacune des droitesPX,SY est
perpendiculaire sur le plan du cercle BCDE, la
droite PX sera paralléle 4 la droite SY; mais op
a démontré que ces droites sont égales : donc
les droites YX, SP sont égales et paralléles;
et puisque Ja droite Y X est paralléle a la droite
SP ctaladroite KB, la droite SP sera paralléle
i la droite KB (prop. g. 1.1) ; mais ces droites
sont jointes par les droites BP, KS : donc le
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quadrilatére KBPS est dans un seul plan, car
si deux droites sont paralléles et si dans cha-
cune de ces droites on prend des points quel-
conques , les droites qui joignent ces points
sont dans le méme plan que ces paralléles. On
démontrera de la méme maniére, que la droite
TQ est parallele 3 la droite SP et la droite VR .
paralléle 4 la droite TQ : donc chacun des
quadrilatéres SPQT, TQRYV est dans un seul
plan ; mais le triangle VRO est aussi dans un
seul plan : donc si des points P, S, Q, T,
R, V on concoit des droites menées au point
A, on aura construit entre les arcs BO, KO
un certain polyédre composé des pyramidés
dont les bases seront les quadri]atéres KBPS,
SPQT, TQRYV et le triangle VRO et dont
le sommet commun sera le point A. Si sur cha-
<cun des c6tés KL, LM, ME nous faisons la
méme construction que nous avons faite sur le
c6té KB, s1 nous faisons ensuite la méme chose
dans les autres quarts de cercle EAD, DAC,
OAB et dans Pautre hémisphére , nous aurOns
inscrit dans la sphére un certain polyédre qui
‘sera composé des pyramides dont les bases sont
les quadrilatéres KBPS, SPQT, TQRY et le
‘triangle VRO, ‘et les quadrilatéres et les trian-
gles correspondans a ces quadrilatéres et a ce
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triangle et dont le sommet commun sera le
point A. -

Je dis & présent que ce polyédre ne touche
pointla surface de la petite sphére dans laquelle
est le cercle FG H. Du point A menons la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatére
KBPS, que cette perpendiculaire rencontre ce
plan au point Z et menons les droites BZ, ZK.
Puisque AZ est perpendiculaire sur le plan du
quadrilatére KBPS, elle sera perpendiculaire
sur toutes les droites qui la rencontrent et qui
sont dans ce plan : donc AZ est perpendiculaire
sur l'une et Pautre des droites BZ, ZK ; mais
puisque AB est égal 4 AK, le quarré de AB sera
égal au quarré de AK; mais les quarrés des
droites AZ , ZB sont égaux au quarré de AB, car
[Tanglé en Z est droit par.‘constm‘ction, et les
,quarrés de AZ, ZK sont égaux au quarré de AK:
.donc les quarrés des droites AZ, ZB sont égaux
aux quarrés des droites AZ, ZK : donc si V'on
retranche le quarré commun de AZ, le quarré

sle BZ sera-égal au quarré de ZK: donc la droite
BZ est égale ala droite ZK. On démontrera sem-
blablement que les droites menées du point Z
aux points P, S sont égales chacune a 'une et
‘a Pautre des droites BZ, ZK : donc le cercle
.décrit du centre Z et avec pn intervalle égal &
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une des droites ZB, ZK passera aussi par les
.points P, S : donc le quadrilatéere KBPS sera
imscrit dans un cercle ; et puisque la droite KB
est plus grande que la droite YX et que la
droite Y X est égale a la droite SP, la droite
KB sera plus grande que la droite SP. Mais la
droite KB est égale 4 'une et & Pautre des
droites KS, BP : donc l'une et autre des droites
KS, BP sont plus grandes que la droite SP.
~ Puisque le quadrilatére KBPS peut étre ins-
crit dans un cercle, que les droites KB, BP,KS
sont égales et que chacuue de ces trois droites
est plus grande que la droite PS, la droite KB
soutendra un arc plus grand que le quart de la
circonférence : donc I'angle KZB est obtus :
donc le quarré de KB est plus grand que les
quarrés des rayons KZ, ZB, cest-a-—dlre que
le quarre de KB est plus grand que le double
du quarré du rayon BZ.

Menons la droite KX. Puisque dans les trian-
gles KBX PBX les droites KB, BX sont égales
aux droues PB BX, et que lanﬂ]e KBX est
égal i I'angle BBX I’angle KXB sera egal a
Vangle PXB mals I'angle PX B est droit : donc
I .ang,le KXB estun an"ledrmt Puisque ladroite
DB est plus petite que le double de DX et que
DBest aDX comme le rectangle compris spus
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DB, XB est au rectangle compris sous DX,
X B, si sur DB on compléte le rectangle com-
pris sous DB, XB, et si sur DX on compléte le
tectangle compris sous DX, XB, le rectangle
compris sous DB, BX sera plus petit que le
double de celui qi est compris sous DX, XB.
Menez la droite KD. Le rectangle compris sous
DB, X Bseraégalau quarré de KB, etlerectangle
compris sous DX, XB égal au quarré de KX :
dotic le quarré de X B est plus petit que le dou-
ble du guarré de KX ; mais le quarré de KB
est plus grand que le double du quarré de BZ:.
donc le quarré de KX ést plus grand que le
quarré de BZ; et puisque BA est egal aKA,le
guarré de BA sera égal au quarré de KA. Mau
Yes quarrés des droites BZ, ZA sont égaux
au quarré de la droite BA, et les quarrés des
droites KX, XA'egaux au quarré de la droite
KA : donc les quairés des droitées BZ, ZA sont
égaux aux quarrés des droites KX, X A ; mais
le quarré de KX est plus grand que le quarré
de BZ : donc le quarré de XA est plus petit
que le quarré de ZA : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AX : donc la droite
AZ est 4 plus forte raison plus grande que la
droité AG ; mais la droite AZ est une perpendl-
eulaire sur une des faces du polyédre inscrit , et
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ladroite AG estunrayon de la plus petite sphére:
donc la face de ce polyédre sur laquellela droite
AZ est perpendiculaire ne touche point la sur-
face de la plus. petite sphére.

Du centre A conduisons la droite AZ' per-
pendiculaire sur le plan du quadrilatére SPQT
et menez la droite PZ’.

Nous démontrerons, de la méme maniére gue
nous Pavons fait pour le quadrilatére KBRS,
que le point Z’ est le centre d’un cercle cir»
conscrit an quadrilatére SPQT et que la draite
SP est plus grande que la droite TQ; mais on
a démontré que la droite SP est paralléle i la
droite TQ : domc les quadrilatéres KBRS,
SPQT qui peuvent étre inscrits dans des cercles
ont leurs c6tés KB, SP, TQ parallé¢les entre
eux; mais les autres céiés BP, K$, PQ, ST
de ces quadrilatéres sont éganx enireux, et le
c61é KB est plus grand que le ¢oté SP et le
c6té SP plus grand que le céte TQ : danc le
rayon BZ est plus grand que le- rayon PZ/
(lem. suiv. ). Menez la droite AP; cetig droite
sera égale a la droite AB. Puisque 'angle AZ'P,
est droit, les quarrés des droites AZ', Z'P
seront égaux au guarré de la droite AR ou au
quarré de la droite AB; meis le quarré de la
droite AB est égal aux quarrés des droes A3,

Ll
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ZB : donc les quarrés des droites AZ', Z' P sotit
¥égaux aux guarrés des droites AZ , ZB. Mais
le quarré de Z'P est plus petit que le quarré
de ZB : donc le quarré de la droite AZ’ est
plus grand que le quarré de AZ : donc la droite
AZ' est plus grande que la droite AZ. Mais on
a démontré que la droite AZ est plus grande
que la droite AG : donc la droite AZ est, i
plus forte raison , plus grande que la droite AG :
donc le quadrilatére SPQT ne touche point la
surface de la plus petite sphére. Par la méme
raison , le quadrilatére TQR V ne touche point
la surface de la plus petite sphére ; il en est de
méme du triangle VRO (cor. 2 dulem. suiv.), et
il en sera encore de méme de toutes les autres
faces du polyédre inscrit : donc les faces de ce
polyédre ne touchent point la surface de la
plus petite sphére.

Donc, deux sphéres concentriques étant
données, on peut toujours inscrire dans la plus
grande un polyédre dont les faces ne touchent
pas la surface de la plus petite ; ce qu'il falloit
démontrer.

LEMDME.

Que les deux quadrilatéres ABCD, EFGH
 fig- 232) soient inscrits dans les cercles ABCD,
EBGH; que les ctés AB, DC soient paral-
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1¢les, ainsi que les cotés EF, HG; que les
autres cdtés AD, CB, HE, GF soient gaux

“entr'eux et que le ¢c6té AB soit plus grand que

Ie c6té EF v le c6té DC plus grand que le
c6té HG : je dis que le rayon KA sera plus
grand gue le rayon LE.

Car si le rayon KA n’est pas plus grand que

"}e rayon LE, le rayon KA sera égal au rayon

LE ou plus petit; suppposons d’abord que le
rayon KA soit égal au rayon LE; puisque les
cercles ABCD;, EF G H sont égaux, et que les
cordes AD, BC sont égales aux cordes EH,
GF, les arcs AD, BC seront égaux aux arcs
EH, FG; mais la droite AB est plus grande
que la corde EF et la corde DC plus grande
que la corde HG : done: 'arc AB est plus grand
que Varc EF etlarc DC plus grand que Pare
HG : donc lu circonférence entiére ABCD sera
plus grande que la circonférence enticre EFGH;;
mais ces deux circonférences sont égales; ce
qui est impossible : donc le rayon KA n’est
pas égal au rayon LE. ‘

Supposons en second lieu que le rayon KA
soit plus petit que le rayon LE, et que ce rayon
soit égal 4 la droite LM. Du centre L avec V'in«
tervalle LM décrivons la circonférence MNOP ;
menons les rayons LE, LF, LG, LP et les cordes

a
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MN, NO, GP, PM. Les cordes MN, NO, OP,
PM seront paralléles aux cordes EF, FG, GH,
HE, et les premiéres seront plus petites que
les derniéres : donc puisque la corde EH est
plus grande que la corde MP, la corde AD sera
plus grande que la corde MP; mais les cercles
ABCD, MNOP sont égaux : donc Farc AD
est plus grand que Pare MP; I'arc BC est plus
grand qgue Varc NO, par la méine raison; mais
la corde AB est plus grande que la corde EF,
et la corde EF est plus grande que la corde
MN : donc, a plus forte raison, la corde AB est
plus grande que la corde MN : donc l'arc AB
est plus grand que l'arc MN; larc DC sera
plus grand que Parc PO, par la méme raison:
donc la circonférence entiéere ABCD est plus
grande que la circonférence emiére MNOP;
mais, au contrare , ¢ces deux eirconférences
sont égales; ce qui est impossible : donc le
rayon K A n’est pas plus petit que le rayon LE;
mais nous avons démontré qu'il me lui est pas
égale : donc le rayon KA est nécessairement
plus grand que le rayon LE; ce qu'il falloit
démontrer.

. COROLLAIRE I.

~ Sile <4té DC du quadrilatére ABCD évoit
égal au c6té HG du quadrilatére EFGH, et si
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les autres c6tés du premier.quadrilatére étoient
plus petits que les autres cotés du second , on
démontreroit semblablement que le rayon KA
est plus grand que le rayon LE.

COROLLAIRE 1L

Si les deux triangles isoscéles ABC, DEF
(fig. 233 ) sont inscrits dans des cercles, et si
les cotés AC, CB, DF, FE sont égaux entre
eux,, et si le c6té AB est plus grand que le c6té
DE, on démontrera, comme dans le lemme pré—
cédent, que le rayon du cercle circonscrit au
triangle ABC est plus grand que le rayon du
cercle circonscrit au trlangle DEL.

COROLLAIRE III, -

- 8i les deut triangles isoscéles ABC, DEF
( ﬁg. 233 ) sont inscrits dans des cercles et si les
cOtés.du premier sont plus petits que les cotés
du second, on démontrera semblablement que
le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC
est plus grand que le rayon du cercle circons-
crit au triangle DEF,

"l
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PROPOSITION XXIX.
THEOREME.

Deux sectewrs sphériques semblables et concen—
triques étant donnés, on peut toujours inscrire.
dans le plus grand un polyédre dont les faces
ne touchent pas la surface du plus petit.

Soient deux secteurs sphériques semblables
et concentriques dont les surfaces ont éé dé-
crites par deux arcs des quarts de cercle 0BA,
0’GA (fig. 220) pendant que ces deux quarts
de cercle ont fait une révolution autour du
rayon AO : ]e dis qu’on peut inscrire dans le
plus grand un polyédre dont les faces ne tou-
chent point la surface du plus petit secteur sphe-
rique.

Complettons les sphéres et inscrivons dans la
plus grande un polyédre dont les faces ne tou-
chent point la surface de la plus petite. It peut
arriver ou que Farc qui a décrit la surface du
plus grand secteur contienne exactement un on
plusieurs des arcs égaux OR, RQ, QP, PB ou
que cet arc ne contienne qu’une partie d’'un de
ces arcs égaux , ou bien que ce méme arc con-

tienne un ou plusieurs de ces arcs égaux avee
wn reste,
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Supposons d’abord que Iarc qu a décrit la
surface du secteur sphérique contienne exacte-
ment un ou plusieurs de ces arcs égaux ; il est
évident qu'on aura inscrit dans le plus grand
secteur un polyédre dont les faces ne touche-
ront point la surface du plus petit.

Supposons en second lieu que I'arc qui a dé-
crit la surface du plus. grand secteur sphérique
contienne V'arc OR, avec un reste RQ'; faisons
Tarc VT’ égal a'arc RQ’, et menons les cordes
VT, T'Q’, Q'R, et faisons laméme chose dans
les autres portions de fuseaux qui composent
le reste de la surface du secteur sphérique dé-
crite par Parc 0-Q’. Nous démontrerons. abso-
lument de la méme maniére que nous I'avons
fait dans le théoréme précédent, que la per=
pendiculaire menée du centre A sur le quadri-
latére T'Q’RYV est plus petite que la perpen-
diculaire menée du centre A sur le quadrilatére
SPQT (cor. 1 du lem. précéd.), et nous con-
clurons que le quadrilatére T'Q'RV ne touche
pas a surface du plus petit secteur. .

Supposons enfin que V'arc qui a décrit la sur-
face du plus grand secteur ne contienne qu’une
partie de 'arc OR, la partie QR/, par exemple;
faisons Fare O V' égal & 'arc OR’, menons les.
cordes OV, V'R/, R'O, et faisons la méme

4
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chose dans les autres portions de fuseaux qur
composent le reste de la surface du secteur sphé-
rique décrite par I'arc OR’; mous démontrerons
encore de la méme maniére que nous I’avons
fait dank le théoréme précédent , que la perpen-
diculaire menée du centre Asur le triangle OV' R’
est'plus petite que la perpendiculaire menée du
centre A sur le quadrilatére TQRV (cor. 3 du
tem. précéd.), et nous conclurons quele trian-
gle OV'R’ ne touche pas la surface du plus petit
secteur.

Donc deusx sécveurs sphériques semblables
et concentriques étart downés, on peat ins-
crire dans le plus grand un polyédre dont les
faces ve touchent point la sarface da plus petit;
ee qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXX.
THEYOREME.

La sphére est dgale & une pyramide triangulaire
dont la base est dgale & la surface de cette
sphére et dont la hauteur est égale au rayon

. de cette méme sphére.

Soit ta splibre ABC (fig. 234) ; imagmons
uite pyramide HIKL dont la base IKL soit

égale & 1a surface de cette spliére et domt I
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hauteur HI soit égale au rayon de cette méme
sphére : je dis que la sphére ABC est égale &
la pyramide HIKL.

" Car si la pyramide HIKL n’est pas égale 2
1a sphére ABC, cette pyramide sera plus petite
ou plus grande. Supposons qu’eHe soit plus
petite et qu’elle soit égale & une sphére con-
centrique plus petite , savoir, 4 la sphére DEF.

Inscrivons dans la sphére ABC un polyédre
dont les faces ne touchent point la surface de
la sphére DEF ; ce polyédre sera un assem-
blage de pyramides qui auront toutes leurs som-
mets au centre de la sphére ABC. Si la hau-
teur de chacune de ces pyramides étoit égale
au rayon de la sphére , ce polyédre seron égal
4 une pyramide triangulaire qui auroit pour
base une surface égale i la surface du polyédre
inscrit et pour hauteur le rayon de la sphére ;
mais les hauteurs de ces pyramides sent cha~
cune plus petites que le rayon de la sphére ABC,
et la surface de ce polyédre est plus petite que
la surface de cette sphére : donc le polyédre
inscrit est plus petit que la pyramide triangu-~
laire HIKL qui a pour base une surface égale &
1a surface de la sphére ABC et pour hauteur une
droite égale au rayon de cette sphére ; mais la
pyramide GHKL est, par supposition, égale &
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la sphére DEF : donc le polyédre inscrit dans -
la sphére ABC est plus petit que la sphére DEF;
mais , au contraire, le polyédre inscrit dans la
sphére ABC est plus grand que la sphére DEF,
puisque ce polyédre contient la sphére DEF';
ce qui est impossible : donc la pyramide HIK L
n’est pas plus petite que la sphére ABC.
Supposons en second lieu que la pyramide
HIKL soit plus grande que la sphére ABC et
quelle soit égale 3 une sphére concentrique
plus grande, savoir, & la sphére D'E'F'.
Inscrivons dans la sphére D’'E'F’ un polyedre
dont les faces ne touchent point la surface de
la sphére ABC; ce polyédre sera un-assem-
blage de pyramides qui auront toutes leurs som-
mets au centre de la sphére D'E'F’. Si la hau-
teur de chacune de ces pyramides étoit égale
au rayon de la sphére ABC, ce polyédre seroit
€gal 2 une pyramide triangulaire qui auroit pour
base une surface égale i lasurface de ce polyédre
et pour hauteur une droite égale au rayon de
cette sphére ; mais les hauteurs de ces pyra-
mides sont chacune plus grandes que le rayon
de.la sphére ABC et la surface de ce polyédre
est plus grande que la surface de la sphére ABC:
donc ce polyédre inscrit est plus-grand que la
pyramide HIKI, qui a pour base une surface
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égale 4 la surface de la sphére ABC et pour hau-
teur une droite égale au rayon de cette sphere.
Mais la pyramide HIKL est , par supposition,
égale i la sphére D'E'F’: donc le polyédre ins- .
crit est plus grand que la sphére D'E'F’; mais,
au contraire , le polyédre inscrit dans la sphére
D’'E’F' est plus petit que cette sphére, caril est
contenu dans cette sphére ; ce qui est impos-
sible : donc la pyramide HIKL n’est pas plus
grande que la sphére ABC ; mais nous avons
démontré qu’elle n’est pas plus petite : donc la
pyramide HIKL est égale a la sphére ABC.

Donc une sphére est égale a une pyramide
triangulaire dont la base est égale a la surface
de cette sphére et dont la hauteur est égale au
rayon de cette méme sphére ; ce quill falloit
démontrer.

COROLLATIRE,

Puisque la surface de la sphére est égale &
quatre grands cercles, le quart de la sphére est
égal & un céne qui a pour base un grand cercle
et pour hauteur le rayon de cette sphére : doncla
moitié de la sphére est égale & un céne qui a pour
base un grand cercle et pour hauteur le dia-
métre de la sphére ; mais le cylindre circons-
erit est égal  trois cénes qui ont pour base un
grand cercle et pour hauteur le diamgtre de'la .
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sphére : donc la moitié de la sphére est égale
au tiers du cylindre circonscrit : donc la sphére
entiére est égale aux deux tiers du cylindre

circonscrit. .
PROPOSITION XXX
TRYEOREME.

Un secteur sphérique est égal a une pyramide
triangulaire qui a pour base une surface égale
& la surface sphérique de ce sectewr et pour
hauteur une droite égale au rayon de ce méme
‘ secteur. )

Soit le secteur sphénique ABG (fig. 234 ):
je dis que ee secteur sphérique est égal & ume
pyramide triangulaire HIMN qui a pour base
une surface égale a la surface sphérique de ce
secteur et pour hauteur une droite egaIe au
rayon de ce méme secteur.

- Car & cette pyramide r'est pas egale a ce
secteur , elle sera plus petite ou plus grande.
Supposons d’abord qu’elle soit plus petite et
qu’elle soit égale a un secteur sphérique plus
petit, savoir au secteur sphérique DEG qui est
semblahle au secteur sphérique ABG.

. Aprés avoir inscrit dans le secieur sphérique
ABG une portion de polyédre qui ne touche
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point la surface du secteur sphérique DEG,
nous démontrerons , comme dans la proposition
précédente que la pyramide HIMN n’est pas
plus petite que le secteur ABG.

Nous supposerons en second lieu que cette
pyramide est égale & un secteur sphérique plus
grand , savoir au secteur sphérique D'E'G’ qui
est semblable au secteur sphérique ABG.

Aprés avoir inscrit daus le sectenr sphérique
D'F'G’ une portion de polyédre dont les faces
ne touchent point la surface du secteur sphé-
rique ABG, on démontrera encore , comme
dans la proposition précédente, que la pyramide
HIMN n’est pas plus grande que le secteur sphé-
rique ABG, et Fon conclura que cette pyra-
mide est égale au secteur sphérique ABG, et
que par conséquent un secteur sphérique est
égal 2 une pyramide triangulaire qui a pour base
une surface égale a la surface sphérique de ce
secteur et pour hauteur ume dréite égale an

rayon de ce méme secteur ; ce. qu’ll falloat dé-
moitrer.
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PROPOSITION XX XITL.
THEOREME.

Les sphéres sont entr’elles comme les cubes de leurs
rayons, et les secteurs sphériques semblables sont
aussi entr’eux comnie les cubes de leurs rayons.

Soient les deux sphéres ABC, DEF (fig. 235):
jedis que ces deux sphéres sont entr’elles comme
les cubes de leurs rayons.

Supposons que la base de la pyramide GHKL
soit égale  la surface de la sphére ABC et que
sa hauteur soit égale au rayon de cette méme
sphére. Faisons la droite GM égale au rayon
dela sphére DEF, et par le point M conduisons
un plan qui soit paralléle a la base de la pyra-
mide GHKL; la section de cette pyramide par
ce plan sera un triangle semblable au wriangle
HKL. Mais les triangles semblables sont entre
cux comme les quarrés de leurs cétés homo-
logues : donc le ‘triangle HKL est au triangle
MNO comme le quarré de la droite HK est
au quarré de la droite MN; mais les triangles
GHK, GMN sont semblables : donc la droite
HK est i la droite MN comme la droite GH
est a la droite GM : donc le triangle HKL est
au triangle MNO comme le quarré de la droite
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.GH est au quarré de la droite GM ; mais la sur-
face de la sphére ABC est a la surface de la
- sphére DEF comme le quarré du rayon de la
sphére ABC est au quarré du rayon de la sphére
DEF, comme le quarré de la droite GH est au
. quarré de la droite GM : donc la surface de la
sphére ABC est i la surface de la sphére DEF
comme le triangle HKL est au triangle MNO:
donc, en échangeant les places des moyens, la
surface de la sphére ABC est au triangle HKL
comme la surface de la sphére DEF est au trian-
gle MNO ; mais la surface de la sphére est égale,
par supposition , au triangle HKL : donc la sur-
face de la sphére DEF est égale au triangle
MNO, clest-a-dire i la base de la pyramide
GMNO; mais le rayon de cette sphére est égal
ila hauteur de cette méme pyramide : donc la
sphére DEF est égale a la pyramide GMNO;
mais les pyramides semblables GHKL,GMNO
sont entr’elles comme les cubes de leurs hau~
teurs GH, GM : donc les sphéres ABC, DEF
qui sont égales aux pyramides GHKL, GMNO
sont entr’elles comme les cubes des hauteurs
GH, GM de ces pyramides, c’est-a-dire
comme les cubes des rayons des sphéres ABC,
DEF. On démontreroit d’'ume maniére sem—

blahle que les secteurs sphériques semblables
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sont aussi entr’eux comme les cubes de leurs
rayons.

Donc les sphéres sont entr ‘elles comme les
cubes de leurs rayons; donc les secteurs sphé-
riques semblables sont aussi entr’eux comme
les cubes de leurs rayons; ce qu'il fallowt dé-

montrer (1).

De la mesure des lignes, des surfaces et des
solides.

PEFINITIONS.

1. On mesure une quantité en déterminant
combien de fois cette quanute contient une
quantité connue.

2. On mesure une ligne, une surface et un
solide en déterminant combien de fois cette

(1) On pourroit démontrer de la maniére suivante
que les sphéres sont entr’elles comme les cubes de
leurs rayons. Les sphéres inscrites dans des cylindres
sont égales aux deux tiers des cylindres dans lesquels
€lles sont inscrites; mais les cylindres circonscrits i
des sphéres sont des solides semblables : donc les cy-
lindres circonscrits & des sphéres sont entr’eux comme
les cybes des rayons de leurs bases, c’est-a~dire comme
les cubes des rayons des sphéres; donc les deux tiers
“de ces cylindres, c’est-a-dire les sphéres inscrites, sont
aussi entr’elles comme les cubes de leurs rayons.
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]ignc, cétte surface et ce solide conticitent
une droite connue, un quarré connir, et un
tube connu : ces guantités connues s appellent
unités de mesure. :

PROPOSITION PREMIERE
'r uH%oREME.

Deua: rectangles sont entr’dux eomme les produits
. de leurs bases par leurs hauteurs

Soient les deux rectangles DB, DF (fig. 256)
je dis que le rectangle DB ést au rectangle DF
comme le produit de la base AD du rectangle
DB'par sa hauteur DC est au pl‘dduit'de 1a l)asé
DE du rectangle DF par sa hauteur GD.

Placez les deux rectangles DB DF de ma-
niére que le c6té DE soit dans la direction du
e6té AD et le c6té GD dans la direction du
cbté PG, €t terminez le rectangle AG. Puis=
que les deux rectangles DB, DH ont la méme
base AD, le rectangle DB est au rectangle DH
comme la hauteur DC du rectangle DB est &
la hauteur DG du rectangle DH ; et & cause que
Jes deux rectangles DH, DF ont la méme hau~
teur GD, le rectangle DH est an reotangleDF
comme la base AD du rectangle DH est 4 la base
DE du rectangle DF. Si I'on multiplie chaque

Mm
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terme de la premiére proposition par chague
tesme de la seconde, les produits qui résulte-
ront de cette multiplicauon formeront encore -
une proportion : donc le produit du rectangle
DB par le rectangle DH est au produit du rec-
tangle DF par le rectangle DH comme le pro-
duit de la base AD du rectangle DB par sa
hauteur DC est au produit de la base DE du
reetangle DF por 92 hauteur DG : done st Fon
suppruné le facterr DH qui est commun aux
denx. premers termes , le rectangle DB sera au
rectangle DF comme le produit de la base AD du
reciangle DB par sa bauteur DC est au prodmt
de Il base DE du rectangle DF par sa hauteur
DG : donc les deux rectangles DB, DF sont
entr’eax comme les produits de leurs bases par
leurs hauteurs. _

Done deux rectangles quelconques sont entre
eux conume les produits de leurs bases par feurs
hauteurs » ce qu'il falloit démontrer.

Tt b
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PROPOSITION IL ‘
THEORENE.

Un re.ctangle a pour mesyre le prodyit de s¢ base
par sa hauteur (1).

Soit le rectangle AC (Big. 237 ) dont on'veutr
avoir la mesure ; que le quarté D soit 'unité
de mesure. Multiphons le nombre qui exprime
combien de fois la base BC du rectangle AC
contient le c61é du quarré D par le nombre qui

“exprime eombien de fois. }a hamteur AB du

(1) Je ne dis point , comme on lo dit ordinaivement,
que la surface ou Vaire d'va reclangle, &e.; cax, en
parlant ainsi, ¢’est commesil'on duou laayrface d'une.
surface qul est terminée par quaire dro;tes parallcles,
ou bien 'aire d’une au‘e terminée par quatre droites
paralléles, &c. C'est par la méme raison que je ne dis
point la solidité du paralélépipéde oun bien le volume
d’un paraliélépipdde, parce quo ¢lest comme si Yon
disoit la solidité d’un solide terminé par six paralié-.
logrammes dont les parallélogrammes opposés sont
égaux et paraliéles, ou bien le volume d’un volume
terminé par six parallélogrammes dont les parallélo~-
grammes opposés sont égaux et paralléles. Si jo me

- m’exprime point ainsi, c’est pour me conformer i
la naniére d’Euclide , et potr ne pas me servir d’una.
fugon de parler que rien me ssuroit autoriser.

2
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rectangle AC éontient le c6té du méme quarré
D (1) : je dis que ce produit exprime combien
de fois le rectangle AC contient le quarré D.
Car puisque les rectangles sont entr’cux
¢omme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs, le rectangle AC est au quarré Dr
comme le produit du nombre qui exprime
combien de. fois la base BC du rectangle AG
contient le c4té du quarré D par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur du recian—
gle AB contient le c6té du méme quarré D, est
au produit du nombre ¥ que représente la ])ase
du quarré D par le nombre 1 qui représente
aussi la hauteur de ce méme quarré. Mais le
produit du nombre 1 par lui-méme est égal & 1 ¢
donc le rectangle A€ est'au quarre D comme
te produit du nombre qui exprime combien de
fois Ia base BC du rectangle AC contient le cét¢’
du quarré D par le nombre qui exprime com-
bien de fois la hauteur AB du rectingle AC con-

i

S I est inutile d"avertir quele rombre quiexprime
combien de fois la base dit reclangle AC:contient le
cbté du quarré I ou le nombre qui exprime com-
bien-de fois la hauteur du rectangle AC contient le
cblé de ce méme quarré ; peut étre un nombre com-
mensurable , o incommensurable ; entier ou frae~
jionnaire, ou mémse une fraction.
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tentlahauteur de ce méme quarré, esta’r: done
le produit du nombre qui exprime combien de
fois la base BC du rectangle AC contient le cété
du quarré D par le nombre qui exprime com-
bien de fois Ja hauteur AB du rectangle AC con-
tient le c6té de ce méme quarré, est la mesure
du rectangle AC, puisque ce produit exprime
combien de fois le rectangle AC contient le
quarré D, pris pour unité de. mesure : done
pour avojr Ja mesure du rectangle AC, le quarré
D étant f)ris pour unité, il faut multiplier le
" nombre (ui exprime combien de fois la base
du rectangle AC contient le c6té du quarré D
par le nombre qui exprime combien de fois la
hauteur du rectangle AC contient le c6té de
ce méine quarré, le produit de ces deux nom-~
bres sera la mesure du rectangle AC; ce qu’on
énonce en disant que le produit de la base du
rectangle AC par sa hauteur est la mesure de
ce rectangle.

Donc un rectangle quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur; ce qu'il
filloit démontrer.

COROLLAIRES.

. 04
1. Puisqu'un parallélogramme quelconque
est égal 4 un rectangle de méme base et de

3
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méme hauteur , il est évident yu’'un paralié-
logramme quelconque a pour mesure le pro-
duit de sa base par sa hauteur.

2. Un triangle étant égal i la moitié d’un pa-
rallélogramme de méme base et de méme hau-
teur, il est évident qu'un triangle a pour mesure
le prodait de sa base par }a moitié de sa hauteur.

3. Toute figure rectiligne pouvant se partager
en triangles, il est évident qu’une figure rectili-
gne quelconqae aura pour mesure la somme
des produits de ia base de chacun des triangles
qui la composent par Ja moitié de sa hauteur.

4. Puisqu’'un polygone régulier peut étre par-
tagé en mnamt de triangles ¢ganx &1 semblables
que e polygone a de céeés , en menamt du
centre des droites a tous les angles de ce poly-
gone, et puisque chacun de ces triangles a pour
mesure le produit d'un des cérés du polygone
par la moitié d'ane perperdiculaire menée du
centre sur un des cétés, il est évident qu’un
polygone régulier a pour mesure le produit de
son contour par la momié d"ane perpendiculaire
menée du centre sur un de ses cdiés.

5. Un cercle étant égal 4 un triangle qui a
pour base une droite égale A la circonférence
de ce cercle et powr hearenr le rayen de ce
snémre cercle, il est évident qu’un cercle a pour
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mesure le produit de sa cireonférence par la
moitié de son rayen.

6. Un secteur circulaire ftant égal 3 un trian-
gle qui a pour base une droite égale & Tarc de
ce secteur et pour hauteur le rayon de ce sec-
teur, il est évident qu'un secteur a pour mesure
e prodmt de son arc par la moitié de son rayon.

7. La surface convexe d'mn cylindre droit-
étant égale 4 un rectangle qui a pour base une
drone égale d1a circonférenee de 1a base de ce
cylindre et pour hauteur une droite égale 4 1a

~hauteur du méme cyh.n.dre il ‘est évident que
la surface couvexe du cylindre droit a pour me-
sure le produit de la cmconference de sa base
par sa hauteur.

8. La surface convexe du céne droit étant
égale 3 un triangle qui a pour base une droite
égale a la circonférence de la base de ce/cone
.t pour hauteur une droite égale au cbté de ce
- obme, il est évident que fa surface convexe d'un
cooe droit a pour mesure le produit de la .cir-
conférence de sa hase parda moitié de son c6té.

9. La surface de la sphére étant bgale 2 un
rectangle qui a pour base une droite égale 4 la
circonférence d'un de ses grands cercles et
pour hauteur le diamétre de la sphére, il est
évident que la surface de la sphére est égale

\ 4
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au produit de la circonférence d’'un de ses
grands cercles par son diametre.

" 10. La surface convexe d’un segment sphé-
rique étant égale a un rectangle qu a pour base
une droite égale a la circonférence d’un grand
cercle de la sphére et pour hauteur une droite
égale a Ia hauteur du segment sphérique, 1l est
évident que la surface convexe d’un segment
.sphérique a pour mesure le produit de la cir-
conférence d’'un grand cercle de la sphére par-
la hauteur du segment sphérique.

PROPOSITION IIL
THEOREME.

Les parallélépipédes rectangles sont entr'eux
comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs. l

Soient les deux parallélépipédes rectangles
BG, BO (fig. 238) : je dis que le parallélépi-
ped2 BG est au parallélépipéde BO comme le
produit de la base BD du parallélépipéde BG
par sa hauteur AB est au produit de la base BM
du parallélépipéde BO par sa hauteur QB.

Placez les deux parallélépipédes BG, BO de
maniére (ue I'angle QBC soit commun ; prolon-

ez labase AG et terminez le paralldlépipede BS.
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Puisque les deux parallélépipédes rectangles
BG, BS ont la méme hauteur, le parallélépipcde
BG est au parallélépipéde BS comme la base BD
du premier est a la base BM du second;; et & cause
que les deux parallélépipedes rectangles BS,
BO ont la méme base BM, le parallélépipede
BS est au parallélépipéde BO comme la hau-
~ teur AB du premier est & la hauteur QB du
second. Si I'on muluplie chaque terme de la
premiére proportion par chaque terme de la
seconde, les produits qui résulteront de cette
_ multiplication seront encore en preportion :
dong le produit du parallélépipéde BG par le
parallélépipéde BS est an produit du parallé-
lépipéde BO par le parallélépipéde BS comme
la base BD du parallélépipéde BG par sa hau-
teur AB est au produit de la base BM du pa-
rallélépipéde BO par sa hauteur QB : donc si
Pon supprime le facteur BS qui est commun aux
deux premiers termes , le parallélépipéde BG
seraau parallélepipéde BO comme le pl;oduit de
la base BD du premier par sa hauteur AB est au
produit de la base BM du second par sa hauteur
QB : donc les deux parallélépipédes rectangles
BG, BO sont entr’eux comme les produus de
leurs bases par leurs hauteurs.
Doncles parallélépipédesrectangles sont entre
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eux comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION V.
THEOREME.

Un parailélépipéde reotangle a pour mesure
le preduit de sa base per sa hauteur.

Soit le parallélépipéde rectangle AD (fig. 239)
dont on veut avoir la mesure ; que le cube F
soit I'unité' de mesure. Muluplions le nombre
qui exprime combien de fois la base BD con-
tient la base du cube F par le nombre qu
exprime combien de fois la hauteur AB con-
tient le c6té du cube F : je dis que ce produnt
exprime combien de fois le paraliélépipéde rec-
tangle AD contient le cube F.

Car puisque les parallélépipédes reetangles
‘sont entr’eux comme les produits de leurs bases
par leurs hauteurs, le parallélépipéde AB est au
. cube F comme le produit du nombre gui ex-
prime combien de fois la base B P du parallélé-
pipéde AD contient la base du cube F par L
nombre qui exprime combten de fois 1a hauteur
AB du pardllélépipéde AD contient lahauteurdu
cube F, est au produit de la base du cube F par
sa hauteur; mais la hase du cube a pour mesurc
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le produit du nombre 1 qui représente le c6té
de ce cube parle nombre 1 : donc le produit de
1a base du cube par sa hauteur est égal am pro-
duit du quarré de 1 par 1 qui est 1: donc le
parallélépipéde AD est au cube F comme le
produit du nombre qui exprime combien de
fois la base BD du parallélépipéde AB contient -
Ja base du cube ¥ par le nombre qui exprime
combien de fois Ta hauteur AB du parallélépi-
" pede AD contient latrauteur du cube F, est & 1:
done e produit du nombre ¢qui exprime com-
bien de fois la’base BD du parallélépipéde AD
-contient la base du cube F par e nombre qui
exprime combien de fois 1a hauteur AB du pa-
Talléiépipéde AD contient le cité de ce méme
cube, est 1a mesure du paralléiépipede AD, puis-
que ce produit exprime combien de foisle cube
AD contient le cube F pris pour unité de me-
sure : dorrc pour avoir la mesxre du pargHélépi-
peéde rectangle AD , il faut muktiphier le nombre
qui exprime combien de fois la base du parallé-
1épipéde rectangle AD contientfa hase-&u cube F
par le nombre qui exprime combien de fois la
hauteur AB du parallélépipéde AD contient le
c6té du cube F, et le produit de ces deux nom-
bres sera 1a mesure du paraftélépipéde AD; ce
qwon ¢énonce en disant que le produit de Ia
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base du parallélépipéde AD par sa hauteur est
la mesure de ce parallélépipéde.

Donc un parallélépipéde rectangle .quelcon-
que a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur ; ¢e qu’il falloit démontrer.

COROLLATIRES.

1. Puisqu’un parallélépipede quelconque est
égal 4 un parallélépipéde rectangle de méme
base et de méme hayteur, il est évident qu'un
parallélépipéde quelconque a pour mesure le
produit de sa base par sa hauteur. '

2. Un prisme triangulaire quelconque étaut
la moitié d'un parallélépipéde qui a une base
double et la méme hauteur, il est évident qu'un
prisme triangulaire quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur.

3. Un prisme quelconque pouvant étre par-
tagé en prismes triangulaires de méme hau-
teur, et chacun de ces prismes triangulaires
ayant pour mesure le produit de sa base par
sa hauteur, il est évident que le prisme total a
pour mesure le produit de sa base par sa hau-
teur. v _—

4. Un cylindre droit ou oblique étant égal &
un parallélépipéde qui a une base égale et la
méme bauteur, il est évident qu'un cylindre
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~ droit ou oblique a pour mesure le produit de
sa base par sa hauteur. ;

5. Une pyramide triangulaire étant égale au
tiers d'un prisme de méme base et de méme
hauteur , il est évident qu’'une pyramide trian-
guiaire quelconque a pour mesure le produit de
sa base par le tiers de sa hauteur. ¢

* 6. Une pyramide quelconque pouvant étre
partagée: en pyramides triangulaires de méme:
hauteur, et chacune de ces pyramides triangu-
laires ayant pour mesure le produit de sa base
par le tiers de sa hauteur, il est évident que la
pyramide totale aura pour mesure le produit de
sa-base totale par le tiers de sa hauteur.

7. Un solide quelconque terminé par des
surfaces planes pouvant se partager en pyra~
‘'mides, il est évident que la mesure d’un solide
quelconque terminé par des surfaces planes sera
égale ala somme des produits de la base de cha-
cune de ces pyramides par le tiers de sa hauteur.

8. Un céne droit ou oblique étant égal au
tiers d'un cylindre de méme base et de méme
bauteur , il est évident qu’un cdne quelconque
a pour mesure le preduit de sa base par le tiers

de sa hauteur.

9. Une sphére étant égale 4 une pyramide
qui a une base ¢gale i la surface de la sphére et
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pour hauteur le rayon de cette méme sphére,
il est évident que la sphére a pour mesure le
produit de sa surface par le tiers de son rayon.

10. Un secteur sphérique étant égal i une
pyramide qui a une base égale a la surface sphé-
rique de ce secteur et pour hauteur une drote
- égale au rayon de la sphere, il est évident qu’un
secteur sphérique est égal au produit de sa sur-
face sphérique par le tiers de son rayon.

., FIN DU SUPPLENMENT.
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NOTE S.
LIVRE I.— DEFINITION 1V.

Cerre définition d’Euclide a paru insigunifiante &
plusieurs géomeétres; pour en comprendre le sens,
comparons une ligne droite avec une autre ligne qui
ait les mémes extrémitds, Spit pomr eet effet In droite
AFGE (fig. 240) et la ligne ABCDE.

Lialigne AB est également placée entre ses pointa
A et B, c’est-2-dire qu’elle ne s’avance ni vers la droite
ni vers la gauche, qu’elle ne va ni en haut ni ea bas;

- il en est de méme de la ligne BC; mais il n’en est pas -
de méme de la ligne ABC, car cetfe ligne s'avance
versB. La ligne CDE n'est pas également placde entre
sea pointsCel B, car elle s'avance versD: donc ka ligne
A BCDE n’est pas également placée entre wes points
A, B, C, E, car elle davance tamift vers un endroit,
tantof vers un amire. La ligne A G H E est au contraire
égaloment placée entre scs points AetF,Fet G, G
et E,Aet G, FetE, A et E, car elle ne savance
jamais vers ancun coté. _

Selon Archimdde, la ligne droite est la plus courte
des lignes qui ant les mémes extrémiiés.

Selon Platgn ,la ligne droite est celle dont Jes oxtré-
milés sont ombragées par les points infermédiaires. Ne
pourroit-on pas dire que la ligne droite est celle qui

peut tournert sur ses ex trémilés immobiles sans changer
de place?
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LIVRE L. —pEFINITIPN VI

Cetle définition est analogue a celle de la ligne droite
et peut par conséquent étre expliquée d’'une maniére
analogue. '

Selon Héron, la superficie plane est celle sur toutes
Ies parlies de laquelle on peut appliquer une ligne
droite.

LIVREIL. — pEFINITION XXXIII.

Cetie définition renferme une condition superflae §
car si les cdlés opposés d’un quadrilatére sonl égaux,
Jes angles opposés sont nécessairement égaux. ( Robert
Simson. )- - o

LIVRE L — AXIOME VILL

Cet dxidme veut dire que les lignes, que les surfaces
qui s'appliquent exactement les unes sur les aulres sont
égales; que les angles dont les cotés gappliquent exac:
tement les uns sur les autres sont égaux, et que deus
solides sont égaux lorsqueles faces de 'un s’appliquent
exactement sur les faces de l'autre. Si 1’on ‘disoit que
les choses qui s'appliguent exactement les unes sur les
autres sont égales , on ne pourroit point. se servir de
- eet axidme, lorsque 'on voudroit conclure que deux
. solides dont les faces s’appligtwnt €xactement les unes
“sur les antres, sont égaux entr’eux,

LIVRE L — PROPOSITION VIL

Celte proposition a deux cas, car il peut arriver gue
le point D tombe dans le triangle ABC. Robert Simson
démontre le sccond cas; mdis cela étoit inutile, carle
second cas esl compris implicitement dans la proposi«

s
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fion x31du méme livre, ot Euclide démontre que le§
deux droites BD, DCsont plus courtes que les droites
BA, AC; caril est évideut que si les deux droiles BD,
DC sont plus courtes que les deux droites BA, AC,
les deux droites BD, DC ne seront’ point egales aux
deux droites BA , AC, chacune i chacune.

LIVRE I.— FroposiTION XXiV,pag. 38, lig. 4.

Car puisque, &g. Zisez que parmi les droites DE, DF
la droite DE soit celle qui n’est pas plus grande que
la droite DF. Puisque, &c. ( Roberz Simson ).

LIVREL —PROPOSITION XXXV.

Robert Simson remarque que cette proposmpn a
trois cas, et qu Eucllde ne démonire que le cas ot le
point E tombe entre le point D et ie point F.

Les deux autres cas ont lieu lorsque le paint E
(fig. 241) tombe sur le point D et lorsque le point E
tombe entre le point A et le point D (fig. 242). Voici
commment on peut démontrer ces deux autres cas :

Aprés avoir démontré, pour le second cas, que le
triangle ABD (fig. 241 ) est égal au triangle DCF, et
apres avoir ajouté  chacun de ces deux triangles égaux
le triangle BCD, on conclura que le parallélogramme
ABCD sera égaf au parallélogramme BCF D.

Aprésavoir démontré, pour le troisiéme cas, que le
triangle ABE (fig. 242) est égal au erngle DCE, et

aprés avoir ajouté 4 chacun de ces deux triangles égaux
le quadrilatére BC DE, on conclura que le parallélo-
gramue ABCD sera égal au parallelogramme BCFE

Nn
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LIVRE IV. —~ COROLLAIRE DE LA PROFG-
SITION XXV, pag. 206, lig. 1¢.

Hexagone, lisez hexagone équilatéral et équiangle.
( Robert Simson ).

LIVRE VI. — pEFINITION IL

Robert Simsom irouve cette défirrition obscure et
la remplace par la suivante :

« Leos figures, les triangles et les parallélogrammes,
par exemple,sont réciproques lorsque les cdtésqui com-
prennent denx angles sont proportionnels, de ma-
niére qu’un cdié de la premicre figure est & un cbté de
la seconde comme un autre coté de laseconde estiur
autre c8té de la premitre ». Je donne la préférence
la définition d’Euclide, mais j’approuve la définitiun
de Robert Simson comme explication.

LIVRE VL — DEFINITION V.

Euclide entand parla quantité d’une raison le quo-
tient qui résulie de la division de l'antécédent par son
conséquent : d'oti il suit que la quantité d'une raison
peut toujours éine représentée par une fraction dont le
numérateur est Paniécédent de la raison et dont le dé-
nominateur em est le conséyuent.

Soientleamimmmivamu a:b,c: d, e-flﬁ

quantités de ces ra:soqs sont les fractlona d f 2 dont
Te prodmt esth fraction 5 BdF d f ou la raison ace : bdf
qui est une raison composée desraisonsa:b,c:d,e: f.

11 est évident que Pantécédent ace de la raison com-

Posée est égal au produit de tous les antécédens des
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, raisons composanles, ek que le coriséquant bd f de la

taisori comyrosbe oet égdal ai produit de (ous les congés

quens des raisotscom posahtes; d ot il suit qu'ot pout
roit énonder lu défisittions v de 1 riranidreé suivante :

Une raibt compotée de faidons est celle dont Pan:
técbdent est &gal aut produit de teus les artiéeédens des
raisons composantes et dont le conséquent est égdl du
ptodmt doe tous ley camequem des riisons compo-
santes. ’

LIVRE XI. - piFiNiTiON x.

Cetlle définition n’est pas proprement une défini-
tion , mais bien un Iheoréme qu’il faut démontrer; Je
donnerai la démonsiration de ceite définition dans le¢
cas.ou les angles solides ne sont pas compris par plus
de trois angles plansj je ne démontrerai que ce cas,
parce gue dang toutes les démonstrations qui sout ap-
puyées sur cetle défmition, il n’est pas question d’un.
seul solide dont les angles solides sofent compm pet
plus de trois angles plans,

Robert Simson soutient que la: dqﬁnmon X n'est
pas vraie dans tons les cas; et que par coméquent nn
grand nombre de démonstrations du x1° Livre et plu=
sieurs démonstrations du Livre x1t ont un fondement
ruineux; en conséquerrce il supprime.ceite définition
et la remplace par irois thorémes, qu’ik me,t- a la Juile
de la propasition xxxz. - .

Pour démonirer gue la défimition x ost. fame d@ns
wrlam&, Casy. l{obqrt _Simgo_n sypposd deux sélides qui
ontle méme womrhre de¢ faces semblables et ogales,
wais dont I'un & v angle solide rentrant, tdnds que.
tpus les angles solides' de Vantve sont saillens. Mais

s
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n’est-il pas évident qu’Euclide n’avoit en vue gne Jes
solides qui n'ont point d’angles renirans? Eloit-i
uécessaire de l'énoncer d’une maniére expresse?
Cette définition est vraie dans tous les eas, lorsque les
angles solides sont saillans. #oyes les notes qui sont
a la suite des Elémens de Géométrie de A. M. Le~
gendre.

Le théoréme que Robert Simson met & la place de
cette Qéfinition est exprimé ainsi: « Les solides qui
sont conlenus dans des plans semblables, égaux en
nombre et en grandeur et semblablement poss, et
dont les angles solides ne sont pas conterrus par plus
de trois angles plans, sont égaux et semblables entre
eux ».

Ce théoréme renferme une condition saperflue ; de
eela seul que deux solides sont terminés par le méme
nombre de faces égales et semblables, les faces de ces
solides sont’ également posées dans chaque solide;
c’est comme’ s l'on disoit que les triangles qai sont
terminés par desdroites égales et semblablement posées
sont égaux et semblables.

Le théoréme de Robert Simson a deux cas; car une
face du premier solide étant appliquée exactement sur
la face homologue @u second, il peut arriver que les
aulres faces du premier solide s’appliquent exactement
aur les autres-facts du second solide, et il peut arriver
aussi que le premier solide soit placé hors du second~
Robert Simson ne démontre que le premjer cas, et
il ne parle pas du second, qui sert de base aux dé~
monstrations xxvir et Xt du x1° Livre et aux dé~
monstrations 111' et v du x1® Livre : donc toutes
¢es démonstrations ont vérilablement un fendement
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ruineux par le moyen des corrections de Robert
Simson (1). '

LIVRE XIL. —2ROPOSITION xi,pag..?og,lig. 1

Aprés celte phrase, « et puisque BA est paralléle &
la droite GH », Robert Simson -veut' qu'on ajoute:
« car chacune de ces deux droites est paralidle & la
droile ED qui n’est pas dans le méme plan que ces
droiles ».

a

(1) Etonné queles Géoméires aient cru pendant treize siécles
que la définition x éteit vraie, RobertSimson s’écrie, pag. 388:
Quid autem dicendum, 3i hec propositio non vera sit? Nonne
confitendum est Geometras per mille fercentos annos in hic re
elementari deceptos fuisse? Et ex hoc quidam modestiam dis-
cere debemus, atque agnoscere quam parum nobis cavere pos-
sumus, que est mentis humanm imbgcillitaé, ne in errores
incidamus etiam in principiis scienliarum qua inter maxime
certas merito @stimaniur. '

Mais que devons-nous dire si cetle proposition n’est pas
vraie? Ne devons-nous pas avouer que les Géométres ont été
dans I'erreur_pendant treize siéclésau sujet de cette proposi-
fion élémentaire? Que cela nous 'a;ppi*enne & étre modesles et
4 recounoitre combien il nous est difficile d’étre tonjours sur
nos gardes, et combien nolre esprit est foible, puisque nous
ne pouvens pas méme nous garantir de l'erreur dans les prin-
cipes des sciences qui passent avec raison pour les plus cer-
mi;res.

(V%]
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~. 3. Les proposilions syivantes, qui sout In démonstra~
tion de la définition x, doivent éire mises aprés la prope-
sillon XXII.

PROPOSITION .

St deux angles solides son¢ compris chacun par trois
angles plans, ‘et si les arigles plans du premier sons
égayx auxangles plans du second , chacin & chacun,
les plans des angles égaux seront égalements inclinés
les uns sur les autres dans les deux solides.

Soient les deux anglessokides A ek A ({ig- 243); que
V'angle solide A soit compris par les treis angles plans
. BAC, CAD, DAB; que 'sagle solide A’ s0it com-
-pris par les trois angles.plana BA'Q', CA'D’, D'A'R';
que Pangle BAC soit égsl & Pangle B'A°C’, 'angle CAD
égal 4 Yangle C'A’D"'et Yangle DAB égal & l'angle
D’'A'B’: je dis que lés plans des angles égaux sont
également inclinés l€l uns sur les autres dans les deux

rat

1n$lea solides.

D'up ppint quelconque B. de la dr-O,xle AB megeg
dans Jg plan B A D la droile. BD paspendiculaire suy
la-dieite AR; du méme. paial B. menez dans le plan
‘BAG ja dyoile. BO perpendicalaive sur la deoite A B;
-joignex les points C ;D faiiesda drotte A'B égate a la
droite A B, et du point B menez dansle plan A'B'D’
la droite B’ D’ perpendiculaire sur la droite A’ B’, et
dans le plan B’ A’ C’ Ja droite B'C’ perpendiculaire
sur la droite A’ B’; joignez les points C’, D", La droite
A B étant égale a la droite A’B’, 'angle BA D égal a
Vangle B'A'IY, et Pangle ABD élant droit ainsi que
Vangle A"B'I), les triangles ABD, A'B'D’ seront



ET ADDITIONS. 564

égaux : donc la droite BD est égale i la droite B'D’ et
la droite A D égale & la droite A’D’. La droite BC est
&gale & la droite B’ €' et la droite AC ¢égale & la droite
A'C/, par Ja méme raison. Mais langle C A D est &gal
4 Pangle C' A’'D/, la droite AC égale 4 1a droite A'C*
et la droite A D égale a la droite A' D' : don¢ 16 trian-
gle CA D est égal aw triangle €A’ D' : donc les deux
triangles BCD, B’ €' D' ont leurs cblés égaux cha-
cun. i chacun : denc ces deux triangfes ont aussi
leurs afigles éganx chcun & chacun : donc Pangle CBD
est égal a Fangle C’'B'DY : donc Fimclinaison du plan
CBA sur le plan PBA est égale & I'inchnaison du
plan C'B'A’ sur le plan D' BA’. On démontrefa de
la méme manibrs , qire les plans des autres ahgles ¢gaux
. sont également inclinés leé uns mr les aﬁtrés dans ces
deux -angles solides. D

- Donc si deux angles solides sont compris chacun
par Wrois amgles plans , et si les angles plans dn pre-
mier somt égaux: aux angles plins du second, chacun
& chacun, les plane des angles éganx seront également
inclinés les uns sur les aures dans les deux aolides,
ce qu’il faloit démontrer. -

PROPOSITION B

" Si deux angles solides sont compris chacuri par tris
" angles plans, et s# les angles plans du premier sont
égaux aux angles plans du second , chacun d chacun ,

. oez angles solides seront égaux erttr‘eux

Soient les angles sohdes A,A; que les angles plans
BAC,CAD, DAB. del'angle solide A sojemt-égaux
aux angles plang BA'G, C'A'D’, D'A'B’ de langle

4
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solide A’, chaoun  chacun: je disque I'angle solide A
sera égal a l'angle solide A",

- Appliquons exactement I'angle BAD sur son égal
B'A’'D’, il peut arriver que les autres angles plans qui
Qogn! égaux dans les deux angles solides A, A’ soient
placés des mémes cotés ou ne soient pas placés des
mémes cOlés. Supposons d’abord que P'angle BAD
§lgnl appliqué exaclement sur son égal B'A'D’, les
autres angles plans quj sont éganx dans les deux angles
solides A, A' soient placés des mémes ciiés. Puisque
I'inclinaison du plan de Fangle BAC sur le plan de
Jangle BAD est égale a I'inclinaison du plan de l'angle
B'A’C sur le plan de 'angle B'A’D’ (pr. A), le plan
de 'apgle B A Cs'appliquera exactement sur le plande
i’gpg]e B’A’C’; mais. 'angle BAC est égal 4 I'angle
B'A C':donc la droite AC s'appligue exactement sur
la droite A’ C’; mais la droite AD est appliquée sur la
droite A’ D’ et la drojte AC sur lu droite A'C': done
Vangle plan D A C s’applique exactement sur Fangle
plan D'A'C’: donc les trois angles plans de Fangle
solide A s'appliquent exactement sur les trois angles
plans de Pangle solide A’ : donc les angles solides A
et A’ sont égaux.

Supposons en second lien queles angles plans BAD,
dab,quisont égaux enyreux, soient appliqués exacte-

em ’un sar 1’ autre&, la.droite A B sur la droite ad et
la droxle ADsurla droife a b, et que les autres angles

Plans qul sonl égaux enln eux ne soient pas placés des
mémes cblés), llesl evndenl dans cetie supposmon que
le plan BAC ne sepphqnera point sur le plan dac,
parce que Vinclinaison du plan BAC sur le plan BAD
frest pas egale Al mchnax.son du plan dae surle plan

/
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dab. Le plan D A C ne s'appliquera point sur le plan
bae, par la méme raison : donc les angles plans BAD,
dab étant appliqués exactement I'un sur Vautre, la
droite AB sur la droite ad et la droile AD sur la
droite a b, les autres angles plans qui sont égaux dans
ces deux anglea solides ne s apphqueront pas les uns
sur les autres.

Si lon plagoit Yangle plan BA D sur l'angle plan
bad, de maniére que le point A tombit surle point a,
que la droite AB s'appliquit sur la droite ab, il est
¢vident que la droite AD s'appliqueroit sur la droite
ad; maisalorsle plan de 'angle BAC auroit la position
bac', el le plan de 'angle CAD auroit la positionC'ad,
-de sorle que Pangle solide A seroit placé au-dessous du
plan abd. Dl je conclus que le principe de super-
"pasition ne peut pas étre employé pour démontrer
Pégalité de deux angles solides qui sont compris cha-
cun par trois angles plans et dont les angles plans du
premier sont égaux aux angles plans du second, cha-
cun a chacun, lorsgu’ayant appliqué I’'un sur Pautre
-deux angles plans qui sont égaux, les autres angles
£gaux de ces angles solides ne sant pas placés des
mémes cdtés (1) : donc, dans ce cas, l'on doit se con-
tenter .de dire que deux angles solides qui sont compris
-chacun par trois angles plans et dont les angles plans
du premier sont égaux aux angles plans du second sont
£gaux entr'eux, parce que leurs parties conslituantes,
leurs angles plans et leurs inclinaisons sont égales de
part et d’autre.

) (1) Les angles solides égaux dont les angles plans ne peu-
ent point étre superposés les uns sur les aulres, s appellent
golides symelnques
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Donc si deux angles solides sont compris chacun
par trois angles plans, et si les angles plans du pre-
mier sont égaux anx angles plans du second, chacun
3 chacun, ces angles solides sont égaux emtrens; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION C

Les solides qui sont contenus dans ls méme nombre de
Jaces égales et semblables entr’elles et dont les angla
solides ne sont pas compris par plus de trois angles
plans sont égaux et semblables entr’eux.

Seientlessolides ABCDEF, A'B'C'D'E'F (fig.2h4)
dont les angles solides ne sont pas compris par plusde
trois angles plans et que ces solides soient comienms
sous le méme nombre de faces égales et semblable,
c’est-a-dire que les faces ABC, DEF¥, BD, BR, EC
soient semblables et égales aux faces A'B' C’, D'E'F,
BY, B'E, E'C :je dis que ces solides sont égaux e
semblables.

8i Fon pose une face quelconque ABEC dw premier
solide sur la face homologue A’B'€’ du second, de
maniére que les céiés de ces faces, qui sont des cdiés
homologues des faces égales et semblables BD, BE,
EC, BYY, B'E, E'C’ sojent appligués oxactement
Jes uns sur les anives, ces deax sebidins. sawent places
du méme edté sur ke plan A’ B' €', ot ila scront placés
I'un au-dessus e1 Pawire au-dessous du plam A/B'€"(1).

Supposons d’abowrd que.les deux selides A B€ DEF,

(1) Lorsque Ies solides sont placés I'un au-dessus et Fautre
au-dessous du phan A'B'C, ils s'appellent sofides symé-
triques, l '
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A’B'C’'D’'E'F’ soient placés du méme coté surle plan
A’B’C'. Puisque l'inclinaison du plan A F sur le plan
ABC est égale & P'miclinaison du plan A'F sur le
plan A'B'C' (pr. 4), la face AP s'sppliquera exac»
tement sur la face A’F qui lui est semblabld et dgale.
Les aulres faces du solide ABCDEF s'appliqueront
exactement sur Jesaptires faces dessolides A BC'D'E'F',
par la méme raison : donc ces deux achdes gevant égaux.
Mais les facea homelogues sont égalemens inslinées les
. nnes sur les sutyes dans ces deux solides € pr. A£) : dane

les deux solidea ABCDEF, A'R'C' IY B T, qui somt
centenus dapsle méme nambre de fases dgales et somiy
blables, sont égayx et semblablas entr’sux,

Supposons en second lieu que les solides ABCDEF,
abcdef soient placés Fun au-dessus et lautre au-
dessous du plan a§ c; il est évident que dans ce cas
le principe de superposilian ne. pent pas étre employé
pour démontrer I'¢galité de deux solides qui sgnt con-
tenys dans le méme nombpre de faces égales et sembla-
bles entr’elles, et dont les angles splides ne sont pas
compris par plus.de trois angles plans : donc 'on doit
se contenter de dire que ces deux selides sont egaux
el semblables, parce que leurs parties constituantes,
savoir , leurs faces, les inclinaisons de ces faces (pr. 4),
leurs angles solidea ( pr. B ); sont parfallemeant £gales de

" part et d’autre.
-~ “Donc les solides qui sont contenus dans le méme
nombre de faces égales et semblables entr’elles, et dont
les angles solides ne sont pas compris par plus de trois
angles plans, sont égaux et semblables enlr‘eux{ce
qu ‘it falloit démontrer, ‘
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LIVRE XI. — PROPOSITION XXVII, pag. 341, lig.g.

- Selon Robert Simson et Clavius, Euclide auroit dit
démontrer que les diagonales CF, DE sont parallelea,
ce que Robert Simson démontre de la maniére sui~
vante :

« Soit le parallélipipéde AB (fig. 188) et que les
diagonales DE, CF joignentles extrémités des mémes
arétes; puisque chacune des arétes CD, FE est paral-
léle & 'aréte G A qui n’est pas dans le méme plan, les
arétes CD, FE seront paralléles : donc les diagonales
CF, DE sont dans le méme plan que les arétes CD,
FE, et sont paralltles entr’elles : je dis, &ec.

LIVRE XI1.— PROPOSITION XXIX.

Celte proposition a trois cas, et Euclide n’en dé-
montre qu'un seul. En effet, il pent arriver que la
droite M H tombe sur la droite G E ou bien entre la
droite G E et la droite F D. Pour démontrer ces deux
derniers cas, on fera des raisonnemens analogues i
ceux qu’on a faits pour démontrer les deux derniers
cas de la proposition xxxv du 1°" Livfe. Poyesz la note
sur celte proposition. -

LIVRE XII — PROPOSITION XVII.

Cetie démonstration est incompléte selon Robert
Simson et selon moi. Aprés avoir démontré que le
quadrilatére BK.SP ne touchera point la surface de
la plus petite sphére , Euclide conclud que les faces du
poiyédre inscrit ne toucheront point la surface de la
plus petite sphére. J'ai complété cette démonstration




ET ADDITIONS. 573

d’Euclide. #oyez la proposition xxvimr du Supplé-
ment, le Lemme et le deuxiéme Corollaire qui suivent
cette proposition. °

FIN.

DE LIMPRIMERIE DE CRAPELET.
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. ERRATA.

L’étoile placée dpres le srcond nombre indique qu'sl fuut compler
les lignes en moniant, et la figure — vent diré lisez.

lig.

6% qui est toute égalcment in-
terposée — qui est égale-
ment placée

3 pleine — plane
4 interposée et — placéeen-
tre ses ligaes

15 4 — sur

1* les figures = la figure

o interceptée — soutendue

o supprime{ ou polygone

7 qui —quia

4 et siles deux angles com-
pris entre Jes cotés égaux
de ces deux triangles sont
aussi égaux — et si Yan-
gle compris entre les cotés
égaux est égal dans les
deux triangles

18 c'est-a-dire — savoir

o* des == de ces
6* c’est-it-dire l'angle ABC—
c’est~a~-dire que Yangle
ABC sera
o* méme correction que 10,4
7* puisque—puisquela droite
11* et ~~ et il
3% et — et qu'il
5 les deux angles, &c. —
Yangle compris entre les
cotés égaux est égal dans
les deux triangles
a* g’appliquant ~ s'appli«
quoit
2* méme correctionque 17,5
1a Ja droite AF. — la droite
AF: jedisquel'angle BAC
est partagé en deux parties
égales par la droite AF
8 a — sur
27 & —sur
6/ point— point quelconque
8 jusqu’en F—versle polut F
14 . dupprime cependaut
13 jusqu'an — vers le
7% que cependant elies —
qu’clles

Pag.

53
84
36

101
101
103
106
112
11a
13
185
150
132
156

138
141
141

g, !
6* BDD — BDC
a¥ .ngpr:me‘{ cependunt
r FD = FK
1 FK — ¢D
s FK~— FD
15 démontrer, — faire,
11 AC — AC égale
1% et Yangle DEG — l'anglé
DPEG sera
1o paralléles — droites
8 en—vers -
10 CAD— CaB
9 puisque — donc puisque
7 égales — égales et parul-
leles
4% FFD — EFD
1 DBC—EBC
7 soient ~ sont
§* le dernier mot, KFC—KGC
14 triangle — angle
9 & -—sur
6* GC — la droite GC
16 LH~LG
7 directement une droite
quelconque — une droite
qui ait la méme directicn
&¥ idem.
9 au - au double du
4 méme correction que 86 5,
3*CF— CE
s méme correction que 86, ¢
12 obus angle - obtusangle
7% idem.
o™ idem.
10 commun — commun de
5 AFB-— AEB
6* FF — FE
11¥ supprimeg un
1 BND — NMD
3+ ABD — ABC
4 et qu'on inéné —; menez
5 dams ane cireonférence de
—dansan- -
4 FG—FA’
3 au — surle
5 & —sur
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i4s

148
155

156
157
158
159
263
163
a7

" 163

168

169
16g
169
175
176
177
178
178
78
179
179
180
180
181
181
18
181
.
182
1fa
182
134
185
185
186
187
188
189
130
291
ig1
193
Jgs
1ga
193
L3

TRRATA:

lig. _
3 uve position conime — I
méme position que
132 ligne — droite
6* placés, &c. — placés tous
denx aun centre ou tous
deux 4 la circonférence
s* idem, :
5 idem.
8 idem.
a* des — de ces
5% les ~ des-
2* supprimeg ondémontre que
11 Vangle —; mais l'angle’
7* supprimeg fig. 98
1* conduisez - du point F
conduisez
8 FG — FA
4 AG—FG
4 BG — BF
6 quarrés — quarrés de
1*la ~ le
8 et — mais
8 autour d’'une — i ume
10 antour de — &
7% antour d’'un — 4 un
1 autour d'une - 2 une
§ autour de — &
13 avec — &
15 idem.
8 id:m.
11 idem,
10* idem,
7% idem.
13 mals — et gne
14 dounc -,
4% avec le —= an
1*avec — 2
7% 107 — 109
6% 108 — 10¢*
8 autour du —— an
1 10g — 10g¥¥
5 cet angle — ce triangle
14 amtonr du — au
14 FH—FK
t antour du = au
6* autour d'un — & ua
4% autour de — 2
4 la base — mais la base
4¥ autour du — au
2* autour d'un ~ & un
14 autour du — au
12 8u - & e

"

R 4

-~

Pos.
198
199
3C0o
301

01

817
217
817
218
218
slg
826

228
2351
240
243
243
844
<44
246
248
248
24y

251
853
254

57

257
859
abg
262

26
afa
abs

262
263
265
264
[1:PY
264
264

264
265

w
-3
o«

lig.
5 fK — CK
6¥* GMH — GML
1+ FE—FL
8 KCE — KCF
13 supprimei un
4 FO—CD
6 AC—FE
7 FE—AC
6* BAC — EGF
b6* EGF — BAC
11" puisque ~— puisque Uangle-
6 que de méme — de meme

que
9 double — triple
3% ¢tant — ayant éié
3% es — ces
15 supprimey ( fig, 138)
o* rechange — ¢change
5¥ comme — comme le
5% est — est au
8 EB — donc EB
8 GH — GK
¢* FH —FG
7* 'on démontre—1'on a dé-
montré
10*B—C
10 NG — NH
9* construites — et cons-
truites )
15 du diamétre — de la dia-
gonale
18 idem,
10" idem,
8% 145 — 146
7* dn meme diamétre — de
la méme diagonale
2 idem,
4 diamétre — diagonale
8 du méme diamétre — de
1a méme diagonale
8¥idem.
1 idem,
9 supprimey que Jui
8 idm Y
13 id:m,
12* puls — puisque
11¥ du méme diametre — de
la méme diagonale
1c¥ diamétre — diagonale
o* du méme diamétre — de
la méme diagonale
¥ diamélre — diagonale
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Lo
66
[1})
867

267

A88
268
268

an
277
278
aBo
asfo
280
Boo
$04
S04
804

So6
%08
331
111
837
354

835

853
839

340

{3
lig.
4" supprimey que lul
8 figure — paraliclogramme
11 Ius défauts, &c. — et qui
est scmblable uun parallé-
logramme donné
8* appliqué str la moitié de
la droite AB, les défauts
étant semblables, et que
le parali¢logramme an-
quel le défunt doit etre
semblable soit D — qul est
appliqué sur la moitié de
la droite AB et qui est
semblable an parallélo=
gramme dooné D |
11 donné — donnée
R* supprimey que lui
7% mais EF est semblable A
D : don¢ — puisque le pa-
ralléfogramme EF ests:me
blable au paralélograin-
me D,
14 EL—=FL w"
s¥ ACE — DCE
¢ seront — seront égaux
g et —etles
¢ BHF — EHF
i1 BGL —BGC
8 ; mais —, et
10 A = sur
13 idem,
7% 4 l'un et & Yautre — sur
I'un et sur autre
15 DAF — DAE
8 avec—2
13 fe dis — jé dis aussi
a* soient — sont
15 AL—RL
8 parallélipipéde — parallé-
lépipede, et la meme cor~
rection par-tout,
10 mais trois plans — mais
‘trois plans de ces solides
5 FHE — FGE
4* angles solides — angles
plans
¢* parallélogrammes — pa-

AT A:

P

84s
B4a
548
843
844
846
545

345
8.8
84g
[1-}]
13-
358

354
856
1857
357
&bg

360
Sos

367

. 876

895
B97

897
400
410
430

430
433
435
457
437
457
439

441
448
475

lig.

rallélogrammes de écs pa-
raliélépipedes
6 droites insistentes~arétd
11 idem.
18 idem.
5¥ /dem.
E¥ idem.
1 idem.
15 d’abord — sapposons -
bord
13 droites msistentes —arétes
9 idem.
s idem. g
S* Al — e ¢6té AR
8 droites insistentes—arétes
8¥ sont — sont réciproque-
ment
4 QP~OR

3 droites insistentes—arétes
idem,

6 soutendus par — adjal
cens &

S et—=etsi

9 si=—carsi .

9" ABCEM — ABCDEM

6* . La pyramide — , mais ld

pyramide

1¥ mais on — et 'on

9 DEFO — DEFH

7* sera -— est

6* qui ne touche — dontles
faces ne touchent

s* idem,

1 dans — sur

8 et menez —; menez

7¥ bases — faces

6* donc — donc les faces dé

5¥ touche — touchent

6 qui ne touche — dont lef
faces ne touchent -

6 idem. )

6 sont — forment des anghs

9* G — G’

F
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