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RAPPORT
fait à la Classe des Sciences physiques et mathé-

’ matiques de l’Institut national ,

parles citoyens [menasse et Dansnnaa.

Séance du lundi 28 ventôse au x".

PEU d’ouvrages ont été aussi souvent traduits, com-

mentés et reproduits, que les Elémens d’Euclide; mais

il n’est pas d’auteur avec qui ses traducteurs aient pris
i d’aussi étranges libertés. Sous prétexte de donner aux

démonstrations plus de clarté et de simplicité, il n’est

presque pas de proposition dont ils n’aient changé ou

modifié les preuves. Pour ne parler que des traduc-
teurs français, il suffit de jeter les yeux sur l’Euclide
de Decballes , réimprimé plusieurs fois successivement-

par Ozanam etAudierne , pour voir que ces éditeurs
n’ont presque rien respecté dans l’auteur. original, si. l

i ce n’est l’ordre et l’énoncé des théorèmes. Mais malgré

tous leurs soins et leurs prétentions, ils n’ont pas fait
oublier le véritable Euclide; on trouve même encore
quelques savans qui, soit avec raison, soit par un goût.
Unpeu trop exclusif pour les méthodes des anciens ,.
prétendent que malgré les talons et les succès des au-
teurs modernes, les Elémens d’Euclide sont, à quel.-

ques endroits près, le meilleur ouvrage que nous ayons
en ce genre. Sans prendre aucun parti sur cette ques-.
fion, on peut conclure au moins de leur. opinion, que
le citoyen Peyrard niait. une chose utile en traduisant.
fidèlement un ouvrage dont nous n’avons pas eu.de
traduction. exacte depuis plus de deux cents. ans, et.
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vj antan sur A L’INSTITUT.
dont les bon n’es éditions, soit grecques soit latines , sont

assez rares , et à la portée de peu de savane , sans
cônipterles difficultés des Jeux langues ,qui diminuent
encore assez considérablement le nombre des lecteurs.

Nous avons lu avec soin la nouVelle traduction, en la.
comparant àl’oiiginal grec, du moins quant à l’énoncé

de chaque proposition, et pour les parlies essentielles
des démonslrations; car c’eût été un t’ravail’aussi long

qu’inutile que de suivre le traducteur dans des détails

quine peuvent se traduire de deux manières. Par-tout y
le citoyen Peyrard rieuse paru rendre avec exactitude
le sens et même les expressions de son auteur. I

L’ouvrage d’Euclide , qu’elqu’estimable qu’il: soit,

est pourtant incomplet à plusieurs égards. Il manque
sur-tout nombre de propositions importantes relatives
à la surface du Cercle, de la Sphère, du. Cylindre et
du Cône, et à la solidité de ces trois derniers corps.
Le traducteur en a fait la matière d’un Supplément,
qu’il Commence par déni: propositions empruntées
d’Archimède , en arerlissant dans une note que la
seconde lui paroit impossible à démontrer bien rigon- r
remontent. Il ajoute qIIe c’est sans doute pour cette

raison du’Euhli’de ’n’a rien ’dit de la surface du Cercle

ni de celle de la Sphère. Il s’agit de prouver que le
coulant. du Polygone cîrcbnsciit a: plus grand que
celui du Cercle. Pour y parvenir, Archimède avoit
posé en principe que de deux lignes concaves du même
côté et qui am mêmes extrémités, telle qui ensimas:
l’autre est la plus grande des sans. Il est vrai que ce
principe méritoit bien une démonstration , mais il
ses: pas prouvé que ce shit précisément cette diminué

qui si: arrêté Euclide. quand trempons ses Elénibns;



                                                                     

nippe 11T sur A L’INSTITUT. fi;
Archimède n’était peut-être pas lié, il est bien pro-

bable au moins qu’il n’avoit encore publié ni son

Traité de la Sphère et du Cylindre, ni ces sa la
mesure du Corde. Les Tbêobémes que contient cet
ouvrage étoient encore inconnus pour la plupart, et
la repaissoit qu’ils ont acquise a au.» auteur; le prix

qu’il y attachoit lui-même, nous prouvent combien
on les avoit jugés amènes; Il un dans (au: sinlple
d’imaginer qu’Euclide les ignoroit entièrement; car

au les eût connus, ils sont d’une une importance,
qu’il auroit dû , ce me semble, les indiquer, sans con-

venir de ce que la démonstration pouvoit renfermer
«l’hypothétique. y .

Toüsles Théorèmes sont démontrés saune supins.

’ ment du citoyen Peyrard, à ra manière d’EtlElldè; a

en se servant autant qu’il à été pessible des proposi-

tions qui ive-trouvent dans les Elémens. Ces démons-

trations sont «presque toutes indireCtes, stases-dite
qu’elles prouvent », son pas qu’u’ne chose soit de telle
ou de telle manière, mais qu’il y suroît de l’absurdité

à la supposer autrement... Quelques-unes des dé-
monstrations du citpyen Peyrard .ressemblent beau-
coup à celles qu’on trouve dans l’ouvrage du citoyen

Legendre; mais quand on compose un livre d’Elé-
mens, on ne s’inipose pas l’obligation d’être toujours

neuf, toujours inventeur; tout le monde sait bien que
c’est la chose impossible. On trouvera du moins plu-
sieurs propositions importantes qui sont démontrées
d’une manière nouvelle; ainsi pour arriver au théo-
rème sur la solidité de la Sphère, le citoyen Peyrard
emploie la proposition xvu du livre xn°’, et ce théo-
rème paroit en effet un corollaire assez simple de cette
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proposition. La démonstration qu’elle fournit est plus
facile que celle d’Archimède. Mais cette proposition
n’était qu’imparfaitement démontrée dans. Euclide.

Robert Simson y avoit relevé plusieurs omissions et
inexactitudes. Le citoyen Peyrard en a complété la
démonstration d’une manière qui ne laisse rien à

desirer. ’ i vLe Supplément est terminé par quelques théorèmes

.çonnus, d’un usage très-fréquent dans la mesure des

. Lignes, des Surfaces et des Solides, et qui ne se in)!!!
voient pas assez expressément énoncés dans les Elé-u-

.mens d’Euclide.... . I ’
L’ouvrage est terminé par des notes où l’on rap;

porte et l’on discute quelques objections et quelques.
corrections proposées par Robert Simson.

L’auteur , dans sa Préface, annonce un travail sema
blable, qu’il ahcommencé , sur Archimède. Nous perle

sons que la Classe, en approuvant celui qu’il vient de
faire sur Euclide, doit engager le citoyen Peyrard à
terminer la traduction , non moins importante,-et bien
plus diHicile, d’Archimèçle.

Signé LAGRANGE et DELAMBBE.

La Classe approuve le Rapport et en adopte les con-L

clamions. I ’
Signé DELAMBRE, Secrétaire perpétuel.



                                                                     

,

.PRÉFACE

LORSQUE je fus nommé Bibliothécaire
de l’École Polytechnique , je formai le

projet de donner au public une traduc-
tion littérale des Œuvres d’Euclide et i
d’Archimède, les deux plus grands Géo-

tmètres de l’antiquité. Je pensois qu’il étoit

en quelque sorte de mon devoir de con-
sacrer mes momens de loisir à des travaux
qui fussent analogues à ceux de l’Ecole
Polytechnique. Je publierai, dans le co u-
rant de l’an xnI , une traduction littérale
des Œuvres complètes d’Archimède; cette

traduction sera accompagnée d’un Com-

mentaire pour faciliter l’intelligence des
endroits diflicfles Je fais paroître au-

(1) La souscription pour las traduction littérale des
Œuvres complètes d’Archimède, avec un commen-,

taire et des planches , par F. Peyrard, Bibliothécaire
de l’Ecole Polytechnique, est ouverte d’ici au 1*" ven-

démiaire au un. Cet ouvrage sera imprimé par
Grapelet , sur caractère dit saint-augustin , format t’a-4°.

papier-fin d’Angoulême. Prix 36 fin, et en papier
vélin 72 fr. Tous les exemplaires seront numérotés



                                                                     

1 PRÉFACE.
jourd’hui la traduction des. Livres de la-
Géométrie d’Euclide , auxquels j’ai ajouté

un Traité du Cercle, du Cylindrebdu
Cône et de la Sphère ;)la. mesure des Surf
faces et des Solides. J’ai, traduit Euclide
littéralement, et même mot à mot , quand
le génie de la langue française a pu me le

permettre. Dans mon Supplément ,
adopté les principes d’Archimède , et je
me suis conformé, autant qu’il a été en

mon pouvoir, à la méthode et à la marche

d’Euclide. Dans les notes qui accompa-
gnent ce Supplément, je me suis appliqué

à éclaircir quelques endroits obscurs;,je
rapporte et je discute quelques objections
pr0posées par Robert Simson. Je fais voir

dans. ces notes que Robert Simson est
et livrés suivant l’ordre des souscriptîb’fiëî’tâlîîtë 3E!

souscripteurs sera imprimée en tête du Mené. Il ne
sera pas tiré tin seul exemplaire au-delà. du nombré
des souscriptions; simili]. sera absolument impbssiblé
de s’en procurer autreinent qu’en sousé’tivam. Cet

ouvrage paroîtra dans le cbùràntlae l’air 171-11. Oni
souscrit à Paris, chez l’Editeur, à l’Ecole Pôl’ytèbliÀ

nique, et chez F. Louis, Libraire, rue de Savoie,
P? Iiri° 12.



                                                                     

PRÉFACE. xi
tombé dans une erreur très-grave au sujet
de la définitidn x du Livre x1.

Au lieu du Supplément que j’ai com-

posé pour servir de suite à la Géométrie

d’Euclide, je devois donner la traduction
littérale du. Traité du Cylindre et de la
Sphère et du Traité de la mesure du Cer-
cle d’Archimède ; mais ayant fait réflexion

que ces deux Traités ne sont pas assez
élémentaires , je me suis décidé à composer

un Traité succinct du Cercle , du Cylin-
dre , du Cône et de la Sphère, qui fût à la.

portée de ceux qui apprennent les ma-
thématiques, et dont toutes-les proposi-
tions fussent rigoureusement démontrées.

La démonstration d’Archimède , qui

regarde la meSure de la Sphère, est telle-
ment compliquée, qu’il faut la plus grande

contention d’esprit pour la comprendre;
la démonstration que je lui substitue est
courte et facile à saisir, et cependant elle
a toute la rigueur qu’on peut exiger.

l Je ne ferai pas l’éloge d’Eüclide; on se

méfie toujours de l’éloge d’un auteur fait
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par son traducteur. Je laisserai parler deux
illustres Géomètres, Montucla et Bossut.

l a C’est sur-tout à ses Elémens qu’Euclide

doit la célébrité de son nom. Il ramassa dans

cet ouvrage , le meilleur encore de tous ceux
de ce genre , les vérités élémentaires de la Géo-

métrie, découvertes avant lui.v Il y mit cet en-
chaînement si admiré par les amateurs de la
rigueur géométrique, et qui est tel, qu’il n’y a

aucune proposition qui n’ait des rapports né-
cessaires avec celles qui la précèdent ou qui la
suivent. En vain divers Géomètres , à qui l’ar-v

rangement d’Euclide a déplu, ont tâché de le

réformer , sans porter atteinte à la force des
démonstrations. Leurs efforts impuissans ont
fait voir combien il est difficile de substituer à la
cliaîne’formée par l’ancien géomètre , une chaîne

aussi ferme et aussi solide. Tel étoit le sen-
timent de l’illustre M. Leibnitz , dont l’au-
torité doit être d’un grand poids en ces ma-
tières; et M. Wolf, qui nous l’apprend , con-
vient d’avoir tenté inutilement d’arranger les
vérités géométriques dans un ordre différent ,

sans supposer des choses qui n’étoient point
encore démontrées , ou sans se relâcher beau-

coup sur la solidité de la démonstration.,Les
Géomètres anglais , qui semblent avoir le mieux



                                                                     

patrice; xiiiconservé le goût de la rigoureuse géométrie,

ont toujours pensé ainsi; et Euclide a trouvé
chez eux de zélés défenseurs dans divers Géo-

mètres habiles. L’Angleterre voit moins éclore

de ces ouvrages, qui ne facilitent la science
qu’en l’énervant ;’ Euclide y est presque le. sont

auteur élémentaire connu , et l’on n’y manque

pas de’Géomètres. »
n Le reproche de désordre fait à Euclide,

m’oblige à quelques réflexions sur l’ordre pré-

tendu qu’affectent nos auteurs modernes d’élé-

mensl, et sur les inconvéniens qui en sont la
suite. Peut-On regarder comme un véritable
ordre, celui qui oblige à ’violer la condition
la plus essentielle à un raisonnement géoméà

trique , je veux dire , I cette rigueur de dé-
monstration , seule capable de forcer un esprit
disposé à ne se rendre qu’à l’évidence

physique? Or rien n’est-plus commun chez les
auteurs dont on parle , que ces atteintes portées
à la rigueur géométrique. Mais il leur falloit
nécessairement Se relâcher jusqu’à ce point, on

commencer à traiter d’un’certain genre d’étena

due", avant que d’avoir épuisé ce qu’il y avoit à

dire d’un autre plus simple, et ils ont mieux
aimé ne démontrer qu’à demi, c’est-à-dire ,- ne

point, démontrer du tout, que (le blesser un
prétendu ordre dont ils étoient épris. I ’
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- a Il y a même , à mon avis , une sorte de pué-g

rilité dans cette aflecmtion de ne point parler
I d’un genre de grandeur, des triangles, par exclu-r

ple , avant que d’avoir traité au long des lignes

et des angles : car pour peu que, s’astreignant
à cet ordre , on veuille observer la rigueur-grief,
métrique , il faut faire les mêmes frais de de?
monstrations , que si l’on eût commencé par ce
genre d’étendue plus composé , et d’ailleurs si

simple . qu’il n’exige pas qu’on s’y élève: par

degrés. J’ose aller plus loin , et je ne. crains
point de dine que cet ordre affecté, va à rétrécir

l’esprit , et à raccoutumer à une marche. conc-
traire à celle du génie des découvertes. C’est

déduire laborieusement plusieurs Vérités parti:-

culières, tandis qu’il n’étoit pas plus difficile

d’embrasser: tentrd’un Coup Le tEQQQ, dont elles

ne. musque les branches, Que sont en Gilet la
plupandezcss propositions sur. les perpendi-
culaires et les obliques, qui remplissent plu,-
sieurs [sections des ouvragea. dent en parle,
guipa autant de conséquences, fort simples de
la propriété du triangle isoscèle? Il étoit bien

plus lumineux, et même plus court, de com-
mencer à démontrer cette propriété , et d’en

(luire ensuite toutes ces autres propositions a.
(Histoire des Mathématiques, par J. F. MON--
TUCLA. Pais, au vu , tom. 1 , pag. 205.)
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(r Jamais livre de science n’a en un succès

comparable à celui des Elémens d’Euclide. Ils
ont été enseignés exclusivement pendant plu-
sieurs siècles dans toutes les écoles de mathé-
matiques , traduits et commentés dans toutes les

langues; preuve certaine de leur excellence n.
( êssaisur’l’Histoire générale des Illçltltér’natiques,

par; CH. BOSSUT. Paris, 1802 , tom. 1 , pag.

B. Il est indispensable de faire les corrections in-
di nées dans l’erra’la, avant d’entreprendre la leclure

d,Euclidé.i . , . . . . . . .
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ELÉMENS

DE

GÉOMÉTRIE

.UEUCLIDE

LIVRE PREMIER.
DÉFINITIONS.

1. Le point est ce qui n’a aucune partie.
a. La ligne est une longueur sans largeur.

’ 5. Les extrémités d’une ligne sont des points.

4. La ligne droite est celle qui est toute 8’ng
lement interposée entre ses points (x).

5. Une superficie est ce qui, a longueur et

largeur seulement. i
(i) Dans la suite nous dirons une droite au lieu de

dire une ligne droite. x ’ ’

. V t Hyulæè (a 7Lcrfz [Ls’byr S’îj, A



                                                                     

2 L É M E N s
6. Les extrémités d’une superficie sont des

lignes. - ’ j s7. Une superficie pleine est celle qui est
a, (in

, . 1 , . .également entre ses lignes droxtes.
8. Un angle plan est l’inclinaison mutuelle de

deux lignes qui. se touchent dans un plan et qui
ne sont point placées dans la même direction.

i9. Lorsque des lignes droites comprennent
un angle , l’angle s’appelle rectiligne.

r o. Lorsqu’une droite tombant sur une. droite

fait les angles de suite égaux entr’eux , chacun

des angles égaux. est droit;L La droite tombante
est dite perpendiculaires. celle sur laquelle elle

tombe. H1 1 . L’angle obtus’est celui qui est plus grand

que l’angle droit.

12. L’angle aigu est celui qui est plus petit

que l’angle droit. q t i
15. Ou appelle terme ou limite ce qui est

l’extrémité de quelque. chose. - V

i 14. on appelle ce qui est compris
entre une ou plusieurs limites. i A

15. Le cerclé est une figure plane comprise
dans une séulel’lign’e qu’on appelle circonfé-

rence; toutes-les droites menées à la circon-
férence d’un seul. point de ceux qui sont placés

dans les figurer, sont égales entr’elles.
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16. Ce point se nomme le centre du cercle.
x7. Le diamètre du cercle est une droite

menée par le centre et terminée de part. et
d’autre par la circonférence du cercle ; le
diamètre partage le cercle en deux parties

égales. ’ 4’
x8. Un demi-cercle est une figure comprise-

entre le diamétfezât Dia portion de la circonfé-

rence est par le diamètre.
19. Un segment de cercle est une portion du

cercle comprise entre une droite et la circonà

férence du cercle. ’
20. Les figures rectilignes sont celles qui sont

terminées par des droites. ’ I
2 r . On appelle trilatères ou triangles les figures

terminées par trois droites. I ’ .
22. Quadrilatères, celles qui sont terminées

par quatre. l . n25. Multilatères ou polygones, celles qui Sont

terminées par plus de quatre droites. h A
24. Parmi les figures trilatéres , celle qui est

terminée par trois côtés égaux se nomme trian-

gle équilatéral. ’
25. Celle qui a seulement deux côtés. égaux

se nommetriangle isocèle. V
26. Celle dont tous les côtés sont inégaux se

nomme triangle Scalène. v r
42
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g 27. Parmi les figures trilatères, celle qui a un

angle droit se nomme triangle rectangle.
28. Celle qui a un angle obtus se nomme

triangle amblygone ou triangle obtus-angle.
29. Celle qui a ses trois angles aigus , trian-

gle oxygone ou triangle acutangle. V
50. Parmi les figures quadrilatères , celle qui 4

ses côtés égaux et ses angles droits, se nomme I
quarré.

51 . Celle qui a ses angles droits, mais n’a
pas ses côtés égaux , se nomme quarré oblong

ou rectangle. .52. Celle qui a ses côtés égaux , mais n’a

pas ses angles droits , se nomme rhombe.
55. Celle dont les côtés et les angles opposés

sont égaux , mais dont tous les côtés ne sont pas»

égaux et dont les angles ne sont pas droits, se

nomme rhomboïde.
54. Les autres quadrilatères,’ceux-là excep-

tés, se nomment trapèzes .u
55. Enfin , les. parallèles sont des droites ,

étant placées sur un même plan, et qui étant

(l) On nomme aujourd’hui trapèze un quadrilatère
dent deux de ses côtés seulement sont parallèles, et
les autres quadrilatères, excepté le trapèze et les qua-

drilatères dont parle Euclide, se nomment ordinairea
ment quadrilatères simplement dits.



                                                                     

. D’E U C L I D E. 5
prolongées de part et d’autre à l’infini, ne se

rencontrent nulle part.

DEMANDES.
x . Conduire une droite d’un point quelcon-

que à un point quelconque.
a. Prolonger continuellement , selon sa di-

rection, une droite finie.
5.. D’un point quelconque et avec un inter-

valle quelconque décrire une circonférence de
cercle.

Notions communes ou axiomes.

1 . Les quantités sont égales à une même
quantité sont égales entr’elles.

2. Si à des quantités égales on ajOute des
quantités égales , les tous seront égaux.

5. Si de quantités égales on retranche des
quantités égales , les restes seront égaux.

4. Si à des quantités inégales on ajoute des
quantités égales , les tous seront inégaux.

5. Si de quantités inégales on retranche des
quantités égales , les restes seront inégaux.

6. Les quantités qui sont doubles d’une même

quantité sont égales entr’elles. A
- 7. Les quantités qui sont les moitiés d’une

même quantité sont égales entr’elles.
.-

s I ’)



                                                                     

6 É L É M E N s
8. Les choses qui se conviennent mutuelle-

ment sont égales entr’elles.

9. Le tout est plus grand que sa partie.
10. Tous les angles droits sont égaux (1).
I I. Si une droite tombant sur deux droites

fait les angles intérieurs du même côtéplus

petits que deux droits , les deux droites pro-
longées à l’infini se rencontreront du côté ou

les angles sont plus petits que deux droits.
12. Deux droites ne renferment point un

espace.

PROPOSITION PREMIÈRE.

P R o B L È tu E.

Sur une droite donnée et finie , construire
un triangle équilatéral.»

Soit AB (fig. I) la droite donnée et finie : il
faut r construire sur la’ droite AB un triangle
équilatéral.

Du centre A et avec un interValle AB , dé-
crivez la circonférence BCD (dem. 5); ensuite
du centre B et avec l’intervalle BA décrivez la

circonférence ACE; et du point C , où les cir-

(1) Dans quelques manuscrits les axiomes no et 11
se trouvent placés parmi les demandes.
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conférences se coupent mutuellement , con-
duisez aux points A,- B, les droites. CA, CB

(dem. I ’ ’ .
Car puisque le point A est le centre du cer-

cle C DB , la droite AC sera égale à la droite AB

(défi I5); de plus , puisque le point B est le
centre du cercle CAE , la droite BC sera égale
à la droite BA; mais il a été démontré que la

droite CA étoit égale à la droite AB: donc cha-

- cune des droites CA , CB est égale à la droite
AB ; or les quantités qui sont égales à une même

quantité sont égales entr’elles; donc la droite.

C A est égale àla droite CE : donc les trois droites
CA , A3 , BC sont égales entr’elles.

Donc le triangle ABC (défi 24) est équila-

téral , et de plus il est construit sur la ligue
donnée et finie AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION Il.
PROBLÈME.-

D’un point donné conduire une droite égale à une

droite donnée.

Soit A (fig. a) le point donné et BC la droite
I donnée : il faut conduire du point A une droite .

égale à la droite BC.

Conduisez du point A au point B la droite
I4
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AB (dem. i ); sur cette droite construisez le
triangle équilatéral DAB (prop. I ) , et pro-
longez les droites AE , BF dans la direction
des côtés DA , DE; du centre B et avec l’inter-

valle B C , décrivez la circonférence C GH
(dem. 5); et du centre D et avec l’intervalle
DG décrivez ensuite la circonférence GKL.

En effet, puisque le point B est le centre du
cercle CGH , la droite BC sera égale à la droite
BG (défi I5 ); de plus, puisque le point D est le
centre du cercle GKL , la droite DL sera égale
à la droite DG; mais la droite DA est égale à
la droite DB : donc la droite AL sera égale à la
droite BG (axiome 5) ;l mais il a été" démontré

que la droite BC est égale à la droite BG: donc
les droites AL, BC sont égales chacune à la

l droite BG. Mais les quantités qui sont égales à .
une même quantité sont égales entr’elles : donc

la droite AL est égale à la droite BC.

Donc du point donné won a conduit une
droite AL égale à la ligneldonnée BC ; ce qu’il

falloit faire.
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PROPOSITION Il].

PROBLÈME.

Deux droites inégales étant données, retrancher

de la plus grande une droite égala à la, plus

petite. ww-Soient ABcet CI (fig. 5) les deux droites iné-

gales données dont la plus grande soit AB : il
faut de la plus grande AB retrancher une drOite
qui soit égale à la plus petite C.

Du point A conduisez une droite AD égale
à la droite C (prop. a) , et du centre A et avec
un intervalle AD décrivez la circonférence DEF

(dem. 5
Puisque le point A est le centre du cercle

DEF, la droite AE sera égale à la droite AD ;
mais la droite C est égale à la droite AD : donc
les deux droites AE , C sont égales chacune. à
la droite AD : donc la droite AE est égale à la

droite C. «Donc les deux droites inégales AB, C ayan
été données , il a été retranché de la plus grande

AB une droite AE égale à la plus petite C; ce v .

qu’il falloit faire. ., ...; tint

- - .: un’ 4

tuf.)
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PROPOSITION 1v.x

THÉORÈME.

’Si deux côtés d’un triangle sont égaux à deux

côtés d’un autre triangle chacun à chacun , et si

WÆngleÂ’ compris entre les côtés égaux

f f.. à: triangles , la basede l’un sera égale à la base de l’autre; ces deux

triangles seront égaux, et les autres angles com-
pris entre les côtés égaux de ces deux triangles

seront aussi. égaux entr’eur.

Soient les deux triangles ABC , DEF (fig. 4)
dont lesdeux côtés AB , AC sont égaux aux deux

( A l’a a. acôtés DE, DF chacun a chacunÀmè-dîne ,
le côté AB égal au côté DE, et le côté AC au

côté DF; que l’angle BAC soit aussi égal à

l’angle EDF : je dis que la base BC est égale à

la base EF, que le triangle ABC est égal au
triangle DE F, et que les autres angles compris
entre les côtés égaux de ces deux triangles sont
aussi égaux chacun à chacun; l’angle ABC égal

à l’angle DEF,«et l’angle ACB égal à l’angle

DF E. -Car si le triangle ABC est appliqué sur le
triangle DEF, le point étant posé sur le point
D , la droite AB sur la droite DE, le point B tom-
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bel-a sur le point E , parce que la droite AB est
égale à la droite DE a mais la droite AB s’appli-

quant exactement sur la droite DE, la droite AC
s’appliquera de même exactement sur la droite
DF, parce que l’angle BAC est égal à l’angle

EDF ; le point C tombera sur le point F, parce
que la ligne AC est égale à la ligne DF; mais le
point B tombe sur le point «E :l donc la base BC
est égale à la base EF, car si le point B tombant
sur le point’E , et le point C sur le point F, la
base BC. ne s’applique pas exactement sur la
base EF, il faut nécessairement que deux lignes
droites comprennent un espace , ce est im-
possible (axiome t a ); donc la base BC s’appli-

quera exactement sur la base EF, et lui sera
égale; donc aussi le triangle entier ABC s’ap-

pliquera exactement sur le triangle entier DEF
et lui sera égale. Par conséquent les autres an-
gles de l’un dei’iriangles s’appliqueront exac-

tement sur les autres angles de l’autre triangle l
et seront par conséquent égaux aussi entr’eux;
c’est-à-dire’l’angle ABC» égal l’angle DEF, et

l’angle ACB égal à l’angle DF E.

Donc si deux côtés d’un triangle sont égaux à

deux cptés d’un, autre triangle chacun à chacun,

et si ’cpæpns entre les cotes, a!” «en; . , légaux, ,- a
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base de l’un sera égale à la base de l’autre; ces

I deux triangles seront égaux , et les autres angles
compris entre les côtés égaux des deux trian-
gles serontaussi égaux entr’eux; ce qu’il falloit

démontrer. .

PROPOSITION V.
THÉORÊML

Dans les triangles isocèles les angles placés sur
la base sont égaux entr’ear, et les côtés égaux

étant prolongés, les angles placés (tu-dessous

I de la base seront aussi égaux entr’eux.

Soit le triangle isocèle ABC (fig. 5) dom le
côté AB est égal au côté AC; prolongez les

droites AB, AC , vers D et vers E (dem. 2 je
dis que l’angle ABC est égal à l’angle ACE et que

l’angle CBD est encore égal à l’angle BC E.

Car prenons sur la droite BD un point quel-
conque F, et de la droite AE retranchons la
droite AG égale à la droite AF, est plus
petite que la droite AE ( prop. 5) , et condui-
sons les droites FC et GB.
v Puisque la droite AF est égale àla droite AG

et la droite AB à ladroite AC , les deux droites
FA , CA seront égales aux deux droites GA , BA
chacun’e’à chacune ;’mais ces droites compren-
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nentl’angle commun FAG: donc ( prop. 4) la
base FC sera égale à la hase GB -,. le triangle AFC

sera égal au triangle AGB et les autres angles
compris entre les côtés égaux de ces deux
triangles seront aussi égaux entr’eux , c’est-à-

dire, l’angle ACF égal à l’angle A BG , et l’angle

A FC à l’angle AGB; mais comme la droite A F
est égale à la droite AG et la droite AB à la
droite AC , la droite BF égalera la droite CG
(axiome 5) ; mais il a été démontré que la droite

FC eàt égale à la droite GB : donc les deux droites

BF, FC sont égales aux droites CG , GB cha-
cune à chacune; mais l’angle BFC est égal à
l’angle CGB et la droite BC est la base com-
mune de ces deux triangles : donc le triangle
BF C sera égal au triangle CGB et les autres

- angles compris entre les côtés égaux de ces
. deux triangles seront aussi égaux chacun à cha-
rcun (prop. : donc l’angle FBC est égal à

l’angle GCB, et l’angle BCF égal aussi à l’an-

gle CBG. Mais comme il a été démontré que
, l’angle total ABG étoit égal à l’angle total AC F

l et que l’angle CBG étoit aussi égal à l’angle

BOF, l’angle restant ABC (axiome 5) et l’angle

restant ACBplacés sur la base seront égaux. Il
a été démontré aussi que les angles FBC et GCB ’

placés ail-dessous de la base étoient aussi égaux.
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Donc dans les triangles isocèles les angles

placés sur la base sont égaux entr’eux, et les
côtés égaux étant prolongés, les angles placés’

au-dessous de labase seront aussi égaux entre
eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V’I.

THÉOREME.

Si deux angles d’un triangle sont égaux entr’eur ,

les côtés opposés à ces angles égaux seront aussi

égaux entr’eux.

Soit le triangle ABC (fig.6) ayantl’angle
’ABC égal à l’angle ACB : je dis que le côté

AC est égal au côté AB.’

Car si le côté AC n’est pas égal’au côté AB,

l’un d’eux sera plus grand que l’autre. Soit AB

le plus grand; retranchez de AB qui est le plus
grand côté ( pr0p. 5) la droite DE égal au plus
petit côt’ A? , et’menez la droite DC. ’

Puisqii’éLDB est égal à la droite AC , et que

la droite BC est le ’côté commun , les deux
droites DB ,VBC sont égales aux deux droites
AC , CB chacune à chacune; mais l’angle DBC
est égal à l’angle AC-B : donc la hase DC est
égale à la base AB et le triangle ABC égal au

triangle DCB ; c’est-à-dire que le plus grand est
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égal au plus petit: ce qui est absurde. Donc la
droite AB n’est pas plus grande que la droite

AC , donc elle lui est égale. t
Donc si deux angles d’un triangle sont égaux

entr’eux, les côtés opposés aux angles égaux

seront aussi égaux entr’eux ; ce qu’il falloit dé-

montrer. l ’

PROPOSITION V141.
A

THÉORÈME.

Àjant conduit par les extrémités d’une droite

Jeux droites qui se rencontrent , il est impossi-
’ble de mener des mêmes extrémités deux autres,

droites’qui leur soient égales chacune à cha-

cune , si le point ourse, rencontrent les Jeux
a dermeresïdraites est placé du même côté et n’est

pas le mémé. que ou se rencontrent les deux
premières» I

Supposons qu’il soit possible de Conduire par
les extrémités A, B de la droite AB (fig. 7), deux

droites AD, DE égales chacune à chacune a
deux autres droites AC , CB conduites aussi par
les mêmes extrémités A, B, et se rencontrant
au point C qui est placé du même côté et qui
n’est pas le même que celui où se rencontrent

les deux droites A D , DB , de manière que
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les deux droites CA , DA partant de la même
extrémité A soient égales entr’elles, et que les

deux droites CB , DB partant de la même extré-
mité B soient aussi égales entr’elles; conduisez

la droite CD.
Puis donc que la droite AC est égale à la

droite AD , l’angle ACD est égal à l’angle ABC

(prop. 5) ; d’où il suit que l’apgleADQest plus

grand que l’angle DCB , et que l’angle CDB est

beaucoup plus grand que DCB; de plus puis-
que la droite CB est égale à la droite DB , l’an-

gle CDB sera égal à l’angle DCB; mais il a été

démontré qu’il est beaucoup plus grand , ce qui

est impossible. tDonc ayant conduit par les extrémités d’une

droite deux droites qui se rencontrent, il est
impossible de conduire par les mêmes extré-
mités deux autres droites leur soient. égales
chacune à chacune , lorsque le point où se ren-
contrent ces deux dernières droites est placé
du même côté et n’est pas le même que celui

ou se rencontrent les deux premières; ce qu’il
falloit démontrer.
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’PROPOSITION V’III.

:THÊ’ORÊME.

’ Sirdeuæ côtés d’un triangle sont égaux à (leur

côtés d’un autre triangle, chacun à chacun, et si

’ la base de l est égale à la base de. l’autre ,

Z ana-1A Z rw t
’un

W I t I Ïl, I n g en le les côtes 3:3:

Soient les deux triangles ABC , DEF (fig. 8)
ayant les deux côtés AB , AC égaux aux côtés

DE, DF , chacun à chacun , c’est-à-dire le
côté AB égal au côté DE, et le côté AC égal

. au côté DF ; que la base BC soit aussi égale à

la base EF: je dis que l’angle BAC est égal à

l’angle EDF. a ,Car si le triangle ABC est appliqué sur le
triangle DEF, le point B sur le point E, et la
droite B C sur la droite EF, le point C tombera
sur le point F, parce que la droite BC est égale
à la droite EF. La droite B C s’appliquant exac-

tement sur la droite EF , les droites BA, AC
s’appliqueront exactement sur les droites DE ,
DF; car si la base BC s’appliquant exactement
sur la base EF, les côtés BA, AC ne s’appli-

qu Ï pas exactement sur les côtés DE , DF,
et prenoient une autre position comme EG,

î 0t B
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GF, il seroit possible , aprés. avoir conduit par
les extrémités d’une droite deux droites qui se

rencontrent, de mener par les mêmes extré-
mités deux autres droites qui leur seroient égales
chacune à chacune , lors même que le point oh
se rencontroient les deux dernières seroit placé
du même côté et ne seroit pas le même que

celui où se rencontrent les deux premières;
mais cela est impossible prop. 7) : donc la
base BC s’appliquant exactement sur la base
EF, il est impossible que les côtés AB , AC ne
s’appliquent pas exactement sur les côtés E D ,

DE : donc ils s’appliquent exactement les uns
sur les autres : donc l’angle BAC s’applique
exactement sur l’angle EÎD’Fg: donc il’lui est

égal. .
i Si’donc deux côtés d’un triangle sont égaux

à’deux’côtés d’un autre triangle , chacun à cha-

cun , et sifila ligie de l’un. est égale à la base de

l ’ A rl autre , pâmânulæes cotes
égaux MW; ce qu il falloxt emontrer. »
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PROPOSITION 1X.

PROBLÈME.

Partager un angle rectiligne donné en deux parties
égales.

Soit BAC Ç fig. 9) l’angle rectiligne donné:

il faut le partager en deux parties égales.
Prenez sur la droite AB un point quelcon-

que D , retranchez de la droite AC la droite AE -
égale à la droite A D ( prop. 5 ) , conduisez la
droite DE , sur la droite DE construisez le trian-
gle équilatéral DEF (prop. 1), et conduisez la
dLoieijF: 193;; w iàagg’ggwâw

’Puisque la droue A est égale à la droite
AE et que la droite AF est commune , les deux
droites DA , AF Seront égales aux deux droites

EA, AF, chacune à chaoune; mais la base DF
est égale à la baSe EF : doné’l’angle "DAF est

égal à l’angle EAF ( prop. 8) : donc l’angle rec-

tiligne donné BAC est partagé en deux parties
égales par la ligne AF; ce qu’il falloit’faire. t
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PROPOSITION x.»

rnonLÊan
p Partager une droite donnée eifiuie’uen deux

parties égales.

Soit AB Io) la droite donnée et finie :
il faut partager cette droite AB en deux parties
égales. ’

Construisez sur cette ligne un triangle équi-
latéral ABC (prop. I ), et partagez l’angle ACB

en deux parties égales (prop. 9) : je dis que la
droite AB est partagée en deux parties égales au

point D. . ,Car puisque la droite AC est égale à la droite
CB, et que la droite C D est commune , les deux
droites AC , CD sont égales aux deux droites
BC’, CD, chacune. à chacune; mais l’angle ACD

l est égal à l’angle BCD : donc la base AD est
égale à la base BD (prop. 4).

a Donc la droite donnée et finie AB est par.
.tage’e en deux: parties égales. au point D 5 ce

A .
r ’il falloit faire.
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PROPOSITION xi.
PROBLÈME.

Sur une droite donnée et d’un point donné dans

cette ligne, conduire une droite qui fasse deux
angles droits avec la droite donnée.

Soit AB (figii 1) la droite donnée et C le point

donné dans cette droite: il faut par le point C
conduire fla droite AB une droite quilfasse

deux angles droits. ’ ’
Prenez dans la ligne AC un point quelconque

D ,’ faites CE égale à CD (prop. 5) , construisez

sur la droite DE un triangle équilatéral F D E Il
(proP; 1), et menez la droite FC :rje dis que la ’

droite CF, Conduite parle point C sur la droite
donnée AB, fait deux angles droits avec elle.

Car puisque la droite C D est égale à. la droite

CE et que la droite est commune , les’deux ,
droites DC, CF sontégales aux deux ,droites
EC , CF; chacune’à chacune; mais la base DF
est égale à la base EF »: donc l’angle DC-F-z est

égal à l’angle E CF (pr0p. 8). Or ces deux angles

sont de suite ; ’maisi’quand une droite fait aVec

une autre les, angles de suite égaux entr’eux,
chacun des angles égaux est droit (défi Io) : *
donc chacun des angles DCF, FCE est droit. l
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Donc la droite FC , conduite par leipoint C

sur la droite AB, fait deux angles droits avec
la droite AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION X11.
PRIOBLÊME.

Sur une droite donnée et indéfinie et d’un point

placé hors d’elle, mener une perpendiculaire.

Soit AB ( fig. la) la droite donnée et indé-
finie , et C le point donné placé hors de cette

’ droite : il faut sur cette droite donnée et indé-

* finie AB, conduire- du point donné C , pris hors
de cette droite, une droite perpendiculaire.

Prenez de l’autre côté de la droite AB un
point quelconque D, et du centre C et avec un
intervalle C D décrivez une circonférence EFG

( dem. 5 ) , partagez la droite EG en deux par-
ties égales au point H (prop. 10) , et condui-
sez les droites CG, CH, CE : je dis que sur la
droite indéfinie AB et du point donné C placé

hors de cette droite on a mené une perpendicu-
laire C H.

Car puisque la droite GH est égale à la droite

HE , et que la droite C H est commune, les deux
droites GH , HC sont égales aux deux droites
EH , HC , chacune à chacune; mais la base CG
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est aussi égale à la base CE ( déf. 15) : donc
lÎangle CHG est égal à l’angle EHC ( prop. 8).

Or ces deux angles sont de, suite ; mais lors-
qu’une droite tombant sur une droite fait avec
elle les angles de suite ég’ux entr’eux , chacun

de ces angles est droitLît la droite tombante
est dite perpendiculaire ficelle sur laquelle elle

tombe. -- -Donc on a conduit une perpendiculaire CH
sur la droite indéfinie AB , du point donné C ,
qui est placé horsde cette droite; ce qu’il falloit,

faire.

PROPOSITION X111.
T n 1’: o n i: si E.

Si une droite placée sur une autre droite fait des
angles, elle fétu avec ellevou deux: angle: droits

ou Jeux angles égaux; à deux (algies droits.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 1 5) placée

sur une droite DC fasse les angles CBA , ABD :
je dis que les angles ’CBA, AB D ou seront droits

ou égaux à deux droits.

Car si l’angle CBA est égal à l’angle ABD,

ces deux angles seront droits ( déf. Io). Si le
contraire arrive , du point B conduisez la droite
BE de manière qu’elle fasse deux angles droits-

avcc la droite DC, ( prop. 1 I Puisque l’angle ’

’ 4
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CBE est égal aux deux angles CBA ,’ ABE, si

on ajoute un angle commun EBD, les angles
CBE , EB D seront égaux aux trois angles CBA ,
ABE, EBD; ’De plus , comme l’angle DBA’ est

égal aux deux angles DBE , EBA, si on ajoute
un’angle commun ABC , les angles DBA,’ABC

seront égaux aux trois angles DBE, EBA, ABC;
or il a été démontré que les angles CBE, EBD

sont aussi égaux à ces trois angles : donc puis-
que les choses qui sont égales à une même
chose sont égales entr’elles’, les angles CB E ,’

EBD seront égaux aux angles DBA, ABC;
mais les angles CBE , EBD sont ’depx angles
droits; donc les angles DBA , ABC sont égaux
à deux angles droits.
i Donc si une droite placée sur une autre droite

" forme des angles , elle fera ou deux angles droits
ou deux angles légaux à deux droits; ce qu’il
falloit démontrer, -.
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PROPOSITION XIV.
THÉORÈME.

Si dans un point quelconque d’une ligne droite,
deux droites placées de dil’mârens côtés font avec

elle. deux angles de suite égaur à deux droits,

ces (leur droites seront dans la même direc-
tion , c’est-à-dire qu’elles ne’jbrmeront qu’une ’

seule et même droite.

Que dans un point B (fig. 1 de la ligne droite
Ali les deux droites BC , BD placées de diffé-

rens côtés fassentavec elle les angles de suite
ABC , ÀBD égaux à deux droits ; je dis que la

droite BD est dans la direction de la droite C B;
Car si la droite BD n’es-t point dans la direc-

tion de la droite BC , Supposons que la droite BE
soit dans la direction de’la droite BC (dem. a).

Puis donc que la droite AB est placée sur la
droite CBE , les angles AB C , AB E seront
égaux deux droits ( prop. 1 5 ) ; mais les angles
ABC , ’ABD sont égaux à deux droits par suppo-

sition : adonc les angles CBA , ABE sont égaux
aux angles CBA, AB D. Otez l’angle commun
ABC , l’angle restant ABE sera égal à l’angle

restant-ABD , c’est-à-dire que le plus petit sera

égal.auiplus grand; ce qui est impossible. La.
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droite BE n’est donc pas dans la direction de
la droite BC. Nous démontrerons de la même
manière qu’il n’y en a point d’autre qui soit

dans la direction de B C , si ce n’est BD. Donc
la droite C B est dans la ’rection BD. i

Donc si dans un poidtu ’une igue droite, deux
droites placées de difl’érens côtés font avec elle

deux angles de suite égaux à deux droits, ces
deux droits seront dans la même direction; ce

î

qui] falloit démontrer.

PROPOSITION KV.
I v lTHÉORÈME.

Si (leur droites se coupent mutuellement, elles
font les angles au sommet égaux elztr’euæ.

Que les deux droites AB , CD (fig. 15) se
coupent mutuellement au point E : je dis que
l’angle AEC est égal à l’angle DEB, et l’angle

CEB égal à l’angle AED. -
Car puisque la droite AE est placée .sur la

droite C D, faisant les deux angles. CEA , AED ,
les angles CEA , AED sont égaux à deux droits

(prop. 15 De plus, puisque la droite DE est
placée sur la droite AB ; faisant les deux angles
AED, DER, les angles AED, DEB sont égaux
a deux droits ( pr0p. r 5 Mais il a été Adon-



                                                                     

D’EVU.C..LID E. 27v
tré que. les angles CEA, AED sont égaux à
deux droits : donc les angles CEA, AED sont
égaux aux angles AEMEB. Retranchez l’an-
gle commun AED, l’angle restant CEA éga-
lera l’angle restant BED. On démontrera de
la même. manière que les angles CEB, DEÀ
sont égaux. entr’eux.

Donc si deux droites se coupent mutuelle--
ment , elles feront les angles au sommet égaux
entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
De-là il suit. manifestement que quel que soit

le nombre des lignes se coupent en un
point , les angles au point de section sont égaux
à quatre angles droits.

PROPOSITION XVIai
TnÉo’nimz.

Hyant prolongé un côté d’un triangle quelconque,

l’angle extérieur est plus grand que chacun des

angles intérieurs et opposés. i

Soit le triangle ABC ( fig. :6), prolongez
le côté BC jusqu’en D : je dis que l’angle exté- ,

rieur AC D est plus grand que chacun des angles
intérieurs et opposés CBA , BAC.



                                                                     

28 i stemmsPartagez la droite AC en deux parties égales
enE prop. Io); et a r’s ave); conduit la droite
BE, prolongez-lawâga F, faites la droite
E F égale à la droite BE (prop. 5) , conduisez
la droite FC et prolongez AC jusqu’en G. i

Puisque la droite’AE est égale à la droite

EC et la droite BE égale aussi à la droite EF,
les deux droites A E , EB seront égales aux
deux droites C E, E F , chacune a chacune;
l’angle AEB est égal à l’angle FEC (prop. I5) ,

puisqu’ils sont opposés au sommet; donc la

hase ABlest égale à la base FC (prop. ; le
triangle ABE est égal au triangle FEC, et les
angles opposés à des côtés égaux sont égaux

chacun à chacun : donc l’angle BAE est égal à
l’angle ECF (ax. 9); mais l’angle EC D est plus

’ grand que l’angle ECF : donc l’angle AC D est

plus grand que l’angle BAE. Si on partage le
côté BC en deux parties égales, on démontrera

de la même manière que l’angle BC G , c’est-

à;dire l’angle ACD (prop. 15) , est plus grand
que l’angle ABC. V

Donc , ayant prolongé un côté d’un triangle

A quelconque , l’angle extérieur est plus grand
que chacun des angles intérieurs et oppoéés ; ce

qu’il falloit-démontrer. ’
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PROPOSITION XVII.

missionnant.
Deux angles d’un triangle quelconque, de quel-

que manière qu’ils soient pris, sont moindres

que (leur droits.

Soit le triangle ABC (fig. 17) :je dis que
p deux angles du triangle ABC, de quelque ma-

nière qu’ils soient pris , sont moindres que
deux droits. Prolongez la droite BC jusqu’en D
(dem. a). L’angle extérieur ACD du triangle
ABC est plusgrand que l’angle intérieur et op-
posé ABC (prop. 16). Donc si nous ajoutons un

angle commun ACB, les angles ACD, ACB
seront plus. grandsque les angles ABC, BCA;
mais les angles ACD, ACE sont égaux à deux
droits,.(prop. I5) :-donc les angles ABC, BCA
sont moindres que deux droits. On démontrera
de la même manière que les angles BAC , ACB
sont aussi moindres que deux droits; on dé-
montrera encore la même chosepar rapport
aux angles CAB, ABC.

Donc deux angles d’un triangle quelconque,
de quelque manière qu’ils soient pris , sont
moindres que deux angles droits; ce qu’il falloit
démontrer.
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PROPOSITION XVIIL

THÉORÈME.

Dans tout tfiangle, un plus grand côté est opposé

à un plus grand angle.

Soit le triangle ABC (fig. 18) ayant le côté
AC plus grand que le côté AB : je dis que l’an-

gle ABC est plus grand que l’angle BCA.
«Puisque le côté AC est plus grand que le

côté A’B , faites la droite AD égale au côté AB

(prop. 5 ) , et conduisez la ligne BD.
p L’angle ADB , est un angle extérieur du

triangle BDC , est plus grand que l’angle inté-
rieur et opposé DCB ( prop. 16); mais l’angle
ADB est égal à l’angle ABD ( pr0p. 5), parce
que le côté AB est égal au côté AD 2 donc l’an-

gle AB D est plus grand que l’angle AC B :V donc

l’angle ABC est beaucoup plus grandlque l’an-

gle AC B. I- Donc dans un triangle quelconque , un plus
grand côté est opposé à un plus grand angle ;

ce qu’il falloit démontrer. ’ ’
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PROPOSITION ’XIX.

THÉORÈME.

Dans tout triangle, un plus grand angle est opposé
à un plus grand côté.

Soit le triangle ABC ( fig. 19) ayant l’angle
ABC plus grand que l’angle BCA: je dis que le
côté AC est plus grand que le côté AB.

Car s’il n’est pas plus grand , le côté AC est

égal au côté AB , ou bien il est plus petit. Or le
côté AC n’est pas. égal au côté AB , car alors

l’angle ABC seroit égal àl’ angle ACB ( prop. 5) ;

or l’angle ABC n’est point égal à l’angle AC B:

donc le côté AC’në sera pas égal au côté AB.

Le côté AC n’est pas cependant plus petit que

le côté AB , car alors l’angle ABC seroit plus

petit que l’angle ACB (prop. 18); or l’angle
ABC n’est pas plus petit que l’angle ACB ; donc

le côté AC ne sera pas plus petit que le côté AB.
Mais il a été démontré qu’il ne lui est pas égal :

donc le côté AC est plus grand que le côté AB.

Donc dans un triangle quelconque,’un plus
grand angle est opposé à un plus grand côté;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.

I THÉORÈME.

Deux côtés d’un triangle quelconque, de quelque

manière qu’ils soient pris, sont plus grands que

le côté restant.

Car soit le, triangle ABC ( fig. 20) : je dis que
deux côtés du triangle ABC , de quelque mag-

, nière qu’ils soient pris , sont plus grands que le
côté restant; c’est-à-dire que les côtés BA, AC

sont plus grands que le côté BC ; les côtés AB ,

BC plus grands que le côté AC , et les côtés
BC , CA plus grands queJyeveæé AB.

Prolongez le côté AB jusqu’au point D, faites

la droite DA égale à la droite CA (prop. 5) , et

conduisez la droite DC. .
Puisque la droite DA est égale à la droite AC ,

l’angle ADC sera égal àl’angle ACD ( prop. 5);

mais. l’angle BCD est plus grand que l’angle

AC D (ax. 9) ; donc l’angle BCD est plus grand .
que l’angle ADC : donc , puisque dans le triangle

DCB, l’angle BCD est plus grand que l’angle
BDC , et qu’un plus grand côté est opposé à

un plus grand angle (prop. 19), le côté DE sera
plus grand que le côté BC; mais la droite DB
est égale aux côtés AB , AC; donc les côtés
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AB , AC sont plus grands que le côté BC. Nous

1 démontrerons de la même manière que les côtés

AB , BC sont plus grands que le côté CA, et les
côtés BC, CA plus grands que le côté AB.

Donc deux côtés d’un triangle quelconque,

de quelque manière qu’ils soient pris , sont
plus grands que le côté restant; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXI.
THÉORÈME.

Si des extrémités d’un côté d’un triangle on mène

deux droites qui se rencontrent dans ce trian-
gle, ces deux droites seront plus courtes que
les Jeux? autres côtés du triangle, mais elles
comprendront un cingle plus grand.

Des extrémités B , C (fig. 21 ) du côté BC ,

menez en dedans du triangle ABC les deux
droites BD , DC : je dis que les droites BD , DC
seront plus’petites que les deux autres côtés

BA, AC du triangle ABC, et W
qu’elles comprendront un angle BD plus grand

que l’angle BAC. a
Prolongez la droite BD jusqu’au point E.
Puisque deux côtés d’un triangle quelconque

sont plus grands que le câéi’ê’s’tàït ( prop. ne),

les deux côtés AB, AE du triangle ABE sont
C
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plus grands que le côté BE. Donc si nous ajou-
tons une droite commune EC , les côtés BA , AC

seront plus grands que les droites BE , EC. De
plus , puisque les deux côtés CE, ED du trian-
gle CED sont plus grands que le côté CD, si
nous ajoutons une droite commune DE , les
droites CE , EB seront plus grandes que les
droites CD, DE ; .mais on a démontré que les
côtés BA, AC sont plus grands que les droites
BE , EC à donc les côtés BA, AC sont beau,-

4 coup plus grands que les côtés BD , DC.
Mais comme un angle extérieur d’un trian-

gle. quelconque est plus grand qu’un des angles
intérieurs et opposés (prop. 16) , l’angle BDC ,

qui est un angle extérieur du triangle CDE,
est plus grand que l’angle CED. Par la même
raison l’angle CEB , qui est un angle extérieur

du triangle ABE ,L est plus grand que l’angle
BAC; mais il a été démontré que l’angle BDC

est plus grand que l’angle CEB : donc l’angle

B DC est peaÆoup plus grand que l’angle BAC.
Donc 51 s extrémités d’un côté d’un trian-O. q

gle quelconque on mène deux droites qui se
rencontrent dans ce triangle, ces deux droites
seront plus petites que les deux autres côtés du

triangle, et cependant elles comprendront un
plus grand angle; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSrITION. XXII.
’PRO’BLÈME.

Avec trois droites égales à trois droites données. v

construire un triangle ,- il faut que deux de ces
V trois droites, de quelque manière qu’elles soient

prises, soient plus grandes que la troisième.

Soient données les trois droites A , B , C
- fig. 22 ) , dont deux , de quelque manière qu’on

les prenne, soient plus grandes que la troi-
sième ; c’est-à-dire les droites A , B plus grandes

que la droite C , les droites A et G phis-grandes
que B , et enfin les droites B et C plus grandes
que A : il faut avec trois droites égales aux
droites A, B, C construire un triangle.

Supposons la droite DE terminée en D et
indéfinie vers E; faites la droite DF égale à la

drOite A (prop. 5), la droite FG égale à la
droite B et la droite GH égale à la droite C;
ensuite’ du centre F et avec l’intervalle FD
décrivez la circonférence DKL (dem. 5), du
centre G avec l’intervalle GH décriVez la cir’ç

conférence KLH, et conduisez les droites EF,

KG: je dis que le triangle KFG est construit
avec trois droites égales aux droites A, B , C. ,

Car’puisque le point F est le centre duicercle

.2
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DKL, la droite Fg est égale à la droite FK
( défi 1 5); mais la droite FI est égale à la droite

A : donc la droite KF égale la droite A. De
plus , puisque le point G est le centre du cercle
LKH, la droite GH est égale à la droite GK;
mais la droite GH est égale à la droite C : donc
la droite KG égale la droite C; or la droite KG
est égale à la droite B : donc les trois droites
KF, FG, GK égalent les trois droites A, B , C.

Donc le triangle KFG a été construit avec
trois droites KF , FG , GK qui sont égales aux
trois droites données A, B, C ; ce qu’il falloit

démontrer. ’ ’

PROPOSITION XXIIL
PROBLÈME.

’ Sur une droite donnée et à un point donné dans

cette droite ,construire un angle égal à un, angle
donné.

. Soit AB ( 25) la droite donnée ’et A le
point donné dans cette droite; que .DCE soit
l’angle donné : il faut sur la droite donnée AB

.et au. point donné A construire un angle rec-
tiligne égal à l’angle rectiligne donné DCE.

a Soient pris dans l’une et l’autre ligne CD , C E

deux points quelconque D, E; conduisez la
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droite DE , et avec trois droites. égales, aux,
droites C D , DE , CE , (construisez. le triangle
AFG (prop. 22) ,-de manière que la droite Cl),
soit égale à la droite AF, la droite CE égale à la
droite AG, et la droite DE égale à la droite FG.

Puisque les deux droites DC , E sont égales
aux deux droites» FA, AG , .chacunÇ à cha-
cune, et que la base DE. est égale. à la hase
FG , l’angle DCE seralégal à l’angle FAG

(PrOP-8)- .Donc l’angle rectiligne FAG a été construit

égal à l’angle rectiligne DC E sur la droite
donnée AB , et au point donné A dans cette
droite.

PROPOSITION XXIV.
faire RÊ’M En,

Si deux triangles ont deux côtés égaux à deux
’ côtés, chacun a chacun, et si l’un des angles com-

pris entre ces côtés égaux est plus grand que
l’autre, la base de l’un de ces triangles sera aussi

plus, grande que’la base de l’autre.

v Soient les deux trigngles ABC , DEF (fig. 24)
dont les deux côtés AB, AC sont égaux aux
deux côtésDE , DE, chacun à chacun, c’est-
à-dire le côté AB égal au côté DE et le côté

5



                                                                     

æ ÉannnsAC au. côté! DF; que l’angle BAC soit plus
grand que l’angle EDF rie dis que la base BC

est plus grande que la base RE F. * -
Car puisque l’angle BAC est plus grand que

l’angle EDF, construisez sur la droite DE et
au point D un angle E DG égal à l’angle BAC

(prop. 25); faites la droite DG égale à l’une
ou à l’autre des droites AC , DF ( prop. 5), et

conduisez les droites G’E , FG. -
Puisque la droite AB est égale à la» droite

DE , et la-droite AC à la droite DG , les deux
droites BA , AC seront égales aux deux droites
ED, DG, chacune à chacune; mais l’angle BAC

est égal par construction à l’angle EDG: donc

la base BC sera égale à la base EG (prop.4).
De plus, puisque la droithD-G est égale à la
droite DF, fi l’angle DFG égal à l’angle DGF

( prop. 5), donc l’angle DFG sera plus grand que

l’angle EGF : donc l’angle EFG sera beau-
coup plus grand que l’angle EGF; mais puisque
l’angle EFG du triangle E FG est plus grand
que l’angle E GF ,. et qu’un angle plus grand
est opposé à unicôté plus grand (prop. 19) ,
le côté EG est plus grand que le côté EF;
mais le côté EG" est égal côté BC par cons-

truction: doncle côté "BC est plus grand que

lccôté EF. i’ . ’
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Donc si deux triangles ont deux côtés égaux

à deux côtés , chacun à chacun , et si l’un des

angles compris entre ces côtés égaux est plus
grand que l’autre , la base de l’un de ces trian-

gles sera plus grande que la base de l’autre.

PROPOSITION XXV.
THÉORIÊME.

Si Jeux triangles ont (leur côtés égaux chacun à
chacun, et si la base de l’un, est plus grande que

la base de l’autre , ils auront aussi Ales angles
compris entre les côtés égaux plus grands l’un

que l’autre.

Soient’ABC, DEF (fig. 25) deux triangles
qui aient les deux côtés AB , AC égaux aux deux

côtés DE , DF, chacun à chacun , c’est-à-dire le

côté AB égal au côté DE , et le côté AC égal

au côté DF; que la base BC soit plus grande
que la base EF : je dis que l’angle BAC est plus

grand que EDF.
Car si l’angle BAC n’est pas plus grand que

l’angle EDF, il lui est égal , ou il est plus petit;
or l’angle BAC n’est pas égal à l’angle EDF,

car alors la base BC seroit égale à la hase EF
(prop. 4); mais elle ne lui est paségale; donc
l’angle BAC n’est pas égal à l’angle EDF. L’an-

z.
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gle BAC n’est pas plus petit que l’angle EDF,

car s’il étoit plus petit, la base BC seroit plus
petite que la base EF (prop. 24); or elle n’est
pas plus petite : donc l’angle BAC n’est pas plus

petit que l’angle EDF. Mais il a été démontré

qu’il ne lui est pas égal : donc l’angle BAC est

plus grand que l’angle EDF.
Donc si deux triangles ont deux côtés égaux ,

chacun à chacun, et si la hase de l’un est plus
grande que la base de l’autre , ils auront aussi
les angles’compris entre les côtés égaux plus

grands l’un que l’autre ; ce qu’il falloit dé-

montrer.

PROPOSITION XXVI.
THÉORÈME.

Si Jeux triangles ont Jeux angles égaux, chacun
à chacun , s’ils ont de plus un côté égal à un

côté, ou celui qui est adjacent aux angles égaux

ou celui qui est opposé à un des angles égaux, ils

auront les autres côtés égaux, chacun à chacun ,

et le troisième angle de l’un sera encore égal au

troisièmerangle de l’autre.

I Soient ABC , DEF (fig. 26) deux triangles
qui aient les deux angles ABC , B CA égaux aux

deux angles DEF , EFD , chacun à chacun ,
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c’est-Mire l’angle ABC égal-à l’angle DEF et

l’angle BCA égal à l’angle EFD; que ces deux

triangles aient aussi un côté égal à un côté , et

d’abord celui qui est adjacent aux angles égaux,
c’est-à-dire le côté BC égal au côté EF : je dis

qu’ils auront les autres côtés égaux aux autres

côtés , chacun à chacun , c’est-à-dire le côté AB

égal au côté DE , et le côté AC égal au côté DF;

je dis de plus que l’angle B AC sera encore égal
.à l’angle E D F.

Car si le côté A B n’est pas égal au côté DE ,

l’un de ces côtés sera plus grand que l’autre.

Soit AB le plus grand côté; faites la droite GB
égale au côté DE (prop. 5) , et conduisez la

droite G C. a
Puisque le côté BG est légal au côté DE , et

le côté BC égal au côté EF, les deux côtés BG ,

BC sont égaux aux deux côtés DE , E F, chacun
à chacun; mais l’angle GBC est égal à l’angle

A DEF : donc la hase GC est égale àlabase DF
( prop. 4); le triangle GCB est égal au trian-
gle DEF , et les autres angles qui sont oppo-
sés à des côtés égaux sont aussi égaux entre

eux : donc l’angle GCB est égal à l’angle DF E;

mais l’angle DFE est supposé égal à l’angle

BCA : donc l’angle BCG est égal à l’angle BCA ,

.c’est-à-dire que le plus petit est égal au plus
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grand , ce qui est impossible: donc les côtés AB

et DE ne sont pas inégaux :donc ils sont égaux;
mais le côté BC est égal au côté EF : donc les

deux côtés AB , BC sont égaux aux deux côtés

DE , E F, chacun à chacun; mais l’angle ABC
est égal a l’angle DEF : donc la hase AC est
égale à la hase DF (prop.4) , et le troisième
angle BAC est égal au troisième angle EDF.

Supposons à présent que les côtés qui’sont

opposés aux angles égaux soient égaux , c’est-

à-dire le côté AB égal au côté DE : je dis que

les autres côtés de l’un de ces triangles sont
encore égaux aux autres côtés de l’autre trian-

gle; c’est-à-dire que le côté AC sera égal au
côté DF, le côté BC égal au côté EF, et le troi-

sième BAC égal aussi au troisième angle EDF.
Car si le côté BC n’est pas égal au côté EF,

l’un de ces côtés sera plus grand que l’autre.

Supposons s’il est possible que BCj soit le plus
grand; faites BH égal au côté EF ( prop.’ 5 ) , et

conduisez la droite AH. ’
Puisque le côté BH est égal au côté EF et le

côté AB égal au côté DE , les deux côtés AB , BH

seront égaux aux deux côtés DE, EF, chacun
à chacun; mais ces côtés comprennent des an-
gles égaux : donc la base AH est égale à la base

DE (prop. 4) ; le trianglé ABH est égal au trian-
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gle DEF, et les autres angles qui sont opposés
à des côtés égaux seront aussi égaux , chacun à

chacun : donc l’angle BH’A est égal à l’angle

EFD; mais par supposition l’angle EFD est
égal à l’angle BCA : donc l’angle BHA est égal à

l’angle BCA , c’est-à-dire que l’angle extérieur

BHA du triangle ACH est égal à l’angle BCA

intérieur et opposé ; ce qui est impossible
( prop. 16) : donc les côtés BC et EF ne sont
pas inégaux : donc ils sont égaux. Mais le côté

AB est égal au côté DE : donc les deux côtés

AB , BC sont égaux aux deux côtés DE , EF,
chacun à chacun; mais ces côtés comprennent
des angles égaux : donc la base AC est égale à

la hase DF(prop. 4) ;’le triangle AB C est égal

au triangle DE F, et le troisième angle BAC égal

aussi à un troisième angle EDF.
Donc si deux triangles ont deux angles égaux,

chacun à chacun , et un côté quelconque égal
à un côté , ou Celui qui est adjacent aux angles

égaux, ou celui qui est opposé à un des angles
égaux , les autres côtés sont égaux aux autres

côtés , chacun à chacun , et ces deux triangles
auront un troisième angle égal à un troisième
angle; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVII.

THÉORÈME.

Si une droite tombant sur deur autres droites fait
les angles alternes égauæ entr’euæ, ices deux

droites seront parallèles.

Que la droite EF (fig. 27) tombant sur les
deux droites AB , Cl) fasse les angles alternes
AEF, EFD égaux entr’eux : je dis que la droite

AB est parallèle à la droite CD.
Carasi elle ne lui est pas parallèle , les droites

AB , CD étant prolongées se rencontreront ou
du côté BD ou du côté AC. PrOlongez ces
droites ,- et supposons qu’elles se rencontrent

du côté BD au point G. ’
L’angle AEF, qui est hors du triangle’EGF,

est plus grand que l’angle intérieur et opposé

EFG (pr0p. 16) ; mais par supposition il lui
est égal, ce qui est impossible : donc les droites
AB , CD prolongées du côté BD ne se rencon-

treront point. On démontreroit de la même ma-
nière qu’elles ne se rencontreront pas non plus
du côté AC; or les droites ne se rencontrent
d’aucun’côté sont parallèles (déf. 25): donc la

droite AB est parallèle à la droite CD.
Donc si une droite tombant sur deux autres

,1.
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droites fait les angles alternes égaux entr’eux,

ces deux droites seront parallèles; ce qu’il
. falloit démontrer.

PROPOSITION XXVIII.
THÉORÈME.

Si une dmite tombant sur deux autres droites fait
un angle extérieur égal à un angle intérieur
opposé et placé du même côté, ou bien si elle

fait les angles intérieurs et placés du même côté

égaux à deux droits, ces deux droites seront
parallèles.

Que la droite EF (fig. 28) tombant sur les
deux droites AB, CD fasse l’angle extérieur
EGB égal à l’angle intérieur opposé et placé

du même côté GHD , ou bien les angles inté-

rieurs et placés du même côté BGH, GHD
égaux à deux droits : je dis que la droite AB
est parallèle à la droite CD. ’

Car puisque l’angle EGB est égal à l’angle

GHD, et que l’angle EGB est égal àl’angle AG H

(prop. 15), l’angle AGH sera égal à l’angle

GHD; «mais ces angles sont alternes adonc la
droite AB est parallèle à la droite C D (prop. 27) .

De plus , puisque les angles BGH , GHD sont
égaux à deux droits, et que les angles AGH,
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BGH sont encore égaux à deux droits ( prop. I 5) ,

les angles AGH , B H seront égaux aux angles
BGH, GHD. Donc si nous retranchons l’angle
commun BGH , l’angle restant AG H sera égal à

l’angle restant GHD; mais ces deux angles sont
alternes : donc la droite AB est parallèle à la

droite CD (prop. 27
Donc si une droite tombant sur deux autres

droites fait un angle extérieur égal à un angle
intérieur Opposé et placé du même côté, ou si

elle fait les angles intérieurs et placés du même

côté égaux à deux droits , ces droites seront
parallèles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THÉORÈME.

Si une droite tombe sur deux parallèles , les angles
alternes sont égaux entr’eux , l’angle extérieur

est égal à l’angle intérieur opposéet placé du

même côté , et les angles intérieurs placés du
même côté sont égaux à deux droits. q l. .

Si la’droite EF :28) tombe sur les paral-
lèles AB, CD, je dis que les angles alternes
AG H , G HD seront égaux entr’eux , l’angle

extérieur EGB sera égal aisl’angle intérieur

opposéetplacé-du même côté GHD, et les
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angles intérieurs et placés du même côté BGH ,

GHD seront égaux à deux droits.
Car si l’angle AGH n’est pas égal à l’angle.

GHD, l’un de ces angles sera plus grand. Que
l’angle AGH soit le plus grand; puisque l’angle

AGH est plus grand que l’angle GHD , si on leur

ajoute un angle commun BGH, les angles AGH,
BGH serout plus grands que les angles BGH ,
GHD; mais les angles AGH, BGH sont égaux
à deux droits (prop. 1 5) : donc les angles BG H,

GHD sont moindres que deux droits ; mais
deux droites étant pr’olong’éès à l’infini du côté

ou les angles intérieurs sont plus petits que
deux droits se rencontrent entr’elles (ax. 1 I ):
donc les droites AB, CD prolongées à l’infini

se rencontreront; mais elles ne serencontre-
ront pas puisqu’elles sont parallèles : donc les

angles AGH, GHD ne sont point inégaux ,
donc ils sont égaux. Mais l’angle AG H est
égal à l’angle EGB (prop. 15) : donc l’angle

EGB sera égal à l’angle GHD. Donc si nous

ajoutons un angle commun BGH, les angles
EGB , BGH seront égaux aux angles BGH,
GHD; mais les angles EGB , BGH sont égaux
à deux droits (prop. I 5) : donc les angles BGH ,
GHD sont égaux à deux droits.

Donc si une droite tombe sur deux parallèles,
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les anglesalternes sont égaux entr’eux , l’angle

extérieur est égal à l’angle intérieur Opposé et

placé du même côté , et les angles intérieurs

placés du même côté sont égaux à deux droits;

ce qu’il falloit démontrer. a

PROPOSITION XXX.
THÉORÈME.

Les droites qui sont parallèles a’ une même droite
sont parallèles entr’elles.

Que chacun des parallèles AB, CD (fig.
soit parallèle à la droite EF : je dis que la droite

AB est parallèle à la droite CD.
Conduisez sur ces droites la droite GK.
Puisque la droite G K tombe sur les parallèles

AB, EF, l’angle AGH est égal à l’angle GHF

(prop. 27). De plus puiSque la droite GK tombe
sur les parallèles EF, C D, l’angle GH F est égal

à l’angle GKD (prop. 28 Or il a été démon-

tré que l’angle AGK est égal à l’angle GHF:

donc l’angle AGK est égal à l’angle GKD;

mais ces angles sont alternes : donc la droite
AB est parallèle. à la droite CD (prop. 2g).

Donc les droites sont parallèles à une
même droite sont parallèles entr’elles; ce qu’il

falloit démontrer.
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PROPOSITION XXXI.
PROBLÈME.

Par un point donné conduire une droite parallèle
à une droite donnée.

Soit A fig. 50) le point donné et BC la droite

donnée : il faut par le point A conduire une
droite parallèle à la droite BC;

Prenez sur la droite BC un point Quelconque
D, et menez AD; construisez sur la droite DA
et en un point A un angle DAFJégal àll’angle

ADC. , et prolongez la droite AF dans la direca
fion de EA.

PuisqIIe la droite AD tombant sur les deux
droites BC , EF fait les angles alternes EAD,
ADC égaux entr’eux , la droite B’C sera parala-

lèle à la droite EF (pr0p. 27 l
Donc par le point donné A, la droite EAF

a été menée parallèle à la droite donnée 13C;

ce qu’il falloit faire. r
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PROPOSITION tXœXXlI.
Tenon-ÈME.

Ayant prolongé un côté d’un triangle quelconque,

l’angle extérieur est (égal aux» deux angles in-

térieurs et opposés, et les trois angles intérieurs

du triangle sont égaux à deux droits.

Soit le triangle ABC (fig. 51); prolongez
le côté BC. en D : je dis que l’angle extérieur

ACD est éggl aux deux angles intérieurs et
opposés CAB, ABC, et que les trois angles
intérieurs ABC , BCA , CAB s0nt égaux à deux

droits.
Menez par le point C la droite CE parallèle

à la droite AB (prop. 21 L l
Puisque la droite CE est parallèle à la droite .

AB et que la droite AC tombe sur ces deux
droites, les angles alternes BAC, ACE sont
égaux entr’eux ( propf 29). De plus , puisque
droite AB est parallèle à la droite CE et. que
la droite BD tombe sur ces deux droites , l’an-
gle extérieur ECD est égal à l’angle intérieur

et Opposé ABC. Or il a été démontré que l’an-

gle ACE est égal à l’angle BAC : donc l’angle

extérieur total ACD est. égal aux deux angles
extérieurs et opposés BAC, ABC.
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- Donc si on ajoute un angle commun ACB,

les angles ACD , .ACB seront égaux aux trois
angles ACB, BCA, CAB; maislesanglesACD,
ACB sont égaux à deux droits (pl-Op. 1 5) : donc

les angles ACB , CBA , CAB sont égaux àdenx

droits. l
Donc , ayant prolongé un côté de tout triai.-.

gle , l’angle extérieur est égal aux deux angles

intérieurs et opposés, et les trois angles inté-

rieurs du triangle sont égaux à deux droits;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIII.
THÉORÈME. L

les droites quz’joz’gnent des mêmes côtés des droites

égales et parallèles sont elles-mêmes égales et

parallèles.

Soient AB , CD (fig. 52) deux droites égales
et parallèles; joignez-les des mêmes côtés par

les droites AC , BD : je dis que les droites AC ,
BD sont aussi égales et parallèles.

Menez la droite BC.
Puisque la droite AB est parallèle à la droite

CD et que la droite BC tombe sur ces deux
droites , les angles alternes ABC , BCD sont
égaux (prop. 29 De plus , puisque la droite

- a
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’AB est égale à la droite CD et que la droite BC

est commune aux deux triangles BCA, BDC ,
les deux droites AB , BC- sont égales aux deux
droites CD, BC; mais l’angle ABC est égal à
l’angle BC D : donc la base AC "est égale à la base

B D , le triangle ABC est égal au triangle BCD , et

les autres angles sont opposés à des côtés
égaux sont égaux , chacun à chacun: donc l’an-

gle ACB est égal à l’angle CBD? figue la
ligne droite lBC tombant sur deux droites AC,
BD fait les angles alternes égaux entr’eux , la
droite AC est parallèle à la droite BD et lui est

égale (prop. 27 l
Donc les droites joignent des mêmes côtés

deux droites égales et parallèles , sont elles-
mêmes égales et parallèles; ce qu’il falloit dé-

montrer.

PROPOSITION XXXIVE
À THÉORÈME.

Les côtés et les angles opposés des parallélogram.

mes sont égaux, et la diagonale les partage en
v deux parties égales.

Soit AC DB (fig. 52) un paraHélogrannne et
’ BC sa diagonale : je dis que les côtés et les

angles opposés du parallélogramme ACDB sont
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égaux, et que sa diagonale BC le partage [en

deux partieségales. 1 w
Car puisque la droite AB est parallèle à la.

droite CD et que la droite BC tombe sur ces-
deux droites, les angles alternes ABC, BCD -
seront égaux entr’eux: ( prop. 29). De plus,
Puisquelh, droite AC est parallèle’à la àoiteBD

(sequoia droite BC tombe sur ces deux droites,
les. angles alternes ACB , CBDsont égaux entre
eux : donc les deux triangles ABC ,..CBD ont
deux angles AB CÎ, BCA égaux aux deux angles *

BCD , CBD, chacun à chacun , ils ont de plus un
côté commun BC adjacent à des angles égaux :
donc ils. auront les "autres côtés égaux aux autres

côtés; cliacun à èÏiacun ( 26),. et le troi--
5ième angle égal au troisième angle: donc le
dans 2A3 . est égal au . côté on, et. l’angle me

égalèl’àngle BDC. Puisque l’angleuABC est;

égal à l’angle BCD, et l’angle CBD égal li Ban-A

gle ACB..l-’angleitoml un sera égalzîàïl’angle?

total AC D. Mais il a été démontré que l’aigle

BYÂÇÆSÈ I a a J a.1)anth côtés exiles-angles oppodés des Pa.-
rallélog’ranunes santxégaux entr’eux..’; 7 --

Je dis de’plœ’qtle la diagonalefiartageï les.
parallélogrammes en d’eux partieslégales. Cars
ptfisquelûèdmiteïA’B est égale-à la? droiteC’Dî

5
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et que la droite BC est commune aux deux
triangles, les deux droites AB, BC seront égales,
aux droites DC , CB , chaèune à chacune ; mais
l’angle ABC est égal à l’angle BCD à donc la’

base AC est égale à la base BC (prop; 4)., et
le triangle ABC égal au triangle BCD; in i
"Donc la diagonale BC partage le parallélo-

gramme AC DB en deux parties égales; de qu’il

falloit démontrer. ’ i ’ A " a a - in a. ,
PRIOÈOSITION .XXxîv; ,

anéantira. i”

-«Les parallélogrammes qui sont construits stalag

même base et califales parallèles sont
égaux entr’eux. . T

’Soientlles paraliélogrammes ABC D, E13 CF

(fig. sa ) construits sur la même base se - et. 7
entre" les niâmes parallèles AF, B’C ’:-’ je dis quei’l

le ’paralléldgràmme AB C DleSt. égal au parallél;

logrammeEBCF. i ’ i , i. ’f’ÎJÏ’I .

Car puisque A B C D est un parallélogramme ,I
la droite AD est égale à la droite B C ( propr54’) ,

et par la même raison laldroite’EF estaUSSi’é’g’ale

à la droiteYB C : donc la droite; A Diestégaîle fila.

droite EF.;donc, si Ontajoute une droites com- r
mune DE, la droite totaleïAiE seruégale’à la *
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droite totale D F (axiome a) ;’ mais la droite AB

est égale à la droite DC : donc les deux droites
EA , AB sont égales aux deux droites FD l,’DC,

chacune à chacune»; mais l’angle extérieur F D C

est égal à l’angle intérieur E AIE (prop. 29) :

donc la base EB est égale à la Base FC (prop.4) ,’

et le triangle EAB égal au triangle FBC; ’dohne 

si l’on retranche la parties commune «DGE , lei

trapèze" restant ABGD sera égal au trapèze res-

tant EGC F. Donc si on leur ajoute le triangle.
- communGB’C ,le parallélogramme total ABC D;

sera égal au parallélogramme total’EBCF. .
Î Boucles parallélogrammes construits sur les-

ùiêmes bases et entre les mêmes parallèles sont
égaui entrl’euxfce qu’il falloit démontrer.

liA- .4 l nu l un.-PR.QP QShITION LXX-XVIL

"anioninn
Les parallélogrammes construits sur des bases

égala? et entre les mêmes parallèles sont égau x-

entr’eux.

Soient les pudlélongmes ABCD , EFGH
(fig. 54) consunits sur des. bases égales BC,
FG et entre les mêmes parallèles AH , BG : je
dis que le parallélogramnïe ABCD est égal au

parallélogramme EFGH. F

I 4
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Conduisez les droites BE, C H.
Puisque la droite BC est égale à la droite. FG

et la droite F G égale à la droite EH, la droite
3Ce sera égale à la droite EH; mais les droites
BCŒEH sont parallèles et joignent les droites
BE , CH; ordes droites qui joignent des mêmes
côtés d droites égales et parallèles. sont égales

«31:35:? D), : donc les droites E B , C H sont
égales et parallèles: donc EBCH en un parala
lélogramme ,; et se parallélogramme est égal. au

parallélogramme AB C D (prop. 55) ; car il a la
même base BC., que lui,et il esteonstruit entre les.
mêmes parallèles. Par la même raison le paral-
lélogramme EFG H est égal au parallélogramme.

EBCH g doue le parallélogramme ABC D est.
égal au parallélogramme EFGH.

Donc les parallélogrammes construits sur des
bases égales et entre les mêmesparallèles sont.
égaux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVIL
THÉORÈME.

Les triangles çanstmi’ts sur la même base (stemm ’

V les mêmes pamllèlesv sont égaux. il

RSoient les, triangles ABC, DBC (fig. 55)
construits. sur la même hase BC et entre les.
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mêmes parallèles AD, BC :.je dis que le trian-

. gle ABC est égal au triangle DBC.

Prolongez de part et d’autre la droite AD
vers les points E , F, et par le point B con.
duisez une droite BE parallèle à la droite CA
( prop. 51g); et par le pOint C conduisez aussi

une droite CF parallèle à BD. i
l Les figures E B CA, D B’C F sont des parallé-

logrammes; et le parallélogramme EBCAneSt
égal au. parallélogramme DBC F (prop. 55) à
car ils sont construits lÎun et l’autre sur la même

base et entre les mêmes-parallèles; mais le trian-
gle A15 .C. est la moitié du parallélogramme
EBÇA; gaula diagonale’AB le partage enjeux
partieségales’; le triangle DBC est la moitié
du parallélogramme DBCFW car la diagonale
DG la Partage en dquIPartisaëgalsaÇpropwâli);
mais les moitiés des quantités égales sont égales

entr’elles.: dam: le triangle-ABG est égal-au

triangle DBC. l t. ;. .r , -Donc les-triangles construits sur la même base
et entre les même: parallèles sont égaux entre
aux; cetqnïil. falloit démontrer. ’
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PROPOSITION XXXVÏIIII

THÉORÈME. l A

Les triangles construits sur des bases égales et
entre les niâmes parallèles sont (figent. entre

eux.

Soient les triangles ABC, DEF’ÇfigÂ
construits sur des bases égales BC , E F et entre
les mêmes. parallèles B F, AD t: je dis que le

t triangle ABC est légal au.triang1e’ DEF.
Car sprOIÔngez deïpmâtlet d’autre la droite AD

vers les points G; H que le peint B conduisez
la droite BG parallèle à la droite CAà(propi. 51),

et par le point F-eonduisez missi latdroite’FH.

parallèle à la droite DE. . i l l
Les figures encagea-rusent des paral-

lélogrammes à-mais les parallélogrammes GBCA;

IDEFH sontnégialïxïentr’euxf prop. 564).; car ils

sont construits sur des bases égales et entre les
mêmes parallèles: Or le triangle ’ABC ’est la

mOitié-dupainllélbgramme GBCA, car la dia-

gonale AB le partagerai deuxnparties égales
( prop. 54); le triangle EFD est la moitié du
parallélogramme DEF H, car la diagonale DF
le partage en deux parties égales ; mais les
moitiés des quantités égales sont égales entre



                                                                     

D’EUCLIDE. 1 5g
elles : donc le triangle ABC est égale au trian-

gle DEF. i
Donc les triangles construits sur des hases

égales et entre les mêmes parallèles sont égaux

entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.
1

PROPOSITION XXXIX.
THEORÊME.

Les triangles égauxyqui sont construits sur la même

base et qui sont placés du même côté. sont com-

pris entre les mêmes parallèles.

Soient les deux triangles égaux ABC , ’DBC

(fig. 57) construits sur la même base BC et
placés du même côté: je dis que ces deux trian-

gles sont compris entre les mêmes parallèles.
Couduisez latdroite AD : je. dis que la droite

AD est parallèle à la droite BIC.
Car silllatdroite ADx-n’est pas parallèleià la

droite’B C ; Leonduisei par le point A une droite
AE, parallèle à la droite BC (pr0p. 51); con.

(luisez ensuitela droite EC. . - . . - ,
Le triangle ABC est égal au triangle ,EBCt

(prop. 57) , car ces: deux triangles sont cons-
truits Sur lainiême baseBC , et compris entre les
mêmes parallèles B Ç , A E. Mais parliypothèsea

le triangle AB C est égal au triangle DBC : donc
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le triangle BEC est égal au triangle DBC, c’eSt

à-dire que le plus grand est égal au plus petit,
ce qui ne peut se faire : donc la droite AE n’est
point parallèle à la droite BC. Nous démontre-e

rons de même que toute autre droite , excepté.
AD , ne peut être parallèle à B C : donc la droite l
AD est parallèle à la droite BC.

Donc les triangles égaux qui sont construits
sur la même base et qui sont placés du même
côté Sont compris entre les mêmes parallèles f
ce qu’il fallOit démontrer.

BROPOVSITION -X.L.g

A t ,liitTHÉOREME. ’ - w

Les triangles egaux qui sont construits sur des
bases égales et qui. sont placés du même côté

sont compris entre les même: parallèles.

-. Soient les triangles égaux ABC, (IDE ( fig. 58)
construits sur deshases égales BC, CE et placés a
dumêmpe côté : je dis qu’ils sont compris entre

les mêmes parallèles. Conduisez la droite AD:
je dis que la droite AD est parallèle à ladroite BE.

. Car si la droite AD n’est pas parallèle à la

droite BE,; conduisez par lepoint A, la droite
AF parallèle a la droite BC, et conduisez en-
suite la droite FE.
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Le triangle ABC est égal au triangle FCE

(prop. 58); car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales et compris entre les
mêmes parallèles BE, A F ; mais le triangle ABC
eSt égal au triangle DCE : donc le triangle DC E

est égal au triangle FCE, c’est-à-dire que le
plus grand est égal au plus petit, ce qui ne peut
être z donc la droite AF n’est point parallèle à

la droites BE. Nous démontrerons de la même

manière que toute autre droite, excepté Al), l
ne peut être parallèle à BF : donc la droite AD
est parallèle à la droite BE.

Donc les triangles égaux qui sont construits
sur des bases égales et qui sont placés du même

côté sont compris entre les mêmes parallèles 3

ce qu’il falloit démontrer. v

PROPOSITION XLI.
THÉORÈME.

4 Si un parallélogramme et un triangle ou! la même

base et sont compris entre les mêmes parallèles ,
le parallélogramme est double du triangle.

En effet, que le parallélogramme ABC D
. et le triangle EBC (fig. 59) aient la même

base et soient compris l’un et l’autre entre les

mêmes parallèles BC, AE rie dis que le paral-
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lélogramme A B C D est double du" triangle
’BEC. ’

Conduisez la droite AC. Le triangle ABC est
égal au triangle EBC (prop. 57 ) , car ces deux
triangles sont construits sur la même base BC
et compris entre les mêmes parallèles B C , AE;
mais le parallélogramme ABC D est double du
triangle ABC, car la diagonale AC partage ce pa-
rallélogramme en deux parties égales (prop. 54) :

donc le parallélogramme ABCD est aussi dou-
ble du triangle EBC.

Donc si un parallélogramme et un triangle
ont la même base et sont compris entre les
mêmes parallèles , le parallélogramme sera dou-

ble du triangle; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XLII.
PROBLÈME.

Construire dans un angle donné, un parallélo-
gramme égal à un triangle donné.

Soit ABC (fig. 4o) le triangle donné et D
l’angle donné : il faut construire un parallélo-

gramme qui soit égal au triangle ABC dans
un angle égal à l’angle donné D.

Partagez la droite BC en deux parties égales
au point E et conduisez lasdroite’ AE; sur la
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droite EC et au point E construisez un angle
C EF égal à l’angle D (prop. .25) , par le point

A conduisez une droite AG parallèle à la drOite

EC (pr0p. 51), et par le point C conduisez
anssi une droite CG parallèle à la droite FE:
la figure FECG sera un parallélogramme.

Puisque la droite BE est égale à la droite EC ,

le triangle ABE sera égal. au triangle AEC.
(prop. 58), car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales BE, EC , et compris
entre les mêmes parallèles BC , AG : donc le
triangle ABC est double du triangle AEC; mais
le parallélogramme FECG est double du trian-
gle AEC, car ils ont la même base et ils sont
compris entre les mêmes parallèles : donc le
parallélogramme F ECG est égal au triangle
ABC (ax.6), et il a un angle égal à l’angle D.

Donc le parallélogramme FECG a été cons-

truit égal au triangle ABC dans un angle C EF
égal à l’angle donné D; ce qu’il falloit faire.
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’PBOPOSITION XLIII.

THÉORÈME.

Dans tout parallélogramme, les complémens des

parallélogrammes qui sont autour de la diago-
nale sont égautientr’euæ.

Soit le parallélogramme ABC D (fig. a làont

AC est la diagonale autour de laquelle soint les
parallélogrammes EH, FG, et.les parallélo-
grammes B K , KD qu’on appelle complémens:

je dis que le complément B K est égal au com-

plément KD.

Car puisque la figure ABCD est un parallé-
logramme dont la droite AC est la diagonale ,
le triangle A B C est égal au triangle A D C
(prop. 54). De plus , puisque la figure EKHA
est un parallélogramme dont la droiie AK est
la diagonale, le triangle AEK est égal au trian-
gle AHK; le triangle KFC est égal au triangle
KGC, par la même raison : donc puisque le
triangle AE K est égal au triangle AH K, et que

, le triangle KFC est aussi égal au triangle KÊC ,t
le triangle AEK , réuni avec le triangle KGC ,

t est égal au triangle AHK réuni avec le triangle
KFC; mais le triangle total ABC est égal au
triangle total ADC : donc les restes BK, KD ,
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qu’on-appelle complémens , sont égaux” entre

eux (axiome 5 ADonc dans tout parallélogramme , les com-
plémens des parallélogrammes quisont autour
de la diagonale sont égaux-entr’eux; ce qu’il

falloit démontrer. ’
a

PROPOSITION XLIV.
PROBLÊML

Sur une droite donnée et dans un angle donné ,*

l construire un paralwlogramme qui soit égal à
un triangle donné.

Soient donnés’Ia droite ÀB ( fig. 42 ) ,. le
q triangle C et l’an le D : il faut’sur la droite AB

et dans untædâe égal à l’angle D, construire

un parallélogramme légal au triangle donné C. A

1 Construisez un; parallélogramme BEFG égal
au triangle C ; dansun angle EBG égal à l’an.

gleD (prop. 42)"; placez la droite BE dans la
direction de la droite 1B; prolongez ladroite
F vers ;i’et parfile point A conduisez la droite
AH parallèleïàlâ’droite BG. ou à la droite’EF

(prop. 5: ,ethÊne’z la droite GB. Puisque) la
droite .HF tombai sur les .parallèles’AHI, EF.,
les angles AHF, HFE sont égaux admirait-’-

gles droits (prop. 29) : donc les angles BHG ,
. » E
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point H de cette droite , deux angles [de suite
égaux à deux droits, la droite KH est dans la
direction de la droite HM (prop. I4); et puis-
que la droite HG tombe sur les parallèles KM,
F G, les angles alternes M’HG, HGF sont
égaux (prop. 29) ; donc si nous leur ajoutons
l’angle commun HGL , les angles MHG, HGL

seront égaux aux angles HGF, HGL. Mais
les angles MHG; HGL sontégaux a deux
angles droits ( prop. 29 ) ; donc les angles
HGF, HGLseront aussi égaux à deux angles
droits ;V donc la droite FG est dans la direc-
tion de la adroite GL; et puisque la droite KF
est égale et parallèle à la droite HG, et que
la droite HG est aussi égale et parallèle à la
droite. ML pla droite KF sera égale et paral-
lèle à la droite ML ( ax. I’et prop. 50). Mais

ces deux droites sont jointes ensemble par les
dnoites KM, EL : donc les droites KM, FL.
sont égales. et parallèles (prop. 55) : donc la
figure KFLM: est un parallélogramme; mais
comme le triangle ABD est égal au parallélo-
gramme HF, et que le triangle ABC est égal au
parallélogramme. GM, la figure totale ABCD
sera égale au parallélogramme total KFLM. r
Donc le parallélogramme KFLM-a été cons-.-

.truitu. égal: à-la. lignite rectiligne ABC D, dans
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l’angle FKM égal à’l’angle dOnné’E; ce qu’il

fitlloit faire... .
PROPOSITION XLVI.’

h P a o a L È M a. V i
Décrire uniquarre’. sur une droite donnée.

.Soit AB 44)’la droite donnée z il faut
décrire un quarré sur cette droite. . r

Du point A, donné dans la droite A. , con-
duisez une droite AC perpendiculaire fila droite
AB (prop. x I ); faites la droite AD égale à la

« droite AB (prop.. 51); par le ypointD conduisez
ladroite DE parallèle àla droite AB (prop.5tr),

4 "et par le point B conduisez aussi une droite BE
’ parallèle à la droite AD. l ’

La figure ADEB est «un parallélogramme :
donc la droite’AB est-égale à la droite DE, et

la droite AD égale a la droite BE; mais la
droite AB est. égale à la droite A! : les
quatre droites BA, AB, DE, EBsont égales

--entr’elles : donc le parallélogramme ADEB est

équilatéral. Je dis de plus, qu’il est rectangle ,

:car puisque la droiteAD tombesùrl’es paral- -
lèles AB, DE, les anglesîBvAD, ABE sont-égaux

à deux drOits (propl 29); mais l’angle BAI). est t
.droit par construction: donc l’angle ADEzest

» 5
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droit aussi. Mais les côtés et angles Opposés des

parallélogrammes sont égaux (prop. 54) ; donc

chacun des angles Opposés ABE , BED est droit,
et par conséquent le parallélogramme ADEB est
rectangle; mais nous avons démontré qu’il étoit

équilatéral.

Donc le parallélogramme ADEB est un quarré

décrit sur la droite AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XLJVl’II.

rationniez.
Dam les triangles rectangles Je quarré décrit sur

le côté opposé à l’angle droit est égal aux

quarrés construits sur les côtés qui comprennent

l’angle droit. I
Soit ABC (fig. 45) un triangle rectangle

dont l’angle droit est BAC : je dis que le quarré

construit sur le côté BC est égal aux quarrés

cOnstruits sur les côtés BA,’AC. ’
’COnstruisez le quarré. BDEC sur le côté BC ;

construisez aussi les deux quarrés G B , HC sur
les côtés BA, AC, et par le point A cOnduisez
une droite AL parallèle à l’une ou à l’autre des

droites BD, CE; conduisez ensuite les droites
’AD, FC. A A a ’ 1’ a
t A; Puisque chacun des angles BAC , BAG est
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droit, et que les deux droites AC , A6 , placées
de part et d’autre de la droite BA, font au point

A, avec la droite AB , deux angles de suite
égauxïà deux angles droits, la droite (1A est

dans la. direction de la droite AG : la droite
AB est dans la direction de la droite AH, par
la même raison; et puisque l’angle DBC"est
égal à l’angle FBA (axiome Io), étant droits

l’un et l’antre , si nous leur ajoutons un angle
commun ABC, l’angleltotal DBA sera égal à

l’angle total FBC; mais les deux droites DE),
B A étant égales aux deux droites CB , BAE, cha-
cune à chacune, et l’angle DBA ’égallà l’angle

FBC , la base AB.. sera! égale à base F C , et le

triangle ABD égal au triangle FBC (prop..
le parallélogramme ÊL est double dustiËian-
glel A31) prop.l41)l,’ ear ils ont la ménie base

’BD et sont eOmpris entre les-mêmes parallèles

BD , AL. Le CE est aussi double du
triàngle’FBC, car ils ont la même) bine R3 et

sont grimpât entref lainâmes panna» FE:,
.GC;;- niaisiles quantités quiesmidoulilen de
quantités égales sontèe’gales enfielles ildone le

parallélOgramxhe B1. est: auqumétGBl
Ayant conduit les droites AE , 13K, noimrlé-

montrerons de la même manière le para;
. lélogramme CL est égal au quarré HG adoni-

4
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le quarré totalBg DEC est égal aux deux quarrés

. GB, HG; mais le quarré BDEC est construit
’ sur le côté BC , et îles quarrés GB, HC sont

construits sur les côtés BA,IAC : donc le quarré

BE, construit sur le côté BC , est égal aux
quarrés construits sur les côtés BA , AC. h ï

Donc dans les triangles rectangles , le quarré
construit sur le côté: opposé à lÎangle droit est

v égal aux deux quarrés construits sur les côtés

qui comprennent llaugle droit; ce qu’il falloit

h démontrer; - - a L l
PROPOSITION UXLVÎII,

fr n 1’: o n En z.

.Si est. construit. sur in;d’un trfqrrg’leçest égal auxquqrrés construits

l sur-Ales autres, côtés du triangle , l’angle com-

: prisiemre sentie-use derniers côtés est droits

a que le quarré construit sur un hôte” Bic
.46.) d’un triangle ’ABC , soit aux
quarrés. construits a sur les deux- âutres côtés
BA,’«ÂC aie dis. que-l’angle BAC est droit.

Conduisez du; point A une droite ,AD-per? r
.pendiculaire sur la droite AC (prop; r I); faites
la droite AD égale à la droite RA; et conduisez

la droite BC.
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Car puisque la droite DA est égale à la droite

AB, le quarré construit sur DA sera égal au
quarré construit sur AB. Donc si nous ajoutons
un quarré commun ,- celui est construit sur
AC , les quarrés construits sur DA , AC seront
égaux aux quarrés construits sur BA , A C. Mais
le quarré construit sur VDC est égal aux quarrés

construits sur DA, AC ( prop. 47) , car l’angle
DACest droit. Or le quarré construit surBC
estsupposé égal aux quarrés construits sur BA,

I AC : donc le quarré construit sur DC est égal à

celui qui est construit-sur B C : donc le côté D C
I est égal au côté CÀB; et comme le côté AD est

égal au. côté’AB ,et que le côté AC est coin-

mun, les deux côtés. AD , AC sont égaux aux
deux côtés BA, BAC, chacun. à chacun; mais la
base DC est’égale à la base CB’; donc l’angle DAC

est égal à l’angle BAC prop. 8) ; mais l’angle

DAC est droit : donc l’angle BAC est droit aussi.
V Donc Siîle quarré construit sur un côté d’un

[triangle est. égal aux iquarrés construits sur les
deux autres côtés’,’l’angle compris par ces deux

derniers côtés sera droit; ce qu’il falloit dé;-

Ùmontrer’; ’ V A a -

nm.th ranimes LIVRE.

l n
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4 . - w I rL I V a E , ’I I.

DÉFINITION&

1. Tour parallélogramme rectangle est dit
contenu sous les deux droites comprennent

imangledroit. -a. Dans tout "parallélogramme, zon appelle
gnomon la réunion de l’un’quelconque des paf

rallélogrammes décrits autour de la Idiagdnale
avec les deux cornplémens.’ i i I ï a MM

PROPOSITION rREMIÈRE.
’rné-oa’inx. il

Si l’on a deux droites; et si- l’une d’elles est par-

tagée en un certain nombre de parties, le rec-
tangle compris sous ces (Jeux droites est égal

A aux rectangles compris-sous la dmite qui n’a
point été partagée, et sous chacun des segmens

de l’autre. ’ ’ l
Soient deuxdroites A, BC (fig. 47 ) , et que

la droite BC soit partagée d’une manière quel-
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un": aux points D, E : je dis que le rectangle
corris sous les droites A, BC est égal au rec-

mgle compris sous les droites A, BD , au
ectangle compris sous les droites A, DE, et

au rectangle compris sous les droites A, EC.
Conduisez par le point B la droite BF perpen-

diculaire sur la droite BC ( prop. t 1 . 1)*; faites
la droite BG égale à la droite A, et par le point
G conduisez la droite GH parallèle à la droite
BC (pr0p. 51. 1); par lespoints D, E, C, con-
duisez ensuite les droites DE, EL, CH, pa-
rallèles à la droite BG.

Le rectangle BH est égal aux rectangles B K ,

DL, EH; mais le rectangle est compris i
sans les droites A, BC, car il est compris sous
les droites GB , BC , dont la droite BG est égale
à la droite A; le rectangle BK est compris sous
les droites A, BD, car il est compris sous les
droites GB , B D , dont la droite GB est égale à la

droite A; le rectangle DL est compris sous les
droites A , DE, puisque DK, c’est-à-dire BG ,
est égale à ladroite A; et enfin, le rectangle
EH est compris sous les droites A , EC : donc.
le rectangle compris sous les droites A , BC est

’* Le premier nombre indique la proposition , et le

second indique le livre. i , I



                                                                     

fi annnmnnségal au rectangle compris sous les dites A,
BD, au rectangle compris sous les draguât ,
DE, et enfin au rectangle compris souks

droites A, EC. - Ï a. DOnc si l’on a deux droites , et si l’une d’elles

est partagée en un certain nombre de parties,
v le rectangle compris sous ces deux droites est
régal aux rectangles compris sous la droite
n’a point été partagée et sous chacun des seg-

mens de l’autre; ce qu’il falloit démontrer.

P’ROPOSlTION Il.
TIiÉouËME.

Si. une droite est partagée d’une manière quel-

conque en deux punies, le rectangle compris
sous la droite totale et sous 1’ un et l’autre seg-

ment, est égal au quarré de la droite entière.

Que la droite AB ( fig. 48) soit partagée d’une

manière quelconque au point’C : je dis que le
rectangle compris sous les droites AB , BC , avec
le rectangle compris sous les droites BA, AC,
est égal au quarré de la droite AB. * r"

Sur la droite AB construisez le quarré ADEB
Ç prop. 46. r) ,Æt par le point C conduisez la

V droite ÇF parallèle à: l’une et à l’autre des droites

AD, BE (prop. 51. 1).,
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n Le quarré ’AE est égal aux rectangles AF, ,

CE ;I mais le quarré AE-est construit sur la
droite AB; le rectangle AF est compris sous
les droites BA,’AC , car il est compris sous les
droites DA, AC , dont la droite AD est égale à
AB.; et’enfiu le rectangle CE est compris sous
les droites AB, BC , puisque la droite BE est
égale la droite AB; donc le rectangle compris
sous les droites BA , AC,-avec le rectangle com- V
pris sous les droites AB , BC , est égal au quarré

de la droite AB. .DOnc si une droite est partagée d’une ma-
nière quelconque en deux parties , les rectan-
gles compris sous la droite totale et sous cha-
cun des segmens sont égaux au quarré construit
sur la droite totale; ce qu’il falloit démontrer. .

PROPOSITION III.
VTnéonÈMEIp

Siiwie droite est partagée d’une manière quel-

conque milieux parties, le rectangle compris
sous la droite totale et l’un des segmens , est égal

. au reucngle compris sousiles segmens et au
quarré formé sur le segment premièrement pris,

Que la droite AB (fig. 49) soit partagée en
un point quelconque Cr: je dis que le rectangle
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compris sous les droites AB, BC est égal au
rectangle compris sous les droites AC , CB , et
au quarré de la droite BC.

Sur la droite BC construisez le quarré CDEB

(prop. 46. I) , prolongez en F la droiteED , et
par le point A conduisez la droite AF paral-
lèle à l’une ou à l’autre des droites C D, BE.

(prop.51.t). I ILe rectangle AE est certainement égal au!
rectangles AD , CE; mais le rectangle AË’ est

compris sous les droites AB , BC , car il est
, Compris sous. les droites A3 , BE , dont la droite

BE est égale à la droite BC; le rectangle A!)
est cumpris sous les droites AC , CE , puisque
la droite DG est’égale a la droite CB; et enfin

le quarré DE est construit Sur la droite BC :
donc le rectangle compris sous les droites AB,
BC est égal au rectangle compris sous les droites

AC , CB et au quarréde la droite BC.
Donc si une droite est partagée d’une ma-

nière quelconque en deux parties, le rectangle
compris sous la. droite totale et sous un des
segmeus , est égal au rectangle compris sous les
segmens et au quarré construit sur le segmet’
premièrement pris ; ce qu’il falloit démontrer.
I
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PROPOSITION 1V.
THÉORÈME.

Si une droite est partagée d’une manière quel-

- conque’en deux parties, le quarré construit sur

la droite entière est égal aux quarrés formés

i sur les deux segmens et au double du rectangle
compris sous ces deux segmens.

L A Que la droite AB (fig. 50) soit partagée d’une

manière quelconque au point C : je dis que le
quarré construit sur AB est égal aux quarrés

construits sur AC, GB, et au double du rec-
tangle compris sous les segmens AC, CB.
. Construisez le quarré ADEB sur la droite A3

(prop. 46. r) , conduisez la droite BD; par le
point C conduisez la droite GGF parallèle à l’une V

ou à l’autre des droites AD, BE (prop. 51 . I) ,

et par le point G conduisez la droite HK paral-
lèle à l’une ou à l’autre des droites AB, DE.

. Puisque la droite CF est parallèleà la droite
A.D , et que la. droite BD tombe sur ces deux
droites , l’angle extérieur BGC sera égal à l’an-

gle intérieur et Opposé ADB ( prop. 29. 1); mais

l’angle ADB est égal à l’angle ABD (prop. 5. 1),

parce que le côté BtA est égal au côté AD; donc

l’angle CGB est égal àpl’angle GBC: donc le
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côté BC est égal au côté CG (prop. 6. 1); mais

le côté CB est égal au côté GK (prop. 54. 1), et

le côté CG égal au côté BK : donc le côté GK

est égal au côté GC : donc le quadrilatère CGKB»

est équilatère. Je dis de plus qu’il est rectau-
gle; car puisque la droite CF est parallèle à la

droite BK, et que la droite CB tombe sur ces
deux droites , les angles KB C , G C B sont égaux

a deux droites (prop. 29. 1); mais l’angle KBC
est droit ( déf. 5o. 1) : donc l’angle GCB est

droit aussi : donc les angles opposés CGK,
GKB seront encore droits (prop. 54.- 1) :i donc
le quadrilatère CGKB est rectangle. Mais on a
démontré qu’il étoit équilatère; donc Ce qua-

drilatère est un quarré A et. ce quarré est conæ

truit sur la droite BC. Par la même raison le
quadrilatère HF est encore un quarré qui est
construit sur HG , c’est-à-dire sur AC. Donc HF,

CK sont deux quarrés construits sur AC, CE;
et puisque le rectangle AG est égalau rectangle
GE (prop. 45. I), et que ce reâsægle AG est
compris sous les droites AC, CB ,90 étant égal-

a CB , le rectangle GE sera égal à un rectangle
qui est compris sous les droites AC, CB : donc.
les rectangles AG, GE sontégaux au double:
du rectangle qui est compris sous les droites:
AC, CE; mais les quarrés PIF; CK sont cons-i
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truits sur les droites AC , CB : donc les quatre
figures HF, CK, AG, GE sont égales aux
quarrés construits sur AC , CB et au double du
rectangle compris sous les droites AC , CB;
mais les quatre figures HF, CK, AG, GE com-
posent toute la figure ADEB qui est le quarré
construit sur AB; donc le quarré construit sur
AB est égal aux quarrés construits sur AC , CB ,

et au double du rectangle compris sous les
droites AC, CB.

Donc si une droite est partagée d’une ma-
nière quelconque, le quarré de la droite en-
tière est égal au quarré des segmens et au
double du rectangle compris sous ces segment; .
ce qu’il falloit démontrer.

AUTREMENT.
Je dis que le quarré construit sur la droite

AB est égal aux quarrés construits sur AC , CB

et au double du rectangle compris sous AC, CB.
En effet, puisque dans la même figure le

côté BA est égal au côté AD, l’angle ABD sera

égal àl’angle ADB ( prop. 5. 1); et comme les
trois angles d’un triangle quelconque sont égaux

à deux droites (prôp. 52. 1), les trois angles
ABD , ADB, BA D du triangle AB D seront
égaux à deux droits. Mais l’angle B AD est

F
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droit: donc les deux autres angles ABD, ADB
sont égaux à un angle droit; or ces deuxqangles

sont égaux entr’eux: donc chacun des angles
ABD, ADB est égal à la moitié d’un angle
droit. Mais l’angle BC G est droit , car il est égal

à l’angle intérieur et opposé BAD : donc l’an-I

gle restant CGB est la moitié d’unsangle droit;
donc l’angle CGB est égal à l’angle CBG : donc

lia-côté BC est égal au côté CG ( prop. 54. I);

mais CB est égal à KG, et CG égal aussi à BK

(prop. 54. 1) : donc le quadrilatère CK est
équilatère; mais il a un angle droit : donc ce
quadrilatère est un quarré , et ce quarré est cons-

truit sur le segment CB. Le quadrilatère HF
est un quarré , par la même raison , et Ce quarré

est construit sur le segmentiAC : donc les qua-
drilatères CK, HF sont deux quarrés, et ces
deux quarrés sont construits sur les segmens
AC , CB. De plus, puisque le rectangle AG est i
égal au rectangle EG ( prop. 51. 1), et que le
rectangle AG est compris sous les droites AC,
CB , car la droite CG est égale à la droite CB ,
le rectangle EG est égal au rectangle compris
sous les droites-AC , CB : donc les rectangles
AG , GE sont égaux au double du rectangle qui
seroit compris sîous les droites AC ,l CB , mais les

quarrés C K, PIF sont égaux à ceux qui seroient
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construits sur les segmens AC, CB :donc les
quatre figures CK, HF, AG, GE sont égales
aux quarrés construits sur lessegmens AC ,
CB, et au double du rectangle compris sous
ces mêmes segmens. Mais les figures CR, HF,
AG , GE composent toute la figure AE est
le quarré construit sur AB.

Donc le quarré formé sur la droite A13 est
égal aux quarrés formés sur les droites AC,

CB, et au double du rectangle compris sous
les mêmes droites AC , CB; ce qu’il falloit dé-

montrer.
c o R o L Il A I n n.

Il, suit de là que , dans les quarrés , les parallé-

logrammes sont autour de la diagonale sont
mujoursades quarrés.
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PROPOSITION V.
THÉORÈME.

Si une droite est coupée en deux parties égales

et en deux parties inégales, le rectangle com-
. pris sous les Jeux segmens inégaux de la droite

entière avec le quarré de la droite qui est placée

entre les points de section, est égal au quarré- de

la moitié de cette droite.

’ Qu’une droite quelconque AB (fig. 51) soit

coupée en deux parties égales au point C et en
deux parties inégales au point D : je dis que le
rectangle compris sous les droites. AB., DE ,
arec le quarré construit sur CD , est égal au v
quarré construit sur CB.

Sur la droite BC construisez le quarré C E F B

(prop. 46. I ) , et conduisez la droite BE; par le
point D conduisez la droite DHG parallèle à l’une

ou à l’autre des droites CE, BF (prop. 51 . I );

par le point H conduisez la droite KLM paral-
lèle à l’une ou à l’autre des droites CB , EF,

et enfin par le point A conduisez la droite AK .
parallèle à l’une ou l’autre des droites C L , B M.

Puisque le complément CH est égal au com-

plément HF ( prop. 45. I ) , si nous ajoutons à
chacun de ces complémens le quarré DM , le
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rectangle total CM sera égal au rectangle total
DF; mais le rectangle CM est égal au rectan-
gle AL (prop. 56. 1 ) , puisque la droite AC est
égale à la droite CB : donc le rectangle AL est

égal au rectangle DF; donc si nous ajoutons
le rectangle CH à chacun de ces deux rectan-
gles , le rectangle total AH sera égal aux rectan-
gles DF, DL; mais le rectangle AH est com-
pris sons les droites AD [DE , puisque la droite
DH est égale à la droite DE; or les rectangles
FD, DL forment le. gnomon NOP : donc le
gnomon NOP est égal au rectangle c0mpris
sous les droites AD , DE; donc si nous ajoutons
à chacune de ces deux quantités le quarré LG
qui est égal au quarré de CD ( corol. 4. a) , le
gnomon N 0P et le quarré L13 seront égaux au

rectangle compris sous les droites AD, DB , et
au quarré construit sur CD; mais le gnomon
NOP et le quarré LG forment tout le quarré
CEFB qui est construit sur CB : donc le rec-
tangle compris sous AD , DE , avec le quarré
construit sur CD , est égal au quarré construit

sur CB.
Donc si une droite est coupée en deux par-

ties égales et en deux parties inégales ,. le rec-
tangle compris sous les deux segmens inégaux
de la droites totale avec le quarré de la droite

l3
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qui est placée entre les deux points de section ,
est égal au quarré de la moitié de cette droite;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION VIT
THÉORÈME.

Si une ligne droite est coupée en deux parties égales,

Mn épi al’ouSeàwna-t une droite
me , le rectangle cornpris sous une droite

A composée de la première droite et de droite
ajoutée, et sous la droite ajoutée, avec le quarré

de la moitié de la première ligne droite, est égal

au quarré d’une droite composée de la moitié de

la première ligne droite et la droite ajoutée.

Qu’une ligne droite quelconque AB ( 52)
soit coupée en deux parties égales au point C;
qu’on’lui ajoutes directement une drOite quel-

conque B D : je dis que le rectangle compris
sous AD, DE , avec le quarré de la droite CB,
est égal au quarré de CD.

Sur la droite CD décrivez le quarré CEFD

( prop. 46. 1); conduisez la droite DE; par le
point B conduisez la droite BHG parallèle à l’une

ou à’ l’autre desdroites CE , DF (prop. 51 . I);

par le point H conduisez la droite KLM parallèle
àl’une ou à l’autre des droites AD , EF, et enfin
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par le point A conduisez la droite A K parallèle
à l’une ou à? l’autre des droites CL , DM.

Puisque la droite AC est égale à la droite
CB , le rectangle AL sera égal au rectangle CH
(prop. 56, I); mais le rectangle CH est égal au
rectangle HF (prop. 45. I) : donc le rectangle
AL sera égal au rectangle HF; donc si nous
ajoutons’à chacun de ces rectangles le rectangle

CM , le rectangle total AM. sera égal au gnomon

NOP; mais le rectangle AM est compris sous
les droites Al) , DE , car DM est égal à DB
(corrol. 4. 2) ; donc le gnomon NOP est égal
à un rectangle qui est compris sous les droites
AD , DE; donc si pneus ajoutons à chacune de
ces deux quantités le quarré LG qui est égal a

quarré construit sur’CB , le rectangle compris
. sous les droites AD, DBtavec le quarré’cons-

truit sur-BCrseral égal au gnomon N tPÔ-et au
quarré LG. Mais le’gnomon NPÛet’ le quarré

LG Composent lequel-ré total CEFthni est
construit sur CD : donc letre’ctan’gle compris

sous AB,: DE. avec le quarré construit-sur BC
est égal au quarré construit sur CD’.

Donc si une ligne droite est coupée en deux

partieségalesl; si o ai lune droitejâuolêêââe, 137) gamine compris

sous une droite composée de la première ligne

4
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droite et de la droite ajoutée , et sous la droite
ajoutée , avec le quarré de la moitié de la pre-

mière ligne droite,. est égal au quarré d’une

droite composée de la moitié de la première
ligne droite et de la droite ajoutée; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION VIL
Tnfionnmu.

Si une drôite est partagée en parties d’une
manière quelconque, le quarré de la droite en-
tière et le quarré de l’un de ses segmens égalent

le double du rectangle compris sous la droite
entière et ce segment et le quarré de l’autre

, segment.

Qu’une droite-quelconque AB ( fig. 55) soit
partagée d’une manière quelconque au point C:

p je dis que le quarré de AB et le quarré de BC
sont égaux au double du rectangle compris sous

AB, BC, étau quarré deAC. I
A Sur AB décrivez lequarré ADEB (prop. 46. 1)

et construisez la figure. v * ’ -* i : ’ ’ t

Puisque le rectangle AG est. égal au rectan-
gle IGE (prop. 43g.- 1’)î si nous ajoutons à l’un

et à l’autre le quarré C F , le rectangle AF sera

égal au rectangle CE :2donc les rectangles AF,
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CE sont doubles du rectangle AF; mais les
rectangles AF , C E composent le gnomon
KLM et.le quarré CF : donc le gnomon KLM
et le quarré CF sont doubles du rectangle AF ;
mais le double du rectangle compris sous les
droites AB , BC est double du rectangle AF, car
la droite BF est égale à la droite BC ( cor. a):
donc le gp’otüp-ngîiLM et le quarré CF sont

égaux nul rectangle compris sous les dromes
AB, BC; donc si nous ajoutons à ces quantités
le quarré HN , qui est construit sur la droite AC ,
le gnomon KLM et les quarrés CF, HN seront
égaux au double du rectangle compris sous AB,
BC , et au quarré de AC; mais le gnomon KLM
et les quarrés CF, HN forment le quarré total
ADEB et le quarré CF qui sont construits sur
AB, BC z donc les quarrés de AB et de BC
sont égaux au double du rectangle compris sous
AB, BC, et au quarré de AC.

Donc si une; droite est partagée en deux
parties d’une manière quelconque, le quarré.

de la droite entière et le quarré de l’un de ses

segmens sont égaux au double du rectangle
compris sous la droite entière et ce segment,
«et au quarré de l’autre segment; ce qu’il falloit

démontrer.
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PROPOSITIONVVIII.

THÉORÈME.

Si une droite est partagée en Jeux parties faire
manière quelconque, le quadruple du rectangle
compris sous la droite entière et un de ses seg-
mens , avec le quarré de l’autre segment, est égal

au quarréiconstruit sur la droite entière et le
premier segment, considérés comme ne fomtaut

qu’une seule droite.

Que la droite AB (fig. 54) soit.partagée,en
deux parties d’une manière quelconque au
point C : je dis que le quadruple du rectangle
compris sous les droites AB , BC avec le quarré
de AC , est égal au quarré construit sur les
droites AB, BC, considérées comme ne for.
mant qu’une seule droite.

Prolongez la droite DB dans la direction de
AB; faites BD égal à CB; décrivez sur AD le
quarré AEF D (prop. 46. a), et construisez une
double figure.

Puisque la droiterCB est égale à la droite
BD, et que la droite CB est égale à la droite
GK ( prep. 54. 1 ) , et la droite BD égale aussi
à la droite KN, la droite GK sera égale à la
droite KN; la droite QR est égale à la droite
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p BP par la même raison. Puisque CB est égal

à BD, et GK égal à KN , le rectangle 0K sera
égal au rectangle BN , et le rectangle GR égal
au rectangle KP (prop. 56. 1); mais le rectangle »

CK est égal au rectangle EN (prop. 45. 1) , car
ils sont les complémens du paralléIOgramme CP:

donc le rectangle B N est égal au rectangle GR z

donc les quatre rectangles BN;7KC , GB, RN
sont égaux entr’eux: donc. ils sont le quadruple
dusrectangle’C K. De plus , puisque CB est égal

à BD et que BD est égal à 3K, c’estr-à-dire à

CG (54. 1 ) , et CB égal à GK, c’est-à-dire à

GQ , la droite CG sera égale à la droite GQ;
or QR est égal à RP :donc le rectangle AG
est égal au rectangle MQ ( prop. 56. x), et
le rectangle QL égal au rectangle RF; mais
le rectangle M Q est égal au rectangle Q L
( prop. 45... 1 ) , puisqu’ils sont les complémens

du parallélogramme ML : donc les rectangles
AG , RF. sont égaux : donc les quatre rectangles
AG, MQ, QLI, RF sont égaux entr’eux , et
sont par conséquent quadruples du rectangle
AG. Mais on a démontré que les quatre quarrés

C K, B N , GR , EN , étoient quadruples. du
quarré C K :- donc les,huit figures compo-
sent lè gnomon STV sont quadruples du rec-
tangle A K , et puisque le rectangle AK est
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compris sous les droites AB , BD; car BK est
égal à BD (cor. 4.2) , le quadruple du rec-
tangle AK sera compris sous les droites AB ,
BD; mais il a été démontré que le gnomon

STV est quadruple du rectangle AIS. ; donc le
rectangle qui est compris sous les droites AB ,
BD est égal au gnomon STV; donc si nous ajou-
tons à ces quantités égales le quarré OH est

égal au quarré de AC (cor. 4. a) , le quadruple
du rectangle compris sous les droites AB, BD,
et le. quarré de AC seront égaux au gnomon
STV et au quarré OH; mais le gnomon STV
et le quarré’OH comprennent tout le quarré

AEFD qui est décrit sur AD : donc le qua-
druple du rectangle compris sous lesldroites
AB, BC et le quarré de AC est égal au quarré

construit sur les droites AB, BC considérées
comme ne faisant qu’une seule droite.

Donc si une droite est partagée en deux par-
ties égales d’une manière quelconque , le qua- L

druple du rectangle compris sous la droite en-
tière et un de ses segmens et le quarré de l’autre

segment, sont égaux au quarré construit sur la

droite entière et le premier segment, Consi-
dérés comme ne formant qu’une seule droite;

ce qu’il falloit démontrer. d
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ÏPROPOSITION 1X.
THÉORÈME.

Si une droite est partagée en deux parties égales

et en deux parties inégales , les quarrés des
segmens inégauæ sont doubles du quarré de la

moitié de cette droite et du quarré de la droite,

I interceptée entre les points de section.

Que la droite AB (fig. 55) soit partagée en
deux parties égales au point C et en deux par-
tics inégales au point D : je dis que les quarrés
de AD, DE sont doubles des quarrés de AC ,

C D. -Du point C conduisez une droite C E qui soit
perpendiculaire à la droite AB (prop. 1 1 . 1);
faites la droite EC égale à l’une ou à l’autre des

droites AC , CB , et menez les droites EA, EB;
par le point D conduisez la droite DF parallèle
à la droite EC (prop. 51 . I ) , et par le point F
conduisez la droite FG parallèle à la droite AB,

et menezla droite AF. A
Puisque la droite AC est égale à la droite

CE , l’angle EAC sera égal à l’angle AEC

(prop. 5:1 ) ; et puisque l’angle ACE est droit ,
les angles AEC , EAC seront égaux à un angle
droit (prop. Sa. 1); mais ces deux angles sont
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égaux entr’eux : donc chacun des angles AEC ,

EAC est la moitié d’un angle droit. Par la
même raison, chacun des angles CEB, EBC
est aussi la moitié d’un. angle droit : donc l’an-

gle total AEB est droit. Puisque l’angle GpEF
est la moitié d’un angle droit et que l’angle ’

EGF est droit, car il est égal à l’angle intérieur

et opposé EGB (prop. 29. I) , l’angle EFG
sera la moitié d’un angle droit : donc l’angle.

GEF est égal à l’angle EFG z donc le côté EG

est égal au côté GF (prop. 6. I). De plus, puis- -
que l’angle EBD est la moitié d’un angle. droit , ’

et que l’angle FDB’ est droit , car il est égal à

l’angle intérieur et opposé EGB , l’angle BFD

sera la moitié d’un angle droit : donc l’angle

FBD est égal à l’angle DFB : donc le côté DE

est égal au côté DB (prop. 6. I). Puisque la
droite AC est égale à la droite CE , le quarré

[de AC sera égal au quarré de CE :Idonc les
quarrés de AC, CE sont doubles du quarré

ide AC; mais’le’quarréde EA est égal aux

quarrés de AC, CE (prop. 47. 1), puis l’angle

ACE est droit : donc le quarré de EA est
double du quarré, de AC. De plus, puisque
EG est égal à Gert que le quarré de’EG est
égal au quarré de CF, les quarrés de EG, GF ’
seront deubles du quarré de CF; mais ile quarré» ’
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de EF est égal aux quarrés de EG, GF

I ( prop. 47. 1 ) : donc le quarré de EF est dou-
ble du quarré. de GF; mais la droitesGF est
égale à la droite CD (prop. 54. 1) : donc le
quarré EF est double du quarré de CD, mais
le quarré de AE est double du quarré de’AC:

donc les quarrés de AE , EF sont doubles des
quarrés de AC, CD, or le quarré de AF est
égal aux quarrés de AE , EF (prop. 47. I ),
puisque l’angle AEF est droit : donc le quarré

de AF est double des quarrés de. AC, CD;
mais les quarrés de AD , DF sont égaux au
quarré de AF (prop. 47. 1), car l’angle ADF
est droit: donc les quarrés de AD, DF sont
doubles des quarrés de AC, C D; or la droite
DF est égale à la droite DB : donc les quarrés

de AD , DE seront doubles des quarrés de AC, t

CD. k ’Donc si une droite est partagée en deux
parties égales et en deux parties inégales , les
quarrés des deux segmens inégaux sont doubles

du quarré de la moitié de cette droite et du
quarré de la droite interceptée entre les deux
points de section; ce qu’il falloit démontrer. ’
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[PROPOSITION X.

THÉORÈME.

Si une ligne droite est coupée en Jeux parties

égales, et unedroite , le quarré d’une droite com-
posée de la ligne droite entière et de la droite
ajoutée, et le quarré de la droite ajoutée, sont

doubles du quarré de la moitié de cette ligue
droite et duiquarré d’une droite composée de

la moitié de cette ligne droite et de la droite
ajoutée, comme ne faisant qu’une seule droite.

Que la droite AB (fig. 56) soit partagée en
deux parties égales au point C , et qu’on lui

ajoute directement une droite quelconque B D:
je dis que les quarrés de AD , DB sont doubles l
des quarrés de AC, CD. ’

Du point C conduisez la droite CE perpen-
diculaire sur AB (prop. I I . I ); faites la droite
CE égale à l’une ou à l’autre des droites AC ,

CB; menez les droites AE , EB; par le point
E conduisez la droite EF parallèle à la droite
AD, et par le point D conduisez la droite DF
parallèle à la droite CE. Puisque la droite EF
tombe sur les parallèlesEC, FD, les angles CEP,
EFD sont égaux à deux droits ( prOp. 29. 1) :»
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donc les angles FEB , EFD sont moindres que
deux angles droits; or deux droites se rencon-
trent quand elles sont prolongées à l’infini du

côté ou elles forment deux angles moindres que

deux droits (ax. Il) : donc les droites EB,
FD, prolongées du côté BD, se rencontreront.

Prolongez ces droites, et supposons qu’elles se
rencontrent au point G; menez la droite AG.

Puisque’la droite AC est égale à la droite
CE , l’angle AEC sera égal à l’angle EAC

prop. 5. r) ; or l’angle ACE est droit : donc
chacun des angles EAC, AEC est la moitié
d’un angle droit (prop. 52. I). Par la même
raison, chacun des angles CEB, EBC est la
moitié d’un angle droit : donc l’angle AEB est

droit. Puisque l’angle EBC est la moitié d’un

angle droit , l’angle DBG est aussi la moitié
d’un angle droit ( prop. r5. 1 Mais l’angle
BDG est droit (prop. 29. z ) , car il est égal à
l’angle alterne DCE : donc l’angle DGB est la
moitié d’un angle droit : donc l’angle DGB est

égal à l’angle DBG : doucie côté BD est égal

au côté GD (prop. 6. 1 De plus , puisque
l’angle EGF est la moitié d’un angle droit , et

que l’angle EFD est droit, car il est égal à l’an-

gle opposé ECD (prop. 54. r) , l’angle FEG
est la moitié d’un angle droit z donc l’angle

G
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EGF est égal à l’angle F EG : donc le côté GF

est égal au côté EF (prop. 6. I ); et comme la
droite EC est égale à la droite C’A , le quarré de

EC est égal au quarré de AC : donc les quarrés

de EC , CA sont doubles du quarré de CA. Or
le quarré de EA est égal aux quarrés de EG,

CA (prop. 47. 1) z donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus , puisque la
droite GF est égale à la droite EF, le quarré
de FG est égal au quarré’de FE: donc les
quarrés de FG , FE sont doubles du quarré de
EF; or le quarré de ’EG est égal aux quarrés

de GF, FE (prop. 47. 1) z donc le quarré de
EG est double du quarré de EF 5 mais la droite
EF est égale à la droite CD :’ donc le quarré

de EG est double du quarré de CD; mais on
a démontré que le quarré de EA est deuble du

quarré de AC: donc les quarrés de AE , EG
Sont doubles des quarrés de AC , C D; mais le
quarré de AG est égal aux quarrés de AE, EG

(prop.47.’ 1) :I donc le quarré de AG est double

des quarrés de AC , CD. Or’ les quarrés de AD,

DG sont égaux au quarré de AGI (prop.. 47. 1);

"donc les quarrés de AD , DG sont doubles des
quarrés de AC , CD; mais la droite D’G est
légale à la droite DE : donc les quarrés deAD,
ÆDB sont doubles des quarrés de AC , CD.
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Donc si une ligne droite est (partagée en deux

parties égales ,l et, sillon aïeule ’

une droite.quclcîanque, le quarré d’une droite

composée de la ligne droite entière et de la
droite ajoutée , et le quarré de la droite ajoutée,

sont doubles du quarré de la moitié de la ligne i
droite et-au quarré d’une droite composée de

la moitié de la ligne droite et de la droite
ajoutée comme ne faisant qu’une seule droite;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI.
PROBLÈME.

Partager une droite donnée de nmnière que le
rectangle compris sous la droite entière et l’un

de ses segmens , soit égal au quarré de l’autre

segment.

l Soit IAB (fia. 57) la droite’donnëe : il faute;

partager la droite AB de manière que le rec-
tangle compris sous la droite entière et l’un de
ses segmens , soit égal au quarré de l’autre seg-

ment. r -VSur la droite AB décrivez le quarré ABDC

(prop. 46. 1 )i, partagez la droite A-C en doux
parties égales en E ( prop; 1:0’. x ) , et menez la

droite BE ; ayant prolongé ensuite la droite C A

2
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vers F, faites la droite EF égale à la droite BE
(prop. 5. l ), décrivez sur AF le quarré FH,
et prolongez la droite GH vers K : je dis que
la droite AB est partagée en H de manière que.
le rectangle compris sous AB et BH est égaliau
quarré de AH.

Puisque la droite AC est coupée en deux
parties égales en E , si nous lui ajoutons directe-
ment la droite AF, le rectangle compris sous les .
droites CF , FA et le quarré de AE, pris ensem--
ble, seront égaux au quarré de EF (prop. 6. a);

mais la droite EF est égale à la droite EB :
donc le rectangle compris sous C F, F A et le
quarré de AE , pris ensemble , sont égaux au
quarré de EB; mais les quarrés de BA, AE
sont égaux au quarré de EB ( prop. 47. 1), car
l’angle BAE est droit; donc le rectangle com-
pris sous C F, FA avec le quarré de AE est égal

aux quarrés de BA, AE. Donc , si on retran-
che le quarré de AE est commun, le rec--
tangle compris sous CF, FA sera égal au quarré

de AB; mais le rectangle F K est compris sous
les droites CF, FA, puisque la droite AF est
égale à la droite FG, et le quarré de AB est
égal au quarré AD : donc le rectangle FK est
égal au quarré AD : donc , si l’on retranche le

rectangle commun AK , le quarré F H sera égal
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- au rectangle HD; mais le rectangle HI) est

compris sous les droites AB, BH, puisque AB
est égal à BD et que FH est le quarré de AH:

I donc le rectangle compris sous AB, BH sera
régal au quarré de AH.

Donc la droite AB est coupée au point-H , de
manière que le rectangle compris sous AB , BH
est égal au quarré de AH; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION x11.
THÉORÈME.

Dans les triangles obtus angles , le quarré du côté
opposé à l’angle obtus est égal aux.r quarrés des

Jeux côtés qui comprennent l’angle obtus, et

au double du rectanglecompn’s sans le côté de

i - l’angle obtus qui est prolongé jusqu’à la per-

pendiculaire abaissée du sommet de l’angle,

opposé et sans la droite interceptée entre la
perpendiculaire et le sommet de l’angle obtus.

Soit ABC (fig. 58) un triangle obtus angle
dont l’angle BAC est obtus; du point B con-
duisez une perpendiculaire BD sur le côté pro-
longé CA: je dis que le quarré de BC est égal

aux quarrés de BA, AC, et au double du rec-
tangle compris sous les droites CA , AD.

Puisque la droite C. D est coupée d’une man-

5
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nière quelconque au point A, le quarré de CD
sera égal aux quarrés de CA, AD, et au double ’

du rectangle compris sous les droites CA, AD
(prop. 4. 2): donc si on ajoute à ces quantités
égales le quarré de DB , les quarrés de C D , DE

seront égaux aux quarrés de CA, AD, DE , et
au dOuble du rectangle compris sous les droites
CA, AD; mais le quarré de CB est égal aux
quarrés de CD, DB (prop. 47. 1), car l’angle
CDB est droit , et lequarré de AB est égal aux

quarrés de AD., DB : donc le quarré de CB est
égal aux quarrés de CA, AB , et au double du

rectangle compris sous lesdroites CA, AD.
Donc dans les triangles obtus angles le quarré

du côté Opposé à l’angle obtus est égal aux

quarrés des deux côtés comprennent l’an-

gle obtus et au doubledu rectangle compris
sous le côté de l’angle obtus qui est prolongé

jusqu’à la perpendiculaire abaissée du sommet
de l’angle IOPPÔSÉ et sous la droite interCeptée

entre la perpendiculaire et le sommet de l’angle
obtus; ce qu’il falloit’démontrer.
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PROPOSITION X111.

THÉORÈME.

Dans les triangles acutangles, le quarré d’un côté

Opposé à un angle aigu est égal aux quarrés

des côtés qui comprennent cet angle aigu mon);

le double du rectangle compris sous le côté de

l’angle aigu sur lequel tombe la perpendicu-
laire abaissée du sommet de l’angle opposé et

sous la droite interceptée entre cet angle aigu

et la perpendiculaire.

Soit le triangle acutangle ABC ( fig. 59) dom
l’angle B est aigu; du point: A conduisez sur la

droite BC la perpendiculaire AD : je dis que
le quarré de AC égale les quarrés de C B, B’A ,

moins le double du rectangle compris sons les
droites CB, BD.

Puisque la droite CB est coupée d’une ma-
nière quelconque au point’D, leslquarrés de
C B , B D seront égaux au double du rectangle
compris sous les droites CB , BD, et au quarré
de DC (prop. 7. 2) : donc si nous ajoutons à
ces quantités égales le quarré de AD, les quarrés

de CB, BD, DA seront égaux au double du
rectangle compris sous les droites CB , BD , et
aux quarrés de AD, DC; mais le quarré de AB

4
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est égal aux quarrés de BD, DA (prop, 47. x),
car l’angle ADB est droit , et lequarré de AC

est égal aux quarrés de AD, DC : donc les
quarrés de CB , BA sont égaux au quarré de AC

et au rectangle compris sous les droites CB,
BD : donc le quarré de AC égale les quarrés

de CB , BA, moins le double du rectangle com-
pris sous CB, BD.

Donc dans les triangles acutangles le quarré
d’un côté opposé à un angle aigu est égal au

quarré des deux autres côtés qui compren-

nent l’angle moins le double durectan-
gle compris sous le côté de l’angle aigu sur

lequel tombe la perpendiculaire abaissée du
sommet de l’angle opposé et sous la droite in-

terceptée entre la perpendiculaire et cet angle
aux).

(i) Cette proposition est encore vraie, lors même
que l’angle A est droit ou obtus.
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PROPOSITION XIV.

raoantmz.
Construire un quarré égal à une. figure rectiligne

donnée.

Soit A (fig. 60) la figure rectiligne donnée :
il faut construire un quarré soit égal à cette

figure. ,Construisez un rectangle BD égal à la figure
rectiligne donnée A (prop.45. i). Si le côté BE
étoit égal au côté ED, on auroit déjà fait ce

qu’on proposoit,,car le quarré BD auroit été

construit égal à la figure rectiligne A. Si, au
contraire, l’un des côtésBE, ED est plus grand

. que l’autre, et si.le côté BE est le plus grand,

prolongez-le vers F, et faites EF égal à ED
(prop. 5. 1); ayant ensuite partagé la droite F B
en deux parties égales au point G, du point G
et avec un intervalle égal à l’une ou à l’autre

des droites’GB, GF, décrivez la demi-circon-
férence BHF (dem. 5 ) , prolongez DE jusqu’en

H, et menez la droite GH.
Puisque la droite BF est partagée en deux

parties égales au point G et en deux parties
inégales au point E , le rectangle compris sous
les droites BE, E F et le quarré de EG, seront
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égaux au quarré de GF ( prop. 5. a); mais la
droite GF est égale à la droite GH: donc le
rectangle compris sous les droites BE, EF et
le quarré de EG seront égaux au quarré de
GH; mais les quarrés de HE, GE sont égaux
au quarré de GH ( prop. 47. 1 ) : donc le rec-
tangle compris sous les droites BE, EFlet le
quarré de GE , pris ensemble , sont égaux aux
quarrés deJeHE ,IGE : donc , si nous retranchons
le qùarréucommun GE , le rectangle compris
sous les droites BE , E F sera égal au quarré de

EH; mais le rectangle compris sous les droites
BE, EF , est le parallélogramme BD , puisque
la droite EF est égale à la droite ED : donc le
parallélogramme BD est égal au quarré de HE;

or le parallélogramme BD est égal, par conso
truction , à la figure rectiligne A : donc la figure
rectiligne» A est égale. au quarré construit sur

la droite EH. - A ,«Donc le quarré construit sarcla droite EH
est égal à la figure rectiligne donnée A ;’ ce qu’il

falloit faire. .
FIN DU SECOND LIVRE.
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LIVRE 11.1.,

’DËFINITIONS.

1 . La s cercles égaux sont ceux dont les dia-
mètres sont égaux, ou ceux dont les droites
menées des centres aux circonférences sont
égales.

a. Une droite qui touchant le cercle et qui
étant prolongée ne le coupe point, est appelée

tangente du cercle.
5. Les cercles qui se touchant ne se cou-

pent point, sont appelés cercles tangens.
-4. Dans le cercle on dit que les droites sont

également éloignées du centre , lorsque les perà s

pendiculaires menées du centre sur ces droites
sont égales.

5. On dit qu’une droite est plus éloignée du

centre lorsque la perpendiculaire qui tombe sur
ellevest plus grande.

6. Un segment de. cercle est une figure qui
est comprise entre une droite. et la circonfé-

rence du cercle. a
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7. L’angle du segment est celui qui est com,-

pris par une droite et la circonférence du cercle.
8. Un angle est dans le segment, lorsque l’on

prend un point quelconque dans la circonfé-n
rence du segment, et que l’on conduit de ce
point deux lignes droites aux extrémités de la

droite qui est la base du segment; l’angle est
compris par les deux lignes droites qui ont été
menées d’un point de la circonférence.

g. Mais lorsque les droites comprennent
l’angle embrassent une portion de la circonfé-

rence, cet angle est dit appuyé sur la circon-
férence.

10. Un secteur de cercle est une figure com-
prise entre deux rayons qui font un angle au

h centre et la portion de la circonférence qu’em-

brassent ces deux rayons.
, 1 1 .i Les segmens des cercles sont semblables,

lorsqu’ils reçoivent des angles égaux ou lorsque

les angles qu’ils contiennent sont égaux entre
eux Ç 1).

(i) Une droite menée du centre à la circonférence
se. nomme rayon. Une droite menée d’un point de, la.

circonférence à une autre se nomme corde. On nomme
arc une portion dola circonférence. l
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PROPOSITION PREMIÈRE.

p n o n L à m z.

Trouver le centre d’un cercle donné.

Soit ABC (fig. 61 ) le cercle donné : il faut
trouver le centre du- cercle ABC.

Conduisez dans le cercle une droite quel-
conque AB , partagez-la en deux parties égales
au point D (prop. 10. 1); du point D élevez une
perpendiculaire DC sur AB (prop. 1 I . I ) , pro-
longez la drOite D C jusqu’en E , et partagez C E

en deux parties égales au point F : je dis que le
point F est le centre du cercle ABC.

Car supposons que le point F ne le soit pas,
et que ce soit le point G, si cela est possible.
Conduisez les droites’GA, G D, G B. Puisque
la droite AD est égale à la droite DB et que la
droite DG est commune , les deux droites AD,
DG seront égales aux deux droites DE, DG,
chacune à chacune; mais la base GA est égale

à la base GB, puisque ce sont deux droites
menées du centre à la circonférence (défi I 5. I):

donc l’angle ADG est égal à l’angle G DE

(prop. 8. I )-, mais lorsqu’une droite tombant
sur une autre droite fait avec elle les angles de
suite égaux, chacun- de ces angles égaux est
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droit (défi 10. I ) : donc l’angle GDB est droit;
mais l’angle FDB est droit aussi : donc. l’angle

FDB est égal à l’angle CDB; c’est-à-dire que

le plus grand est égal au plus petit , ce qui est
impossible : donc le point G n’est pas le centre

du cercle ABC. On démontrera de la même
’m-anière que tout autre point, excepté le point

AF, n’est pas le centre du cercle. I
Donc le point F est le centre du cercle.

COROLLAIRE. i
De la il suit évidemment que si dans un cer-

cle une droite en coupe une autre en deux
parties égales en faisant avec elle deux angles
droits, le centre du cercle est placé dans la
droite sécante.

PROPOSITION Il.
THÉORÈME. I

Si l’on prend deux points quelconques dans la
circonférence d’un cercle, la droite. qui joint ces

. deux points tombera dans le.cercle.

Soit le cercle AB C ( fig. 62) ; qu’on prenne
deux points quelconques A, B, dans la circon-
férence de ce cercle: je dis que la drOite qui!
est menée du point A au point B , tombe dans
le cercle.
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Si cette droite ne tombe pas dans le cercle,

supposons , s’il est possible , qu’elle tombe en

dehors, en AFB par exemple; cherchez le cen-
tre du cercle ABC (prop. 1 . 5) , supposons que
D soit ce centre ; menez les rayons AD , DE ,
et prolongez DF jusqu’en E.

Puisque la droite DA est égale à la droite DB,
l’angle DAÉ sera égal à l’angle DBE (prop. 5. 1) ;

et puisque l’on a prolongé un côté AEB du

triangle DAE ,’l’angle DEB sera plus grand que

l’angle DAE (prop. 16. l ); mais l’angle DAE
est égal à l’angle DBE z donc l’angle DEB est plus

grand que l’angle DBE; mais le plus grand côté

est opposé à un plus grand angle ( prop. 18. l ) :

donc la droite DB est plus grande que la droite
DE; mais la droite DF est égale à la droite DE:

donc la droite DF est plus grande que la droite
DE; c’est-à-«lire que la plus petite surpasse la

plus grande , ce qui est impossible : donc la droite
menée du point A au point B ne tombe pas hors
du cercle. Nous démontrerons de la même ma-
nière qu’elle ne tombe pas dans la circonfé-

v rence : donc elle tombe en-dedans du cercle;
Donc si l’on prend deux points quelconques

de la circonférence , la droite qui joint ces
deux points tombe en-dedans du cercle; ce
qu’il falloit démontrer,
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PROPOSITION III.

THÉORÈME.

Si dans un cercle une droite qui passe par le centre
coupe en deux parties égales une droite qui ne

passe pas par le centre, la première droite cou-
pera la seconde à angles droits; et si, la pre-
mière coupe la seconde à angles droits, elle la
coupera en deux partiesjégales.

Soit le cercle ABC 65); supposons que
la droite C D menée dans le cercle par le centre

coupe la droite AB, ne passe pas par le
centre, en deux parties égales au point F: je
dis que la première droite coupe la seconde à
angles droits.

Cherchez le centre du cercle ABC (prOp. 1 . 5);

supposons que son centre soit le point E , con-
duisez les droites EA, EB.

Puisque la droite AF est égale à la droite
FB et que la droite F E est commune , les deux
droites AF, FF sont égales aux deux droites
FB , FE; mais la base EA est égale à la hase
EB : donc l’angle AF E sera égal à l’angle BFE

(prop. 8. 1); mais lorsqu’une droite tombant
sur-une «autre droite fait les angles de suite
égaux entr’eux , chacun de ces angles est droit:
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donc chacun des angles AFE , BFE est droit:
donc la droite CD , menée par le centre et cou-
pant en deux parties égales la droite AB ne
passe pas par le centre , coupe la droite AB à
angles droits.

Si la droite C D coupe la droite AB à angles
droits , je dis qu’elle la coupe aussi en deux
parties égales , c’est-à-dire que la droite AF est

égale à la droite F B.

Faites la même construction ; puisque la
droite EA est égale à la droite EB , l’angle
EAF sera égal à l’angle EBF(prop’.5. i);
mais l’angle droit AFE est égal à l’angle droit

BFE z donc les deux triangles EAF, EBF
auront deux angles égaux à deux angles , chacun
à chacun, et un côté égal a. un côté; c’est-Mire

un côté commun qui est opposé à un des angles

égaux : doue ces’deux triangles auront les autres

côtés égaux aux autres côtés (prop. 26. 1) :

donc la droite AF est égale à la droite BF.
Donc si dans un cercle une droite qui passe

par le centre coupe en deux parties égales une

autre droite qui ne passe pas par le centre,
la première coupera la seconde à angles droits;

et si la première coupe "la seconde à angles
droits , elle la ’coupera en deux parties égales;

ce qu’il falloit démontrer. t ’ ’
H
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PROPOSITION ’I’V.’

r H a o a È M z.

Si dans un cercle deux droites qui ne passent
point par le centre se coupent, elles ne se cou-

r peront point en deux parties égales.

» Soit le cercle ABCD (fig. 64) , et supposons
que les deux droites AC , BD, qui ne sont point
conduites parle centre , se coupent mutuelle-
ment au point E z je dis qu’elles ne se coupent

point en deux parties égales; l l l I
Ï Supposons; s’il est possible , qu’elles se cou-

peut en deux parties égales , de manière que AE
soit égal à: EC et BE égal (à ’ED : prenez le

centre du cercle A’BCD , et supposons que sen
centre soit le point F ; menez FE. i ’

Puisque la droite FE, Conduite par le centre,
coupe en deuxlpa’rties égales la droite AC qui
n’est, point conduite par le centre) lapremière

coupera la seconde à angles droits (prop.5.’ 5) :
dOnc l’angle FEA est droit. De plus , puisque
la droite FE coupe en deux parties égales la
droite B D qui n’est pas conduite par le centre,
la première coupera’la SeCOnde à angles droits:

donc’l’angle FEB est droit. Mais On a démon-

tré que l’angle FEA estdroit aussi à donc 1’ au;
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gle FEA est égal à l’angle FEB’; c’est-adire

que le plus; petit est égal au plus grand , ce qui
est impossible .: donc les droites AC , BD ne
se Coupent point en deux parties égales.

. Donc si dans un cercle deux droites qui ne .
sont point conduites par le centre se coupent
mutuellement, elles ne se couperont point en
deux parties égales; ce qu’il falloit démontrer.

pnOPO’SITION v.

THÉORÈME-:0

Si deuxcercles se coupeutlmutuellement, ils

’ AIl auront le mente L’entre-
J r

. Â Que les deux cercles ABC ,7 C DG ( fig..65)
se coupent mutuellement aux deux points B , C z
je dis qu’ ils n’auront pas le mêmecentrer 1’

Suppœoîns; s’il est possible; qu’ils aient’le

même centre et ,qUe ce centre saillie pointE;
après avoir cOnduit la droite EC ,.conduiaez la
droite EFG d’une.tnanière, quelconque; . î

, I Puisque le point E est le centre du cercle
ABG. la,droite,EC sera égale à la ,droiteEF
(défi I5. I ).. [De plus , puisquele. peintvE est
le centre ducercle C DG, la droite EC sera
égale à la droite En, mais Quadémonué que

ladroite FJC est égale à la droite EF .1 donc la
a
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droite EF est égale à la droite EG, c’est-à-dire

que la plus petite est égale à la plus grande ,
ce qui est impossible. Donc le point E n’est
pas le centre des cercles ABC , CDG.

Donc si deux cercles se coupent mutuelle-
ment , ils n’auront pas le même centre; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION VI.
THÉORÈME.

Si deux cercles se touchent imérieuremzt, ils
n’auront pas le même centre.

Que les deux cercles ABC , CDE (fig.66)
se tanchent. intérieurement au point C : je dis
qu’ils n’auront pas le même centre.

Supposons que cela se puisse etque leur centre
soit le point F; après avoir conduit la droite
FC, conduisez d’une manière quelconque la
droite FEB.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC, la droite FC est égale à la droite FB.
De plus , puisque le point F est le centre du
cercle CBE , la droite FC est égale à la droite
FE. Maison a démOntré que la droite FC est
égale à la droite FB : donc la droite FE est
égale à la droite FB; c’est-à-dire que la plus
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petite est égale à la plus grande, ce est
impossible : donc le point F n’est point le centre

» des cercles ABC , CBE.
Donc si deux cercles se touchent intérieure-

ment 5 ils n’auront pas le même centre; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION V11.
THÉORÈME.

Si dans le diamètre d’un cercle on prend un point

quelconque qui ne soit pas le centre de ce cer-
cle, et si de cepoînt on conduit des droites à
la circonférence, la plus grande sera celle
passera par le centre, et la plus petite sera le
reste du diamètre; quant aux autres droites,
celle qui sera plus proche de celle qui passe par
le centre sera plus grande que une qui en est
plus éloignée; et enfin du même point on ne peut

conduire de part et d’autre de la plus petite que
deux droites qui soient égales.

Soit le cercle ABCD (fig.67) , que AI) soit
son diamètre , prenez. un point quelconque F
ne soit pas le centre de ce cercle , que le centre
du cercle soit le point E; du point F condui-
sez à la circonférence ABCD les droites FB,

FG, FG : je dis que la droite FA est la plus
5
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grande , que la droite FD est la plus petite; et
que parmi les autres là droite FB est plus grande

que la droite FC , et que la droite FC est plus
grandeique la droite FG.

Conduisaz les droitesiBE, CE , GEL
Puisque deux côtés d’un triangle sont plus

grands que le côté restant ( pr0p. 21. 1) , les

droites EB , EF seront plus grandes que la
droite BF; mais la droite AE est égale à la
droite BE : donc les droites BE , EF sont égales
à la droite iAF : donc la droite AF est plus
grande que la droite BE. De plus ,ylpuisque la
droite BE est égale à la droite CE et. que la
droite EF est commune, les deux droites BE,
ÈF sont égales aux deux droites CEÎ7 EF ; mais

l’angle BEF est plus grand que l’angle CEF:

donc la base BF est plus grande que la.base C F
( prof); 24. I ) ; par la même raison la base CF
est plus grande que la base FG.
i De plus, puisquelles droites GF, FE sont

plus grandes que la droite EG , et que la droite
ÈG est égale àla droite El), les droites GF, FE

seront plus grandesique la droite ED : donc si
ou retranche la droite commune EF, la droite
"restante CF sera plus grande que la droite res-
.tantesFD : donc la droite FA est laplus grande ,
et la droite Fi) la plus’petite : donc la droite FB
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est plus grande que la droite FC, et la droite FC
plus grande que la droite F G.

Je dis aussi que du point F, on ne peut con-
duire à la circonférence ABCD, de part et d’autre

de la plus petite FD , que deux droites égales;
car sur la droite EF et ail-point donné E pris
sur cette droite construisez l’angle FEH égal
à l’angle GEF (prop. 25. I ) , et conduisez la
droite FH. Puisque la droite GE est égale à la
droite EH et que la droite EF est commune ,
les deux droites G E , EF sont égales aux deux
droites HE, EF; mais l’angle GEF est égal à
l’angle HEP par construction : donc la base
FG sera égale à la base FH (prop. 4. I ) a: je dis

que du point F on ne peut conduire une autre
droite égale à F G. Car supposons que cela se
puisse , et que ce soit la droite F K; puisque la
droite FK est égale à FG, et que FH est aussi
égale à FG , la droite FH sera égale à la droite

FK , c’est-à-dire que la droite qui est plus près

de celle qui passe par le centre est égale à celle
qui en est plus éloignée ; ce qui ne peut être.

AUTREMENT.
Conduisez la droite EK; puisque la droite

GE est égale à la droite EK, que la droite FE
est commune , et que la base GF est égale à la

4 .
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base F K , l’angle GEF sera égal à l’angle KEF

( prop. 8. 1); mais l’angle GEF est aussi égal à
l’angle HEF : donc l’angle HEF sera égal à

l’angle KEF , c’est-à-dire que le plus petit est

égal au plus. grand; ce est impossible: donc
par le point F on ne peut pas conduire à la cir-
conférence une autre droite qui soit égale à GF z

donc on n’en peut conduire qu’une seule.

Donc si dans le diamètre d’un cercle on prend

un point quelconque ne. soit pas le centre
de ce cercle , et si de ce point on conduit des
droites à la circonférence , la plus grande sera

celle qui passe par le centre, et la plus petite
sera le reste du diamètre; quant aux autres
droites , celle sera plus proche de celle qui
passe par le centre sera plus grande que celle
qui en est plus éloignée; et enfin du même
point on ne peut conduire de part et d’autre
de la plus petite que deux droites qui soient
égales; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION V111.

THÉORÈME.

Si l’on prend un point quelconque hors d’un cer-

cle, et si de ce point on conduit à ce cercle plu-
sieurs droites dont l’une passe par le centre et
dont les autres passent par-tout où l’on voudra ;

parmi les droites qui vont à la circonférence

concave, la plus grande est celle qui passe par
. le centre,- celle qui est plus près de celle qui
passe par le centre est plus grande que celle
qui s’en éloigne davantage; mais parmi les
droites qui vont à la circonférence convexe ,

la plus petite est celle qui est comprise entre le
point pris hors du cercle et le diamètre; et celle
qui est plus près de la plus petite est plus courte
que celle qui s’en éloigne davantage ; enfin de

ce point on ne peut mener à la circonférence
et de part et d’autre de la plus petite que deux
droites qui soient égales.

Soit le cercle ABC (fig. 68) , et hors de ce
cercle soit pris un point quelconque D; de ce
point menez à ce cercle les droites DA, DE, DF,

DC , et supposons que DA passe par le centre:
je dis que de toutes les droites qui vont à la cir-
conférence concave AEF C , la droite DA, qui
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passe par le centre, est la plus grande, et que
celle qui est plus près de celle qui passe par le
centre est plus grande que celle. qui s’en éloigne

davantage , c’est-à-dire que la droite DE est plus

grande que la droite DF , et la droite DF plus i
grande que la droite DC ; mais parmi les droites
qui vont à la circonférence convexe HLKG,

celle qui est comprise entre le point D et le
diamètre AG est la plus petite , et celle qui
est plus près de la plus petite est toujours plus
courte que celle qui s’en éloigne davantage;
c’est-à-dire que la droite DK est plus courte
que la droite DL , et la droite DL plus courte
que la droite DH.

Cherchez le centre du cercle ABC (prop. I . 5),
supposons que M soit ce centre; conduisez les
droites ME, MF, MC, MK, ML, MH.

Puisque la droite AM est égale à la droite
EM , si nous leur ajoutons une droite com-
mune M’D , la droite AD sera égaleiaux droites

E M , MD; mais les droites E M, MD sont plus
grandes que la droite ED (prop. 20. 1) : donc
la droite AD est plus grande que la droite ED.
De plus , puisque la droite ME est égale à la
droite M F, et que la droite MI) est commune ,
les droites EM , Ml) seront égales aux droites

’MF , MD; mais l’angle EMD est plus grand
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que l’angle FMD :idonc là base ED sera plus
grande que la base FD (prop. 24. 1). Nous dé-
montrerons de la même manière que la droite
F D est plus guinde que la droite CD : donc la
droite DA est la plus grande , la droite DE est
plus grande que la droite DF , et la droite DF
plus grande que la droite C D.

, De plus, puisque les droites MK, KD sont
plus grandes que la droite MD (propl 20. 1),
et que la droite MG est égale à la droite MK,
la droite restante KD sera plus grande que la
droite restante G D à donc la droite G D est plus
petite que la droite KD : donc elle est la plus
petite. Si des extrémités du côté MD du trian-

gle MLD on conduit intérieurement les droites

MK, KD, les droites M K, KD seront plus
petites que les droites ML, LD (prop. 21 . 1);
mais la droite MK est égale à la droite ML :
donc la droite restante DK est plus petite que
la droite restante DL. Nous démontrerons de
la même manière que la droite DL est plus
petite que la droite DH’: donc la droite DG
est la plus petite, et la droite DK est plus petite
que la droite DL , et la droite DL plus petite
que la droite DH. .1

v Je dis encore que du point D on ne peut con-
i duire au cercle, de part et d’autre de la plus



                                                                     

124 É L É M E N s
petite , que deux droites égales. Construisez sur
la droite MD , et au point donné M , un angle
DMB égal à l’angle KMD, et conduisez DB. -

Puisque la droite M K est égale à la droite ME

et que la droite MD est commune, les deux
droites KM , MD sont égales aux deux droites
BM , MD , chacune à chacune ; mais l’angle
EMD est égal à l’angle BMD : donc la base DE.

est égale à la base DE (prop. I) : je dis qu’il

est impossible de conduire du point D au cer-
cle ABC une autre droite soit égale à la
droite DK. Supposons que cela se puisse et
que cette droite soit DN; puisque la droite DK
est égale à la droite DN et la droite DE égale
aussi à la droite DK , la droite DB sera égale à la

droite DN , c’est-adire que la droite est plus
près de la plus petite est égale à la droite
s’en éloigne davantage; ce qui a été démontré

impossible.

AUTREMENû’.

Conduisez la droite MN ; puisque la droite
KM est égale à la droite MN , que la droite MD
est commune et que la base DE. est égale à la
base DN , l’angle KM D sera égal à l’angle DMN

( prop. 8. 1 ); mais l’angle KMD est égal à l’an-

gle BMD : donc l’angle BMD est égal à l’angle
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V BND, c’est-à-dire que le plus petit est égal au

plus grand, ce est impossible : donc il est
impossible de conduire du point D au cercle
ABC, et de part et d’autre de la plus petite
droite GD , plus de deux droites égales.

Donc si l’on prend un point quelconque hors
d’un cercle , et si de ce point on conduit à ce
cercle plusieurs droites dont l’une passe par le

centre et dont les autres passent par-tout ou
l’on voudra; parmi les droites qui vont à la cir-

conférence concave , la plus grande est celle
* qui passe par le centre; celle est plus près

de celle qui passe par le centre est plus grande
que celle qui s’en éloigne davantage ; mais
parmi les droites qui Vont à la circonférence
convexe , la plus petite est celle qui est com-
prise entre le point pris hors du cercle et le
diamètre; et ceHe qui est plus près de la plus
petite est plus courte que celle s’en éloigne
davantage; enfin de ce point on ne peut mener
à la circonférence, et de part et d’autre de la

plus petite, que deux droites soient égales;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION I.X. t

. T H 1’: o n È M la.

Si dans un cercle l’on prend un point quelconque ,

et si parmi les droites menées de ce point à Id
circonférence il y en a plus de Jeux qui soient
égales cntr’elles , ce point serti le centre ’du.

cercle. V V t i V ’ ’
.. Soit le cercle ABC ( fig.69), que dans ce
cercle l’onprenne le point ID et qu’il y ait plus

de deux droites égales .cntr’elles qui aillent;
ce point à la circonférence , c’est-à-dire les

droites DA , .DB , DC : je, dis que point D est

lecentre ducercle ABC. , î MU
Conduisez lesdroites AB,, BC., et partagez;

les en deux parties égales aux points XE , I”
(prop. Io. 1 )l; conduisez les droites ED, DF,
que vous prolongerez vers les, points G, K, H, L.
a Puisque la droite AE est égale àqla droite EB.,

et que la droite ED est commune, les deux
droites AE , E Dseront égales aux deux droites
BE , ED; mais la base DA-estégale à la base
DB z donc l’angle AED est égal à l’angle BED

(prop. 8. I ) , et par conséquent chacun. des I
angles AED , BED est droit : donc la droite
GK, qui coupe la droite AB en deux parties
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égales ,Vla coupe aussi à angles droits; mais lors-

que dans un cercle une-droite coupe une autre
droite en deux parties égales et à angles droits ,

le centre du cercle est placé dans la droite
sécante (cor. I . 5) : donc le centre du cercle
ABC sera dans la droite GK; par la même
raison le centre du cercle ABC sera placé dans
la droite HL; mais les droites GK , HL n’ont
qu’un seul point commun qui est le point D z
donc le point D est le centre du cercle ABC.

Donc si dans un cercle on prend un point
quelconque , et si parmi les droites menées de
ce point à la circonférence il y en a plus de
deux qui soient égales entr’elles , ce point sera

le centre du cercle. i

AUTREMENT.
Dans le cercle. ABC (fig. 70) soit pris un

point quelconque D , et que parmi les droites
menées du point D à la circonférence ABC il
y en ait plus de deux qui soient égales entre
elles,’c’est-à-dire les droites DA,’DB, DC : je

dis que le point D est le centre du cercle A B C.
Supposons , s’il est possible , que le point D

ne soit pas le centre du cercle ABC, et suppo-
sons que le centre de ce cercle soit le point E,
conduisez la droite DE et prolongez-la vers F, G.
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La droite FG sera un diamètre du cercle AB C,
Si l’on prend dans le diamètre FG du cercle
ABC un point D qui ne» soit pas le centre de
ce cercle , la droite DG sera la plus grande de
toutes, et la droite DG sera plus grande que la
droite DB , et la droite DE plus grande que la
droite DA ( prop. 7. 5) ; mais ces droites sont
égales, ce qui ne peut être : donc le point E
n’est pas le centre du cercle ABC. Nous dé-
montrerons de la même manière qu’il n’y a pas

d’autre point , excepté le point D , qui soit le

centre du Cercle ADC : donc le point D est le
centre du cercle ABC.

PROPOSITION X.
THÉORÈME.

Une circonférence de cercle ne peut couper la
circonférence d’un autre cercle qu’en deux

points.

Supposonsque cela puisse arriver, et que la
circonférence du cercle ABC (fig. 7 I) coupe la

circonférence du cercle DEF en plus de deux
points : savoir , aux points B , G, H; conduisez
les droites BG, BH, et partagez-les en deux
parties égales aux points K , L; par les points
K, L, conduisez les droites KG , LM perpen-
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diculaires’ sur B G , B H , et prolongez-les vers

les points A , E. i
Puisque dans le cercle ABC, la droite AC

coupe la droite BH en deux parties égales et à
angles droits , le centre du cercle ABC sera placé
dans la droite AC (corol. I . 5). De plus , puis-
que dans le même cercle ABC. la droite NO
coupe la droite BG en deux parties égales et à

angles droits, le centre du cercle ABC sera
placé dans la droite NO. On a démontré que

le centre est placé dans la droite AC , et les
. deux droites AC , NO ne se rencontrent qu’au
seulipoint O : donc le point Oiest le centre du
cercle ABC. Nous démontrerons de la même
manière-que le point O est: le centre du cercle

DEF : donc les deux cercles ABC, DEF,
se coupent mutuellement , auront le même
centre O; ce qui est impossible ( prop. 5. 5

Donc la circonférence’d’un cercle ne peut

pas couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux points ;’ ce qu’il falloit dé-

montrer. . il " I i i
A u rat: M a Nr’r.

Car que la circonférence du A cercle ABC
7a) coupe la circonférence du cercle D E F
en plus de deux points, savoir , aux points B ,

I
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G, F; prenez le centre du cercle ABD, et que
son centre soit le point K; menez les droites
EF, KG, KB.

Puisque dans le cercle DEF on a pris un
point K, et que parmi les droites qui vont de

. ce point à la circonférence DEF ily en a plus
de deux qui sont égales entr’elles , savoir ,

des droites KB, KF, KG, le point K sera le
Lcentre du. cercle DEF (prop.9. 5); mais le
pointK est le centre du cercle ABC : donc ces

, deux circonférences , qui se coupent , auront le
. même centre ; ce est impossible (prop.5.. 5).

Donc une circonférence de cercle ne peut
pas couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux points; ce qu’il falloit (lé-

montrer. , ’ . .
PROPOSITION XI.’

THÉORÈME.

Si deux circonférences de cercle se touchent inté-

i rieurement, et si on prend leurs centres la
droite qui joindra leurs centres ira au point
de contact si elle est prolongée.

Que les deux cercles ABC», ADE ( fig. 75)
se touchent intérieurement. au point A ; qu’on

prenne leurs centres, que le point F soit le V
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centre du cercle ABC , et que le point G soit
le centre du cercle ABE: je dis que la droite
menée du point G en point F ira au point" de
Contact A, si elle. est prolongée. r I " ’

Supposons , s’il est possible , que cette droite
étant prolongée n’aille pas au point de contact

et qu’elle ait la position F GDH; menez les ’
droites A’F; ArG. r t ’ - ’ l ’

Puisque les droites AG, CF sont plus grandes
que la droite FA (prop. 20. I ) , c’est-à-dire que

la droite FH, car la droite FAest égaler à la
droiterFH 5 phisqu’elles partent du même centre:

donc si oniôte la droite commune FG, la droite
AG sera plus grande que la droite G H; maistla
droite AG est égale-là l’aïdroite GD : donc la

droite GD est plus grande que la droite GH;
c’est-à-direique -la’1plu’s petite surpasse la plus

grande; ce qui est impossible : donc: la droite I
menée du point F au point GÎne peut pas passer

autre part qu’au point de contact A : donc elle I
passe au point de contact.

Donc si deux cercles se touchent intérieur,-
rement , la droite qui joint leurs centrespasserà
par le point de contact, si elle est prolongée;
ce qu’il falloit démontrer. l
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AUTREMENT;
; Supposons que la droite menée du point G

au point F ait la position GFC et qu’elle soit
prolongée directement vers le point H , et qu’on

mènevles droites AG, AF.
Puisque les droites AG, G F sont plus grandes

que la droite AF, et que la droite AF est égale
à la droite CF , ou bien à la droite FH, si l’on

retranche la droite commune FG , la droite
restante AG seraiplus grànde que la droite res-Ï-
tante GH; mais AG est égale à GD : donc: la
droite GD est plus grande que la droite GH ,
ciest-à-dire que la plus petite surpasse la plus
grande; ce qui est impossible. Si le centre du
grand cercle :est horst du petit cercle, nous
démontrerons de même qu’il s’en suit, une
absurdité,

PROPOSITION KIL
THÉORÈME.

Si deux circOnférences de cercle se touchent exté-

n I - ricanement , la droite qui joindra les deux
centres passera par le point de contact.

Que les circonférences des deux cercles ABC,

ADE (fig. 74) se touchent extérieurement au
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point A; qu’on prenne leurs centres, que le
centre du cercle ABC soit le point F, et que
le centre du cercle ADE soit le point G : je
dis que la droite qui est conduite du point F
au point G passe par le point de contact.

Supposons, s’il est possible , que le contraire

arrive, et que cette droite ait la position F CDG;
conduisez les droites AF, AG.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC , la droite FA sera égale à la droite FC.
De plus, puisque le point G est le centre du
cercle ADE , la droite AG sera égale à la droite
GD; mais on a démontré que la droite FA est
égale à la droite FC : donc les droites FA, AG
sont égales aux droites FC , DG .- donc la droite

totale FG est plus grande que les droites FA ,
AC; mais, au contraire , elle est plus petite
( prop. 20. 1 ), ce qui est impossible : donc la
droite menée du point F au point G ne peut
pas passer autre part qu’au point de contact:
donc il faut nécessairement qu’elle passe au

point de contact. V
Donc si deux circonférences de cercles se

touchent extérieurement, la droite qui joindra
leurs centres passera par le point de contact ,
ce qu’il falloit démontrer. v
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PROPOSITION XIIII.

THÉORÈME.

Une circonférence de cercle ne peut pas toucher
une autre circonférence de cercle en plus d’un

point, soit qu’elle la touche intérieurement, soit ’

qu’elle la touche extérieurement.

Car si cela est possible , supposons d’abord
que la circonférence du cercle AB DG ( fig. 75)
touche intérieurement la circonférence du cer-
cle EBF D en plusieurs points , savoir aux points

B, D.
Cherchez les centres des cercles ABDC ,

EBFD; que le point G soit le- centre du pre-
mier et le point H le centre du second.

La droite qui est conduite du point G au
point H passera par les points B, D-( prop. I i . 5) .
Qu’elle ait la position B GH D; puisque le point

G est le centre du cercle ABDC , la droite BG
est égale à la droite GD : donc la droite BG
est plus grande que la droite HD, et la droite t
EH beaucoup plus grande-que la droite HD.
De plus , puisque le point H est le centre du
cercle EBF D, la droite BH est égale à la droite
HD; mais on a démontré qu’elle est beaucoup

plus grande , ce est impossible : donc une
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circonférence de cercle ne muche point inté-
rieurement une autre circonférence de cercle
en plus d’un point.

Je dis encore qu’il est impossible qu’une cir-

conférence de cercle touche extérieurement
une autre circonférence de cercle en plus d’un

point; car si cela étoit possible , il faudroit que
la circonférence du cercle AC K touchât exté-

rieurement" la circonférence du cercle ABDC
en plus d’un point , aux points A , C ,.par exem-

ple; conduisez la droite AC. ,
Puisque dans la circonférence des cercles

ABDC , AC K on a pris deux points quelconques
A, C , la droite joint ces deux points tom-
bera intérieurement dans l’une et l’autre des

deux circonférences (prop.2. 5); mais la droite
qui tombe dans le cercle ABDC tombera hors
du cercle AC K (défi 5. 5 ) , ce est absurde :

. donc une circonférence de cercle ne touche
point extérieurement une autre circonférence
de cercle en plus d’un point. On a démontré

qu’une circonférence ne touche point inté-

rieurement une autre circonférence en, plus
de deux points.

Donc une circonférence de cercle netouche.
point une autre circonférence de cercle en plus
d’un point , soit qu’elle la touche intérieure-

’ 4
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. , , . .1ment, sont quelle la touche exterieurement;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XIV.
THÉORÈME.

Dans une circonférence de cercle les droites égales

sont également éloignées du centre, et celles qui

sont également éloignées du centre sont égales.

Soit le cercle ABDC (fig. 76) et que les
droites AB, CD, prises dans sa circonférence,
soient égales : je dis que ces deux droites sont
également éloignées du centre.

Cherchez le centre du cercle ABDC , et que
ce centre soit le point E; de ce point conduisez
les droites EF, EG perpendiculaires sur les
droites AB , C D , et menez les droites AE , EC.

Puisque la droite EF, menée par le centre, t
coupe à angles droits la droite AB , qui n’est pas ’

menée par le centre, elle la. coupe en deux
parties égales (prop. 5. 5) : donc la droite AF
est égale à la droite FB , et par conséquent la

droite AB est double de la droite AF. Par la
même raison la droite CD est double de la
droite CG; mais la droite AB est égale à la
droite CD : donc la droite AF est égale à la
droite CG : et puisque la droite AE est égale
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à la droite EG, le quarré de la droite AE est .
égal au quarré de la droite EC; mais les quarrés

des droites AF, FE. sont égaux au quarré de la

droite AE (prop. 47. I) ; car l’angle AFE est
droit; et les quarrés. des droites EG, GC sont
égaux au quarré de la droite EC , puisque l’an--

gle CGE est droit: donc les quarrés des droites
AF, F E sont égaux aux quarrés des droites
CG, GE; mais le quarré de la droite AF est
égal au quarré de la droite CG, puisque la
droite AF est égale à la droite CG: donc le
quarré restant de la droite F E est égal au
quarré restant de la droite EG : donc la drOite .
FE est égale à la droite EG; mais dans un. cer-
cle les droites sont dites également éloignées

du centre lorsque les perpendiculaires menées
du centre sur ces lignes sont égales ( déf. 5):
donc les droites AB , CD sont également éloi-
gnées du centre.

Supposons actuellement que les droites AB ,
C D soient également éloignées du centre; c’est-

à-dire , supposons que la droite FE soit égale
à la droite EG : je dis que la droite AB est
égale à la droite C D. I

Avec les mêmes constructions nous démon--

trerons également que la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et que la droite CD est
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double aussi de la droite CG. Puisque la droite
AE est égale à la droite EC , le quarré de la droite

AE sera égal au quarré de la droite EC; mais
les quarrés des droites , FG sont égaux au
quarré de la droite de AE (prop. 47. 1), et les
quarrés des droites EG, GC égaux au quarré
de la droite EC : donc les quarrés des droites
EF, FA sont égaux aux quarrés des droites
EGI7 GC; mais le quarré de la droite. EG est
égal au quarré de la droite EF, car la droite
EG est égale à la droite EF z donc le quarré
restant de la droite AF est égal au quarré res-

tant de la droite CG : donc la droite AF est
égale à la droite CG; mais la droite AB est dou-

ble de la droite AF, et la droite C D double de
la droite CG : donc la droite AB sera égale à
la droite CD.

Donc dans une. circonférence de cercle les
droites égales sont également distantes du cen-

tre , et les droites également distantes du Centre
sont égales; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XV.
THÉORÈME.

I

Dans une circonférence de cercle le diamètre est

i la plus grande de toutes les droites, et la droite
qui est plus près du centre est plus grande que
celle qui en est plus éloignée.

Soit le cercle ABCD 77 ) dont le dia-
mètre est la droite AD et dont le centre est le
point E; que la droite- BC soit plus près du
centre E que la droite FG : je dis que la droite
AD est la plus grande de toutes, et que la droite l
BC est plus grande que la droite F G.

Conduisez du centre les droites EH, EK
perpendiculaires sur BC , FG. Puisque la droite
BC est plus près du centre que la droite FG,
la droite EK sera plus grande que la droite EH
(défi 5. 5) ; faites la droite EL égale à la droite

EH , et par le point L. conduisez la droite LM
perpendiculaire sur EK , prolongez la droite
LM vers le point N, et menez les droites EM ,
EN,EF,EG.

Puisque la droite EL est égale à la droite
EH, la droite MN sera égale à la droite BC
(prop. I4. 5). De plus, puisque la droite AE
est égale à la droite EM et la droite ED égale
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à la droite EN, la droite AD sera égale aux
droites ME, EN; mais les droites ME, EN
sont plus grandes que la droite MN : donc la
droite AD est plus grande que la droite MN ;
mais la droite MN est égale à la droite BC :
donc la droite AD est plus grande que la droite
BC; et puisque les deux droites ME, EN sont
égales aux deux droites FE, EG, et que l’an-

gle MEN est plus grand que. l’angle FEG, la
base MN sera plus grande que la base F G
(prop. 24. I Mais on a démontré que la droite
MN est égale à la droite BC : donc la droite BC

est plus grande que la droite FG : donc le dia- "
mètre AD est la plus grande de toutes les
droites , et la droite BC est plus grande que la

droite FG. iDonc dans une circonférence de cercle le
diamètre est la plus grande de toutes les droites ,

et la droite est plus près du centre est plus
grande que celle qui en est plus éloignée; ce
qu’il falloit démontrer.

- meuv- a..."
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PROPOSITION XVI.
THÉORÈME.

Une droite perpendiculaire au diamètre d’un cercle

et menée par une de ses extrémités, tambe hors

de ce cercle; il est impossible qu’il.)r ait une droite

dans l’espace qui est compris entre cette perpen-

diculaire et la circonférence ,- l’angle du demi-

vcercle est plus grand qu’aucun angle rectiligne

aigu , et l’autre angle est plus petit qu’aucun

angle rectiligne aigu.

Soit le cercle ’ABC (fig. 78) dont le point D
est le centre et la droite AB le diamètre : jedis
que la perpendiculaire à la droite AB,’menée

par le point A, tombe hors du cercle.
Car si cela n’est point , supposens s’il est

possible , qu’elle t0mhe en-dedans et qu’elle

ait la position AC; conduisez la droite DC.
Puisque la droite DA est égale à la droite DG,

l’angle DAC sera égal à l’angle ACD ( prop. 5. r);

mais l’angle DAC est droit: donc l’angle ACD

est droit aussi : donc les angles DAC, ACD
sont égaux à deux angles droits, ce qui est im-
possible (prop. 1 7. I) : donc la perpendiculaire
au diamètre AB, menée par le point A ne tombe
point dans le cercle. Nous démontrerons de
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la même manière qu’elle ne tombe point sur la

circonférence :donc il est nécessaire qu’elle

tombe en-dehors , et qu’elle ait une position
comme la droite AE.

Je dis qu’il est impossible qu’il y ait une
droite dans l’espace qui est compris entre la
droite AE et la circonférence CHA.
- Car si cela est possible , suppOsons qu’il

y ait une droite qui ’ait la position"FA; du I
point D menez une droite DG perpendiculaire

à FA. . -Puisque l’angle AGD est droit et que l’angle

DAG est plus petit qu’un angle droit, la droite 4
Ali). sera plus grande que la droite DG; mais la
droite DA est égale à la droite DH : donc la
droite DH est plus grande que la droite AG,
c’est-jà-dire que la plus petite surpasse la plus
grande , ce. quiest impossible : donc il est im--
possible qu’il y ait une droite dans l’espace qui

est compris entre cette perpendiculaire et la

circonférence; n ,Je dis de plus, que l’angle du demi-cercle
qui est compris par la droite 13A et la circon-
férence-CEA est plus grand qu’aucun "angle
rectiligne aigu, et que l’angle restant compris
par la circonférence CHA et la droite AE est
plus petit qu’aucun angle rectiligne aigu.
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Car s’il y a un angle rectiligne plus grand

que l’angle comprismpar la droite BA et par la
circonférence CHA, ou s’il y a un angle recti-

ligne plus petit que l’angle compris par la cir-
conférence CHA et par la droite AE, suppo-
sons que dans l’espace compris entre la circon-
férence CHA et la droite AE , il y ait une droite

quelconque qui fasse un angle plus grand que
celui est compris par la droite BA et la cira
conférence C HA, savoir , un angle compris par
deux droites , et qu’il y ait un angle plus petit que

celui qui est compris par la circonférence CHA
et la droite AE 5 mais il n’y en a point : donc il -
n’y a point d’angle aigu qui, étant compris par

des droites, soit plus grand que’l’angle compris

par la droite BA et la circonférence CHA, ni
d’angle plus petit que celui qui est compris par
la circonférence CHA et la droite AE; ce qu’il

l falloit démontrer. ’

COROLLAIRE.
Il suit manifestement de là que la droite per-

pendiculaire au diamètre, et menée d’une de
ses extrémités,- touche la circonférence , et que ’

cette droite ne la touche qu’en un seul point,
parce que nous avons démontré que les droites

x
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que rencontre le cercle en deux points, entrent
dans le cercle ( prop. 2. 5).

1.PR0POSITION XVII.

r PROBLÈME.
D’un point donné, conduire une droite qui touche

la circonférence d’un cercle donné.

Soit,A,(fig.-7g) un point donné quelconque
et BCD le cercle donné : il faut conduire du
point A une droite touche la circonférence

du cercle BCD. . al Prenez le centre de ce cercle , conduisez la
droite AE; du centre E et avec un intervalle
EA,.décrivez la circonférence AFG ( dem. 5);
par le pointD conduisez une perpendiculaire
DF sur la droite EA , et menez les droites EBF,
AB : je dis que la droite AB, menée du point A,
touche la circonférencehdu cercle BC D.

Puisque le point E est-le centre des cercles
BCD , AF G , la droite EA sera égale à la droite

EF, et.la droite E égale à la droite EB : donc
les deux droites AE , EB sont égales, aux deux
droites F E , ED; mais ces droites comprennent
un angle commun qui est en E : donc la base .
DF est égale à la hase AB, le triangle DEF
égal au triangle EBA, et les autres angles de
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l’un de ces triangles sont égaux aux autres
angles de l’autre triangle (prop. 4. I ) : donc
l’angle EBA est égal à l’angle E DF; mais l’an--

gle EDF est droit : donc l’angle EBA est droit
aussi. Mais la droite EB est un rayon, et la per-
pendiculaire à une des extrémités d’un diamètre

touche le cercle ( prop. 16. 5) z donc la droite
AB touche le cercle.

Donc la droite AB , qui a été menée par le

point A , touche le cercle BC D; ce qu’il falloit

faire. hPROPOSITION XVIII.
THÉORÈME.

Si une droite touche la circonférence d’un cercle,’

et si du centre on mène une droite. au point de
contact, cette dernière droite sera perpendi-
culaire sur la première.

Que la droite DE (fig. 80) touche au point C
la circonférence du cercle ABC; prenez le cenu
tre F de ce cercle, et de ce centre conduisez
la droite PC au point C : je dis que la droite PC
est perpendiculaire sur la droite DE.

Car si elle ne l’est pas, du point F conduisez

la droite FG perpendiculaire sur la droite DE

o .ta.1).(au) K,
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Puisque l’angle FGC est droit, l’angle GCF

sera (pr0p.*17’. I); mais un plus grand an-
gle est opposé à un plus grand côté (prop. ’19. 1):

donc la droite FC est plus grande que la droite
FG; or la droite FC est égale à la droite FB :
donc la droite FB est plus grande que la droite
FG, c’estàà-dire que la plus petite surpasse la

plus grande ; ce estimpossible : donc la
droite FG n’est pas perpendiculaire sur la droite
DE. Nous démontreronsd’une manière sembla-
ble qu’il n’y a point d’autre droite , excepté FC ,

qui soit perpendiculaire sur la droite DE: donc
la droite FC est perpendiculaire sur la droite DE .

Donc si une droite touche une circonférence
de cercle , et si du centre on mène une droite,
au point de contact , cette dernière droite sera
perpendiculaire sur la première; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XIX.
THÉORÈME.

Si une droite touche le cercle , et si par le point de
contact on lui mène une perpendiculaire, cette
perpendiculaire passera par le centre.

Qu’une droite DE (fig. 81 ) touche le cercle

ABC au point C ; par le point C conduisez une
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perpendiculaire sur la droite DE : je dis que la
perpendiculaire AC passera par le centre. Car
si cela n’est point , supposons , s’il est possible ,

que le centre soit le point F, et menons la droite

CF. L tPuisque la droite DE touche le cercle ABC
et que la droite FC a été menée du centre au

point de contact , la droite FC sera perpendi-
culaire sur la droite DE (prop.. 18. 5 2 donc
l’angle FCE est droit; mais «l’angle ACE est
droit aussi: donc l’angle FCE est égal à l’angle

ACE, c’est-à-dire que le plus petit est égal au

plus grand, ce est impossible : donc le point
F n’est pas le centre du cercle AB C. Nous de-
,montrerons d’une manière semblable qu’il n’y

a aucun autre. point quiipuisse être le centre
du cercle, à moins qu’il ne soit placé dans la

droite AC. âDonc si une droite touche un cercle , et si par
le point de contact on lui mènegune perpen-z
diculaire , cette perpendiculaire passera parle
centre; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.
’ THÉORÈME.

Dans le cercle, l’angle au centre est double de I
l’angle à la circdnférence , quand ils ont peur

base la même portion "de la’cirConfe’rence.

Soit le. cercle ABC ( 82 ) , que l’angle
BEC soit au centre de ce cercle , que l’angle
BAC soit à la circonférence , et que ces deux
angles aient pour base la même portion de la
circonférence BC : je dis que l’angle BEC est

double de l’angle BAC. ’
Conduisez la ligne AE,’ et prolongez-la, jus-

qu’en F.

Puisque la droite EA est égale à la droite E B ,-
l’angle EAB sera égal à l’angle EBA (prop. 5. 1) :

donc les angles EAB , EBA (sont doubles de
l’angle EAB; mais l’angle BEF est légal aux

angles EAB, EBA (prop. 52; I ); donc l’angle
BEF est double de l’angle EAB. L’angle FEG

est double de l’angle’FAC , par la même raison ;l

donc l’angle total BEC est double de l’angle

total BAC. .Que l’angle BAC change de position et qu’il

devienne BDC; conduisez la droite DE et pro-
longez-la jusqu’en G. Nous démontrerons sem-
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blablement que l’angle GEC est double de l’an-

gle GDC ; mais l’angle GEBest double de l’an-

gle GDB.: donc l’angle restant BEC est double
de l’angle restant BDC.

Donc dans le cercle , l’angle au centre est
double «de l’angle à la circonférence, quand ils

ont pour base la même portion de la circon-
férence; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION. XXI.
’Tnfi’ontun.

Les angles placés dans un même segment de cercle
sont égaux-enflent. ’ V ’ ’

Soit le cercle ABCD etque les
angleszAD, BED soient placés dans lenmême

segment BAED : je dis que ces angles, sont
égaux entr’eux, A V « 4 n, . , A I I

Prenons le centre du cercle ABCD (prop. 1 . 5),
et que ce centrejsoit legpoint F ;v menez les

droites DF, FD. ’ . I
Puisque l’angle BFD est au centre , que l’an-x

gle BADfest à la circonférence, et que ces Ideu’f

angles .,ont pour base la A même I portion de, la
circonférence,,l’angleBFD sera double de l’an-

gle BAH (9mm m5) ; Panels BED est, double
aussi de l’angleQEQ,;par,la pépie grison : donc
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l’angle BAD est égal à’l’angle BED (ax. 7);

Donc les angles, placés dans le même seg-
ment de cercle , sont égaux entr’eux; ce qu’il

falloit démontrer. i

PROPOSITION XXII.
’TIHÊ.ORÊME.

Les angles opposés des quadrilatères inscrits dans
des cercles sont égaux à deux droits.

Soit le cercle ABCD fig. 84) et que le qua-
drilatère ABC D soit inscrit dans ce cercle : je
dis que les angles Opposés de ce quadrilatère
sont égaux à deux droits.

Conduisez lesdroites AC , BD. I
Puisque les trois angles de tout triangle sont

égaux à deux droits (propiSz. I ) , les trois
angles CAB, AB C , B C A du triangle ABC seront
égaux à deux angles droits; mais l’angle CAB

est égal la l’angle BDC ( prop. 21. 5 ) , car ces

deux angles sont placés dans le même segment
BADC; l’angle ACB est égal à l’angle ADB ,

parce que ces deux angles sont placés dans le
même ’ segment ; donc l’angle total ADC est

egal aux angles BAC, ACB; donc sinous ajou-
tons un angle commun ABC ,ï les angles ABC,

BAC, ACB seront égaux aux angles ABC,
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ADC; mais les angles ABC, BAC, ACB sont
égaux à deux droits : donc les angles ABC,
ADC sont égaux à deux angles droits. Nous
démontrerons semblablement que les angles
BAD, DCB sont aussi égaux à deux droits.

Donc les angles Opposés des quadrilatères
inscrits dans des cercles sont égaux à deux
drOits; ce qu’il falloit démontrer. I

PROPOSITION XXII’I.

.TnI’LonI’tmn.

Sur une même droite, on «ne peut pas décrire du
même-côté deux segmens de cercles semblables

flet inégaux.

Supposons que cela soit possible; décrivez du
même côté et sur la même droite AB ( fig.B5
deux segmens décercle ACB , ADB semblables

et inégaux, etconduisez la droite ADC et les

droites .CB, DE. , . f 1. a l
Puisque le segment ACB-est semblable Étuia

segment ADB, et que les segmens de cercles
semblables. sontvceux qui reçoivent des angles
égaux (déf. Il; 5) , l’angle ACB sera égal à
l’angle ADB , c’est-à-dire qu’un angle intérieur

est égal à un angle extérieur; ce, qui est imp05-,

sible (prop. 16. 1). .-4
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DO’nc sur une même droite on ne peut pas

décrire du même côté deux’segmens de cercles

semblables et inégaux; ce qu’il falloit démontrer.

.PROPOSITION XXIV.
THÉORÈME. v

Sur des droites égales, les segmens de cercles
semblables sont égaux entr’euæ.

Que sur les droites égales AB, CD ( fig. 86)

soient décrits les segmens de cercles sem-
blables AEB, CFD: je dis que le segment
AEB est égal au segment CF D.

Car le segment AEB étant appliqué sur le
segment CFD , le point A sur le point C et la
droite AB la. droite C D, le point B s’appli-
quera sur le pointD , puisque la droite AB est
égale à la droite CD; mais la droite AB’ s’appli-

quant exactement sur la droite CD, le segment
AEB s’appliquera exactement sur le segment
C FD, car si la droite AB s’appliquant exacte-
ment sur la droite C D, le’segment AEB ne s’ap-

Plique pas exactementI sur le segment C FD , le
segment AEB changera de position et prendra
par exemple la position GHGD; mais une cir-
conférence décercle ne peut couper une autre
circonférence de cercle en plus de deux points
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I ( prop. Io. 5) , et.la circonférence CHGD coupe
la circonférence CFD en plus de deux points ,

savoir, aux points C , G, D, ce est impos-
sible; donc la droite AB, s’appliquant exacte-
ment sur la droite C D , il est impossible que le
segment AED ne s’applique pas exactement sur

le segment CF D : donc le premier segment
s’appliquera exactement sur le second : donc
il lui sera égal.

Donc , sur des droites égales, les segmens de
cercles semblables sontégaux entr’eux; ce qu’il

n falloit démontrer.

PROPOSITION Xxv.
PROBLÈME.

, Un segment de cercle étant donné , décrite

. le cercle dont il est segment.

’ Soit ABC (fig. 87 , 88 , 89)le segment de cer-
cle donné : il faut décrire le cercle dont ABG

est le segment.
’ Coupez la droite AC’en. deux parties égales

au point D (prop. Io. I), du point D conduisez
la perpendiculaire DE sur AC ( prop. I I . I ) ,
et menez la droite AB; l’angle ABD est ou plus
grand que l’angle BAD, ou il’lui est égal», ou; il

est plus petit.
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-. Supposons d’abord qu’il soit plus grand ;’sur

la droite donnée BA ( fig. 87 ) et au point-
donné A faites l’angle BAE égal à l’angle ABD

(prop. 25. I ), prolongez la droite DE jus-
qu’en E, et conduisez la droite EC. Puisque
l’angle ABE est égal à l’angle BAE , la droite

BE sera égale à la droite .EA ( pr0p. 6. I), et
puisque la droite AD est égale à la droite DC

- et que la drOite DE est commune, les deux
droites AD , DE sont égales aux deux droites
C D,-DE , chacune à chacune; mais l’angle ADE
est égal à l’angle CDE, car ils sont droits. l’un et

l’autre; donc la base AE est égale à la base EC

( prop. 4. I). Mais il a été démontré que la

droite AE est égale à la droite EB : donc la
droite BE est égale à la droite EC : donc les
trois droites AE, EB , EC sont égales entre
elles : donc la circonférence de cercle décrite

du point E comme centre, et avec un inter-
valle légal àAl’une des droites AE , EB, EC,

passera par les autres points , et le cercle sera
décrit: donc, un segment de cercle ayant été
donné , on a décrit le cercle dont il est seg-

ment ( prop. 9. Il est évident que le seg-
ment. ABC est plus petit qu’un demi-cercle,
puisque le centre E.est-’ placé en-dehors de ce

segment.
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’ Si l’angle ABD (fig. 88) est égal à l’angle

BAD, la droite AD étant égale à chacune des

droites BD , DC , les trois droites DA , DE, DC
seront égales entr’elles; le point D sera le centre

du cercle entier ( prop. g. 5), et le segment
ABC sera un demi-cercle. »

Mais si l’angle ABD 89’) est moindre
que l’angle ABAD, et si sur la droite BA et au
point A donné dans cette droite , on fait l’angle

BAE égal à l’angle ABD, le centre E sera en-

dedans du segment ABC et sur la droite DB , et
le segment sera plus grand qu’un demi-cercle.

Donc étant donné un segmentde cercle, on
a décrit le cercle dont il est segment ;’ ce qu’il l

falloit faire. 7 ’ - A ’ ’ ’ I

P R O POHSI TJQ;N x x v I.

T n E’ O a i: si i1.

Dans des regelas égaux des. angles égaux s’an-

puient sur des arcs égaux, soit qu’ils soient
placés à leurs centres ou bien à leurs citron;-
férences.

Soient ABC , DEF (fig. go) des cercles
égaux, qu’aux centres de ces cercles soient les
angles égaux BGC , EHF, et qu’à leurs circon-

férences soient les angles égaux BAC , EDF :
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. je.dis que l’arc BKC est égal a l’arc ELF.

Conduisez les droites BC , EF. l
Puisque les cercles ABC , DE F sout égaux ,

leurs rayons seront égaux : donc les deux droites

I BG , GC- sont égales aux deux droites EH,
HF; mais les angles G, H sont égaux : donc la
base BC est égale à la base EF (prop.4. I).
Puisque l’angle A est égal à l’angle D , le seg-

ment BAC sera semblable au segment E DF
(déf. I I . 5); mais ces segmens sont placés sur
les droites égales BC , EF, et les segmens sem-
blables, sont placés sur des droites égales ,
sont égaux entr’eux ( prop. 24. 5): donc le seg-

ment BAC est égal au segment E DF; mais le
cercle entier AB C est égal au cercle entier
DEF : donc le segment restant BKC est égal
au segment restant ELF : donc l’arc B KG sera
égal à l’arc ELF.

Donc, dans les cercles égaux, des angles égaux

s’appuient sur des arcs égaux , soit qu’ils soient

placés à leurs centres ou à leurs circonférences;

ce qu’il falloit démontrer.

- «r ----*-”;:»’;;*-”’
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PROPOSITION XXVII.

THÉORÈME.

Dans les cercles égaux , les angles qui s’appuient
* sur des arcs égaux sont égaux entr’euæ , soit

qu’ils soient placés à leurs centres ou bien à

leurs circonférences. A

Que dans. les cercles égaux ABC , DEF
91 ) les angles au centre BGC , EHF, et
les angles à la circonférence BAC , EDF s’ap-

puient sur "les arcs égaux BC, EF : je dis que
l’angle BGC est égal à l’angle EHF, et l’angle

BAC égal à l’angle EDF.

car si l’angle BGC est égal à l’angle EH F,

il est évident que l’angle BAC est égal à l’an-

gle EDF ( prop. 20:5) ,tcar si cela n’est pas , l’un

de ces angles est nécessairement plus grand que
l’autre. Supposons que l’angle BGC soit le plus

grand. Sur la droite BG et au point G faisons
l’angle BGK’égal à l’angle EHF (prop.25. I);

or les angles égaux s’appuient’sur des arcs égaux.

lorsqu’ils sont placés au centre ( prop. 26. 5) :
donc l’arc B K est égala l’arc EF, mais l’arc EF

est égal à l’arc BC : donc l’arc BK est égal à

l’arc BC , c”est-à-dire que le pluspetit est égal

au plus grand; ce qui est impossible : clonales
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angles BGC , EHF ne sont pas inégaux : donc
ils sont égaux; mais l’angle en A est la moitié

de l’angle BGC et l’angle en D la moitié de
l’angle EHF ( prop. 20. 5) : donc l’angle en A.
est égal à l’angle en D.

Donc, dans les Cercles égaux , les angles qui
s’appuient sur des arcs égaux sont égaux entre

eux, soit qu’ils soient placés à leurs centres ou
bien à leurs circonférences; ce qu’il falloit dé-

montrer. -

PROPOSITION xvaII.
THÉORÈME.

Dans les cercles égaux , des cordes égales sou-
tendent des arcs égaux , le plus grand arc étant
égal au plus grand, et le plus petit égal au plus
petit.

Soient ABC DEF (fig. 92) deux cercles-
égaux , et BC , EF deux cordes égales qui sou-

tcndent les deux grands arcs BAC. , EDF, et les
deux petits arcs BGC, E HF : je dis que le grand
arc BAC est égal au gËand arc’EDF, et que le

petit arc BGC est égal au petit arc EHF.
Prenez les centres K , L de ces cercles

(prop. I .5) , et menez les droites BK, KG ,

EL, LF. ’
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Puisque ces cercles sont égaux , leurs rayons

seront égaux : donc les deux droites BK , KC
sont égales aux deux droites EL, LF; mais la
base BC est égale à la base EF : donc l’angle
BKC est égal à l’angle ELF (’prop.8. I); or

les angles égaux s’appuient sur des arcs égaux

quand ils sont placés aux centres (prop. 26. 5) :
donc l’arc BGC est égal à l’arc EHF; mais la

circonférence entière ABC est égale à la circon-

férence entière DEF : donc l’arc restant ABC

est égal à l’arc restant E DF. ,
Donc, dans des cercles égaux, des cordes

égales soutendent des arcs égaux , le plus grand

arc étant égal au plus grand , et le plus petit
égal au plus petit ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI’X.
THÉORÈME.

Dans des cercles égaux des cordes égales
sautendent des arcs égaux.

Soient les cercles égaux ABC, DEF (fig.gn);
que dans ces cercles soient pris les arcs égaux
BGC,’EHF, et menez les cordes BC, EF : je
dis que la corde BC est égale à la corde EF.

Prenez les centres K , L des cercles, et menez

les droites BIS, KG, EL, LF. ’
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Puisque l’arc BG C est égal àl’arc EHF, l’an- I

gle BKC est égal à l’angle ELF (prop.27.5);

et puisque les cercles ABC , DEF sont égaux , .
leurs rayons seront égaux : donc les deux droites -
BK, KG sont égales aux deux droites EL , LF;
mais ces droites comprennent des angles égaux :
donc la baseBC est égale àla base EF(prop.4. I).

Donc , dans des cet-ales égaux , des cordes
égales soutendent des arcs égaux; ce qu’il falloit

démontrer. .

PROPOSITION xX’Ïx.
l

paonnùmn.
-Partager un arç donné en Jeux parties égales.

Soit ADB (fig.93) un arc donné : il faut
partager l’arc ADB en deux parties.

Menez la i30rde AB , et partagez-la en deux
parties égales’en C (prop. Io. I ); du point (Z
élevez une perpendiculaire CD sur la corde A B

(prop. I 1 . I ) , et menez les droites AD, DB.
Puisque la droite AC est égale à la droite

0B, et que la droite CD est commune, les deux
droites AC, C D sontie’gales aux deux droites
BC , CD; mais l’angle ACD est égal à l’angle

BC D; car ils sont droits l’un et l’autre; donc
la base AD est égale à la base DBp (prop. 4. 1);
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Or les cordes égales soutendent des arcs égaux,

le plus grand arc étant égal au plus grand, et
le plus petit égal au pluspetit (prop. 28. 5);
mais-l’un, et l’autre des arcs AD, DB est moin-

dre qu’une demi-circonférence : donc l’arc AD

est égal à l’arc DE.

Donc l’arc donné a été partagé en deux parties

égales; ce qu’ilfalloît faire.

PROPOSITION XXXI.
l a: n 1’: o n à M n.

Dons un cercle, l’qngle qui est compris dans le
demi-cercle est droit ; celui qui est compris dans
un segment plus grand est plus petit qu’un angle

droit, et celui qui est compris dans un segmem
moindre est plus grand qu’un angle droit. L’an-

gle d’un plus grand segment est plus grain! qu’un

angle droit, et celui d’un segment moindre est
plus petit qu’un angle droit. I ’

sSOÎt un cercle ABCD (fig. dont le
mètre est BG et le centre le point E; menez les
droites BA, AC , AD, DG à je dis que l’angle
qui est compris dans le demi-cercle BAC’est

, droit ;- que l’angle comprisdans le segment ABC
plus. grand qu’un demi-cercle, savoir, l’angle

ABC est plus peut qu’un angle droit , et que
l’angle compris dans» le segment ADC plus petit

L
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qu’un’demi-cercle , savoir , l’angle ADC est plus

grand qu’un angle droit. i I .
Conduisez la droite AE , et prolongez BAversF.
PuiSque la drOite BE est égale à la droite EA ,

l’angle EAB sera égal à l’angle EBA ( prop. 5 . I).

De plus, puisque la droite EAOest égale à la
droite EC , l’angle ACE sera égal à l’angle CAE :

donc l’angle total BAC est égal aux deux angles

ABC , ACB; mais l’angle extérieur FAC du
triangle ABC est égal aux deux angles ABC ,
ACB (prop. 52. 1) : donc l’angle BAC est égal

à l’angle FAC : donc chacun de ces angles est
drOit (prop. 10. 1) : donc l’angle BAC , compris

dans le demi-cercle BAC , est droit;
Puisque les deux angles AB C, BAC du trian-

gle AB C sont plus petits que deux droits
prop. x7. 1), et que l’angle BAC est droit,
l’angle ABC sera plus petit qu’un angle droit,

et cet angle est compris dans le segment ABC
plus grand qu’un’demi-cercle.

Puisque le quadrilatère AB C D est placé
dans un cercle , et que les angles Opposés des
quadrilatères décrits dans les cercles sont égaux

-à deux angles droits ( prop. 22. 5 ) , les angles
ABC, ADC sont égaux à deux angles droits;
tmais l’angle ABC est plus petit qu’un angle
’dr-Oit a donc l’angle restant ADC est plus grand
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. qu’un angle droit , et cet angle est compris dans

le segment ADC plus petit qu’un demi-cercle. .
Je dis. en outre que l’angle d’un plus grand

segment, compris par l’arc ABC et la droite
AC, est plus grand qu’un angle droit, et que
l’angle d’un segment moindre , compris par
l’arc ADC et la droite AC , est moindre qu’un

angle droit , et cela est certainement évident;
car puisque l’angle compris par les droites BA ,
AC est droit, l’angle compris par l’arc ABC et

la droite AC sera plus grand qu’un angle droit.
De plus , puisque l’angle compris par les droites
CA, AF est droit, l’angle compris par la droite
CA et l’arc ADC sera plus petit qu’un angle droit.

Donc, dans un cerCle, l’angle compris dans

un demi-cercle est droit; celui qui est compris
dans un plus grand segment est plus petit qu’un

angle droit , et celui qui est compris dans un
segment plus petit est plus grand qu’un angle
droit. De plus , l’angle d’un plus grand segment

est plus grand qu’un angle droit ,I et l’angle
d’un segment moindre est plus petit; ce qu’il

4 falloit démontrer: ’

AUTREMENT.
on démontre qué-l’angle B AC est’droiti

que l’angle AEC est double de l’angle BAE,

2
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car il est égal aux deux angles intérieurs et
opposés ( prop. 52. 1); mais l’angle AEB est-
double de l’angle EAC z donc les angles AEB,
AEC seront doubles de l’angle BAC; mais les i
angles AEB , AEC sont légaux à deux angles
droits (prop. 15. 1) : donc l’angle ABC est-
droit; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
De là il suit manifestement que si l’un des ,

angles d’un triangle est égal aux deux autres ,

i cet,angle sera droit, parce que son angle de
suite est égal aux deux autres; Or quand deux,
angles de suite sont égaux, ces deux angles
sont droits l’un et l’autre ( déf. 10. 1

PROPOSITION xxxn.
T n 2’ o a à M. a.

Si une droite touche la circonférence d’un cercle,

et si du point de Contact on conduit une corde ,
les angles que cette corde fait avec la tangente ’

seront égaux aux angles qui sont placés dans

les segmens alternes du cercle.

Que la droite EF (fig. 95) touche laicircon-
férence du cercle ABCD au point oB , et que
du point B soit conduite la corde B D d’une ma- .
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inière quelconque I: jadis que les angles que. la.
corde B D fait avec la tangente EFsont égauxà
ceux qui sont compris dans lesseg’menskalt’ernes

du cercle ; c’est-à-dire que l’angle FBD est égal

à l’angle compris dans le segment DAB , et que
l’angle. EB D est égal à l’angle" est compris

dans le segment DCB. -
D’un point B conduisez la droite BA perpen-

diculaire sur EF (prop., 1 x . 1 ), et dans l’arc
-.BD prenez un point quelconque C et menez les

cordes AD , DC, CB. l, VPuiSque la droite EF touche la circonférence
du cercle ABCD au point B , et que la droite B,A
a été menée du point de contact B perpendicu-

laina sur la. tangente E F , le centre du cercle
AB C D sera placé sur la droite BA (prop. 19. 5) :
donc l’angle ADB , compris dans le demi-cercle ,

- est droit ( prop. 51 . 5) : donc les angles restans
BAD, ABD sont égaux à un angle droit; mais
l’angle AEF est droit par construction: donc
l’angle AEF est égal aux angles BAD, ABD
(ax. Io) 5 donc si on retranche l’angle com-
mun ABD , l’angle restant DBF est égal à celui

qui est compris dans le segment alterne du
cercle , c’est-à-dire à l’angle BA D. Actuelle-

ment , puisque le quadrilatère ABC D est ins-
crit dans le cercle , ses I angles opposés sont

5
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égaux à deux droits (prop. 22. 5) : donc les ’

angles DB F, DBE seront égaux aux angles
BAD, BCD (prop. 15. I ); mais on a démon-
tré que l’angle BAD est égal à l’angle DBF : t

"donc l’angle restant DBE sera égal à Celui qui

e5t compris dans le segment alterne du cercle
DCB, c’est-à-dire à l’angle DCB. ’

Donc si une droite touche la circonférence
d’un cercle , et si du peint de, contact on con-
”duit une corde, les angles que cette corde fera
avec la tangente seront égaux à ceux qui sont
l’compris dans les segmens. alternes ; ce I qu’il

[falloit démontrer. I I V V l ’, w . . 4P 11.0 P ois 1 T1. OlNrtXXX-I’II.
.

Sur une droite chimée ; décrire un segmentüde

I cercle qui reçoive un angle égal ’à’ un angle

donna H I t ’ ’
sont (fig. 96a 97 ,98) la drpité donnée

et, C l’angle donné faut sur la droite donnée

AB décrire un segment de cercle qui "reçoive
.nn,angle égalâl’anglé donné C. L’angle C est ’

. aigu oudrOit puObtùs. i il V I ’ V V
u Supposons d’abord que cet angle sOit aigu ,

comme dans la figure 96; sur. la droite AB et
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au point A construisez un angle BAD égal à
l’angle C ( prop. 25. I) ; l’angle BAD sera aigu.

Du point A conduisez la droite AE perpendicu-
laire sur la droite AD ( prop. 1,1 . 1) ; partagez AB

en deux parties égales au point F ( prop. Io. 1),
et du point F conduisez la droite FG perpendi-
culaire sur la droite AB , et menez la droite GB.
Puisque la droite AF est égale à la droite F B et
que la droite FG est commune , les deux droites
AF, F G sont égales aux deux droites FB , F G;
l’angle AFG est égal à l’angle GFB : donc la base

AG est égale à la base GB (prop..4. 1) : donc
la circonférence décrite du. centre .G et avec
l’intervalle YAGèpassera par le point B. Décriæ

vez cette circonférence et qu’elle soit ABE ,

et menez la droite EB. Puisque du point A,
extrémité du? diamètre AE , on a. conduit sur

la droite AE une perpendiculaire AD , cette
perpendiculaire Al) touchera la circonférence
(prop. t 6. 5) 5 et puisque ladroite AD tOuchexla
circonférence du cercle ABE , et que du point
de contact qui est en A ou a conduit unie and.
AB v, l’angle DAB sera égal à l’angle est dans

le segment alterne du Cercle ( prop. 52. 5 h
c’estgà-dire à l’angle AEB; mais l’angle DAB est

égal àl’angleC .3 donc l’angle Ç sera égal à Peur

gle AEB : danc surin droite donnée AB,
4
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décrit un segment de cercle AEB reçoit un
angle AEB égal à l’angle donné C.

supposons ensuite que l’angle C soit droit ,
et qu’il faille décrire sur la droite AB un seg-
ment de cercle reçoive un angle égal à l’an-

gle droit C. Construisez un angle BAD égala
l’angle droit C (prop. a5. 1 ), comme dans ’la

figure 97; partagez la droite AB en deux parties
égales’au point F ( prop. 10. 1), et-du centre F
et avec un intervalle égal à l’une ou à l’autre des

droiteS’A F, FB, décrivez la circonférence de

cercle A EB. La droite AD est tangente à la cir-
conférence ABE (prop. i6. 5) , parce que l’an-
gle BAD est droit , et l’angle BAD est égal à l’an-

gle qui est compris dans le segment AEB ; car
cet angle est droit , puisqu’il est compris dans

V un demi-cercle ( prop. 5 1 . 5) ; mais l’angle BAD
est égal à l’angle C : donc on a décrit . sur la

droite AB un segment de cercle AEB qui reçoit
V un angle égal à l’angle droit C. in »

Enfin que l’angle C (fig. 98) soit obtus ;
sur la droite ÂB ’et au point A construisez Un
angle ’B AD égal à l’angle C, comme ’ dans "la

* figure 98 ( piop. 25. 1), et conduisez la droite
1E perpendiculaire à la’ drOite AD ( prop. I .1 . I) ;

partagez la droite AB en deux parties égales au
’ pointF (prou to. 1); conduisez sur AB laper-
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’ pendiculaire FG, et menez la droite GB. Puis.

que la droite AF est égale à la droite FB et que la

" droite FG est commune; les deux droites FG,
AG sont égales aux deux droites BG, FG ;

* l’angle AFG est égal à l’angle GFB : donc la base

AG est égale àla base GB (pr0p44. I) : donc
lacirconférence de cercle décrite du point G
avec l’intervalle AG passera par le point B. Que
cette circonférence ait la. position AEB; puis-s
qu’on a mené la droite A D perpendiculaire

à l’entrémité du diamètre AE , la droite AD

.touchera la circonférence (prop. 16. 5 ) , et
parce que la droite AB a été menée du point y,
de contact ’est’en A , l’angle BAD est égal

à Celui qui est compris dans le segment alterne
du cercle. Mais l’angle BAD est égal à l’angle

C : donc l’angle qui est dans le segment AHB
sera égal à l’angle C : donc on a décrit sur la

droite AB un segment de cercle AHB qui reçoit
un angle égal à l’angle C; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXIV.
pane a Ltd! Il.

D’un cmle donné , retrancher un segment qui
reçoive-1m angle égal à le: angle donné.

ABC (fig. 99) le Cercle donné, et D
l’angle. donné : il faut du cercle ABC. retran-
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cher un segment reçoive un angle égal à
l’angle donné D. i

Menez une droite EF touche le cercle
:ABC au pointB (prop. I7. 5), et sur la droite
FIE et au point B , pris dans cette droite , faites
l’angle FBC égal à l’angle D ( prop. 25. I).

Puisque la droite EF touche le cercle ABC
’et que la droite BC. a été menée du point de

contact B , l’angle FBC sera égal à celui qui est

compris dans le segment alterne du cercle B AC
(PI’OP. 52. 5) ç mais l’angle FBC est égal à’l’an-

gle D : donc l’angle qui est compris dans le seg-
ment BAC sera égal à l’angle D; -

Donc d’un cercle donné A-B Cr on a retran-
ché le segment BAtcïquiwr-eçoit un sangle égal
à l’angle donné D; ce qu’ ilvfalloit faire.

’ p ne p O s 1 mon xxxv.
l ’Irnli’olni’iz’m n.

Si dans un cercle, deux cordes se coupent mutuel.
lament, let’vrectangle compris sans les Segmens

de l’une de.œs. cordes est égal au rectangle

. compris sous les segmens de l’autre,

Que dans lacer-cle ABCDffig: me) les deux
I-cordes. AC, B-D se coupent mutuellement au
«point E : jeAd-is’que le rectangle comprissous

Vrrw’ (a 11.04,2’ jmyz 51,,
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les drOites. AE , EC est égal à celui qui est

compris sous les droites DE, EB. i
Si les droites AC , BD passent par le centre,

de manière que le point E soit le centre du
cercle ABCD , il est évident que les droites
AE, EG, DE, EB étant égales,le rectangle
Compris sous les droites AE,- EC est égal à
celui qui est compris sous les droites DE , EB.
’ Si les droites AC, DB (fig. 101) ne passent

pas par le centre , prenez le centre du cercle
ABC’D”(prop. 1.. 5) , que ce centre soit le
point F; du centre F conduisez les droites F G’,

FH perpendiculaires sur les droites AC, DE
(prop. 1-2. 1) , et menez les droites FB, FG, FE.

Puisque la droite GF menée par le centre
est perpendiculaire sur la droite AC n’est
pas .menée par le centre , la droiteIGF coupe
la droite AC à’angle droit, et la partage en
deux parties égales ( prop. 5.. 5) :tdonc la droite
AG est égale à la droite’GC. Puisque la droite
AC est coupée en deux parties égales au point G,

et enideux parties inégales au point E , le rec-
tangle’cOmpris sOus les droites AE, ïEC, avec

le quarré de GE , estïe’gal au quarré de GC
(prOp. 5; 2) : dent: situons ajoutons à ces quan-
titésle quarré de G F, le rectangle compris sont
les droitespAE, EC , avec les quarrés de GE,



                                                                     

i7: instruitsGF, est égal aux quarrés de CG, GF. Mais
le quarré de FE. est égal aux quarrés de EG ,
GF (prop. 47. 1 ), et le quarré de FC égal aux

n quarrés de CG, GF : donc le rectangle coma-
v» pris sous les droites AE’, EC , avec le quarré

’ de FE, est égal au quarré de FG. Or la droite
’ FC est égale à la droite FB : donc le rectangle

cOmpris sous les droites AE, EG, avec le quarré
’ de EF, est égal au quarré de FB. Par la même

»- raison le rectangle, compris sous les droites DE,
n EB, avec lequarré de FE, est égal au quarré

de FB. Mais on a démontré que le rectangle
t compris sous les droites AE, EG, avec le quarré

de FE , est égal au quarré de FB z donc lerec-
. tangle compris sous les droites AE, EC, avec le
- quarré de. FE, est égal au rectangle compris

sous les droites DE, EB, avec le quarré de FE:

donc si on retranche le quarré de FE, qui est
commun , le rectangle restant compris sous AE,
EC sera égal au rectangle restant compris sous

DE, EB.
Donc si dans un cercle deux cordes se cou-

pent mutuellement Je rectangle compris sous
les segmens de. l’uneh sera égal au rectangle
compris sous les segmens de l’autre; ce qu’il

falloit démontrer.
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PROPOSITION xxxvr.
THÉORÈME.

Si l’an prend un point quelconque hors d’un cer-

cle,-et.si de ce point on mène deuædroites dont
l’une coupe le cercle et dont l’autre lui soit Mm

gente, le rectangle compris sous la sécante en-
tière et le segment extérieur qui est intercepté

par ce point et l’arc convexe sera égal. au
quarré de la tangente.

Que hors du cercle ABC 102) soit pris
un point quelconque D, et que de ce point a
soient menées deux droites BCA, DE; que la-
drOite D CA coupe le cercle ABC, et que la
droite AB lui soit tangente : je dis que le rec-
tangle compris sous AD, DC est égal au quarré

de DE, soit que la droite DCAtpasse par le;

centre ou non. ’ i
Supposons d’abord qu’elle passe par le centre

du cercle A8 C , et que ce centre soit le point F;

menez la droite FB. L’angle FBD sera droit
(prop. I8. 5). Puisque la droite AC est coupée
en deux parties égales au point F et que la
droite CD lui est ajoutée , le rectangle compris
sans les droites AID, DC , avec le quarré de FC,
sera égal au quarré de FD (prop. 6. a); mais
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la droite FC est égale à la droite FB’: donc le

rectangle compris sous AD, DC , avec le quarré
de F B , est égal au quarré de F D; mais le quarré

de F D est égal aux quarrés des droites FB , BD

(prop. 47. I) , car l’angle FBD est droit: donc
le rectangle compris sous AD , DG , avec le
quarré de FB , est égal aux quarrés des droites

FB , BD. Donc si on retranche le quarré de F3,
qui est commun , le rectangle compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré derla tan-

gente DB. v - -Supposons à présent que la droite D C A
(fig. 105 ).ne passe pas par le centre du cercle
ABC; prenons le centre E , et du point E con-
duisons sur la droite AC la perpendiculaire EF,
( prop. 1 2 . I ), et menons les droites EB, EG, ED.
Puisque l’angle EFD est droit, et que la droite
EF menée par le centre coupe a angles droits
la droite AC qui n’est, pas menée par le centre,

la droite EF coupera la droite. AC en deux
parties égales ( prop. 5. 5) : donc latdroite
est égale à la droite FC. De plus, puisque la
droite AC est coupée en deux parties égales au

.point F et quela droite CD lui est ajoutée , le
rectangle compris sous les droites AD, DC, avec
le quarré de F C , sera égal au quarré de F D
(prop. 6. 2) :donc si on ajoute à Ccs deux quan-
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lités le quarré de F E , le rectangle compris sous

les droites AD, DC , avec les quarrés des droites
CF, FE, est égal aux quarrés de DF, FE. Mais
le quarré de DE est égal aux quarrés de DF, FE

( prop. 47. 1), car l’angle EFD est droit, et le
quarré de CE est égal aux quarrés CF, FE :

donc le rectangle compris sous les droites AD,
DC, avec le quarré de CE, est égal au quarré

de ED; mais la droite CE est égale à la droite
EB: donc le rectangle compris sous les droites
AD, DC, avec le quarré de EB, est égal au
quarré de ED; mais les quarrés de EB, BD
sont égaux au quarré de ED (prop. 47. 1),

. puisque l’angle EB D est droit : donc le rectan-
gle compris sous les droites AD, DC, avec le
quarré de EB , est égal aux quarrés, de EB , BD:

donc si on retranche le quarré de EB, est
commun , le rectangle restant compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré de DB.

Donc si hors du cercle on prend un point ’
quelconque, et si de ce point on mène deux
droites dont l’une coupe le cercle et dont l’autre

lui soit tangente, le rectangle. compris sous la
sécante entière et le Segment extérieur qui est

intercepté par ce point et l’arc convexe sera
égal au quarré de la tangente; ce qu’il falloit

démontrer. i
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PROPOSITION XXXVII;
THÉORÈME,

Si l’on prend un point quelconque hors d’un car-1

cle, et si de ce point on mène deux droites dont
l’une coupe le cercle et dont l’autre tombe sur

sa circonférence, et si le rectangle compris sous
la sécante totale et le segment extérieur inter- .
cepté entre ce point et l’arc convexe est égal

au quarré de la droite qui tombe sur la-circon- ,
férence, cette dernière droite sera tangente à.

la circonférence. ’
Que hors du cercle ABC (fig; 104 )soit pris

v un point quelconque D , et que de ce point’on
mène les deux droites DCA, DE dont la droite ,
DCA coupe le cercle et dont la droite DE
tombe sur sa circonférence ; si le rectangle
compris sous les droites AD, DC est égal au
quarré de DE : je dis que la droite DE est tan-

gente au cercle ABC. I
Conduisez la droite DE de manière qu’elle

Soit tangente au cercle ABC (prop. I7. 5), et
prenez le centre du cercle ABC (prop. I . 5 ),
que le point F soit Ce centre; menez les droites .
FE, FB, FD," l’angle FEDsera droit (prop . 1’ 8, 5).

Puisque la droite DE touche le cercle ABC
et que la droite DCA la coupe, le rectangle
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compris sous AD, DC sera égal au quarré de DE

(pr0p. 56. 5); mais le rectangle compris sous
AD, DC est supposé égal au quarré de DBË
donc le quarré de DE sera égal au quarré de

DE, et par conséquent la droite DE sera égale
à la droite DB. Mais la droite FE est égale à la

droite FB : donc les deux droites. DE, EF sont
égales aux deux droites DE, BF’, et la base
FD est cOmmune : donc l’angle DEF est égal
à l’angle DBF (prop. 8. I) ; mais l’angle DEF

est droit : donc l’angle DBF est droit aussi];
mais la droite FB prolongée est un, diamètre ,
et la droite qui est’ perpendiculaire à l’extré-

mité d’un diamètre estl’1tangente au cercle

(prop.. 16. 5 On démontreroit la même chose
si le centre étoit placé sur la droite AC: ’ A

Donc si l’on prend un point quelconque hors-
d’un cercle, et si de ce point on mène’déux
droites dont l’une coupe le cercle et dont l’autre v.

tombe surfila circonférence , et. si le
compris sous la sécante totale et le segmentefit’té;

rieur’intercepté’ par ce point et" l’arc convexe,

est égal au quarré de la droite tomhe- la
conférence , cette dernière droite serad’ange-n[liI

àla circonférence; ce Tian-rancit a
,. z ,2 l. ., z; H h j turent.)

Ç. plus ne TRO-Î’SDËME invitas? :-
.4..;.. ln I. d... , .wl z cl..M.t
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vLIVRE 1V,
DÉFINITION&

x . UNI-3 figure rectiligne est dite inscrite dans
une figure rectiligne, lorsque chaque angle de
la figure inscrite touche chaque côté de celle
dans laquelle elle est inscrite.

A. 2. Semblablement une figure est dite cir-
conscrite autour d’une figure , lorsque chaque

côté. de la figure circonscrite touche chaque
angle (le la ligure autour de laquelle elle est

circonscrite. V
5. Une figure rectiligne est dite inscrite dans

un cercle, lôrsque chaque angle de la figure
inscrite touche la circonférence de ce cercle.
1- Utile figure rectiligne est dite circonscrite.

autour; d’un cercle, lôljsque. chaque côté de la

figure, circbuscrite louche la-ciccOnfërence de

cecèrCleQ’Ï 1H l .
i .5.’Semhlablement un cercle est dit inscrit.

défi fille figure rectiligne, lorsque la circonfé-

rence du cercle touche chaque côté de la figure
dans laquelle elle est inscrite.
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6. Un cercle est dit circonscrit autour d’une

figure rectiligne , lorsque la circonférence du
cercle touche chaque angle de la figure autour
de laquelle elle est circonscrite.

7 . Une droite est dite appliquée dans un cer-
cle , lorsque ses extrémités sont dans la circon-

férence. de ce cercle.

i PROPOSITION PREMIÈRE.
P a o n L t M 1:.

Dans un cercle donné, appliquer une droite égale
à une droite donnée qui ne soit pas plus grande
que le diamètre.

. Soit ABC (fig. 105) le cercle donné , et D la
droite donnée moins grande que le diamètre de

ce cercle : il faut dans le cercle ABC appliquer
une droite égale à la droite D.

Conduisez le diamètre BC du cercle ABC.
Si la droite BC est égale à la droite D , on a déjà

fait. ce que l’on proposoit: car on a appliqué
dans le cercle ABC une droite égale à la droite
D. Si, au contraire , la droite B C est plus grande
que la droite D, faites la droite CE égale à la
droite D (proP. 5. x ) , et du centre C et avec
l’intervalle CEdécrivez la circonférence AEF
(dem. 5») , et conduisez la droite ÇA ( dem. 22-,

A ’ aÇ
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Puisque le point C est le centre du cercle

AEF, la droite CA sera égale à la droite CE;
mais la droite D est égale à la droiteCE : donc
la droite D sera égale à la droite-CA.

Donc dans le cercle donné ABC on a appli-
qué la droite-C A égale à la droite donnée D qui

est moindre que son diamètre; ce qu’il falloit

faire. lPROPOSITION Il:
.PROBLÈME.

Dans un cercle donné , inscrire un. triangle qui
soit équiangle avec un triangle donné.

Soit ABC (fig. 1.06) le cercle donné et DEqF

le triangle donné : il faut dans le cercle ABC
inscrire un triangle qui soit équiangle avec le
triangle donné DEF.

conduisez la droite G AH. de manière qu’elle

touche le cercle ABC au point A, et sur la
droite AH et au point A faites l’angle HAC égal

à l’angle DEF (pr0p. 25. r ). De plus , sur la
droite GA et au point A faites l’angle G AB égal

à l’angle FDE, et menez la droite B C.

. Puisque la droite HAthouche le cercle AB C
et que la droite AC. a été menée du point de
contact, l’angle HAC est égal à celui qui est
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placé dans le segment alterne. du cercle, c’est;
à-dire à l’angle ABC (prop. 52. 5); mais l’an-

gle HAC est égal à l’angle DEF :donc l’angle

ABC est égal à l’angle DE F. Par la ’même:

raison l’angle ACB est égal à l’angle FD-E:
donc l’angle restant BAC sera égal à l’angle real

tant EFD ( proP. 52. i) : donc le triangle ABC
est équiangle avec-le triangle DEF, et il est:
inscrit dans le cercle ABC (défi ’
. «Doncvdans le cercle donné on a inscritZ unl

triangle équiangle avec un triangle dOnné ;.ceÏ

qu’il. falloit faire. 7;: ’; I Ü h

k i g i ’ )t En’ P R 0 12,0 541,191? 1.11,; à a

i x néo lainant; Ï” Î: ’i

v :21 atour [d’un parfile veinonscrire triangle.» A
a équiangle avec. une triangle «une; fi ’

i Soit ABC ( fig. 107») le cercle donné et DEF
le triangle donné : il faut autour du cercle ÀB’

circonScrire un triangle équiangle avec le trian-

gle donné-DEF. ’ Il .1 i Il
’ Prolongez la droite-EF de’part’e’t’ d’autre

vers les points H , G ( dem. a), prenez le centre
Kïdu cercle ABC (me. 1. a) ; amatira; trimez
manière quelconque la droite-K113i, ’faites sûr la V

droite KB et au point K un angle BKA’égâl à

5

i
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l’angle DEG, et l’angle BKC égal à l’angle DFH.

(prop. 25. 1) ; par les pointsA , B , C conduisezles
, droites LAM , MBN ,i NCL de manière qu’elles

soient tangentes au cercle ABC ( prop. 1 7.5
Puisque les droites LM, MN, NL touchent

le cercle ABC aux points A, B, C et que les
droites KA, EB, KG sont menées du centre K
aux. points A , B, C , les anglesseront droits aux
points A, B, C (prop. 18. 5); et puisque les
quatre angles du quadrilatère AMBK sont égaux

à quatre angles droits (prop. 52. l ) , car ce qua-
drilatère peut se diviser en deux triangles a mais
parmi les angles de ce quadrilatère , les angles
KAM , KBM sont droits: donc les angles restans
A K B , A MB seront égaux à deux angles droits;

mais les angles DEG, DEF sont égaux à deux
droits (prop. 1 5. i) : donc les anglesAKB, AMB
sont égaux’aux angles DEG, DEF ; mais l’angle

DEG est égal à l’angle AKB z donc l’angle res-

tant AM3 sera égal àl’angle restant DEF. Nous

démontrerons semblablement que l’angle LNM

est égal à l’angle DF E : donc l’angle restant

MLN est égal à l’angle EDF (prop..52. 1):
donc le triangle LMN est équiangle avec le
triangle DEF, et il est circonscrit autour du
cercle ABC (défi 4. 4).
,1 Donc un triangle equiangle avec un triangle
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t donné a été circonscrit autour du cercle donné;

ce qu’il falloit faire. a 4 I

i implosaient, 1v.”
v1» no n L à M n.

Inscrire une circonférence de cercle, dans
un triangle donné.

Soit ABC (fig. 108) le triangle donné : il
faut dans le triangle ABC inscrire un cercle. ’

Partagez en deux-parties égales les angles
ABC , BCA «par-lesdioitesrBD,àCD qui se
rencontrent: au point D, et du point Didonh g
duisez sur les droites AB , BC, CA-lesîperpen-

diculaires DE, DF,. DG (prop. 12. I
Puisque l’angle Ali l) est égala. l’angle C B D,

car l’angle ABC a été. partagé en deux parties

égales , et que l’angle droit BE D est égal à l’an-

gle droit BFD, les deux tr’iangIes’EBD’, DBF

auront deux angles égaux à deux angles et un
I côté égala un côté , carBD; qui est opposé à deux

angles égaux, est commun a donc ils auront les
autres côtés égaux aux autres côtés ( prqxàô. r):

dent: le côté DE sera égal aurcôtérDFî Par la

même raison le côté DGséra égalaucôté DF:

donc. la circonférence décrite-dupoint Bugle
un intervalle égal à une des droites DE; DE

a 4
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DG: passera par les autres points ettouohera les
droites AB , BC , CA, parce que les angles-sont
droits en E), F, G h car si cette circonférence
coupoit ces: drOites’, la perpendiculaire à l’ex-

trémité d’un diamètre tomberoit dans le cer-

cle; ce qui est absurde ( prop. 16. 5). Donc
la Circonférence décritei’du point D avec un

intervalle égal. à une des droites. DE, DF, DG
ne. dauperapoint les droites AB, BC, ÇA 5 donc
elldvlestouoberayet’ cette circonférence sera

ilin’scrite daus’le, triangle z.A-B C ( défs5. -

tu; dans: le: triangle» donné ABC on a ins-
I -crit,laicirconférence de cercle EFG ;.ce, qu’il

dalloitfaireq " . -.’ A . ,
l r’p’,-e ’.:,-M;K,’Hsk v A.;P(It. O;P.o:;sl.i:,f;:,1 0 N? V. au

in a 0- BEL. in E.-
l

x

il, i a tilçi”iltJutput. d’un triangle donné décrire une circon-
i ; . : ri r » t w - i , ’ n I l. tI férence ïcercle.

. - Soit ABG (fig.’m7) le triangle donné: il faut

autour; du triangle donné ABC décrire une cir-

conférence de. cercle. . 4 ’. , ’ «.- 4
Partagez-’leslcôtésniB, AC’en deuxrîparties

;égalésfaux points D ,;E?(prop.;io. i), et des
cipolins D. conduisez sur les droites AB , AC
fies pêl’îïendicnlaires DF, EF (prop. LI. rit);
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ces perpendiculaires se rencOntreront ou dans
le triangle ABC , ou dans la droite BC , ou hors

du triangle ABC. . I
Supposons d’abord que’ces perpendiculaires

se rencontrent dans le triangle au point F;
menez les droites IB’F, F C , FA ; . puisque la
drâite AD est égale à la droite DB ,’et que la

perpendiculairerDF est commune , la base AF
seraîégale à la base F13 (prop. 4. 1). Nous dé-

montreronssemblablement que "la droite CF
"est égale à la droite FA f donc la droite BF est
régale à la droite FC : doucies trois droites FA ,
FB, FC sont égales entr’elles : donc si du centre

a F et avec’un intervalle égal à une des droites
FA, FB,» FC on décrit une circonférence, cette

circonférence passera par les autres points, et
cette circonférence sera décrite autour du trian-

gle ABC (déf. 6. décrivez la circonférence

ABCQHI’ ’ "V i
i Supposons-actuellement que les droites D F,

- EF.se:rencontrentdans la droite BC et au point F,
comme dans la’figure 1081; menez la droite AF.
Nous démontrerons Semblablement que le point

v ’F est le centre de la circonférence circonscrite

autour du triangle A’B C. ’
Supposons enfin que les droites DF ,I EF se

rencontrent ’hors du triangle ABC , au point F
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comme dans la figure 109; menez les droites
AF, FB , FC. Puisque la droite AD est égale à

la droite DB et que la perpendiculaire DF est
Commune , la base AF sera égale à la base FB
( prop. 4. 1 Nous démontrerons semblable-
ment que la droite CF est égale à, la droite FA:

donc la droite BF est égale à la droite FC:
donc si du centre F et avec un intervalle égal
à une des droites FA, FB , FC on décrit une
circonférence, elle passcra par les autres points,
(et cette circonférence sera circonscrite autour
du triangle ABC; décrivez donc la circonfé-

rence AB C.
Donc une circonférence de cercle a été cir--

conscrite autour du triangle donné; ce qu’il

falloit faire. ’
x COROLILAIIREa
Il est évident que si le centre du cercle tombe

dans le triangle, et si l’angle ABCest compris dans

un segment plus grand qu’un-demi-cercle , cet
angle sera moindre qu’un angle droit. Si le centre

du cercle tombe surla droite B C , si cet angle est
campris dans un demi-cercle , cet angle sera
droit; si enfin le centre du cercle tombe hors du
triangle ABC ,’ et si cet angle, est compris dans
un segment plus petit qu’un. demi -cercle , cet
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angle sera plus grand qu’un angle droit : donc si
le triangle donné est acutangle ,les droites DF,EF

se rencontreront dans le triangle ; si ce triangle I
a un angle droit B AC , les droites se rencontre-
ront dans la droite BC ; si enfin cet angle a un
angle obtus , ces droites se rencontreront hors
du triangle ABC.

PROPOSITION v1.
PROBLÈME.

Décrire un quarré dans un cercle donné.

Soit ABCD (fig. I 10) le cercle donné :iil
faut décrire un quarré dans le cercle ABC D.

Conduisez les diamètres AC , BD du cercle
ABC D de manière qu’ils soient perpendicu-
laires l’un sur l’autre ( prop. 1 1. l ); menez les

droites AB, BC, CD, DA.
Puisque la droite BE est égale àla droite E D,

car le point E est. le centre , et que la droite EA
est commune et perpendiculaire sur BDk , la
base AB sera égale à la base AD (prop.4. 1).
Par la même raison, chacune des droites BC, CD
est égale à chacune des droites BA , AD : donc le

quadrilatère ABCD est équilatère. J e disaussi
qu’il est rectangulaire ; car puisque la ligne-droite-

BD est un diamètre du cercle ABCD , la figure
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DAD sera un demi-cercle : donc l’angle BAD
est droit ( prop. 51. 1 ); par la ’même raison

’ chacun des angles ABC , BC D, CDA sera droit.

aussi :, donc le quadrilatère ABCD est rectan-
gulaire; mais on a démontré qu’il est équila-«

tère’: donc ce quadrilatère est un quarré, et ce À

quarré est inscrit dans le cercle ABC D.
Donc on. a inscrit le quarré ABCD dans le

cercle donné ABCD ; ce qu’il falloit faire.

PROposnuON vu.
I PROBLÈME. I

Circonscrire un quarré ànn cercle donné.

Soit ABCD (fig. 1 1 1) le cercle donné :’ il

faut circonscrire un quarré autour du cercle

ABCD. ’ -Conduisez dans le cercle ABCD les deux
diamètres AC , BD de manière qu’ils soient per-

pendiculaires l’un sur l’autre ; et par les points

A, B, C, D conduisez les droites FG, GH,’
HK, KF de manière qu’elles soient tangentes

du cercle ABCD (prop. 17. 3).
Puisque la droite FG est tangente du’cercle

ABCD, et que la droite EA a été conduite du
centre E au point de contact qui est en A , les
angles seront droits en A ( prop. 18. 5 Par la



                                                                     

l vouent ne. :89même raison les angles seront droits en B, C, D.
Puisque l’angle AEB est droit et que l’angle

EBG est droit aussi, la droite GH sera paral-
lèle à la droite AC ( prop. 28. 1 Par la même
raison la droite AC est parallèle à la droite F K.
Nous démontrerons semblablement que l’une et

l’autre des droites GF, HK eStparallèle à la droite

BED: donc les figures GK, GC, AK, FB,
BK sont des parallélogrammes : donc la droite
GF est égale à la droiteII-IK (prop. 54. 1) , et
la droite GH égale à la droite FK; et puisque
la droite AC est légale, à la droite BD, que la
droite AC est égale à l’une et à l’autre des

droites G H , FH, et que la droite B D est égale
à l’une et à l’autre des droites GF, HK, les

droites GH , F K seront égales aux droites GF,
HK : donc le quadrilatère FGHK est équila-
tère , etje dis qu’il est rectangulaire; car puisque

le quadrilatère GBEA est un parallélogramme,
et que l’angle AEB est droit , l’angle AGB

sera droit aussi. prop..54. 1 N0us démon-7
trerons semblablement que les angles qui sont
placés vers les points H, K, F sont des angles -
droits: donc le quadrilatère F GHK est rec-
tangle. Mais on a démontré qu’il est équilatère;

donc le quadrilatère est un quarré , et il est cir-

conscrit autour du cercleABCD.
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Donc on a circonscrit un quarré autour du
cercle-donné; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VIII.
PROBLÈME.

Inscrire un cercle dans un quarré donné.

Soit ABCD (fig. 1 12) le quarré donné : il
faut inscrire un cercle dans le quarré ABC D. -

Coupez en deux parties égales l’une et l’antre

des droites AB, AD aux points F, E (prop. 10. 1 ),v
et par le pointEconduisezla droite EH parallèle à
l’une etàl’autre des drèites AB, CD (prop.5 1 . 1),

et par le point F conduisez aussi la droite FK
parallèle à l’une et à l’autre des droites AD,

’ BC’: donc chacune des figures AK, KB, AH,
HD, AG, GC, BG, GD est un parallélogramme ,
et leurs côtés opposés sont égaux (prop. 54. 1).

Puisque la droite AD est égale à la droite AB ,.

que la droite AE est la moitié de AD et la
droite AF la moitié de AB , la droite AE sera
égale à la droite AF. Mais les côtés qui leur

sont opposés sont égaux: donc la droite FG
est égale à la droite GE. Nous démontrerons

semblablement que les droites GH, G’K sont
égales aux droites FG , GE , chacune à cha-
cune : donc les quatre droites GB, GF, GH,

i
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GKsont’ égales entr’elles: donc le cercle dé-

crit du centre G avec un intervalle égal à une
des droites GE , GF, GH, GK passera par les
autres points, et sera tangent aux droites AB ,
BC, CD, DA, parce que les’angles en E, F,
H, K sont droits; car- si la circonférence cou-
poit les droites AB, BC , CD , DA, la perpen-
diculaire à l’extrémité d’un diamètre entreroit

dans le cercle ; ce qui est absurde ( prop. 16. 5) :
donc la circonférence de cercle décrite du cen-

tre G avec un intervalle égal à une des droites
G E , G F , G H , G K ne coupera point les droites
AB, BC , CD, DA : donc elle sera tangente à
ces droites , et elle sera inscrite dans le quarré
ABCD (déf. 5. 4).

Donc on a inscrit une circonférence de cer-
cle dans le quarré donné; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION 1X.
anonLtnr.

Circonscrire un cercle’autour d’un quarré donné.

’ Soit ABCD (fig. 1 15) le quarré donné : il

faut autour de ce quarré ABCD circonscrire
une circonférence de cercle.

Menez les droites AC , BD se coupent
mutuellement au point E.
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Puisque la droite DA est égale à la droite

AB et que la droite AC est commune, les deux
droites DA , AC sont égales aux deux droites
B A,A C ; la base DC est égale à la base BC : donc
l’angle DAC est égal à l’angle BAC (prop.8. 1) :

donc l’angle DAB est coupé en deux parties
égales par la droite AC. Nous démontrerons

semblablement que chacun des angles ABC
BCD , CDA est coupé en deux parties égales
par les droites AC, DB : donc puisque l’angle
DAB est égal à l’angle ABC, que l’angle EAB

est la moitié de l’angle DAB , et l’angle EBA

la moitié de l’angle ABC , l’angle EAB sera
égal à l’angle EBA : donc le côté EA est égal

au côté EB (prop. 6. 1 Nous démontrerons
semblablement que les droites EC , ED sont
égales aux droites EA ,’ EB , chacune à cha-

cune : donc les quatre droites EA, EB , EG,
E D sont égales ’entr’elles : donc la circonfé-

rence de cercle décrite du centre E avec un
intervalle égal à une des droites EA, EB, ED
passera par les autres points et elle sera circons-
crite autour du quarré ABC D; circonscrive; le

cercle ABCD. l w I .1,Donc on a circonscrit un cercle autourd’un
quarré donné ; ce qu’il falloit faire. I
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P a o P o 3-1 riroit x. ” .

P R av ÈllerÊ’.’ . «au
vautrai": m triangleisocèle. qui ait chacun des

anglesde sa. buse doublé du. troisième: angle. si

’ t Soit la droite AB”(Ïig.’1’ que cette débite

soit: coupéeien’M’pcintC’de manias: q’ae le

vréetangle’ïéomprisl’sous les satan; BC’koit

ëgal’tin’qüàri’é’ estampa... "1. 55è éludons

arec-âncri’tatérvalie’ ramassiez- la circonfé-
renéè’BËDE’lÇdein: a); daIis’iè’ cette" son

menacer-dé ses aleélâ’drôîéè’A’È’iiüi’eèt

imOindr’e épi-cle drainaient têtardrëcprôpt’ëîfl,

"et ayant candira dans... n A, n g’circons-
’crivez’ Ia’éirconféreii’ce’A’é’D tabar damait.

ale-Abvcsror-sfa): ’ tu , . .;
i. [Puisque lé’reCtanglé’compris sons les dans.

Ali BC’est égal au; quàrré’ de’ la: droi’tè’ et

qué’la droite se est égalé si; amassons
rectangle compris sotisle’s droitesAB,’B,G’serii

égal manant-assolas puisqàe’ rap-oint B’ et:
pas hot-s du’ëerclë’ACD et que’du’ pbifii a on

a mené un cerclerai: D, les droites B CA, En;
dent l’une coupe le" cerèlepe’t dont l’autre ne le

coupe point, et puisque. le rectanglercomprir’s
sous - les droites AB ,"BC zest égal au’quarré’d’e

B D ,la droite BD sera tangente au cerèle ACD
N
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( prop. 5 (100.1103 puisque la droite BD est
tangente et que la corde DC a été menée du
point de contact’D; l’angle B D C sera égal à

cèluiquiest comprisidans le segment alterne’dl .
cercle, m’est-indue à l’angle DAB prop. .52 . 5).

Main . relique. l’angle. EBG est égal à l’angle

.949. si muaient)» finaude comme DA.
17.49319 ÉQUIUiuDA. sera.-ééal surdent angles

Ç l’wgle zB C (,35;.6331 auxdeux aggle’sQDA 1 prop. 5,2. 1
dans l’angle BDA.est égal à l’angle-BCD ;. mais

faire? :3134: même l’angle CBD. (acéré. 1.).

goûté. Al)J ggtg,égal au côté AB.: .donc
l’angle DL A serakégalà l’angleBCD: donc les

(trois, anglels’JB A, BCDIsoyntégaux entre
eux; et puiSque l’angle DBC estégaljsàul’angle
BCD; le Çôtê 1.3D fieraégal au 961:5 DC(pmp;.,ôu); ’ ’

mais.le;rcêté, BD estsuppOsÉ égal; au côté CA.:

dogme côté topât, égal sa :côtéaCD :donc
l’angle,an est égal à l’angle DAM prop. 5. 1) :

donc lesangleâ CDA. 11.5405:an sont
n’doublqîde l’angle DAC ; maigl’angle. BCD est

égal aux [angles CDA; (prop,.52 . a dans
l’angleABCD. estzdouble de. l’angle BAC; mais

l’angle D est égal à chacun des,angles BDA ,
RBA :donc; chacun des-angles BDA , DBAÎest

double. de l’aigle DAB: . I : - r l
1.;
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Donc ana construit un triangle isocèle

dont chacun des angles de sa base BD estdoue
ble du troisième angle; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION x1.
PROBLÈME.

’ Dans un cercle inscrire uni’pènitagôn’cf

p équilatéral et équiangle; i ’

- Soit ABCDE’(f1g..1 r5) le cercle donné 1
faut inscrire dans ce cercle un pentagone équi-I

latéral et équiangle. I , a I v g
Soit le trianglejisocèle FGH, ayant chacun

des angles de sa base G, H double de l’angle E

(prop.10. Inscrivez dans le cercle ABCDE
un triangle ACD équiangle avec le triangle FGH
(prop. 2. 4) , de manière que l’angle CIAD soie
égal à l’angle-F, etl de manière que chacun des

angles D, C DA soit égal à chacun des angl
(à, qui sont placés sur la base Chacundeei’
anglesAC D, sera double de l’angle AD,
Partagez chacun des angles ACD, en (leur
parties égales par les droitesCE, DB (prop. 9. 1) ,

et menez les droites AB , BC, DE, EA. .
Puisque chacun des angles AC D , C DA est

double de l’angle CAB, et que chacun de ces
angles est coupé en deux parties égales par les

2 ,
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droites CE, DE, les cinq angles DAC, ACE,
ECD, CDB , BDA sont égaux entr’eux;.mais
des angles égaIÏOm appuyés sur des arcs égaux

( prop. 26. 5) . onc les cinq arcs AB , BC., CD ,
DE , EA sont égaux; mais des cordes égales
soutendent des arcs égaux (prop. 29. 5) : donc

les cinq-cordes AB, BC, CD, DE, sont
égales entr’elles : donc le pentagone ABC DE
est équilatéral. Je dis qu’il est aussi équiangle;
6a puisque. l’arc AB est égal à l’arc DE , si

l’on ajoute un arc communBcD, l’arc total
ABCD sera égal à l’arc total EDCB. Or l’an-

gle AED est appuyé sur l’arc ABCD et l’angle

BAE est appuyé sur l’arc. EDCB z donc l’an-

.) gle BAE est égal à l’angle AED (prOp. 27.5);

par la même raison chacun des angles ABC,
BCD, C est égala chacun des angles BAEx ,
AED : donc le pentagone ABC DE est équian- V
gle mais il a été démontré qu’il est équilatéral.

’DOnc dans: un cercle donné , on a inscrit un
pentagone; équilatéral et équiangle ; ée qu’il

laminaire; a * ’t I * ’ -’
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PROPOSITION X11.

PROBLÈME.
î

Circonscrire a un cercle donné un pentagone
équilatéral et équiangle.

Soit ABCDE 116) le cercle donné : il
faut à ce cercle circonscrire un pentagone équi-
latéral et équiangle.

Supposons que les points A, B, C, D, E soient
les sommets des angles d’un pentagone inscrit
dans ce cercle (prop. 1 1 . 4) ,Vde manière que
les arcs AB, BC, CD,. DE, EA soient égaux;
par les points A, B , C , D , E, conduisez au
cercle les tangentes GH, HK, KL, LM, MG
( prop. 1.7. 5); et ayant pris le centre F du cen-
cle ABCDE, menez les droites FB, FK, FC,
FL, F D. ,
- Puisque la droite KL touche le cercle ABCDE

au point C , et que la dnoite FC a été menée

du centre F au point de contact C , la droite FC
sera perpendiculaire sur KL (prop. 18. 5) r
donc chacun des angles FCK , FCL est droit;
chacun des angles FEH, FBK, FDL, FDM
est droit par la même raison. Puisque l’angle
-F C K est droit , le quarré de la droite FK est égal

aux quarrés des droites FC , CK (prop. 47. 1
5
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Le quarré de la droite F K est égal aux quarrés

des droites F B , B K , par la même raison :
donc les quarrés des droites F C , F K sont
égaux aux quarrés des droites FB, BK; mais
le quarré de la droite FC est égal au quarré
de la droite FB : donc le quarré restant de la
droite CK sera égal au quarré restant de la droite

BK : donc la droite C K est égale à la droite BK;

Puisque la droite FB est égale à la droite FC
et que la droite FK est commune , les deux
droites BF, FK sont égales aux deux droites
CF, FK; mais la base BK est égale a la base CK:
donc l’angle BFK est égal à l’angle KFC , et l’an-

gle BK ’ à l’angle FKC (prop. 8. 1) : donc l’an-

gle BFC est double de l’angle KF C et l’angle
BKC double de l’angle FKC . Par la même raison -
l’angle CF D est double de l’angle CFL , et l’an- V

gle CLD double de l’angle CLF . Puisque l’arc -

BC est égal à l’arc CD, l’angle BFC sera égal

à l’angle CF D (prop. 27. 5); mais l’angle B FC

est double de l’angle KFC, et l’angle DFC dou-

ble de l’angle LFC : donc l’angle KFC est égal

à l’angle CF L : donc les deux triangles F KG,

FLC ont deux angles égaux à deux angles ,
chacun à chacun , et un côté égal à un côté,

puisque le côté FC leur est commun : donc ces
deux triangles ont leurs autres côtés-égaux aux
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autres côtés , et l’angle restant égal à l’angle res-

tant (prop. 26. 1 ) : donc la droite KG est égale
à la droite CL , etl’angle FKC égal à l’angle F LC.

La droite .KL sera double de la droite KG ,
puisqüii’la droite KG est égale à la droite CL.

Par la même raison la droitelHK Sera double de
la droite BK. De plus ,. puisqu’on a démontré

que la droite BK est égale à la droite KG , que
la droite KL est double de la droite KG et la
droite H K double de la droite B K, la’droite HK

sera égale à la droite KL. Nous démontrerons

semblablement que chacune des droites GH ,
GM, ML est égale à l’une ou à l’autre des. droites

HK , KL : donc le pentagone GHKLM est
équilatéral. Je dis aussi qu’il est équiangle ; car

puisque l’angle FKC est égal à l’angle FLC ,1

et qu’on a démontré que l’angle HKL est dou-

blede l’angle FKC et l’angle KLM double aussi
de l’angle FLC, l’angle HKL sera égal à l’an-

gle KLM. Nous démontrerons par une raison
semblable que chacun des angles KHG , HGM
GMH est égal àl’uu ou à l’autre des angles HKL, r

KLM : donc les cinq angles GHK, HKL, KLM, I
LMG, MGH sont égaux entr’eux : donc le pen-

tagone GHKLM est équiangle. Nous avons dé?
montré qu’il est équilatéral, et il est circonscrit i

au cercle ABCDE; ce qu’il falloit fairer, i
4



                                                                     

me ÉLÉMENS
.PR.O.POSITION XIII.

PROBLÈME.

Dans une eut louché uilatéral et é u’ n. lea P , q . q 1’195, ’.
inscrire un cercle.

’ Boit ABG-D E (fig. I 17) le pentagone équin
latéral et équiangle donné z il faut inscrire un

cercle dans le pentagone ABCDE.
. Partagez chacun desangles BCD, GDE en deux

. parties égales par les droites CF , DF (prop. g. 1) ;

et du point F où les deux droites GF, DF se rend
l contrent, menez les droites FB, F A, FE. Puis-

que la droite BG est égale à la droite G D etque
la droite FG est commune , les deux droites BC,
C F sont égales’aux deux droites DG, CF; mais

l’angle BGF est’égal à l’angle DGF : donc la

base BF est égale à la Base DF ( prop. 1*);
le triangle BF G est égal au triangle DGF et les
autres angles qui soutendent des côtés égaux
dans ces deux triangles sont égaux entr’eux
( prop. 4. 1) : donc l’angle CBF sera égal à l’an-

gle GDF ,; et puisque l’angle GDE est double
de l’angle G DF et que l’angle C DE est égal
àl’angleABG et l’angle GDF égal à l’angle CBF,

l’angle C BA sera double de l’angle GB F, et par
conséquent l’angle ABF sera égal à l’angle FBC z
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donc l’angle ABC est partagé en deux parties

égales par la droite BF. Nous démontrerons
Semblablement que chacun des angles BAE,
AED est partagé en deux parties égales par les

droites FA , FE. Actuellement du pointF con-
duisez sur les droites AB, BC,- CD, DE, EA
les perpendiculaires FG, FH, FK, FL, FM.
Puisque l’angle HGF est égal àl’angle KGE et

que l’angle droit FHG est égal à l’angle droit

FKC , les deux triangles FHG, FKC auront
deux angles égaux à deux angles et un côté
égal à un côté; savoir , le côté commun F G qui

soutend un des angles égaux : donc ces deux
triangles auront les autres côtés égaux aux autres

côtés (prop.26. I) , et la perpendiculaire FH sera
égale à la perpendiculaire FK. On démontrera

semblablement que chacune des droites FL,
FM , FG est égale à l’uneou à l’autre des droites

FH, FK: donc les cinq droites FG, FH, FK,
F L , F M sont égales entr’elles : donc si du
centre F et avec un intervalle égal à une des

- droites FG, FH, FK, FL, FM on décrit une .
circOnférence de cercle , cette circonférence
passera par les autres points et touchera leg
droites AB , BC, CD, DE , EA, parce que. les
angles sont droits enG , H , K , L, M; en effet, si
au lieu de les toucher, elle les coupoit , la per-
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péndiculaire men ée à l’extrémité d’un diamètre

entreroit dans le cercle; ce qui a été démontré

absurde (prop. 16. 5) : donc la circonférence
décrite du centre F avec un intervalle égal à

une des droites FG, FH, FK, FL , FM ne cou-
pera point les droites AB, BC, CD, DE , EA:
donc elle les touchera. Décrivez la circonfé- A

rence G H KLM. ’Donc on a inscrit une circonférence de cercle
dans un pentagone équilatéral et équiangle; ce
qu’il falloit faire.

PROPOSITION XIV.

puonnlzun.
Circonscrire une circonférence de cercle à un

pentagone équilatéral et équiangle donné.

Soit ABG DE ( fig. I 18) un pentagone équi-
latéral et équiangle :il faut à ce pentagone cir-

conscrire une circonférence de cercle.
Partagez en deux parties égales chacun des

angles BCD, GDE par les droites CF, FD
(prop. g. 1 ) , et du point F où ces droites se
rencontrent, menez aux points B , A, E les
droites FB , FA, FE. Nous démontrerons , ’
comme dans la proposition précédente , que
chacun des angles CBA , BAE , AED est coupé
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en deux parties égales par les droitesBF, FA , FE.
Puisque l’angle BC D est égal à l’angle GDE , et

que l’angle FGD est la moitié de l’angle BCD,

et l’angle CDF la moitié de l’angle GDE , l’an-

gle FGD sera égal à l’angle FDG : donc le côté

FG est égal au côté FD (prop. 6. I). On démon-

trera semblablement que chacune des droites
FB, FA, FE est égale à chacune des droites FG,

FD z donc les cinq droites FA, FB, FG, FD, FE
sont égales cntr’elles : donc la circonférence

décrite du point F et avec un intervalle égal à

une des droites FA , F B , FG , FD, FE passera
par les autres points et sera circonscrite au
pentagone équilatéral et équiangle ABCDE.

Décrivez la circonférence ABCDE. l
. Donc une circonférence de cercle a été cir-

conscrite à un pentagone équilatéral et équth
gle; ce qu’il falloit faire. ’

PROPOSITION XV.V
PROBLÈME.

Inscrire dans un cercle donné un hexagone équi-
I latéral et équiangle.

Soit ABC DEF (fig. 1 19) le cercle donné : il

faut dans ce cercle inscrire un hexagone équi-
latéral et équiangle.

Menez le diamètre AiD du cercle ABGDEF,
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prenez le centre G de ce cercle , et du centre
avec l’intervalle DG décrivez la circonférence

EGCH (dem. 5); menez les droites EG, CG,
prolongez-les vers les points B , F, et menez
les droites AB, BC, CD, DE, EF, FA: Le dis
que l’hexagone AB GDEF est équilatéral et
équiangle.

Puisque le point G est le centre du cercle
ABCDEF, la droite GE sera égale à la droite GD.

De plus , puisque le point D est le centre du ,
cercle EGC H , la droite DE sera égale à la
droite DG; mais on a démontré que la droite
G E est égale à la droite G D : donc la droite GE
est égale à la droite E D : donc le triangle EG D

est équilatéral : donc ses trois angles ECD,
GDE , DEG sont égaux entr’eux , puisque dans

les triangles isqcèles les angles à la base sont
égaux entr’eux ( prop. 5. 1 ) ;’ mais les trois

angles d’un triangle sont égaux à deux droits

( prop. 52. 1 ) : donc l’angle EGD est le tiers
de deux angles droits. On démontrera semblai
blement que l’angle DGG est le tiers de deux

. angles droits; donc , puisqu’une droite CG tom-
bant sur la droite EB fait les angles de suite EGG ,
CGB égaux à deux droits (prop. 15. 1) , l’angle

restant CGB sera le tiers de deux angles droits :
donc les angles EGD, BGC, CGB sont égaux
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entr’eux; mais les angles B GA , A G F , FGE

sont égaux aux angles EGD, DGG , CGB ,
parce que ces angles sont opposés par le sommet

(prop. 15. 1) : donc les six angles EGD, DGG,
CGB , .BGA , AGF, FGE. sont égaux» entr’eux;

mais des angles égaux s’appuient sut des arcs
égaux (prop. 26. 5 ).:,donc les six arcs AB, BC,
CD, DE , EF, FA sont égaux.- entr’euxgmàis des

, arcs égaux sontsoutelidus. par, des cordes égales

(prop.- 29.5 ).zadonc. lesaaix - cordes. sont égales
entr’elles : donc l’hexagone. ABCDE? est équiç

latéral. Je dis qu’il est équiangle , car puisque
l’arc AF’est égal à l’arc E’D, ’si nous leur ajou-

tons à chacun l’arcAB G D , gl’are total FABG D

sera égal à l’arc total 11:. DG B A :L donc, puisque
l’angle F E D s’zi’ppiiié’ sur-l’arc .F’AB G D ’ét qué

l’angle AFE s’appuie sur l’arc ED’CBA , l’an-

gle: AF’Etest égal à ’l’an’gle’DÈF a”). 5

On idélnbntrera semblablement que les" autres
angles de l’hexagone A B G- DEF? ’égaux
abacas. à rua zou à "l’autre des magies”’KFlE ,

BED adonc l’hexagonéiABG DE F est équianïâ

gle. Maison! a démOntré qu’il est équilatéral; et

il estinscrit’dans le cercle) ABCD É FiÏ 13 W1” il

. t-DOnc on a aimanta héxagdriè’équilatéral si

équiangle daim: cercle donné; ce qu’il falloit

ümlvur, 3.5.... l: i.’ mirb- MW!)
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Il suit manifestement de là que le côté de
l’hexagone est égal au demi-diamètre du cercle.

Si par les points’A, B , C , D, E , F nous me-

nons des tangentes au cercle , on circOnscrira
à ce cercle un hexagone équilatéral et équian-

gle , en. suivant la méthode que- nous avons
donnée pour le pentagone; c’est aussi de la
même manière que nousrinscrirons et que nous
circonscrirons une circonférenCe de cercle à
un hexagone’donnéaV 1’ i i î: le 7’

.Hp’noipostrlonxvt.’ n..." ,

rnÏoïnLÈ’Mn.’ *
’ ’::’i.1Ç1Ï:..î:w..’.’.ÏL,I..--

Inscrire dans un cercle donné un quindécagone
équilatéralllet. équiangle. I 4 I V

A Soit. 413,qu (fig; 1.20) le angle. douné ,: il

faut dans ce cercle inscrire, un. quindécagone

équilatéral, et équiangle . , . .
i ’ Inscrivez dans. le cerc’lejABGD le. côté AC

d’un triangle équilatéral et: le côté .AB d’un peut

tagone équilatéral; Puisque la circonférence sens
I tière ABC D’doit être vpamagé’e .en quinze parties.

égales , l’arc "ABC qui, est la tunisienne . partie ide

la circonférence en contiendracinq; et. l’arc-A31

qui est le cinquième de la circonférence en con-
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tiendra trois : donc l’arc restant BC en con-
üendradeux. Partagez l’arc restant BC endeux
parties égales au point E (prop. 5o. 5), chacun
des arcs BE, EC sera la;r quinzième partie de
la cit-Conférence du Ëerc’lëAB’C D li: donc si l’on

porte une des droites BE, EC sur la circonférence
ABCD autant de’l’OËqu’on lei-pourra (prop.. 1 .

on aura un quindécagone équilatéral et équian-

gle qui sera linscrit’daus cette circonférence;

" ce qu’il falloit. faire.) ’ . .. H," ï l h
En suivant la méthodeque nous avpng

pour le, pentagone , si par les, points de division
d’un cercle on conduit .tangentes’çà ce cer-

cle , on circonscrira à negeercle, Zun [quindéca-
gqneflç’gyilatérfil. et::éq;1i.apglega En ,,suiva9t Je.

même métëodsh amis, inscrirons, et nous cir-

conscrit-qua circonférence de cercle à,un,
quîaslr’sasaneéqsüatéralîessaimais chimé. .

’"(l 1?. lJtfllil’.’î’; "in; ’ ï-.: I l . I;t-,.wv , "L1 r et;

’vi ’r un! 11’ W11’111

natrum-1’». . v un
’*’"’*ÊW vif tu traînante"; 17v ne. j

K: si) deo un)" 51:! UV: !- -1
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A h . L H.:’

  L  I I-3:21:

.. . lltLHaniHÂ
"M": l  ’ üÉFIIVÏ OMS.

:311": -. . ,. s1 . L E s figures rectilignes semblâmes sont
cellesmdëfit’ les augîes sont légaux chacun à
éhacini et dont ïes côiés plâcés autour des angles

égaux sont proportionnels: * u L  
*"23Les figures somlsrëçiproqde’s l’oisque les

àùtêëëden’s (à? lësïïéofisétÎuèusu’çes tabous se

trèuve’nt dansll’une"el:.*î’àutre figure. " ’l *ï

- 4-5; Une droite est ditefcbupe’e èhèëxwëxjtfèjee

moyeâàzïe raison lorsque le üfoîté’totalë bât au

plus grand segment comme le plus grand seg-

ment est au plus petit. s
4. Le hauteur dînppwfigure est une perpen-

diculaire menée de son sommet. sur sa hase.
5. On dit qu’une raison est composée de rai-

. sans lorsque les quantités des raisons mulli-
pliées entr’elles produisent la quantité de cette

ralson.
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PROPQSITION PREMIÈRE.

T n li o n È un,

Les triangles et les parallélogrammes, qui ont
la même hauteur sont entr’eux comme leur;

bases. ISoient les triangles ABC, ACD (fig. 121)
et les parallélogrammes EC , CF qui ont la
même hauteur , savoir , la perpendiculaire me-
née du point A sur la droite BD z je dis que le
triangleABG est au triangle ACD et que le
parallélogramme EC est au parallélogramme C F.

comme la base .BC est à la hase CD.
Prolongez (la droite BD de part et d’autre

vers les points H, L , et faites les droites BG , GH
égales. chacune à la base BC; faites aussi les.
droites DK, KL égales chacune à la hase CD,
et menez les droites AG, AH, AK, AL.

Puisque les droitesCB , BG , GH sont égales
entr’elles ,v les triangles AGH , AGB , ABC seront

égaux entr’eux ( prop; 58. I) : doucie triangle
ABC contient- le triangle: ABC autant de fois.
que la base HC contient la base BC. Par la même

raison le triangle ALC contient le triangle ACD
autant de fois que la hase LC contient la baseCD.
Si la base HG est-égaleàla base CL , le triangle

’ O



                                                                     

210 É L É M n N s
AHC sera égal au triangle ABC (prop. 58. 1) ;
si la base HG surpasse la base CL, le triangle
AHC surpassera le triangle ALC , et si cette
base est plus petite le triangle sera plus petit.
Ayant donc quatre quantités , savoir , les deux
bases BC , CD et les deux triangles ABC , ACD ,
on a pris des équimultiples de la hase BC et du
triangle ABC , savoir, la base HG et le trian-
gle ABC; On a pris aussi d’autres équimultiples

de la base CD et du triangle ACD; savoir, la
hase C L et le triangle ALC’; et l’ont a démontré

que si la base HC surpasse laibase CL, le trian-
gle AHC surpassera le triangle ALC; que si la
base HC est égale à la base CL ,- île triangle ABC

sera "égal au triangle ALC , et que si la hase HC

est plus petite que la base CL, le triangle AHG
sera iplus petit que le triangle ALC : donc le
trianglefABiCi est au triangle ACD comme la
hase BC et la base CD (défi 5. 5).
ï Puisque le pariallélogramnœ ’E CI est double

du triangle" ABC , que le. parallélogramme F’C

est doubléauSsi du triangle ACD (pmp. 4L1) ,
et à cause que les parties ont entr’âelles la même

raisonque leurs équilim’ltiples (prop. I5. 5) , le .
paralléldgramme EC sera un parallélogramme

FC comme le triangle ABC est un triangle ACD:
donc puisqu’on a démontré que le triangle ABC
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est au triangle ACD comme la base BC est à la
base CD; et à cause que le parallélogramme EC.

est au parallélogramme FC comme le triangle
ABC est au triangle ACD , le parallélogramme
EC sera au parallélogramme F C comme la base
BC est à la base CD (pr0p. 11. 5).

Donc les triangles et les parallélogrammes
qui ont la même hauteur sont entr’eux comme
leurs bases; ce qu’il falloit démontrer. i

Io PNROPOSIHTION VII.

VTHÉgOVRÈME.

Si l’on’ conduit une droite qui soit parallèle à un

des côtés d’un triangle, cette droite coupera,

proportionnellement les côtés de ce triangle,- et
si (leur côtés d’un. triquglc sont coupés propor-

v rtionnellenwnt, la droite qui joirzdrnîles sections

sera parallèle au côté restant du triangle.

Que l’on mène la droite DE (fig. 122) de
manière qu’elle soit parallèle à un deslcôtés du

triangle ABC : jadis que CE est à EA comme
BD est à DA.

Menez les droites BE , CD.
Le triangle BDE est égal au triangle CDE

( prop. 57. 1) ,i parce qu’ils ont la même hase et
qu’ils sont compris entre les mêmes parallèles.

a
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Mais deux quantités égales ont la même raison

avec une même quantité ( prop. 7. 5) : donc le

triangle CDE est au triangle ADE comme le
triangle B DE est au triangle ADE. Mais le
triangle BDE est au triangle ADE comme BD
est à Dl: car ces deux triangles , qui ont la même

hauteur, savoir, la perpendiculaire menée du
point E sur la base AB, sont entr’eux comme
leurs bases (prop. 1 .6). Par la même raison le
triangle CDE est au triangle ADE comme CE
est à EA: donc BD est à DA cumme CE est
à EA (prop. 11.5).

Si les côtés AB , AC du triangle ABC sont
coupés proportionnellement aux points D, E de
manière que BD soit à DA com111e CE est à EA ,

et si l’on mène la droite DE : je dis que la droite

DE est parallèle à la droite BC.
Faites la même construction. Puisque BD

est à DA comme CE est à EA, que BD est à DA

comme le triangle BDE est au triangle ADE
(prop. 1.6), et que, CE està EA comme le
triangle C DE est au triangle ADE; le triangle
BDE sera au triangle ADE comme le triangle
GDE est au triangle ADE (prop. 1 1 . 5) : donc
chacun des triangles BDE , CDE a la même
raison avec le; triangle ADE : donc le triangle
BDEest égal au triangle GDE (prop. g. 5) ,
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et ils ont la même hase. Mais des triangles égaux

et construits sur la même hase sont compris
entre les mêmes arallèles ro . 5 . 1 : donc
la droite DE est Iparallèle à( l; dîoitî’Bè.

Donc si l’on conduit une droite qui soit pa-
rallèle à un des côtés d’un triangle , cette droite

coupera proportionnellement les côtés de ce
triangle ; et si les côtés d’un triangle sont coupés

proportionnellement, la droite qui joindra les
sections sera parallèle au côté restant de ce
triangle; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION III.
rationnais.

Si un angle d’ un triangle est partagé en (leur par-

ties égales, et si la droite qui partage cet angle

coupe la base, les segmens de la base auront
la même raison que les autres côtés de ce trian-

gle; et si les segmens de la basa ont la même
raison que les autres côtés du triangle , la droite

qui est menée du sommet à la section partagera
l’angle de ce triangle en Jeux parties égales.

Soit le triangle ABC (fig. 125 ), que l’an-
gle BAC soit partagé en deux parties égales par

la droite AD : je dis que BD est à DC connue
BA est à AC.

vÇ)
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l Par le point C menez la droite CE parallèle
à la droite DA (prop. 5 I . 1); prolongez la droite
BA jusqu’à ce qu’elle rencontrera la droite CE

au point E.
. Puisque la droite AC tombe sur les parallèles

AD , EC , l’angle ACE sera égal à l’angle CAD

( prop. 29. 1 ); mais l’angle CAD est supposé
égal à l’angle BAD : donc l’angle BAD sera égal

à l’angle ACE. De plus , puisque la droite BAE.
tombe sur les parallèles AD, EC , l’angle exté-
rieur B A D est égal à l’angle intérieur AE C

( prop. 29. I Mais on a démontré que l’angle
ACE est égal à l’angle BAD : donc l’angle ACE

sera égal à l’angle AEC : donc le côté AE sera

égal au côté AC ( prop. 6. I Puisque la droite
AD est parallèle à un des côtés du triangle B012,-

savoir , au côté EG, la droite BD sera à la droite

DC comme la droite B A est à la droite AE
(prop. a. 6). Mais la droite AE est égale à la
droite AC : donc la droite BD est à la droite
DC comme la droite BA est à la droite AC
( prop. 7 . 5

Supposons à présent que la droite BD soit à

la droite DC comme la droite BA est à la droite
AC; menez la droite AD : je dis que l’angle
BAC est partagé en deux parties égales par la

droite AD. *

ai .r.
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Faites la même construction. Puisque BD

est à DC comme BA est à AC, et que BD est
à DC comme BA est à AE (prop. 2.6), car
la droite AD est parallèle à un des côtés du
triangle BCE, savoir, au côté EG, il est évi-
(leur que BA sera à AC comme BA est à A’E :

donc la droite AC est égale à la droite AE
(prop. 9. 5 ) : donc l’angle AEC est égal à l’an-

gle ACE (prOp. 5. 1 ); mais l’angle AEC est
égal à l’angle extérieur BAD (prop. 29. I ), et

l’angle ACE égal à l’angle alterne CAD : donc

l’angle BAD sera égal à l’angle CAD : donc

l’angle BAC est partagé en deux parties égales

par la droite AD.
Donc si un angle d’un triangle est partagé en

deux parties égales, et si la droite qui partage;
cet angle coupe la base , les segmens de la base

» auront la même raison que les autres côtés de

ce triangle; et si les segmens de la base ont la
même raison que les autres côtés du triangle,
la droite qui est menée du sommet à la section-
de la base partage l’angle de ce triangle en deux
parties égales ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION 1V;
THÉORÈME.

Dans les triangles équiangles, les côtés qui sont

auteur des angles égaux sont proportionnels ,-
et on appelle côtés homologues ceux qui sou-d

tendent des angles égaux.

Soient les triangles équiangles ABC, DCE
( fig; 124) dont l’angle ABC soit égal à l’angle

DCE, l’angle ACB égal à l’angle DEC , et l’an-

gle BAC égal à l’angle CDE : je dis que dans
les deux triangles ABC , DC E, les côtés qui sont

autour des angles égaux sont proportionnels;
et que les côtés qui soutendent des angles égaux

sont homologues.
Placez le côté BC dans la direction de CE ;’

puisque les angles ABC , ACB sont moindres
que deux angles droits (prop. 17. 1), et que
l’angle ACB est égal à l’angle DEG, les angles

ABC , DEG seront plus petits que deux angles
droits : donc les deux droites BA, ED étant
prolongées , se rencontreront entr’elles’(ax. 1 1);

et supposons qu’elles se rencontrent au point F.
Puisque l’angle DCE est égal à l’angle ABC ,

la droite D C sera parallèle à la droite B F
(prop. 28. i). De plus, puisque l’angle ACB t
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est égal à l’angle DEG, la droite AC sera pa-

rallèle à la droite FE. Donc la figure FAC D est

un parallélogramme : donc la droite FA est
égale à la droite FD et la droite AC égale à la

droite FD (prop. 54. 1); et puisqu’un des côtés

du triangle FBE, savoir, le côté AC est paral-
lèle au côté FE, le côté BA sera au côté AF

comme le côté BC est au côté CE (prop. 2.6).

Mais la droite AF est égale à la droite C D : donc

BA est à CD comme BC est à CE (prop. 7.5),
et; en alternant, AB est à BC comme CD est a
CE ( prop. 16. 5). De plus, puisque la droite
CD est parallèle à la droite BF , la droite BC
sera à la droite CE comme la droite FD est à
la droite DE. Mais la droite DF est égale à la
droite AC :donctBC est à CE comme AC est
à ED, et en alternant, BC est à CA comme CE
est à ED; mais puisqu’on a démontré que AB

est à BC comme DC est à CE, et que BC est à
CA comme CE est à ED, la droitelBA sera à
la droite AC comme C D est à DE (prop. 22. 5).

Donc dans les triangles équiangles les côtés

qui sont autour des angles égaux sont propor-
* tionnels, et les côtés qui scutendent des angles
égaux sont homologues ; ce qu’il falloit dé-

montrer.
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PROPOSITION V.
THÉORÈME.

Si Jeux triangles ont leurs côtés proportionnels,
ces Jeux triangles seront équiangles , et les an-
gles soutendus par les côtés homologues seront

égaux. ’

Soient deux triangles ABC , DEF ( fig. 125)
dont les côtés soient proportionnels, de ma-
nière que AB soit à BC comme DE est à EF,
que BC Soit à CA commerEF est à FD et que
BA soit à AC 00mme ED est à DF : je (lis que
les triangles ABC, DEF sont équiangles et que
les angles soutendus par les côtés homologues
sont égaux, savoir, l’angle ABC égal à l’angle

DE F, l’angle BCA égal à l’angle EFD , et enfin

l’angle BAC égal à l’angle EDF.

Construisez sur la droite EF et aux points
E , F l’angle FEG égal à l’angle ABC et l’an-

gle EFG égal à l’angle BCA (pr0p. 25. I ); le l
troisième angle BAC sera égal au troisième

angle EGF (prop. 52. I) : donc les triangles
ABC, EGF sont équiangles : donc dans les deux
triangles ABC , EGF, les côtés qui sont autour
des angles égaux sont proportionnels et les côtés

qui soutendent les angles égaux sont homologues
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(prop. 4.6) : donc AB est à BC comme GE
est à EF; mais AB est à BC comme DE est à
EF : donc DE est à’EF comme GE est à EF
( pr0p. 1 1 . 5) : donc l’une et l’autre des droites

DE , GE ont la même raison avec la droite EF:
donc la droite DE est égale à la droite GE
(prop. g. 5). La droite D F sera égale à la droite
G F, par la même raison. Donc, puisque la droite
EG est égale à la droite DE , et que la droite
EF est commune , les deux droites DE, EF sont .
égales aux deux droites GE, EF; mais la base
DF est égale à la base GF : donc l’angle DEF est

égal à l’angle GEF (prop. 8. 1); donc le triangle

DEF est égal au triangle GEF et les autres angles
qui sont soutendus par les côtés égaux sont en-
core égaux 5 donc l’angle DFE est égal à l’angle

GFE et l’angle EDF égal à l’angle EGF. Puisque

DEF est égal à l’angle GEF et que l’angle GE F

est égal à l’angle ABC , par construction , l’an-

gle ABC sera égal à l’angle DEF. Par la même

raison l’angle ACB sera égal à l’angle DFE et

l’angle A égal à l’angle D : donc les triangles

ABC, DEF sont équiangles.
Donc, si deux triangles ont leurs côtés pro-

portionnels , ces deux’triangles seront équian-
gles , et les angles soutendus par les côtés homo-
logues seront égaux ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION VI.
THÉORÈME.

Si Jeux triangles ont un angle égal à un angle, et
si les côtés qui sont autour des angles égaur

sont proportionnels, ces deux triangles seront
équiangles et les angles soutendus par les côtés

homologues seront égaux.

Soient les deux triangles AB C, DE F
(fig. 126), ayant un angle BAC égal à un angle
E DF, et ayant de plus les côtés qui sont autour
des angles égaux prOpOrtionnels entr’eux, de.

manière que BA soit à AC comme ED est à
DF : je dis que les triangles ABC , DEF sont
équiangles et que l’angle ABC est égal à l’angle

DEF et l’angle ACB égal à l’angle DFE.

l Sur la droite DF et aux points D, F cons-
truisez l’angle FDG égal à l’un ou à l’autre des

angles BAC, EDF et l’angle DFG égal à l’an-

gle ACB (prOp. 25. I L’angle restant B sera
égal à l’angle restant G (prop. 52. 1 ) : donc les

triangles ABC , DGF sont équiangles : donc BA

est à AC comme GD est à DF (prop. 4. 6);
mais on suppose que BA est à AC,comme ED ,
est à DF : donc ED est à DF comme GD est j
à DF (prop. 1 t. 5) : donc le côté ED est égal
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au côté DG (prop. 9. 5s); mais le côté DF est

commun : donc les deux droites ED, DF sont
égales aux deux [droites GD , ; mais l’angle
EDF est égal à l’angle GDF : donc la base EF est

égale à la base F G ( prop. 4. t); donc le triangle

DEF égal au triangle GDF et les autres angles
qui sont soutendus par les côtés égaux sont en-
core égaux : donc l’angle DFG est égal à l’angle

DFE et l’angle G égal à l’angle E. Mais l’angle

DFG est égal à l’angle AC B, par construction:
donc l’angle ACB est égal à DFE; mais l’angle

BAC est supposé égal à l’angle EDF : doue
l’angle restant B est égal à l’angle restant E

(prOp. 52. 1 ) : donc les deux triangles ABC
sDEF sont équiangles. ’

Donc si deux triangles ont un angle égal à
un angle, et si les côtés sont’autour- des
angles égaux sont proportionnels , ces deux
triangles seront équiangles , et les. angles sou-
-tendus par les côtés homologues seront égaux;
ce qu’il falloit démontrer. ’ ’ a

,
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. PROPOSITION VII.
THÉORÈME.

Si deux triangles ont un angle égal à un angle,
si les côtés placés autour de deux autres angles

sont proportionnels entr’eux, et si chacun des

angles restans est en même tems ou plus petit
ou n’est pas plus petit qu’un angle droit, les

triangles seront équiangles et les angles adja-
cens aux côtés proportionnels seront égaux.

Soient les deux triangles’ABC , DEF (fig. 1 27)

ayant un angle égal à un angle, savoir , l’angle

BAC égal a l’angle EDF et les côtés qui sont

autour de deux autres angles ABG, DEF propor-
tionnels entr’eux , de manière que DE soit à EF

connue AB est à BC , et que chacun des deux
autres angles ACB , DFE soit plus petit qu’un
angle droit : je dis que lestriangleslABC’, DEF
sont équiangles , que l’angle ABC est égal à l’an!-

gle DEF , et l’angle ACB égal à l’angle DFE;

Car si l’angle ABC n’est pas égal à l’angle

DEF, l’un d’eux sera plus grand. Que l’angle

ABC soit le plus grand. Construisez sur la droite
AB et au point B un angle AB G égal à l’angle

DEF (prop. 25. I
Puisque l’angle A est égal à l’angle D et l’an-
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gle ABG égal à l’angle DE F, l’angle AGB sera

égal à l’angle DFE (prop. 52. 1) : donc les trian-

gles ABG, DEF sont équiangles : donc AB eSt
à BG comme DE est à EF (prop.4.6); mais
par supposition DE est à EIF comme AB est
à BC : donc AB est à BC comme AB est à BG

(prop. 1 1. 5) : donc la droite AB a la même
raison avec chacune des droites B C , BG : donc
la droite BC sera égale à la droite BG et par
conséquent l’angle BGC est égal à l’angle BCG

( prop. 5. I ) ; mais on a supposé que l’angle C

est plus petit qu’un angle droit à donc l’angle
BGC est plus petit qu’un angle droit et par con-
séquent l’angle de suite AGBvest plus grand
qu’un angle, droit ( prop. 15. 1 ); mais on a dé-
montré que l’angle AGB est égal à l’angle F :

donc l’angle F est plus grand qu’un angle droit ;

mais on a supposé qu’il émit plus petit qu’un

angle droit , ce qui est absurde : donc les angles
AB C4, DEF ne sont pas inégaux : donc ils sont
égaux ; mais l’angle A est égal à l’angle D : donc

l’angle C est égal à l’angle F : donc les triangles

ABC , DEF sont égaux. .
Supposons à présent que l’un et l’autre des

angles’C, F n’est pas plus petit qu’un angle droit :

je dis encore que les triangles ABC , DEF sont
équiangles. l
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Ayant fait la même construction, nous dé-1

montrerons semblablement que le côté BC est
égal au côté BG et l’angle C égala l’angle BGC ;

mais l’angle C n’est pas plus petit qu’un angle

droit :w donc l’angle BGC n’est pas plus petit

qu’un angle droit : donc deux angles du trian-
gle BGC ne sont pas plus petits que deux angles
droits, ce qui est impossible (prop. 1 7. I) : donc
les angles ABC , DEF ne sont pas inégaux: ’
donc ils sont égaux; mais l’angle A est égal à

l’angle D: donc l’angle C est égal à l’angle F

(prop. 52. I : donc les triangles ABC, DEF
sont équiangles.

Donc si deux triangles ont un angle égal à un
angle, si les côtéséplacés autour de deux autres

angles sont proportionnels entr’eux , et si cha-
cun-des angles-restans est en même tems plus
petit ou n’est pas plus petit qu’un angle droit ,

- les triangles sèront équiangles et les angles adja-

cens aux côtés proportionnels seront égaux;
’ce qu’il falloit démontrer.



                                                                     

D’EUCLIDE. 225
PROPOSITION V111.

THÉORÈME.

Si dans un triangle rectangle on conduit une
perpendiculaire de l’angle droit sur la base, les

triangles placés autour de la perpendiculaire
sont semblables au triangle total et semblables
entr’eux.

Soit le triangle rectangle ABC (fig. 1 28) dont
l’angle BAC est droit; du point A conduisez la

perpendiculaire AD sur la base BC e dis que
les triangles AB D , ADC sont semblables au
triangle total ABC et semblables entr’eux.

Car puisque l’angle BAC est égal à l’angle

ADB , étant droits l’un et l’autre, et que l’angle

B est c0m1nun: aux deux triangles ABC, AB D,
l’angle restant ACB sera égal à l’angle restant

BAD (prop. 52. 1) : donc les deux triangles
ABC, ABD sont équiangles : donc le côté BC
qui soutend l’angle droit du triangle ABC , est
au côté BA qui soutend l’angle droit du triangle

ABD comme le côté AB qui soutend l’angle C

du triangle ABC , est au côté BD qui soutend un
angle égal-à l’angle C , c’est-à-dire l’angle B A D

du triangle ABD, et enfin comme le côté AC
est au côté AD soutcnd un angle B commun

’ P
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à ces deux triangles : donc, les triangles AB C ,
ABD sont équiangles ,’ et les côtés placés autour

à des angles égaux sont proportionnels entre
ïeux (prop.4.6) : donc le triangle ABC est sem-
blable au triangle ABD ( défi 1 . 6). Nous dé-
montrerons’que demême le triangle ADC est
semblable au triangle ABC : donc chacun des
triangles ABD, ADC est semblable au triangle

total ABC. ’ ’ ’
Je dis de plus que’les triangles ABD, ADC

sont semblables entr’enx. ’ . t i
plCar puisque l’angle .droit BDA est égal à

,lÎangle- droit ADC, ct àfcause qu’il a été dé-

montré quel’angle BAD cart égal: à l’angle C,

l’angle restant B sera égal à l’angle restant DAC

(prop. 52, I) adonc les deux’trianglesrABD’,
ADC sont équiangles : donc Je côté BD du
triangle AB, D, qui soutend l’angle BAD est au
côté DA du triangle ADC , soutend l’angle
C égal à l’anglelBAD, comme le côté AD du

triangle ABD qui soutend l’angle B est au côté

DCdu triangle ADC qui soutendil’angle DAC
égal à l’angle B , et comme le côté 7B At qui sou-

tend l’angle droit ADB est au côté AC qui sou-

tend l’angle droit ADC (prop. 4. 6) : donc le
triangle ABD est semblable au triangle ADC

(défi 1.6). i * ’ .
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Donc si dans un triangle rectangle, on: con-

duit une perpendiculaire de l’angle droitsur la
base , les triangles placés autour de la perpen-
diculaire sont semblables au triangle total :et
semblables entr’eux;-ce qu’il falloitdémontrer.

CO’ROL’LAIRE.

Il suit de là que, dans’un triangle rectangle p
la perpendiCulaire conduite de l’angle droit sur

la base, est moyenne proportionnelle entre les
Segmens de la baSe, et que chaque côté de l’angle

droit est moyen proportionnel entre la base et
le segment qui lui est contigu. ’

PROPOSITION 1X.
PROBLÈME.

D’une droite donnée retrancher une partie
demandée.

Soit AB (fig. 199) la droite donnée: il faut
de la droite AB retrancher une partie demandée.

Que la partie demandée soit le tiers de cette

droite ; du point A conduisez une .droite quelf
conque AC qui fasse avec la droite A B un angle
quelconque; prenez sur la droite. AC un point
quelconque D et faites les droites D E , EIC
égales chacuneià la droite Al) ( prop. 5. 1,);
conduisez ensuite la droite BC et par le point D .

a
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conduisez la droite DF parallèle à la droite BC

(prop. 51. 1
Puisqu’on a conduit la droite FD parallèle à

un des côtés du triangle ABC , savoir , au côté

BC , la droite CD sera à la droite DA comme
la droite BF est à la droite FA (prop. a. 6) ;

V mais la droite CD est double de la droite DA:
donc la droite BF est double de la [droite FA:
donc la droite BA est double de la droite A F;

Donc on a retranché de la droite donnée AB
sa troisième partie demandée; ce qu’il falloit

faire. ’
PROPOSITION X.
l r n o a L Ê M 1:. 4

Partager une droite donnée qui n’est point par-
. tagée de la même manière qu’une autre droite

donnée est partagée.

Soit AB ( 1 50) la droite donnée n’est
point partagée et AC la droite donnée qui est
partagée : il faut partager la droite AB n’est
pas partagée de la même manière que la droite

AC est partagée.

Que la droite AC soit partagée aux points
D , E , et que les droites AC , AB soient placées

de *1nanière qu’elles comprennent un angle
quelconque. Conduisez la droite BC, et par les
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points D , E , conduisez les droites DF, EG
parallèles à la droite BC ( prop. 51; 1 ), et par
le point D conduisez la droite DHK parallèle
à la droite AB.

Les figures F H , HB sont des parallélo-
grammes, et par conséquent la droite DH est
égale à la droite FG et la-droite HK égale à la

droite GB (prop. 54. 1); et puisqu’on a conduit
la droite HE parallèle à un des côtés du triangle

BKC, savoir, au côté KG , la droite CE sera à
la droite ED comme la droite KH est à la droite
HD (prop. 2. 6); mais puisque la droite KH est
égale à la droite BG et que la droite HD est
égale à la droite GF, la droite C E est à la droite

ED comme la droite B G est à la droite G F. De
plus , puisqu’on a conduit la droite FD parallèle

à un des côtés du triangle AGE , savoir au côté

EG , la droite ED sera à la droite DA comme
la droitepGF est à la droite, FA. Mais on a dé-

montré que la droite CE est à la droite ED
comme la droite BG est à la droite : donc la
droite CE est à la droite ED comme la droite :BG
est àrla droite GF, et la droite ED est à la droite
DA comme la droite GF est à la droite FA.

Donc la droite donnée AB, qui n’est parta-
gée, a été partagée de la même manière que

la droite donnée AC; ce qu’il falloit faire.

5
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PRQPI’osiTI’o N XI.

VrnionL’ÈIM 1:.

Deux droites étant données , trouver une troisième

proportionnellet

Soient AB., AC (fig; 151) les deux droites
données; placez-les de manière qu’elles com-

prennent un angle quelconque : il faut trouver
une’troisièr’ne proportionnelle aux droites AB ,l

AC: A A . ’ A 4 .
Prolongez les droites AB, AC vers les points

D , E; faites la droite BD égale à la droite AC;

menez la droite BC , et parle point D menez la
droite DE parallèleià la droite BC prop. 5 1 . I).

Puisque la droite B’C est’parallèle à un des

côtés (in. triangle ADE , savoir au côté DE , la

droite A8 sera à la droite BD comme la droite
AC est à. la droite CE (prop.l2.6); mais la
droite. .BD est I égide à la droite. AC : doncla

droite AB est à la droite AC. comme la droite

AC est à la droite tDonc lesfdeuxvdroites AB, àyànt été don-

nées, On la trouvé-une troisième proportion.

nelle CE5 ce qu’il falloit faire. Il A

Nt
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P1110 BL:ËM.E;2

Trois,dz:oites étanwdminécsï, muverVunè
nième pmpartiogznelle.

Soienter ,2 -B , .Ç (fig. j 5è, filés . fiois. (licites

données , il fauttnouverauna quatrième tampon-L)

tionnelle aux troisïdmiœs A,-«B5’G:I" "3b
. Menezl’es doux- TdroiEes’DE ,«ïDFF,» comiîfie-

minima angle .quelèoùqaiè EDF)» faitesüa? droite!

DG égalé. à» la drpâtq A1,:daIdFoiie 10E égalé ’îfilâ

droite B et :121. droite DH égulaàl lavÏdrOitéI C s

Menezda droite 6H5 :et Îffln’lehpüinit’E filé-tétiez

laydrOito EF pâràlïêleàdgïdtùitè GHNÏFKHG 370

v Puisque la droitèGHxfl parallèlelàïuà
(gâtés du :triangthxEE; shmimàu: bâté Efinhil

droite . D son à- la K droin Ef’conimè’laî drainai

DE est;à ladroite-HFrépmp. RzîôA)jj:Maisîî]51

droite DG est égale à la*droite Adâîdiïoiw’GEË

égale ’àxlè; (imite B jxekæiâdfnirevihfifigâiëoy la

droitîen :r’xdong»h dmifevmœtsà’h mm)
comme la droitéxfiÏ ëdlïîlÂËHnoite Bit! EDÜW’W’

! Donc trois droites A53 , C étant données , on v

a trouvé une quatrième pr0portionnelle HF; ce
qu’il falloit faire.

,4
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PROPOSITION X111.

pn’tht-mnul

Deux droites étant donnécsgltrouvèr une moyènno

.OprOpOrtionnelle.

’ Soient AB,YB?C: (fig. 155) les deûx’ droites

données; il flint trouveroune moyeùne propor-

tionnelle entre ces deuxÂdroites. n
. «Placez ces deux droites dans la même direc-

m-sur là’droite AC décrNezhle demihcercle’
A1) Ç , du point-Bélèvdzlà pérpendidulairé AC

et meneziles’ droiteçiADÇ DC (prop. n. 1 - A
O Pyjâque l’angleADÇ est dans mi demiïcercle

cet angle.es’1’ drôit. ( prop. 51 . 5.); et pùisque

dans le niangle rectangle ADC on a coudoit de
Range droit la droiœ4DBiperpendÎCI11aire suïla-

basa , la droite: DE "Seraivmoyenlne proportion-
nelle enta; les .sçgmèns de la base LB, BC
(’corvof.»8;,6).; drumlxu 1’; A No ’-,; ’.

;.:D.Olïc jas demàdi’oixèslvAByBC ajatit été

donnéesj; on Gai-influé? ide nioyenhe: lamparo
lionnelle DE; cémpiîiléfa’lboit Rifle-Æ? aï - 1 ’

Nt"; ’1’ 1,’),eï«’ v I-m.Î: Al’mnÏ’

- 1 1. .,. V .» . 2,, 1.- ."v, la: (HI-finlanb :1 ï V "111111 H’. A!!!) .
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PROPOSITION XIV.
PROBLÈME.

Si deux parallélogrammes égaux ont un angle
égal à un angle, les côtés qui sont placés autour

des angles égaux sont réciproquement propor-

tionnels ; et si parallélogrammes ont un
I angle égal à un angle, et si les côtés qui sont

placés autour des angles égaux sont récipro-

quement proportionnels, ces parallélo-
grammes sont égaux entr’eux;

l , LSoilent AB, BC (fig. 154) deux parallélo-
grammes égaux ,. ayant deux angles égaux en B.

Placez la droite BE dans la direction de DE;
la droite BG sera dans la direction de FB
( prop. I4. I dis que les côtés des parallé-
logrammes AB, BC qui sont placés autour des
angles. égaux sont réciproquement proportion-
nels , c’est-adire que DBkest à BE comme G3

estàBFn * .,Achevezlle parallélogramme FE. v
Puisque le parallélogramme AB est égal au

parallélogramme BC et que EF est un troisième.

parallélogramme, AB sera à FE comme :BC est
à FE (prop. 7,. 5);,.mais AB est à FE comme
DE est" à BE (prop. 1. 6); ct BC est à FE
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comme GB est à BF-z donc DE estzà BE comme
GB est à BF (prop.-I 1 . 5 j : donc les côtés des

parallélogrammes AB, BC qui sont autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-,-

nels.phhSupposons à. présent oncles côtés qui sont

autour des. angles égaux soient réciproquement.

proportionnels , c’est-paginez que soit .BE
comme; GBgestlalâF; je disque le parallélo-
gramme AB est égal aukparallélogramme BC.’

Puisque DE est esltllxàpBF;
que DB est à commele parallélogramme
ABT est au parallélogrammeFÈ: (moi). ï? et
que GZB ost à comme lé’sparafiëlo’griirimié

BCI- est alï ’ParallélogrammeiFE ;’ " séraiàl :FET

comme BC est’àFE (prop. ï"! L5)Eldoiicüle"pa-
rallélogramme AB est égal au parallélogramme

a Be (N°995). n w (r F" ’.’ ...-.::v,..
Donc .si’deux. parallélogrammes égaux ont un

angle égala mangie- fiels côtés figeai autour

des angles égaux sont réciproquementvprbpor-n’

tionnels; et si deux parallélogrammési’ônt- un

angle égall- afin angle fet:sillleslîcôlésqui-siint

autour des angles égaux a sont récipquuemenL
proportîomiels’, ces deux parallélogrammes sont
ëgaùi; 9 ce qu’il’falloit’dëmomreiî. f: ï - la

, r.ci .l ...:l.*
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PROPOSITION xv.
THÉORÈME.

Si Jeux triangles égaux ont un angle égal à un
angle, les côtés placés autour des angles égaux

sont réciproquement proportionnels,- et si Jeux
triangles ont un angle égal à un angle, et si
les côtés placés autour de ces angles égaux sont

réczproquement proportionnels, ces Jeux trian-
gles sont égaux entr’euz’. I I

Soient ABC , ADE (fig. 155) des triangles
égaux , ayantun angle égal à unangle , savoir,
l’angle BAC égal à lÎangle DAE : je dis que les

côtés des triangles ABC, ADE placés autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels entr’elix , c’est-adire que ÇA est à Al)

commeEAestànAB. V. il p 1 î
1 Placez ces triangles de maniereque la .drOite *
CA soit dans la direction de: la droite la
droite EA sera dans la direCtion de la droite AB
(proP; 14:1). Menez la droite BD. i I, Î

Puisque le. triangle ABC est égal au triangle
.ADE "et quelAlBDl estun autre triangle leltrian-
gle CAB sera au triangle B.Achomme le trian-

. gle ADE est au triangle BAD (prop. 7. 5) ; mais
le triangle C AB est au triangle B comme C A
est à AD prop. i. 6); et leitriangle EAD est
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au triangle BAD comme EA est à AB : doncCA
est à AD comme EA est à AB (prop. Il. 5):
donc les côtés des triangles ABC , ADE , qui
sont autour des angles égaux , sont réciproque-

ment proportionnels. .Supposons à présent que les côtés des trian-

gles ABC, ADE soient réciproquement pro-
portionnels , clest-à-dire que a C A soit à AD
comme EA est à AB z je dis que le triangle ABC
est égal au triangle ADE. Menez BD.

Puisque ÇA est à AD comme EA est à AB y

que CA est à AD comme le triangle ABC est
au triangle BAD (prop. 1. 6), et que EA est
à AB comme le triangle EAD est au triangle
BAD , le triangle ABC sera au triangle BAD
comme le triangle EAD est au triangle BAD
( prop. x 1 . 5) : donc l’un et l’autre des triangles

AB C , AD E ont la même raison avec le triangle
B A D : donc le triangle AB C est égal au triangle

EAD.(prop.9.5). I l , I IDonc si deux triangles égaux ont un angle égal
à un angle , les côtés placés autour de ces angles

égaux sont réciproquement proportionnels; et
si deux triangles ont un angle égal alun angle, et
si les côtés placés autour des angles égaux sont

réciproquement proportionnels , ces deux trian-
gles seront égaux; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVI.
THÉORÈME.

Si quatre droites saut proportionnelles, le rectan-
gle compris sous les deux droites eætrëmes est
égal au rectangle qui est compris sous les deux
droites moyennes; et si le rectangle compris sous
Jeux droites extrêmes est égal à celui qui est
compris sous deux droites moyennes , ces quatre.

droites sont proportionnelles.

Soient AB, CD, E, F ( fig. 1 56) quatre droites, i
proportionnelles de manière qu’on ait AB est à

CD comme E est à FI: je dis que le rectangle
" compris sous les droites AB , F est égal au rec-
tangle compris sous les droites CD , E.

Des points A , C et sur les droitesAB, Cl) éle-

vez les perpendiculaires AG , CH ( prop. 1 1 . I) 3.
faites la droite AG égale à la droite F et la droite
CH égale à la droite E, et terminez les parallé-

logrammes BG, DH.
Puisque AB est à CD comme E est à F et

que E est égal à CH et F égal à AG , AB sera

à C D comme CH est à AG (prop. 7. 5) : donc
les côtés des parallélogrammes BG, DH placés

autour des angles égaux sont réciproquement
proportionnels ; mais lorsque les côtés des
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parallélogrammes équiangles qui sont autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels , ces parallélogrammes sont égaux entre

eux (prop. 14. 6) : donc le parallélogramme
BG est égal au parallélogramme DH; mais le
parallélogramme BG est compris sous les droites
AB , F; car AG est égal à F , et le parallélo-
gramme DH est compris sous les droites CD, E;
puiSque CH est égal à E adonc le rectangle
compris sous les droites AB , F est égal à celui

qui est compris sous les droites C D , E.
Si le rectangle compris sous les droites AB ,

F est égalà celui qui est compris sous les droites

C D7, E : je dis que ces quatre droites sont pro-
portionnelles, c’est-à-dire que AB est à CD

comme E est à F. t
Faites la même construction ; le rectangle

compris. sous les droites AB, F est égal à celui
qui est compris sous les droites C D; E; mais le
rectangle BG est compris sous les droites AB, F;
car AG est égal à F et le rectangle DH est com-

pris sous les droites CD , E, car CH est égal
à E : donc le parallélogramme BG est égal au

parallélogramme DH et ces deux parallélo-
grammes sont équiangles. Mais les côtés. des
parallélogrammes égaux et équiangles placés

autour des angles égaux sont réciproquement
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proportionnels ( prop. 14. 6) : donc AB est à CD
comme CH est AC; mais CH est égal à E et
AG égal à FI: doncAB est à CD comme E est

à F. . - aDonc si quatre droites sont proportionnelles,
le rectangle compris sous les droites extrêmes
est égal au rectangle compris sous les droites
moyennes; et si un rectangle compris sous deux
droites extrêmes est égal à un rectangle compris

sous deux droites moyennes, ces quatre droites
sont proportionnelles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XVII.
THÉORÈME.

Si trois droites sont proportionnelles , le rectangle
compris sous les droites extrêmes est égal au
quarré de la droite moyenne ; et si un rectangle

compris sous deux droites extrêmes. est égal au

quarré d’une droite moyenne , ces trois droites

sont proportionnelles. i I i i v
Soient AE, BG, C (fig. 157) trois droites

proportionnelles, de manière. que l’on ait,AE
est à BIG comme BG est à C : je disque le rec-
tangle compris sous les droites AE , C est égal

au quarré de BG. V ,
Faites la droite D égale la droite
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Puisque AE est à BG comme BG est à C et

que BG est égal à D , la droite AE sera à la
droite BG comme la droite D est à la droite C ;
mais si quatre droites sont proportionnelles , le
rectangle compris sous les droites extrêmes est
égal à celui qui est compris sous les droites
moyennes ( prop. 16. 6) : donc le rectangle
compris sous les droites AE , C est égal à celui
qui est compris sous les drôitcs BG , D. Mais le
rectangle compris sous les droites BG, D est
égal au quarré de BG , car la droite BG est égale

à la droite D : donc le rectangle compris sous
les droites AE , C est égal au quarré de BG.

Si le rectangle compris sous les droites AE , C
est égal au quarré de BG :je dis que AE est à

BG comme BG est à C. I
Faites la même construction. Puisque le rec-

tangle compris sous les droites AE, C est égal
au quarré de BG et que le quarré de BG est un

rectangle compris sous les droites BG , D , car
BG est égal à D , le rectangle compris sous les
droites AE , C est égal au rectangle compris sous

les droites BG, D. Mais si un rectangle compris
sous deux droites extrêmes est égal àun rectangle

compris sous deux droites moyennes . .es quatre
droites seront propertiounelles ( prqp 16. 6) :
donc AE est à BG comme D est à C; mais BG est
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égal à D: donc AE est àBG comme BG est à C.

Donc si trois droites sont proportionnelles,
le rectangle c0mpris sous les droites extrêmes
sera égal au quarré de la droite moyenne; et si
un rectangle compris sous deux droites extrêmes
est égal au quarré de la droite moyenne , ces
trois droites seront proportionnelles, ce qu’il
falloit démontrer. *

PROPOSITION XVIII.
PROBLÈME.

Sur une droite donnée, décrire une figure recti- ,

ligne semblable à une autre et semblablement
placée.

Soit AB (fig. 158) la droite donnée et CE la
figure donnée : il faut sur la droite AB décrire
une figure semblable à la figure CE et sembla-

blement placée. gMenez la droite DF, et sur la droite AB et aux
points A , B faites l’angle GAB égal à l’angle C 2

et l’angle ABG égal à l’angle CDF (prop. 25. i);

l’angle restant CFD sera égal à l’angle restant

AGB (prop. 52 . I) : donc les triangles FCD, CAB
sont équiangles : donc FD est à GB comme FC
est à GA, et comme CD est à AB (prop. 4. 6’).

Construisez ensuite sur la droite BG et aux points
Q
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B, G l’angle BGH égal à l’angle DFE et l’angle

GBH égal à l’angle F DE; l’angle E restant sera

égal à l’angle H restant : donc les triangles FDE,

GBH sont équiangles : donc F D est à GB comme

FE est àGH , et comme ED est à HB (prop. 4. 6).
Mais on a démontré queqFD est à GB comme

FC està GA, et comme CD est à AB : donc
FC est à GA comme CD est à AB, comme FE
est à GH, et comme ED est à HB (prop. I I .5).
Mais l’angle CFD est égal à l’angle AGB par

construction, et l’angle DFE égal à l’angle BGH :

donc l’angle total CFE est égal à l’angle total

AGH. Par la même raison , l’angle CDE est égal

à l’angle ABH , l’angle C égal à l’angle A et

l’angle E égal à l’angle H : donc les figures AH ,

C E sont équiangles, et elles ont les côtés oppo-

sés aux angles égaux proportionnels entr’eux:

donc les deux figures AH, CE sont semblables
(défi 1 . 6

Donc , sur la droite AB on a décrit la figure
AH semblable à la figure C E et semblablement
placée; ce qu’il falloitfiire.
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PROPOSITION XIX.

A

THÉORÈME.

Les triangles semblables sont entr’equ en raison
doublée des côtés homologues.

Soient ABC , DEF (fig. 159) deux triangles
semblables, ayant l’angle B égal à l’angle E.

Supposons que AB soit à BC comme DE est à
EF, de manière que le côté BC soit l’homo-

logue du côté EF (défi 12. 5) : je dis que les
v triangles ABC, DEF sont entr’eux en raison

doublée des côtés BC , EF.

Prenez une troisième proportionnelle B G
(fig. 158) aux droites BC , EF, de manière
que BC soit à EF comme EF est à BG, et
menez la droite .GA (proP. 1 1 . 6).

Puisque AB est à BC comme DE est à EF,
si l’on rechange les places des moyens, on aura
AB est àIDE comme BC est à EF ( prop. 16. 5);
mais BC est à EF coïnme EF est à BG : donc
AB est à DE comme EF est à BG (pro. I I .5): "
donc les côtés des triangles ABG, DEF plai-
cés autour des angles égaux sont réciproque-

ment proportionnels. Mais deux triangles sont
égaux entr’eux lorsqu’ils ont un angle égal à

un angle et lorsque les côtés placés autour des

a
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angles égaux sent réciproquement proportion-

nels ( prop. 15. 6) : donc le triangle ABG est
égal au triangle DEF. Mais puisque BC est à EF
Comme E F est à B G, et que lorsque trois droites
sont pr0portionnelles , la première et la troisième
sont entr’elles en raison doublée de la première

et de la seconde (déf. l o. 5) , les droites BC et BG

i seront entr’elles en raison doublée de B C et de

EF; mais BC est à BG comme le triangle ABC
est au triangle ABG ( pr0p. I . 6): donc le trian-
gle ABC et le triangle ABG sont entr’eux en
raison doublée de BC et de EF; mais le triangle

, ABG est égal au triangle DEF : donc le triangle
ABC et le triangle DEF sont entr’eux en raison

doublée de B-C et de EF (prop. 7. 5).
Donc les triangles semblables sont entr’eux

en raison doublée des côtés homologues; ce
,qu il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
Il suit manifestement de là que si trois droites

sont proportionnelles , la première sera à la troi-
sième comme triangle décrit sur la première est

triangle semblable qui est décrit semblablement
sur la seconde , puisqu’il a été démontré que CB

est à B G comme le triangle ABC est au triangle

ABG , c’est-à-dire au triangle DEF. I
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PROPOSITION XX.
THÉORÈME.

Les polygones semblables peuvent se diviser en
triangles semblables, égaux en nombre et pro-

portionnels aux polygones ; et ces polygones
sont entr’eux en raison doublée de leurs côtés

homologues.

Soient ABCDE, FGHKL (fig. 140) deux
polygones semblables et que le côté AB soit
l’homologue du côté FG : je dis que les poly-

gones ABC DE , FGHKL peuvent se diviser en
triangles semblables , égaux en nombre et pro-
portionnels aux polygones , et que les polygones
A B C D E , F G H K L sont entr’eux en raison
doublée des côtés AB, FG.

Menez les droites BE, EC, GL, LH.
Puisque le polygone ABCDE est semblable

au polygone FGHKL , l’angle BAE est égal à
l’angle GFL; mais BA est à AE comme GF est à

FL : donc , puisque ces deux triangles ont un
angle égal à un angle et. que les côtés placés

autour des angles égaux sont proportionnels,
les triangles AB E , F GL seront équiangles
(prop. 6. 6) , et par conséquent semblables»
( prop. 4. 6) : donc l’angle ABE est égal à l’an-

5
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.gle FGL ; mais l’angle total ABC est égal à
l’angle total FGH, à cause de la similitude des
polygones : donc l’angle restant EBC est égal
à l’angle restant L G H; mais à cause de la simi-

litude des triangles ABE , FGL, EB est à BA
comme LG est à GF, et à cause de la similitude
des polygones, AB est à BC comme FG est àGI-I,

EB sera à BC comme LG est à GH (prop. 22. 5),
c’est-à-dire que les côtés placés autour des an-

gles égaux EB C , LGH seront proportionnels :
donc les triangles EBC , LGH sont équiangles
( prop. 6. 6) , et par 00nséquent semblables
(prop. 6 Par la même raison , les triangles ’
ECD, LHK sont encore semblables : donc les
polygones ABCDE , FGHKL sont divisés en
triangles semblables et égaux en nombre.

Je dis de plus que ces triangles sont propor-
tionnels aux polygones, c’est-à-dire que ces
triangles sont entr’eux comme les .antéeédens

ABE, EBC , ECD sont aux conséquens FGL,
LGH, LHK; je dis encore que les polygones
ABC DE , FGI-IKL sont en raison doublée des
côtés homologues, c’est-à-dire en raison dou-
blée des côtés AB, FG.

Menez les droites AC , FH.
Puisqu’à cause de la similitude des polygones

l’angle ABC est égal à l’angle FGH, et que AB
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est à BC comme FG est à GH , les triangles
ABC , F GH seront équiangles (prop. 6. 6) :
donc l’angle BAC q est égal à l’angle GFH et

l’angle BCA égal à l’angle GHF. De plus , puis-

que l’angle BA M est égal à l’angle GFN et qu’il p

a été démontré que l’angle ABM est égal à l’an-

gle FGN , l’angle restant AMB sera égal à l’an-

gle restant FN G ( prop. 52. 1 ) : donc les deux
triangles ABM , F GN sont équiangles. Nous dé-

montrerons semblablement que les deux trian;
gles BMC , GNH sont équiangles : donc AM
est à MB comme FN estàNG, et BM est à MG
comme GN est à NH (prop. 4. 6) : donc AM
est à MG comme FN est à NG (prop. 22. 5 );
mais AM est à MG comme le triangle ABM est
au triangle MBC , comme le triangle AME est
au triangle EMG , car ils sont.entr’eux comme
leurs bases ( prop. 1 . ,6 )’, mais un seul des au-
técéden’s est à un seul des conséquens comme

tous les antécédens sont à tous les conséquens

(prop. 12. 5) adonc. le triangletAMB est au
triangle BMC comme le triangle ABE est au
triangle GBE; mais AMB. est à, BMC comme
AM est à MG : donc AM est à MG comme le v
triangle ABE est au triangle EBC ( prop. 1 1 . 5
Par la même raison FN est à NH comme Île
triangle FGL est au triangle GLIl; maisAM

4
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est à MG comme FN est à NH :donc le trian-
gle ABE est au triangle BEC comme le trian-
gle FGL est au triangle GLH (prop. 1 1. 5) :
ou bien en échangeant les places des moyens ,
le triangle ABE est au triangle FGL comme le
triangle BEC est au triangle GL H (prop. 16. 5).
Nous démontrerons semblablement , après avoir

mené BD , GH , que le triangle BEC est au trian-

gle GLH comme le triangle ECD est au trian-
gle LH K; mais puisque le triangle AB E est au
triangle FGL comme le triangle EBC est au
triangle LGH et comme le triangle ECD est
au triangle LHK, un des antécédens sera à un
des conséquens comme tous les antécédens

seront à tous les conséquens (prop. 12. 5):
donc le. triangle AB E est au triangle F GL
comme le polygone ABCDE est au polygone
FGHKL; mais les triangles ABE , FGL sont
entr’eux en raison doublée des côtés AB, FH;

car les triangles semblables sont en raison dou-
blée des côtés homologues (pr0p. 19. 6) : donc

les polygones ABC DE , FGH KL sont en raison
doublée des côtés homologues AB , F G.

Donc les polygones semblables peuvent être
divisés en un même nombre de triangles sem-
blables et proportionnels aux polygones; et les
polygones semblables sont entr’eux en raison
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doublée des côtés homologues; ce qu’il falloit

démontrer.

COROLLAIRE I.
On démontrera de la même’manière ne les q

quadrilatères semblables sont en raison doublée
es ce és 10m0 o es- mais ce a a é é émon réd ’t l l gu , l t d tpour les triangles semblables ( corol. 19. 6) :
onc e ra emen es laures rec ’i es sem-d g ’né l t l f b nl gn

blables sont entr’elles en raison doublée des
côtés homologues.

COROHLAIRE Il.
Si nous prenons une troisième proportion-

nelle O aux deux droites AB , FG , les droites
AB , O seront en raison doublée des droites AB ,

FG ( déf. 10. 5) ; mais les polygones et les qua-
drilatères sont entr’eux en raison doublée des

côtés homologues , c’est-à-dire en raison dou-

blée des côtés AB, FG; l’on démontre cela pour

les triangles; il est donc généralement évident

que si trois droites sont proportionnelles , la
première et la troisième sont entr’elles en raison I

doublée de la figure décrite sur la première , et

de la figure semblable décrite semblablement
sur la seconde.
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AUTREMENT.

Nous démontrerons autrement et plus brièVe-

I ment que les triangles sont proportionnels aùx
polygones de la manière suivante :

Soient les polygones A B G D E , F G H K L

141 Menez BE, EC, GL, LH : je dis
que le triangle ABE est au triangle FGL comme
le triangle EBC est au triangle LGH et comme
le triangle CDE est au triangle HKL.

Puisque les triangles ABE , FGL sont sem-
blables, les triangles ABE , FGL sont en raison
doublée des côtés B E , GL (prop. 19. 6). Par

la même raison les triangles BEC , GLH sont
en raison doublée des côtés BE, CL : donc le

triangle ABE est au triangle FGL comme le
triangle EBC est au triangle LGH (prop. 1 1 . 5).
De plus, puisque le triangle EBC est semblable
au triangle L G H, les triangles EB C , L G H
sont en raison doublée des droites C E , HL
( prop. 19. 6). Par la même raison les triangles
EC D , LHK sont en raison doublée des droites

CE , HL : donc le triangle EBC est au trian-
gle LGH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK (prop. I I . 5) ; mais on a démontré
que le triangle EBC est au triangle LGH comme
le triangle ABE est au triangle FGL : donc le
triangle ABE est au triangle FGL comme le
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triangle BEC est au triangle G LH et comme le
triangle ECD est au triangle LHK : donc un
des antécédens est à un des conséquens comme

tous les antécédens sont à tous les conséquens

l ( prop. 1 2 . 5) ; et le reste comme dans la première
démonstration ;A ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI.
THÉORÈME;

Les figures rectilignes qui sont semblables à une
même figure rectiligne sont semblables entre
elles.

Que chacune des figures rectilignes A, B
( fig. 142) soit semblable à la figure rectiligne
C : je dis que la figure rectiligne A est sembla-
ble à la figure rectiligne B. I

Car puisque les figures rectilignes A et B sont
semblables, ces deux figures sont équiangles
et les côtés placés autour des angles égaux
sont proportionnels (déf. 1 .6). De plus, puis-
que les figures rectilignes B , C sont semblables ,
ces deux figures sont équiangles et les côtés
placés autour des angles égaux sont propor-
tionnels : donc l’une et l’autre des figures rec-

tilignes A , B sont équiangles avec la figure recti-
ligne C , et les côtés placés autour des angles
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égaux sont proportionnels : donc les figures
rectilignes A, B sont équiangles (ax. 1) , et les
côtés placés autour des angles égaux sont pro-

portionnels ( prop. 11. 5) : donc les figures
rectilignes A, B sont semblables (défi 1. 6);
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXII.
THÉORÈME.

Si quatre droites sont proportionnelles , les figures
rectilignes semblables, construites semblable-
ment sur ces droites , seront proportionnelles ,-
et si les figures rectilignes semblables et cons-
truites semblablement sur ces droites sont pro-
portionnelles , ces droites seront proportion-
nelles.

Soient AB, GD, EF, GH (fig. 145) quatre
droites proportionnelles, de manière que AB soit
à GD comme E F est à GH. Soient décrites Sur

les droites AB , GD les figures rectilignes sem-
blables et semblablement placées KAB , LC D,
et sur les droites EF , GH soient décrites les
figures semblables et semblablement placées
MF, NH : je dis que la figure rectiligne KAB
est à la figure rectiligne LCD comme la figure
rectiligne MF est à la figure rectiligne NH.
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Prenez une troisième proportionnelle O aux

droites AB , CD, et une troisième proportion-
nelle P aux droites EF, GH (prop. 1 1. 6).
Puisque AB est à CD comme EF est à GH et

. que CD est à O comme GH est à P , AB sera
à 0 comme EF est à P (prop. 22. 5).; mais AB
est à O comme la figure rectiligne KAB est à la l
figure rectiligne LC D ( cor. 2 . prop. 20. 6), et
EF est à P comme la figure rectiligne MF est
à la figure rectiligne NG : donc KAB est à LCD
comme MF est à NH (prop. 1 1. 5).

Si la figure rectiligne KAB est à la figure rec-l-

tiligne LC D comme la figure rectiligne MF est
à la figure rectiligne NH : je dis que AB est à

CD comme EF est à GH. i
Prenons une quatrième pr0portionnelle aux

trois droites AB, CD, EF de manière que l’on h
ait AB est à CDcomme EF est à QR (prop. 12 .6),

et sur QR décrivez la figure rectiligne SR de
manière qu’elle soit semblable à l’une et à

l’autre des figures MF, NH, et semblablement
placée (prop. 18. 6).

Puisque AB est à CD comme EF est à QB,
que les figures rectilignes KAB , LCD décrites
sur les droites AB , GD sont semblables et semÀ
blablement placées, et que les figures rectili- ,
gnes MF, 5R décrites sur les droites EF, QR
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sont semblables et semblablement placées , la
figure rectiligne KAB est à la figure rectiligne
LCD comme MF est à SR, ainsi que dans la
première partie de cette proposition; mais on
suppose que la figure rectiligne KAB est à la
figure rectiligne LCD commeila figure rectili-
gne MF est à la figure rectiligne NH : donc
la figure rectiligne MF a la même raison avec
l’une et l’autre des figures rectilignes N H , SB

. ( prop. 11. 5) : donc la figure rectiligne N H
est égale à la figure rectiligne SR (prop. 9. 5) ;
mais la figure rectiligne N H est semblable à la
figure SB et semblablement placée : donc GH
est égal à QR (lem. suiv.) , et puisque AB est à
GD comme EF est à QR et que OR est égal à GH,

AB sera à CD comme EF est à GH (prop. 7. 5).
Donc si quatre droites sont proportionnelles ,

les figures rectilignes semblables, construites
semblablement sur ces droites , seront propor-

tionnelles ; et si les figures rectilignes sembla-
bles et semblablement construites sur ces droites
sont proportionnelles, ces droites seront pro-
portionnelles; ce qu’il falloit démontrer.

LEMME.
Si des figures rectilignes sont égales et sem-

blables , nous démontrerons de. cette manière
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que leurs côtés homologues sont égaux entre

eux. *Supposons que les figures rectilignes NH,
SR soient égales et semblables , et que HG soit
à GN comme QB est à QS :je dis que QB est
égal à GH. a

Car si ces droites sont inégales , une d’elles

sera plus grande; supposons que la droite QR
soit plus grande que la droite HG. Puisque QR
est à QS comme HG est à GN 7 si on échange

les places des moyens , QR sera à HG comme k
QS est à GN (prop. 16.5); mais QR est plus
grand que HG : donc Q5 sera plus grand que GN :
donc la figure rectiligne ES est plus grande que
la figure rectiligne HN (prop. 20. 6); mais elle
lui est égale , ce qui est impossible : donc les
droites QR, GH ne sont pas inégales : donc
elles sont égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIII.
THÉORÈME.

Les parallélogrammes équiangles sontWtr’ewc
en raison composée des côtés.

Soient les parallélogrammes équiangles AC,
CF (fig. 144), ayant l’angle BGD égal à l’angle p

EC G : je dis que les parallélogrammes AC, C F
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sont entr’eux en, raison composée des côtés ,

c’est-à-dire, en raison composée de la raison

4 de BC à CG et de la raison DC à CE.
Placez la droite BC dans la direction de la

droite CG; la droite DG sera placée dans la
direction de CE (prop. 14. 1 Achevez le pa-
rallélogramme D G; prenez une droite quel-
conque K, de manière que BG soit à CG comme

K est àrL et que DG Soit à CE comme L est
à M (prop. 12. 6).

Les raisons de K à L et de L à M sont les
mêmes que les raisons des côtés, c’est-à-dire

de BC à CG et de DG à CE; mais la raison
de’K à M est composée de la raison de K à L

et de la raison de L à M (défi 5.6) : donc les
droites K et L sont entr’elles en raison com-.
ppsée des côtés; et puisque BC est à CG comme

le parallélogramme AC est au parallélogramme

CH (prop. 1 . 6), et que BC est à CG comme K
est à L , K sera à L comme le parallélogramme

AC est au parallélogramme CH (prop. 1 1 . 5).
De plus , puisque DC est à CE comme le paral-
lélogramme CH est au parallélogramme CF , et

que DG est à CE comme L està M (prop. i.6) ,
L sera à M comme le parallélogramme CH est
au parallélogramme CF ( prop. 1 1 . 5) : donc
puisqu’il a été démontré que K est à L comme
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le parallélogramme AC est au parallélogramme

CH , et que L est à M comme le parallélogramme

CH est au parallélogramme CF, K sera à M
comme le parallélogramme AC est au parallé-

’ logramme CF ( prop. 22. 5 Mais les droites K
et M sont en raison composée des côtés : donc
les parallélogrammes AC , CF sont entr’eux en
raison composée des côtés.

Donc les parallélogrammes équiangles sont
entr’eux en raison composée des côtés; ce qu’il

falloit démontrer. ’

’ PROPOSITION XXIV.
THÉORÈME.

Dans tout parallélogramme, les parallélogrammes

placés autour du diamètre sont semblables au
parallélogramme total et semblables entr’eux.

Soit le parallélogramme ABCD (fig. 145)
dont AC est le diamètre; qu’autour du diamètre

AC soient les parallélogrammes E G , H K : je
dis que les parallélogrammes EG , HK sont sem-
blables au parallélogramme total ABC D et semv

blables entr’eux. , ’ .
Car puisque la droite E F est parallèle à un

des côtés du triangle ABC , savoir au côté BC ,

la droite B E sera à la droite EA comme la droite

R .
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CF est à la droite FA (prop. 2. 6). De plus , puis-
que la droite FG est parallèle à un des côtés du

triangle ACD , savoir au côté CD, la droite CF
sera à la droite FA comme la droite DG est à la
droite GA; mais on a démontré que CF est à FA

comme BE est à EA : donc BE est à EA comme
DG est à GA (prop. 1 1 . 5) ; ajoutant les con-
séquens aux antécédens (prop. 18. 5) , BA sera

à AE comme DA est à AG,et enfin en échangeant

des places des moyens (prop. 16. 5), BA sera à
AD comme AE est à AG : donc les côtés des
parallélogrammes ABCD , EG qui comprennent

un angle commun BAD sont proportionnels.
Puisque à est parallèle à DG, l’angle AGF
est égal à l’angle A D C ( prop. 2g. 1) , et l’angle

GFA égal à l’angle DCA; mais l’angle DAC est

commun aux deux triangles ADC , AGF : donc
les triangles ADC , AGF sont équiangles. Les
triangles ABC , AFE sont équiangles, par la
même raison : donc le parallélogramme total
ABCD et le parallélogramme EG sont équian-

gles : donc AD est à DG comme AG est à GF
(prop. 4. 6), et AC est à CB comme AF est à 4
FE, et de plus CB est à BA comme FE est à
EA : donc puisqu’on a démontré que DC est

à CA comme GF est à FA et que AC est à CB
comme AF est à FE, DG sera à CB comme GF
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est à FE (prop. 22. 5) ; donc les côtés des paral-

lélogrammes AB CD, EG qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels : donc le pa-
rallélogramme ABCD est semblable au paral-
lélogramme EG (défi 1 . 6). Le parallélogramme

AB C D est Semblable au parallélogramme KH ,

par la même raison a donc chacun des parallé.

logrammes EG , HK est semblable au parallé-
logramme ABCD; mais les figures qui sont
semblables chacune à une autre figure, sont
semblables entr’elles ( prop. 21 . 6) : donc le
parallélogramme EG est semblable au parfilé;

logramme HK. l ’. Donc, dans tout parallélogramme , lesi pal-
rallélogrammes placés autour (du diamètre’ sont

semblables au parallélogramme total et sembla-
bles entr’euxl; ce qu’il falloit démontrer. il Il

PROPOSITION xxvr en
raoEnÈ’M E. Il

Construire une figure semblable à une figuré donnée

et égale à une (transfigure aussi donnée;

l t . t ’ v j .Soit ABC (fig. 1 45) la figure donnée , à laquelle

il faut. construire une figure semblable, et D la
figure à laquelle il faut la faire égale : il faut

- 2
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construire une figure qui soit semblable à la
figure ABC et égale à la figure D.

Construisez sur la droite BC un parallélo-
gramme B E qui soit égal au triangle AB C ,
(prop. 44et45. 1), et sur la droite CE et dans
l’angle FC E qui est égal à l’angle CBL, cons-

truisez un parallélogrammeCM égal à la figure D ;

la droite BC sera dans ladirection de C F, et la
droite LE dans la direction de EM (prop. 1 4. 1).
Prenez une moyenne proportionnelle GH entre
les droites BC , C F. (prop. 15. 6) , et sur cette
moyenne pr0portiounelle , construisez une
figure KGH semblable à la figure ABC et sem-
blablement placée prop. 1 8. 6).

A, Puisque BC est à GH comme GH est à CF,
Ipuisque, lorsque trois droites sont proporê-
tionnelles’, la première est’à la troisième comme

la figure qui est construite sur la première est à

la figure semblable, construite sur la seconde
et semblablement placée (cor. 2. prop. 20. 6) ,
la droite BC sera a la droite CF comme le trian-
gle ABCIestau triangle KGH; mais BC est à
C F comme legparallélogramme B E est au paral-
lélogramme EF ( propi’I . 6) , et le triangle ABC

"est au triangle KG H comme le parallélogramme
B E est au parallélogramme’EF : donc en chan-

geant les places des moyens ( prop. 16. 5) , le
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triangleABC sera au parallélogramme BE comme

le triangle KGH est au parallélogramme EF;
mais le triangle ABC est égal au parallélogramme

BE , par construction : donc le triangle KGH est
égal au parallélogramme EF ; mais le parallélo-

gramme EF est égal à la figure D : donc le
triangle KGH est aussi égal à la figure D; mais
le triangle KGH est semblable au triangle ABC,
par construction.

Donc on a construit une figure KGH sem-
blable à la figure ABC et égale à une autre
figure donnée; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXVI.
THÉORÈME.’

Si d’un parallélogramme on retranche un paral-

lélogramme qui soit semblable au parallélo-

gramme entier et semblablement placé, et qui

ait avec lui un angle commun, ces deux pa-
rallélogrammes seront placés autour du même.

diamètre.

Que du parallélogramme ABC D (fig. 147)
on retranche le parallélogramme AEFG sem-
blable au parallélogramme ABCD et sembla-

« blement placé et ayant avec luiun angle com-
mun DAB : je dis que les parallélogrammes

5
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ABCD, AEFG sont placés autour du même
diamètre.

Carsi cela n’est point , supposons , si cela est
possible, que la droite AHC soit leur diamètre ,
et par le point H conduisons la droite, HK pa-
rallèle à l’une et à l’autre des droites AD, BG.

Puisque les parallélogrammes ABCD, KG
sont placés autour du même diamètre, le paral-

lélogramme ABCD sera semblable au parallé-
logramme KG (prop. 24. 6) : donc DA est à AB
comme GA est à AK (défi I . 6) ; mais à cause

de la similitude des parallélogrammes ABCD,
EG , la droite DA est à la droite AB comme la
droite GA est à la droite AE : donc GA est à AE

comme GA est à AK (prop. 1 x. 5) : donc la
droite GA a la même raison avec chacune des
droites AK, AE : donc la droite AK sera égale
à la droite AE (prop. 9. 5) , c’est-à-dire que la

plus petite sera égale à la plus grande , ce qui est

impossible : donc les parallélogrammes ABCD,
KG ne sont point placés autour du même dia-
mètre : donc les parallélogrammes AB C D ,
AEFG sont placés autour du même diamètre.

Donc si d’un parallélogramme on retranche

un parallélogramme soit semblable au pa-
rallélogramme total et semblablement placé, et

qui ait avec lui un angle commun, ces deux
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parallélogrammes seront placés autour du même

diamètre ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVII.
THÉORÈME.

De tous les parallélogrammes qui sont appliqués
sur la même droite et qui sont défaillans de pa-
rallélogrammes semblables au parallélogramme

décrit sur la moitié de cette droite et sembla-
blement placés que lai , le plus grand est celui
qui est appliqué sur la moitié de cette droite et,

qui est semblable à son défaut

soit la droite AB (fig. 148) , que cette droite
soit coupée en deux parties égales au point C,

(i) Un parallélogramme est dit appliqué sur une
droite lorsqu’il est décrit sur cette droite.

Un parallélogramme est dit défaillant d’un parallé-

logramme lorsqu’il est décrit sur une partie de la base
d’un autre parallélogramme, sous les mémés an gles et

entre les mêmes parallèles; le parallélogramme dont il
est défaillant se nomme son défaut. Soit A0 le paral-
lélogramme que l’on considère; le parallélogramme

AD sera le parallélogramme défaillant et son défaut

sera le parallélogramme C O. p
Un parallélogramme est dit excédent d’un parallé-

logramme lorsqu’il est décrit sur la base prolongée d’un

autre parallélogramme, sous le même angle et entre

4
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et que sur cette droite AB soit appliqué le pa-
rallélogramme AD qui est défaillant du paral-
lélogramme CE semblable à celui qui est dé-
crit sur la moitié de AB, c’est-à-dire sur AC :

je dis que de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur la droite AB et qui sont défaillans

de parallélogrammes semblables au parallélo-
gramme CE et semblablement placés que lui , le
plus grand est le parallélogramme AD. En effet,
appliquez sur la droite AB le parallélogramme
AF défaillant du parallélogramme KH sembla-

ble au parallélogramme CE et semblablement
placé que lui : je dis que le parallélogramme AD

est plus grand que le parallélogramme AF.
Puis le parallélogramme CE est semblable

au parallélogramme KH , ces deux parallélo-
grammes seront placés autour du même dia-
mètre (prop. 26. 6). Menez leur diamètre DB
et décrivez la figure.

Puisque le parallélogramme CF est égal au
parallélogramme FE (prop. 45. I), si l’on ajoute

les mêmes parallèles; le parallélogramme dont il sur-
passe le parallélogramme que l’on considère se nomme

son excès.

Soit A0 le parallélogramme que l’on considère; le

parallélogramme AE sera le parallélogramme excé-
dent et le parallélogramme KE sera son excès»
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à chacun le parallélogramme KH , le parallélo-

gramme total CH sera égal au parallélogramme
total KE. Mais CH est égal à CG (prop. 56. I) ,

parce que la droite AC est égale à la droite CB.
Donc GC est égal à EK : donc si nous ajou-
tons à chacune de ces quantités le parallé-
logramme C F , le parallélogramme total AF

-sera égal au gnomon LMN : donc le parallélo-
gramme CE, c’est-à-dire le parallélogramme

AD , est plus grand que le parallélogramme AF

(prop. 56. 1 xPartageons de nouveau la droite AB (fig. 1 4g)
en deux parties égales au point C , et appliquons
sur cette droite le parallélogramme AL défail-
lant du parallélogramme CM, et de plus appli-
quons sur la droite AB le parallélogramme AE
défaillant du parallélogramme DF, semblable-
ment posé et semblable au parallélogramme

’qui est décrit sur la moitié de AB, c’est-à-dire

au parallélogramme CM. Je dis que le paral-
lélogramme AL qui est appliqué sur la moitié

de la droite AB est plus grand que le parallé-
logramme AE.

Car puisque les parallélogrammes DF et CM
sont semblables , ces deux parallélogrammes
sont autour du même diamètre (prop. 26. 6).
Soit EB leur diamètre et décrivez la ligure.
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Attendu que LF est égal à LH (prop. 56. 1) ,

car FG est égal à GH, LF sera plus grand que
EK. Mais LF est égal à LD (prop. 45. t) : donc
DL est plus grand que EK : donc si nous ajou-
tons à chacun de ces deux parallélogrammes le I
parallélogramme KD, le parallélogramme total

AL sera plus grand que le parallélogramme
total AE.

Donc de tous les parallélogrammes sont
appliqués sur la même droite et qui sont dé-

l faillans de parallélogrammes semblables au pa-
rallélogramme décrit sur la moitié de cette
droite et semblablement placés que lui, le plus
grand est celui qui est appliqué sur la moitié de

i cette droite et qui est semblable à son défaut;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVIII.
PROBLÈME.

Sur une droite donnée appliquer un parallélo-

gramme qui soit égal à une figure rectiligne
donnée et qui soit défaillant d’un parallélo-

gramme semblable à un autre parallélogramme
donné ,- il faut que lafigure rectiligne donnée ,

à laquelle on doit substituer une figure qui lui
soit égale, ne soit pas plus grande que le paral-
lélogramme qui est appliqué sur la moitié de la

droite donnée; les défauts du parallélogramme

appliqué sur la moitié de cette droite et de celui
qui doit être défaillant d’un parallélogramme

semblable étant semblables entr’euæ.

Soit AB ( fig. 150) la droite donnée à laquelle

il faut appliquer un parallélogramme égal à la
figure rectiligne donnée C , que cette figure soit
plus petite que le parallélogramme appliqué sur
la moitié de la droite AB , les défauts étant sem-

blables, et que le parallélogramme auquel le
défaut doit être semblable soit D. Il faut sur
la droite AB appliquer un parallélogramme qui
soit égal à la figure rectiligne donnée C et qui
soit défaillant d’un parallélogramme semblable

au parallélogramme D.
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Coupez la droite AB en deux parties égales

au pointE (prop. Io. t) , et sur EBdécrivez le
parallélogramme EBFG semblable au parallélo-
gramme D et semblablement placé que lui (prop.
18. 6) , et terminez le parallélogramme AG. Le
parallélogramme AG est égal à la figure C , ou il

est plus grand que cette figure. Si le parallélo-
gramme AG est égal à la figure C , on a fait ce qui

étoit pr0posé; car on a appliqué sur la droite A3

un parallélogramme AG égal à la figure rectiligne

donné C et défaillant d’un parallélogramme EF

semblable au parallélogramme D. Au contraire,
si le parallélogramme HE n’est pas égal à la

figure rectiligne C, ce parallélogramme sera plus
grand que cette figure. Mais HE est égal à E F :

donc EF est plus grand que C. Construisez le
parallélogramme KLMN de manière que ce
parallélogramme soit égal à l’excès du parallé-p

logramme EF sur la figure C, et semblable au
parallélogramme D et semblablement placé que

lui (prop. 25. 6); mais EF est semblable à D:
donc le parallélogramme K M sera semblable
au parallélogramme EF. Que la droite LK soit
l’homologue de la droite GE et ladroite LM
l’homologue de la droite GF. Puisque le pa-
rallélogramme EF est égal aux deux figures C,

KM, le parallélogramme EF sera plus grand
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que le parallélogramme KM : donc la droite GE

Lest plus grande que la droite KL, et la droite
GF plus grande que la droite LM (prop. 20. 6).
Faites la droite GO égale à la droite LK, et la
droite GP égale à la droite LM (pr0p. 5 . 1), et ter-

minez le parallélogramme OGPQ ( prop. 5 I . 1
Le parallélogramme 0P sera égal et semblable
au parallélogramme KM ( prop. 24. 6) ; mais le
parallélogramme KM est semblable au parallé-
logramme EF : donc le parallélogramme OP est
semblable au parallélogramme EF (prop. 2 I . 6) :
donc ces deux parallélogrammes sont autour du a
même diamètre (prop. 26. 6). Soit GQB leur
diamètre et décrivez la figure.

’ Puisque le parallélogramme EF est égal aux

deux figures C, KM, et que OP est égal à KM,
le gnomon restant VXY sera égal à la figure
restante C; et à cause que PR est égal à OS
( prop. 45. 1 )’, si l’on ajoute à chacun de ces

deux parallélogrammes le parallélogramme RS ,

le parallélogramme total PB sera égal au paral-
lélogramme total 0B. Mais 0B est égal à TE
( prop. 56. I), parce que le côté AE est égal
au côté EB : donc TE est égal à PB : donc
si on ajoute à chacun de ces deux parallélo-
grammes TE, PB le parallélogramme OS, le
parallélogramme total TS sera égal au gnomon
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total VXY. Or on a démontré que le gnomon
VXY est égal à C : donc le parallélogramme
TS est égal à la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite AB un
parallélogramme TS qui est égal à la figure.
rectiligne donnée C et qui est défaillant d’un

parallélogramme RS semblable à un parallélo-

gramme D, puiSque RS est semblable à P0;
ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXIX.
PROBLÈME.

Appliquer sur une droite donnée un parallélo-
gramme qui soit égal à une figure rectiligne
donnée et qui soit excédent d’un parallélo-

’ gramme semblable à un autre parallélogramme

donné. .Soit AB 151) la droite donnée à laquelle
il faut appliquer un parallélogramme qui soit
égal à une figure rectiligne donnée C et
soit excédent d’un parallélogramme semblable

au parallélogramme D : il faut sur la droite
AB appliquer un parallélogramme qui soit égal
à la figure rectiligne C, et qui soit excédent
d’un parallélogramme semblable au parallèle--

gramme D. ’
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Partagez la droite AB en deux parties égales

au point E (prop. 9. 1) , sur la droite EB dé-
crivez le parallélogramme EL semblable au pa-
rallélogramme D et semblablement placé que
lui, et construisez le parallélogramme GH égal
aux deux figures EL , C , et semblable au paral-
lélogramme D et semblablement posé que lui
(prop. 25. 6) ; le parallélogramme GH sera sem-
semblable au parallélogramme EL. Que le côté
KH soit l’homologue du côté FL et le côté KG

l’homologue du côté FE. Puisque le parallélo-.

gramme GH est plus grand que le parallélo-
gramme EL , la droite KH sera plus grande
que la droite EL et la droite KG plus grande
que la droite FE. Prolongez FL et FE jusqu’à
ce que la droite FLM soit égale à la droite KH
et jusqu’à ce que la droite FEN soit égale à la

droite KG (prop. 5. 1) , et terminez le paral-
lélogramme MN. Le parallélogramme MN sera
égal et semblable au parallélogramme GH; mais

le parallélogramme E L est semblable au pa-
rallélogramme GH : donc le parallélogramme

MN sera semblable au parallélogramme E L
( prop. a 1 . 6) : donc les deux parallélogrammes

F L , MN seront autour du même diamètre
(prop. 26. 6 Conduisez leur diagonale F0 et
terminez la figure.
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Puisque le parallélogramme GH. est égal aux

deux figures EL , C et que MN est égal à GH, le
parallélogramme MN sera égal aux deux figures

EL, C : donc, si l’on retranche le parallélo-
gramme commun EL , le gnomon restant ZYX
sera égal à la figure rectiligne C ; et puisque EA
est égal à EB , le parallélogramme AN sera égal

au parallélogramme NB (prop. 56. 1) , c’est-à-

dire au parallélogramme LP (prop. 45. 1) :
donc si nous ajoutons à chacun de ces deux
parallélogrammes le parallélogramme E0 , le
parallélogramme total A0 sera égal au gnomon

total ZYX; mais le gnomon ZYX est égal à la
figure rectiligne C : donc le parallélogramme
A0 est égal à la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite donnée AB

un parallélogramme A0 est égal à la figure
rectiligne C et qui est excédent d’un parallélo-

gramme QP semblable au parallélogramme D,
parce que le parallélogramme QP est sem-
blable au parallélogramme LE; ce qu’il falloit

faire.



                                                                     

n’a U c Lina. 275
PROPOSITION xxx.

PROBLÈME.

Couper une droite finie et donnée en moyenne
et extrême raison.

Soit la droite AB 1’52) finie et donnée:

il faut couper cette droite AB en moyenne et
extrême raison.

sur la droite AB construisez le quarré BC
(prop. 46. .1) , et sur la droite AC appliquez un
parallélogramme CD qui soit égal au quarré BC

et dont le parallélogramme excédent AD soit
semblable au quarré "BC ( prop. 29.6).
k La figure BC est un quarré : donc la figure AU

sera aussi un quarré; et puisque tBC est égal à
CD, si l’on retranche la partie cOmmune CE,
la figure restante BF sera égale à la figure res- *
tante AD; mais ces deux. figures sont équian-
gles : donc les côtés des figures DF, AD
s0nt autour des angles égaux sont réciproque-

ment pr0portionnels (prop. 14. 6) : donc FE
est à ED comme AE est à EB; mais FE est
égal à AC (fig. 54. 1), c’est-à-dire à AB et ED

est égal à AE : donc AB est à AE conne AE
est à EB; mais AB est plus grand que AE : donc

AE est plus grand que EB. g
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Donc la droite AE a été coupée au point E

en moyenne et extrême raison , et sa partie AE
est son plus grand segment; ce qu’il falloit

faire. .A U ’r a E M 1: N T.

Soit AB (fig. 155) la droite donnée : il faut
couper cette droite en moyenne et extrême

’ raison. , .
Partagez la droite AB au point C de manière

que le reCtangle compris sous les droites AB ,
BC soit égal au quarré de AC (prop. 11. a).

Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de AC’, AB sera à

AC comme AC est à CB (pr0p. 17. 6) adonc
la droite AB a été ceupée en moyenne et ex-
trême raison (défi 5. 6) ; ce qu’il falloit faire.

l PROPOSITION. XXXL
T n 1’: o n la M z.’

Dans les triangles rectangles, figure construite
’ sur le côté, qui soutend l’angle droit est égale

aux figures semblables qui sont décrites sem-
t’ blablement sur les côtés qui comprennent l’an-

. gle droit. I V I ’
l Soit le triqngle rectangle ABC ( 154) dont-

l’augle BAC est droit je dis que la figure cons-

k
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truite sur BC est égale. aux figures semblables
décrites semblablement sur les côtés BA, AC.

Conduisez sur BC la perpendiculaire AD:
Puisque dans le triangle ABC on a conduit

de l’angle A sur la base BC la perpendiculaire
AD , les triangles ABD, ADC placés autour de
la perpendiculaire sont semblables au triangle
total ABC et semblables entr’eux ( pr0p. 8. 6).
Puisque le triangle ABC est semblable au trian-a
gle ABD, CB sera à BA comme AB est à BD;
mais lorsque trois droites sont proportionnelles,
la première droite est à la troisième comme la
figure construite sur la première droite est à la
figure semblable. construite semblablement sur
la seconde prop. a. congo. 6) : donc CB est
à BD comme la figure construite sur 0B est à
la figure semblable construite semblablement
sur ’B A. Par la même raison, BC est à CD
comme la figure construite. sur est à la figure
décrite sur CA : donc BC est à BD plus DG
comme la figure construite sur BC est aux figures

l semblables qui sont décrites semblablement sur
BA, AC; mais BC est égal à BD plus DC (1):

(1) En effet, si l’on ajouté les. deux prbportions
CB:BD :2 BE:»BF,etBC:CD I: BEtCG, et sil’on
divise les antécédens par deux , on aura la proportion

BC:,BD-i.- C1) 2: BE:BF .4- CG.
2
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donc la figure construite sur BC est égale aux
figures semblables qui sont décrites semblable-

ment sur BA, AC. ’
Donc dans les triangles rectangles, la figure

I qui est construite sur le côté qui soutend l’an:

gle droit est égale aux figures semblables qui
sont semblablement décrites sur les côtés qui
c0mprennent l’angle droit; ce qu’il falloit dé-

montrer. ; I AAUTREMENT.
Puisque les figues semblables sont entre

elles en raison doublée des côtés homologues

(proszSL 6) , la figure construite sur BC et
L celle qui est construite sur BA seront entr’elles
en raison doublée des côtés BC , BA; mais le

quarré construit sur BC et le quarré censtruit
sur BA sont en raison ldbublée de BC, BA

’ ( prop. I . cor. 2o. 6) : donc la figure construite

sur BC est à celle est construite sur BA
comme le quarré de ’BC est au quarré de BA

( prop. I 1. 5 Par la même raison la figure
construite sur BC est à celle qui est construite
sur CA comme le quarré "de BC est au quarré

de CA: donc la figure construite sur BC est l
aux figures construites sur BA, Acteomme le
quarré de BC est aux quernésdeüBA et de AC.

Maislle quarré de BC est’égal aux quarrés (le
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BA et de AC (prop. 47 . 1) : donc la figure cons-
truite sur BC est égale aux figures semblables
qui sont semblablement décrites sur BA et sur
AC; ce qu’il falloit démontrer,

PROPOSITION XXXIIQ,

Turionizuz.a

Si deux tridngles qui Ont Jeux côtés propom’on-

nels à Jeux côtés sont disposés selon un angle

de manière .que leurs côtés homologues soient

parallèles; les autres côtés formeront une seule

droite.

, , Soient les deux triangles ABC, DCE (fig. 1 55)

qui aient les deux côtés BA , AC proportionnels
aux deux côtés CD, DE de manière que BA soit,
a AC comme CD est à DE; et que AB soit paf
rallèle à DC et AC parallèle aussi à DE :t je dis

que BC et CE ne formeront qu’une seule droite.

Puisque AB est parallèle à DC et que AC
tombe sur ces deux droites , les angles alternes
B AC, ACD sont égaux cntr’cux (prop. 29. I).
Par la même raison , l’angle CDE est égal à l’an-

gle ACD : donc l’angle BAC est égal à l’angle

CDE; et puisque les deux triangles ABC , ACE
ont deux angles égaux en A et en D , et que les
côtés qui comprennent ces deux angles égaux

5
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sont proportionnels , c’est-à-dire que BA est à

AC Comme CD est à DE, les triangles ABC ,
DCE seront équiangles prop. 6. 6) à donc
l’angle ABC est égal à l’angle DCE. Mais ou a

démontré que l’angle ACD est égal à l’angle

BAC : donc l’angle total ACE est égal aux deux

angles ABC , BAC : donc , si nous ajoutons à
chacune de ces deux quantités l’angle ACB ,- les

angles A C E , A C B seront aux angles BAC ,
ACB, ABC; mais les angles BAC, ACB,.ABC
sont égaux à deux angles droits (prop. 52. I) ;
donc les angles ACE , ACB sont égaux à deux

angles droits: donc avec une droite quelcon-
que AC et au point C les deux’droites’ BC , CE

placées de difl’érens côtés’"f0nt les angles de

suite ACE , ACB égaux à deux angles droits :
donc les deux droites BC, CE neiforment qu’une
seule droite (prOp. I4. I).’ ’ *

DOnc si deux triangles qui ont deux côtés
proportionnels à deux côtés sont disposés selon

un angle de manière que leurs côtés homolo-
gues soient parallèles , les autres côtés for-
meront une seule droite; ce qu’il falloit dé-

montrer. ’
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PROPOSITION XXXIIIF
THÉORÈME.

Dans les cercles égaux, les angles sont propor-
tionnels aux arcs qu’ils comprennent, soit que

ces angles soient placés aux centres ou tu»
aux circonférences. Il en est de même des sec?

teurs qui sont placés aux centres.

Soient les cercles égaux ABC, DEF (fig. ,1 56),

que les angles BGC , EHF-Soient placés à leurs

centres G, H, et que les angles BAC, EDF
soient placés à leurs circonférences : je dis que
l’arc BC est à l’arc EF comme l’angle BGC est

à l’angle EHF, comme l’angle BAC est à l’an-

gle EDF et connue le secteur GBC est au sec-

vteurHEF’. l t Û V 4 ’.
l Faites les arcs de suite GK, KL, etc. égaux

chacun à l’arc BC; faites aussi les arcs de suite

FM, MN, etc. égaux chacun à l’arc EF, et
menez les rayons GK, GL, HM, HN.

Puisque les arcs BC, GK, KL sont égaux
entr’eux, les angles BGC, CGH, KGL sont
aussi égaux entr’eux (prop. 27. 5 ) : donc l’arc

BL est multiple de l’arc BC autant de fois que
l’angle BGL est multiple de l’angle BGC. Par
la même raison , l’arc EN Est multiple de l’arc

4

t
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EF autant de fois que l’angle EHN est multiple
de l’angle EHF. Donc si l’arc BL est égal à
l’arc EN , l’angle BGL sera égal à l’angle EHN

(prop. 27. 5), si l’arc BL est plus grand que A
l’arc EN , l’angle BGL sera plus grand que
l’angle EHN , et si l’arc BL est plus petit que
l’arc EN , l’angle BGL sera plus petit que l’an-

gle EHN. Ayant donc quatre quantités, savoir
les arcs BC , EF et deux angles AGC , BHF,
on arpris des équimultiples de l’arc BC et de
l’angle. BGL , savoir , l’achL et l’angle BGL;

on a pris aussi des équimultiples de l’arc EF et
de l’angle EHF, savoir,- l’arc EN et l’angle

EHN; mais on a démontré que si l’arc BL sur-
passe l’arc EN , l’angle BGL surpassera l’angle

t EHN; que si l’arc BL est égal à l’arc EN,

l’angle BGL sera égal à l’angle EHN, et que

si l’arc BL est plus petit que l’arc EN , l’angle

BGL sera plus petit que l’angle EHN : donc l’arc

BC est à l’arc EF comme l’angle BGC est à

l’angleEHF (défi 5. 5) ; mais l’angle BGC est

à l’angle EHF comme l’angle BAC est à l’angle

EDF (prop. I5. 5) , car ils sont doubles les uns
des autres (prop. 20. 5) : donc l’arc BC est à
l’arc EF comme l’angle BGC est à l’angle EHF,

et comme l’angle BAC est à l’angle EDF.

Donc dans des cercles égaux , les angles sont
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proportionnels aux arcs , soit que ces angles

escient placés aux centres ou bien aux circon-
férences; ce qu’il falloit démontrer.

e Je dis de plus quel’arc BC est à l’arc EF

comme le secteur GBC est au secteur HEP.
Menez les droites BC, CK (fig. 157) , et ayant

pris sur les arcs BC , GK, les points O , P , con-
duisez les droites B0, OC , CP, PIS.

Puisque les deux droites BG , GC sont égales
aux deux droites CG, GK, et qu’elles com-
prennent des angles égaux , la base BC sera
égale à la base C K : donc le triangle GBC est
égal au triangle GCK (prop. 4. 1 ); et à cause
que l’arc BC est égal à l’arc GK, et que le reste

CAB de la circonférence qui complète le cercle

entier ABC est égal au reste KAC de la cir-
conférence qui complète le même cercle (ax. 5),
l’angle BOC sera égal à l’angle CPK (prop :2 7’. 5) :

donc le segment BOC est semblable au segment
CPK (déf. I 1 . 5), et ces deux segmens sont
placés sur des droites égales; mais les segmens
semblables qui sont placés sur des droites égales

sont égaux ( prop. 24. 5) : donc le segment BOC

est égal au segment CPK; mais le triangle BGC
est égal au triangle C GK : donc le secteur’total

GBC sera égal au secteur total GCK (ax. a
Par la même raison , le secteur GKL sera égal à
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l’un ou à l’autre des secteurs GKC , GCB : donc

les trois secteurs GBC, GC K , G KL sont égaux

entr’eux. Les secteurs H E F , HF M , H M N
sont pareillement égaux entr’eux : donc l’arc BL

est multiple de l’arc BC autant de fois que le
secteur GBL est multiple du secteur GBC. Par
la même raison , l’arc EN est multiple de l’arc

EF autant de fois que le secteur HEN est mul-
tiple du secteur HEF : donc d’après ce que l’on

vient de voir , si l’arc BL est égal à l’arc EN ,

le secteur GBL sera égal au secteur HEN; si
l’arc BL surpasse l’arc EN , le secteur GBL

surpassera le secteur HEN , et si l’arc BL est
plus petit que l’arc EN , le secteur GBL sera
plus petit que les secteur HEN. Ayant donc
quatre quantités, savoir les deux’arcs BC , EF

et les deux secteurs GBC, HEF, on a pris des
équimultiples de l’arc BC et du secteur GBC,

savoir , l’arc BL et le secteur GBL, on a pris
aussi des équimultiples de l’arc EF et du sec-

teur HEF, savoir , l’arc EN et le secteur HEN ;
mais on a démontré que si l’arc BL surpasse l’arc

EN , le secteur GBL surpassera le secteur HEN ,
que si l’arc BL est égal à l’arc EN, le secteur

GBL sera égal au secteur HEN , et que si l’arc

BL est plus petit que l’arc EN , le secteur GBL
sera plus petit que le secteur GEN : donc l’arc
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BC est à l’arc EF comme le secteur GBC est
au secteur HEF (défi 5. 5).

COROLLAIRE.
Il est évident qu’un secteur est à un autre

secteur comme l’angle du premier secteur est
à l’angle du second secteur (prop. i 1. 5).

FIN DU shuntez LIVRE.
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LIVRE XI.

l
DÉFINITION&

x. UN solide est ce qui a longueur, largeur
et épaisseur. r

2. Un solide est terminé par des Surfaces.
5. Une droite est perpendiculaire sur un plan

lorsqu’elle fait des angles droits avec toutes les

droites qui la rencontrent et sont dans ce
plan.

4. Un plan est perpendiculaire sur un plan ,
lorsque les perpendiculaires menées dans un
seul plan sur la commune section des plans
sont perpendiculaires sur l’autre plan.

5. L’inclinaison d’une droite sur un plan est

l’angle aigu compris par cette même droite et
par la droite qui joint le point du plan que la
première droite rencontre et le point de ce plan
que rencontre la perpendiculaire menée sur ce
plan de l’extrémité supérieure de la première

droite.
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6. L’inclinaison d’un plan sur un plan est

l’angle aigu compris entre les perpendiculaires
sur leur commune section , menées d’un point

de cette commune section dans l’un et dans
l’autre plan.

7. L’inclinaison d’un plan sur un plan est
égale à l’inclinaison d’un autre plan sur un autre

plan , lorsque les angles de leurs inclinaisons
sont égaux entr’eux.

8. Les plans parallèles sont ceux qui, étant
prolongés, ne se rencontrent point.

9. Les solides semblables sont ceux qui sont
contenus dans le même nombre des plans sem-
blables.

Io. Les solides semblables et égaux sont
ceux sont contenus dans le même nombre
de plans semblables et égaux.

I 1 . Un angle solide est l’inclinaison de plus

de deux droites les unes vers les autres, qui se
rencontrent et qui ne sont pas dans le même
pla .

A U T a E M n N T.
Un angle plan est celui qui est compris par

plus de deux angles plans qui ne sont pas dans
le même plan et qui sont construits dans le

même point. tI 2. Une pyramide sa un solide compris sous
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des plans , étant construits sur un seul plan ,
se réunissent dans un. même point. ’

I 5. Un prisme est un solide compris sous des
a plans , dont deux plans opposés sont égaux ,

semblables et parallèles , et dont les autres plans
sont des parallélogrammes.

14. Une sphère est un solide compris sous
la surface décrite par l’arc d’un demi-cercle

qui tourne autour du diamètre immobile jus-
qu’à ce qu’il soit revenu au même endroit d’où

il étoit parti.

15. L’axe de la sphère est cette droite immo-

bile autour de laquelle tourne le demi-cercle.
16. Le centre de la sphère est le même que

celui du demi-cercle.
17. Un diamètre de la sphère est une droite

menée par le centre et terminée de l’un et de

l’autre côté par la surface de la sphère.

18. Un cône est un solide. compris sous la
superficie décrite par deux côtés d’un triangle

rectangle tournant autour d’un’ des côtés de

l’angle droit reste immobile» , jusqu’à ce
qu’il soit revenu au même endroit d’où il étoit

parti. Si le côté immobile est égal à l’autre côté

de l’angle droit, le cône est rectangle; s’il est

plus petit , il est obtus-angle , et. s’il est plus
grand, le cône est acutangle.
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x19. L’axe du cône est la droite immobile

autour de laquelle tourne le triangle rectangle.
2o. La base du cône est le cercle décrit par

un des côtés tournent.
21 . Un cylindre est un solide compris sous

la sur-face décrite par trois côtés d’un parallé-

logramme rectangle tournant autour du qua-
trième côté qui reste immobile jusqu’à ce que

ce rectangle soit revenu au même endroit d’où

il étoit parti. t
22. L’axe du cylindre est la droite immobile

autour de laquelle tourne le parallélogramme.
25. Les bases du cylindre sont les cercles

décrits par les deux côtés opposés du parallé-

logramme qui se meuvent.
24. Les cônes et les cylindres semblables

sont ceux dont les axes et dont les diamètres
des bases sont proportionnels.

25. Un cube est un solide compris sous six
quarrés égaux.

26. Un tétraèdre est un solide compris sous
quatre triangles égaux et équilatéraux. I

27. Un octaèdre est un solide compris sous
huit triangles égaux et équilatéraux.

.28. Un dodécaèdre est un solide compris
tous douze pentagones égaux, équilatéraux et

équiangles. i
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29. Un icosaèdre est un solide compris sous

n n , l 0 rVingt triangles egaux et equilateraux.

PROPOSITION PREMIÈRE.

T n É o a È M E.

Une partie d’une droite ne peut être dans un plan

et une autre partie de cette droite hors de ce

plan. . tSupposons , si cela peut se faire , qu’une
partie AB ( fig. 158) de la droite ABC soit dans
un plan et une autre partie B C hors de ce

plan. ’Prolongez la droite AB dans le plan sur
lequel elle est placée ; soit BD le prolonge-
ment de cette droite; les deux droites ABC ,
ABD auront une partie commune AB , ce
est impossible , car deux droites ne peuvent se
rencontrer qu’en un seul pointu, autrement elles

se confondroient. I
Donc une partie d’une droite n’est point dans

un plan et une autre partie de cette droite hors
de ce plan; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION 11.

l .TEÉORËME:

Si deux droites se Coupent , elles sent dans un
seul plan; tout triangle est aussi placé dans

un seul plan. ’ i ,
Que les deux droites AB , C D (fig. r59) se

coupent mutuellement au point E : je dis que les
droites A B , Cl) sont dans un seul plan; je dis
aussi que tout triangle est placé dans un seul
plan.

Prenez sur les droites EB , E C deux points
quelconques F, G; menez CB, FGaet FH, GK:
je dis d’abord que le triangle EBC est placé
dans un seul plan; car si la partie FHC ou la
partie GBK du triangle EBC est dans un plan
et l’antre partie dans un autre plan, une partie
de l’une des droites EC, EB sera dans un plan
et l’autre partie dans un autre plan; mais si une
partie FC’B G du triangle EC B,est dans un plan
et l’autre partie-dans Yin autre plan , une cer-
taine partie de l’une et de. l’autre des droites

. EC, EB sera dans un plan et certaine autre
partie dans un autre plan ; ce qui a été démon- ’

né absurde : donc le triangle EBC est dans un
seul plan; mais l’un et. l’autre des droites EC ,

T .
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EB sOnt dans le mêmeiplan que le triangle
BC E, et les droites AB, C D’ sont dans le même
plan que l’une et que l’autre des’droites EC , EB

(prop. 1. 1 Il) : donc les droites AB, CD sont
dans un (seul [plan , et tout triangle est aussi
placé dans un seul plan; ce qu’il falloit dé-

montrer.

PROPOSITION 111.
iianâoitÈME. 4

Si deux plans se coupent mutuellement, leur com-
. mune section est une ligne’droite.

Que les deux’plans’ AB, BC (fig: 160) se cou-

peut mutuellement et que leur commune "sec-
tion soit DE : je ’dis que la’ligne DB est une

ligne droite. V I i ’
’ ’ Car si cela n’est point, du point D au peint

Bet sur le plan AB conduisez la droite DEB,
et sur le plan BC Conduisez la droite DFE; les
extrémités des deux droites DEB , D F B’ seront

les mêmes, et. ces deux drOites renfermeront
un espace, ce qui est absurde ( ax.*"i2)é donc
les lignes DE’B’fDFiB ne sont pas désenglues

drOites. Nous démontrerOns semblablement que
toute autre ligne nienée du point D’au point B
n’est point une ligne droite , excepté laÇlig’ue
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DE, c’est-à-dire la commune section des plans

AB, BC. t -- -Donc si deu’x’plans se Coupent mutuellement ,

leur commune section Sera une ligne drOite; ce
qu’il falloit démontrer-.4

’PROPOSITION Un
’T a 1’: ’o R È M E:

n Si deux droît’es se coupent mutuellement ,ila droite

qui Sera perpendiculaire sur ces Jeux droites;
7 . à leur section commune, le sera ainsi sur la

plan. qui passera par ces Jeux droites-.1

Que les deux droites AB , (ACD 161) se
coupent mutuellement au point E et que la
droite EF leur soit perpendiculaire au point E3
je dis que la droiteËF est aussi perpendicuè
laire sur le plan qui passe par les droites 4B 1,.

Prenez les droitespAE, EB, CE, ED égàles
entr’elles. Par le point E et sur le plàn ÀB éon;

(luisez d’une manière quelconque une droite
GEH, menez AD, (EB,. et ensuiteIdÎiin point
ïluelcanue F conduisez les, droites FA, FG,
FD, FCI, PH, FB. Puisqüe.les deux. droites
AE 5 ED sont égales aux deux droites CE,
ÈB , et que ces droites comprennent des angles
Égaux ( prop. 15. I) , le luise AD’sera égale à

Il
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la’base CB (prop. 4. 1), le triangle AED égal g
au triangle CEB , et l’angle DAE égal à l’angle

EBC ; mais l’angleilA-EG est égal à l’angle BEH

(prop.,15. I) : donc les deux triangles ACE,
BEH ont deux angles égaux à deux angles , cha- -
cun à chacun; mais les côtés AE , EB adjacens
à des angles égaux sont égaux entr’eux donc les

autres côtés de ces triangles seront aussi égaux

I rugueux (prop. 26. 1) : donc GE est égal à EH
et AG égal à BH; et puisque AE est égal à EB

et que la perpendiculaire FE est commune , la
base FA-sera égale à la base FB (prop. 4. I ).
Par la même raison , FG sera aussi égal à FD. ne

plus , puisque la droite AD est égale à la droite
ca et la droite FA égale à la droite F3 , les deux

droites FA, AD’ seront égales auxkdeux droites

FE., BC , ’cliacuneilàlcliacune; mais on a dé-
montré que la phase FD est égale à la base FC :
donc l’angle F A D’ est. égala l’angle .F-B C

Z’prop. 8. I) ; mais on a démontré de plus que

AC est égal à BH etllîA est égal à ÈB : donc

les deux. droites FA , AG sont égales auxldeux
droites! F,B , BH; mais on a démontré que’l’ane

gle est égal à l’angle FBH : donc’la base ’

est égale à la FH (prop. 4. et. puis-
qu’on a démontré encore que GE estî égal à I

E H , et à cause que ladroite 4E F est commune ,
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les deux droites GE , EF seront égales aux deux
droites HE , EF; mais la base FH est égale à la.
hase FG: doncl’angle GEF est égal à l’angle HEF

(prop. 8. I donc l’un et l’autre des angles
GEF; HEF sont droits : donc la droite FE fait
des angles droits avec la droite GIH , de quelque
manière que la, droite GH soit menée dans le
plan AB par le point E. Nous démontrerons.
semblablement que la droite FE fait desangles
droits avec toutes lesdroites qui la rencontrent
et qui sont dans le plan, A3; mais. une droite
est penpemliculaire surlun planlorsqu’elle fait

des. angles droits avec toutesles droites la.»
rencontrent et qui, sont placées dans ce plan
(défi 5. n ) : donc la droite EF est perpena-L
diculaire sur.» le plan. AB,; mais le plauAB est
celui qui passe-par les’deux droites AB”, CD :-

donc la droite FE est» perpendiculaire sur. le plan

qui passe par les droites.AB.,, (3D.. v . il
Donc si deux. droites- se coupent mutuelle-

ment, et si une droite est perpendiculaire 51m
ces deux droites 51418110 commune sectionsl cette

droitelsera. aussi perpendiculaire sur le plan qui:
passe par. ces deux droites; ce qu’il. falloit de;

montrer... . - .
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PROPOSITION V.

r I ITHEOREME,
Sis trois droites se rencontrent et s’i- une droite leur;

est perpendiculaire à leur commune section , ces
trois droites seront dans. un seul plant

Si une. droite AB (fig. 16:) est perpendicua
laire sur trois droites B Cr, BD , BE" au point de.
contact B : je dis que les trois droites BC , BD!

13E sont dans. un seul plan. l
Car supposons, si cela est possible, que. BD,

BE soient dans un plan et BC dans un autre,
plan élevé au-dessous du premier ; faites passer

un plan par les droites’AB, BC; la commune
Section, de. ce plan avec le. plan inférieur v sera.

une ligne droite (prop.. 5.. 1 1); que cette droite.
soit B F; Il est. évident que lestrois droites AB à

BCO,,BF sont dausleplan qui passe par les droites.
AB,, BC z. donc 5 puisque la droite ÂB est perpen-
diculaire sur l’uneet l’autre des. droites BD, BE ,

cette droite sera perpendiculaire sur le plan qui
passe par DE , BE ( prop. 1 i); mais le plankiquî
passe: par DB , BE est le plan inférieur? : donc la
drOite’AB est perpendiculaire sur le plan infé-.

rieur : donc cette. droite sera perpendiculaire sur
toutes les droites qui la rencontrent et qui sont
dans ce plan (défi 5:. 1. 1:); cette perpendi-a
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solaire est rencontrée dans le plan inférieur par
la droite BE à donc l’angle ABF est droit ; mais.
on a supposé que l’angle AB C (estzdroi’t : donc

les deux angles ABF, ABC, placés dansle même
plant, sont égaux entr’eux tcchui est impossibles

(ax. 9-) adonc la droite-2136 n’est pas dans sa
plan élev’e’s’au-dessussde celui qui passe pailles.

droites.BDt,,BE :. donc les troisdroites BG,,BD ,

RE sont dans un seul plan. a : - ’
Donc si trois droites se rencontrentjet- si une

droites leur est perpendiculaire me commune
section ,v ces. trois droites seront dans un seul:
plant; ’ce qu’il falloit démontrera ’

en oro- 511T. 1 ou et. ..
I t- ’P une; o un iu- E:."’ - I

Si. deux droites sontrperpendicultjzircs sur lekmâino»

plan Il ces: Jeux dl’oitesvseront-parqllèles. I

v Quelesdenx droitesAB; CI) ( fig.r165):,soient; »
peip’endicuhires. sur un» même plan:- jé-dis que-

A-Best parallèle 5015.-. "z ’ V I n
a Suppœ0n s que. ces perpendiculaires . rencon-k

trent ce plant auxtpoin-tsBr, D; menex la’droite
BD; conduisez dans ce plan la droite DE ’per.
pendiculaire sur BD», et après avoit-:fiit DIS-égal.

à. AB, menez les droitestBE LA E , A31);

4
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Puisélue la droite AB est perpendiculaire sa»

le plan BUE, elle est perpendiculaire sur toutes

les droites la rencontrent et sont dans
ce plan.( défi: 5. I r); mais cette droite est rem
contrée par l’une et l’autre des. droites BD,

BE qui sont dansce plan : donc les angles ABD ,
ABE sont droits l’un et l’autre. Par la même

raison , les angles CDB , C DE sont aussi droits
l’un et l’autre. Mais puisque la droite AB est

égale à la droite DE et que la droite BD est.
commune , les deux droites AB , BD. sont égales

aux deux droites ED., DE ; mais ces droites com-
prennent des angles droits : donc la base ADIest.
égale à la baSe BE ( prop, 4. I ) ; et puisque la
droite AB est égale à la droite DE et la droite
AD égale à la droite RE, les deux droites AB ,
BE sont égales aux deux droites. ED , DE; mais
la base AE est. commune g donc l’angle ABE
est égal. à l’angle EDA (prop. 8. 1); mais l’an-e

gle ARE est droit t donc l’angle EDA est droit

aussi: donc la droite. ED est perpendiculaire
sur la droite DA; mais. la droite. ED.est per-t
pendimtlaire. sur l’une et l’autre des droites BD ,

DG : donc ED est perpendiculaire sur lès trois
droites BD, BA, DG à leur point de contact :
donc; les trois droites BD, DA , DG sont dans

’ un seul plan (prop. 5. Il); mais la droite A8 est
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dans le même plan que les droites BD , DA , car

a tout triangle est dans un seul plan ( prop. 2 . 1 1) :
donc les trois droites A’B , BD , DC sont dans
un seul plan; mais les angles ABD, BDC sont.
droits l’un et l’autre : donc la droite AB est pa-

rallèle à la droite CD. (prop. 28. 1
Donc si deux droites sontiperpendiculaires

sur le même plan , i ces deux droites seront pa-
rallèles tentr’elles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V11,
THÉORÈME.

Si deux droites sont parallèles , et si l’on prend
sur chacune de ces droites des points quelcon-
ques , la droite qui joindra ces points sera dans
le même plan que les parallèles.

Soient AB; CD (fig. 164) deux droites pa-
rallèles, et soient pris dans ces droites des points
quelconques.E , F: je dis que la droite qui joint
les points E , F est dans le même plan. que les

deux parallèles. I
Supposons que cela ne soit point, et suppo-

sons, si cela est possible, que cette drOite soit
dans un plan élevé au-dessus du premier 5 et
qu’elle ait , par exemple, la position EGF; par
lat-ligne EGF conduisez un plan-qui fasse-raves



                                                                     

298- ÉLÉMENs-
le plan inférieur une section qui sera une ligne
droite (prop. 5. 1 i); que cette section soit EF:
il est évident que les deux droites EG F, EF,
renfermeront un espace, ce qui est impossible
(ax. 12.) : donc la droite conduite du point E-
au point F n’est point dansfun plan élevé .au-o»

dessus du premier :.donc elleest dans celui qui
passe par les parallèles A8 ,-CD..

Donc si deux droites sont parallèles , et si l’on.

prend dans l’une et l’autre de ces parallèles des

points quelconques, la droite qui joindra ces
points sera dans le même plan que les parai-n
lèles; ce qu’il falloit’démontrer.

PROPOSITION V111;
’THÉORÊME;

Si deux droites. sont parallèles , et si l’une d’elles

est perpendiculaire sur un plan; l’autre sera.

aussi perpendiculaire surpce plan.

Soient AB , CD.(fig. 165) deux droites pué
rallèles , et que l’une de ces droites AB soit per-r

pendiculaire sur le plan BED : je dis que l’autre .

droite l C D serai missi perpendiculaire sur ce

plans A , 1 , . * I IQue les droites A3 , CD rencontrent le plan
BED- aux points B , Menez BD.vLes droites AB a
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DG , BD seront dans le même plan (prop. 7. r r).
Conduisez dans le plan BED la droite DE per-’
pendiculaire sur BD; faites ensuite DE égal à

AB, et menez BE, AE, AD. Puisque A8 est
perpendiculaire sur le plan A ED, ellesera par-i
pendicnlaire sur toutes les droites qui la ren-.
contrent et qui sont dans’ce plan défi 5. I 1) :i
donc’les angles ABD, ABE sont droits l’un et

l’autre; et puisque la droite BD tombe sur les
droites AB , CD, les angles: ABD,- CDE seront
égaux à deux angles droits (prop. 29. 1). Mais;
l’angle ABD est droit : donc l’angle C’DB est

droit aussi : doue CD est perpendiculaire sur
BD; et puisque la droite A13 est égale à la droite

DE , et que la droite BD’est commune, les deux

droites AB , DE sont égales aux deux droites
ED, DE; mais l’angle ABD est égal-à l’angle

EDB, car ils sont droits. l’un et l’autre : donc
la baseAD est égale à la base BE pr0p. ’4-. i);

et puisque AB est égal à DE et BE égal à AD,’

les deux droites AB , B E seront égales aux deux

droites El) , DA, chacune à chacune ; mais la
base AB est commune : donc l’angle ABE est
égal à l’angle EDA ( prop. 8. I ); mais l’angle

ABE est droit : donc l’angle EDA est droit
aussi: donc ED est perpendiculaire sur DA;
mais ED est aussi perpendiculaire sur BD z donc
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la droite ED sera perpendiculaire sur lexplan qui
passe par les droites BD, DA ( prop.4. z r) :
donc la droite ED est perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce plan. Mais la droite DC est dans le planqui
passe par les droites BA , AD , parce que les
droites AB, BD Sont-dans le plan qui passe par
les droites BD , DA prop. 2. I I ) ; mais la droite
DG est dans lemême plan que les. droites AB,
BD (prop. 7. 1 1) : donc la droite ED est per-
pendiCulaire sur DC ; donc la droite CD est per-
pendiculaire sur DE; mais la droite CD est per-
pendiculaire sur la droite BD : donc la droites
CD est perpendiculaire sur les deux droites DE,
DE à leur point de rencontre D : donc la droite
CD est perpendiculaire Sur le plan passe par
les droites DE , DE (prop. 4. 1:1 mais le plan
qui passe par les droites DE, DE est le plan
B E D : donc C D est perpendiculaire sur le plan
BEH; Ce qu’il. falloit démontrer.
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PROPOSITION 1X.
THÉORÈME.

Les droites qui sont parallèles à une même droite ,*

sans être dans le même plan que cette autre
droite, sont cependant parallèles entr’ elles.

Que l’une et l’autre des droites AB , C D

(fig. 165) soient parallèles à la droite EF , et
que les droites AB, C D ne soient pas dans le
même plan que la.droite EF : je dis que la
droite AB est parallèle à la droite CD.

Prenez sur EF un point quelconque G , et de
ce: point menez dans leplanqui passe par EF, "
.AB la droite GH perpendiculaire sur EF, et
dans le, planlqui passe pars-RE, C31), menez
la droite GPKA perpendiculaire aussi sur FE :
puisque la droite EF est perpendiculaire sur
l’une et l’autre. des droites GH , GK, la droite

EF sera aussi perpendiculaire sur le plan. qui
passe par les droites G H 5 G-Kt;( prop.. 4. Il );
mais AB estvparallèleà EF .: Jdonez-AB est per-

pendiculaire Surlle qui page par les points
.H, G, K (prop. 8. 1 1 ); parla même raiSon CD
est perpendÏCulailze. sur.’le..plan;qui passe par les

points H , .G., K :. donc les droites AB, C D sont
perpendiculaires l’une et l’autre surllevpllanuqui
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passe par les pointsH, G, K; mais si deux droites
sont perpendiculaires sur un seul plan , ces deux
droites sont parallèles entr’elles (prop. 6. 1 I ) t

donc la droite AB est parallèle à la droite CD;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION X.
THÉORÈME.

Si deux droites qui se iouclzent sont parallèles à
deux droites qui se, touchent et qui ne sont pas
dans le même plan, ces droites comprendront
des angles égaux".

Que les deux droites AB,, BC (fig. 166) qui a
se touchent soient parallèles aux deux droites
DE , EF’qu’i se touchent et qui ne sont pas dans

le même Ian à: je dis que l’angle ABC est égal

à l’angle EF.

Prenez les droites BA, BG, ED, EF égales
.entr’elles , et menez les droites AD , «CF, BE,

AC g DF. Puisque BA est égal et parallèle à ED,
Al) Sera’égalet parallèle à 13E. (prop.! 55.. I

Par la même raisonCF sera égal et parallèle à
B E : donc les deux droites AI) , CF sontégales
et parallèles chacune me. droite DE; mais les
r’droites qui sont parallèles: à une même-droite
sont patellèlesentr’elles’( prop. 9. r z) : donc la
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droite. A:D "est parallèle et égale à la droite CF ,;

mais ces parallèles sont jointes par les droites
AC, DF adonc la droite AC est parallèle et
légale à la droite DF; et puisque les droites AB ,

BC sont égales aux deux droites DE, EF, et
que la base AC est égale à la base DF, l’angle

ABC sera «égal à l’angle DEF (prop. 8. 1).

Donc si deux droites qui se touchent sont
parallèles à deux droites se.touchent et qui
ne sont pas dans le même plan, ces deux droites
comprendront des angles égaux; ce qu’il falloit

démontrer. .
PROPOSITION. XI.

PROBLÈME.

, D’un point donné hors d’un plan, mener une ’

perpendiculaire sur ce plan.

:. Soit A (fig. 167:) le donné hors d’un
plan , soit BH le plan donné : il faut du point A
mener une perpendiculaire sûr ce plan.
. . Dansï’levplan donné 5’ conduisez une droite

»B.C d’une manière quelconque, etdu point A

menez la droiteHAD. perpendiculaire. sur BC
( prop. r2 :1); Si la droite AD est aussi perpen-
diculaire sur ce aplani, onîauralfait ce qui étoit
proposé; si cela! n’en pas , du point D et dans le
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plan dOnné menez sur BC la "perpendiculaire DE

(prop. I 1. 1),-et du point" A menez sur DE la p
perpendiculaire AF ( prop. x 2’. I) , et enfin par le

point F conduisez la droite GH parallèle à BCa
Puisque BC est perpendiculaire sur l’une et sur

l’autre des droites DA, DE , la droite BC sera per-

pendiculaire sur le plan passe par les droites l
ED, DA, et parallèle à la droite GH (prop.4. t 1);

mais si deux droites sont parallèles et si l’une I
d’elles est perpendiculaire à un plan ,’ l’autre

droite est aussi perpendiculaire à ce même plan i
( prop. 8. 1 1) : donc GH est perpendiculaire sur
le plan passe par ED , DA , et par conséquent

perpendiculaire sur toutes les droites se
rencontrent dans ce plan (déf. 5. 1 1); mais la
droite AF rencontre la droite GH dans le plan
qui passe par ED, DA : donc la droite GH est
perpendiculaire sur A.F : donc AF est perpen-
diculaire sur G H; mais Aerst perpendiculaire
sur DF, par construction : dOnc la droite: AF est n
perpendiculaire à l’une et à l’autre des droites

GH,’ DE; mais si unezdroite est perpendiculaire

au point de contact sur deux drOites se ren-
contrent, elle sera aussi perpendiculaire sur le
plan qui passe. par ces deux droites (prop.4-. 1 1) :
donc FA est perpendiculaire. sur le plan qui passe
par ED, GH; mais le plan panses: par IED ?
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G H est le plan BH : donc la droite AF est per-
pendiculaire sur le plan BH. i’

Donc du point donné A, pris au-dessus d’un

plan , on a mené une perpendiculaire AF sur ce
plan ;.ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION X11.
PROBLÈME.

D’un. point donné dans un plan donné, élever

une perpendiculaire sur ce plan. ’

Soit EF (.fig.,168) le plan dônné , et soit A
le point donné dans ceplan : il fautdu point A
élever une perpendiculaire sur ce plan. ,

D’un point quelconque B, pris au-dessus du
plan donné , menez une perpendiculaire ABC.
sur ce plan (prop. 51. 1.1, et par le point A
menez AD parallèle à BC ( prop. 51. 1

Puisque les deux droites A D , CB sont paral-
lèles et que BC I; l’une de ces droites , est peçpçn.

diculaire sur le plan donné, l’autre droite Al) sera

aussi perpendiculaire sur ce plan ( prop. 8. 1 1
Donc , d’un point donné dans un plan donné,

on a élevé une perpendiculaire sur ce plan; ce

qu’il falloit faire. -
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PROPOSITION XÀIII.
THÉORÈME.

D’un pointdonné dans unplan donné, on nepeut

élever du même côté Jeux perpendiculaires sur

ce plan. p ISupposons que cela SOit possible; du point
donné A (fig. pris dans le plan donné,
élevez du même côté les deux perpendiculaires

ÀB , AC sur ce plan ; conduisez un plan par les
deux droites BA, AC; ce plan fera au point A
avec le plan dOnné une section sera une
ligne droite (prop. 5. 1 I ); que cette section
soit DAE; les droites AB, AC, DAF seront
dans’le Ëême plan; mais puisque CA est per-
pendiculaire sur le plan donné, elle sera per-
pendiculaire sur toutes lesdroites qui la rencon-
trent et qui sont dans’le plan donné (défi 5. 1 I);

mais la droite DA E ,lqui est dans le plan donné ,

rencoutre la droite CA : donc l’angle CAE est
droit. L’angle BAIS est droit , par la même rai-
son; donc l’angle CAE et l’angle BAE qui sont

dans le même plan sont égaux entr’eux , ce

est impossibles (ax. 9). A a ’ ’
Donc , d’un point donné dans un plan donné,

on ne peut élever deux perpendiculaires sur ce
plan; ce qu’il falloit démontrer;
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PROPO’SITIO N1XIEV.

"un sont»: a!
Les plans sur lesquels une même droite est perpenç

diculaire sont perallëles entr’euæ. il

Que la droite AB ( 17,0.)Àspit. perpendi-
culaire sur l’un et l’autre plan Ç D, EF t je dis

que cesplans sont parallèles. l
t Car si cela n’est point, iceslplans étant pro-
longés se rencontrerOnt et leur section sera une

l ligne drOite ( prop.’.5."1 1),-Que cette SectiOn
soit GH; ayant pris*dàb’s"cette section un point
quelconque K’,”mèn"dz’.l& K, Puisque-la

droite AB est perpendiculaire surllle plan EF; i
èèùé droite stem perpendiculaiie sur ’là’ êdèoîte

BIC est placée dans le prOIOngenient du plat;
EF (déc 5. n j, (admet l’angle mais est droit:
L’angle sa; les: (son, par la l même "raisons

donc les fleur angles A’BK; BAI du triangle
ABK sont légaux à ldëux angles droits;
est iniposSihle (propuysïx )-: donc la; puas
CD, EF étant prol’Ongésfine se rencontrœornt

point lentr’euxk :t donc. les plans C’D’, EFvsont’

parallèles. l ’ P J - , E’ ; l l
’ Donc les plans sur lesquels une même droite
est perpendiculairëisOntl parallèles émail: f ce
qu’il falloit démontrai î” i Il - il ’ 3 131M?”

2
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13R O P015! TItOOZNW X V.”
Tilri’filolgli’îzlnf’n’i

sa (En? Etna;Èùïïââgyèiiëàiiiréùt tangente;

i à deuil; droites’qfui se Xrencontrent et qui ne sont
pas. ’àlzçzlittëàfign’zëpzaïtj les patati qui filmaient

pàr ée; droite! lëiüllzilifarallëîes; l i ’

onszlssâdmitasAB; I591 (fig- 170 (93,56 refi-
qont’rem spitantparallèlet me; demdmites DE;

131?;qu se retlcewept manies sont pas dam
le même filmais-distric-rlesnplaris qui passent x
par les dtdrite.s;.AB nMflkBWhâdROiŒ-S DE, EF
mise repçolttnctomipoint s’ils sont; prolangés.

. Dqgmi’nulimçnezzsurale plassaujrpaee me

lessiveras-DE ,. Mia retreûdiçulaire B? qui
rencontre se. Plan: au. pointzG. ( PROF-.1 .12 1 Il s
Par. 16:.FOÀBË’QJQWÇZÎ 13 ;.dr9iteïG;H:-mraflèle* à.

langeât: En et la droitefiliæàrallèlesà la droite

E2? (Norman 0-: Rewladmisefifiest pan--
ERRËÉCBJPËÇI SEP 1391313 guipasseparlgs (incises

DE NE. E,.()e11q ses. Parmpdimlairmur toutes
les .dmitrèmsi la rançonnant etqui sont dans
ce même plan (défi 5. I I ) ; mais cette (iroko
est WMQNFÉS(PFEÏL’W.HI;1’amre: desdmites

en. flan, qui sommé lapina quinpasæ ppm: les

droites D E , E F : donc les anglestBGHf, 113G. K.

I
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sont droits l’un et l’autre; et ’puîSque BA est

parallèle à la droite GH, les angles-615A, BGH
seront égaux à deux angles ditons (prop. :39. 1); ,

mais l’angle. BGH est droite donc l’angle GBÀ

sera! droit : doncI-GB est perpendiculaire sur
BA. Par la même miam, BIG est perpendicu-
laire sur BG : donc puiàqild-lnldroite BG est
perpendiculaire sur les deux droites BA, BC
qui se coupent mutuellement; la ’drOite BG
sera perpendiculaire sur, le plan qui passe par
les deux droites AB, BC (prop. 4. Il). Par
la même raison , la droite BG Est perpendicnn-
’laire sur le plan passe par les droites GH,
GK. Mais le plan qui passe par les tltbllèïGH , ’

(3K. enfle- même que celui guipasse par-les,
. droites DEI,,EF : donc la droite BG est,pr.r-,-

i pendiculaireisur le plan qui passe parles droites
DE, EF. Mais. on a démontré’rpieladroite

BG est perpendiculaire aux le, planqui- passe
par les droites AB,. BOC , et cette droite est, en:-
eore perpendiculaire-.surleplau qui passe: par
les droites DE ,12th donc la droitegfiG, est par:
pendiclilaire sur l’un et l’autre desplàns qui

passent par liés droites AB , BC et parles droites
DE , E F"; mais les plans sur lesquels une’rnémç

droite est perpendiculaire sont parallèles on ure
L eux (prop. 14.119 : donc le plan qui passe par

a
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les-droites AB , BC est parallèle à celui passe
par les droites DE, EF. ’ v
a q Donetsi’deux droites se rencontrent sont
parallèles à deux droites se rencontrent et
qui ne sont pas dans le même plan , les plans
qui passeront par Ces droites seront parallèles
entr’eux; ce qu’il falloit démontrer. ’

PROPOSITION xv1..
THÉORÈME.

Si Jeux. plans parallèles sont coupés par un plan

uelcon ne leurs communes sections seront

’ 1 . .parallèles.

Que les deux plans parallèlesAB,CD (fig. I 72)

soient coupés par un plan quelconque EFGH ,
et que leurs communes sections soient EF, GH :
je dis que EF est parallèle à GH

Supposons que cela ne soit point; prolongez
les droites EF, GH ,, ces droites se rencontre-
ront ou du côté des points F, H, ou du côté
des points E , G. Prolongez ces droitesdu’icôté

des points F, H; et supposons qu’elles se ren-
cOntrent au point K; puisque EFK est dans le
plan AB , tous les points pris dans EFK seront
dans le même plan; mais le point K! est un des
points pris sur EFK : donc le point K est dans
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le plan: AB. Par la même raison , le point K est
dans-le plan CD : donc lesplans AB, CD pro-
longés , se rencontreront entr’eux ; mais ces
deux plans ne se rencontreront point, puisqu’ils
sont parallèles : donc les droitesEF, GH pro;-
longées ne se rencontreront point du côté des
points F, H. Nous démontrerons semblable-
ment que les droites. EF, GH prolongées ne -
se rencontreront point du côté des points E , G. -
Mais les droites qui ne se rencontrent d’aucun
côté sont parallèles.(dél’. 55. r) : donc-les droites

EF, GH sont parallèles. ’
l Donc si deux plans parallèles sont coupés par

un plan quelconque , leurs communes sections
seront parallèles entr’elles; ce qu’il falloit dé-

montrer. l
PROPOSITION XVII.

THÉORÈME.

Sildeux droites sont coupées par des plans pa-
’ rallèles , elles seront coupées proportionnel- *

lement.

Que les Jeux droites A13 , CD (fig. r75), soient
coupées par les plans parallèles GH, KL, M N

aux points A, E, B, C, F, Dt: je dis que AB,
est à EB comme CF est à FD.

45
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Menez les droites AC, BD, AD; supposons

que la droite AD rencontre le plan KL au point
O ; et conduisez les droites E0 , OF. Puisque
les deux plans parallèles KL; MN sont coupés

par le plan EBDG, leurs sections E0, BD
sont parallèles (prop. x6. r x ); puisque les deux
plans parallèles GH, KL sont coupés par le
plan AOFC , leurs sections communes AC, F0
sont parallèles, parla même raison. Mais puis-
que E0 est parallèle à un des côtés du triangle.
ABD, savoir au côté BD, le côté AE sera au
côté EB comme le côté A0 est au côté 0D

(prop. 2. 6). De plus , puisque le côté OF est
parallèle à un des côtés du triangle ’ADC, mon

au côté AC , le côté A0 est au côté 0D comme

le côté CF est au côté FD. Mais on a démontré

que le côté A0 est au côté 0D comme le côté

AE est au côté EB : donc le côté AE est au
côté EB comme le côté CF est au côté F D

r (prop. n. 5).
Donc si deux droites sont coupées par des

plans parallèles , ces droites seront coupées pro-
portionnellement; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION X’VIII.

THÉORÈME.

Si une droite est perpendiculaire sur un plan, tous
les plans qui passent par cette droite sont perd
pendieulaires sur ce même plan.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 174) soit

perpendiculaire sur un plan : je dis que tous les
plans qui passent par cette droite sont perpen-
diculaires sur ce même plan.

Par la droite AB conduisez le plan DE , et
que la droite CE soit la commune section du
plan DE et du plan donné; sur la droite CE
prenez un point quelconque F; de ce point et
dans le plan DE conduisez la droite FG per-
pendiculaire sur la droite CE. Puisque la droite
AB est perpendiculaire sur le plan donné , cette
droite sera perpendiculaire sur toutes les droites
qui la rencontrent et qui sont dans ce plan
(déf. 5. 1 x) : donc la droite AB est perpendi-
culaire sur la droite CE : donc l’angle ABF est
droit; mais l’angle GFB est droit aussi : donc AB

est parallèle à FG ( prop. 28. I ); mais AB est
perpendiculaire sur le plan donné : donc FG sera
perpendiculaire sur ce même plan ( prop. 8. x I);

mais un plan est perpendiculaire sur un plan,
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lorsque les droites menées dans l’un de ces
plans sont perpendiculaires sur leur commune-
section et sur l’autre" plan (déf. 4. I 1) : donc la

droite F G menée dans le plan DE et perpendi-
culaire sur la droite CE, commune section des
plans , est aussi perpendiculaire sur le plan
donné : donc le plan DE est perpendiculaire
sur le plan donné. Nous démontrerons sembla-

blement que tous les autres plans qui passent
par la droite AB sont aussi perpendiculaires sur.
le plan donné.

Donc si une droite est perpendiculaire sur
un plan , tous les plans qui passeront par cette.
droite seront perpendiculaires sur ce même
plan; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI-X.
THÉORÈME.

Si deux plans qui se coupent mutuellement sont
perpendiculaires sur un plan, leur commune
section sera aussi perpendiculaire sur ce plan.

Que deux plans AB, BC (fig. 175) qui se
coupent mutuellement soient perpendiculaires
surun plan donné, et que leur commune section
soit BD : je dis que la droite BD est perpendi-
culaire sur le plan donné.



                                                                     

D’EUCLIDE. 515
I Supposons que cela ne soit point; du point D
«menez dans le plan AB la droite DE perpendicu-
laire sur la droite AD (prop; I 1 . 1), et du point D
et dans le plan BC menez la droite DF perpen-
diculaire sur la droite CD. Puisque le plan AB
est perpendiculaire sur le plan donné et que la
droite DE a été menée dans le plan AB perpen-

diculaire à la commune section AD de ces plans,

la droite DE sera perpendiculaire sur le plan
donné. Nous démontrerons semblablement que
DF est perpendiculaire sur le plan donné : donc
du point ID on a mené du même côté deux per-

pendiculaires sur le plan donné; ce qui est im-
possible ( prop. 15. 1 I) : donc du point D on
ne peut pas mener d’autres droites qui soient
perpendiculaires sur le plan donné , si ce n’est

la commune section DB des plans AB , BC.
Donc si deux plans qui se coupent mutuelle-

ment sont perpendiculaires sur un plan donné ,
leur commune section sera perpendiculaire sur
ce plan; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION ’xx.

THÉORÈME.

Si un angle solide est compris sans trois angles
plans, (leur de ces angles, de quelque ma:
trière qu’on les prenne, sont plus grands que le

troisième.

Que l’angle solide A (fig. 176) soit compris
sous les trois angles plans BAC , CAD , DAB r
je dis que deux quelconques des trois angles
plans BAC , C AD, DAB, de quelque manière
qu’on les prenne , sont plus grands que l’angle

restant. tCar si les angles BAC, CAD, DAB sont
égaux entr’eux , il est évident que deux quel-

conques de ces angles, de quelque manière
qu’on les prenne, sont plus grands que l’angle

restant. Supposons-que ces trois angles ne sont
point égaux entr’eux , et que l’angle BAC est le

plus grand. Sur la droite AB et au point A faiæ
sons dans le plan qui passe par BAC l’angle BAE

égal à l’angle DAB (prop. 25. 1 1 Faisons AE

égal à AD (prop. 5. 1 ) , menons ensuite par le
point E la droite BEC qui c0upe les droites AB,
AC aux points B, C , menons aussi les droites DE,
DC. Puisque la droite DA est égale à la droite Ali
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et que droite AB est commune , les deux
droites DA, AB sdnt égales aux deux droites
AE , AB; mais l’angle DAB est égal à l’angle

BAE : donc la base DE est égale à la base BE

(prop. 1) ; et puisque les deux droites DB , DC
son’t’plus grandes que la droite BC et que la droite

DE est égaloit la, droite BE , la droite restante
DG seraplus grande que la droite restante EC;
mais, puisque la droite DA est égale à la droite

AE , que la droite AC est commune et que la
base DE est plus grande que la base EC, l’an-
gle BAC sera plus grand que l’angle EAC ,
(prop. 25. 1). Mais l’angle DAB est égal à- l’au.

gle .B’AE,’ pr construction : donc les angles
DAB, DAC sont plus grands que l’angle BAC.

Si l’onprenddeux autres angles quelconques,
nous démontrerons semblablement qu’ils sont
plus grands que l’angle restant.

Donc si un anglesolide est compris sous trois
angles plans, deux quelconques de ces angles,
(lequelque manière qu’on les prenne, sont plus
grands que la troisième; ce qu’il falloit dé-

montrer: - t *



                                                                     

5:8 ÉLÉM’ENS

PROPOSITION XXI.
THÉORÈME;

* Tout angle solide est compris sous des angles plans

qui sont moindres que quatre angles droits.

Soit l’angle solide A (fig. 177) compris sous

les angles plans BAC, CAD, DAB : je dis que
les anges BAC , CAD , DAB - sont moindres
que quatre’angles droits. ’ ’-

Dans chacune des droites AB , AC , AD, pre-4
nez des points quelconques B, C, D, et’menez
BC , CD, DB. Puisque l’angle solide B est com-

pris sous les trois angles plans CBA, ABD,
CBD, deux quelconques de ces triangles sont
plus grands que l’angle restant (prop. 20. I t):
donc les angles CBA , ABD sont plus grands que
l’angle CBD. Par la même raison , les «angles

BCA , ACD sont plus grands que l’angle BCD, et

les angles CDA, ADB plus grands quel’angle
CDE : donc les six angles CBA, ABD, BCA, ACD,

ADC , ADB sont plus grands que les trois. angles
CBD, BCD, CDB. Mais les trois angles CBD,

V BC D, CDB sont égaux à deux angles. droits,
(prop. 52. I ) : dOnc» les six angles CBA, ABD ,

BCA, ACD, ADC, ADB sont plus grands que
deux angles droits; mais puisque les trois angles
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de chacun des triangles ABC , ACD , ADB’sont
égaux à deux angles droits , les neuf angles CBA ,
ACB , BAC , ACD , me, CDA , ADB , DBA,
BAD de ces trois triangles sont égaux à six angles

droits; mais les six angles ABC , BCA, ACD,
CBA, iADBv, DBA sont plusgrands que deux
angles droits : doucies angles restans BAC, CAD,
DAB contiennent l’angle solide- sont plus

’ petits que quatre angles droits.

Donc tout angle solide est compris sous des
angles plans plus petits que quatre angles droits ;
ce qu’il falloit démonta-en, ,.4 - . .; , , :

PRO onls’z’ITIONiXiXLILÀ

THVÉORÊME.

Si l’on a trois angles plans , dont «leur. de ces
angles, de quelque mémère qu’on les prenne ,

sont plus grands que l’angle restant, et si ces
angles sont compris par des côtés égaux, ou

figurera) eqnstmire un triangle avec les droites
qui joignent [ces côtés. égalez; ,

SoientVles ,trois angles plans ABC , DEIf,
GHK 178) dont deux de ces angles, de
quelque manière qu’on les prenne, sont plus
grands tine l’angle restant , c’est-à-dire que les

deux angles ABfC , DEF sont plus grands que



                                                                     

520 15 1. M E N s
l’angle GHK, que les deux angles DE F, GHK
sont plus grands, que l’angle ABC , et enfin que

les deux angles GHK, ABC sont plus grands
que l’angle DEF; que les droites AB, BC , DE,
EF, GH, HK soient égales; menez AC, DF,
GK: je dis qu’on peut construire un triangle
avec des droites égales aux droites AC, DF, GK- ;»

c’est-à-dire que deux quelconques des droites
AC , DF, GK, de quelque manière qu’on les
prenne , sont plus grandes que la droite restante.

Si les angles ABC , DE F; GHK Sont égaux
entr’eux , il est évident qu’on pourra construire

un triangle avec des droites égales aux droites
AC , DF, GK qui sont alors’ég’ales entr’elles. Au

contraire, si ces angles ne sont point égaux , sur
la droite HK et au point H , faites l’angle KHL
égal à l’angle ABC (prop. 25’. 1); faites aussi

la droite HL égale à une des droites AB , BC,
DE, EF, GH, HK, et’menez les droites GL,
RI... Puisque les deux droites AB,. BC sont
égales’aux’ Jeux dresses 1m, ne et que un-

gle B est égal à l’angle KHL , l’alliase’AC’ sera

égale à la base KL (prop. 4. I); ’et puisque" les

angles ABC , GHK- sont plus grands épier-âni-
gle- DEF et que l’angleABC est égal à l’angle

KHL, l’angle GHL sera plus grand que l’an-
gle DEF. De plus, puisque les ’deux’droites
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GH, HL sont égales aux deux droites DE,’EIOÎ

et. que l’angle GHL est plus grand que-l’anëç E,

la base GL sera plus grande que 174.1335931?
(prop. 24. 1.); mais lesdrïoites GK, KLl,sont
plus grandes que la droiteGL (prop. 20. 1,);
donc , à plus forte raison, les droiteslGK, KL
sont plus grandes que la droite .D FA; mais KL
est égal à AC : donc-les droites AC , GK sont
plus grandes que la droite restante DF. Nous
démontrerons semblablement que les droites,
AC, DF sont plus grandes que la droite GK,
et que les droites GK , DF sont aussi plus grandes
que la droite AC : donc on peut construire un
triangle avec des droites égales aux droites AC ,-

DF, GK (prop. 22. I

AUTREMENT.
Soient donnés les trois angles plans A BC ;.

DEF, GHK (fig. 179) dont deux de ces angles,
de quelque manière qu’on les prenne , sont plus
grands que l’angle restant; que ces angles-soient
compris par des droites égales A B , BC , DE,
EF, GH , HK.’ Menez les droites AC, DF, GK :

je dis qu’on peut construire un triangle avec des
droites égales aux droites AC , DF, GK; c’est-

ù-dire quetdeux de ces droites , de quelque ina-
nièi-e qu’on les prenne, sont plus grandesxpte,

X
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la droite restante. Si les angles ABC , DEF,
GHK sont égaux, les droites AC, DF, GK
seront- égales entr’elles ( prop. 4. r) , et deux

de ces droites seront plus grandes que la- droite
restante. Au contraire , si ces angles ABC, DEF,
GHK sont inégaux , et si l’angle ABC est plus
grand que l’un et qUC l’autre des angles E , H ,’ la

droite AC sera plus grande que l’une et que l’autre

des droites D’F, GK (prop. 24. I ); et il est évi-
dent que la droite AC avec l’une ou avec l’autre

des droitesDF , GKsera plus grande que la droite
restante: Je dis que les droites DF, GK sont
plus grandes que la droite AC. Sur la droite AB
et au point B construises l’angle ABL égal à

l’angle GHK (prop. 25. 1) ; faites la droite BL

égale à une des droites AB , BC, DE , EF,
GH , HK, et menez AL, LC. Puisque les deux
droites AB, BL’ sont égales aux deux droites
GH , HK, chacune à chacune, et qu’elles com-
prennent des angles égaux , la base AL sera égale

à la base GK (prop.-4. 1 -, et. puisque les angles
E, H sont plus grands que ’l’angle’ABC et que

’ l’angle GHK est égal à l’angle ABL , l’angle

restant E sera plus grand que l’angle LBC. De
plus , puisque les deux droites LB , BC sont
égales aux deux droites DE, EF , chacune à K
chacune, et que l’angle DEF est plus grand
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que l’angle LBC , la base DF sera plus grande

que la base LC (prop. 24. I Mais on a dé-
montré que la droite GK est égale à la droite
AL : donc les droites DF, GK sont plus grandes
que les droites AL , LC ; mais les droites AL , LC a
sont plus grandes que la droite AC (prop. 20. 1) :
donc à plus forte raison les droites DF, GK
sont plus grandes que la droite AC : donc deux
des droites AC , DF, G K, de quelque manière
qu’on les prenne , sont plus grandes que la droite

restante.
Donc on peut construire un triangle avec

trois droites égales aux droites AC, DF,, GK
(prop. 22. 1 ) ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIII.
PROBLÈME.

Construire un angle solide avec trois angles plans
dont deuz- de ces angles , de quelque manière
qu’on les prenne, sont plus grands que l’angle

restant; il faut que ces trois angles soient plus
petits que quatre angles droits. ’ ’

Soient donnés les trois angles plans 4&3 C ,
DEF, GHK (fig. 180) dont deux de ces angles ,
de quelque manière qu’on les prenne , soient plus

grands que l’angle restant-5 que ces trois angles

fi
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soient plus petits que quatre angles droits : il
faut avec des angles égaux aux angles ABC,
DEF, GHK construire un angle solide.

Faites les droites AB, BC , DE, EF, GH,
HK égales entr’elles et menez AC, DF, GK.
On peut avec des droites égales à AC , DF, GK

construire un triangle ( prop. 22. Il). Cons-
truisez le triangle LMN (prop. 22. I) de ma-
nière que L M soit égal à AC , MN égal à DF

et LN égalà’G K. Décrivez ensuite une circon-

férence de cercle LMN autour du triangle LMN

(prop. 5. -, prenez le centre de ce cercle qui
sera ou dans le triangle LMN ou sur un de ses
côtés, ou hors de ce triangle. ’

Que le centre du cercle soit d’abord dans le

triangle , et que ce centre soit 0; menez L0,
M0, N0 : je dis que AB est plus grand que L0;
car si cela n’est point , la droite AB sera égale à

la droite L0 ou plus petite que cette droite.
Supposons d’abord qu’elle lui soit égale. Puisque

AB est égal à L0 et que AB est égal à BC , L0

sera égal à BC ; mais LO est égal à 0M : donc

les deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites L0, 0M,ïchacune à chacune; mais la
base AC est supposée égale à la base LM : donc
l’angle ABC est égal à l’angle LOM (prop. 8. 1).

Par la même raison , l’angle DEF est: égal à l’an-
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gle MON et l’angle GIIK égal à l’angle N01. :

donc les trois angles ABC, DEF, GHK sont p
égaux aux, trois angles LOM, MON, NOL; mais,
les trois angles LOM , MON , NOL sont égaux a
quatre angles droits : donc les trois angles ABC ,
DE F, GHK sont égaux à quatre angles; mais
on les a supposés plus petits que quatre angles
droits , ce qui est absurde : donc la droite AB
n’est pas égale à la droite L0 : je dis de plus que

la droite AB n’est pas plus petite que la droite
.LO. Car supposons , si cela est possible , qu’elle
soit plus petite , et que la droite AB soit égale à
la droite 0P et la droite BC égale à la droite OQ;

menez PQ. Puisque la droite AB est égale à la
droite BC, la droite OP sera égale à la droiteOQ;

donc la droite restante PL sera égale à la droite

restante QM : donc la droite LM est parallèle
à la droite PQ (prop; 2. 6): donc les triangles
LMO , P00 sont équiangles : donc 0L est à
LM comme 0P est à PQ (prop. 6), et en
échangeant les places des moyens , L0 est à 0P.

comme LM est à PQ (prop. 16. 5); mais L0
est plus grand que 0P : donc LM est plus grand
que PQ çmais LM est égal, à AC , parvenus--

tructiOn : donc AC sera plus grand que P05.,et
puisque leS deux droites A3 , BC sont égales
aux deux droites P0 , OQ et que, la hase A]:

5.
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est plus grande que la base PQ , l’angle ABC sera s l
plus grand que l’angle POQ (prop. 24. 1). Nous
démontrerons semblablement que l’angle DEF
est plus grand que l’angle MON et l’angle GHK

plus grand que l’angle NOL : donc les trois
angles ABC , DEF, GHK sont plusegrands que
les angles LOM, MON, NOL; mais les angles-
ABC, DEF, GHK sont supposés plus petits
que qùatre. angles droits : donc à plus forte
raison les trois angles LOM, MON , NOL sont-
plus petits que quatre angles droits; mais ces
trois angles sont égaux à quatre angles droits,
ce qui est absurde : donc la droite AB n’est pas-
plus petite que la droite L0; On a démontré
qu’elle ne lui est point égale : donc la droite AB

est plus grande que la droite L0. Du point O
élevez une perpendiculaire OR sur le plan du
cercle LMN (prOp. ’12. 1 I Supposons que le
quarré de 0R soit égal à l’excès du quarré de

AB sur le quarré de L0 (lem.’suiv.) , et menons

les droites RL , KM , EN. Puisque la droite OR
est perpendiculaire Sur le plan du cercle LMN ,
cette droite sera perpendiculaire Sur chacune
des droites LO, M0, NO (déf. 5. Il); et
puisque L0 eSt égala 0M et que la droite OR
est commune et qu’elle est perpendiculaire sur
ces deux droites , la base LB sera ’égale à le.
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droite RN est égale à l’une et à l’autre des

droites RL ,eRM : donc les trois droites RL,
KM , EN sont égales entr’elles. Puisque le
quarre” fait sur OR est égale à,l’excès du quarré «-

de AB’sur le quarré L0, le quarré AB sera
égalE aux quarrés des droites L0, OR; mais le
quarré deRL est égal aux quarrés des droites

L0,.GR (prop..47. r), car l’angle .LOR est
droit’:-donc le quarré de la droitepAB est égal

au quarrélde, la, droite RL : donc la droite AB
est égale à;;la droite RL; mais chacune des
droites BG., DE, EF, GH, HK est égale à la
droite AB, et chacunedes droitesRM, RN est

égale Ma droite AL : donc chacune’desdroites

AB, BC , DE, EF, GH, HK est égale achat--
cuue (les droites. HL ,,.RM , RN; niais puisque
lesdeux droites LB,RM sont égales aux deux
droites AB; BC et que kinase Lllllt’zfil’ëgale à
la base se, l’angle LRM sera égal’L-Ëtnl’angle

ABC (prop. 8. 1). L’angle MEN. sera’é’gal à

l’angle DEF et l’angleLBN égal à l’angle G’HK ,

par la même raison : donc-avec les trois angles
planstLR’M. , MEN ,. LBN , qui sont égaux aux

trois angles donnés, on a construit’uu angle
solide uni est compris sous les angles LRM,

MEN, LRN. ’
4.
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Que le centre du cercle soit. présentementsur

un des côtés, saVOir’,’sur le côté MN (fig. 181),

et que le centre de ce cercle soit le point 0;
meneiiOL’: je dis de noüveau que A3 est plus
grand’que L0; car si cela’n’eü point, la droite

AB sera égale à la droite L0 ou bien elle sera
plus petite que cette droite: Supposonsd’abord
qu’elle lui soit égale; les deux droites AH , BC -,

e’est-îi-dire les deux droites DE, EF:, sont
égides aux deux droites Mp0, 0L, c’est-aldin
à la droite MNk; mais la droite MN est supposée

égale à la droite DF : donc les droit’es*DE, EF

sont égales à la droite DF, ce quine peut être
( prop; no. 1 ) z donc la’droite ’AB «n’est point

égale à la droite L0, ’0n démontreroit Seni-

blablement qu’elle n”est pas plus petite ,i bar de

cette supposition il s’ensuivroit une plusgrande

absurdité : donc la droite AB est plus grande
que droite L0. Si l’on même la droitéRO
perpendiculaire surlle plan du cercle , et si l’on
suppose que lelquar’ré de 0R soit égal à l’excès

du quarré de AB sur le quarré L0 (lem. suiv),

le problème sera résolu; ’ h - ’ "s fi
4 Que le centre du cercle soit enfin hors du

triangle LMN (fig. 1815.), et que le centre de
ce cercle soit 0; menez L0,tM0 , N0 : je dis
que la droite AB est plus grande queila droite
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L0; car si cela n’est point , elle lui sera égale
ou plus petite. Supposons d’abord qu’elle lui

soit égale ; dans cette supposition les deux
droites AB’, BC sont égales aux deux droites

M0 , 0L , chacune à chacune; mais la base AC
est aussi égale à la base ML : donc l’angle ABC

est égal a l’angle MOL (prop. 8. I). L’angle

GHK est égal à l’angle LON , par la même
raison : donc l’angle total MON est égal aux
deux angles ABC , CH K; mais les angles ABC ,
GHK sont plus grands que l’angle DEF : donc
l’angle MON est plus grand que l’angle DEF;

et puisque les deux droites DE , EF sont égales
aux deux droites Mo; ON , et que la base DF
est égale à-la base MN , l’angle MON sera égal
à l’angle DEF ( prop. 8’. 1) 3’ mais on a démon-

tré qu’il est plus grand, ce qui est absurde:
donc la droite AB n’est pas égale à la droite L0.

Nous démontrerons de suite qu’elle n’est pas

plus petite , donc elle est nécessairement plus
ç grande. Si nous menons de nouveau la droite
OR perpendiculaire sur le plan du cercle , et si
nous supposons cette perpendiculaire égale à
une droite dom le quarré soit égal à l’excès du

quarré de la droite AB sur le quarré de la droite
LO (lem. suie.) , le problème sera résolu. Je dis
à présent que la droite "AB n’est pas plus’petite
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que la droite L0. Supposons, si cela est possi-
ble , qu’ellesoit plus petite; faites 0P égal à AB

et OQ égal à BC et meneLP Puisque AB est
égal à BC , la droite OP sera égale à la droite

OQ : donc la droite restante PL sera égale à la
droite restante QM : donc la droite LM est pa-
rallèle à la droite QP (prop. a . 6) z donc les deux

triangles LMO, QOP sont équiangles z donc
L0 est à LM comme 0P est à PQ (prop. 4. 6) ,
et en échangeant les plans des moyens , L0 est
à 0P comme LM est à PQ; mais L0 est plus-
grand que 0P : donc LM est plus. grand que PQV;
mais LM est égal à AL par construction: donc
AC sera plus grand que PQ; mais puisque les.
deux droites AB , B C sont égales aux deux
droites P 0, 0 Q , chacune à chacune , et que la
base AC est plus grande que la base P0, l’an-
gle AB C sera plus grand que l’angle P 0 Q
( prop. 25. 1 Si l’on-prend la droite 0V égale
à chacune des droites 0 P , OQ , et sinl’on mène

P V , nous démontrerons semblablement que
l’angle GHK est plus’grand que l’angle POV.

Sur la droite L0 et au point 0 , pris sur cette
droite , construisez l’angle L05 égal à l’angle

ABC et l’angle LOT égal à l’angle GHK;

faites chacune des droites OS, 0T égale à la
droite P 0 , et menez PS, PT, ST. Puisque les
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deux droites AB , BC sont égales aux deux
droites P0 , OS, et que l’angle ABC est égal à
l’angle POS, la base AC , c’est-à-dire fla droite

LM, sera égale à la base PS (prop. 4. 1 La-
».droite LN sera égale à la droite PT, par la même

raison; et puisque les deux droites ML, LN
I sont égales aux deux droites P8, PT et que

l’angle MLN est plus grand que l’angle SPT,

la base MN sera plus grande que la base ST
(prop. 24. 1); mais MN est égal à DF : donc
DE sera plus grand que ST : donc puisque les
deux droites DE , EF sont égales aux. deux
droites 50, 0T et que la base DF-est plus
grande que la base ST, l’angle DEF sera plus
grand que SOT ( prop. 25. 1); mais l’angle SOT
est égal aux angles ABC , GHK : donc l’angle
DEF est plus grand que les angles ABC , GHK :

mais il est au contraire plus petit; ce qui est

impossible. , "L a M M a. .
Nousallons faire..voir de quelle manière on

faitvsur. R0 un quarré qui soit égal a l’excès

du’qparre’ de la droiteAB sur le quarré de la

, droite L0. A J , ISoient les droites AB, L0 (fig. 185); que
AB soit la plus grande , et sur cette droite dé-
crivez laidqmieeirconférence ABC ,let appliquez
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dans la demi-circonférence ABC une droite AC)
égale à la droite L0 et menez la droite BC.

Puisque l’angle ACB est compris dans le demi-

Cercle ABC, l’angle ACB sera droit (prop. 5. I . 5):

donc le quarré de la droite AB est égal aux-
quarrés des droites AC , CB (prop. 47. I) z.
donc le quarré de AB surpasse le quarré de:
AC du quarré de CB; mais AC est égalà L0:.
donc le quarré de AB surpasse le quarré de L0”

du quarré de CE : donc si nous faisons la dioite
0R égale à la droite CB , le quarré de la droite

AB surpassera le quarré de la droite L0 du
quarré de la droite 0R; ce que nous roulions

faire. I i ’PROPOSITION XXIV.
"THÉORÈME. ’.L

Si un solide est compris sous des plans pardllèles,
les plans opposés sont des parallélogrammes

égaux. i ’ Il
Que le solide C DHG’(fiig. .184) soit compris

sous. les plans parallèles A’C, DF ,
FB , AE : je dis que les plans ’bfiosés’sbnEŒs

parallélogrammes égaux. V j ’ " ’1’
v Puisque les deux plans’parallèl’es BG, CE

sont coupés par le plan AC , leurs communes.
sections sontparallèles (prop. 16. 1 i doucha

...J.;
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droite AB est parallèle à la droite DC. De plus,

puisque les deux plans parallèles BF, AE sont
coupés sur le plan AC , leurs communes sections
sont parallèles z donc la droite AD est parallèle
à la ’droite BC ; mais on a démontré que la

droite AB est parallèle à la droite DC : donc le
plan AC est un parallélogramme. Nous démon-

trerons semblablement que chacun des plans
DF, FG , GB , B F, AE est un parallélogramme.

Menez les droites AH , DF. Puisque AB est
parallèle si DC et BH parallèle à CF, les deux

droites AB, BH qui se rencontrent seront pa-
rallèles aux deux droites DC , CF qui se ren-
contrent et qui ne sont pas dans le même plan z
donc ces droites comprendront des angles égaux
(prop. 10. 1 1) : donc l’angle ABH est égal à
l’angle DCF; et puisque les deux droites AB ,
B H sont égales aux deux droites D C , C F
(prop. 54. 1), et que l’angle ABH est égal à
l’angle DCF, la base AH sera égale à la base

DF (prop. 4. I), et le triangle ABH égal au
triangle DC F ; mais le parallélogramme BG est
double du triangle ABH et le parallélogramme
CE double aussi du triangle DCF (prop. 54. I):
donc le parallélogramme BG- sera égal au paral-

lélogramme CE. Nous démontrerons sembla-
blement que le parallélogramme AC est égal au
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parallélogramme GF et le parallélogramme AE
égal au parallélogramme BF.

Donc si un solide est compris sous des plans
. parallèles , les plans opposés sont des parallé-

logrammes égaux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
THÉORÈME.

Si un parallélzpipède est coupé par un plan pa-

rallèle à des plans opposés, les solides obtenus

par cette section seront enlr’euæ comme leur:
bases.

Que le parallélipipède ABCD (fig. I 85) soit
coupé par un plan VE parallèle aux plans 0p-
posés RA, DH : je dis que le solide ABFV est
au solide EGCD comme la base AEFX est à
la base EHC F.

Prolongez de part et d’autre la droite AH et

prenez autant de droites égales que vous vou-
drez HM, MN égales chacune à la droite EH;
prenez aussi autant de droites que vous voudrez
AK, KL égales chacune à la droite AE et ache-
vez les parallélogrammes LP, KX , HY, MS, et
les parallélipipèdes AQ , KZ, DM , MT. Puisque
les droites LK, KA, AE sont égales entr’elles ,

les parallélogrammes LP, KX, AF seront égaux
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entr’eux (prop. 58. r). Les parallélogrammes
K0, KB, AG sont aussi égaux entr’eux , ainsi que

les parallélogrammes LZ, KQ, AR( pro. 24. I 1) ,’

car ces parallélogrammes sont opposés. Par la
même raison , les parallélogrammes EC , HY,’

MS sont encore égaux entr’eux, ainsi que les

parallélogrammes HG, HI , IN et les parallé-
logrammes DH , MA’, NT: donc trois plans des
solides LQ, KR, AV sont égaux à trois plans;
mais trois plans sont égaux à trois plans oppo-
sés : donc les trois parallélipipèdes LQ, K11 ,

AV seront égaux entr’eux (défi Io. I I). Les
trois parallélipipèdes ED , DM, MT sont égaux

entr’eux, par la même raison : donc la base LF

est multiple de la base AF autant de fois que
le parallélipipède LV est multiple du parallé-

lipipède AV. Par la même raison la base NF
est multiple de la base HF autant de fois que
le parallélipipède NV est multiple du parallé-

lipipède HV. Enfin si la base LF est égale à la
base NF, le parallélipipëde LV sera égal au pa-

rallélipipède N V ; si la base LF surpasse la base

NF, le parallélipipède LV surpassera le paral-
lé’lipipède NV, et si la base LF est plus petite

que la base N F, le parallélipipède, LV sera plus

peut que le parallélipipède M V. On a donc
quatre quantités, savoir, les deux bases AF, FH



                                                                     

536 É L M a N s
et les deux parallélipipèdes AV, V11, et roula .
pris des équimultiples de la hase AF et du pa-
rallélipipède AV, savoir, la base LE et le paral-
lélipipède LV; on a pris aussi des équimultiples

de la base HF et du parallélipipède HV, savoir,

la base NF et le parallélipipède NV. Mais ont:
démontré que si la base LF surpasse la base
NF, le parallélipipède LV surpassera le paral-
lélipipède N V; que si la hase LV est égale à la

base N V, le parallélipipède LV sera égal au

parallélipipède N V, et que si la hase LV est
plus petite que la base NV, le parallélipipède’

LV sera plus petit que le parallélipipède NV :
donc le parallélipipède AV est au parallélipi-
pède VH comme la, base AF est à la base FH
(défi 5. 5); ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVI.
PROBLÈME.

Sur une droite donnée et à un. point donné dans

cette droite, construire un angle solide égal à
un angle solide donné.

Soit AB (fig. I 86) la droite donnée , Ale point
donné dans cette droite, et D l’angle solide donné

et compris sous les plans EDC, EDF, FDC :
il faut sur la droite donnée AB et au point A
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donné dans cette droite construire un angle
solide égal à l’angle solide donné D.

Prenez dans la droite DF un point quelcon-
que F, et de ce point menez une perpendicu-
laire FG sur le plan qui passe par les droites ED,
DC (prop. I 1 . 1 l); que la perpendiculaire FG
rencontre le plan DEC au point G; menez la
droite DG. Ensuite sur la droite AB et au point
donné Apris dans cette droite construisez l’angle
BAL égal à l’angle EDC (prop. 25. t) , et l’an-

gle BAK égal à l’angle EDG; faites ensuite AK

égal à DG (prop. 5. x); du point Kmenez KH
perpendiculaire sur le plan qui passe par BAL
(prop. 12. 1 i) , faites enfin la droite KH égale
à la droite GF et menez la droite HA : je dis
que l’angle solide A, compris sous les angles
BAL, BAH, HAL, est égal à l’angle solide D,

compris sous les angles EDC , EDF, FDC.
Faites AB égal à DE et menez les droites

HB, KB, FE, GE. Puisque la droite FG est
perpendiculaire sur le plan EDC , cette droite
sera perpendiculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent et quisom dans ce plan (défi 5. I I) :

donc chacun des angles FGD, FGE est droit;
chacun des angles HKA, HKB est droit , par la
même raison; et puisque les deux droites KA,
AB sont égales aux deux droites GD , DE,

Y
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chacune à chacune , et que ces droites com-
prennent des angles égaux, la base B K sera
égale à la.base EG (prop. 4. I); mais la droite
KH est égale à la droite GF, et les angles HKB,
FHE sont droits l’un et l’autre : donc la droite

HB est égale à la droite FE. De plus, puisque
les deux droites AK, KH sont égales aux deux
droites DG, GF, et que ces droites compren-
nent des angles droits , la base AH sera égale à la

base DE; mais la droite AB est égale à la droite
DE : donc les deux droites HA , AB sont égales
aux deux droites F D , D E ; mais la base H B est
égale à la hase FE : donc l’angle B AH sera égal

à l’angle E DF. L’angle HAL est égal à l’angle

FDC, par la même raison ; en efi’et, faites la droite

AL égale à la droite DC, et menez les droites KL,

HL , GC , FC. Puisque l’angle total BAL est
égal à l’angle total EDC et que l’angle BAK est

égal à l’angle EDG, l’angle restant KAL sera

égal à l’angle restant G DC ; et puisque les deux

droites KA , AL sont égales aux deux droites
GD , DC , et qu’elles renferment des angles
égaux , la base KL sera égale à la base G C
(prop. 4l I ) ; mais la droite-KH estvégale à la
droite GF : donc les deux droites LK, KH sont
égales aux deux droites CG , GF ; mais ces deux

droites renferment des angles droits : donc la
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"n tv .M,’ EHN-lut.base HL est égale à la base FC. De plus a puis-

que les deux droitesrso’nt égales aux
deux" ’droi’tes FD, et L’a-lest
à la base: FC., l’angleql’lÂL’Îé’r’a’ égal ltà

l’angl’eFDC (prop.’8.’ I); mais
égal l’angle EBC t donc , sur une drOite donnée

set-3,131; point pii’s’da’ns cette droite , on accus-

’truit nil angle solide égal à un angle solide ;
’ce qu’il falloitl’airé. i: ’ I ’ A ’ W l
r îtl-’3,i "M’L’ W FMI w." IN"- ’r v t" H-

- l;.’;;;.tP.ÇR (0::910;8nIIT z] 0 .k V I 1." i» 2

-t”7’ Nu. in, il 4’ t I
. aïeux J i 911111,:

ith’lr, t l. "Un, .

Il ni.,,( . ,’.’ I1”!.ti’ l;
131F ne «mais: Ébaâië I est paralülïfiïp’âde

- quassia stylisme dilu’riï’pdtaflélipipêde me
Je e’tlse’fliülÆlàiter’it’plàcë’Mina" ’ v H

v’t") ’c’Wl’ 12”"l’iiLuL Liv (un: :.Î A "dt:
..;SO.î..t :413: .Ç âge! 8,1113 single. défiées DG lÎe

,parallélipipède, p onné I: faut décrire sur la

droite un; pprallélipipèdeà qui soit semblable
au parallélipipède donné DC et semblablement

massage 111i: J a . a: .7, . ,. -- ç
SEL; la droits AB et au,point (10111165de
ses? digits maternisez un. angle solidejasisoît

compris sous les angles solides BAÂJËAK,
KAB et qui soit égal à l’angle solide C , de ma-

nière que l’angle BAH soit égal à l’angle EGF,

l’angle BAK égal à l’angle ECG et l’angle KAH

a
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égal àfgl’angle GCF, etcnsuite faites en sorte
que ECpsoit a CG comme BA est à Ali, et que

soitlà CF comme EAçst à AH (prop. 12.6);
’EC sera, CF comme BA est à’AlH (prop. 22. 5) ;

termines le parallélogramme BH et le parallé-

lipipèdeAL.’ Ï a l , .
Puisque EC est à est!!! AK,

alestcôt’és (luisent autour des angles,égaux .ECG,

’B’A’K seront prOpOrtionnels’a’dOnc le parallélo-

gramme G E sera semblable au’parallélograiiim’e

v KB (,prop.4.;6).Æar» binôme taisanflleyparal-

lélogramme G F sera semblable, au parallélo-
gramme KH , et-le’ parallélogramme FE sembla-

gale-jattmsnallélegramm. 1113 admettrois-paral-
rlélogramntes sparallélipipèdeaGD saut, sem-
blables à trois "parallélogrammes rhyparallç’lipi-

ède AL; mais trois parallélogrammes sont
uégaux l et sédiblablè’slli’à’ trois" parallélogram’I’nes

*opposés ( prop. 24’. Il Î) Ë donc Te ’parallélipipëde

total ’C [en semblable au parallélipipéde total

.ALZ.’;. L J.) . -- ’ . p I .7 . . v’ f;
Donc, sur la droite AB, on a épatantes

’parallélipip’ède AL-qui est semblable ’à’ un ’pa-

rallélipipede donné Cl) et semblablémèht’placé ’;

ce que and: fairel’ a. ï ï * - a

’ .i.,. - A.-l .’ H îïl’niil-l
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PROPOSITION XXVIII.
THÉORÈME.

Si un parallélipipède est coupé par un plan selon

les diagonales de Jeux plans Opposés, le pua
rallélipipède sera coupé en deux" parties égales

par ce plan. IQue le parallélipipède AB (fig. 1 88) soit coupé

par le plan CDEF selon les diagonales des deux
plans opposés CF, DE : je dis que le parallé-
lipipède AB sera coupé en deux parties égales

par le plan CDEF.
Puisque le triangle CGF est égal au triangle,

CBF (prop. 54. 1) et le triangle ADE égal au
triangle ’DEH, de plus , puisque le parallélo-
gramme CA est égal au parallélogramme BE
( prop. 34. 1 1) , car ces deux parallélogrammes
sont opposés , et puisque le parallélogramme
GE est aussi égal au parallélogramme CH , le

prisme compris sous les deux triangles CGF,l
ADE et sous les trois parallélogrammes GE,
AC , CE , sera égal au prisme compris sous les
deux triangles GFB , BEH, et les trois parallé-
logrammes CH, BE , CE, car ils sont compris
sous des plans égaux en nombre et en grandeur
(déf. 10. 1 1) z donc le parallélipipède total AB

afin qui: a 4 47,, [U f yzllhfnwg fiai! fa

[Ça (in, Il A I ’
r

t”)”* ,1 t4 (IIIIL, (tu. (2114A tu (411414-

11,0”] ’ f filet (jazz j SA"; p;s4n.,jm7a (14’74 A"

1 .. , t I l V. ÀALLA (n.,,L(gk lulu yl". il (’flgfigjllrl

- V541 j . h ’
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est coupé en deux parties égales par le plan
CDEF; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
T n 1’: o a i: a: a.

a .Les parallélzpzpèdes qui ont la même base et la

même hauteur, et dont les droites insistentes
sont placées dans les mérites droites, sont égaux

entn’eux.

Que les parallélipipèdes CM, CN (fig. 189)
aient la même base AB et la même hauteur, et
que les droites insistentes AF, AG , LM, LN ,
CD, CE, B H , BK soient dans les mêmes droites

’FN , DK : je dis que le parallélipipède CM est

égal au parallélipipède CN. ’
Car puisque chacune des figures CH, C K est

un parallélogramme , la droite CB sera égale à

chacune des droites DH , EK ( prop. 54. 1) :
donc la droite DH sera égale à la droite EK.
Retranchez la partie commune E H , la droite
restante DE sera égale à la droite restante HK:
donc le triangle DEC est égal au triangle HKB
( prOp. 8. 1) , et le parallélogramme DG égal au

parallélogramme HN (prop. 56. 1). Par la même
raison le triangle AF G est égal au triangle LMN.
Mais le parallélogramme C F est égal au parallé-
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logramme BM et le parallélogramme CG égal

au parallélogramme BN (prop. 24. u ) , car
ces parallélogrammes sont opposés : donc le
prisme contenu sous les deux triangles AF G ,
DE C. et sous les trois parallélogrammes AD ,
DG, GC est égal au prisme contenu sous les
deux triangles LMN , HBK et sous les trois
parallélogrammes BM, NH, BN (défi 10. r1) :

donc si nous ajoutons à chacun de ces prismes
le solide dont une des. bases est le parallélo-
gramme AB et dont l’autre base est le parallé-
logramme GE HM , le parallélipipède total CM
sera égal au parallélipipède total CN.

Donc les parallélipipèdes qui ont la même
base et la même hauteur , et dont les droites in-
sistentes sont placées dans les mêmes droites,
sont égaux entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXX.
THÉORÈME.

Les parallélipipèdes qui ont la même base et la

même hauteur, et dont les droites insistentes
ne sont point placées dans les mêmes droites ,

sont égaux entr’euæ. A

Soient CM, CN (fig. 190.)’des parallélipipèdes

qui ont la. même base ABet la même hauteur,

4
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et dont lés droites insistentes AF, AG, LM,
LN, CD, CE, BH, BK ne sont point placées
dans les mêmes droites : je dis que le parallé-
lipipède C M est égal au parallélipipède CN.

Prolongez les droites NK, DH et les droites
GE, FM , et que ces droites se rencontrent aux
points P, R, Q, 0. Menez AO,’LP, CQ,
BR. Le parallélipipède CM , dont la base est le
parallélogramme ACBL opposé au parallélo-

gramme FDHM, sera égal au parallélipipède
CP dont la base est le parallélogramme ACBL
opposé au parallélogramme OQRP (pr. 29. 1 1) ,

car ces deux parallélogrammes ont la même base

et la même hauteur , et leurs droites insistentes
AF, A0, LM, LP, c1), CQ, BH, BR sont
dans les mêmes droites FP, DE; mais le paral-
lélipipède CP dont la base est le parallélo-
gramme ACBL opposé au parallélogramme
OQRR est égal au parallélipipède CN dont la
base est le parallélogramme ACBL opposé au

parallélogramme GEKN (prop. 29. 1 1); car
ces deux parallélipipèdes ont la même base et
la même hauteur , et leurs droites insistentes
AG , A0, CE , CQ, LN, LP, BK, BB sont dans
les mêmes droites GQ, NE : donc le paralléli-
pipède CM est égal au parallélipipède CN.

Donc les parallélipipèdes qui ont la même
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base et la même hauteur, et dont les droites
insistentesne sont point placées dans les mêmes
droites , sont égaux.entr’eux; ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION XXXI.
THÉORÈME.

Les parallélszpèdes qui ont des bases égales et la

même hauteur, sont égaux entr’euzf.

Que les parallélipipèdes AE, CF (fig. 191)
aient des bases égales AB, CD et la même hau-
teur : je dis que le parallélipipède AE est égal
au parallélipipède CF.

D’abord que les droites insistentes HK, BE,

AG, LM, PQ, DF, C0, R5 soient perpen-
diculaires sur les hases AB, C D, et que l’angle
ALB ne soit pas égal à l’angle C RD. Cou-
duisez la droite RT dans la direction de la droite
CR, et faites sur la droite ET et au point R
pris dans cette droite l’angle TRV égal à’l’an-

gle ALB ( prop. 25. 1),- faites la droite RT égale
à la droite AL et la droite RV égale à la droite

LB; par le point V conduisez la droite YV pa-
rallèle à la droite ET, achevez la hase RY et le

I parallélipipède Z V. Puisque les deux droites
TR , RV sont égales aux deux droites AL, LB
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et qu’elles comprennent des angles égaux, le
parallélogramme RY sera égal et semblable au
parallélogramme HL. De plus , puisque RT est
égal à AL et RS égal à LM et que ces droites.

comprennent des angles égaux , le parallélo-
gramme RZ sera égal et semblable au paral-
lélogramme AM. Le parallélogramme SV sera
égal et semblable au parallélogramme LE , par
la même raison : donc trois parallélogrammes
du parallélipipède AE seront égaux et sem-
blables à trois parallélogrammes du parallélipi-

pède ZV : donc puisque trois parallélogrammes
sont égaux et semblables à trois parallélogram-

mes opposés (prop. 24. 1 1 ) , le parallélipi.
pède total AE sera égal au parallélipipède total;

ZV. Prolongez DE, YV, et que ces droites se
rencontrent au point A’; par le point T con-
duisez la droite TT’ parallèle à la droite DA’,

et prolongez TT’, PD jusqu’à ce qu’elles se.

rencontrent au point B’, et complétez les paral-
lélipipèdes A’Z, RI. Le parallélipipède ZA’ qui

a pour base le parallélogramme RZ Opposé au
parallélogramme A’Q’ est égal au parallélipi-

pède Z’V qui a pour base le parallélogramme-

RZ Opposé au parallélogramme VX, attendu
que ces deux parallélipipèdes ont la même base

RZ et la même hauteur , et que les droites in-
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sistentes RA’, RV,’TT’, TY, SS’, SN, ZQ’, ZX’

sont placées dans les mêmes droites A’ Y, S’X;

mais le parallélipipède ZV est égal au parallé-

lipipède AE : donc le parallélipipède AE est
égal au parallélipipède ZA’. Mais le parallélo-

gramme RVY T est égal au parallélogramme
A’T (prop. 55. 1) , car ces deux parallélogram-

mes ont la même base RT et sont compris entre
les mêmes parallèles RT, A’Y, et le parallélo-

gramme RVY T est égal au parallélogramme C D

parce que le parallélogramme CD est égal au
parallélogramme AB : donc le parallélogramme
A’ T sera égal au parallélogramme C D; mais DT

est un autre parallélogramme : donc la base CD
est à la base DT comme la base A’T est à la base

DT ( prop. 7. 5); et puisque le parallélipipède
C I est coupé par le plan R F parallèle aux plans

opposés, la base CD sera à la base DT comme
le parallélipipède C F est au parallélipipède RI

( prop. 25. 1 1). Par la même raison , puisque le
parallélipipède A’I est coupé par le plan RZ
parallèle aux plans Opposés , la base A’T sera à

la base DT comme le parallélipipède A Z est
au parallélipipède RI; mais la base CD est à la
base DT comme la base A’T est à la base TD:
donc le parallélipipède CF est au parallélipi-
pède RI comme le parallélipipède A’ Z est au
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parallélipipède RI (prop. 15. 5) : dOnc puisque
chacun des parallélipipèdes CF, A’Z a la même

raison avec le parallélipipède RI , le paralléli-
pipêde C F sera égal au parallélipipède A’ Z

(prop. 9. 5); mais on a démontré que le pa-
rallélipipède A’ Z est égal au parallélipipède AE :

donc le parallélipipède AE est égal au parallé-

lipipède CF.
Supposons à présent que les droites insis-

tentes se, HK, BE, LM, co, PQ, DF,
ES (fig. 19:1) ne soient point perpendiculaires
sur les bases AB , C D : je dis encore que le pa-
rallélipipède AE sera égal au parallélipipède CF.

i Des pointsK, E, G, M, Q, F, O, S con-
duisez sur les plans LN, A’D les perpendicu-
laires KN , ET, GV, MX, QY, rz , ou, SI qui

rencontrent ces plans aux points N, T, V, X,
Y, Z, A’, I (prop. 1 1. 1 1) , et menez les droites
NT, VX, NV, TX, YZ, YA’, A’I, ZI. Le pa-
rallélipipède KX sera égal au parallélipipède QI

( prop. 51 . 1 1) , parce que les parallélipipèdes

EX, QI ont des bases égales KM, QS, et la
même hauteur , et que leurs droites insistentes
sont perpendiculaires sur leurs bases. Mais le

q parallélipipèdé KX est égal au parallélipipêde

’AE ( prop. 5o. 1 1), et le parallélipipède .QI
égal au parallélipipède CF, puisqu’ils ont la
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même base et la même hauteur, et que leurs
droitesinsistentes ne sont pas dans les mêmes
droites ; donc le parallélipipède AE est égal
au parallélipipède C F.

- (Donc les parallélipipèdes. ont des bases,
égales et la même hauteur , sont égaux entr’eux;

ce falloit démontrer. .

PROPOSITÂION XXXII.
i THÉORÈME.

Les parallélipipèdes qui ont la même hauteur sont

entf’euæ comme leurs bases.

Soient AB, CD(fig. 1 95) deux parallélipipèdes

qui aient la même hauteur : je dis que ces pa-
rallélipipèdes sont entr’eux comme leurs bases,

c’est-è-dire que le parallélipipède AB est au

parallélipipède CD comme la base AE est à la

base C F. [A rV Appliquez sur FG un parallélogramme FH qui
soit égal au parallélogramme AE ( prop. 45. 1) ,

et sur la base F H construisez le parallélipipède

GK dont la hauteur soit la même que celle du
parallélipipèdc C D. Le parallélipipède AB sera

égal au parallélipipède GK (prop. 51. 11), car
ces parallélipipèdes ont des bases égales AE,

EH et la même hauteur. Puisque le paralléli-
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pipé-de C K est coupé par un plan. DG parallèle

aux plans opposés, le parallélipipède HD sera
au’parallélipipède’DC comme la base HF est

à la base CF (prop. 25.’ 1 1); mais la base FH
est égale à la base se et le parallélipipède en

égal au parallélipipède AB : donc le parallélipi-

pède AB est au parallélipipède CD comme la
base AE està la base CF.

Donc les parallélipipèdes qui ont la même
hauteur sont entr’eux comme leurs bases; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIII.
riz-ricains, ’ i

Les parallélipipèdes sembkzbles sans entr’euæ en

. raison’tn’pléede leurs côtés homologues.

Soient AB, CD (fig. 194) deux parallélipi-
pèdes semblables, et que le [côté AE soit ’l’hoî

mologue du côté CF : je dis que les parallélipi-

pèdes AB, CD sont entr’eux en raison triplée

des côtés AE, CF. i "t I g , j
Menez les droites EK, EL, EM’ dans la

direction des droites AE,GE, HE; faites EK
égal à’CîF, EL égal à FN et EM égal à FR;

achevez le parallélogramme KL le parallé-
lipipëde K’P. Les deux droites’EK,’EL’v’sont
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égales aux deux droites C F, FN; l’angle KEL k
est égal à l’angle CFN , parce que l’angle A’EG

est égal à GFN , à cause de la similitude des
parallélipipèdes AB , CD : donc le parallélo-
gramme KL sera égal et semblable au parallé-

n IOgramme CN. Par la même raison, le parai-l
v lélogramme KM est égal et semblable au parada

lélogramme CR , et le parallélogramme PE égal

et semblable au parallélogramme DF: donc trois
parallélogrammes du parallélipipède KP sont]
égaux et semblables à trois parallélogrammes
du parallélipipède CD : donc puisque trois pa-
rallélogrammes sont égaux et semblables à trois

parallélogrammes opposés ( prop. a4. 1 1) , le
parallélipipède total KP serai égal et semblable’

au parallélipipède total CD (défi 10. 1 1). Ache-

vez le parallélogramme GK, ëet sur les bases
GK , KL construisez deux parallélipipèdes E0,
LQ qui aient la même hauteur que le paralléo
lipipède AB. Puisqu’à cause de la similittide
des parallélipipèdes AB , C D le côté AE est auî

côté CF comme le côté EG est au côté FNt,’

comme le côté EH est au côté F R , et puisque’

FC est égal à EK, le côté FNlest égala EL,

et que FR est égal au côté’EM, AEssera aul
côté E K comme le côté GE est au côté EL et

comme le côté HE est au côté EM. Mais AE
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est à E K comme le parallélogramme AG est au
parallélogramme GK ( prop. 1 . 6) , et GE est à
EL comme le parallélogramme GK est au pa-
rallélogramme KL , et, de plus, HE est à EM
comme le parallélogramme QE est au parallé-
logramme KM : donc le parallélogramme AG
est au parallélogramme GK comme le parallé-
logramme GK est au parallélogramrhe KL et
c0mme le parallélogramme QE est au parallé-

logramme KM. Mais AG est à GK comme le
parallélipipède AB est au parallélipipède E0

(prop. 52. 1 1) , et GK est à KL comme le pa-
rallélipipède 0E est au parallélipipède QL, et
de plus Q E est à KM comme le parallélipipède

QL est au parallélipipède KP : donc le paral-
lélipipède AB est au parallélipipède E 0 comme
le parallélipipède E0 est au parallélipipède QL

et comme le parallélipipède QL est au parallé-
lipipède KP; mais si. l’on a quatre quantités de

suite qui "soient proportionnelles , la première et
la quatrième seront entr’elles en raison triplée

de la première et de la seconde ( défi 1 1 . 5):
donc les parallélipipèdes AB , KP sont entr’eux

en raison triplée des parallélipipèdes AB , E0;
mais AB est à E0 comme le parallélogramme AG

est au parallélogramme G K et comme la droite
AE est à la droite EK (prop. 1. 6) : donc les
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parallélipipèdes AB , KP sont en raison triplée

- des droites AE , EK; Mais le parallélipipède KP

est égal au parallélipipède CD et la droite EK
égale à la droite C F : donc les parallélipipèdes
A B , C D sont en raison triplée des côtés homo,-

logues AE , C F ; ce qui fallOit démontrer.

COROLLAIRE.
Il suit manifestement. de là, que lsi quatre

droites sont proportionnelles , la première sera
à la quatrième comme le parallélipipède cons- l

ltruit sur la première est au parallélipipède sem-
blable et semblablement construitsurla seconde;
Puisque la première et la quatrième droite sont
en raison triplée de la première et de la seconde.

Pnoéosmïoni xxxrv;
THÊOlnÈMEp

Les bases dèslparalle’lipipèclès’ égaux sont pro-

., portionnelles aux hauteurs; et les parallélipi-
’ péries dont les bases front réciproquement pro-

l portionizellcls aux hauteurs sont égalai ehtr’eùæ.

Quezlcs parallélipipèdes AH ,. CD fig, 195)
noient égaux ;: je dis .qlle leur: Bases sontrécia
proquement prOportîôflùelles à Heure hauteurs;
c’est-eâçdire que alaeBasp’ EH est à la base NQ

Z
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comme la hauteur du parallélipipède C D est à

la hauteur du parallélipipède AB.
Supposons d’abord que les droites insistentes

AG,- EF, LB, un, CM, NO, pu, QP soient
perpendiculaires sur les hases : je dis que la
base EH est à la hase NQ comme C M est à AG.
Si la base EH est égale à la base NQ et le pa-
rallélipipède AB égal au parallélipipède C D, la.

hauteur" CM sera égale à la hauteur AG; car si

les bases EH , NQ étant égales , les hauteurs
AG, CM n’étaient pas égales , le parallélipi-
pède AB ne! seroit point égal au parallélipipède

C D ( prop. 51 .À 1 I ) ; mais ces deux parallélipi-

pèdes sont supposés- égaux : donc les hauteurs

C M , AG ne sont pas inégales : donc elles sont
égales »:,* donc. la hase. est à la base NQ
comme CM est à AC, d’où il suit évidemment

que les bases des parallélipipèdes AB , C D sont

réciproquement. proportionnelles à leurs hau-

teurs. i. ln [Supposons à présent que la hase EH ne soit
égale à’l’a base NQ et que la hase EH soit la

plus grande ;’ puisque le parallélipipède AB est

égal; au parallélipipède C D ; la hauteurlCM

sera plus grande que. la hauteur AC ; car si cela
n’était-point, les parallélipipèdes AB , C D ne

serpient pas égaux (prop. 51 . "1 1); mais ils sont

x
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supposés égaux. Faites CT (fig. 196) égal à

AG et sur la base NQ construisez un parallé-
lipipède XC dent la hauteur soit CT. Puisque
le parallélipipède AB est égal au parallélipipède

C D et que XC est un autre parallélipipède avec
lequel les deux parallélipipèdes égaux AB , C D

ont la même raison ( prop. 7. 5), le parallélia-
pipède AB sera au parallélipipède CX comme
le parallélipipède C D est au parallélipipède
C X; mais le parallélipipède AB est au parallélig-

pipède CX comme la hase EH est à la base NQ
(prop. 52. 1 1) , car les parallélipipèdes AB, CX
sont égaux en hauteur , et le parallélipipède Cl)

est au parallélipipède CX comme la base MQ
est à la base QT (prop. 25. I I ) , et comme le
côté MC est au côté CT (prop. I . 6) : donc la

base EH est à la base N Q comme le côté M C
est au côté CT; mais CT est égal à AG-: donc

la base EH est à la base NQ comme le côté MC
* est au côté AG: donc les bases des parallélipi-

pèdes AB, CD sont réciproquement proporu
tionnelles aux hauteurs.

Supposons ensuite que les hases des paral-
lélipipèdes AB, C D soient réciproquement pro-

portionnelles aux hauteurs, c’est-à-dire que la

hase EH soit à la base NQ comme la hauteur
du parallélipipède CD est à la hauteur du pa-

2
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rallélipipède AB : je disque les parallélipipèdes

AB, CD sont égaux entr’eux. -

Que les droites insistentes soient encore pero
pendiculaires sur les hases. Si la base EH est
égale à la base NQ et si la baSe EH est à la hase

NQ Comme la hauteur du parallélipipède CD
est à la hauteur du parallélipipède AB, la hau-
teur du parallélipipède en sera égale à la hau-

teur du parallélipipède AB. Mais les paralléli-
pipèdes qui ont des hases égales et la même
hauteur sont égaux entr’eux (prop. 51 . ’1 1 .-

donc le parallélipipède AB sera égal au paral-

lélipipède CD. , ’
Mais supposons que la hase EH ne soit point

égale à la base N Q et que E H soit la plus grande

base; la hauteur du parallélipipède CD sera plus
grandeque la hauœur du parallélipipède AB ,
c’est-adire que CM sera plus granitique AC;
faites CT égal à AG , achevez. également le pa-

rallélipipède CX. Puisque la base EH est à la
hase NQ comme le côté C M est au coté AG et

que AG est égal à CT, la base EH Sera à la
hase NQ comme le côté MG est au côté CT.

Mais la hase EH eSt à la hase NQ comme le
parallélipipède ÀB est au parallélipipède CX

(prop. 52. r1) , car la parallélipipèdes AB, CX
sont égaux en hauteur; mais le côté MG est au
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côté CT (prop. 1. 6), comme la hase MQ est
à la base QT-et comme. le parallélipipède CI)
est au parallélipipède C X ( prOp. 25. 1 I); donc
le parallélipipède ABÏ est au parallélipipède CX

comme le parallélipipède C D est au parallélipi-

pède C31: : doncl’un-et liautre des parallélipi-

pèdesAB, C D ont la même raison avec le pa-
rallélipipède CXË: donc le-Vparallélipipède’AB:

sera égal auparallélipipède C D (prop.9. 5) ;

ce-cqu’il falloit démontren. p : i I
e xSUpposons maintenant que les droites insisæ i
tentesFE»,ëBL, GA, un, ON, ne, MG, PQ

( fig; r97.) ne soient-point perpendiculaires sur
les hases des parallélipipèdes. Des points F, G,

B ,.K,IO , M, D, R conduisez sur les plans des.
bases E H, :N Q des. perpendiculaires. ren-
contrent cesvplans aux «points. S, T, V, X, Y,
Z , B’, À’, etïaohevez les parallélipipèdes FX,

ÛA’ (prop. u. in) : je dis que les. bases des.
parallélipipèdes égaux AB, CD sont récipro-

quement proportionnelles aux hauteurs , c’est-
à-dire’ que la base EH est à la base NQ comme

la hanteur du parallélipipède C D est à la hau-
teur du parallélipipède AB.. Mais le paralléli-
pipède AB est égal au parallélipipède CD; le
parallélipipède BT est égal au parallélipipède

A13 (prop. 5o. Il), car ils ont la même baseFK
5.,
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et la même hauteur , et leurs droites insistentes-
ne sont point placées dans les mêmes droites ;.
et le parallélipipède DC est égal aussi au paral-

lélipipède DZ , car ces deux parallélipipèdes

ont la même base OR et la même hauteur, et
leurs droites insistentes ne sont point dans-les
mêmes droites : donc le parallélipipède BT est
égal au parallélipipède DZ. Mais nous venons de

voir que lcshases des parallélipipèdes égaux dont

les hauteurs sont perpendiculaires sur. les hases
sont réciproquementtpr0portionnelles aux hau-
teurs : donc la base FK est à la hase OR comme
la hauteur du parallélipipède DZ est à la hau-
teur du parallélipipède BT. Mais la base FK

v est, égale à la base EH (prop: 24. I 1), et la base

DE égale à la base NQ : donc la hase EH est
à la base NQ comme la hauteur du parallélipi-
pède DZ est à la hauteur du parallélipipède BT.

Mais les hauteurs des parallélipipèdes DZ, BT
sont les mêmes que celles des parallélipipèdes

DG, BA : donc la hase EH est à la hase«NQ
comme la hauteur du parallélipipède DG: est à
la hauteur du parallélipipède BA : donc les bases
des parallélipipèdes AB , C D sont réciproque-

ment proportionnelles à leurs hauteurs; i r
Supposons enfin que les bases des parallélipis-

pèdes AB , CD soient réciproquement proporn
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tionnelles aux hauteurs, c’est-à-dire que la base

EH soit à la hase NQ comme la. hauteur du
parallélipipède CD est à la. hauteur du paral-
lélipipède AB ’: je dis que le parallélipipède AB

est égal au parallélipipède CD. 5 -
Faites la. même constructiOn. Puisque la hase

EH est à labase NQ comme la hauteur du pa-
rallélipipède C D est à la hauteur du paralléli-

pipède AB, que la base EH est égale à la base
F K et la base NQ égale à la hase OR, la base FK

sera à la hase OR comme la hauteur du paral-
lélipipède CD est à la hauteur du parallélipi-
pède AB. Mais les hauteurs des parallélipipèdes

AB , CD sont les mêmes que celles des paral-
lélipipèdes BC, DZ : donc la hase FK est à. la
vhase OR comme la hauteur du parallélipipède
DZ est à la hauteur du" parallélipipède BOT:
donc les bases des parallélipipèdes BC , DZ sont

réciproquement prOportionnelles aux hauteurs.
Maisnous avons démontré que. les parallélipi-

pèdes qui ont leurs hauteurs perpendiculaires
sur les hases et qui ont leurs hases récipro-
quement proportionnelles aux "hauteurs sont
égaux entr’eux : donc le parallélipipède BT

est égal au parallélipipède DZ. Mais le paral-
lélipipède BA est "égal au parallélipipède ET

(prop. 50. I 1 ) , car ces deux parallélipipèdes
4



                                                                     

)

566 É L É M a N s ;
ont la même hase FK et la même hauteur, et
leurs droites insistentes ne sont point dans les
mêmes droites; et outre cela le parallélipipède
DZ est égal au parallélipipède DC , puisque ces

deux parallélipipèdes ont la même hase 0R et
la même hauteur , et que leurs droites insistentes

ne sent pas dans les mêmes droites : donc le
parallélipipède A8 est égal au parallélipipède

C D; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXV.
T n 1’: oh a i: M 1:. l

Si des sommets de daurungles égaux on mène
’ au-dessus de leurs plans des droites qui fassent

avec leurs côtés des angles égaux chacun à

chacun; si dans ces droites on prend des points
quelconques, si de ces ;points on mène des par;
pendieulaires sur les plans des. angles donnés,

t et si des points où ces perpendiculaires rencon-
trent ces plans [on ménades droites aux sommets

des cingles donnes, les angles compris par ces
droites etlpar celles qu’on a d’abord menées des

t sommets des; angles au-dessus de leurs plans
seront égaux entr’euæ.

Soient les deux angles égaux BAC , EDF
(fig. 198) ; des points A , D menez alu-dessus
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des plans de ces angles les droites AG , DM qui
fassent avec les côtés de ces mêmes angles des
angles égaux chacun à chacun, savoir , l’angle
GAB égal à l’angle MDE et l’angle GAG égal

à l’angle MDFI; prenez sur les droites AG, DM

des points quelconques G , M; des points G , M.
menez sur les plans BAC , EDF les perpendi-
culaires GL , MN qui rencontrent ces plans aux
points L, N , et menez les droites LA, ND z je
dis que l’angle GAL est égal à l’angle MDN.

Faites la droite AH égale à la droite DM , et
par le point H menez la droitezHK parallèle à
la droite GL. Puisque la-droite G L est perpen-
diculaire sur le plan BAC , la droite HK sera aussi
perpendiculaire sur le plan BAC (prop. 8. I r);
des points K , N conduisez sur AB , AC , DF,
DE les perpendiculaires KB, KG , NF, NE et
menez HC , CB , MF, FE. Puisque le quarré-de
la droite HA-est égal aux quarrés des droites
HK, KA et que les quarrés des droites EC,
CA sont égaux au quarré de la droite KA
( prop. 47. I ) , le quarré de la droite HA sera
égal aui quarrés des droites HK , KG , CA. Mais

le quarré de.la droite HC est égal aux quarrés

des droites HK, KC : donc le quarré de la
droite HA sera égal aux quarrés des droites
HG, CA : donc l’angle HCA est droit. L’an-
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gle DFM est droit , par la même raison: donc
l’angle A C H est égal à l’angle D F M. Mais

l’angle HAC est égal à l’angle IMDF: donc

les deux triangles MDF, BAC ont deux angles
égaux à deux angles, chacun à chacun , et un
côté égal à un côté , c’est-à-dire les côtés sou-e

tendus parvdes angles égaux, savoir, le côté
A Il qui est égal au côté DM par construcm
tion z donc ces deuxr triangles ont les autres
côtés égaux aux autres côtés , chacun à chacun

(prop. 26(1): donc AC est égal à DF. Nous
démontrerons semblablement que AB est égal
à DE. Menez les droites HB, ME. Puisque le
quarré de la droite AH est égal aux quarrés des

droites A K, KH et que les quarrés des droites
AB, BK sont égaux au quarré de la droite AK ,

les quarrés des droites AB , BK, EH serom:
égaux au, quarré de la droite AH. Mais lequarré

de. la droite BH est égal aux quarrés des droites a
BK,K.H,Îcar,l’angleHKB est droità cause que la

droite H K est’perpendiculaire sur le plan BAC :

donc lei quarré de la droite AHest aux
quarrés des droites AB , BH : donc l’angle ABH

est. droit. L’angle DEM est droit, par-la même
raison ;7 maisïl’angle BAH est égal àl’angle, EDM,

par supposition, et la droite t’AH est égale à la

droite DM z donc la droite AB est égale à la
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droite DE; donc puisque AC est égal à DF et
AB égal à DE, les deux droites CA, AB sont

régales aux deux droites FD, DE; mais l’angle
. CAB est égal à l’angle FDE : donc la base BC

est égale à la base EF ( pr0p. 4. I) , le triangle
égal au triangleet les autres angles égaux aux.
autres angles : donc l’angle ACB est égal à l’an-

gle DFE; mais l’angle droit ACK est égal à
l’angle droit DFN , par construction. :donc
l’angle restant BCK est égal à l’angle. restant

EF N. Par la même raison’l’angle CBK est égal

à l’angle FEN : donc les deux tiiangles CBK,
FEN ont deux angles égaux à deux: angles,
chacun à chacun ,. et un côté égal à un côté,

c’est-à-dire les côtés qui sont adjacens à des angles

égaux , savoir, le côté BC’qui est égal aucô’té EF :

dOnc ces deux triangles auront les autres côtés-
égaux aux autres côtés ( prop. 26L I) : donc
côté CK est égal au côté FN ; mais AC lestégal à

DE :’ donc les deux droites AC , CK sont égales

aux deux droites DF, FN et ces droites com-
prennent des angles droits : donc la base Al est
égale à la base DN’Çprop. I) ;’ et puisque la

droite AH’eSt égale. à la droite DM, le quarré de

AH sera égal au quarré de DM; mais les quarrés

des droites A K , KH sont égaux au quarré de la

droite AH (pr0p. 47. 1) , car l’angle AKH est
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droit et les quarrés des droites DN , NM sont
égaux au quarré de la droite DM , parce que
l’angle DNM est droit: donc les quarrés des

droites AK , KH sont égaux aux quarrés des
droites DN, NM; mais le quarré de AK est
égal au quarré de DN : donc lesquarré de KH

est égal au quarré de N M : donc la droite HK
est égal à la droite MN : donc puisque les deux
droites HA , AK sont égales aux deux droites
MD , DsN, chacune à chacune , et qu’on a dé-

montré que la base H K est égale à la base N M,
l’angle HAK sera égal à l’angle MDN ( prop. 8. r) ;

ce qu’il falloit démontrer. ’ ..

conoanraE.
Il suit manifestement de là que si deux angles

sont égaux à deux angles et que si des sommets
de ces angles et au-dessus de leurs plans on mène
des droites qui fassent avec les côtés des angles-
donnés des angles égaux chacun à chacun, les

perpendiculaires menées de ces droites sur les
plans des premiers angles sont égales entr’elles,

si les points d’où elles partent sont également

éloignés des sommets de ces angles.
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PROPOSITION XXXVI.
THÉORÈME.

Si trois droitesV sont proportionnelles , le paral-
lélipipède construit avec ces trois droites est
égal au parallélipipède construit avec la droite

moyenne; il faut que ce dernier parallélipi-
pède, qui sera équilatéral, soit équiangle avec

le premier parallélipipède.

Soient trois droites proportionnelles A , B , C
(fig. 199) , de manière que A soit à B comme B
est à C : je dis que le parallélipipède construit
avec les trois droites A, B , C est égal au paral-
lélipipède construit avec la droite B; il ’faut que

ce dernier parallélipipède , qui sera équilatéral,

soit équiangle avec le premier parallélipipède.

Soit l’angle solide E compris sous les trois
angles plans DEG, GEF, FED; faites chacune
des droitEs DE, GE, EF égales à la droite B ,
et achevez le parallélipipède E K. Faites ensuite
LM égal à A, Sur la droite LM et au point L
construisez un angle solide qui étant compris
sous les plans NLO , OLM, MLN soit égal à
l’angle solide E (prop. 26. 1 r); faites L0 égal à

B , et LN égal à C. Puisque A eSt à B commeB

estàC, queA est égal àLM, que B est égal à
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a chacune des droites L0 , EF, EG, ED et que C
est égal à L N , la droite LM sera à la droite E F

comme la droite DE est à la droite LN : donc
les côtés placés autour des angles égaux MLN ,

DEFsont réciproquement proportionnels z donc
le parallélogramme MN est égal au paralléloe
gramme DF ( prop. 14. 6); et puisque les deux
angles DE F, N LM sont égaux , que les droites,
L0 , EG qui sont égales entr’elles et qui 50m

menées au-dessus des plans des angles égaux
DEF, NLM font avec leurs côtés des angles
égaux , chacun à chacun , les perpendiculaires
menées des points G, 70 sur les plans DEF,
NLM seront égales entr’elles (corol. 55. I l ):
donc les parallélipipèdes LH , EK ont la même

hauteur. Mais les parallélipipèdes qui ont des
hases égales et la même hauteur sont égaux entre

eux*( prop. 5 I . I 1) : donc le parallélipipède HL
est égal au parallélipipède E K. Mais le parallé-

lipipède HL a été construit avec les trois droites

A, B , C , et le parallélipipède E K a été cons-

truit avec la droite B : donc le parallélipipède
construit avec les trois droites A , B , C est égal
au parallélipipède construit avec la droite B,
lequel est équilatéral et équiangle avec le pre- l

mier parallélipipède.

Donc si trois droites sont proportionnelles , le
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parallélipipède construit avec ces trois droites
est égal au parallélipipède construit avec la
droite moyenne , et ce dernier parallélipipède
est équilatéral et équiangle aveb le premier
parallélipipède; ce qu’il falloit démontrer.

l PROPOSITION XXXVII.
THÉORÈME.

Si quatre droites sont proportionnelles, les paral-
lélipipèdes semblables et semblablement cons-

truits sur ces droites sont proportionnels , et si
des parallélipipèdes semblables et semblable-

ment construits sur quatre droites sont propor-
tionnels , ces droites seront aussi proportion-
nelles entr’elles.

Soient quatre droites proportionnelles AB,
CD, EF, GH (fig. 200), de manière que AB
soit à C D comme EF est à GH; construisez
sur les quatre droites AB , CD, EF, GH les
parallélipipèdes semblables et semblablement

posés KA, LC, ME, NG :je disque KA est
àLCcommeMEestàNG. ’ A t ’

Puisque le parallélipipède KA est semblable

au parallélipipède LC , les parallélipipèdes KA ,

LC seront entr’eux en raison triplée des côtés

AB, CD (prop. 55. I x Par la même raison ,
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les parallélipipèdes ME, NG seront entr’eux
en raison triplée des côtés EF, GH. Mais, par
hypothèse, AB est à CD comme EF est à GH;
donc AK est à LC comme ME est à NG.

Si le parallélipipède AK est au parallélipi-
pède LC comme le parallélipipède ME est au
parallélipipède N G : je dis que la droite AB est

à la droite CD comme la’droite EF est à la
droite GH.

Puisque les parallélipipèdes AK, LC sont
eutr’eux en raison triplée des côtés AB , C D ,

et que les parallélipipèdes ME, NG sont aussi
en raison triplée des côtés EF, GH , et à cause

que AK est à LC comme ME est à NG, la
droite AB sera à la droite CD comme la droite
EF est à la droite GH.

Donc si quatre droites sont proportionnelles,
les parallélipipèdes semblables et semblable-
ment construits sur ces quatre droites seront
proportionnels ; et si quatre parallélipipèdes
construits sur quatre droites sont proportion-
nels , ces quatre droites seront aussi propor-
tionnelles; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXXVIII.
TE fie RÈME.

Si un plan est perpendiculaire sur un autre plan,
et si d’un point pris dans un de ces plans on
conduit une perpendiculaire sur l’autre plan ,

cette perpendiculaire tombera sur la section

commune des plans. I
Que le plan CD (fig. 201 ) soit perpendicu-

laire sur le plan AB , que leur commune section-
soit AD, et que dans le plan CD soit pris un
point quelconque E : je (lis que la perpendicu-
laire menée du point E sur le plan AB tombe

sur la droite AD. .
Que cette perpendiculaire tombe , si cela est

possible , hors de la commune section des plans;
qu’elle ait , par exemple , la position EF et
qu’elle rencontre le plan AB au point F; du
point F et dans le plan AB conduisez la droite
FG perpendiculaire sur DA (prop. Io. 1) ,cette
droite sera certainement perpendiculaire surnle
plan CD (défi 4. il). Menez EG.

Puisque la droite F G est perpendiculaire sur
le plan CD et qu’elle rencontre la droite EG
qui est dans le plan C D , l’angle EGF sera droit

(def. 5. I 1 ). Mais la droite EF est perpendicu-

. A a
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laire sur le plan AB : donc l’angle EF G est droit:

donc le triangle EFG a deux angles droits , ce
qui est absurde ( prop. l7. I) : donc la perpen-
diculaire menée du point E sur le plan AB ne
tombe pas hors de la droite DA : donc elle
tombe sur la droite. DA. I

Donc si un plan est perpendiculaire sur un
.autre plan , et si d’un point pris dans un de ces
plans on mène une droite perpendiculaire sur
l’autre plan, cette droite sera perpendiCulaire
sur la commune section des plans; ce qu’il falloit

démontrer; v ’
PROPOSITION XXXIX. a

TE 1’: o ni: M z.

Si dans un parallélipipède on coupe en (leur,
.panieségales les côtés des plans opposés, et si

par leurs sections on mène des plans , la com-
mune section de ces plans et le diamètre du
parallélipipède se couperont mutuellement en.
«leur parties égales.

Que dans le parallélipipède AF (fig. 202)
les côtés des plans opposés CF, AH soient
coupés en deux parties légales aux points K , L ,
M, N , 0’, Q’,-P, R, et par les sections de ces’

côtés soient conduits les plans KN, OR;"que
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la commune section de ces plans soit VS, et que
le diamètre du parallélipipède soit DG z je dis

que les droites VS , DG se coupent en deux .
parties égales , c’est-à-dire que VT est égal à

TS et DT égal à TG. I -
Menez DV, VE, BS, SG. Puisque DO est

A parallèle à PE, les angles alternes DOV, VPE
sont égaux entr’eux(prop. 29. I ) ; et puisque DO

est égal à PE , 0V égal à VP et que cesdroites

comprennent des angles égaux , la base DV sera
égale à la hase VE , le triangle D0 V égal au,
triangle VP E , et les autres angles égaux aux
autres angles : donc l’angle O V D est égal à
l’angle PV’E : donc la ligne D’VE est une ligne

droite (prop. 14. I). Par la même raison , la
ligne BSG est aussi une ligne droite , et la droite
BS est égale à la droite SG. Puisque la droite

l CA est égale et parallèle à DE et que la droite
CA est aussi égale et parallèle à la droite EG,
la droite DE sera égale et parallèle à la droite EG

(pr. 5o. I); mais ces droites sont jointes par les
droites DE , BG : donc la droite DE est parallèle
à la droite BG (prop. 55. "1) 5 mais on a pris dans

chacune de ces droites des points quelconques
D,V, G, S et on a mené les droites DG, VS: donc

ces droites sont dans un seul plan-( prop.7 I1 i) :
donc puisque la droite DE est parallèle à la droite

2
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BG, les angles EDT, BGT sont égaux, car ils
sont alternes (prop. 2g. I); mais l’angle DTV
est égal à l’angle GT S (prop. 15. I) : donc les

deux triangles DTV, GT5 ont deux angles égaux
» à deux angles, un côté égal à un côté , ces côtés

soutendant des angles égaux, c’est-à-dire que
le côté DV est égal au côté GS , car ces côtés

sont les moitiés des droites D E , B G : donc ces
deux triangles auront les autres côtés égaux aux

autres côtés (prop. 26. 1) z donc DT est égal
à TG et VT égal à TS.

Donc si dans un parallélipipède on coupe en
deux parties égales les côtés des plans opposés,

et si par leurs sections on mène des plans, la
commune section de ces plans et le diamètre du
parallélipipède se couperont mutuellement en
deux parties égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XL.
THÉORÈME.

Si prismes sont égaux en hauteur, si l’un
d’eux a pour base un parallélogramme et l’autre

un triangle, et si le parallélogramme est double

du triangle, ces prismes seront égaux.

Soient ABC DEF, GHKLMN (fig. 205)
des prismes égaux en hauteur , que l’un d’eux



                                                                     

D’EUCLIDE. 575
ait pour base le parallélogramme AF et l’autre

le triangle GHK,’ et que le parallélogramme

AF soit double du triangle GHK : je dis que le
prisme ABCDEF est égal au prisme GHKLMN.

Achevez les parallélipipèdes A0, GP, Puis-
que le parallélogramme AF est double du trian-
gle GHK et le parallélogramme HK double aussi

du triangle GHK, le parallélogramme ÂF sera.
égal au parallélogramme HK. Mais les parallé-

lipipèdes qui ont des hases égales et la même
hauteur sont égaux entr’eux (prop. 51. 1 I )i:
donc les parallélipipèdes A0 , GP sont égaux;
mais le prisme ABC DEF est la moitié du. pa-
rallélipipède A0 et le prisme GI-PKLMN la
moitié du parallélipipède GP : donc le prisme

ABCDEF est égal au prisme G’HKLMN.

Donc si deux prismes ont la même hauteur,
si l’un d’eux a pour base un. parallélogramme

et l’autre un triangle , et si le parallélogramme

est double du triangle, ces deux prismes sont
égaux; ce qu’il falloit démontrer.

PIN. un onzième LIVRE.
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PROPOSITION PREMIÈRE.

T a É o a i: M z.

Les pqygones semblables inscrits dans des cer-
’ des sont ernr’eux comme les quarrés des dia-

mètres. -Soient? les cercles ABCDE, FGHKL
(fig. 204) dans lesquels sont décrits les poly-
gones semblables ABCDE,’FGHLL; que les
diamètresde ces cercles soient BM, GN z je
dis que le polygone ABCDE est au polygone
FGHKL Comme le quarré de ’BM est au quarré

de GN. i ’ ’I Menez BE, AM, GL, FN. Puisque le po-
lygone AB C D E est semblable au polygone
F GHKL , que l’angle BAE est égal à l’angle

GFL (déf. I. ô) et que BA est à AE comme
GF est à FL, les deux triangles BAE, GFL
ont un angle égal à un angle, savoir , l’angle
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BAE égal à l’angle G F L et les côtés placés

autour de ces angles sont proportionnels entre
eux : donc les deux triangles ABE , FGL sont
équiangles (prop. 6. 6) : donc l’angle AEB est
égal à l’angle FLG , mais l’angle AEB est égal

à l’angle AMB (prop. 21 . 5) , car ils sont ap-
puyés sur le même arc et l’angle F L G est aussi
égal à l’angle F N G : donc l’angle ,AM B est égal

à l’angle F N G ; mais l’angle droit BA M est égal

à l’angle droit GF N : donc l’angle restant est

égal à l’angle restant : donc les deux niangles

ABM, FGN sont, équiangles a donc BM est à
GN comme BA est à GF (prop. 4. ô). Mais les
quarrés des droites BM , GN sont en raison
doublée des droites a M, en (mg. ne. a),
et les polygones ABC DE , FGHKL sont en
raison, doublée . des côtés 3A , ,GF .: doue le

polygone ABCDE est au polygone FGHKL-
comme le quarré de. BMest au quarré de 61L

Donc les polygones Semblables inscrits dans
des cercles sont entr’eux comme les quarrés des
diamètres ; ce qu’il falloitdémonwen
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PROPOSITION Il.
THÉORÈME.

, Les cercles sont entr’eur comme les quarrés
de leurs diamètres.

Soient les cercles ABCD, EFGH (fig. 295)
et que leurs diamètres soient BD, FH : je dis
que le cercle ABCD est au cercle EFGH
comme le quarré de BD est au quarré de FH.

Si cela n’est point , le quarré du diamètre BD

sera au quarre du diamètre FH comme le cer-
cle ABC D est à une surface plus grande ou à
une surface plus petite que le cercle EFGH.
Supposons d’abord que cette surface soit-plus
petite et qu’elle soit S. Dans le cercle EFGH
décrivez le quarré E FGH; le quarré décrit

dans ce cercle est plus grand que la moitié du
cercle EFGH, parce que si par les points E,
F, G, H nous menons des tangentes à ce cer-
cle, le quarré E FGH sera la moitié du quarré

circonscrit ( prop. 47. r r , prop. I . 5) : mais un
cercle est plus petit que le quarré circonscrit:
donc le quarré EF G H est plus grand que la
moitié du cercle EFG H. Partagez les arcsEF,
FG , GH , HE en deux parties égales aux points

K, L, M, N, et limiez les droites EK, KF,
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FL,.LG, GM, MH, HN, NF. Chacun des
triangles EKF, FLG, GMH , HNE est plus
grand que la moitié du segment dans lequel il
est placé; parce que si par les points K, L,
M, N nous menons des tangentes au cercle,
et si sur les droites EF, FG , GH, HE et
entre ces tangentes nous construisons des pa-.
rallélogrammes , chacun des triangles EKF,
FLG, GMH , HNE sera la moitié du paral-
lélogramme dans lequel il est placé (pr. 57. 1
Mais chaque segment est plus petit qu’un
parallélogramme : donc chacun des triangles
EKF, FLG, GMH , HNE est plus grand
que la moitié du segment dans lequel il est
placé. Si nous partageons ensuite les arcs res-
tans en deux parties égales , et si nous joignons
leurs extrémités par des droites , et si nous con--

tinuons toujours de faire la même chose, il nous

restera certains segmens de cercles dont la
somme sera moindre que l’excès du cercle
EFGH sur l’espace S; car nous avons démon-
tré dans le premier théorème du dixième Livre

que deux quantités inégales étant données, si

l’on retranche de la plus’grande quantité une

partie plus grande que la moitié de cette quan-
L lité , si on retranche ensuite de ce reste une
partie plus grande que la moitié de ce reste , et
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si l’on contin ne toujours de faire la même chose,

il reste enfin une certaine quantité est main-y
dre que la plus petite des quantités données.
Supposons qu’on ait pour reste les segmens du

cercle EFGH placés sur les cordes. EK, EF,
pFL, LG, GM, MH, HN , NE , et que ces

segmens soient moindres que l’excès du cercle

EF GH sur l’espace S , il est évident que le po-

lygone EKFLG MHN sera plus grand que l’es-w

pace S. Décrivez dans le cercle ABCD un po-
lygone A O B P C Q D R semblable au polygone
EKFLGMHN ; le quarré deBDsera au quarré

de F H comme le polygone AOBPCQDR
est au polygone EKFLGMHN (prop. 1. 12);
mais par supposition le quarré de B D est au
quarré de FH comme le cercle ABCD est à
l’espace S : donc le cercle ABCD est à l’espace S

comme le polygone AOBPCQDR est au poly-
gone E K F LG M H N , et en échangeant les
plans. des moyens , le cercle ABC D est au po-
lygone qui lui est inscrit comme l’espace S est

au polygone E K F L G MHN»; mais le cercle
ABCD est plus grand que le polygone qui lui est
inscrit. :donc l’espace S est plus grand que le p0-

lygone EKF LG MH N ; mais , par supposition ,
il est au contraire plus petit , ce qui est impossi-
ble : donc le quarré de BD n’est point au quarré

l
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de FH comme le cercle AB’C D est à un espace.

quelconque plus petit que lecercle FFGH. Nous
démontrerons. semblablement que le quarré de

F H n’est point au quarré de BD comme le cer-

cle EFGH est à un espace quelconque plus
petit que le cercle ABC D. Je dis ensuite que.
le quarré de B D n’est point au quarré de FH.

comme le cercle ABC D est à un espace quel-
conque plus grandque le cercle EFGH; car si
cela est possible , supposons que le quarré de
BD soit au quarré de FH comme le cercle
ABC D est à unespace plus grand , et suppo-,.
sons que S soit cet espace. En mettant les alité-o
cédensàla place des conséquens et les consé-
quens à la place des antécédens , le quarré de FH.

sera au quarré de BD comme l’espace S est au

cercle ABC D ; maison démontrera plus bas que,
l’espace S est au cercle ABCD comme le cercle

EFGH est à un espace quelctanue plus petit.
que le cercle ABCD : donc le quarré. de FH.
est au quarré de BD comme le cercle EF GEL
est à un espace plus petit que le cercle AB CD ,;
ce qui a été démontré impossible : donc le
quarré de BD n’est pas au quarré de FH comme.

le cercle ABCD est à un espace quelconque.
plus grand que le cercle EFGE Mais on a.
démontré que le quarré de BD. n’est point au
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quarré de FH comme le cercle ABCD est à

- un espace quelconque plus petit que le cercle
EFGH : donc le quarré de BD est au quarré
de FH comme le cercle ABCD est au cercle
E F G H.

Donc les cercles sont entr’eux comme les
quarrés des diamètres; ce qu’il falloit démon-

trer.

LEMME.
Si l’espace S est plus grand que le cercle

EFGH (fig. 206) : je dis que l’espace S est
au cercle ABCD comme le cercle EFGH est
à un espace quelconque plus petit que le cer-

cle AB C D. I
Car supposons que l’espace S soit au cercle

ABCD. comme le cercle FFGH est à un espace
T : je dis que l’espace T est plus petit que le
cercle ABCD; car puisque l’espace S est au
cercle AB C D comme le cercle E FG H est à
l’espace T, en échangeant les plans des moyens,

l’espace S sera au cercle EFGH comme le cer-
cle ABCD est à l’espace T (prop. 16. 6). Mais
par suppositiOn l’espace S est plus grand que le

cercle EFGH : donc le cercle ABCD est plus-
grand que l’espace T ; et par conséquentl’espace-

S est au cercle ABC Dcomme le cercle EFGH
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est à un espace quelconque plus petit que le
cercle AB C D.

PROPOSITION III.
T n 1’: o a i: M 1:.

Toute pyramide triangulaire (1) peut se diviser
en deux pyramides triangulaires égales et sem-
blables entr’elles et semblables à la pyramide

totale, et en Jeux prismes égaux qui sont plus
grands que la moitié de la pyramide entière.

Soit une pyramide dont la base soit le trian-
gle ABC (fig. 207) et dont le sommet soit le
point D : je dis que la pyramide ABC D peut se
diviser en deux pyramides triangulaires égales
et semblables entr’elles et semblables à la py-

ramide totale, et en deux prismes égaux qui
sont plus grands que la moitié de la pyramide
totale.

Partagez les côtés AB, BG, CA, AD, DB,
DC en deux parties égales aux points E , F,
G, H, K, L, et menez les droites EH, EG, GH,
un, KL, LH, en, KF, FG. Puisque AE
est égal à ’EB et AH égal à HD, la droite EH

sera parallèle à la droite DB ( prop. 2. 6). La

(1) Une pyramide triangulaire est celle dont la base
est un triangle. .
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droite HK est parallèle à la droite AB ,I par la
même raison»: donc la figure HEBK est un
parallélogramme : donc H Kflest égal à E B

(prop. 54. I). Mais EB est égal à AE : donc
AE sera égal à HK. Mais AH est égal à HD:

donc les deux droites AE, AH sont égales aux
deux droites KH, H’D, chacune à chacune;
mais l’angle BAH est égal à l’angle K’H D

(prop. 29. l ) : donc la base EH est égale à la
base KD (prop. 4. I) : donc le triangle AEH
est égal et semblable au triangle HKD. Par la
même raison , le triangle AHG est égal et
semblable au triangle HLD. Puisque les deux
droites EH , HG qui se touchent sont paral-
lèles aux deux droites KD , DL qui se touchent

’ et qui ne sont pas. dans le même plan , ces droites

comprendront des angles égaux ( prop. le. I I):
donc l’angle E HG est égal à l’angle KDL. De

plus , puisque les deux droites EH , HG sont
égales aux deux droites KD, DL, chacune à
chacune , et que l’angle EHG est égal à l’angle

KDL, la base EG sera égale à la base KL:
donc le triangle EHG est égal et semblable au
triangle KDL. Par la même raison, le triangle
AEG est égal et semblable au triangle HKL:
donc la pyramide dont la base est le triangle
AEG et dont le sommet est le point H est égale a
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et semblable à la pyramide dont la base est le
triangle HKL et dont le sommet est le point D.
Puisque la droite HK est parallèle à un des
côtés du triangle ADB , savoir, au côté AB, le

triangle ADB sera équiangle avec le triangle
DHK (prop. 39. 1) : donc ces deux triangles
auront leurs côtés proportionnels (prop. 4. 6) ,
et seront par conséquent semblables. Par la
même raiSon , le triangle DB C est semblable au
triangle DKL et le triangle ADC est semblable
aussi au triangle DHL. Mais puisque les deux
droites BA , AC qui [se touchent sont parallèles

aux deux droites KH, HL se touchent et .
qui ne sont pas dans le même plan , ces droites
comprendront des angles égaux (prop. I à. I I):
donc l’angle BAC est égal à l’angle KH L. Mais

BA est à AC comme KH est à HL: donc le
triangle ABC est semblable au triangle HKL
(prop. 6. 6) , et par conséquent la pyramide
dont la base est le triangle ABC et dont le
sommet est le point D est semblable à la pyra-
mide dont la base est le triangle HKL et dont
le sommet est le point D. Mais nous avons dé-
montré que la pyramide dont la base est le
triangle HKL et dont le sommet est le point ’D
est semblable à la pyramide-dont la base est le
triangle AEG et dont le sommet est le, point H z
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donc la pyramide dont la base est le triangle
ABC et dont le sommet est le point D est sem-
blable à la pyramide dont la base est le triangle t
AEG et dont le sommet est le point H : donc
l’une et l’autre des pyramides AEGH, HKLD

sont semblables à la pyramide totale AB C D.
Puisque BF est égal à FC, le parallélogramme

EBFG sera double du triangle GFC ( pr. 41 . 1) z
mais deux prismes de même hauteur dont
l’un a pour base un parallélogramme et dont
l’autre a pour base un triangle sont égaux entre

eux lorsque le parallélogramme est double du
triangle ( prop. 4o. I I) : donc le prisme com-,
pris sous les deux triangles B KF, E HG et sous
les trois parallélogrammes EBFG , EBKH ,
KHG F est égal au prisme qui est compris sous
les deux triangles GFC , HKL et les trois pa-
rallélogrammes KFCL, LCGH, HKFG. Mais
il est évident que chacun de ces prismes et celui

dont la base est le parallélogramme EBFG op-
posé à la droite HK et’celui dont la base est le
triangle G FÎC opposé au triangle KLH est plus

grand que chacune des pyramides dont les bases
sont AEG, HKL et les sommets les points H,
D; puisque si nous menons les droites EF, EK,
le prisme dont la base est le parallélogramme
EBFG opposé à la droite HK est. plus grand
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que la pyramide qui a pour base le triangle
EBF et pour sommet le point K. Mais la
pyramide qui a pour base le triangle EBF et
pour sommet le point K est égale à la pyramide

qui a pour base le triangle AEG et pour sommet
le point H (déf. 10. Il ) , car elles sont com-
prises sous des plans égaux et semblables: doue

le prisme qui a pour base le parallélogramme
i EBFG opposé à la droite HK est plus grand

que la pyramide qui a pour base. le triangle AEG
et pour sommet le point H, Mais le prisme qui
a pour base le parallélogramme EBFG opposé
à la droite HK est égal au. prisme qui a pour
base le triangle G F C opposé au triangle H 15L;

et la pyramide quia pour basale triangle AE G
et pour sommet le point H est égale alfa; pyra-

mide a pour base le triangle HKL
sommet le point z. donc les deux prismes délit

nous venons de parler sont plus grands les
deux pyramides qui ont pour bases leslltrian;
gles AEG, HKLlet pour sommets les. points
H : donc la pyramide totale-qui a pour base
le triangle ABC et pour sommet le point D a été

A divisée en deux pyramides triangulairesqégalevs

V etrsemblables entr’velles et semblables à. la py-

ramide totale et en deux. prismeségaux qui
B b i
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sont plus grands que la moitié de la pyramide ’

tetale ; ce qu’il falloit démontrer. -

PROPOSITION Iv;
THÉBRÈME.

Si Jeux pyramides triangulaires de même hauteur
sont divisées l’une et l’autre en Jeux pyramides

V égales entr’elles et semblables à la pyramide

totale et en deux prismes égaux , si ces nou-
velles pyramides sont divisées de la même ma-

nière et ainsi de suite, la base de l’une de ces
i pyramides sera à la base de l’autre pyramide

comme tous les prismes de l’une de ces pyra-
mides sont à un même nombre de prismes con-

» tenus dans l’autre pyramide.

Il Soient deux pyramides triangulaires de même

hauteur qui aient pour bases les triangles ABC ,
DEF (fig. 208) et pour sommets les points
G , H ;’que chacune de ces pyramides soit divi-ï
sée en deux pyramides égales entr’elles” et

semblahlès" aux pyramides totales et en deux
prismes égaux, que ces nouvelles pyramides
soient divisées de la même manière et ainsi
de suite : je dis que la base ABC’sera à la
base DEF comme tous les prismes centenus
dans la pyramide ABC G sont au même nombre
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de prismes contenus dans la pyramide DE FH.

. Puisque B0 est égal à 0C et AL égal à
LC, la droite AB sera parallèle à la droite 0L
(prop.2.6) , et le triangle ABC sera semblable
au triangle LOC (prop.4. 6). Le triangle DEF
sera semblable au triangle RXF , par, la.n1ê;ne
raison; et puisque la droite BC est doublerde
la droite-C0 et la’ droite EF donble aussi de
la droite FX, la droite BC serai, la droite GO
comme la droiteEF est à la droite PX. Mais
lesfig’ures rentilignes semblables et semblable-
ment posées ABC , LOC ont été décrites sur

les droites BG , CO , et les figures. rectilignes
semblables. et - semblablement -p95é"e.s D E F.,-
RXF ont été décrites sur les droites EF,- FX :

donc le «triangle ABC est au triangle LOC
commele triangle DEF est au triangle ’RQÇF

( prop. 22. 6) ,: et en échangeant les plans des
mOyens , le triangle ABC est au triangle DEF.
cOmme le triangle LOC est au triangle RXF.
Mais on démontrera plus bas que le triangle
LOC’est au triangleRXF nome le prisme.
qui a pour baseîle triangle L0 C opposé à-RMN

est au prisme qui a. pour base le triangle’RXF
opposé à STV,: donc, le triangle ABC. est au
triangle DEF comme le prisme qui-a pour base
le triangle LOC opposé àPMN est au prisme

a
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qui a pour base le triangle R’XF opposé à STV;

* et puisque les deux”prismes qui sont dans la
pyramide ABC G sont égaux emmena: et que les

deux prismesqui sont dans la pyramide DEFH
sont aussi égauxentr’eux , le prisme qui a peur
base le parallélogramme KLOB ”opposé à. la

droite MF sera au prisme. qui a pour base le
triangle LOC’oppose’ à PM’M’ comme le prisme

qui aïpour’base- le parallélogramme. EQRX
opposé à la droite ST est’au prisme qui a pour

basesle triangle RXF opposé à STV : donc ,
en ajoutant les conséquens aux antécédens
(propa I 5.15) ,Iles prismes KBOLMPÎ, LOCMNP
sont-au prisme L OCMN Pïoomme les prismes
QEXRST, 10’;st sont au’prilsme RXFSTV,
et enfin’enïéehangeant les placés des ïmôyens ,

q les primes K’BOL’PM; DOCPMN sont aux
Prismes Q’EXRST; ’ RXFSTV ïcOmme le

prisme L 0C M N P est au prisme RXFSTV.
Mais on a démontré’que; le prisme LOCMN P

s est au prisme rRXFSTV comme la base LOC
est à la bas’eRXFp etlcdmmetla base ABC est
à laibase’ DEF: donc lei triangle (ABC est au
triangle ’D E F" comme les deux prismes qui sont

dans la pyramide A BC G’ sont aux deux prismes

qui sent dansla pyramide DEFIH. Si nous par-
tageons de" la même manière les nouvelles pyra-
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milles; savoir les pyramides PMN-G, STVH , la
base PMN sera à la base STV comme les deux
prismes de la pyramide PMNG sontvaux deux
prismes de la pyramide STV H. EMais la base
PMN est à la base STV comme la base ABC
est à la bans DEsF : donc la base ABC est à la
base DEF comme les deux prismes de la pyra-
mide ABCG sont aux deux prismes de la py-
ramide DEFH, comme les deux prismes de la
pyramide PMNG sont aux deux prismesde la
pyramide STVH et comme les. quatre prismes
sont aux quatre prismes. .011 démontrera la
même chose pour tous les autres prismes qu’on

obtiendra par la division des pyramides AKLO
et DQBS, et en général de toutes: les pyra-
mides égales en nombre; ce qu’il falloit déL

montrer. " IV camus. Il aNous démontrerons. de la manière, suivante

que le triangle LOC est au triangle EX F
comme le prisme qui a pour base le triangle
L O C opposé à P MN; est le. prisme qui a pour

base le triangle RXF opposé à STV. ;, , . a .
Dans les mêmes figures imaginez des perpene-

diculaires menées des points G , H sur les plans
des triangles ABC , DE F. Ces perpendiculaires
seront égales eutr’elles, parce qu’on a supposé

5
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ces pyramides égales en hauteur. Puisque la
droite GC et la perpendiculaire menée du point
G sont coupées par les plans parallèles ABC ,
PMN, ces deux droites seront coupées-pro-
portionnellement ( prop. 1 1 . I 1 Or la droite
GC est coupée en deux parties égales au point

N par le plan P MN z donc la perpendiculaire
menée du point G sur le plan ABC est cou-
pée en deux parties égales par le plan PMN.
Par la même raison , la perpendiculaire menée

du point H sur le planhDEF est coupée en
deux parties égales par le plan STpV. Mais les
perpendiculaires menées des points G, H sur
les plans ABC , DEF sont égales entr’elles:
donc les perpendiculaires menées des triangles
PMN, STV sur les triangles ABC, DEF sont
égales entr’elles : donc les prismes quiont pour
bases les triangles LOC , BXF opposés à PMN ,1

STV sont égaux en hauteur : donc les parallé-
lipipèdes qui sont décrits sur les prismes égaux p

en hauteur dont nous venons de parler sont
entr’eux-pomme leurs bases, et il en sera de
même de. leurs moitiés, c’est-à-dire que les

liasesLOC , RXF seront entr’el-les comme les
prismes dont nous avons parlé ; ce qu’il falloit
démontrer.
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PROPOSITION V.
THÉORÈME.

Les gramides triangulaires qui ont la même
hauteur sont entr’elles comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
triangles ABC , DEF ( fig. 208) et dont les
sommets sont les points G, H aient la même
hauteur : je dis que la base ABC est à la bases
DEF comme la pyramide ABCG est à la pyra-
mide DEFH.

Car si cela n’est point , la base ABC sera à la

base DEF comme la pyramide ABCG est à’un

solide plus petit que la pyramide DEFH ou a
un solide plus grand. Supposons d’abord que la

base ABC soit à la base DEF comme la pyra-
mide AB C DH est à un solide plus petit et que
ce solide soit Y. Divisez la pyramide DEFH
en deux pyramides égales entr’elles et sembla-

bles à la pyramide totale, et en deux prismes
égaux ; les deux prismes seront plus grandsque
la moitié de la pyramide totale (prop. 5. 12).
Que les nouvelles pyramides obtenues par
cette division soient partagées de la même ma-
nière jusqu’à ce qu’on ait Obtenu de la pyra-

-mide DEFH certaines pyramides soient
4.
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plus petites que l’excès de la pyramide DEFH
sur le solide Y. Qu’on cherche ces pyramides,
et qu’elles soient par exemple DQRS, STVH,
les prismes restans de la pyramide DEFH seront
plus grands que le solide Y. Partagez sembla-
blement la pyramide ABCG en autant de par-
ties que la pyramide DEFH. La base ABC
sera à- la’base DEF comme les prismes de la

pyramide ABCG sont aux prismes de la pyra-
mide DEFH (prOp.4. 12); mais par suppo-
sition la base ABC est à la base DEF comme
la pyramide ABCG est au solide Y : donc la
pyramide ABCG est au solide Y’comme les
prismes de la pyramide ABCG sont aux prismes
de la pyramide DEFH, et en échangeant les
places des moyens , la pyramide, ABCG est aux
prismes qu’elle renferme comme le solide Y est

aux prismes de la pyramide DEF H. Mais la
pyramide ABCG est plus grande que les prismes
qu’elle: renferme : donc le A solide Y est plus

grand que les prismes que renferme la pyraè
.mide DEFH; mais, au contraire, il est plus
petit; ce ne peut être t: donc la base ABC
n’est point aile base DEF comme la pyramide

v ABCG est à un solide quelconque plus petit que
la pyramide DEF H. Nous démontrerons sen)-
blablementxque lanbase DEF n’est point à la base
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ABC comme la pyramide DEFH est à un
solide quelconque pluslpetit que la pyramide
ABCG. Je dis enfin que la base ABC n’est
point à la base DEF comme la pyramide ABCH

est à un solide plus grand que la pyramide
DEFH; car supposons , si cela est possible ,
que la base ABC soit à la base DEF comme la-
pyramide ABCG est à un solide quelconque
plus grand que la pyramide DEFH et que ce
solide soit Y. En mettant les antécédens àla
place des conséquens et les conséquens à la
place des antécédens , la base DEF sera à la
base ABC comme le solide Y est à la pyramide
ABCG. Mais le solide Y est à la pyramide ABCG

comme la pyramide DEFH est à un solide
quelconque plus petit que la pyramide ABCG ,
ainsi que cela a été démontré : donc la base

DEF est à la base ABC comme la pyramide
DEFG est à un solide quelconque plus petit
que la pyramide ABCG, ce qui est absurde i;
donc la base ABC n’est point à la base DEF
comme la pyramide ABC G est à un solide quel-

conque plus grand que la pyramide DEFH.
Mais on a démontré que la base ABC n’est point

à la base DEF comme la pyramide ABCG est
à un solide quelconque plus petit que la pyra-
mide DEFH : donc la base ABC est à la base
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DEF comme la pyramide ABCG est à la p’.
ramide DEF H.

Doue les pyramides triangulaires ont
la même hauteur sont entr’elles comme leurs
bases; ce qu’il falloit démontrer;

PROPOSITION V1.
THÉORÈME.

Les pyramides qui ont la même’hauteur et qui

ont des polygones pour bases sont enfielles
comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
polygones ABCDE , FGHKL (fig. 209) et

. dont les sammets sont les points M, N aient la
même hauteur : je dis que la base ABC DE est à

la base FGHKL comme la pyramide ABCDEM
est à la pyramide FGHKL N.

Partagez la base ABCDE en triangles et que
’ces triangles soient ABC, ACD, ADE; par-
tagez aussi la base FGHKL en triangles et que
ces triangles soient FGH , FHK, FKL, et sup-
posons que chacun de ces triangles soit la base
d’une pyramide qui ait la même hauteur que
les deux pyramides qu’on avoit d’abord. Puisque

le triangle ABC est au triangle ACD comme
la pyramide ABCM est à la pyramide ACDM
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( prop. 5. in) , si l’on ajoute les conséquens
aux antécédens, le quadrilatère ABCD sera au

triangle AC D comme la pyramide ABCDM est
à la pyramide ABCM (prop. 18. 5); mais le
triangle ACD est au triangle ADE comme la
pyramide ACDM est à la pyramide ADEM: I
donc la base ABC D sera à la base ADE comme

’ la pyramide ABC DM est à la pyramide A DE M

( prop. 2.2. 5) : donc en ajoutant les conséquens
aux antécédens , la base AB C DE sera à la base

ADE comme la pyramide ABCDE’M est à la
pyramide ADEM. Par la même raison , la base
FGHKL est à la base FKL comme la pyra-
mide FGI-IKLN est à la pyramide FKLN; et
puisque ces deux pyramides triangulaires ont la
même hauteur, la base ADE sera à la base FKL

comme la pyramide ADE M est à la pyramide
t FKLN : donc puisque la base ABCDE est à

la base ADE Comme la pyramide ABCEM est
à la pyramide ADEM , et que la base ADE est
à la baSe FKL Comme la pyramide ADEM est
«à la pyramide FKLN , la base ABCDEtsera à la

base FKL comma la pyramide ABCDEM est
à la pyramide FKLN (prop. 22. 5); mais la
base FKL est à la base FGH KL comme la py-
ramide FKLN est à la pyramide FGHKLN:
donc la base ABCDE est à la base FGHKL



                                                                     

596 ÉLÉMENS
comme la pyramide ABCDEM est à» la pyra-
mide FGHKL M.

Donc les pyramides qui ont la même hau-
teur et dont les bases sont des polygones sont
entr’elles comme leurs baSes; ce qu’il falloit

démontrer. i
PROPOSITION VIL

THÉORÈME.

Tout prisme triangulaire peut se diviser en trois
pyramides triangulaires égales entr’elles.

Soit un prisme dont la base soit le triangle
ABC opposé au triangle DEF (fig. 210) : je
dis que le prisme ABCDEF peut être partagé
en trois pyramides triangulaires égales entre
elles.

Menez les droites BD , EC, CD. Puisque
la figure ABED est un parallélogramme dont
BD est la diagonale , le triangle ABD sera égal ,

fan triangle EDB (prop. t) : donc la pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale à la pyramide qui
a pOur base le triangle E DE et pour sommet le
point C ( prop. 5’. l12); mais la pyramide qui a

pour base le triangle EDB et pour sommet le
point C est égale à la pyramide qui a pour base
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le triangle EBC et pour sommet le point D,
car elles sont comprises dans les mêmes plans:
donc la pyramide qui a pour base le triangle
ABD et pour sommet le point C est égale à la

pyramide qui a pour base. le triangle EBC et
pour sommet le point D. De plus, puisque la
figureaFC DE est un parallélogramme a pour
diagonale la droite CE, le triangle EC F est égal
au triangle CBE Ç prop. 54. i) : donc la pyra-
Initie, qui a pour base le triangleBEC et pour
sommet le point est égale à la pyramide
a pourz base le triangle Flet’ pour sommet
le pointD(prop. 5. r t). Mais on a démontré que
la pyramiderquita pour base le triangle B C E et
PquâPQIPFPFt la P9îm D estérifie à la pyra-

midequi aponr base le triangle ABD et pour
sommet leipoint C g donc la pyramide ’qui a peur

base le triangle C EF et pour sommet le point D
est égale à la pyramide qui a pour base le trian-

gle ABD et pour sommet le point C : donc le
prisme ABCDEF a été partagé en trois pyra-

mides triangulaires égales entr’elles. La pyra-

mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale à la pyramide qui
a pour base’letriangle CAB et pour. sommet
le point D, car ces pyramides sont comprises
sous les mêmes plans; mais-op a démontré que



                                                                     

598 É L M E N s
la pyramide qui a pour base le triangle. ABD et
pour sommet le point C est la troisième partie
du prisme a pour base le triangle ABC op
posé au triangle DEF : donc la pyramide a
pour base le triangle ABC et pour sommet le
point D est la troisième partie d’un prisme
a la même base , savoir , le triangle ABC opposé

au triangle DEF; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE. r
Il suit manifestement de la queztoute’pyra-s

mide est la troisième partie d’un prisme qui a
la même base et la même hauteur; car une des

a bases du prisme étant une figure rectiligne quel-l
conque, la base opposée sera une figure égale
et semblable, et ce prisme pourra être divisé en

prismes qui auront des bases triangulaires et
dont les bases opposées seront des triangles.

PROPOSITION VII’I.

I n, THÉORÈME.
Les pyramides semblables. qui, ont des bases triait-t

gulaire: sont entr’elles en raison triplée leur:
côtés homologues.

Soient deux pyramides semblables let sem-
blablement placées qui aient pour bases des

triangles ABC , DEFffig. ni r) et pour sommets
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les pointsG, H : je dis que les pyramides ABCG,
DEFH sont entr’elles en raison triplée des côtés

BG, EF. hAchevez les parallélipipèdes BGML, EHQP.

Puisque la pyramide ABCG est semblable à la
pyramide DE FH , l’angle ABC sera égal à l’au-

gle DEF (défi 9. x r), l’angle GBC égal à l’an-

gle HEF, l’angle ABG égal à l’angle DEH et

AB sera à DE comme BC est) EF et Comme
BG est à EH : donc. puisque AB est à DE
comme BC est à EF et que les côtés placés
autour d’ angles égaux sont proportionnels , le.

parallélogramme BM sera semblable au paral-I
lélogramme Par la même raison , le paral-’
lélogramme BN sera semblable au parallélof
gramme ER et le parallélogramme B’K sembla-

ble au parallélograim’neEO : donc les trois pa-

rallélogrammes EM., KB , BN sont semblables
aux trois parallélogrammes EQ , E0 ,I ER’; mais

les trois parallélogrammesMB , BIS, BN sont
égaux. et semblables aux trois parallélogrammes.
opposés et les trois parallélogrammes E QKE 0,,

ER som missi égaux et semblables-aux trois
parallélogrammes Opposésy(prop. 24. r 1): donc

les parallélipipèdes BGM L, EHQP sont com-
pris dans des plans semblables et égaux en nom-
bre : donc le parallélipipède BAGML «est sem-
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blable au parallélipipède EHQP (défi 9. r r ).

Mais les parallélipipèdes semblables sont entre
eux en raison triplée de leurs côtés homologues

(pr. 55. r t) z donc les parallélipipèdes BG M H ,

EHQP sont entr’eux en raison triplée des
côtés homologues BG, EF; mais le paralléli-

pipède BGML est au parallélipipède EHQP
comme la pyramide ABCG est à la pyramide
DEFG (prop. 15.5), car une pyramide est la
sixième partie d’un parallélipipède, puisqu’un

prisme triangulaire qui est la moitié d’un paral-

lélipipède estîtriple d’une pyramide : donc les

pyramides ABC’G, DEFH sont entr’elles-en
raison-triplée des côtés’BC , EF; ce qu’il falloit

démontrer. ’ ’ 1 ’

(zonoit. A 1 un.
p Delà il suit évidemment que les pyramides
semblables ont des polygones pour bases
sont entr’elles en raison triplée de leurs-côtés

homologues; tout ces. pyramides peuvent être
divisées en pyramides triangulaires , puisque-les

polygones semblables qui sont les bases de ces.
pyramides peuvent être divisés en un même
nombre de triangles semblables entr’eux et pro-
portionnels à ces polygones : donc une des pyra-g
mides triangulaires contenue dans la première



                                                                     

D’EUCLIDE. 4m
pyramide est à une autre des pyramides triangu-
laires contenue dansla seconde pyramide comme
la somme de toutes les pyramides triangulaires
contenues dans la première pyramide est à la
somme de toutes les pyramides triangulaires
contenues dans l’autre pyramide, c’est-à-dire

comme une des pyramides a pour base un
polygone est à l’autre pyramide qui a aussi pour

base un polygone. Mais les pyramides triangu-
laires semblables sont entr’elles en raison tri-
plée de leurs côtés homologues : donc les pyra-

mides semblables qui ont pour bases des poly-
gones sont entr’elles en raison triplée de leurs
côtés homologues.

PROPOSITION Ix.’
THÉORÈME.’

Les bases des pyramides égales qui ont des hases
triangulaires sont réciproquement proportion-
nelles aux hauteurs de ces pyramides ; et les
pyramides triangulaires qui ont des bases réci-
proquement proportionnelles à leurs hauteurs

sont elles.
I Soient deux. pyramides égales qui aient les

bases triangulaires ABC , DEF (fig. a in) et dont
les-sommets soient lespoints G, H : je dis que

C c
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les bases des pyramides ABCG, DEFH sont réci-

proquement proportionnelles aux hauteurs de
ces pyramides, c’est-à-dire que la base ABC est

à la base DEF comme la hauteur de la pyra-
mide DE FH est à la. hauteur de la pyramide
ABCG.

Achevez les parallélipipèdes BGML , EHQP.

Puisque la pyramide ABCG est égale à la py-
ramide DEFH , que le parallélipipède BGML’

est sextuple de la pyramide ABCG et que le
parallélipipède EHQP est aussi sextuple de la
pyramide DEF H, le parallélipipède BGML"
sera égal au parallélipipède EHQP (pr. 15.5).
Mais les bases des parallélipipèdes égaux sont

réciproquement proportionnelles aux hauteurs
de ces parallélipipèdes ( prop. 54. 1 1) : donc la

base BM est à la base EQ comme la hauteur du
parallélipipède EHQP est à la hauteur du pa-
rallélipipède BGML. Mais la base B M est à la

base EQ comme le triangle ABC est au triangle
DEF : donc le triangle ABC est au triangle DEF
comme la hauteur du parallélipipède EHQP
est à la hauteur du parallélipipède BGML. Mais

la hauteur du parallélipipède E H Q P est la
même que la hauteur de la pyramide DEFH,
et la hauteur du parallélipipède BGM L est la
même que la hauteur de la pyramide ABCG :
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donc la base ABC est à la base DEF comme
la hauteur de la pyramide DEFH est à la hauteur
de la pyramide ABCG : donc les bases des py-
ramides ABCG, DEFH sont réciproquement
proportionnelles à leurs hauteurs.

Si les bases des pyramides ABCG , DEFH
sont réciproquement proportionnelles à leurs
hauteurs, c’est-à-dire que si la base ABC est à

la base DEF comme la hauteur de la pyramide
DEFH est à la hauteur de la pyramide ABCG :
je dis que la pyramide ABCG sera égale à la

pyramide DEFH. r
Faites la même construction. Puisque la base

ABC est à la base DEF comme la hauteur de
la pyramide DEFH est à la hauteur de la py-
ramide ABCG et que la base ABC est à la base
DEF comme le parallélogramme BM est au
parallélogramme EQ , le parallélogramme BM
sera au parallélogramme EQ comme la hauteur
de la pyramide DEFH est à la hauteur de la
pyramide ABCG. Mais la hauteur de la pyra-
mide DEFH est la même que la hauteur du
parallélipipède EHQP, et la hauteur de la pya
rmide ABCG est la même que la hauteur du
parallélipipède BGML : donc la base BM est
à la base EQ comme la hauteur du parallélipi-a
pède EHQP est à la hauteur du parallélipipède

a
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BGML; mais les parallélipipèdes qui ont leurs
bases réciproquement proportionnelles à leurs
hauteurs sont égaux entr’eux (pr. 54. 1 1): donc

le parallélipipède BGML est égal au parallé-

lipipède EHQP. Mais la pyramide ABCG est
la sixième partie du parallélipipède BGML et

* la pyramide DEFH est aussi la sixième partie
du parallélipipède EHQP : donc la pyramide
ABC G est égale à la pyramide DEFH.

Donc les bases des pyramides égales qui ont
des bases triangulaires sont réciproquement
proportionnelles aux hauteurs de ces pyra-
mides; et les pyramides triangulaires qui ont
des bases réciproquement proportionnelles à
leurs hauteurs sont égales entr’elles; ce qu’il

falloit démontrer.

PRgOPOSITION X.
T n 1’: o a un a.

Un cône est la troisième partie d’un qflindre qui

a. la même base et une hauteur
Qu’un cône ait la même base qu’un cylindre ,

savoir, le cercle ABCD 215) et une hau-
teur égale : je dis que ce cône est’l’a troisième

partie de ce cylindre. t
Car si le cylindre n’est pas le triple du cône , il



                                                                     

D’EUCLIDE. 405
sera plus grand que le triple ou plus petit; sup-
posons d’abord qu’il soit plus grand que le tri-

ple. Décrivez dans le cercle ABCD le. quarré.
ABCD; le quarré ABC D sera plus grand que la
moité du cercle ABC D. Sur le quarré ABCD
élevez un prisme qui ait la même hauteur que

le cylindre; ce prisme sera plus grand que la
moitié du cylindre; parCe’qu’e si l’on circonsa’

crit un quarré au cercle ABCD, le quarré ins-
crit sera la moitié du quarré eirCOnSCrit ;’ mais

les parallélipipèdes , c’est-’à-dire les prismes"

élevés sur ces bases a ont la même hauteur :’

donc ces prismes sont entr’eux comme leurs
bases : doucie" prisme élevé sur le quarré ABCD
est la moitié du prisme "élevéïsrir le (amateur.

conscrit au cercle A’B C D ; niais le cylindre est
plus petit que le prisme élevé ’Sur le quarré cir-

conscritau cercle ABC D: donc le prisme élevé,
sur le quarré ABCD , qui a une. hauteur égale à

celle du cylindre , est plus grand que la moitié
du cylindre. Partagez les ares AB, BC , CD, DA
en deux parties égales aux points E, F, G, H,
et menez les droites AE , ’EB , BF,4FC, CG,

GD, DH , HA; chacun des triangles AEB ,
BFC , CGD , ’DHA sera plus grand que le demi-
segment du cercle’où il’est placé , comme nous

l’avons démontré plus haut (prop. a. 1 a ) ; sur

5
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"chacun de ces triangles élevons des prismes
aient une hauteur égale à- celle du cylindre;
chacun de ces. prismes sera plus grandtque la
moitié du segment respectif du cylindre , parce
que si par, les points E , F , G, H on mène des
parallèles aux droites AB , BC, CD, DA, et si
sur: les droitesyAB , BC , C D , DA et si entre ces
parallèles on construit des parallélogrammes sur
lesquels on élève des parallélipipèdes qui aient

la même hauteur que le cylindre ., les prismes
qui aurOnt pour bases les triangles AEB, BF C ,
ÇGP, DHA seront les mqitiés de chacun de
ces parallélipipèdes. Mais les segmens du cylin-

drezsont plus petits que, ces parallélipipèdes :
donc les prismes qui ont pour bases les triangles
, BFC, CGD, DHA sontjrplus grands que les
moitiés des segmens respectifs du cylindre. Par-
tageons les arcs restans en deux parties égales,
joignons leurs extrémités par des droites, sur
chacun de ces triangles élevons des prismes qui
aient la même hauteur que le cylindre, et con-
tinuons de faire la même chose jusqu’à ce qu’il

reste certains segmens du cylindre qui soient
plus petits que l’excès du cylindre sur le triple

du cône ( prop. 1 . 10 Supposons que les seg-
mens restans du cylindre soient AE, EB, EF,

. FC, CG, GD, DH, HA; il est évident que le
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prisme restant qui a pour base le polygone
AEBF CGDH et qui a la même hauteur que le
cylindre sera plus grand que le triple du cône;
mais le prisme qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a la même hauteur que
le cylindre, esttriple de la pyramide a pour
base le polygone AEB FC G DH et qui a le
même sommet que le cône ( prop. 7. 12) :,
donc la pyramide qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a le’même sommet que
le cône est plus grande que le cône qui a pour.
base le cercle’ABCD; mais au contraire la py-r
11amide est plus petite , car le cône comprend la,
pyramide; ce qui est impossible : donc le cylin-,
dre n’est pas plus grand que le triple du cône. ,

Je dis à présent que le cylindre n’est pas plu;

petit que le triple du cône; car s’il pouvoit arriq

ver que le cylindre fût moindre que le triple
du cône , le cône seroit plusgrand que la troi-
sième partie du cylindre. Dans le cercle ABCD
décrivons le quarré ABCD; .le quarré ABCD

sera plus grand que la moitié du cercle ABCD.
Sur le quarré ABCD élevez une pyramide qui
ait le même sommet que le cône , cette pyra-
mide sera plus grande que la moitié du cône ;
parce que si nous circonscrivons un quarré au
cercle ABCD, le quarré ABCD sera la moitié

4
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. du quarré circonscrit à ce cercle , ainsi que nous

l’avons démontré; et si sur ces quarrés nous

élevons des parallélipipèdes , c’est-à-dire des

prismes, celui qui sera élevé sur le quarré ins-

crit dans le cercle sera la moitié du prisme élevé

. Sur le quarré circonscrit, car ces parallélipipèdes

sont entr’eux comme leurs bases (prop. 52. I 1);

mais leurs troisièmes parties sont aussi entre
elles comme leurs bases : donc la pyramide
qui a pour hase le quarré ABC D est la moitié

de la pyramide a pour base le quarré cir-
conscrit au cercle. Mais la pyramide élevée
sur le quarré circonscrit au cercle est plus
grande que le cône, car elle le comprend:
donc la pyramide qui a pour base le quarré
ABC D et qui ale même sommet que le cône
est plus grand que la moitié du cône. Par-
tagez les arcs AB, BC, CD, DA en deux par-
ties égales aux points E , F, G, H , et menez les

droites AE, EB, BF, FC, CG, GD, DH, HA.
Chacun des triangles AEB, BFC, CGD, DHA
sera plus grand que la moitié du segment res-
pectif du cercle ABCD; sur chacun des trian-
gles AEB, BFC, CHD, DHA élevez des py-
ramides qui aient le même sommet que le cône;

chacune de ces pyramides sera plus grande que
la moitié du segment respectif du cône. Par-
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lugeons les arcs restans en deux parties égales ,
et joignons leurs extrémités par des droites; sur

chacun de ces triangles élevons une pyramide
qui ait ’le même sommet que. le cône et conti-

nuons de faire la même chose; il restera enfin
certaines portions de cône qui seront moindres
que l’excès ducône sur la troisième partie du

cylindre (prop. I; Io). Qu’on ait ces portions
restantes du cône et qu’elles soient celles qui

ont pourbases les segmens AE , EB , BF ,
FC, CG, GD, DH, HA. La pyramide res-
tante qui a pour base le polygone AEB FCGDH
et qui a le même sommet que le cône est plus
grande que la troisième partie du cylindre.
Mais la pyramide qui a pour: base le polygone
AEBFCGDH et qui a le même sommet que
le cône , est la troisième partie du prisme qui
a pour base le polygone AEBFCGDH et qui
a la même hauteur que le cylindre (pr. 7. 12):
donc le prisme a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a la même hauteur que le
cylindre est plus grand que le cylindre qui a
pour hase le cercle ABC D; mais le prisme est
au contraire plus petit que le cylindre, car le
cylindre comprend ce prisme ; ce qui est impos-
sible : donc le cylindre n’est pas plus petit que l
le triple du cône; mais on a démontré qu’il
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n’est pas plus grand que le triple : donc le cy-
lindre est le triple du cône et par conséquent
le cône est la troisième partie du cylindre.

Donc un cône est la troisième partie d’un

cylindre qui a la même base et une hauteur
égale; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI.
THÉORÈME;

Les cônes et les cylindres. qui ont lqmëme hauteur
sont entrf’euæ comme leurs bases.

Que les cônes et,les cylindres dont les hases
sont les cercles ABCD , EFGH (fig. 214),
dont les axes sont les droites KL , M N , et dont
les diamètres des bases sont les droites AC, EG
aient la même hauteur : je dis que le cercle
ABCD sera au cercle EFGH comme le cône

AL est au cône EN. ï
Car si cela n’est point , le cercle AB CD sera

au cercle EFGH comme le cône AL sera à un
solide quelconque plus petit ou plus grand que
le cône EN. Que le cercle ABC D soit d’abord

au cercle EFGH comme le cône AL est au
solide plus petit que le cône EN; que ce solide
soit O , et que l’excès du cône EN sur le solide
O soit égal au solide Z , le cône EN sera égal aux
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solides 0, Z. Dans le cercle EFGH décrivons le
quarré EFGH; ce quarré sera plus grand que la
moitié. de ce cercle. Sur le quarré EFGH élevons

une pyramide qui ait la même hauteur que le
cône. Cette pyramide sera plus grande que la
moitié du cône ; car si nous décrivons un quarré

autour du cercle EFGH, et si sur ce quarré nous
élevons une pyramide qui ait la même hauteur
que le cône , la pyramide inscrite sera la moitié

de la pyramide circonscrite , parce que ces py-
ramides sont comme leurs bases (prop. 6. l a);
mais le cône est plus petit que la pyramide cir-
conscrite z donc la pyramide qui a pour base le
quarré E F G H et qui a le même sommet que le
cône est plus grande que la moitié du cône. Para

tageons les arcs EF , FG, GH, HE en deux parties
égales aux points P , Q , R; S , et menons les
droites HP, PE, EQ, QF, FR, BG, GS, 5H;
chacun des triangles H P E , E Q F, F R G , G S H
sera plus grand que la moitié du segment respec-

tif du cercle. Sur chacun des triangles HPE,
EQF, FRG, GSH élevons une pyramide qui ait
la même hauteur que le cône; chacune de ces
pyramides sera plus grande que la moitié du seg-

ment respectif du cône. Si donc nous partageans
en deux parties égales les arcs restans et si nous
joignons les extrémités de ces arcs par des



                                                                     

4m ÉLÉMENS
droites , et si sur chacun des triangles nous
élevons des pyramides aient la même hau-
teur que le cône , et si nous continuons de faire
la même chose , il restera enfin certains seg-
mens du cône qui seront plus petits que le
solide Z (pr. 1 . 10). Supposons que l’on ait ces

segmenset que ces segmens soient ceux ont
pour bases les segmens circulaires HP, PE, EQ ,
QF, FR, BG, GS, SH. La pyramide restante
qui a pour base le polygone H P E Q FRG S et qui
a la même hauteur que le cône sera plus grande
que le solide O. Dans le cercle ABCD décrivons

un polygone DTAVB XCY qui soit semblable
au polygone H P E Q F R G S et semblablement
placé , et sur le polygone DTAVBXC Y élevons

une pyramide qui ait la même hauteur que le
cône AL. Puisque le quarré de AC est au quarré

de E G comme. le polygone DTAVBXCY est au
polygone HPEQFRGS (pr. 20.6, pr. 1 . 1 2) , et
que le quarré de AC est au quarré de EG comme

le cercle ABCD est au cercle EFGH (pp: 2. l 2) ,
le cercle ABC D sera au cercle E F GH comme
le polygone D T AV B X C Y est au polygone
HPEQFRGS (prop. r 1 . 5 Mais par suppo-
sition le cercle ABC D est au cercle EFGH
comme le cône AL est au solide O, et le poly-
gone DTAVBXCY est au polygone HPEQFRGS
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comme la pyramide qui a pour base le polygone
DTAVBXCY et pour sommet le point L est à la
pyramide qui a pour base le polygone HPEQFGS
et pour sommet le point N (prop. 6. 1 a) : donc
le cône AL est au solide O comme la pyramide
qui a pour base le polygone DTAVBXCY et
pour sommet le point L est à la pyramide qui
a pour hase le polygone HPEQFRGS et pour
sommet le point N : donc en échangeant les
plans des moyens , le cône AL est à la pyra-
mide qui lui est inscrite comme le solide O
est à la pyramide inscrite dans le cône EN.
Mais le cône AL est plus grand que la pyra-
mide qui lui est inscrite : donc le solide O est
plus grand que la pyramide qui est inscrite dans
le cône EN ; mais le solide O est au contraire
plus petit que la pyramide inscrite dans le cône
EN , ce qui est une absurdité : donc le cercle
ABCD n’est point au cercle EFGH comme le
cône AL est à un solide quelconque plus petit
que le cône EN. On démontrera semblable-
ment que le cercle EFGH n’est point au cer-
cle ABCD comme le cône EN est à un solide
quelconque plus petit que le cône AL.

Je dis à présent que le cercle ABCD n’est point

au cercle EFGH comme le cône AL est à un
solide quelconque plus grand que le cône EN.
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Supposons que cela soit possible et que le cer-
cle ABC D soit au cercle E FGH comme le
cône AL est à un solide plus grand que le cône

EN et que ce solide soit O. Mettons les con-
séquens à la place des antécédens et les antécé-

dens à la place des conséquens , le cercle EFGH

sera au cercle ABC D comme le solide O est au
cône AL. Mais le solide O est au cône AL
comme le cône EN est à un solide quelcon-
que plus petit que le cône AL : donc le cercle
EFGH est au cercle ABCD comme le cône
EN est à un solide plus petit que le cône AL;
ce que nous avons démontré impossible : donc

le cercle ABCD n’est point au cercle EFGH
comme le cône AL est à un solide quelconque
plus grand que le cône EN. Mais on a démon-
tré que le cercle ABCD n’est point au cercle
EFGH comme le cône AL est à un solide plus
petit que le cône EN z donc le cercle ABCD
est au cercle EFGH comme le cône AL est
au cône EN. Mais un cône est à un cône comme

un cylindre est à un cylindre , car un cylindre
est le triple d’un cône (pr0p. 10. 12) : donc
les cercles ABCD, EFGH sont entr’eux comme

les cylindres qui ont ces cercles pour bases et
qui ont des hauteurs égales à celles des cônes.

V Donc les cônes et les cylindres ont la
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même hauteur sont entr’eux comme leurs bases;

cc qu’il falloit démontrer. t

PROPOSITION X11.
THÉORÈME.

Les cônes et cylindres semblables sont entrent
en raison triplée des diamètres de leurs bases.

Que les cônes et les cylindres qui ont pour
bases les cercles ABCD, EFGH 215) ,
pour diamètres de leurs bases les droites BD,
FH et pour axes les droites KL, MN soient
semblables entr’eux : je dis que le cône a
pour base le cercle ABCD et pour sommet le
point L , est au cône qui a pour base le cercle
EFGH et pour sommet le point Ni en raison
triplée de BD à FH.

Car si le cône ABCDL n’est point au cône
EFGHN en raison triplée du diamètre BD au
diamètre FH , le cône ABC DL sera à un solide

quelconque plus grand ou plus petit que le
cône EFGHN en raison triplée du diamètre
BD au diamètre FH. Supposons d’abord que
le cône ABCDL soit à un solide O plus petit que
le cône EFGHN en raison triplée du diamètre

AD au diamètre FH; dans le cercle EFGH
décrivons le quarré EFGH; le quarré EFGH
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sera plus petit que la moitié du cercle EFGH.
Ensuite sur le quarré EFGH élevez une pyra-

mide qui ait la même hauteur que le cône;
cette pyramide sera plus grande que la moitié
du cône. Partagez les arcs EF, FG, GH, HE
en deux parties égales aux points P, Q , R, S,
et menez les droites EP, PF, FQ, QG , GR,
EH, HS, SE; chacun des triangles EPF,
FQG, GBH , HSE sera plus grand que la
moitié du segment respectif du cercle EFGH.
Sur chacun de ces triangles élevez des pyra-
mides aient le même sommet que le cône;
chacune de ces pyramides sera plus grande que
la moitié du segment respectif du cône. Si nous

partageons les arcs restans en deux parties
égales , si nous joignons les extrémités de ces

arcs par des droites et si nous élevons sur cha-
cun de ces triangles des pyramides qui aient le
même sommet que le cône et si nous conti-
nuons de faire la même chose, il restera enfin
certains segmens de cône qui seront plus petits
que l’excès du cône EFGHN sur le sclide O
(prop. 1 . 10). Supposons que l’on ait ces Seg-

mens , que ces segmens soient ceux qui sont
élevés sur les segmens circulairrsEP, PF, FQ ,

QG, GK, EH, HS, SE, la pyramide restante
qui a pour base le polygone EPFQGBI-IS et
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pour sommet le point N sera plus grande que
le solide O; dans le cercle ABC D décrivez un
polygone ATBVCXDY qui soit semblable au
polygone EPFQGRHS et semblablement placé.
Sur le polygone ATBVC XDY élevez une py-
ramide qui ait le même sommet que le cône;
que LBT soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
ATBVCXDY et dont le sommet est le point L ,
que NFP soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
EPFQGRHS et dont le sommet est le point
N, et enfin menez les droites KT, MP. Puis-
que le cône ABCDL est semblable au cône
EFGHN, la droite BD sera à la droite FH
comme l’axe KL est à l’axe MN (défi 24. 1 1);

mais BD est à FH comme BK est à FM : donc
BK est à FM comme KL est à MN : donc en
échangeant les plans des moyens , B K sera à KL

comme FM est à MN. Mais les angles BKL,
FMN sont égaux parce qu’ils sont droits , et ces,

angles égaux sont compris par des côtés propor-

tionnels : donc le triangle BKL est semblable au
triangle FMN ( prop. 6. 6). De plus, puisque
la droite BK est à la droite ET comme la droite
FM est à la droite MP et que ces droites com-
prennent les angles égaux ’B KT, FMP, car la

D d
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portion des quatre angles droits placéstau celle.
tre H que comprend l’angle BKT est la même
portion des quatre angles droits placés au cen-
tre M que comprend l’angle FMP : donc puis-.
que les côtés qui comprennent les angles égaux

BKC, FM P sont pr0portionnels, le triangle.
BKT est semblable au triangle FM P (prop.6.6)..
De plus, puisqu’on a démontré que BIS est à

KL comme FM est à MN , et à causelque BK
est égal à KTlet FM égal à MP , ladroite KT)

sera à la droite KL comme PM est à MN. Mais
les côtés qui comprennent les angles droits
T KL , P M N sont proportionnels : donc le
triangle LKT est semblable au triangle NMP.
Mais à cause de la similitude des triangles
BKL, FMN la droite LB est à la droite BK
comme la droite NF.est à la droite FM , et
à cause de la similitude des triangles BIST,
FMP la droite KB est à la droite BT comme
la droite MF est à la droite FP: donc la droite
LB est à la droite BT comme la. droite N F est à

la droite FP (prop. 22. 5). De plus , à. cause
de la similitude des triangles LT K, N PM la
droite LT est à la droite TK comme la droite
NP est à la droite PM , et à cause de la simi-
litude des triangles KBT , PMF la droite KT-
est à la droite TB comme la droite MP est à, la
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TB connue la droiteN P est à la. droite PF .t Mais
on a démontré que T B est à BL comme P Fest

à FN : donc TL est à LB comme PN est à NF;
. donc les côtés des triangles LTB , NPF sont

proportionnels donc les triangles LTB, NPF
sont équiangles et par conséquent semblables
entr’eux (prop. 5. .6) : donc la pyramide qui a
pour base le triangle BKT et pour sommet le
point L est semblable à la pyramide a pour
base le triangle FMP et pour sommet le point N
(défi 9. 1 x); car ces deux pyramides sont com-
prises sous des plans semblables et égaux en
nombre; mais les pyramides semblables qui ont
des basesatriangulaires sont entr’elles en raison
triplée de leurs côtés homologues (prop.,8. 1 2):

donc les pyramides B KT L , F M P N sont entre
ellesen raison triplée desdroites BK, FM. Si
nous menons des droites des points A, Y, D,
X, C, V au point Ket des points E, S, H, R,
G , Q au point M , et si sur les triangles que ces
droites forment avec les côtés des polygones
inscrits nous élevons des pyramides qui aient
les mêmes Sommets que le cône, nous démon-

trerons semblablement que chaque pyramide
du polygone ATBVCXDY est à chaque pyra;
mide du polygone EPFQGBHSen raison triplée ü

2
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du côté BIS au côté homologue FM, destin-dire

du diamètre B D au diamètre FH. Mais un seul
des antécédens est à un seul des conséquens

comme tous’les antécédens sont à tous les con-

séquens (prop. 1 a. 5) : donc la pyramide BKT L

est à la pyramide FMPN comme la pyramide
totale quia pour base le polygone ATBVCXDY
et pour sommet le pointL est à la pyramide totale

qui a pour base le polygone EPFQGRHS et
pour sommet le pointN :donc la pyramide a
pour base le polygone ATBVXDYet poursommet

le point L est à la pyramide a pour base le
polygone EPFQGRHS en raison triplée du dia--
mètre BD au diamètre FH. Mais on a supposé

que le cône qui a pour base le cercle ABCD
et pour sommet le point L est au solide ’0 en
raison triplée de BD à FH : donc le cône qui

a pour base le cercle ABCD et pour sommet
le point L est. au solide O comme la pyramide
qui a pour base le polygone ATBVC XDY et
pour sommet le point L est à la pyramide
a pour base le polygone EPFQGBHS et pour
sommet le point N : donc, en échangeant les
places des moyens (pr0p. 16. 5) , le cône
a pour base le cercle ABCD’et "pour sommet
le point L est à la pyramide qui a pour base le
polygone ATBVCXDY et pour sommet le
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pointN. comme le solide O.’est à la pyramide.
qui à pour base le polygone»E;P FQGBHS et.
pour sommet les point :N...-.Mais le Icône qui a.
pourbase le cercle ABCDev pour sommet le.
poilai-,14 est grand? que la pyramide ins-
aimera: la 9611.6 la comprend : donc le solideo
gurus candîtes. le pyramide qui a Pour base
kimsîygonsnfisBEQGëHâ «et-pouf 50mmet le,

peint liserais: au comme se." solide l est Pl!!!
Psütflue,cettézpymnüslszà.cs qui-est impossible a

donc lq cône amour, base. le cercle ABCD
QJPÇËW :spmmet le point. .L..n’esti point: à» un

Solide quelconque plus petit nue-Je cône qui:
a, pour, base. le sarcle EFGHz et pour; Sommet
lapoint, N. .:en,rraîspn triplée. de..BD.à FH.,
Nous démontrerpins.œmblablementqtte le cône

EFG HN n’est4.point li un solide,,rp1elcqnquq
pïusipetît. Cincle côneABCDL.,euraiâan triplés.

de F H â.B-D- Je diserfin que lasses. ABC: DH.
n’est point à» monda sedum. plus aussi
mais 0.61m EFGIz1.N. en trissasses?- de au.
à FH; car s’il peut aqiverquç’ laçage-,43 Ç, QL,

soit? à 891M? 9v. plus » grevai. ses. le. cône

EEGfiNaeu, raison:.triplés..de.BR.à F215 ses
mettant les conséquens Herbes des. almée
cédens et les antécédens à la placettes consé-

quens , le solide O sera au com: AB C DL
:5
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en raison triplée de FH à; BD; Mais le solide O

éSt au cône ABCDL comme le cône EFGHN)

est à un solide plus petit que le cône ABCDL:
donc le’ cône EFGHN’est a un’solid’e quel-i

conque plus petit que le’cône’ABCDLi en irai-
son triplée de FH à B D ,’ce qui a été démontré

impossible : donc le cône ABGDiLin’est point
sans solide quèlcônque plus grand (pibale Icône
EFGHN en raison triplée de’BD sur; me
on’adémntré que le cône ABÇDDn’èstëpblnt

i’ùn’sôlide quelconque ptùszlierînjue le cône

EFGH-N en raisonëtriplé-e de BD à" PH same
leucône’A a c n L est au. cône E r c H N en

raisonttriplée de BD 2; FII ,1 mais tin cône est à.
un entré cône- c’dmine’ nazey’lindre’ eSt*ïàiuii

sans cynisme; essayistes qui au
Base qu’un catirent une hauteur égale les: triplé

de .eétcôfiè’fpnisrfiilon’ a démontré qu’un mais

èst il; tioîflâmài granité? du. apatite-"qu; î; ’15

même buée ühe’h’auœur égale (propT 1 I . i2):

doné’ires’cylindliè’s"sbmblalilessont entr’eux en

raisoniir’iplëedés’dl’iùiies si); cru. l ”

’-” Donc les i bônè’s "et les cylindres sembl’ablëê

55m nargua!- anagramma ses stalinisé; de”;
bases res qu’a-rancit désirasses; w? fi
.-.;:...’;’.7 i. 1., i 40’445. à un le; 22:21.?) W1 "J

tu] il ’î ’ son ifs ne: O airiez: (mon?)
t

l.
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ÀIPRÔPOSITION X111. ’

ruionxmx.
un cylindre est coupé parian plan parallèle
I aux plans opposés , l’un de ceslgflindres serti

à l’autre cylindre comme l’aire du premier est

il l’axe du second. i ’
. ’ Que le cylindre AD (fig. 2 16) soit coupé par

un plan GH parallèle aux plans opposés AB ,
CD., et que ce plan rencontre l’axe EF au point

K: je dis que le cylindre BG est au cylindre
GD connue l’axe EK est à l’axe KF. ’

. Prolongez de part et d’autre l’axe EF vers
lésipoints L , M , et prenez autant de droitesque
vous voudrez EN, NL égales chacune à l’axe

EK;Iprenez aussi autant de droites que Ivoüii
voudrez F0 , 0M égales chacune à l’axe F,K’;

par les points L, N , 0 , M conduisez des plans
parallèles aux plans AB , CD, et dans les plans
qui passent par les points L , N, O ,- M et
autour des centres L, N , O, M imaginez (les
cercles PQ, ES, TV, XY-égaux aux cerclés
AB, CD; imaginez ensuite les cylindres QR,
EB, DT, TY. Puisque les axes LN, NE,
EK sont égaux entr’eux,’les cylindres ’QR,

BB , ’BG seront entr’eux comme leurs bases

4
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(prop. 1 1 . tu); mais les bases sont égales : donc

les cylindres QR, RB, BG sont égaux entre
eux. Puisque les axes LN, NE , E K sont égaux
entr’eux , que les cylindres QR, RB , BG sont
aussi égaux entr’eux et que le nombre des
axes LN, NF, EK est égal au nombre des
cylindres QR, RB , BG , l’axe KL sera mul-
tiple de l’axe EK autant de fois que le cy-
lindre QG est multiple du cylindre GB. Par la
même raison , l’axe MK est multiple de l’axe

KF autant de fois que le cylindre YG est mul-
tiple du cylindre GD. Si l’axe KL est égal
à l’axe KM , le cylindre QG sera égal au cylinn

dre GY; si l’axe KL est plus grand que l’axe

KM, le cylindre QG sera plus grand que le
cylindre GY, et si l’axe KL est plus petit que
l’axe KM, le-eylindre QG sera plus petit que
le cylindre GY. On a donc quatre quantités,
savoir, les axes EK, KF et les cylindres BG,
GD, et l’on a pris des équimultiples de l’axe

EK et du cylindre BG, savoir, l’axe KL et le
cylindre QG; on a pris aussi des équimultiples
de l’axe KF et du cylindre GD, savoir , l’axe

KM et le cylindre GY; on a démontré aussi
que si l’axe KL surpasse l’axe. KM , le cylin-

dre Q G surpassera le cylindre GY , que si l’axe
KL est égal à l’axe KM, le cylindre QG sera
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égal au cylindre GY, et que si l’axe KL est plus

petitque l’axe KM, le cylindre KM sera plus
petit que le cylindre GY : donc l’axe EK est à
l’axe KF comme le cylindre BG est au cylindre
GD (défi 4. 5); ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION KIV.
rationnas.

Les cône: et les cylindres qui ont des bases égale:
sont entr’eux comme leur: hauteurs.

Que les cylindres F D, EB 217) aient
des bases égales AB , CD : je dis que le cylin-
dre EB est au cylindre FD comme l’axe GH

est à l’axe KL. v l
Prolongez l’axe KL vers le point N , faites

LN égal à l’axe GH et autour de l’axe LN ima-

ginez le cylindre C M. Puisque les cylindres
EB , CM enfila même hauteur , ces cylindres
sont-entr’eux comme leurs bases (prop. 1 1 . I a);

mais leurs bases sont égales : donc les cylindres
EB , CM seront égaux entr’eux. Mais puisque
le’cylindrezF M est coupé par le plan CD pag-

rallèle aux plans opposés, le cylindre CM sera
au cylindre BD Gemme l’axe LN est à l’axe KL.

Mais le cylindre C M est égal au cylindre EB et
l’axe LN égal à, l’axe GH : donc le cylindre EB
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est au cylindre F D comme l’axe GHV est à l’axe

KL (prop. 15. 12); mais le cylindre EB est
au cylindre FD comme le cône ABC est au
cône CDK, car les cylindres sont triples des
cônes (prop. 10. [2) : donc l’axe GH est à l’axe

KL comme le cône ABG est au cône CDK et
comme le Cylindre EB est au cylindre FD; ce
qu’il falloit démontrer.

x. PROPOSITION KV.
ruionfsmn.

Les buses des cônes ou des cylindres égaux sont

Z réciproquement proportionnelles aux bouteurs
de cônes de ces cylindres ,- et lorsque lesI buses
des cônes ou des cylindres sont réciproquement

proportionnelles aux hauteurs , les cônes ou Ier
cylindres sont égaux entr’euxi I ’ .

Que les cônes et les cylindresdont les hases

sont les Cercles ABCD, EFGH fige-218 ),
dont les diamèules des bases sonuilestdroites
AC , EG et dontïïles axes sont lestât-cites KL;
MN qui sont en même stems les hauteurs; des
cônes et des cylindresrsoient égaux entr’eux;

achevez les Cylindres A0», EP aie dis que les
bases de, ces-cylindres A0 , EP’sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs; c’est-
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Lame qué-fila hase ABCD est à la baseïEFGH

comme la hauteur MN est à la hauteur KL.
"f La hauteur est égale à la hauteur-NI]!
d’où ellelui est inégale; qu’elle lui soit d’abord

égale. Puisque le cylindre A0 est égal au’cylî’n-

hdi’e»’El’ sel quelles cônes ou les cylindres

la même hauteur sont entr’eux comme leurs.

rauquois. il . pl la base ABCD sera égale
à! lai KaléEFG H1: donc les bases’sont récipro-

Imtèüïèiii ’iiroiior’tiOnnellès aux hauteurs , c’est-

à-dire ne ABCD esfïà’E’FG’H comme la hau-

iîi’l’â’li’aü’téuii RI...’Supposons à pré-

sumas ne ne soit poin’t’égale’à la

Lliant311311911? et) e fi”hautéur MN soit la plus

gansé? HantërüdMË’reiranchez la droite

QM En ÆÎŒÔËÏËSÈÉ par le point
coupelle cylindreï’El’lÎ-Ïi’rai’fle plan STY’paÏ-

rallèle aux céËclés’ëÉfro’séleFGH,RPX’, et

imaginez un cymaises sont la basé sOit le
çerçl-ë ’E F et la :liaùt’eur l’axe M. Puisque

pas? supposition lia-cylindre A O est’égal’

Jihærè’ïnüëfqué un athée cylindre ; le
Madame s’éràPau ê’yl’fiïéfie Ëë’coi’nïtWe-le’ip-

mare ËP’es’t gaminais ES russifiai. mais
le cylindré ad est au ’cjîBndle assainie la’bas’e

ABCD-asti. 1;. me (pas sa, t’z’)’,’"car

les filmés ÂO’,’ ES’ but’là’ même hauteur;
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mais le cylindre EP est au cylindre ES comme la
hauteur MN est à la hauteur MQ (prop. 15. m),
car le cylindre EP est coupé par le plan TV8
parallèle aux plans opposés ; mais la base ABCD

est à labase EFGH comme laÎhautenr MN est
à la hauteur MQ , et la hauteur MQ est égale’

à lalhauteur KL :- donc la base ABC D est à la

base EFGH commevla hauteur Jestwà la
hauteur KL : donc les bases des cylindresÂAO ,
EP sont réciproquement proportiqnqçlles aux

hauteurs de ces 9’511qu (L . ., .7 :z’ .;
A Présent que les buesslsaïqylied’tes A?»

EP soient réciprqquemqna pappotîtianelles aux
de ces puînée? mïëà-àfdêrsgaueh

base A B C D aoûté résiliasse ,IÎQIà 99mm la

hauteur MN està 15 tautngÆZIr; je dis .que
le cylindre A0. guucylindre EP. I.

Faite: la même. sommes)!!- Puisque la base

1B CD, est 2.11a EFH, comme la hauteur
Billes .àzhhanwur natrium la hanteur
un. etégalfltlehaiæeærMQ "la base ABC D
séraà,1ahasefiffifi latiawevrMN est
à khamsin, Mme??? Je hase .ÊABQD, est à le

hmm. GF.! comme Lezèyiindne me?! au cr-
-1indrérE.S, mais...» ) se. ils 999:1?» même

hauteur , et la hauteur est?! la ’MQ
09m9 Je .cyfieërç..Efà est. a? Missive? E5
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(prop. I5. 12) : donc le cylindre A0 est au
cylindre ES comme le cylindre EP est au cy-
lindre E S :donc le cylindre A0 est égal au cy-
lindre EP (prop. 9. 5) : la démonstration sera
la même pour les cônes; ce qu’il falloit démon-

trer.
PROPOSITION XVI.

PROBLÈME.
Beur cercles concentriques étant donnés, décrire

dans le plus grand un polygone dont les côtés

soient égaux et pairs en nombre et qui ne tou-
che point le plus petit cercle.

Soient les deux cercles ABCD, EFGH
(fig. 219) ayant le même centre K : il faut
dans le plus grand cercle ABCD décrire un
polygone dont les côtés soient égaux et pairs

en nombre et qui ne touche point le plus petit
cercle EFGH.
. Par le centre K menez la droite BD; par le

point G menez la droite AG perpendiculaire
sur BD et prolongez cette droite vers le point
C. La droite AC touchera le cercle EFGH
(prop. ’16. 5). Partagez la demi-circonférence

BAD en deux parties égales et sa moitié en
deux parties égales, et ainsi de suite jusqu’à
ce qu’il reste un arc plus’petit que-l’arc AD
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(prop. x. 10). Qu’on. ait cet arc etzque cet arc
soit LD; par le point L conduisez sur BD la
perpendiculaire LM; prolongez cette perpen-
diculaire vers le point N et menez les droites
LD, DN ; la droite LI) sera égale à la droite
DN; et puisque la droite LN est parallèle à la
droite AC et que la droite AC touche le cercle
EFGH , la droite LN ne touchera point le cer-
cle EFGH, à plus forte raison les droites LD,
DN ne toucheront point ce même cercle : donc
si l’on applique à la circonférence ABC D , à

la suite les unes des autres , des droites égales
à la droite LD ( prOp. t. 4:, on décrira un
polygone dont les côtés seront égaux et pairs

en nombre et qui ne touchera point le cercle
EFGH; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XVII.
PROBLÈME.

Deux sphères concentriques étant données, dé.-

cn’re dans la plus grande un polyèdre qui ne ’

touche point la surface de la plus petite.

Imaginez deux sphères qui aient le même
centre A 220) : il faut dans la plus grande
sphère décrire un polyèdre qui ne touche point

la surface de la plus petite.
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Faites passer un plan quelconque par le centre

de ces sphères , les sections seront des cercles ,
parce qu’une sphère étant engendrée par un

demi-cercle qui tourne autour de son diamètre
immobile ( déf. 14. 1 r ) , dans quelque position

que nous concevions ce demi-cercle , le plan
prolongé de ce demi-cercle produira nécessai-

rement une circonférence de cercle sur la sur-
face de la sphère; et il est évident que cette

v circonférence sera celle d’un grand cercle ,
parce que le diamètre de la sphère, qui est aussi

celui du demi-cercle , est la plus grande de
toutes les droites menées dans le cercle ou
dans la sphère ( prop. 15. Supposons en
conséquence que BC DE soit un cercle de la
plus grande sphère et que FGH soit un Cercle
de la plus petite; menez leurs diamètres BD,
CE de manière qu’ils soient perpendiculaires
l’un sur l’autre. Les deux cercles B C D E ,
FGH ayant le même centre , déerivez’dans le

plus grand BC DE un polygone dont les côtés
soient égaux et pairs en nombre et qui ne touche

point le plus petit cercle FGH ( pr0p. 16. in);
que les côtés de ce polygone qui sont dans le

quart de Cercle DE soientBK, KL, LM, ME;
menez la droite KA que vous prolongerez vers
N ; au. point A et sur le plan du cercle BCDE
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élevez la perpendiculaire A0 qui rencontre la
surface de la sphère au point O , et par la droite

A0 et par chacune des droites BD, KN con-
duisez deux plans qui, d’après ce que nous
avons dit, produiront deux grands cercles dans’
la surface de la sphère. Supposons qu’on ait

ces deux grands cercles et que BOD, KON
en soient les moitiés , et que BD , KN en soient
les diamètres. Puisque la droite 0A est perpen-
diculaire sur le plan du cercle BC DE , tous les
plans qui passeront par cette droite A0 seront
perpendiculaires sur le plan du cercle BC DE
(prop. 18. 1 1) : donc les demi-cercles BOD,
KON sont perpendiculaires sur ce même plan;
et puisque les demi-cercles BED , BOD, KON
sont égaux, car leurs diamètres EC , BD, KN
sont égaux entr’eux , les quarts de leurs circon-
férences BE , B0 , K0 seront égaux entr’eux’:

donc les quarts de cercle BO, K0 contien-
dront chacun autant de côtés du polygone ins-

crit que le quart de cercle DE, et les côtés
contenus dans les quarts de cercles BO, K0
seront égaux aux côtés B K , KL, LM, ME,

’ chacun à chacun. Menez les côtés BP, PQ,

’QR, R0, KS, ST, TV, V0 et conduisez les
droites SP, TQ , VR , et des points P, S abais-
siez des perpendiculaires sur le plan du’ cercle
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BCDE; ces perpendiculaires tomberont dans
les communes sections B D , K N des plans

’ des demi-cercles BOD, KON (prop. 58. 1 I),

puisque ces plans sont perpendiculaires sur
le plan du cercle BCDE , par construction;
que ces perpendiculaires tombent donc sur ces
communes sections et que ces perpendiculaires
soient’PXI, SY et menez la droite XY. Puis-
qu’on a pris les arcs égaux BP, KS dans les

demi-circonférences égales BOD , KON et
qu’on a mené les perpendiculaires PX , SY, la

droite P X sera égale à la droite SY et la droite

BX égale à la droite KY. Mais la droite totale
BA est égale à la droite totale KA : donc la
droite restante XA est égale à la droite restante

’YAV: donc 3x est axa comme KY està YA:

donc la droite XY est parallèle à la droite KB
(prop. a. 6); et puisque chacune des droites
PX , SY est perpendiculaire sur le plan du
cercle BC DE, la droite PX sera parallèle à la

droite SY (prop. 6. 1 1 ); mais on a démontré
que ces droites sont égales: donc les droites
YX, SP sont égales et parallèles (pr. 55. 1 1);
et puisque la droite YX est parallèle à la droite
5P et à la droite KB , la droite SP sera parallèle
à la droite KB (prop. 9. I I) ; mais ces droites

, E e
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sont jointes par les droites BP, K5 : donc le
quadrilatère pKBPS est dans un seul plan , car-
si deux droites sont parallèles et si dans cha-
cune de ces droites on prend des points quel-
conques , les droites qui joignent ces points
sont dans le même plan que ces parallèles
( prop. 7. I 1 Par la même raison l’un et
lïautre des quadrilatères SPQT, TQRV sont-
dans un seul plan; mais le triangle VRO est
aussi dans un seul plan ( prop. 2. I 1) : donc si
des points P, S, Q, T, R, V on conçoit des
droiœs menées au point A , on aura construit
entre les arcs B0 , K0 un certain’polyèdre
composé des pyramides dont les hases seront
les quadrilatères KBPS, SPQT, TQRV et le
triangle VRO et dont le sommet commun sera
le point A. Si sur chacun des côtés KL , LM,
ME nous faisons la même construction que
nous avons faites sur,le côté KB, si nous faisons

ensuite la même chose dans les autres quarts
de cercle et dans l’autre hémisphère , nous lau-

rons inscrit dans la sphère un certain polyèdre
qui sera composé des pyramides dont les hases
sont les quadrilatères KBPS, SPQT, TQRV et
le triangle VRO, et les quadrilatères et les trian-
gles correspondans à ces quadrilatères et à ce

x
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triangle et dont le sommet commun sera le

point A. a -Je dis à présent que ce polyèdre ne touche
point la surface de la petite sphère dans laquelle
est le cercle FGH. Du point A menez la droite
AZ perpendiculaire sur le plan. du quadrilatère
KBPS (prop. 111.11) , que cette perpendicu-
laire rencontre ,ee plan au point Z et menez les
droites BZ, ZK. Puisque AZ est perpendicu-
laire sur le plan du quadrilatère KBPS , elle
sera perpendiculaire sur tontes les droites qui la
rencontrent et sont dans ce plan (défi 5 . 1 1):
donc AZ,est perpendiculaire sur l’une. et l’autre

des droites BZ, ZK; mais puisque AB est égal
à AK , le quarré de AB sera égal au quarré de

A K; maistles quarrés des droites AZ , Z B sont
égaux au quarré de AB ( prop. 47. 1) , car l’angle

en Z est droit par e0nstruction , et les quarrés L
de AZ , ZK sont égaux au quarré de AK : donc
les quarrés des droites AZ, ZB sont égaux aux

quarrés des droites AZ, 2K. Retranehant le
quarré de AZ est commun, le quarré de BZ
sera égal au quarré de ZK : donc la droite BZ
est égale à la droite ZK. On démontrera sem-

blablement que les droites menées du point Z
aux points P , .S-sont égales chacune à l’une et

à l’autre des droites BZ, ZK : donc lepcercle A

a
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décrit du, centre Z et avec un intervalle égal à

une desidroites ZB , ZK passera aussi par les
points P, S : donc le quadrilatère KBPS sera
inscrit dans un cercle; et puisque la droite KB
est plus grande que la droite YX et que la
droite YX. est égale à la droite SP, la droite
KB seraplus grande que la droite SP. Mais la
droite KB est égale à l’une et à l’autre des

droites KS, BP : donc-l’une et l’autre des droites

K5, BP sont plus grandes’que la droite SP.
Puisque le quadrilatère KBPS est décrit dans
un cercle et que les droites KB; BP, KS sont
égales , que-la droite PS est pluspetite et que
la droite B Z est menée du centre du cercle, le
quarré de KB sera plus grand que le double du
quarré de BZ’. Du point K menez la droite KA’

perpendiculaire sur BD. Puisque la droite BD
est plus petite que le double de DA’ et que DE
est à DA’ conime le rectangle cOmpris sous DE,
BA’ est au rectangle Compris sous DA’;A’B

(prop. 1:6) , sil’on décrittun quarré sur BA’

et si sur A’ D on complète le paràllélogramnie
compris sous A’D, A’B î le rectangle compris sous

DE, BA’ sera pins petit que le double de celui qui

est. compris sous DA’, A’B. Menez la droite
:KD. Le parallélogramme compris sous DE, BA’

tic"! égal au quarré de KB ( prop. 8. , et le
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parallélogrammecompris sous DA’, A’B égal

au quarré de KA’ : donc le quarré de KB est

plus petit que le double du quarré de KA’;
mais le quarré de KB est plus grand que le
doubleidu quarré de BZ : donc lequarré de
K’A’ est plus grand que le quarré de BZ ; et puis-i

que BA est égal à RA , le quarré de BA sera
égal aulquarré de KA. Mais les quarrés des

droites BZ, ZA sont égaux au quarré de la
droite BA (prop. 47. I) , et les quarrés des.
droites KA’, AÎA égaux au quarré de la droite

RA :donc les quarrés des droites BZ , ZA sont
égaux aux quarrésldes droites KA’, A’A ; mais

1è quarré de KA’ est plus grand que le. quarré

de’BZ : donc le quarré de A’A. est plus petit.

que le quarré de ZA : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AA’ : donc la droite
ÂZ est à plus forte raison plus grande que la
droite AG; mais la droite AZ est une perpendi-
culaire sur une des bases du polyèdre. et la droite
AG est un rayon de la plus petite sphère : donc
ce polyèdre ne touche point la surface de la

plus petite sphère; I ’ * i
AUTREMENT.

Nous allons. démontrer autrement et d’une:
manière plus prompte que la droite AZ est plus

5.
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grande que la droite AG. Du point G conduisez
une perpendiculaire GL sur AG et menez AL;
Puisque si l’on partage en deux parties égales
l’arc EB et la moitié de cet arc en deux parties

égales et ainsi de suite , il reStera enfin un cer-

tain arc plus petit que celui de la circonfé-
rence du cercle BC D est Soutendu par une
droite égale à la droite GL (prop. 1 . Io). Qu’on

ait cet arc et que cet arc soit KB , la droite KB
est plus petite que la droite GL; mais puisque
le quadrilatère B KSP est inscrit dans un cercle

et que les droites PB, B K, K5 sont égales et
que la droite PS est plus petite que chacune de
Ces droites, l’angle BZK sera obtus : donc la
droite BK sera plus grande que la droite BZ;
mais la droite GL est plus grande que BK par
construction : donc à plus forte raison la droite
GL sera plus grande que la droite BZ et par cen-
séquent le quarré de GL sera plus grand que le
quarré de BZ ; mais puisque la droitezAL est égale

àla droite AB, le quarré de AL sera égal au quarré

de AB; mais les quarrés des droites 4G, GL sont
égaux au quarré de la droite AL et les quarrés

des droites BZ, ZA sont égaux aux quarrés de
la droite AB : donc les quarrés des droites AC,
GL sont égaux aux quarrés des droites BZ, ZA;
mais le quarré de BZ est plus petit que le quarré
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de GL : donc le quarré de ZA est plus grand
que le quarré de AG : doue lavdroite AZ est
plus grande que la droite AG. a

Donc , deux sphères concentriques ayant été

données , on a décrit dans la plus grande un po.-

lyèdre qui ne touche pas la surface de la plus
petite; ce qu’il falloit faire.

COROL’LAI’R’E.

Si l’on décrit dans une autre sphère un polyèdre

semblable à celui qui est décrit dans la sphère g
BCDE, le polyèdre décrit dans la sphère BCDE

Sera au polyèdre qui est décrit» dans une autre

sphère en raison triplée du diamètre de
sphèreBCDE au diamètre de l’autre sphère;

car ayant divisé ces polyèdres en pyramides
égales en nombre et dans le même Ordre , on
aura des pyramides semblables. Mais les pyra-
mides semblables sont en raison triplée des
côtés homologues (cor. 8. 12) : d0nc la pyra-
mide qui a pour base le quadrilatère KBPS et
pour sommet le point A»Sera à’la pyramide cor.-

respondante de l’autresPhère en raison triplée.
d’un côté de la premièregtu côté,homologuetde

la seconde , c’est-à-dire en ridât!!! triplée du

rayon AB de la sphère qui a pour centre le
point A au rayonde l’autre sphère. Semblablea

4
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ment chacune des pyramides comprises dans
la sphère a pour centre le point A sera à
chacune des pyramides du même ordre com-
prise dans l’autre sphère en raisOn triplée du
rayon AB au rayon de l’autre sphère.- Mais un
des antécédens est à un des censéquens comme

tous les antécédens sont a tous les conséquens

( prop. 12. 5) : donc le polyèdre total compris
dans la sphère qui a pour centre le point A est
au polyèdre total compris dans l’autre sphère

en raison triplée du rayon AB ’au rayon de.
l’autre sphère , c’est-à-dire en raison triplée du -

diamètre AB au diamètre de l’autre sphère; ce’

qu’il falloit démontrer.

. PROPOSITION XVIH.
T’nÉonÈME.

Les sphères sont entr’elles en raisons triplées

de leurs diamètres. ’

5’ Imaginez les sphères’ABC , DE F (fig. 22 1)

dont les diamètres sont les droites BC , EF : je
dis que la sphère ABC est à la sphère DEF en
raison tripléerdu diamètre BC au diamètre E F.
’ Car si cela n’est point, la Sphère ABC sera

à: une sphère plus petite ou à une sphère plus
grande que la sphère DEF en raison triplée de.»
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BC à Supposons d’abord que la sphère ABC

soit à une sphère plus petite , savoir à la sphère

GHK en raison triplée de BC à EF. Imaginez
la sphère DEF placée autour du même cen-
tre que la sphère GHK; décrivez dans la plus
grande sphère DEF un polyèdre qui ne tou-
che point la surface de la plus petite sphère
GHK (prop. I7. 12), et dans la sphère ABC
décrivez un polyèdre semblable à celui qui est
décrit dans la sphère DEF; le polyèdre iris-4
crit dans la sphère ABC sera au polyèdre inscrit
dans la Sphère DEF en raison triplée de BC à

EF (cor. t7. t2); mais , par supposition, la
Sphère ABC est àla sphère GHK en raison
triplée de BC à EF : donc la sphère ABC est à

la sphère GHK comme le polyèdre inscrit dans
la sphère ABC est au polyèdre inscrit dans la
sphère DEF ( prop. Il. 5) : donc en échan-
geant les places des moyens la sphère ABC sera
au polyèdre inscrit dans’cette sphère comme
la sphère GHK est au polyèdre inscrit dans la

sphère DEF; mais la sphère ABC est plus
grande que le polyèdre qui lui est inscrit : donc
la sphère GHK est plus grande que le polyè-
dre inscrit dans la sphère DEF; mais au con-
traire il est plus petit, car il est inscrit dans
cette sphère, ce est impossible z donc la»
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SphèreABC n’est point à une sphère plus petite

que la sphère DEF en raison tripléede BC à
, E F. Nous démontrerons semblablement que la
sphère DEF n’est point à une sphère plus
petite que la sphère ABC en raison triplée de
EF à BG. Je dis de plus que la sphère ABC
n’est point à une sphère plus grande que la
sphère DEF en raison triplée de BC à EF ; car

si cela peut se faire , supposons que la sphère
ABC soit à une sphère plus grande que la sphère

DEF, savoir à la sphère LMN en raison triplée

de BC à EF; en mettant les conséquens à la
place des antécédens et les antécédens à la

place des conséquens, la sphère LMN sera à
. la sphère ABC en raison triplée du diamètre

EF au diamètre BC. Mais la sphère LMN est
à la sphère ABC comme la sphère DEF est a
une sphère plus petite que la sphère ABC , ainsi
que cela a été démontré, puisque la sphère LMN

est plus grande que la sphère DEF : donc la
sphère DEF est à une sphère plus petite que
la sphère ABC en raison triplée de EF à BC ;
ce qui a été démontré impossible : donc la

sphère ABC n’est point à une sphère plus
grande que la sphère DEF en raison triplée
de BC à EF; mais nous avons démontré que
la sphère ABC n’est point à une Sphère plus g
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petite que la sphère DEF :en raison triplée de y
AB à EF : donc la sphère ABC est à la sphère
DEF en raison triplée de AB à EF; ce qu’il

falloit démontrer. .’

FIN DU DOUZIÈME ET DERNIER LIVRE-
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SUPPLÉMENT
A LA G-ÉOMÉTRIE D’EUCLIDE.

DÉFINITION&

r. UN cercle est une surface plane comprise
dans une seule ligne qu’on appelle circonfé-

rence et qui est telle que toutes les droites
menées à cette ligne d’un des points qui sont
placés dans la figure sont égales entr’elles.

a. Ce point s’appelle le centre du cercle.
5. Un diamètre est une droite menée par le

centre et terminée des deux côtés par la circon-

férence du cercle.

4. Un rayon est une droite menée du centre
à la circonférence.

5. Une corde est une droite menée d’un
point de la circonférence à un autre point sans

passer par le centre.
6. Un arc est une portion de la circonfé-

rence.
7. Un secteur est une figure comprise entre

deux rayons qui font un angle et la circonfé-

rence du cercle. i l
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8. Un segment de cercle est une figure com-

prise entre une corde et la circonférence du
cercle.

9. Les secteurs et les segmens circulaires
sont semblables lorsque les rayons qui com-
prennent leurs arcs sont égaux.

10. Un cylindre est un solide contenu sous
deux cercles égaux et parallèles et sous la sur-
face décrite par lune droite qui se meut sur les
circonférences de ces cercles parallèlement à A

lia droite menée par les centres de ces mêmes
cercles , jusqu’à ce qu’elle soit revenue au
même endroit d’où elle étoit partie.

1 I . Les deux cercles égaux et parallèles
s’appellent les bases du cylindre.

12. La surface décrite par cette droite s’ap-

e pelle la surface convexe du cylindre. l
1 5. La droite menée par les centres des deux

bases s’appelle l’axe du cylindre. I
14. Lorsque l’axe est perpendiculaire sur les

bases , on dit que le cylindre est droit; on dit
qu’il est oblique lorsque l’axe n’est point per-

pendiculaire sur les bases. i
I5. On peut définir le cylindre droit en di-

sant, que le cylindre droit est un solide com-
pris sous la surface décrite par trois côtés d’un

parallélogramme rectangle tournant autour de
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son quatrième côté reste immobile Îusqu’à

ce que ce rectangle soit revenu au même en-.
droit d’où il étoit parti.

16. Un cône est un Solide. contenu sous un
cercle et sous la surface décrite par une droite
qui se meut sur la circonférence de ce cercle
en tournant autour d’un point immobile placé
au-dessus de ce même cercle, jusqu’à ce que
cette droite soit revenue au même endroit d’où

elle . étoit I partie . ’
17. Ce cercle s’appelle la base du cône.

18. La surface décrite parla droite qui tourne
autour d’un point immobile et. sur la circonfé-
rence de la :base s’appelle la. surface convexe du

cône. l419. Le point immobile. s’appelle le sommet

du cône; 1r ne. La droite menée du sonimetsur le centre
de sa base s’appelle l’axe du cône.

1.21.. Lorsque l’axeest perpendiculaire sur la
base , on dit que le cône est droit; on dit qu’il
est oblique lorsque l’axe n’est point perpendi-

culaire sur la base.
22.1011 peut définir le cône droit en disant

que le cône droit est un’solide contenu sous la
surface décrite par deux côtés d’un triangle

rectangle tournant autour d’un des côtés de

F f
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l’angle droit qui reste immobile jusqu’à ce que

ce triangle soitrevenu au même endroit d’où il

étoit parti. .
25. Les cylindres droits et les cônes droits

sont semblables lorsque leurs axes et les dia-
mètres de leurs bases sont proportionnels; les
cylindres obliques et les cônes obliques sont
semblables lorsque leurs cakes et les diamètres
de leurs bases sent proportionnels et que leurs
axes sont également inclinés sur les bases.

24.;Une sphèreestun solide contenu sous
la surface décrite par l’arc d’un demi-cercle

tournant autour de son diamètre immobile
jusqu’à ce que ce, demi-cercle soit revenu au.
même endroit d’où il étoit parti.

25. L’axe de la sphère est cette droite immo-

bile autour de laquelle tourne le demioce’rcle.
:16r Les extrémités de l’axe s’appellentïles

pôles de la sphère. . t ; ,
37. Le Centre de sphère st le même que

celui du demi-cercle- ! A . i x
I’ 28. La surface décrite par la demi-circum-

férence est la surface de la sphère.
39. On appelle zône la surface décfite par

un arc qui est plus peut que la demi-circonfé-
rence et dom une des extrémités n’est point
un des pôles de la sphère.
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30. Un secteur sphérique estun solide con-

tenu sous la surface décrite par l’arc et par un
’ des rayons d’un secteur circulaire tournant au-

tour de son autre rayon jusqu’à ce que ce secs

teur circulaire soit revenu au même endroit
d’où il étoit parti. ’ -’ * I A l

5 1 . Un usinent sphérique est un solide con-
tenu sous la surface décrite parle demiJ-arc et
par la demi-corde d’un segment circulaire tour-
nant autour d’un rayon perpendiculaire sur la
corde de cet arc jusqu’à coque ce demi-seg-
ment circulaire soit reVenu au même endroit
d’où il étoit parti.

52. On appelle calotte de sphère la surface
décrite par le demi-arc du secteur circulaire.

55. La hauteur d’un segment sphérique est

la partie du rayon immobile qui est comprise
entre l’arc et la corde du secteur circulaire.

54. Les secteurs et les segmens sphériqües
sont semblables lorsque lesisecteurs et les ses:
mens circulaires qui les ont engendrés sont

semblables. ’ " t v
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PROPOSITION PREMIÈRE;
THÉORÈME.

Si un polygone est inscrit dans un cercle, il est
évident que le contour du polygone inscrit est
plus petit que la circonférence du cercle.

Car chaque côté du polygone inscrit est plus
petit que l’arc qu’il soutend.

Archimède, de la sphère et du’cylindre

(prop. 1 , liv. l ).

PROPOSITIONIL
T n É o R la M E.

Si un polygone est circonscrit à un cercle , le con-
tour de ce polygone est plus. grand que la cir-
conférence de ce cercle.

Soit ABC DE (fig. 222) un polygone circons-
crit au cercle RSTVX : je dis que le. contour
du polygone ABC DE est plus grand que la
circonférence du cercle RSTVX.

Car puisque les deux droites XA , AB. com-
prennent l’arc XR et qu’elles ont les mêmes

extrémitésX, R que cet arc , les deux droites
XA, AR sont plus grandes que l’arc X11. Pareil-
lement les deux droites RB , BS sont plus grandes
que l’arc R5. Les deux droites SC , CT sont aussi

plus grandes que l’arc .ST; les ldeux droites
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TD, DV plus grandes que l’arc TV, et enfin
les deux droites VE, EX plus grandes que
l’arc VX : donc le contour total du polygone
circonscrit est plus grand que la circonférence
entière (1); ce qu’il falloit démontrer.

Archimède , de la sphère et du cylindre
(prop. 2 , liv. 1);

(1) Il est évident que le contour du polygone ins-
crit dans un cercle est plus petit que la circonférence
de ce cercle; mais il n’est pas également évident que le

contour du polygone circonscrit à un cercle soit plus
grand que la circonférence de ce cerclc;et tous les
efforts que l’on feroit pour démontrer cette proposi-
tion, qui est cependant incontestable, se réduiroient
à démontrer qu’un polygone circonscrit est toujours
plus grand qu’un polygone inscrit. Pour démontrer
cette proposition, Archimède poae en principe que
deux droites qui comprennent un arc et qui ont les
mêmes extrémités que cet arc sont plus grandes que
cet arc; si Archimède n’a pas démontré ce principe,
qui n’est point évident par lui-même , c’est parce qu’il ,

est impossible de le démontrer d’une manière satisfai-
sante. C’est sans doute à cause du défaut de l’évidence

de cette proposition et à cause de l’impossibilité de la
démontrer rigoureusementLqu’Euclide n’a point fait

usage de cette proposition, sans laquelle il lui a été
impossible de démontrer plusieurs théorèmes impor-

tous concernant le cercle, le cylindre, le cône et la

sphère. ’ i l 5
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PROPOSITION-111.

entonnez.
Si Jeux cercles sont concentriques asiles côtés

d’un polygone régulier inscrit dans le plus grand 0

cercle ne touchent point la circonférence du plus

. peut, le contour de ce polygone est plus grand"
que la circonférence du plus. petit cemle.

Soient FGHIK, LMNPQ (fig.222) deux
cercles concentriques et LMNPQ un polygone
régulier inscrit dans le plus grand , de manière
que les côtés de ce polygone ne touchent point
la circonférence du plus petit cercle : je dis que
le contour du polgone LMN PQ est plus grand
que la circonférence FGHIK.

Du centre O menez sur les côtés du poly-
gone L M N PQ les perpendiculaires OR’, 05’;

OT’, OV’, OX’, et par les points où ces perpen-

diculaires rencontrent la circonférence FGHIK
menez les tangentes AB, BG, CD, DE, EA ;.
ces tangentes seront les côtés d’un polygone
régulier circonscrit au cercle FGHIK.
A Puisque dans les. triangles semblables L0 M,

ADB le côté 0L est plus grand que le côté
0A , le côté LM sera plus grand que le côté
AB. On démontrera de la même manière que
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les autres côtés du polygone LMNPQ sont
plus grands que les côtés correspondnm du p0.-

lygone ABCDE :donc le contour du polygame
LMNPQ est plus grand que le contour du po-
lygone ABC DE; mais le contour du polygone
ABC DE est plus grand que la circonférence
FGHIK : donc à plus fiai-te raison le contour
du polygone LMNPQ est plus grand que la
circonférence FGHIK. J -

Donc si deux cercles sont concentriques
et si les côtés d’un polygone régulier inscrit

dans le plus grand cercle ne touchent point
la circonférence du plus petit, le contour de
ce polygone sera plus grand que la circonfé-
rence du plus petit cercle; ce qu’il falloit déi-

montrer. v "PROPOSInTIONLIV.
P n o n z.- i: n n.

Dm cercles étant concentriques, inscrire dans,
le plus gagna un polygame régulier d’un nombre

pair de côtés qui ne touche point la circonfé-

rence du plus petit. ’ , .
Soient les deux cerclés concentriques ABCD,

EFGH 225) : il faut dans le plus grand
cercle ABC D inscrire un polygone régulier

4
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d’un nombre pair de côtés qui ne touchepoint’

le plus petit cercle EFGH. ’
Par le centre K conduisez la droite BD , et?

par le point G menez la droite AG perpendiqu
laire sur la droite BD et prolongez cette droite
vers le point C. La drOite AC touchera le cer-’
cle EFGH; Partagez la demi-circonférence BAD

en deux parties égales et sa moitié en deni-
parties égales, et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il

reste un arc plus petit que l’arc AD. Qu’on ait

cet arc et que cet arc soit-LB; du point L con-
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM;
prolongez cette perpendiculaire vers le point N
et menez les droites LD, DN; la droite LD
sera egale à la droite DN; et puisque la. droite
LN est.parallèle à la droite AC et que la droite
AC touche le cercle EFGH, la droite LN ne
touchera point le cercle EFGH; et,â plus forte
raison les droites LD , DN ne toucheront point
ce même cercle EF GH: donc si l’on applique
sur la circonférence ABED , à la suite les dunes

des autres , des droites égales à la droite L D ,
on décrira un polygone régulier d’un nombre

pair de côtés qui ne touchera point le cercle
EFGH; ce qu’il falloit faire. I
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PROPOSITION V.
PROBLÈME.

Deux secteurs circulaires semblables et concen-
triques étant donnés , inscrire dans le plus grand

une portion de polygone régulier qui ne touche
point l’arc du plus petit.

Soient les deux secteurs semblables et con-
centriques IKD, HKG (fig. 225) : il faut ins-
crire dans le plus grand une portion de polygone
régulier qui ne touche point l’arc du plus petit.

Par le centre K conduisez la droite BD et
par le point G menez la droite AC perpendi-
culaire sur la droite BD; partagez l’arc ID en
deux parties égales et sa moitié en deux parties

régales , et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il reste

un arc plus petit que l’arc AD. Qu’on ait cet

arc , et que cet arc soit LD; duapoint L con-
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM,
prolongez cette perpendiculaire vers le point
«Net menez les droites LD, DN; la droite LD
sera égale à la droite DN; et puisque la droite
LN est parallèle à la droite AC et que la droite

AC touche le cercle EFGH, la droite LN ne
touchera point le cercle E FGH; et à plus forte
raison les droites LD, DN ne toucheront point
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le même cercle EFGH : donc si l’on applique
sur l’arc’ID , à la suite les uns des autres des

droites égales à la droite LD, on décrira une

portion de polygone régulier qui ne touchera
point l’arc HG ; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION V1.
ruonntmn.

Deux cercles étant concentriques, circonscrire au
plus petit un polygone régulier dont les côtés

soient en nombre pair et ne rencontrent point
la ciréonfërence du plus grand.

Soient lesdeux cercles concentriquesLMNPQ,
FGHIK (fig. on) : il faut au plus petit cercle
FGHIKcirconscrire un polygone régulier dont
les côtés soient pairs en nombre et ne rencono
trent point la circonférence du plus grand cer-
cle LMN P Q.

Dans le grand cercle LpM N P Q inscrivez un
polygone régulier dont les côtés soient pairs en

nombre et ne touchent point la circonférence
du plus petit cercle. Circonscrivez ensuite au
plus petit cercle un polygone semblable au po-
lygone inscrit. Il est évident que le polygone
circonscrit au plus petit cercle sera un poly-
gone régulier dont les côtés seront pairs en
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nombre et ne rencontreront point la circonfé-
rence du. plus grand cercle; ce qu’il, falloit faire.

PROPOSITION vu".

PROBLÈME. V
Deux secteurs circulaires , semblables et concen-

triques étant donne’s , circonscrire au plus petit

une portion de polygone régulier dont les côtés

ne rencontrent point l’arc du plus grand.

Soient les deux secteurs circulaires Sembla- l
bles et concentriques IKD , HKG (fig. 225) :
il faut circonscrire au plus petit une portion de l
polygone régulier dont les côtés ne rencon-
trent point l’arc du plus grand.

Dans le plus grand secteur inscrivez une
portion de polygone régulier dont les côtés ne

touchent point l’arc du plus petit secteur. Cir-
conscrivez ensuite à l’arc du plus petit secteur
une portion de polygone semblable à la portion

l du polygone régulier inscrit dans le plus-grand

secteur. x -Il est évident que la portion de polygone
circonscrite au plus petit secteur Sera une por-
tion de polygone régulier dont les côtés ne ren-

contreront point l’arc du plus grand secteur;

ce qu’il falloit faire. y I
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PROPOSITION VIII.’
THÉORÈME.

Les circonférences de cercles sont entr’elles

comme leurs diamètres.

Soient les deux cercles ABC D , EFGH
(fig.224) : je dis que le diamètre BD"est au
diamètre FH comme la circonférence ABCD
est à la circonférence EFG H.

Car si cela n’est point , le diamètre BD sera
au diamètre F H comme la circonférence ABCD

est à une circonférence plus petite ou à une
circonférence plus grande Que la circonférence

EFGH. Supposons d’abord , si cela est possi-e
ble, que le diamètre BD soit au diamètre F H
comme la circonférence ABCD est à une cire
conférence plus petite , savoir, à la circonfé-

rence concentrique RSTV. Inscrivons dans le
cercle EFGH un polygone régulier EIFKGLHM

dont les côtés soient pairs en nombre et ne
touchent point la circonférence RSTV ; ins-
crivons ensuite dans le cercle ABCD un poly-
gone semblable AN B O C P D Q , le diamètre
BD sera au diamètre FH comme le polygone
ANBOCPDQ est au polygone EIFKGLHM;
mais par supposition le diamètre BD est au dia-
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mètre FH comme la circonférence ABCD est à

la circonférence R STV : donc lacirconférence

ABC D est à la circonférence RSTV comme
le polygone AN B O C P D Q est au polygone
El F KGLHM: donc , en échangeantles places
des moyens , la circonférence ABCD sera au po-

lygone AN B0 C P DQ comme le cercle RSTV
est au polygone EIF KGLHM; mais la circon-
férence ABCD est plus grande que le contour
du polygone AN B O C P D Q qui lui est inscrit :
donc la circonférence RSTV est plus grande
que le contour du polygone EIFKGLHM; mais
au contraire la circonférence RSTV est plus
petite que le comour du polygone EIFKGLHM ;j
ce qui est impossible : donc le diamètre BD
n’est point au diamètre FH comme la circon-
férence ABCD est à une circonférence plus
petite que la circonférence EFG H.

Je dis à présent que . le v diamètre BB n’est

point. au diamètre FH comme la circonférence
ABCD est à une circonférence plus grande que
la circonférence EF GH. Car supposons que le
I diamètre BD soit au diamètre F H comme la
circonférence ABCD est à une- circonférence

plus grande que la circonférence EFGH, savoir,
à la circonférence concentrique R’S’T’V’..Cir-

.conscrivons au cercle E F GVH un polygone
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régulier dont les côtés soient pairs en nombre et
ne rencontrent point la circonférence R’ S’ T’ V’.

Circonscrivons encercle ABCD un polygone
semblable! Le diamètre BD est au diamètre FH
comme le contour du polygone circonscrit au
cercle ABCD est au contour du polygone cira-
conscrit au cercle EFGH; mais par supposi.
tion le diamètre B D est au diamètre EH comme
la circonférence ABCD est à la circonférence
R’S’T’V’. : donc la circonférence ABCD est à

la circonférence R’S’T’V’ comme le contour

du polygone circonscrit au cercle ABCD est
au contoür du polygone circonscrit au cercle
EFGH : donc en échangeant les places des
moyens , la cimenférence ABCD est au cona-
tour du polygone qui lui est circonscrit comme
la circonférence R’S’T’V’ est au contour du

polygone circonscrit au cercle E FGH; mais la
circonférence ABCD est plus petite que le
contour du polygone qui lui est circonscrit:
donc la circonférence R’S’T’V’ est plus petite

que le conteur du polygone circonscrit au cer-
cle EFGH; mais cette circonférence est au
contraire plus grande; ce qui est impossible:
donc le diamètre BD n’est point au diamètre FH

comme la circonférence ABCD est à une cir-
conférence plus grande que la circonférence
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EFGH; mais on a démontré que le diamètre
AID n’est point au diamètre FH comme la cir-

. conférence ABC D est à une. circonférence plus

petite que la circonférence EFGH: donc le
diamètre AB est au diamètre FH comme la
circonférence ABCD est à la circonférence

EFGH.
Donc les circonférences de cercles son! entre

elles comme leurs diamètres; ce qu’il falloit déd-

montrer.

cononnaxn-n.
Puisque les circonférences de cercles sont

entr’elles comme leurs diamètres, et que par
conséquent les diamètres des cercles sont entre *
eux comme leurs circonférences , il est évident
que si l’on connaissoit le diamètre d’un cer-

cle et sa circonférence , on trouveroit la cir-
conférence de tout autre cercle dont le dia-
mètre seroit connu , en faisant la pr0portion
suivante : Le diamètre du cercle dont on con-
noît la circonférence est à la circonférence de

ce cercle comme le diamètre du cercle dont
. on ne commît pas la circonférence est à la cir-

conférence de ce cercle. Si l’on vouloit trouver

le diamètre d’un cercle dont on connoîtroit

la circonférence , on feroit la proportion sui-
vante : La circonférence du cercle dont. on
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cannoit le diamètre estvau diamètre de ce cercle
.commela circonférence .connue,du«cercle dont
on ne cannoit pas le«diamètre est au diamètre

delco cercle. Mais il est impossible de trouver
exactement la longueur de la circonférence d’un

cercle dont le diamètre est connu; et il est éga-

lement impossible de trouver exactement file
diamètre d’un cercle lorsque lalongueur de sa
circonférence est donnée.

PROPOSITION 41X.
THÉORÈME.

Un cercle étant donné ,- on peut lui circonscrire

un polygone régulier et lui inscrire un polygone

semblable, de manière que la diflérence des
contours de ces (leur polygones soit plus petite.
qu’une droite donnée quelque petite qu’elle soit.

Soit ABCDEF (fig. 225) le cercle donné et N
la droite donnée : je dis qu’on peut circonscrire

à ce cercle un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de manière que la diffé-

rence des contours dezces deux polygones soit
plus petite que la droite donnée N.

Circonscrivons au cercle ABCDEF un po-
lygone régulier A’B’C’D’ E’F’ et inscrivons-lui

un polygone semblable, de manière que leurs
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côtés soient parallèles , et du centre 0 menons
la droite OG’ perpendiculaire sur lecôté A’B’

du polygone circonscrit; cette droite sera aussi
perpendiculaire sur le côté AB du polygone
inscrit , à cause que les côtés de ces deux poly-

gones sont parallèles. Puisque les contours des
polygones réguliers et semblables sont entr’eux

homme les perpendiculaires menées de leurs
centres sur leurs côtés, le contour du poly;
gone ABCDEF sera au contour du polygone
Â’B’C’D’E’F’ comme la droite 0G est à la

droite OG’. Si n0us circonscrivons au cercle
[ABCDEF un polygone régulier dont le nom-
bre des côtés soit double, et si nous lui ins-
icrivons un polygone semblable, si nous con-
tinuons de faire toujours la même chose, et si
nous appelons P’ le contour d’un des polygones

circonscrits et P le contour du polygone ins-
crit qui lui est semblable; si nous appelons Il’
la perpendiculaire menée du centre sur un des
’côtés du polygone circonserit et R la perpen-

diculaire menée du centre sur un des côtés du

polygone inscrit , nous aurons la proportion

suivante : lt P’ : P :5 11’ z n
.011 bien l
L P’-P:P::R’--R:Rç’ i t

G s
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Cette dernière proposition donnera l’équation

suivante :
P x (11’ - R )

P-P: R
Mais puisque la quantité R’ -R qui est la Mé-

rence de la perpendiculaire menée du centre
sur un, côté des polygones circonscrits et de la
perpendiculaire menée de ce même centre sur
un côté du polygone inscrit qui lui est sembla-
ble diminue toujours à mesure que le nombre
des côtés des polygones circonscrits et inscrits
augmente, il est évident qu’en continuant de

circonscrire au cercle ABCDEF des polygones
réguliers dont le nombre des côtés soit toujours

double et de’lui inscrire des polygones sembla-

bles, il arrivera nécessairement que la quan-

.. P Cme î x (R’ - R) deviendra plus pente que

la quantité, N. et par conséquent que la quantité

P’-P, c’est-à-dire que la difl’érence des con:-

tours d’un polygone régulier circonscrit et d’un

polygone semblable inscrit. .
Donc un cercle étant donné , on peut lui cir-

conscrire un polygone régulier et glui inscrire
un polygone semblable , de manière que la difl’é-

rence des contours de ces polygones soit plus
z
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petite qu’une droite donnée N , quelque petite
qu’elle soit; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
Puisqu’un cercle étant donné , on peut lui

circonscrire un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de manière que-la diffé-

rence des contours de ces deux polygones soie
plus petite qu’une droite donnée N, quelque
petite qu’elle soit; et puisque le contour d’un

polygone. circonscrit est toujours plus grand
que la circonférence, et que le contour d’un

polygone inscrit est toujours plus petit que
cette même circonférence, il est évident qu’one

peut , à plus forte raison, circonscrire à un»
cercle ou lui inscrire un polygone régulier de
manière que la difl’érence du contour du poly-

gone circonscrit ou du polygone inscrit et de
la circonférence de ce cercle soit plus petite
qu’une droite donnée N , quelque petite, qu’elle

son.



                                                                     

I

468 SUPPLÉMENT

PROPOSITION X.
rnponpnizmn.

Ïmuver. la circonférence approchée d’un Cercle

dont on cannoit le diamètre. ,
’ Soit ABCDEF (fig. 225) un cercle dont ou
connoît le diamètre AD : il faut trouver la cir-’

conférence approchée de ce cercle. ’
A Inscrivons dans le cercle ABCDEF un exa-

gone régulier et circonscrivons-lui un polygone
semblable, de manière que les côtés de ces.
deux polygones soient parallèles; du centre O
menons la droite OG’ perpendiculaire sur le
côté A’B’ du polygone circonscrit; cette droite

sera aussi perpendiculaire sur le côté AB ,
parce que les côtés de ces polygones sont pa-

rallèles. IPuisque les côtés d’un hexagOne régulier iris-

crit dans un cercle sont égaux chacun au rayon
de ce cercle , le Contour de l’hexagone inscrit
dans le cercle ABCDEF sera égal au rayon OK
multiplié par six.

A cause que le triangle 0GB est rectangle
en G et à cause que la droite GB est égale à la
moitié de la droite AB , le quarré de la droite
0G est égal au quarré du rayon 0B moins le
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quarré de la droite de GB qui égal à la moitié

du rayon : donc la droite 0G sera égale à la
racine quarrée de la différence du quarré du
rayon et du quarré de la moitié du rayon; ,

Les deux triangles ADB, A’OB’ sont sema

blables : donc la droite OG est à la droite OG5
comme la droite AB est à la droite A’B’ : donc

la droite A’ B’ est égale aueproduit de la droite

AB par la droite OG’ divisé par. la droiteOG:
donc le contour de’l’hexagone régulier cil-cons;-

crit au cercle ABCDEF est égal à ce produit

multiplié par six. . ’
Le contour de l’hexagone inscr’t dans le cet.

cle ABCDEF est plus petit que la circonférence
de ce cercle, et le contour dé l’hexagone circons-

crit à ce cercle est au contraire plus grand que
sa circonférence. Pour avoir une première. vas
leur’approchée de la circonférenbefiu cercle
ABCDEF ,’ ajoutons les deux quantités aux-

quelles les contours du polygone inscrit et du
polygone circonscrit sont égales , et prenons la
moitié de leur somme; la moitié de la somme
de ces deux quantités sera la première valeur
approchée de la circonférence ABCDEF;

Pour avoir une seconde valeur qui soit plus
approchée de la circonférence ABCDEF, ins-
crivons dans cette circonférence un dodécav

5
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gone régulier et circonscrivons-lui ensuite un"
polygone semblable , de manière que les côtés

de ces deux polygones soient parallèles. Du
centreIO menons un rayon perpendiculaire sur
un des côtés KH du dodécagone circonscrit ,

ce rayon sera aussi perpendiculaire sur le côté
BG’ du polygone inscrit , puisque les côtés de

ces polygones sont parallèles.
Puisque le triangle H GB est rectangle en G,

le quarré du côté G’B est égal au quarré de la

droite G-B et au quarré de la droite GG’ z donc
la droite G’ B égale la racine quarrée de la somme

des quarrés de la droite IBG qui est la moitié de
la droite AB et de la droite GG’ qui est la diffé-

rence du rayon .G’O et du rayon 0G. Multi-
’ pliant’cette racine par douze , on aura le con-

tour du dodécagone régulier inscrit dans le

cercle ABCDEF.- - -
Le-triangle OgB étant rectangle en g , le

quarré (le la droite 0 g sera égal au quarré du

rayon 0B moins le quarré de la droite Bg : donc
la droite. Cg égale la racine quarrée de la diffé-

rence du quarré du rayon 0B et du quarré de
la droite Bg qui est la’moitié de la’droite BG’.

,. Les deux triangleS G’OB, HOK sont sem-
blables : donc laldroite Og est à la droite Og’
comme la droite BG’ est à la droite KH : donc
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la droite EH est égale au produit de la-droite BG’

par la droite Og’ divisé par la droite O g: donc

le contour du dodécagone régulier circonscrit
est égal à ce produit multiplié par. douze. 4

Connoissant les contours du dodécagone ré.

gulier inscrit dans le cercle ABCDEF et’du
dodécagone régulier semblable lui est cir-
conscrit , si l’on ajoute ces deux quantités et si

l’on divise leur somme par deux , la moitié de

la somme de ces deux quantités sera une sef
coude valeur qui sera plus approohée de la
circonférence ABC DE F. x r

Si l’on continue d’inscrire dans la circonféà

rence ABCDEF et de lui circonscrire des po-
lygones dont le nombre des côtés soit toujours
double, si l’on fait des opérations analogies à

celles que nous venons défaire, et si l’ont re-
présente le rayon par uninombre quelconque ,
on aura deslvaleurs qui seront de plus en plus
approchées de la circonférence deuton con-
noît le diamètre ou le rayon. C’est ainsi qu’Ar-

ehimède a trouvé que la circonférence d’un

cercle dont le diamètre est 7 égale 22 à peu de ’

chose près , et qu’Adrien Métius a trouvé dans

la suite que la circonférence d’un cercle dom
le diamètre est H5 égale 555 à- très-peu de

chose près. . - 4
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’PRO’POSITIO’N’ XI.

1 ruinoninn.
Un cercle estuégial d’un triangle rectangle dont unl

iles côtés de l’angle liroit est égal à la circon-

’ férence de ce cercle et dont l’autre côté de

’ l’angle droit est égal au rayon.

. Soient le cercle ABC D ( 226) et un trian-l
gle rectangle EFG dont le côté-FG soit. égal à;

la circonférence de. ce cercle et dont le côté EF

soit égal à son rayon :je dis que le cercle ABCD

. est égal-au triangle EFG. , . .
Car si cela n’est point, le triangle EFG sera

plus peut ou plus grand. que le cercle ABCD.
Supposons d’abord que, le triangleEFG soit plus
petit que le cercle ABCD , et qu’il soit égal à

un cercle plus petit, savoir au cercle HKLM.:
Inscrivons dans le cercle ABCD un polygone.
régulier dont les côtés soient pairs en nombre.

et ne touchent point la circonférence HKLM;
du centre O menons sur le côté AN la perpen-.
diculaire OP, le polygone inscritest égal a un
triangle rectangle dont un des côtés de l’angle. ’

droit est égal à la somme des côtés de ce p0-
lygone et dont l’autre côté de, l’angle droit est».

égal à la perpendiculaire P0. Mais le contour.
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du polygone insorit est plus petit que la cir-
conférence du cercle ABCD et la perpendiCu-

laire P0 est plus petite que le rayon de ce
cercle : donc ce polygone est plus petit que le
triangle EFG dont le côté FG est égal àla en,

conférence du cercle ABCD et dont le côté
E F est égal au rayon de ce même cercle. Mais,

par supposition, le triangle EFG est égal au
cercle HKLM : donc le polygone inscrit est
plus petit que ce même cercle; mais au com
traire il est plus grand; oc qui est impossible ç
donc le triangle EFG n’est pas plus petit que

le cercle ABCD. A ’ v
Supposons en second lieu que le triangle

EFG soit plus grand que le cercle ABCD, et
qu’il soit égal au cercle H’ K’ L’ M’. Circonscri-s

vous au cercle AB C D un polygone régulier
dont les côtés soient pairs en nombre et ne
rencontrent point la circonférence H’ K’ L’M’ ;

du centre O menons au point de contact P’ le
rayon OP’. Le polygone circonscrit est égal a
un triangle rectangle dont un des côtés de l’an-

gle droit est égal au contour de ce polygone
et dont l’autre côté de l’angle droit est égal ’au

rayon OP’. Mais le contour du ’polygone’cir-

conscrit est plus grand que la circonférence’du

cercle ABCD: donc le polygone circonscrit est
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plus grand que le triangle EFG dont le côté
FG est égal à la circonférence du cercle ABC D

et dom le côté EF est égal au rayon de ce
même cercle. Mais , par supposition, le triangle
EFG est égal au cercle H’ K’L’M’: donc le po-

lygone circonscrit est plus grand que le cercle
H’K’L’M’; mais au contraire ce polygone est

plus petit; ce qui est impossible : donc le trian-
gle EFG n’est pas plus grand. que le cercle
ABCD; mais on a démontré qu’il n’est pas plus

petit : donc il lui est égal.
Donc la surface d’un cercle est égale à un

triangle rectangle dont un des côtés de l’angle

droit est égal à la circonférence de ce cercle
et dont l’autre côté de l’angle droit est égal à

son rayon; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION x11.
THÉORÈME.

Un secteur de cercle est égal à un triangle. dont
un des côtés de l’angle droit est égal à l’arc

I compris par les deux rayons de ce secteur et dont
l’autre côté de l’angle droit est égal au rayon

l de ce cercle.

Soit le secteur ANO (fig. 226) et le triangle
rectangle EFG’ dont le côté F G’ de l’angle droit
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est égal à l’arc AN et dent l’autre côté EF de

l’angle droit est égal au rayon du cercle ABCD :

je dis que le triangle EFG’ est égal au secteur

AN 0. .-Prolongez le côté FG’ et faites le côté -FG

égal à la circonférence du cercle ABCD, et
menez la droite EG’.

. Puisqu’un cercle est à un secteur de ce cercle
comme la circonférence entière est à l’arc com-

pris par les deux rayons de ce secteur , le cercle
ABCD est au secteur AN 0 comme la circon-
férence du ’cercle ABCD est à l’arc AN ; mais

la circonférence du cercle AB C D est égale à la

droite FG, par supposition, et l’arc AN égal
aussi à la droite FG’: donc le cercle ABCD est

au salueur ANO Comme la droite FG est à la
droite FG’; mais le triangle EF G- est au trian-
gle EFG’ comme la droite FG est à la droite
FG : donc le cercle ABC-D est au secteur AN 0
comme le triangle EFG est au triangle EFG’:
donc, en échangeant les plans des moyens, le
cercle ABCD est au triangle EFG comme le
secteur AND est au triangle EhF G’; mais le
cercle ABCD est égal au triangle EFG : donc
le secteur ANO est égal au triangle EFG’.

, Donc la surface d’un secteur est égale,à,un
triangle rectangle dont un des côtés de l’angle
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droit est à l’arc compris par les rayons de
ce secteur et dont l’autre côté de l’angle droit

est égal au rayon de ce secteur; ce qu’il falloit

démontrer. 4 a
PROPOSITION X111.

THÉORÈME.i t

:Les cercles sont entr’euz comme les quarrés

de leurs rayons.

1 Soient les deux cercles ABC D , FGH K
(fig. 227) : je dis que le cercle ABCD est au
cercle FGHK comme le quarré du rayon AE
estau quarré du rayon FL.

Supposons que le côté NO de l’angle droit

du triangle rectangle MNO soit égal à la ciré
conférence du cercle ABC D, que l’autre côté

MN de l’angle droit soit égal au rayon du même

cercle : supposons ensuite que le côté QR de
l’angle droit du triangle rectangle PQR soit
égala la circonférence du cercle FGHK et
quel’autre Côté PQ de l’angle droit du même

triangle soit égal au rayon du même cercle. I
Puisque les droites NO , QR sont égales sui

circonférences des cercles ABCD , FGHC, que
les droites MN, PQ sont égales aux rayons de
ces cercles, et que les circonférences des cerf
des sont entr’elles comme leurs rayons , le côté
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NO sera. au côté QR comme le côté .MN est
au côté’PQ; mais les angles N, Q sontfldroits:

donc les deux triangles MNO, PQR sont sem-
blables; mais les triangles semblables sont entre
eux comme les quarrés de leurs côtés homo;
logues : donc le triangle MNO est au uiarlgle
PQR’comme le quarré du côté MN est au
quarré du côté homolgue PQ; mais le cercle
ABCD est égal au triangle MNO,’ le cercle

FGHK égal au triangle PQR, le côté MN
égal au rayon AE , et le côté PQ égal. au rayon

FL : donc le cercle ABCD est au cercle FGHK
cOmme le quarré du rayon AE est au quarré du

rayon FL. t aDonc les cercles sont entr’eux comme les
quarrés de leurs rayons; ce qu’il falloit dé-

montrer. s VCOROLLAIRE.-
ll suit manifestement de la que les secteurs

semblables sont aussi entr’eux comme les
quarrés de leurs rayons. En effet ces secteurs
sont égaux à des triangles rectangles semblables
qui sont entr’eux comme les quarrés de leùrs

côtés homologues ; mais parmi ces côtés homo-s

logues il en est sont égaux aux rayons de
ces. cercles : donc les secteurs semblables sont
entr’eux comme les quarrés de leurs rayons; la
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raorosmlon x1v.
Taionàmm.

La surface convexe d’un cylindre droit est égale

à un rectangle dont la base est égale à la cit-À

conférence de la base du cylindrelet dont la
hauteur est égale à celle du cylindre.

Soit le cylindre droit AQ ( fig. 226) dont la
base est le cercle ABC D et dont la hauteur est
la droite OQ est en même tems l’axe du cy-
lindre ; osoit le rectangle RT dont la base, ST
est égale à la circonférence de la base de ce
cylindre et dont la hauteur R5 est aussi égale a
celle de ce même cylindre :1 je dis que la sur-
face convexe du cylindre droit est égale au recq
tangle ET.

Car si le rectangle RT n’est point égal à la

surface convexe de ce cylindre, ce rectangle
sera plus petit ou plus grand que la surface
convexe de ce même cylindre.
I Supposons d’abord que ce rectangle soit plus

petit que la surface convexe de ce cylindre et
qu’il soit égal à la surface d’un cylindre plus

petit , savoir au cylindre HQ.
Dans la circonférence de la base du cylin-q

dre AQ inscrivons un polygone régulier qui ne
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touche point la circonférence de la hase du
cylindre HQ. Imaginons que ce polygone soit
la hase d’un prisme droit inscrit dans le cylin-
dre AQ, la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases , est égale à un rectan-
gle dont la base est égale à la somme des côtés

de la base de ce prisme et dont la hauteur est
la droite OQ. Mais le contour du polygone ins-
crit est plus petit que la circonférence ABCD:
donc la surface de ce prisme, sans y compren-
dre ses deux bases , est plus petite que le rec-
tangle RT. Mais , par supposition , ce rectangle
est égal à la surface convexe du cylindre HQ:
donc la surface du prisme , sans y comprendre
ses deux bases, est plus petite que la surface
convexe du cylindre HQ. Mais au contraire la
surface de ce prisme, sans y comprendre ses
deux bases , est plus grande que la surface con-
vexe de ce cylindre : donc le rectangle 11T
n’est pas plus petit que la surface convexe du
cylindre HQ.

Supposons en second lieu que le rectangle
RT soit plus grand que la surface convexe du
cylindre AQ et qu’il soit égal a la surface con-
vexe’d’un cylindre plus. grand, savoir au cy-g

’ lindre H’Q; autour de la circonférence de la

hase ABCD décrivons un polygone régulier
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dont les côtés ne rencontrent point la (Simon;
férence de la base H’ K’ M’L’; imaginons que ce

polygone soit la base d’un prisme circonscrit au

cylindre AQ; la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases, est égale à un rectané
gle qui a pour base une droite égale à la somme

des côtés de ce polygone et pour hauteur la
droite OQ; mais le contour du polygone cir-
conserit est plus grand que la circonférence
ABCD : donc la surface de ce prisme, sans y
comprendre les deux bases , est plus grande
que celle du rectangle 11T; mais par supposi-
tion le rectangle ET est égal à la surface con-
Vexe du cylindre H’Q : dbnc la surface de ce

prisme, sans y comprendre ses deux bases, est
plus grande que la surface convexe du cylindre
H’Q; mais au contraire. la surface de Ce prisme,-

sans y comprendre les deux bases , est plus
petite que la surface du cylindre H’Q; ce qui
est ùnpossible: donc le rectangleIRT n’est pas.

plus grand que la surface convexe du cylindre
AQ. Mais nous avons démontré que ce rectan-
gle n’est pas plus petit que cette surface : donc

le rectangle RT. est égal à la surface convexe

du cylindre AQ. Il y i i ’ ’ i 4
Donc la surface convexe du cylindre droit

est égale à un rectangle dont la hase est égalé
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à la circonférence de la base de ce cylindre et
dans la hauteur est êgàleà celle de ce même
cylindre ; ce qu’il falloit démontrer.

acoæioLLAI-næ.
Il vsuît manifestement de là que les surfaces

solivages des cylindres droits et semblahles sont
"-entr’elles commelles quarrés des diamelres de

leurs bases; car plaisqnç les striages confises des
cylindres drOitset semblables sont égales à des
rectangles dont les sont égales aulx cinéclu-
"filrences des bases de ces cylinélres et dont les
hauteurs son; aussilégales auxhauteurs de ces
mêmes cylindres, et puisque les circonférences

des bases des cylindres droits et semblables sont
proportionnelles ahi hauteurs de ces mêmes
cylindres , il est évident que les rectangles qui
sont égaux aux’surlàcesconvexes des cylindres

droits et semblables, sont desfigures semblables,
.puisque leurs bases sont proportionnelles à leurs
hauteurs : donc ces rectangles sont entr’eux
Comme les quarrés de leur; bases; mais? ces rec-
aunages semblables sont égaux aux sùrlâces Con-

vexes de ces cylindres et les bases de ces rele-
iangles sont égales aux circonférences des bases

"éléces mêmes cylindres : donc les surfaces con-

voies des cylindres droits et semblables sont
Il h
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entr’elles comme les quarrés des circonférences

de leurs bases , et par conséquent comme les
quarrés des diamètres de leurs bases.

PROPOSITION KV.
THÉORÈME.

Un cylindre droit ou oblique est égal à un paral-
lélépipède dont la. base et la hauteur sont égale:

à la base et à la hauteur de ce cylindre.

Soit le cylindre AQ (fig. 226) dont la base est V
le cercle ABCD et dont l’axe est la droite OQ;
soit aussi un parallélépipède RV ( 228) dont
la base et la hauteur soient égales à la base et
à la hauteur du cylindre AQ : je dis que le pa-
rallélépipède RV est égal au cylindre AQ.

Car si le parallélépipède RV n’est pas égal au

cylindre AQ , ce parallélépipède sera égal à un

cylindre plus petit ou à un cylindre plus grand J
Supposons d’abord que le parallélépipède 11V"

soit plus petit que le cylindre AQ et qu’il soit
égal à un cylindre plus petit , au cylindre HQ,
par exemple. Dans lacirconférence de la base

. ABC D inscrivons un polygone régulier ne
- touche point la circonférence de la base HKLM ,

et imaginons que ce polygone régulier soit la
base d’un prisme inscrit dans le cylindre AQ.
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Puisque la base du polygone inscrit est plus
petite que la base ducylindre AQ et que la
base du cylindre AQ est égale à la base du pa-
rallélépipède rectangle KV, la base du prisme

inscrit sera plus petite que la base du parallé-r
lépipèdc RY; mais le prisme inscrit et le paral-
lélépipède KV ont la même hauteur : donc le

prisme inscrit est plus peut que le parallélépi-
pède RV; mais nous avons supposé que le pa-
rallélépipède RV étoit égal au cylindre HQ:

donc le prisme inscrit est plus petit que le
cylindre HQ; mais au contraire le prisme ins-
crit est plus grand que le cylindre HQ , puisque
ce prisme contient ce cylindre; ce qui est tim-
possible : donc le parallélépipède rectangle KV

n’est pas plus petit que le cylindre AQ.
Supposons à présent que le parallélépipède

rectangle RV soit plus grand que le cylindre AQ
et qu’il soit égal à un cylindre plus grand, au ,

* cylindre H’Q, par exemple. A la circonférence

de la base ABCD , circonscrivons un polygone
régulier dont les côtés ne rencontrent point la
circonférence de la base H’ K’L’M’, et imagi-

nons que ce polygone régulier soit la base d’un

prisme circonscrit au cylindre AQ; la base du
prisme circonscrit est plus grande que la base du
cylindre AQ; mais la base du cylindre AQ est

a
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égale à la hase du parallélépipède rectangle RV :

donc la base du prisme circonscrit est plus
grande que la base du parallélépipède rectangle

KV ; mais le prisme maoris; et le parallélépipède

rectangle 11V ont la même hauteur :dOnc le
prisme encaissait est plus yawl que ’le parai;-
lélépipède rectangle IRV ; mais nous avons sup-

posé que ceparalélépipède rectangle étoit égal

au cylindre E’Q’vdonc le prisme circonscrit est

plus grand que 4e cylindre LIT 3 mais au con-

traire le circonscrit plus peut que le
. cylindre H’Q ,t car ce prisme est contenu dans

ce cylindre; ce qui es’t’iniposs’ib’le -: donc le pai-

rallélépipède rectangle VR’V’rnÏect pas plus grand

quels cylindre A125 mais ont qu’il
n’est pas plus petit t donc le parilllélépipède

rectangle KV est égal au cylindre 112.
Donc un cylindre droit ou oblique est égal

à un parallélépipède dont la base et ln hauteur

50m égales à la baséet à la hauteur de ce cyc-
ïindre; ce qu’aime; démontrer.
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rue-Prost- T I o. si p x v a.

-’ Nm né qui m in t’

Ier cylindresldroits ou obliques qui’ont des buscs
égales [sont entr’euar comme .leurs hauteurs 1le!

l; gout des hauteursi sont envient
comme leurs bases. p t A V N

7 v Caricylihdnctest égal à un parallé-
lépipède dormis: hase et hmm sont égales.
à la "hammals: Hauteur de ce cylindre; il-elt
éüdent. que ilesreylindres sont: enflent comme
les parallélépipèdes qui ont des bases et des han- I

murs égales. aux bases et au; hauteurs de ces»
cylindres. Mais les parallélépipèdes qui ont, des--

Bases égales sont: entr’eur comme leurs bau-A

teurs- : donc les cylindres qui ont des bases
égales sont’èntr’eux comma les hauteurs des.

parallélépipèdes qui ont des bases et desïliau-n

teurs. égales- aux. Bases et aux hauteurs de ces
keylindrest; c’est-.à-dire que lescylindres qui ont?

des: bases égales sont. entr’euæœomms leur z

’hauteurs;.-’ . .
a A Puisque l’es’eylindi-es sont entr’eux comme:

lès parallélépipèdes qui ont deszliasesset des

hauteurs égales aux bases-et aux hauteurs! de-
ces. cylindres», et que lesparallélépipèdesquil

5.
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ont des hauteurs égales sont entr’eux comme

leurs bases, il est évident que les cylindres
ont des hauteurs égales sont entr’eux comme
les bases des parallélépipèdes ont des hases
et des hauteurs égales aux bases et aux hau-
teurs de ces cylindres; c’est-à-dire que les cy-

lindres qui ont des hauteurs égalessont entre

eux comme leurs hases. A.
Donc les cylindres droits ou obliques ont

des hases égales, sont entr’eux comme leurs
hauteurs , et ceux qui ont des hauteurs égales

’ sont entr’eux comme leurs bases ;’ce qu’il falloit

démontrer. s ’ I
PROPOSITION xvn.

missionnais.
Les cylindres semblables, droits ou. obliques, sont

entr’euar comme les aubades diamètres de leurs

bases.

Que les cylindres qui ont pour hases les cer-
cles ABC , DEF 228) ,.Ïp.onr. diamètres
de leurs hases les droites AC, DE, et pou-r
axes les droites GH , KLjseien-trsemblables
entr’eux tiédis que’ces dèux cylindres sont

entr’eux cOmme les cubes des diamètres de

leurs. hases AC , DF. î , .
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a Construisez les deux parallélépipèdes rectan-

gles MP , RV dont les bases soient des quarrés;
que la base et la hauteurdn premier soient égales
à la hase et à la hauteurtdu cylindre AH , et que
la hase et la hauteur dujsecond, soient égales à -

la base et à la hauteur du cylindre DL.
Puisque le cercle ABC. est égal au quarré

NP et que le cercle DEF est égal au quarré .SV,’

le cercle ABC sera au quarré NP comme le
cercle DEF estau quarré SV : donc , en échan-
geant les places des moyens , le cercle ABC sera
au cercle DEF comma le quarré NP est au
quarré 5V. Mais le cercle ABC est au Cercle
DEF comme le quarrédu diamètre AC est au
quarré du diamètre. DE, et le quarré NP est*
au quarré SV comaœle quarré-du côté N0 est

au quarré du côté 5T adoucie quarré du dia-
mètre AC est au, quarrédu diamètre DF comme
le quarré du côté NO est au quarré du côté. ST : ’

donc le diamètre A: estran diamètreDF comme
le côté NO est au côté ST. Mais puisque la

.hauwür ducylindreAH est à la hauteur du
cylindre DL comme le diamètre AC est au dia-
mètre DE et que le. côté MN est égal à la
hauteur du cylindre AH et le côté RS égal à

la hauteur du cylindre DL , le diamètre AC
sera au diamètre DF comme le côté MN est

4.
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au ces as ;. mais on a: assonas quels un»

’ mon se est au diamètre DE comme le côté
No est au côté as : ’dOnc issus Nû’est un

ces 8T édmme le côté. MNe’st sa ses RIS
’ cloné les côtés des parallélépipètlësi’êètàîlgle’s’?

MP, KV Sont proportionnels: sans ces parais
lél’épipèdessont semblables: am les panifié;-

lèhipède’s’ MF, 11V sent nous: 3eme tes
cubes’de’leùrs côtés homtologuèslNDî SA”; mai;

avec NOnstïau côfé’STicomine le diamètre

AC» est. au diamètre sD’F’ T t dans le cuite (11’ W

NO est au: cube du ’éôtëISTeoïàiaeî le me au:

maintenances au ces audimètre bridons
tas ’paralie’lspipèdes. M’en," IWÉ sont "émient

colmme les fiihes des distancierait: , DFè’hiàisr
les parallélépipèdes M45 g. "av sont
cylindrés un; son, enflammas ï: sans les.
causeras AH; son sont t’aimerai comme-lésasse s:

de humanisâmes AICTÏD’F. 3:19: ’ ”’ lui

Bandits cylindre-s semblâmes-Moines. I H.
qu’es, sont entr’eux comme’les’ëuiies des’diàl-

mètres de loirs bases; se «11131 talloit démem-
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Tçiohinmî:
La suïàce cofivèizënJËfzÀcâ’nç.ËroÎtlëèËÇÈgèzÏeià a);

. triangle rec’tàl’ièÏe. Jénlffin dés éàçës l;a71glq--

. (lioit est égal ë èïrborgfëfencè. [a Ëase de?

6è côhe, Juif-e [bâté Je l’angle Jfoït es?

A . égal. au côté ce Égypte! câuèfi   A. I

. v Soit. 1e cône. droit 4(1) (fig. 229 );doht: la hase
çwleëœfcle ABGDŒËS dont le sommétnst le pbim

(2;. mit aussi ldftriçnglbmeomnëeEFG Hou!
un des côtés -FGO dal’angieldrdit estzégal à la

bincdnférence de blasé du bôhevAQœt dont
« l’autre - côté ds Al’aùglaewdæoût est au» bâté

de penône "a adîs.,q1fgala mrfacereontvexc du
cônç. AQ est. égaiemuiahg’le .reoiaugfie

:Car si le ,triaQIQIréctefngleï EWGun’em yak

égal Ma. surfacé cbnveale: durbônej fixoit 1(1); ce.

triangleüsera Plusipetittou glandaque la
laurfaœmn’veïe. 6eme cône. . a; : a
- 4 SWÛË dÂahord quleule trhbglqnbctangle
EFG soit plus la surface mame’rd’u
«cône ’AQ , et qu’il soit-égal à la surfçcû cônvexe

(in-néné plus patin à la surface convexfliitrcône

Herpar exemf’le. Dans [la circonférence de
 h bÈSQ’À-BCD’ÎI18cI iY0üS un jablygme régu-
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lier ne touche point la circonférence de la
base HKLM, et imaginons que ce polygone
régulier soit la base d’une pyramide inscrite

dans le cône-AQ; la surface de la pyramide
, ÀAQ ,I sans y.comprendre sa base, est égale à un

triangle rectangle dont un des côtés’de Kan-

gle droit est égal au contour de la base de
cette pyramide et dont l’antre-côté de llangle

droit est égal à la perpendiculaire menée du
sommet de cette pyramide 81.1?qu des côtés de

sa base; mais le contour de la base de lai-py-
ramide inscrite est lplùs’petitl que la circon-
férence de labase dix-cône -AQ est égal à
un des côtés de l’angledroât du triangleEÈG

et lamperpendiculaire menée HuÏSOmmet de la
pyramide sur un des l côtés t’ de sa base ’ est’plus

coufique le côté dû côneÎAQ est égal à
l’autre côté de l’angle droit du triangle rectan-

gle EFG raque la surface’deia pyramide ins-
(site; sànsyæoniprendré sa base , est plus petite

que le triangle rectangle ’EF G. Mais nous avons
supposé: quia le triangle: rectangle EFG’est égal

à la surface’convexe du cône HQ : dOnc’ la sur-

face de la: pyramideinscritejlsans y minoren-
drersaî base»; est plus. petite" que la; surface con-
vexe du cône ; Ïmais àu’c’o’ntraire la surfhde

de la pyramide inscrite; sansy cowprendre sa
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base, est plus grande que la surface convexe du
cône HQ; ce qui est impossible : donc le triané-
gle rectangle EFG n’est pas plus petit que la

surface convexe du cône AQ. - ;
Supposons à présentque le triangle rectam

gle EFG soit plus grand que la surface convexe
du cône AQ , et qu’il soit égal à la surface COD?

Vexe d’un cône plus grand , à la surface convexe

du cône H’Q, par exemple ; autour de la circon-

férence de la «base du cône AQ décrivons
polygone régulier dont les côtés ne rencontrent
pas la circonférence de la base du cône H’Q , et

imaginons! que ce polygone soit la hase, d’une
pyramide circonscrite au cône AQ; la surfacede
cette pyramide , sans y comprendre sa base , est
égale à un triangle rectangle dont un descôtés
de l’angle droit est égal au contou’r de la base

de cette pyramide et dont l’autre côté de l’angle

droit est égailla la perpendiculaire menéetdu

sommet sur un des côtés de la base de, cette
pyramide; maisle contour de. la pyramide cir-

. conscrite au cône AQ est plus grand: que la
circonférence de la base du cône AQ, est
égal à un des côtés FG de l’angle droit du trian-

gle rectangle EFG , et la perpendiculaire menée
du sommet de la pyramide sur un côté de sa base

est plus grande que le côté du cône AQ qui est
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égal à l’autre côté de l’angle droit : donc la sur»

face de la pyramide circonscrite au cône AQ ,
ms y’comprendre sa hase , est plus’grande que

le triangle rectangle» EFG; minous avons supo
que le’tri’angle rectangle EFG ut égal à la

surface couvera du cône H’Q: dom:- la surface
de cette pyramide , sans y comprendre sa base ,
est plus grande que la surface convexe du cône
H’Q1;mais au Contraire la surfacede cette pyra.
fluidifiât plus petite que la surface du eôneH’ Q ;

[cetqhi est impossible : donc le triangle rectangle
E FIG n’estïpàs’ plus-grand que la Surface con-

’vexeïdn cône ÂQ’; mais nous avons démontré

que ce triangle n’est plus petit : donc les
triangle rectangle EFG est égal a à la surface

convexe du cône AQL- ’
Donc la surface COnVexe du cône droit , sans
y comprendre sa base», est égale à un triangle
rectangle dont un’des Côtés de "l’angle droit est

égal àil’a circonférence de la basede ce cône et

dont l’autre côté de l’angle droit est égal au

t côté de ce mêine Icône ; ce qu’il» falloit dé-

montrer. ’ ’ » ’ r ’
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PROPOSITION XIX.
ruinaient-n. ’

t
La section de la surface convexe d’un cône droit

ou oblique par un plan parallèle à sa base en
une circonférence de cercle.

Coupez le côneABBC fig. 229) par un plan
F50 parallèle à la hase BEC : je dis que la
section FSG de la surface convexe de ce cône
par ce plan est une circonférence de cercle. i

Du centre O de la base du cône menez autant

de rayons que vous voudrez 03, OR, et par
l’axe A0 et par les rayons 0B, OR conduisez

v les plans A08, ACE, les sections AB, AR
de la surface convexe du cône par ces plans
seront des lignes droites, car les lignes AB, AB.
se confondent nécessairement avec la droite
génératrice de la surface convexe du cône ,
lorsque cette droite a une des positions AB, AR.
Le plan BEC étant parallèle au plan FSG, les
sections 0B, PF de ces deux plans par le plan
AOB seront deux droites parallèles: donc les
deux triangles A0 B, APF sont semblables:
donc l’axe A0 est à l’axe AP comme le rayon,

pOB est au rayon PF. On démontrera de la même
manière que l’axe A0 est à l’axe AP comme le
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rayon OR est au rayon P5 : donc le rayon 0B
est au rayon PF comme le rayon OR est au
rayon P5 : donc , en échangeant les plans des
moyens , le rayon 0B est au rayon OR comme
le rayon PF est au rayon PS; mais le rayon 0B
est égal au rayon OR : donc le rayon PF est
égal au rayon P S. On démontrera , de la même

manière , que toute autre section du plan FSG
par un plan qui passe par l’axe est égale à cha-

cune des droites PF , PS : donc la section de
la surface convexe du cône ABRC par un plan
parallèle à la base de ce cône est une circon«

’férence de cercle.

Donc la section de la surface convexe d’un
cône droit ou oblique ; par un plan parallèle à

sa base, est une circonférence de cercle; ce
’qu’ilrfalloit démontrer. ’ "
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PROPOSITION XX. Ï
’ ’TH’ÊORÊME,

La swfacc convexe d’un tronc de cône droit à bases

parallèles est égale à un rectangle qui a pour
t hauteur une droite égale au côté du tronc et pour

base une droite égale à la circonférence qui
résulte de la section’de’ la surface convexe de

I I ce tronc par un plan parallèle aux deux bases
et mené à égale distance de ces deux bases.

, Soit le tronc du cône droit BD (fig. 229) dont
les bases BRC, ETD sont parallèles : je dis que la
surface convexe de ce tronc de cône est égale
a un rectangle qui a pour hauteur le côté DC
du tronc BD et pour base une droite égale à la

g circonférence résulte de la section de la
surface convexe de ce tronc par un plan pa-
rallèle aux deux bases et mené à égale distance

de ces deux bases. . i
Complétez le cône ABRC; sur le côtéAC et

au point C élevez la perpendiculaire CH; faites
la droite C H égale à la circOnférence de la base

BRC; menez la droite AH, et par le point D
menez la droite DE. parallèle à la droite CH.

Puisque les triangles AOC, AQD sont sem-
blables , la droite AC sera à la droite AD comme ,
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le rayon 0C est au rayonQD. les circonfé-
rences sont enlr’elles comme leurs rayons : donc

la droite AC est à la droite A19 comme la cir-
conférence BEC est à la cirçgnférence ETD;

et à cause que les triangles ACE, ADK sont
semblables, la droite AC est à la droite AD
comme la droite C H est à la droite D 1S ; dope la

circonférence BEC est. à la circonférem i
comme la droite CH est à la dr9itc 121:: dçnç en

éçhangeam les place? des Wagram, la simou-

férence BEC est àlla droite CH comme la cir-
conférence ÏETD est à la droite DK; mais la
circonférence BRC est égale à la droite CH ,

par eupposition : donc la circonférence ETD
est égâle’à la droite DE. Mais la surface con-

vexe du cône total ABRÇ est égale au triangle

remugle total ACH et la surface convexe du
cône AE’ID est égale au triangle rectangle ADK:

donc la surface convexe du tronc de côneBD est
égale au trapèze restant DC Du milieu de la
droiteDC menez la droite 6L parallèle à l’une
ou à l’autre des bases parallèles DE. , CH; par le

point L , où la droite GL rencontre le côté K H,
eondu’isei la droite MN parallèle au côté DG,

et prolongez la droite DE jusqu’à ce qu’elle ren-

contre la droite MN au point M. Puisque ,7 par
conStruet-ion , la droite DG est perpendiculaire
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sur la droite CH; la droite DG sera égale à la
distance des deux bases parallèles DE; CH; et
puisque la droite CL est égale à la droite CN , le

trapèze DCHK sera égal au rectangle DCN M.
Mais nous avons démontré quela surface conl
vexe du tr0nc de cône BD est égale au trapèze

DCHK : donc la surface conveXe du tronc de
cène BD est égale au rectangle DCNM. Nous
démontrerons que la circonférence FSG est
égale à la droite GL, de la même manière que

nous avons démontré que la circonférence ETD

est égale à la droite DK à donc la Surface, con-i
VeXe du cône BD est égale à un rectangle qui
a pour hase une droite égale à la Circonférence

FSG et pour hauteur la droite DG; ,
Donc la surface couverte du tronc de ëôhe

droit à bases parallèles eSt égalé à un rectan-

gle quia pour hauteur une droite égale au côté

du tronc de cône et pour base une droite égale
à la circonférence de cercle qui résulte de la
section de la surface conVeXe du tronc de cône
par un plan parallèle aux deux bases et mené
à égale distance de ces deux bases; ce qu’il

falloit démontrer: ’ l
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PROPOSITION XXI.
rationniez.

La surface convexe d’un cône droit est égale à

un rectangle quia pour hauteur une; droite égale
au côté de ce cône et pour base une droite égale

à la circonférence de cercle qui résulte de la

section de la surface convexe du cône par un
plan parallèle à la base du cône et mené par
le milieu de son côté.

Soit un cône droit ABRC (fig. 229) : je dis
que la surface convexe du cône ABRC. est égale

à un rectangle qui a pour hauteur une droite
égale au côté de ce cône et pour base une droite
égale’à la circonférence de cercle qui résulte de

la section de sa surface convexe par un plan
parallèle à sa base et mené par le milieu de son

côté AC. iV sur le. côté AC et au point C, élevons une

perpendiculaire CH , faisons cette droite égale
à la circonférence de la base du cône et menons

la droite AH. t .
Puisque. nous avons démontré que la surface

convexe d’un cône droit est égale à un triangle

rectangle qui a pour base une droite égale à la

circonference de sa base et pour hauteur une
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droite régale au côté de ce cône , le triangle ACE

ses: égal à la surface convexe du cône .ABRC. i

Du milieu de la droite AC menons la droite
DE; nous démontrerons, comme dans-la pro-
position précédente , que la droite DK est égale

à la circonférence ETDv I

Puisque les deux triangles H , ADK sont
semblables étique. le, côté aces; dOuhle du côté

AD , le côté Cil sera double du côté DK j: donc

le triangle ACH est égal à un rectangle qui a

pour base-la droite DKiet pour hauteur la
droite AC , parcequ’un triangle est égal a un
rectangle qui a la même hautem- queues triangle
et qui a pour hase une droite égale à la’înoitié

de la made ce triangle. me le trian-
gle AC H est égal à la surface converti du
droit ABRC: :3 donc le rectangle. à polir
base la droite. DE et pour hauteurla arène-Ac
est aussi égal à. la surface convexe-"du cette
droit .ABRG; niaishbase de Ee’reëtdfiglé est:
égale à la circonférence-ETD et tu Hauteur de

ce même rectangle est égalevan me salse-abats.
I Dole, 111:5Wfdee’me dlün’èbùé est

égale à rectangle quia pourin une
droite égale au côté de ce éôïié’ëtpôür une

une droite égale à la aimoaférèacede barde
qui résulte se uranisme-sarmate cette

2
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par un plan parallèle à sa base et mémé
le milieu deyson ,côté; ce qu’il falloit dé-

montrer . ’ ’ a

PROPOSITION! XXII.
THÉORÈME.

’ l v Il a cUn cône droit, ou oblzque est la trozszème parue
V’ d’un cylindre qui a la même buse et la même

n - " - .hauteur que ce 06net

I Soient le cône AQ ( 226) et le cylindre AQ
ayant la même base let le même axe : je dis que
le cône AQ est la troisième partie du cylin-

dre r V, Car si: le tiers du cylindre AQ n’est pas égal

aupône, AQ , le tiers de ce cylindre sera plus
petitou plus grand que le cône AQ. Supposons
d’abord que le tiers de ce cylindre soit plus petit
que le cône AQ., et qu’il soit égal. à un cône plus

petit, aupônevHQ, par exemple. :Dans la cir-
conféréncçg de la base. dulcône AQl inscrivons

un polygone régulier- oont les côtés ne touchent ’

pas la circqnférqnoe de la base du cône HQ, et
imaginonq .que;ce polygone Trégulier soit la basal p
d’un prisme inscrit dansle Cylindre miel d’une

pyramide însçriledaps le cône AQQ w z p
æ , La pyramidqp-însçrite-flantleï cône AQ rést
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égale au fiers du prisme insolât dans le l’eylindre

AQ; mais, le prisme inscrit est plus petit que le
cylindre AQ : danc la pyramide inscrite est plus
petite que le tiers du..cylindre AQ ; mais le tiers
du acylinclreAQ’est égal au cône HQ ; par suppo-

sition : donc la pyramide inscrite est plus petites
que le cône HQ; mais au oontrivire cette pyra-
mide est plus guinde, puisqu’ellelle contient;
ce’qui est impossible : donc le tiers du cylin-
dre AQ n’est pas plùsapetit que le cône AQ.

Je dis à présent que: le tiers du, cylindre AQ
n’est pas plus grand que le cône AQ à car sup-
posons que, le tiers du cylindre Astpit égal à
un cône plus grand, au cône ,.par exem-
ple; autour de la. hasekdu çône AQldéçriyons
un polygone régulier dont les.,eôtels;ne,;rencon-y

trent point la [basepdu cône H’Q, et imaginons;
que ce polygope régulier, sait ’13. basé. d’uns

prisme circonscrit aucylindre AQlet d’une py-
mutule hoirconsclrite’lauî cône1 la. pyramide
cirçonseritè est. égale au tiers du prisme cir-
(iODscrit; mais. le prisme cireonscrît est plus
grand que le Cylindre AQ : ldonc la pyramide
circonscrite estiplu’s grande que le tiers du cy-

lindre AQ; mais le tiers du» cylindre AQ est
égal au cône H’Q, par supp05iti’on : donc la

[amande circonscrite. est plus ’grande’que le



                                                                     

Sas, munir-141511314?
(56.395 la; Q à mis. ancomnainea. est». pysamide est.
pmimmwteèaôm, le cône con-
tient même; pyramidas; [ou qui; en impossible :.

dona le (tendu cylindreiAQ flamant plusgmnd;

que, la. cône 5A Q1 æ mais; mus:
qu’il,» n’est pas plus: peut a dOBOrlÇ tiersdu malins.

dreAQvest égal-anoôneaàQn I V
- Dom un cône droitliou-bhlèqgmestîle tiers:

d’un cylindra avlaimême’ïlnse étole même:

axe que, ce cônes: caïqnfikdwaiagdémæncrm

H Ïcanuolrtk’ïzn’ruzzî"h I

3 Puisque les guitares ont des Bases égales
sont entrl’Êux’ confiné lèurs baùteursàet que les

cylindresiqui ont des Hauteurs égales sont entre
aux cofiirhè leurs «lia’sëlsiçtet’l parée qu’un, cône;

est le. tîèrsÏ’H’îfni tcfygi’ndiçie’ qùï’a l’apmême. base et

le mêlmézàixe que Ëe’èôpe et que les tiers sont.

Propbrlianiî 15è"? lÔPisËlÏiÎIÇË’SËlËVÎdCP’ T1? les

cônequuî) ont 53’s basësîegalve’s sont .entr’euxr

- cOmIne hauteurs; ËË’Uuqeitëe’ulX galant des,
hauteurs êààléà godtîè’nil*eüg’édxfimè louis’liaseis;

IL) "Pi il. . . A

. nloplll’ll’l’îan’llvllf-i .u , Î...n

Puisque E105: cylindres: am
aux calanchsgcubbsdeia diamètres: de laura;
bases, et parce que, k5 ’oânçs.» managent
les. tiens». de cylindra; SCMOQIFIÎDOÇQD: Les
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mêmes bases et les mêmes axes , il est encore
évident que les cônes semblables sont entr’eux

comme les Cubes des diamètres de leurs bases.

PROPOSITION XXIII.
VTHÉORÈME.

Si un demi-pogygone régulier d’un nombre pair
de côtés tourne autour de son dianiètre,’1a" sur-

face décrite par un certain nombre de ont; de
ce demi-polygone est égale à un rectangle qui

a pour base une droite égale à la circonférence

I inscrite dans le demi-polygone et pour hauteur la
V portion du diamètre interceptée partiaux droites

qui lui sont perpendiculaires et qui comprennent
les côtés qui ont décrit cette surface; et la sur;

l face décrite par tous les côtés du demi-polygone

est égale à un rectangle qui à pour base une
l droite égale à la circonférence inscrite dans ce

demi-polygone et pour hauteur le diamètre de

ce même polygone. p i m
Soit ABÇDEFG (fig. 25.0) un demi-poly-

gone régulier dont la droite AG est le diamètre

et le point H le centre; du centre H menez la
perpendiculaire HK sur un des côtés CB de ce
demi-polygone , et des points B etE menez" les
droites BM, E0 perpendiculaires sur le dia.-

4
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mètre AG : je dis que la surface décrite par les,
côtés BC, CD, DE est égale à un rectangle
qui a pour base une droite égale à la choqua
férence inscrite et pour hauteur la droite M0:
je dis de plus que la sunface décrite par tous
les côtés du demi-polygone est égale à un
rectangle qui a pour base une droite égale à
la circonférence inscrite et pour hauteur le.

diëmèire AGI: *.Dup point C et milieu du côté CE menez
les droites CH 1 KL perpendiculaires sur le dia:
mètre AG, et du point B menez aussi une droite.

BQ perpendiculaire sur la droite CN.
Le triangle HKL est semblable au triangle.

BC Q; en effet , ces deux triangles ont chacun
un angle droit en L et en Q; l’angle HKL avec
l’angle BEL est égal à un angle droit; mais.
l’angle BON est égal à l’angle BKL : donc l’an-.

gle avec l’angle BÇN est égal à un angle
droit ; maiszl’angle KHL avec l’angle H KL est

aussi égal à un angle droit : donc les deux angles,
KHL , B C N sont «égaux entr’eux : donc les

deux triangles HKL , ont deux angles
égaux chacun à chacun : donc sont sem-.
blables g donc la droite HK est àla droite KL,
comme la droite CE est à la droite. BQ ou. à la
droite, MrN qui" lui. est.ésalc-. Mais les. circoa:
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férences sont proportionnelles à leurs rayons s
donc la circonférence qui a pour rayon la droite
HK est à la circonférence qui a pour rayon la
droite KL comme la droite CE est à la droite
M N; mais lorsque quatre droites sont propor-n
tionnelles , le rectangle compris sous les deux
droites extrêmes est égal au rectangle compris.
sous les deux droites moyennes : donc le rec-
tangle compris sous la droite MN et sous une
droite égale à la circonférence qui a pour rayon

la droite H K est égal au rectangle compris sous
le côté CB et sous une droite égale à la cira

conférence qui a pour rayon la droite KL;
mais le rectangle compris sous le côté CB et
sous une droite égale à la circonférence qui a

pour rayon la droite ISL est égal à la surface
convexe du tronc de cône décrit par le côté

CB : donc le rectangle compris sous la droite
MN et sous une droite égale à la circonférence

qui a pour rayon la droite HI; est [égala la
surface convexe du tronc de cône décrit par le
côté CB. On démontrera, de la même manière,

que chacune des surfaces des troncs de cône
et des pyramides décrites par les autres côtés

AB, CD, DE, EF, FG est égale à un rectan-.
gle compris sous la portion du diamètre inter:
çepté par les deux perpendiculaires qui com?
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prennent chacun des côtés AB, CD, DE, EF,
FG et sous une droite égale à la circonférence

qui a pour rayon la perpendiculaire menée du
centre sur chacun des côtés AB , CD, DE ,
EF, FG. Mais les perpendiculaires menées du
centre du polygone régulier sur les côtés de ce
polygone sont égales entr’elles : donc les cir-

conférences qui ont pour rayons ces perpendi-
culaires sont aussi égales entr’elles , et par con-

séquent égales la la cil-Conférence inscrite dans

le demi-polygone régulier ABCDEFG z donc
la surface convexe d’un tronc de cône décrite

par un côté quelconque du demi-polygone est
égale à un rectangle compris sur la portion du
diamètre interceptée par les deux droites qui
lui sont perpendiculaires et qui comprennent
ce côté , et sous une droite égale à la circonfé-

rence inscrite : donc les trois surfaces de troncs
de cône décrites par les trois côtés BC , CD ,

DE sont égales à trois rectangles qui ont pour
bases- des droites égales chacune à la circonfé-

rence. inscrite et pour hauteur les droites MN ,
NH; H’O ’; mais ces trois rectangles sont égaux

à un ’seul rectangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence inscrite et. pour hau-
teur la droite M0 , c’est-à-dire la portion du
diamètre interceptée par les deux droites BM,
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E0 qui lui sont perpendiculaires et qui com-i
prennent les côtés BC, C D, EF : donc, par la
même raison , la somme des surfaces convexes-
des troncs de cône et des deux pyramides dé-.
otites par tous leslcôtés du demi-polygone est
égale. à un rectangle qui a pour base une droite-
égale à la circonférence inscrite et pour hauteur

le diamètre du polygone. "
Donc situ: demi-polygone régulier d’unnom-

lire pair de. côtés, tourne amour de son (lias.
mètre»,gla surface, décrite par un certain non».

bre de côtés de celdeminpolygone’ est égale à

un rectangle quixa;pqur base unedroite égaleà
la circonférencetinscrite et pour hauteur la pot-a
tien du diamètre, interceptée par deux droites

sont: perpendiculaires et qui comprima
nant les côtés qui ont décrit cette, surfaces. et
la. surface décrite: par tous. les . côtés du demi-x

polygone estrégale à. un. rectangle, apeure
hase, uneÏ droite..égl,e èsla circonférence
critetletppur hauteur le, diamètre de ce demis,
polygonesgcetqu’ilt. falloit démontren .. , Î
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PROPOSITION XXIV.
THÉORÈME.

La surface d’une sphère est égale à un rectangle

qui a pour base une droite égale à la circon-
férence d’un grand cercle de la sphère et pour

hauteur une droite égale à son diamètre.

Soit une sphère qui ait pour diamètre la droite

AB (fig. 251) et pour centre le point C : je dis
que la surface de la sphère a pour diamètre
la droite AB est égale à un rectangle Q qui a
pour base une droite égale à la circonférence
d’un grand cercle de cette sphère et pour hau-
teur une droite égale à son diamètre.

Car si ce rectangle n’est pas égalâ’la surface

de la sphère qui a pour diamètre la droite A3,
ce rectangle sera égal à la surface d’une sphère

plus petite ou à la surface d’une s hère plus
grande. Supposons d’abord que ce rectangle
soit égal à la surface d’une sphère concentrique

plus petite ,I à celle, par exemple, ’qui a pour
diamètre la droite KM.

Faisons passer un plan par le diamètre AB,
les sections des sphères qui ont pour diamètres
les droites AB, LM par ce plan donneront les
deux demi-cercles ADEFGHB, KLM; car-



                                                                     

A LA GÉOM. D’EUÇLIDE. 509

les droites’meuées du Centre d’une sphère à la

section de sa surface par un plan qui passe par
son centre sont égales chacune au rayon de
cette Sphère. Dans la demi-circonférence dom
AB est le diamètre inscrivons un demi-polya-
gone régulièrtdont les côtés soient en nombre

pair et ne touchent point la circonférence du-
demi-eercle KLM. Supposons que ce demi-r
polygone fasse une révolution autour du dia-
mètre A3; le contour de ce demi-polygone ré-
gulier décrira une surface égale à un rectangle

qui aura pour base une droite égale à la cire
conférence inscrite dans ce demi-polygone réa.

gulier et pour. hauteur une droite égale au
diamètre AB; mais le rectangle qui a pour base
une droite égale à la circonférence inscrite dans

le demi-polygone ADEFGHB et pour hauteur
une droite égale’au diamètre AB est plus" petit

que le rectangle Q qui a pour hase une droite
égale à la circonférence ADEFGHB circons-
crite’à ce demi-polygone régulier et pour hau-

teur le diamètre AB, parce que ces deux rec-
taugles ayant des hauteurs égales , le premier a
une base plus grande que celledu second : donc
la surface décrite parle contour du demi-poly-
gone inscrit est plus petite que la surface de la
sphère décrite par le demi-cercle KLM , c’est«’-
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è-dire que la surface de la sphère qui a
diamètre la droite KM, parce que nous avons
supposé que le rectangle Q étoit égal à la suri

face de cette sphère; mais au contraire lia-sure
face décrite par les côtés du demi-polygone
inscrit est plus grande que la surface décrite par
la demi-circonférence KLM, c’esteà-dire que

la surface de la sphère a pour diamètre La
droite KM, puisque le contour de ce demi--I
polygone est plus grand que la demiecirconfé-
rence KLM; ce qui est impossible a donc le
rectangle Q n’est pas plus petit que la surface
de la sphère dont AB est le diamètre.

Supposons en second lieu que le rectangle Q
soit égal un surface d’unetsphère concentriàs

que plus grande que celle dont le diamètre est
la droite AB et qu’il soit égal, par centuple , à

la surface de la sphère dom le diamètre est la

droite K’M’. a , . - ’ -
- Faisons passer un plan par le diamètre K’ M’;

les sections des sphères dont les diamètres sont
les droites AB , K’M’ par ce plan donneront les

deux demi-cercles ADEFGHB, K’L’M’. Cir-v

conscrivons au demi-cercle dont AB est le dia-a
mètre un demi-polygone régulier dont les côtés

soient en nombre pair et ne rencontrent pas
la demi-circonflérence K’ L’ M’ , et supposons
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que ce demi-polygone fasse une révolution
autour du diamètre A’ B’. I

Le contour de ce demi-polygone régulier dé-

crira une surface égale à un rectangle qui aura
pour hase une droite égaleà la circonférence
ADEFGHB et pour hauteur le diamètre A’B’;

mais le rectangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence ADEFGHB et pour
hauteur une droite égale au diamètre A’B’ est

plus grand que le rectangle Q qui a pour base
une droite égale à la circonférence AD EFGHB

et pour hauteur une droite égale à la droite AB ,

parce que ces deux rectangles ayant des bases
égales , le premier a une hauteur plus grande
que celle du second .: donc la surface décrite
par le contour du demi-polygone circonscrit est
plus grande que la surface de la sphère décrite
par le demi-cercle K’ L’ M’, parce que nous avons

supposé que le rectangle Q étoit égal à la sur-

face de cette sphère. Mais au contraire la sur-
face décrite par le contour du demi-polygone
circonscrit est plus petite que la surface dé-
crite par la demi-circonfëœnce K’L’M’ , c’est.

à-dire que la surface de la sphère qui a pour
diamètre la droite K’M’, puisque le contour du

demi-polygone circonscrit est plus petit que la
demi-circonférence K’ L’ M’ ; ce qui est ùràpos-
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sihle : donc le réctangle Q n’est pas plus grand

que la surface de la sphère qui a pour dia-f
mètre la droite AB; mais nous avens démontré

que le rectangle Q n’est pas plus petit que la
surface de cette sphère : donc le rectangle
est égal à la surface de la sphère a pour
diamètre la droite AB.

Donc la surface d’une sphère est égale à un

rectangle qui a pour hase uneldroitc égale à la
circonférence d’un grand cercle de cette sphère!

et pour hauteur le diamètre de cette même

sphère. Ic o n o L L A i R si.
Il suit évidemment de la que la surface de la

sphère est égale à la surface convexe du cylindre

droit qui lui est circonscrit.- En efi’et , la surface
d’un cylindre droit est égale à un reètangle a
pour hase une droite égale à la circonférence de

la base de ce cylindre et pour hauteur une droite
égale à la hauteur de ce même cylindre; mais la

circonférence de la base du cylindre circonscrit
est égale à la circonférence d’un grand cercle de

la sphère et la hauteur du cylindre égale au dia-’

mètre de la sphère : donc la surface convexe du
cylindre circonscrit est égale à un rectangle qui
a pour hase une droite égale à la circonférence

de la sphère inscrite et pour hauteur une droite.
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égale au diamètre de cette même sphère : donc

la surface convexe du cylindre circonscrit est
égale à la surfaCe de la sphère" inscrite : denc la

surface de] la sphère est égale à la surface con-

vexe du Cylindre qui lui est circonscrit.

PHOPOSITIÔN aux
l THÉORÈME.

la surface cantine d’un segment sphérique est

I égale à un rectangle qui a peur base une droite
égale à la circmrférenœ d’un grand cercle ide

la sphère «pour hauteur une droite égaie à la

hauteur du segment sphérique.

Soit un segment sphérique dont la surface
convexe soit décrite par l’arc ADE (fig. 251)

pendant que le demiàeercle ADEFGHB fait
une révolution sur son diamètre AB :V je dis que

il surface convexe de ce segment est égale à
’un rectangle R qui a pour base une droite égale

à la circonférence d’un grand cercle et pour
hauteur une. droite égale à la hauteur AN du

segment sphérique, . I
Car si le rectangle R n’est’pas égal à la sur-l

face convexe de de segment sphérique , ce rec-
tangle sera plus petit ou plus grand. Supposons
d’abord qu’il soit plus petit et qu’il soit égal à

" I K k
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la surface convexe d’un segment sphérique sem-
blable d’une sphère plus petite; savoir, à la s’ur-

face convexe d’un segment sphérique semblable

de la sphère dont le diamètre est la droite KM
et qui a le même centre ne la sphère où se
trouve le segment décrit par. l’arc ADE.

Par le diamètre AB et par l’arc ADE faisons

passer un plan; la section de la sphère qui a
pour diamètre’la droite KM , par ce plan , don-

nera le demi-cercle KL M. Menons la droite
EC; il est évident que le segment sphérique
dont’la surface convexe est décrite par l’arc KL

sera semblable au segment dont la surface con-
vexe est décrite par l’arc ADE.

Dans l’arc ADE inscrivons une portion de
polygone régulier dont les’côtés ne touchent

point l’arc KL cette portion depolygone ré-
gulier , en faisant une révolution. autour du dia-

..mètre AB , décrira une surface égale à Un rec-

tangle qui a pour base une (droitelégale à la
circonférence inscrite. dans g cette portion de

polygone et pour hauteur une droite égale ’à la

droite AN; mais le rectangle qui la pour hase
vune droite égale la circonférence’inscrite et
pour hauteur. une, droite égale il la droite ’AN

est plus petit que le rectangle B, a pour
base une droite égale à la Icirlconférence dont
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le diamètre est la droite AB et pour hauteur une
droite égale à la droite AN , parce que ces deux

rectangles ayant la même hauteur , le premier
aune base plus petite que celle du second. Mais
l! rectangle R est. égal, par supposition, à la.

surface convexe du segment sphérique décrite
par l’arc KL : donc la surface décrite par le
Hcontour de la portion du. polygone régulier
inscrit dans l’arc ADE est pluspetite que la.
surface convexedu segment sphérique décrite
par l’arc KL;. mais , au contraire, la surface ’
décrite par cette portion du polygone régulier

inscrit est .plusfgrande que la surface du seg-
ment sphérique déqrite par l’arc KL , parce que

le contourÎ (le la portion du polygone régulier
inscrit dans l’arc, ADE est plus grand que l’arc

KL; ce, gui est impossible : donc le rectangle R
n’est pas plus petit que la surface du segment
sphérique .déprite par l’arc ADE, .

Supposons [en second lieu. que le rectangle R
soit plus grand que la surface convexe du seg-

naît’SBlëîî’îïflPdeÊQ’TiFG;P°r l’arc ADE et qu’il

soit. ailla ’surfacerpnyexe d’un segment
spliëriquenseryblable d’une spllèrelplus grande;

savoirs: 3.1.13; surface d’un? segment. sphérique

semblablcüçleilazsphère dont le diamètre est la

Adroite.K’MÇ et qui la nième centre que la
a
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sphère où se trouve ’le segment décrit par l’arc

ÀDE.
Par le diamètre K’MÏ et par l’arc ADE fai-

sons passa un plan ; la Section de la sphère
a pour diamètre la droite K’ M’ par ce plan
donnera le deminL-cercle K’ L’ M’. Menons la

droite CE et prolongeons-la inéqu’à ce qu’elle

rencontre la demi-"cirwnférence K’L’M’ au

point Un; il est évident que le segment sphé-

rique dont la surface convexe est décrite par
A l’arc K’ L’ sera semblable au segment dont la

surface convexe est décrite par l’arc ADE.

Circonscrivons à l’arc ADE une portion de
polygone régulier dont les côtés ne rencontrent
point l’arc K’ L’ a du point E’ menons la droite

*E’O perpendiculaire sur le diamètre K’M’, et

du point E la droiteiEI perpendiculaire sur la
droite E0. Le contom de cette portion de poly-
gone régulier , en faisant une révolution autour
du diamètre A’B’, décrira une surface égale à

"un reatangle dont la hase sera égale à la circon-

férence du cercle ADEFGHB, et dont la hau-
teur sera la droite Â’O. Mais la circonférence
’A DE F GHB qui a pour diamètre la droite A8
est égale à la base du reCtangle Riet la droite
A’O est plus grande que la hauteur AN de c’e
même rectangle; car la droite A’A est égale à
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- l’hypoténuse E’E du triangle rectangle E’EI;

mais l’hypoténuse est plusgrandeque’ le
côté. El qui est égal à la droite ON :donc la
droite A’A est plus grande que la. droite ON :

donc la droite-10 avec la droite-A’A est plus
grande qpe la droiteAO avec la droite ON ;
donc la droite A’ O est plus grande que la droite

A N ; donc le rectangle qui a pour hase une droite
égale à la circonférence dont le diamètre est la.

droite A13 et pourhauteur ladroite A’ O est plus.

grand que le-rectangle R qui a pour Base une
droite égale à la circonférence dont le diamètre-

est la droite AB-etïpour hauteur une droite égale-

à la droite AN,.parce que ces deux. rectangles-
ayant la même base , le prunier a une hauteur
plus grande que celle du. second. Mais-le rec--
tangle R est par supposition égal à lasurface con.-
vexe du segment sphérique décrite parl’arc K’L’ z:

donc la surface décrite-par le-contour de la por--
fion dupolygone régulier circonscrit àl’arc ADE-

est plus» grande, que la surface convexe du se?»
ment décrite parl’arc K’ L’; mais-au contraire la.

surface décrite par le contour de cette portion
de polygone régulier est plus petite que la sur-
’facc du segment sphérique décrite par l’arc K’L’,

parce que le contour de la portion de ce poly-
I gone régulier circonscrit à l’arc ADE est plus

» 5
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4 petit que l’arc K’ L’; ce est impossible :

donc le rectangle R n’est pas plus grand que la
surface du segment sphérique décrite par l’arc

ADE; mais nous avons démontré qu’il n’est

pas plus petit: donc le rectangle R est égal à
la surface convexe du Segment décrite par l’arc

:A D E.

Donc la surface convexe d’un segment sphé-

rique est égale à un rectangle quia pour hase une
droite égale à la circonférence d’un grand cercle

let pour hauteur une droite égale à la hauteur
du segment sphérique; ce qu’il falloit démon-

trer. -
PROPOSITION XXVI;

THÉORÈME;

La surface d’une son; est’égale à un rectangk yad

a pour base une droite égale à la circonférence

d’un grand cercle de la sphèreet pour hauteur
une droite égale à la portion d’undiamètre’in-

tercepte’ par Jeux droites qui lui sont perpen-
diculaires et qui embrassent cette zone.

Soit la zone décrite par l’arc EG ( fig.25r);
des extrémités. de l’arc EG menez les deux

droites EN, GP perpendiculaires sur le dia-
mètre AB : je dis que la surface de la zone dé-
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crite par l’arc EG est égale à un rectangle qui a

pour hase une droite égale à la, circonférence
dont la droite AB est’le diamètre et pour hau-

teur la droite NP. v jPuisque la surface 00nvexe du segment sphé-
rique décrite par l’arc ADEFG est égale à un

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence dont le diamètre est la droite AB,

et pour hauteur la droite AP et que la surface
du segment sphérique décrite par l’arc ADE est

égale à un rectrngle qui a pour base une droite
égale à la circonférence dont la droite AB est le

diamètre et pour hauteur la droiteA N, il est évi«

dent que la différence des surfaces convexes de
ces deux segmens sphériques sera égale à la dif-.

férence de ces deux rectangles qui ont la même
hase ; mais la différence des surfaces convexes de
ces deux segmens sphériques est égale à la zone
décrite parl’arc EFG et la différence de ces deux

rectangles est égale à un rectangle quia pour
hase une droite égale à la circonférence dont la
droite AB est le diamètre et pourhauteur la difl’e’»

rence’des droites AP , A N, c’est-à-dire la droite

NP 5 mais la droite NP est la portion du diamètre

intercepté par les droites EN , GP qui lui sont
perpendiculaires et comprennent l’arc EFG : 1
donc la surface de la zone décrite par l’archFG

. Il
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est égale à la surface d’un rectangle a pour
hase une droite égale à la circonférence dont
la droite AB est le diamètre et pour hauteur la
portion du diamètre intercepté par les
droites EN, GP qui lui sont perpendiculaires
et qui c0rnprennent l’arc EF G. .

Donc la surface d’une zone est égale à uns

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence d’un grand cercle de la sphère

et pour hanteur une droite égale à la portion
d’un diamètre intercepté par deux droites qui

lui sont perpendiculaires et qui embrassent cette
zone; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVII.
THÉORÈME.

Les surfaces des sphères sont entr’elles comme le:

quarrés de leurs diamètres.

Soient deux sphères ABCD, FGHK (fig. 227):
je dis que ces deux sphères sont entr’ellescomme
les quarrés de leurs diamètres AC , FH.

En effet , la surface de la sphère est égale à un

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence d’un grand cercle et pour hauteur

le diamètre de ce grand cercle ; et la surface d’un

grand cercle est égale à un triangle rectangle dont
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un des côtés de l’angle droit est égal à la circon-

férence , et dont l’autre côté de l’angle droit est

égal à son rayon; mais ce triangle rectangle est
égal à un rectangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence de ce grand cercle et

I pour hauteur le quart du diamètre :donc-da
surface de la sphère est quadruple d’un grand
cercle : donc la surface de la sphère est égale
à quatre grands cercles z donc la surface de la
êphère ABCD est à la surface de la sphère FGHK

comme quatre grands cercles de. la première
sphère sont à quatregrands cerclesdela seconde,
du comme un grand cercle de la première est
à un grand cercle de la seconde, Mais ces car-4
cles sOnt entr’eux comme les quarrés de leur;
diamètres, et le diamètre d’un grand cercle-est

le même que le diamètre de la sphère : donc
les surfaces des sphères 4ABCD, FGHK sont
entr’elles comme les quarrés de leurs diamètres.

Donc les surfaces des sphères sont entr’elles
comme les quarrés de leurs diamètres; ce qu’il

falloit démontrer.

a
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PROPOSITION xxvin.

THÉORÈME.

Deux sphères concentriques étant données , on

peut inscrire dans la plais grande un polyèdre
dont les faces ne touchent point la circonfé-t
rance de la plus petite.

Imaginons deux sphères quiaient le même
centre A (fig. 220) : je dis qu’on peut inscrire
dans la plus grande sphère un polyèdre dont
les faces ne touchent point la surface de la plus
petite.

Faites passer un plan quelconque par le centre
de ces sphères, les sections seront des grands
cercles de la sphère. supposons en conséquence

que BC DE soit un cercle de la plus grande
sphère et que FGH soit un cercle de la plus
petite ; menons les diamètres B D7 C E de
manière qu’ils soient perpendiculaires l’un sur

l’autre. Les deux cercles BCDE, FGH ayant
le même centre , décrivons dans le plus grand

7 BC DE un polygone dont les côtés soient égaux

et pairs en nombre et ne touchent point le plus
petit cercle F G H ; que les côtés de ce polygone
qui sont dans le quart de cercle B E soient B K ,
KL, LM, ME; menons le rayon KA que nom
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prolongerons vers N ; au point A et sur le plan
du cercle BCDE élevons la perpendiculaire.
A0 qui rencontrera la surface de lasphère au
point 0 , et par la droite A0 et par chacune
des droites BD, KN conduisons deux plans; ’

[ces deux plans produiront deux grands cer-
cles dans la surface de la sphère. Supposons
qu’en ait ces Jeux grands cerclesvet que B0D,’

KON en soient les moitiés, et que BD, KN
en soient les diamètres.’Puisque la droite 0A -

est perpendiculaire sur le plan du cercle
BCDE , tous les plans qui passerontpar cette
droite A0 seront perpendiculaires sur le plan
du cercle BCDE : doucies demi-cercles B0B,
KON sont perpendiculaires sur ce même plan;
et puisque les demi-cercles BED , BOD , KON
sont égaux, car leurs diamètres EC , BD , KN
sont légaux entr’eux , les quarts de leurs circon-

férences B E , B0 , K0 seront égaux entr’eux :

donc les. quarts de cercle B0"; K0 contien-
dront chacun autant de côtés du polygone ins-
crit que le quart de cercle BE,’ et les côtés

contenus dans les quarts de cercles B0, K0
seront égaux aux côtés B K , KL , LM , ME ,
chacun à chacun. Menons les cordes BP, PQ’,

on, R04, K5; ST, TV, v0 et les droites
5P, TQ, VR. Des points P, S. abaissons des
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perpendiculaires sur le plan du cercle BCDE;
ces perpendiculaires tomberont sur les com-
munes sections BD, KN des plans des demie
cercles BOD, KON , puisque ces plans sont
perpendiculaires sur le plan du cercle BCDE ,1
par construction ; que ces perpendiculaires toma
haut donc sur ces communes sections et que
ces perpendiculaires soient PX, SY; mener
la droite XY. Puisqu’on a pris les arcs égaux
BP, KS dans les demi-circonférences égales-

BOD, KON et que les droites PX, SY sont
perpendiculaires sur les diamètres B D, EN ,
la droite PX sera égale à la droite SY et la
droite BX égale à la droite KY. Mais la droite-
totale BA est égale à la droite totale RA : donc
la droite restante XA est égale à la droite rest-
tante YA: donc BX est à XA comme KY est
à YA : donc la droite XY est parallèleà la droite-

KB; etpuisque chacune des droitesPX, SY est
perpendiculaire sur le plan du cercle BCDE , la
droite PX sera parallèle à. la droite SY; mais ou

a démontré que ces droites sont égales : donc

les droites YX, SP sont égales et parallèles;
et puisque la droite Y X est parallèleà la droite
SP et à la droite KB , la droite SP sera parallèle
a la droite KB ( prop. g. il) ;7mais ces droites
sont jointes par les droites BPA, K5: donc le
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quadrilatère KBPS est dans un seul plan , car
si deux droites sont parallèles et si dans cha-
cune de ces droites on prend des points quel-
conques , les droites qui joignent ces points
sont dans le même plan que ces parallèles. On
démontrera de la même manière , que la droite

TQ est parallèle à la droite 5P et la droite VR x
. parallèle à la droite TQ : donc chacun des

quadrilatères SPQT, TQRV est dans un seul
plan; mais le triangle VRO est aussi dans un
seul plan : donc si des points P, S, Q7 T,
B, V on conçoit desdroites menées au point
A, on aura construit entre les arcs B0 , K0
un certain polyèdre composé des pyramides
dont les bases seront les quadrilatères KBPS,
SPQT, TQRV et le triangle VRO et dont
le sommet commun sera le point A. Si sur cha-"
mm des côtés KL , LM, ME nous faisons la
même construction que nous avons faite sur le
côté KB, si nous faisons ensuite la même chose

dans les autres quarts de cercleEÀD , DAC ,
OAB et dansi’autre hémisphère , nous aurOns

inscrit dans la sphère un certain polyèdre qui
sera composé des pyramides dont les bases sont
les quadrilatères KBPS, SPQT, Tome: le
triangle VRO , et les quadrilatères et les trian-
gle: correspondans à ces quadrilatères et à ce
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triangle et dont le sommet commun sera le

point A. I iJe dis à présent que ce polyèdre ne touche
point la surface de la petite sphère dans laquelle
est le cercle FG H. Du point A menons la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatère
-KBPS, que cette perpendiculaire rencontre ce
plan au point Z et menons les droites BZ, ZK.
Puisque AZ est perpendiculaire sur le plan du
quadrilatère KBP S , elle sera perpendiculaire
surltontes les droites qui la rencontrent et qui
sont dans ce plan: donc,AZ est perpendiculaire
sur l’une et l’autre des droites BZ, ZK; mais
puisque AB est égal à AK , le quarré de AB sera

égal au quarré de AK; mais les quarrés des
droites AZ , ZB sont égaux au quarré de AB , car

.l’anglè en Z est droit pardconstru’ction, et les
,quarrésde AZ, Z;K*sont égaux auquarré de AK:

Zdonc les quarrés des droites AZ, ZB sont égaux

aux quarrés des droites AZ, ZKidonc si l’on
retranche le quarré commun de AZ,.le quarré
de BZ. seraégal au quarré de ZKV: donc la droite
gBZ est égale. à la droite ZK. On démontrera sem-

blablement que les droites menées du point Z
auxfipoims P ,’ S sont légales chacune à l’une et

à l’autre des droites BZ, ZEN: donc le cerclc
décrit du centre Z1et avec un intervalle égal à
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une des droites ZB , ZK passera aussi par les
a points P , S : donc le quadrilatère KBPS sera
inscrit dans un cercle ; et puisque la’droite KB

est plus grande que la droite YX et que la
droite YX est égale à la droite SP , la droite
KB sera plus grande que la droite SP. Mais la
droite KB est égale à l’une et à l’autre des

droites K5, BP : donc l’une et l’autre des droites

KS, BP sont plus grandes que la droite SP.
V Puisque le quadrilatère KBPS peut être ins-
crit dans un cercle , que les droites KB , BP, K5
sent égales et que chacune de ces trois droites
est plus grande que. la droite, PS, la droite KB
soutendra un arc plus grand que le quart de la
circonférence :1 donc l’angle KZB est obtus:

donc le quarré de KB est plus grand que les
quarrés des rayons KZ, ZB, c”est-à-dire que

le quarré de KB est plus grand que le double
du quarré du rayon BZ.

Menons la droite KX. Puis ne dans les trian-
gles KBX , les droites KB , BX sont égales
aux droites PB,,BX, et que l’angle KBX est
égal à l’angle l’angle KXB sera égal à
l’angle PXB 5, mais l’angle P XB est droit: donc

l’angle KXB estiun angleldroit.Puisque la droite

DE est plus petite que le [double de DX et que
DE est à DX comme le rectangle compris-sous
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DB, XB.e3t au rectangle compris sous DX,
X3 , si sur DB on complète le rectangle com-
pris sous DE, XB , et si sur DX on complète le
fec’tangle compris sous DX, X8, le rectangle
eompris Sons DE, EX Seraxplus petit que le
double (le celui qui est compris Sous DX, XB.
Menez la droite K1). Le rectangle compris sous
DE, XB sera égal au quarré de K3, et le reCtangle

compris sous 13X, XB égal alu-quarré (le KX:
doue le quarré de KB est plus petit que le dou-
ble du quarré de KX; mais le quarré de K3
eSt plus grand que le double dukquarré de BZ :A
donc le quarré de KX est plus grand. que le
qùarré de BZ; et puisque BA est égal à KA , le

quarré de BA sera égal au quarré de RA. Mais

les quarrés des droites BZ ,’ ZA sontcégaux
au quarré de la droite BA , et les quarrés des
droites VKXyXAYégaux auiquarréi de la droite

RA : donc les quarrés des droitesIBZ. il ZA saut
’ëgaux aux quarrés des droites KX, XA ; mais

le quarré de KX est plus grand que. le
de BZ : donc le quarré de XA est plus petit
que le quarré de ZA : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AX : donc la droite
AZ est à plus forte raison plus grande que la
droite AG; mais la droite AZ est une perpendi-r
culaire sur une des facesdu polyèdre inscrit , et.
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ladroite AG estun rayon de la plus petite sphère:
donc la face de ’ce polyèdre sur laquelle la droite

AZ est perpendiculaire ne touche point la sur-

face de la plus. petite sphère. i
Du centre A conduisons la droite ÀZ’ per-

pendiculaire sur le plan du quadrilatère SPQT

et menez la droite PZ’. .
Nous démontremns, de la meule malmène que

nous l’avons fait pour le quadrilatère KBRS,
que le point Z’ est le centre d’un cercle cin-
conscrit au quadrilatère SPQT et que la, droite
SP est plusgrande que la droite TQ; mais on
a démontré que la droite SP est parallèle à la

droite TQ : donc les quadrilatères KBPS .,
SPQT peuvent être inscrits dans des boucles
ont leurs côtés K3, 5P, TQ parallèles entre
aux; mais les autres côtés DE, K5, HQ, 51T
de ces quadrilatères sont égaux. entr’eux , et le

côté KB est plus grand que le côté, SP et le
côté SP plus grand que le côte TQ : dans le
rayon BZ est plus grand que le: rayon PZ’
(lem. Suis). Menez la (boite A9; cette droite
sera égale à la droite AB. Puisque l’angle AZ’P,

est droit , les quarrés des droites AZ’, Z’P

seront égaux auqtarŒ de la droite AIR ou au
quarré de la droite A3; mais le marré de a
droite AB est. éæl aux quarrés, des droites. 45,

i L lx
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ZB : donc les quarrés des droites AZ’, Z’P sont

égaux aux quarrés des droites AZ , ZB. Mais
le quarré de Z’P est plus petit que le quarré

de ZB : donc le quarré de la droite AZ’ est
plus grand que le quarré de AZ : donc la droite
AZ’ est plus grande que la droite AZ. Mais on
a démontré que la droite AZ est plus grande
que la droite AG : donc la droite AZ’ est, à
plus forte raison , plus grande que la droite AG :
donc le quadrilatère SPQT ne touche point la
surface de la plus petite sphère. Par la même
raison , le quadrilatère T QR V ne touche point
la surface de la plus petite sphère; il en est de
même du triangle VRO (cor. 2 du lem.» suiv.) , et

il en sera encore de même de toutes les autres
faces du polyèdre inscrit : donc les faces de ce
polyèdre ne touchent point la surface de la
plus petite sphère.

Donc , deux sphères concentriques étant
données , on peut toujours inscrire dans la plus
grande un polyèdre dont les faces ne touchent
pas la surface de la plus petite; ce qu’il-falloit
démontrer.

r. 1: M m z.
Que les deux quadrilatères ABCD, EFGH

f 252) soient inscrits dans les cercles A8 C D,
EBGH; que les côtés AB, DG soient paral-
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lèles , ainsi! que les côtés , HG; que les
autres Côtés AD, CB, HE , soient égaux

I entr’eu’x et que le côté AB soit plus grand que

le côté EF et le côté DC plus grand que le
côté HG : je dis que le rayon KA sera plus

grand que le rayon LE. .
Car si le rayon RA n’est pas plus grand que

le rayon LE, le rayon KA sera égal au rayon
LIE ou plus petit; suppposons d’abord que le
rayon RA soit égal au rayon LE; puisque les
cercles ABCD, EFGH sont égaux, et que les
cordes AD , BC sont égales aux cordes EH,
CF, les ares .AD, BC seront égaux aux arcs
EH, FG; mais la droite AB est plus grande
que la corde EF et la corde DC plus grande
que la corde HG : donc l’arc AB est plus grand
que l’arc EF et l’arc DC pluslgrand que l’arc

HG : donc la circonférence entière ABCD sera
plus grande que la circonférence entièreEFGH;
mais ces deux circonférences sont égalesrce
qui est impossible : donc le rayon KA n’est
pas égal au rayon- LE. A V
s Supposons en second lieu que le rayon RIA

soit plus petit que le rayon LE , et que ce rayon
soit égal à la droite LM. Du centre ,Lavec l’ina-
te’rvàlle LMIdécrivons la circonférence MNOP;

menons les rayons LE, LF, LG, LP et les cordes

a
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MN, N0, GP, PM. Les cordes MN, NO, OP,
PM seront parallèles aux cordes EF, FG , GH,
H15 , et les premières seront plus petites que
les dernières. : donc la corde EH est
plus grande que la corde MF, la corde AD sera
plus grande que la corde MP; mais les cercles
ABCD, MNOP sont égaux : donc l’arc AD
est’plus grand que l’arc MF; l’arc BC est plus

grand que l’arc N0 , par la même raison; mais

la corde AB est plus grande que la corde EF,
et la corde EF’ est plus grande que la corde
MN : donc, à plus forte raison , la corde AB est
plus grande que la corde MN : donc l’arc A3
est plus grand que l’arc MN ; l’arc DC sera
plus grand que l’arc P0 ,I par la même raison:

donc la circonférence entière ABCD est plus
grande que la cirwnfërenœ entière MNOP;
mais, au contraire, ces deux circonférences
sont égales; ce qui est impœsiblze : donc le
rayon RA n’est pas plus petit que le rayon LE;
mais nous avons démontré qu’il ne lui esupas

égale : donc le rayon RA est nécessairement
plus grand que leqrayon LE; ce qu’il falloit
démontrer.

i COROLLAIRE 1..
I si le. côté DÇ A’BCD étoit

égal au côté HG du quadrilatère EFGH, et si
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les autres côtés du premierxquadrilatère étoient

plus petits que les autres côtés du second, on
démontreroit semblablement que le rayon KA
est plus grand que le rayon LE.
I ’COROILlLAIRE’IIr

Si les deux triangles isoscèles ABC, DEF
(fig. 255) sont inscrits dans des cercles, et si
les côtés AC, CB,’DF, FE sont égaux entre

eux, et si le côté AB est plus grand que le côté

DE, on démontrera, 00mme dans le lemme pré-

cédent, que le rayon du cercle circonscrit au
triangle ABC est plus grand que le rayon du
cercle circonscrit au triangle DE’L. y

.COROLLAIRE in, lui
. vSi les deux triangles isoscèles ABC, DEF

(fig. 255) sont inscrits dans des cercles et si les
côtésdu premier sont plus petits que les côtés

du second, on démontrera semblablement que
le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC
est plus grand que le rayon du cercle circons-
crit au triangle DE F.

Ü!
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PROPOSITION XXIX.’

THÉORÈME.

peut secteurs sphériques semblables et concen-
triques étant donnés , on peut toujours inscrire-

dans le plus grand un polyèdre dont les faces
ne touchent pas la surface du plus petit,

SOient deux secteurs sphériques semblables
et concentriques dont les surfaces ont été dé-

crites par deux arcs des quarts, de cercle OBA ,
O’GA (fig. 220) pendant que ces deux quarts i
de cercle ont fait une révolution autour du
rayon A0 l: je dis qu’on peut inscrire dans le
plus grand un’polyèdrc dont les faces ne tou...

chent point la surface du plus petit secteurnsphé-g
tuque.

Complettons les sphères et inscrivons dans la
plus. grande un polyèdre dont les faces ne tou-
chent point la surface de la plus petite. Il peut:
arriver ou que l’arc qui a décrit la surface du
plus grand secteur contienne exactement un ou
plusieurs des arcs égaux 0R, HQ, QP, PB ou
que cet arc ne contienne qu’une partie d’un de
ces arcs égaux , ou bien que ce même arc con-s

tienne un ou plusieurs de ces arcs égaux avec.
un reste.
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Supposons d’abord que l’arc qui a» décrit la

surface du secteur sphérique contienne exacte--
ment un ou plusieurs de ces arcs égaux ; il est
évident qu’on- aura inscrit dans le plus grand

secteur un polyèdre dont les faces ne touche-
ront point la surface du plus petit.

supposons en second lieu que l’arc qui a dé-

crit la surface du plus. grand secteur sphérique
contienne l’arc 0R , avec un reste RQ’ ; faisons
l’arc VT’ égal à l’arc RQ’, et menons les cordes

VT’, T’Q’, Q’R, et faisons la même chose dans

les autres portions de fuseaux qui composent
le reste de la. surface du secteur sphérique dé- t
crite par l’arc OQ’. Nous démontrerons. abso-

lument de la même manière que nousl’avons
fait dans le théorème précédent, que la Pep-

pendiculaire menée’du centre A sur le quadri-
latère T’Q’RV est plus petite que la perpen.

diculaire menée du centre sur le quadrilatère
SPQT (cor. i du lem. précéd.), et nous con-
clurons que le quadrilatère T’ Q’RV ne touche

pas la surface du plus petit secteur. 0
Supposons enfin que l’arc qui a déCrit la sur-

face du plus grand secteur ne contienne qu’une
partie de l’arc OR, la partieORl, par exemple;
faisons l’arc OV’ égal à l’archll’, menons lésa

cordes OV’, V’ R’, R’O, et faisons la même
4’
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chos’e dans les autres portions de fuseaux qui
composent le retâte de la surface du secteur sphéæ

rique décrite par l’arc OR’; nous démontrerons

encore de la même manière que nous l’abus
fait dans 1e théorème précédem , que la perpen-

diculaire menée du centreAsur le triangle OV’R’

est plus petite que la perpendiculaire menée du
centre A sur le quadrilatère TQRV (cor. 5 du
hm. précéd.) , et nous conclurons que le trima
gîe OV’R’ ne touche pas la surfaœ du plus petit

Secteur.
Donc deux secteurs. sphériques semblables

et concentriques étant donnés , on peut ins-
crire dans le plus grand un poiyèdre-dom les
floes ne touchent point la surface dû plus petit ;
ce qu’il fluoit démontrer;

PROPOSITION xxx.
11313031319111.

La sphère est égale à une pyramide triangulaire

dont la base est égale à la sufface de cette
Isphère et dont la hauteur est égale au rayon

. de [cette même fichât.

Soitîa sphère A’BC fig. 2-54) ; imaginons
une pyramide HI 1H; dom la ’ba’se îIKL soi:

égale à in :burfaœ de Cette. sphère et. dom à:
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hauteur HI soit égale au rayon de cette même
sphère : je dis que la sphère ABC est égale à

la pyramide HIKL. V
’ Car si la pyramide HIKL n’est pas égale à

la sphère ABC, cette pyramide sera plus petite
ou plus grande. Supposons qu’elle soit plus
petite et qu’elle soit égale à une sphère con-
centrique plus petite , savoir , à la sphère’DEF.

Inscrivons dans la sphère ABC un polyèdre
dont les faces ne touchent point la surface de
la sphère DEF; ce polyèdre sera un assemè-
Mage de pyramides auront toutes leurs som-
mets au centre de la sphère ABC. Si là 111aut-
teur de chacune de ces pyramides étoit égale
au rayon de la sphère , ce polyèdre seroit égal

à une pyramide triangulaire auroit pour
base une surface égaleà’la surface du polyèdre

inscrit et pour hauteur le rayon de la sphène à
mais les hauteurs de ces pyramides sont chai-
cune plus petites que le rayon de la sphèreABC,
et la surface de ce polyèdre est plus petite que
la surface de cette sphère -: donc le polyèdre
inscrit est plus petit que la pyramide triangu-
laire HIKL qui a pour hase une surface égale à
la surface de la Sphère ABC et pour hauteur une
droite égale au rayon de. cette sphène; mais la

pyramide GHKL est, par supposition , égale à
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la sphère DEF : donc le polyèdre inserit dans n
la sphère ABC est plus petit que la sphère DEF;

mais , au contraire , le polyèdre inscrit dans la
sphère ABC est plus grand que la sphère DEF,
puisque ce polyèdre contient la sphère DEF;
ce qui est impossible : donc la pyramide HIKL
n’est pas plus petite que la sphère ABC.

Supposons en second lieu que la pyramide
HI KL soit plus grande que la sphère ABC et
qu’elle soit égale à une Sphère concentrique

plus grande, savoir, à la sphère D’E’F’.

lnscrivons dans la sphère D’E’F’ un polyèdre

dont les faces ne touchent point la surface de
la sphère ABC ;’ ce polyèdre sera unv assem-

blage de pyramides auront toutes leurs som-
mets au centre de la sphère D’E’F’. Si la hau-

teur de chacune de ces pyramides étoit égale
au rayon de la sphère ABC , ce polyèdre seroit
égal à .une pyramide triangulaire qui auroit pour
base une surface égale à la surface de ce polyèdre

et pour hauteur une droite égale au rayon de
cette sphère ; mais les hauteurs de ces pyrale
.mides sont chacune plus grandes que le rayon
dela sphère ABC et la surface de ce polyèdre
est plus grande que la surface de la sphère ABC:
donc cepolyèdre inscrit est plusrgrand que la
pyramide HIKL qui a pour base une surface
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égale à la surface de la sphère ABC et pour han-

teur une droite égale au rayon de cette sphère.
Mais la pyramide HIKL est ,l par supposition,
égale à la sphère D’E’F’ z donc le polyèdre ins- À

crit est plus grand que la sphère D’ E’ F’; mais,

au contraire , le polyèdre inscrit dans la sphère
D’ E’ F’ est plus petit que cette sphère , car il est

contenu dans cette sphère ; ce qui est impos-
sible : donc la pyramide HIKL n’est pas plus
grande que la sphère ABC ; mais nous avons
démontré qu’elle n’est pas plus petite : donc la

pyramide HIKL est égale à latsphère ABC.
Donc une sphère est égale à une pyramide

triangulaire dont la’hase est égale à la surface

de cette sphère et dont la hauteur est égale au
rayon de cette même sphère ; ce qu’il falloit
démontrer.

COROLLAIRE;
Puisque la surface de la sphère est égale à

quatre grands cercles, le quart de la sphère est
égal à un cône qui a pour base un grand cercle

et pour hauteur le rayon de cette sphère :donc la
moitié de la sphère est égale à un cône qui a pour

base un grand cercle et pour hauteur le dia-
mètre de la sphère; mais le cylindre circons-
crit est égal à trois cônes qui ont pour hase un

grand cercle et pour hauteur le diamètre delà .
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sphère : donc la moitié de la sphère est égale

au tiers du cylindre circonscrit : donc la sphère
entière est égale aux deux tiers du cylindre

circonscrit. ,
PROPOSITION XXXI.

THÉORÈME.

Un secteur sphérique est égal à une, granulie
triangulaire qui a pour base une surface égale
à la surface sphérique de ce secteur et pour
hauteur une droite égale au rayon de ce même

A secteur. ’
Soit le secteur sphérique ABG 254):

je dis que ce secteur sphérique est égal à me

pyramide triangulaire HIMN qui a pour base
une surface égale à la surface sphérique de ce

secteur et pour hauteur une droite égale au
rayon’de ce. même secteur. v t
i Car si cette pyramide n’est pas égale à ce

secteur, elle sera plus petite ou plus grande.
Supposons d’abord qu’elle soit plus petite et
qu’elle soit égale à un secteur sphérique plus

petit, savoir au secteur sphérique DEG est
semblable au Secteur sphérique AB G.
.. Après avoir inscrit dans le secteur sphérique

ABG une portion de polyèdre ne touche
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point. la surface du secteur sphérique DEG,
nous démontrerons , comme dans la proposition
précédente, que la pyramide HIMN n’est pas

plus petite que le secteur ABG. l
Nous supposerons en second lieu que cette

pyramide est égale à un secteur sphérique plus
grand , savoir au secteur sphérique D’ E’ G’ qui

est semblable au secteur sphérique ABG.
Après avoir inscrit dans le secteur sphérique

D’ F’G’ une portion de polyèdre dont les faces

ne touchent point la surface du secteur sphé-
rique ABG, on dérhontrera encore , cdmme
dans la proposition précédente, que la pyramide
H I MN n’est pas plus grande que le secteur sphé-

rique ABG, et l’on conclura que cette pyra-
mide est égale au secteur sphérique ABG, et
que par conséquent un secteur sphérique est
égal à une pyramide triangulaire quia pour base
une surface égale à la surface sphérique de ce

secteur et pour hauteur une droite égale au
rayon de ce même secteur; oeequ’il falloit dé-

montrer. » a v
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PROPOSITION XXXII.
THÉORÈME.

Les sphères sont entr’eües comme les cubes de leurs

rayons, et les secteurs sphériques semblables sont

aussi entr’eux comme les cubes leurs rayons.

Soient les deux sphères ABC, DEF 255):
je dis que ces deux sphères sont entr’elles comme

les cubes de leurs rayons.
Supposons que la base de la pyramide GHKL

soit égale alla surface de la sphère ABC et que

sa hauteur soit égale au rayon de cette même
sphère. Faisbns la droite GM égale au rayon s
de la sphère DEF, et par le point M conduisons I
un plan soit parallèle à la base de la pyra-
mide ’GHKL; la section de cette pyramide par
ce plan sera un triangle semblable au triangle
HKL. Mais les triangles semblables sont. entre
eux: comme les quarrés de leurs côtés homo-

logues : donc le triangle HKL est au triangle
MNO comme le quarré de la droite HK est
au quarré de la droite MN; mais les triangles
GHK, GMN sont semblables : donc la droite
HK. est à la droite MN comme la droite GH
est à la droite GM : donc le triangle HKL est
au triangle MNO comme le quarré de la droite
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. GH est au quarré de la droite GM; mais la sur-

face de la sphère ABC est à la surface de la
- sphère DEF comme le quarré du rayon de la

sphère ABC est au quarré du rayon de la sphère

DEF, comme le quarré de la droite GH est au
. quarré de la droite GM : donc la surface de la
sphère ABC est à la surface de la sphère DEF
comme le triangle HKL est au triangle MNO :
donc , en échangeant les places des moyens , la
surface de la sphère ABC est au triangle HKL
comme la surface de la sphère DEF est au trian-
gle MNO ; mais la surface de la sphère est égale,

par supposition , au triangle HKL : donc la sur-
face de la Sphère DEF est égale, au triangle
MNO , c’est-à-dire à la base de la pyramide
GMNO; mais le rayon de cette sphère est égal

alla hauteur de cette même pyramide: donc la
sphère DEF est égale à la pyramide GMNO;
mais les pyramides semblables GHKL, GMNO
sont entr’elles comme les cubes de leurs hau-
teurs GH, GMv: donc les sphères ABC , DEF
qui sont égales aux pyramides GHKL , GMNO
sont entr’elles comme les cubes des hauteurs
G H , G M de ces pyramides , c’est-à-dire
comme les cubes des rayons des sphères ABC,
DE F. On démontreroit d’une manière
blahle que les secteurs sphériques semblables
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sont aussi entr’eux comme les cubes de leurs

rayons. .Donc les sphères sont entr’elles comme les

cubes de leurs rayons; donc les secteurs sphé-
riques semblables sont aussi entr’eux comme
les cubes de leurs rayons; ce qu’il falloit dé-

montrer ( i).

De la mesure des lignes, des surfaces et des
solides.

DÉFINITIONS.
1. On mesure une quantité en déterminant

combien de. fois cette quantité contient une
quantité connue. ’

a. On mesure une ligne , une surface et un
solide en déterminant combien de fois cette

(1) On pourroit démontrer de la manière suivante
que les sphères sont entr’elles comme les cubes de
leurs rayons. Les sphères inscrites dans des cylindres
sont égales aux deux tiers des cylindres dans lesquels
elles sont inscrites; mais les cylindres circonscrits à
des sphères sont des solides semblables .- donc les cy-

,limlres circonscrits à des sphères sont entr’eux comme
les cubes des rayions de leurs bases , c’est-à-dire comme

les cubes des rayons des sphères; donc les deux tiers
l ’de ces cylindres, c’est-à-dire les sphères inscrites, sont.

musai entr’elles comme les cubes de leurs rayons.
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ligne, cette surface et ce solide contiennent
une droite comme , un quarré connu, et un .
Cube connu : ces quantités connues s’appellent

unités de mesure. ’ t
PROPOSITION PREMIÈRE-Il l

THÉORÈME: il i
Deux rectangles sont entr’euæ comme les produits

v de leurs buses par leurs hauteurs.

Soient les (lem rectangles DE, DF (fig. 256)5
je disque le rectangle DE est au rectangle DF
comme le produit de la base AD du rectangle
DBipar’ sa hauteur DC est au prOduitde la base
DE du rectangle DF par sa hauteur GD. l n

Placez les deux rectangles DB, DF deAma-"
nière que le côté DE soit dans la direction du
côté AD et le côté GD dans la direction du
côté DG ,’ et terminez le rectangle AG. Puisà

que les deux rectangles DE, DE ont la même
base AD , le rectangle DB est au rectangle DH
comme la hauteur DC du rectangle DE est à
la hauteur DG du rectangle DE; et à cause que.
les deux rectangles D H, DF ont la même baud
teur GD, le rectangle DH est au rectangleDF"
comme la hase AD du rectangle DH est à la base
DE du, rectangle DF. Si l’on multiplie chaque

M m
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terme de la première proposition par chaque
terme de la seconde , les produits résulte-
ront de cette multiplication formeront encore .-
une proportion : donc le produit du rectangle
DB par le rectangle DH est au produit du rec-
tangle DF par le rectangle DH comme le pro-
duit de la base. AD- du rectangle DB par sa
hauteur DC est au produit de la base DE du
rectangle DE par 8a hauteur DG :donc si l’en

supprime le facteur DE qui est connu aux
dmpremiers termes , le rectangle DE sera. au
DF comme le produit dela base AD du
rectangle DE par sa buteur DC est au produit
de la, baseDE du rectangle DF par sa hauteur
DG :, donc les deux rectangles DE , DF sont
entr’enxcomme les produits de heurs bases par

leurs hauteurs. .
Dom deux rectangles quelconques sont entre

eux comme les produits de leurs bases par leurs
hameau une qu’il falloit démontrer.

13.0.)! V
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PROPOSITIONÎI. ’
THÉORÈME.

Un rectangle a pour mesure le produit de sa base x
par sa. hauteur.

Soit le rectangle AC (fig. 257) dont ouïrent
avoir la mesure; que le quarré osoit vanité

de mesurdJMultiplions le nombre exprime
combien de fois la base BC du rectangle AC
contient le côté du quarré D par le nombre qui

v exprime combien de fois la hauteur AB du

(1) Je ne dis point, commun le dit ordinairement,
que la surface ou l’aire d’un rectangle, 8m; ou, en
parlant ainsi , c’est comme si l’on. disoit la surfiles d’une:

surface qui est terminée par quatre droites parallèles,
ou bien l’aire d’uneaire terminée par quatre droites
parallèles , &c. C’est par la même raison que je ne dis
pointla solidité du parallélépipède ou bierr levolnme
d’un parallélépipède, parce que c’est comme si l’on

disoit la d’un solide terminé par si: parallè-
logrammes dont les parallélogrammes opposés sont
égaux et parallélisant: bien le volume d’un velum
terminé par six parallélogrammes dont la parallélow
grammes opposés sont égaux et parallèles. Sije ne

v m’exprime point ainsi, c’est pour me conformer a.
la manière d’Euclido , et pourrie pas me servir d’une

façon de parler que rien ne sauroit autoriser.

2
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rectangle AC contient le côté du même quarré

D (1) : je dis que ce produit exprime combien
de fois le rectangle A0contient le quarré D.

Car puisque les rectangles sont entr’eux.
comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs , le rectangle AC est au quarré D
comme le produit du nombre qui exprime
combien de fois la base BC du rectangle .AG
contient le côté du quarré D par le nombre qui

exprime combien de fois la hauteur du’vreetan-
gle AB contient le côté du même quarré D , est

au produit du nombre a que représente la hase
du quarré D par le nombre 1 qui représente
aussi la hauteur de ce même quarré. Mais le
produit du nombre I par lui-même est égal à 1 :’

donc le rectangle AC estran quarré D comme
le produit du nonibreiqui exprime Combien de
fois la base B C du rectangle AC contient le côté-

duquarré D par le nombre qui exprima coni-
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con-v

44(1) Il est inutile d’avertir que le nombre qui exprime
combien (le fois la base dirreelangle ACfc’onlient le
côté du quarré D ou le nombre qui exprime com--
bien-der fois la hauteur du rectangle ’ACicontient le
côté de ce même quarre ; peut être un nombre com-

mensurable, ou incommensurable; entier ou frac-
tionnaire , ou même une fraction.
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tient la hauteur de ce même quarré, est a! : donc

le produit du nombre qui exprime combien de
foisnla base BC du rectangle AC contient le côté

du quarré- D par le nombre qui exprime com-
bien de fois la hauteur A8 du rectangle AC con-
tient le côté. de ce même quarré , est la mesure

du rectangle AC, puisque ce produit exprime’
combien de fois le rectangle AC contient le
quarré D , pris pour unité de. mesure : donc
pour avoir la mesure du rectangle AC , le quarré
Dlétant pris pour unité , il faut multiplier le

i nombre qui exprime combien de fois la base
du rectangle AC contient le côté du quarré D
par le nombre qui exprime combien de fois la
hauteur du rectangle AC contient le côté de
ce même quarré, le produit de ces deux nom-
bres sera la mesure du rectangle AC; ce qu’on
énonce en disant que le produit de la base du
rectangle AC par sa hauteur est la mesure de
ce rectangle.

Donc un rectangle quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur; ce qu’il
falloit démontrer.

COROLLAIRES.
l I1. Puisqu’un parallélogramme quelconque

est égal a un rectangle de même baseiet de
5
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même hauteur , il est évident qu’un panné.

logramme quelconque a pour mesure le pro--
duit de sa base par sa hauteur.

a. Un triangle étant égal à la moitié d’un pa-

rallélogramme de même base et de même hau-
teur, il est évident qu’un triangle a pour mesure

le produit de sa base par la moitié de sa hauteur.
5 . Toute figure rectiligne pouvant se partager

en triangles , il est évident qu’une figure rectili-

gne quelconque aura pour mesure la somme
des produits de la base de chacun des triangles
qui la composent par la moitié de sa hauteur. i

4. Puisqu’un polygone régulier peut être par-

tagé en mitant de triangles égaux et semblables

que le polygone a de côtés , en menant du
centre des droites àïtous les angles de ce poly-
gone , et puisque imam de ces triangles a pour
miasme le produit d’un des Côtés du polygone ,
par la moitié d’une perpendiculaire menée du

centre sur un des côtés, il est évident qu’un

polygone réguliera pour mesure le produit de
son contour par île mérité d’une perpendiculaire

menée du centre sur un de ses côtés.

5. Un cercle étant égal à un triangle a
pour base une droite égale à la circonférence

de ce cercle et pour hauteur le rayon de ce
même cercle, il est évident qu’un cercle a pour
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mesure le produit de sa circonférence par la

moitié de son rayon. .
6. Un secteur circulaire étantégal à un trian-

gle qui a pour base une droite à Tare de
ce secteur et pour hauteur le rayon de ce sec-
teur, il est évident qu’un secteur a pour mesure

Je produitllde son arc par la moitié de son rayon.

7. La surface convexe d’un cylindre droit
étant égale à un rectangle qui a pour base une
droite égale à la circonférence de la base de ce

cylindre et peur hauteur une droite égale à la
I hauteurdu même cylindre , il est évident que
la surface convexe du cylindre droit a pour me-
sure le produit de la circonférence de sa base

par sa hauteur. k
8. La surface convexe ducône droit étant

.égale à un triangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence de la base de ce zcône

et pour hauteur droite égale côté de ce
" cône , il est!.évi.dentque (la surface convexe â’un

cône droit a pour mesure le çproduit de la cir-
conférence de sazhaseiparâa moitié ch son côté.

g. La surface de la sphère étant égale à un
rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence d’un de ses grands cardes et
pour hanteur ile diamètre de la sphère , il est
évident que la surface de ’la sphère est égale

t 4



                                                                     

5.52 v SUPPLÉMENT
au produit de la circonférence d’un de ses
grands cercles par son diamètre.
I Io. La surface convexe d’un segment sphé-
rique étant égale à un rectangle qui a pourbase
une droite égale à la circonférence d’un grand

cercle de la sphère et pour hauteur une droite
égale à la hauteur du segment sphérique , il est

évident que la surface convexe d’un segment
sphérique a pour mesure le produit de la cin-
confércnce d’un grand cercle de la sphère par"

la hauteur du segment sphérique. l

PROPOSITION 111.
THÉORÈME.

Les parallélépipèdes rectangles sont entr’euæ

comme les produits de leurs bases par leurs

hauteurs. lSoient les deux parallélépipèdes rectangles

BG, B0 (fig. 258) : je dis que le parallélépi-
pède BG est au parallélépipède B0 comme le

produit de la hase BD du parallélépipède BG

par sa hauteur, AB est au produit de la hase BM
du parallélépipède BO par sa hauteur Q3.

Placez les deux parallélépipèdes BG, BO de

manière que-l’angle QBC soit commun ; prolon-
gez la hase AG et terminez le parallélépipède B5.
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Puisque les deux parallélépipèdes rectangles.

BG , BS ont la même hauteur , le parallélépipède

BG est au parallélépipède BS comme la base BD

du premier est à la hase BM du second; et à cause

que les deux parallélépipèdes rectangles BS,
B0 ont la même base BM , le parallélépipède

BS est au parallélépipède B0 comme la hau-

V teur AB du premier est à la hauteur QB du
second. Si l’on multiplie chaque terme de la
première proportion par chaque terme de la
seconde, les produits qui résulteront de cette

4 multiplication seront encore en proportion :
donc le produit du parallélépipède BG par le
parallélépipède B5 est au produit du parallé-
lépipède B0 par le parallélépipède BS comme

la base BD du parallélépipède BG par sa hau-

teur AB est au produit de la hase BM du pa-
rallélépipède B0 par sa hanteur QB : donc si
l’on supprime le facteur BS qui est commun aux
deux premiers termes , le parallélépipède BG
sera au parallélepipède B0 comme le produit de

la base BD du premier par sa hauteur AB est au
produit de la base BM du second par sa hauteur
QB : donc les deux parallélépipèdes rectangles

BG, B0 sont entr’eux comme les produits de
leurs bases par leurs hauteurs. ’

Donclcs parallélépipèdes rectanglessomentre
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eux comme les produits de leurs hases par leurs
hauteurs; .ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION 1V.
THÉORÈME"

Un MWPÀJB rectangle a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur.

Soit le parallélépipède rectangle Ai) 25g)

dont on veut avoir la mesure; que le cube F
soit l’unité de mesure. Multiplions le nombre

qui exprime combien de fois la lhase BD con-
tient la ’base du cime F par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur AB con-
tient le côté du cube F : je dis que ce produit
exprime combien de fois le parallélépipède rec-

tangle AD contient le cube F.
Car puisque les parallélépipèdes rectangles

’sont entr’eux comme les produits de leurs hases

par leurs hauteurs , le parallélépipède A]! est au

h cube F comme le produit du nordbre qui ex-
prime combien de fois la base BD du parallélé-

pipède AD contient la hase du cube F par le
nombre qui exprime comhi’en de fois la hauteur
AB du parallélépipède AD contient la hauteur du

cube F , est au produit de la ’hase du cube F par
sa hauteur; mais la base du cube a pour mesure
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le produit du nombre 1 qui représente le côté

de ce cube par le nombre I : douelle produit de
la base du cube par sa hauteur est égal au pro-
duit du quarré de I par 1 qui est 1 : donc le
parallélépipède AI) est au cube F comme le V

produit du nombre qui exprime combien de
fois la hase BD du parallélépipède AB contient ’

la base du cube F par le nombre qui exprime
combien de fois la hanteur AB du parallélépi-

’ pédé Al) contienttlarhauteur du-cuhe F, est à l:

donc le produit du nombre qui exprime com-
bien de fois la hase BD du parallélépipède AD

contient la hase du cube F par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur A8 du pa-
rallélépipède AD contient le jcôrté de ce même

cube, est la mesure du parallélépipède Al) , puis-

que ce produit exprime combien de fois le cube
A?!)l contient le cube ’F pris pour unité de me-

sure :donc pour avoir a mesure du parallélépi-
pède rectangle Aï) , il Tant multiplier le nombre
qui exprime combien de lfois la ’basevdu parallé-

ïlépipède rectangle fifi) contientlia hase-du cube F

par le nombre qui exprime conibiende fois la
hauteur AB du parallélépipède AD contient le
côté du ’cu’be F, et le produit de ces deux nom-

bres sera lamesure du parallélépipède AD; ce
qu’on énance en disant que le produit de la
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base du parallélépipède AD par sa hauteur est
la mesure de ce parallélépipède.

Donc un parallélépipède rectangle .quelconv

que a pour mesure le produit de sa hase par sa
hauteur; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAInEs.
x . Puisqu’un parallélépipède quelconque est

égal à un parallélépipède rectangle de même

base et de même hauteur, il est évident qu’un

parallélépipède quelconque a pour mesure le

produit de sa base par sa hauteur. I
2. Un prisme triangulaire quelconque étant

la moitié d’un parallélépipède qui a une base

double et la même hauteur , il est évident qu’un

prisme triangulaire quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur.

5. Un prisme quelconque pouvant être par-
tagé en prismes triangulaires de même hau-
teur , et. chacun de ces prismes triangulaires
ayant pour mesure le produit de sa base par
sa hauteur, il est évident que le prisme total a
pour mesure le produit de sa base par sa hau-

teur. v . V4. Un cylindre droit ou oblique étant égal à
un parallélépipède qui a une hase égale et la
même hauteur, il est dévident qu’un cylindre
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V droit ou oblique a pour mesure le produit de

sa base par sa hauteur. i"
i 5. Une pyramide triangulaire étant égale au

tiers d’un prisme de même hase et de même
hauteur , il est évident qu’une pyramide trian-

gulaire quelconque a pour mesure le produit de
sa base par le tiers de sa hauteur. t
’ 6. Une pyramide quelconque pouvant être

partagée en pyramides triangulaires de même
hauteur, et chacune de ces pyramides triangu-
laires ayant pour mesure le produit de sa hase
par le tiers de sa hauteur, il est évident que la
pyramide totale aura pour mesure le produit de
sanhasc totale par le tiers de sa hauteur.

7. Un solide quelconque terminé par des
surfaces planes pouvant se partager en pyraa
’mides, il est évident que la mesure d’un solide

quelconque terminé par des surfaces planes sera
égale à la somme des produits de la base de chæ

cune de ces pyramides par le tiers desa hauteur.
8. Un cône droit ou oblique étant égal au

tiers d’un cylindre de même base et de même
hauteur , il est évident qu’un cône quelconque

a pour mesure le produit de sa hase par le tiers
de Sa hauteur.

9. Une sphère étant égale à une pyramide
qui a une base égale à la surface de la sphère et
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pour hauteur le rayon de cette même sphère,
il est évident que la sphère a pour mesure le
prodtfit de sa surface par le tiers de son rayon.

10. Un secteur sphérique étant égal à une
pyramide qui a une hase égale à la surface sphé-

rique de ce secteur et pour hauteurlune droite
i égale au rayon de la sphère , il est évident qu’un

secteur sphérique est égal au produit de sa sur-

face sphérique par le tiers de son rayon.

., un DU SUPPLÉMENT.
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LIVRE L-DÉFINITION 1v.

CETTE définition d’Euclide a paru insignifiante à.

plusieurs géomètres; pour en comprendre le sens ,
comparons une ligne droite avec une autre ligne qui
ait les induis extrémités. Soi! pour cet «fat la droite

AFGE (fig, 240) et la ligne ABCDE.
La ligne AB est également placée entre ses pointe

A et B, c’est-à-dire qu’elle, ne s’avance ni vers la droite

ni vers la gauche, qu’elle ne va ni en haut ni en bas;
n il en est de même de la ligne BC; mais il n’en est par

de même de la ligne ABC, car cette ligne s’avance
vers B. Le ligne C DE n’est pas également placée entre

ses pointue etE , car elle s’avance moD: donc la ligne
ABCDE n’est pas également placée entre est points

A, B, C, E, careBedavncatenlôt man endroit,
tantôt vers un nitre. La ligne A011 E est au contraire p
également placée entre ses pointu A et F, F et G, G

et E,,AetG,Fet E,AetE,mellenes’avmce
jamais vers aucun côté. I

Selon Archimède , la ligne droite est la plus courte
des lignes qui ont les mûmes extrémités.

Selon Platon ,la ligne droite est sans dont la extré-
mités sont ombragées par les points intermédiaires. No

pourroit-on pas dire que la ligne droite est celle qui
peut tourner sur ses ex trémités immobiles sans changer

de place?



                                                                     

560 NOTES
LIVRE I.-n1ârnninpx vxt.

Celle définition est analogue à celle de la ligne droite
et peut par conséquent être expliquée d’une manière

analogue. ’Selon Héron, la. superficie plane est celle sur toutes
les parlies de laquelle on peut appliquer une ligne
droite.

LI VRE I. - DÉFINITION xxxux.
Cette définition renferme une condition superflue;

car si les côtés opposés d’un quadrilatère sont égaux ,

les angles opposés sont nécessairement égaux. (Robert

Sirrtson.) tu l ’
LIVRE l. --sxiôME 5’111.

Cet dxiôme veut dire que les lignés , que les surfaces

qui s’appliquent exactement les unes sur les aulres sont
égales; que les angles dont le: côtés s’appliquent exaca

tentent les une sur les autres’sont égaux, et que deus
solides sont égaux lorsque les faces de l’un s’appliilnenl

exactement sur les faces de Faune; Si l’on disoit que
les choses qui s’appliquent exactement les unes sur les

autres sont égales , on ne pourroit pointvse servir de
r cet axiôm’e, lorsque l’on voudroit concluretqne deux

. solides dont les faces s’appliquent exactement les unes
leur les autres , sont égaux entr’eux.

LIVRE - PROPOSITION en.
Cette proposition a deuxlcastcar il peut arriva que

le pointD tombe dans le triàngleABC. Robert Simson
démontre le second cas; mais cela étoit inutile, czir le
second cas est compris implicitement dans la proPosia

J
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lion x15: du mémelivre, où Euclide démontre que les

deux droites B D, DC sont plus courtes que les droiteâ
BA, AC; car il est évident que si les deux droites BD,
D0 sont plus courtes que. les deux droites AC;
les deux droitesBD, DC ne serontipoint égales aux
deux droites BA , AC, chacune à" chacune;

LIVRE I. -- enordsiriofi xxiv,pag.38i, Zig. 4.
Car puisque , 8:13. lisez que parmi les droites DE, DF.

la droite DE soit celle qui n’est pas plus grande que.

la droileiD Puisque, &c. (Robert Simon

LIVRE I. -- PROPOSITION xxxv.
Robert Sirnson remarque. que cette propositipn a

trois cas , et qu’Èuclide ne démontre que le cas où le

point E tombe entre le point D et, le point F. I
Les deux autres cas ont lieu lorsque le point E

(fig. 241) tombe sur le point D et lorsque le point E
tombe entre le point A et le point D (fig. 24à ). Voici
comment on peut démontrer ces deux autres cas:

Après avoir démontré, pour le second cas, que le
triangle AB D 24x ) est égal au triangle DC F, et
après avoir ajouté à chacun de ces deux triangles égaux

le triangle BCD, on conclura que le parallélogramme
ABC D sera égal au parallélogramme B C F D.

Après avoir démontré; pour le troisième cas , Ique le

triangle AB E (fig. 24s) est égal au triangle DCE, et
après avoir ajouté à chacun de ces deux triangles égaux

le quadrilatère BC D E, on conclura que le parallélo-
gramme ABCD sera égal au parallélogramme BÇFE:

Na
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LIVRE 1V. -- COROLLAIRE ne Lantern-

DITION xxv,pag. 206, Iig. Il.
Hexagone , lisez hexagone équilatéral et équiangle.

( Robert Simson ).

LIVRE V1. - DÉFINITION u.
Robert Simsom trouve cette définition obscure et

la remplace par la suivante z
a Les figures , les triangles et les parallélogrammes,

par exemple,sont réciproques lorsque les côtésquicom-

prennent deux angles sont proportionnels, de ma-
nière qu’un côté de la première figure est à un côté de

la seconde comme un autre côté de la seconde est ànn
autre côté de la première a). Je donne la préférences

la définition d’Euclide, mais j’approuve la définition

de Robert Simson comme explication.

L IVRE V1. -- DÉFINITION v.
Euclide entend pack quantité d’une raison le quo-

tient qui résultedela division de l’antéce’dent par son

conséquent: d’où il suit que laquantité d’une saison

peuttoniounetns représentée par une fraction dons le
numérateur est l’antécédantde la raison et donne dé-

nominateur canat le conséquent.

Soient les misons suivantes,a:â,c:d,e :f La

a c .6 d a513:]. On

le astis fractiouæ ou la raison ace à bdf

quantités de ces. raisons sont les fractions

qui estune raisOn composéedesraisonsa: b, c: d, e
Il est évident que l’antécédent a c e de la raison com-

poséeiest égal au produit de tous les antécédens des
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,raisons composantes, et que le conséquent 1rd f de la
raison composée oméga-t au produit de tous les condé:
quasis desraisonsicomposames ; d’où il son qu’on pour!

toit anones: la définition v5 de la manière sinisante :
Une raison «imposée de raisonnât cette dont l’an;

técëdent est égal au produit de «un les antécédent; des

raisons composantes et dont le conséquent est égal sa
produit de tous les conséquent des raisons compo:

sautes. ’- ï ’ ’ I v
L IVRÈ XI. nÊiINi’rIoïs x.

Cette définition n’est pas proprement une définie
tian , mais bien un,théorêtz)e qu’il faut démontrer; Je

donnerai la démonstration de cette définition dans le
cas. où les angles solides, ne sont pas compris par plus
de trois angles plans 3 je. ne, démontrerai que ce cas,
parce que dans toutesrles démonstrationsgui sont ap-
puyées sur.cetle définition ,. il n’est pas question d’un.

seul solide dont los angles. soient compris par,
plus de trois anglophile a ’ .. z ’

Robert Simson soutient que: lat définition; x-n’est

pas vraie danstous les ces; et que par conséquent un
grand nombre dedémonstrations du Je? Livre et. Plu-i
sieurs démonstrations du Livre 1m ont un fondement
ruineux; en conséquence il: supprimecefle définition
et la remplace par trois théorèmes, qui): à la utile

de la-proposition mais. I l j L .
I Pour démontrer que ladéfinition x asthme dans

certains pas, Robert Simon supposedeux solides qui
ontylermâme nombre de faces semblables et égales,
mais dont l’un a un angle solide rentrant, MW
tous les angles solidesl del’autre sent saillons» Mais,

a
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n’est-il pas évideni qu’Euclide n’avoit en vue que les

solides qui n’ont point d’angles rentrans? Etoit-ii
nécessaire de l’énoncer d’une manière expresse?

Cette définition est vraie dans tous les ces, lorsque les
angles solides sent saillans. Voyez les notes qui sont
à la suite des Elémens de Géométrie de A. M.
gendre.

Le théorème que Robert Simson met à la place de
cette héfinition est exprimé ainsi: (K Les solides qui
sont contenus dans des plans semblables, égaux en
nombre et en grandeur et semblablement posés, et
dont les angles solides ne sont pas contenus par plus
de trois angles plans , sont égaux et semblables entre
eux 3)..

Ce théorèmerenferme une condition shperflue ; de
cela seul que deux solides sont terminés par le même
nombre de faces égales et semblables, les faces de ces
solides sont’ également posées dans chaque solide;
c’est commez si l’on disoit que les triangles qui sont
terminés par des droites égales et semblablement posées

sont égaux et semblables.-
Le théorème de Robert Simson a deux cas; car une

face du premier-solide étant appliquée exactement sur

la face humologue du secoud’, il peut arriver que les
autres fades du premier solide s’appliquent exactement
sur les entres-faces du second solide, et il peut arriver
aussi que le premier solide soit placé hors du second:
Robert Simsèm ne démontre que le premier ces, et

il ne parle pastdu second, qui sert de base aux de;
monstmtions’ irxvnr et au. du x1° Livre et aux dé--’

monstrations m’- etïIv du xn° Livre: donc toutes
ces démonstrations ont véritablement un fondement:
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ruineux par le moyen des corrections de Robert

Simson (1). l iLIVRE XI. -PROPOSITION xu,pag.3og,lig. I.
Après cette phrase, (r et puisque BA est parallèle à

la droite GH», Robert Simson -veut’ qu’on ajoute:

a car chacune de ces deux droites est parallèle à la
droite ED qui n’estepas dans le même. plan que ces

droites ». -,n

( l) Etonué que les Géomètres aient cru pendant treize siècles

que la définition x étoit vraie , Robert Simson s’écrie, pag. 588:

Quid ’autem dicendum",ïi bæc propositio non vers ait ? Nonne

confitendum est Geometras per milladerceatos aunes in hile re
olementsri domptes fuisse? Et ex hoc quidam modestism div
cere debemus, atque agnoscere qunm parum nabis cavera pos-
sumus. qnæ est mentis humaine imbecillitas, ne in errores
incidamus etiam in principiis scienliarnm quæ inter maxime

certas merito æstimantur. V
Matis que devons-nous dire si cette proposition n’est pas

vraie Î? Ne devons-nous pas avouer que les Géomètres ont été

dans Terrequendant treize sièclbsïau sujet de cette proposi-
tion élémentaire? Que cela nous apprenne àvétre modestes et

à reconnaître combien il nous est difficile d’être touiours sur

nos gardes, et combien notre esprit est faible, puisque nous
ne pouvons pas même nous garantir de l’erreur dans les prin-

cipes (les sciences qui passent avec raison pour les plus cer-
laines.

hl
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tion de la définition x . doivent être mises après la propo-

sition xxn.

PROPOSITION .4.
Si Jeux angles solides sont compris chacun par trois

angles plans, le! si k: angles plans du premier sont
égaux auxanglespldnsdu second, chavira à chacun,
les plans des angles égaux seront également inclinls.

les uns sur les autres dans les deux solides.

Spinal, les Jeux anglessolidcs A et A.’ (fig. 345.); que

l’angle solide A soit compris par les. trois anglœ plans

. BAC , C A D, DAB-;:que Page solide A’ soit coma
prix par. les trois angles-pians B’A’O’, G’A’D’, D’A’B’;

que l’angle BAC solfège] à l’angle B’A’C’, l’angle CAB

égal là l’angle ClA’DMet. l’angle DAB égal à l’angle

D’A’B’ : je dis que les plans des angles éga ux sont

également inclinés les uns sur les autres dans les. deux
’lll

angles solides! v Il Q. .V I ’
.Dîuv peint; quelcgmueBdfi lentisque A13 menez

dans le Rififi-A D- hidreitetBD perpendiculaire sur
lafidlnitc.AR;ydumêmu-1sunt Baissez dans le plan
VBAG hrdroiteBOpei-Imndiculaiœ surla droite À B;
joignez les pointsG,"DMsitas4a droite A’B’égale à la

droite A8, et du pointBfiunienezdanssleiplan A’B’D’

la droite B’ D’ perpendiculaire sur la droite A’ B’ , et

dans le plan B’A’C’ la droite B’ C’ perpendiculaire

sur la droite A’B’; joignez les points C’, D’. La droite

AB étant égale à la droite A’ B’, l’angle B A D égal à.

l’angle B’A’ D’, et l’angle ABD étant droit ainsi que

l’angle AIB’D’), les triangles. A312. A’B’ D’ seront.
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égaux : donc la droite BD est égale à la droite B’ Dl et

la droite AD égale à la droite A’D’. La droite BC est

égale à la droite B’ 6’ et la droite AC égale à la droite

Al C’, par la même mon. Mais l’angle CAD’est égal

à l’angle C.’ A’ D’ , la droite AC égale à la droite A’ U

et la droite Al) égale à la droite E D’ : donc le trialn-t
gle CA D est égal au triangle C’A’D’ : donc les deux

triangles BCD,B’ G’ D’ ont leurs côtés égaux chaé

con. à chacun : donc ces deux triangles ont aussi
leursafigles égaux chacuntècliacun :donc l’angle CBD
est égal (strongle C’ Bl D’ : donc l’inclinaison du plan

CBA sur-le plan DBA est égale à l’inclinaÎsOn du
plus CB’A’ sur levplan D’ D’A’. On démontras de

la mène manière ,quo les plans des outres sfiglesïégalix

. sont également inclinés lainas sûr’les amies dans ces

deux angles solides. I ’ ’ ’ l ’ il:
k Donc si deux angles solides sont compris chacun
par trois angleseplans ,A et si les angles plants d’opte-
mier sont égaux. auxan’gles plus du second , chaclm
à chacun , les plans des sagnes égaux seront également ’

inclinés les uns sur les antres deus les deux solides;

ce qu’il falloit démunit. l I ’

PROPOSITION B.
I Si Jeux angin’solides sont compris cfiacur’i poir- fiais

h angles planât, et si les angles plans du premier sont
igame aurangksplam du second, ciiacïnî dolmans ,

. ca: angles solidestseronfêguux eritr’eux. . n *

Soient les angles solides A ,, A! ; que, les anglesplans
BA C , CA D, DA B de. l’angle «solideiA-mientégsux
aulx angles plans B’A’G’ , C’A’D’ ,t D’A’B’ de l’aigle

’ 4



                                                                     

568 NOTESsolide A’, chacun à chacun : je dis que l’angle solide A
sera égal à l’angle solide A’.

i Appliquons exactement l’angle BAD sur son égal
B’A’D’, il peut arriver que les autres angles plans qui

sont égaux dans les deux angles solides A , A’ soient
placés des mêmes côtés ou ne soient pas placés des
mêmes çôlés. Supposons d’abord que l’angle BAD

plant appliqué exactement sur son égal B’A’D’, les

autres angles plans qui sont égaux dans les deux angles
solides A, A’ soient placés des mêmes côtés. Puisque

l’inclinaison du plan de l’angle BAC sur le plan de.
l’angle BAD est égale à l’inclinaison du plan de l’angle

B’A’C’ sur le plan de l’angle BÎA’DÏ (pr. A), le plan

de l’angleB A C s’appliquera exactement sur le plan de
l’apgle B’A’C’; niai!»l’itngle BAC est égal à l’angle

HA C’ : donc la droite AC s’applique exactement sur
la droite A’ Ç’ ; mais la droite AD est appliquée sur la

droite 4’ et la droite AC sur la drpite A’ C’ : donc
l’angle plan DAC s’applique exactement sur l’angle

plan D’A’C’: donc les trois angles: plans de l’angle

solide A s’appliquent exactement sarcles trois angles
plans de l’angle solide A’ : donc les angles solides A

et A’ sont égaux. p v ù . "
Supposons en second lieu que les angles plansBAD,

51a ,auj sont est; us; enfeu): , soient appliq nés exacteè
lent l’un sur l’autre, laxidroite A Baur la droite 4d et

la droite A sur: la droilea , et que finaudes-angles
plans qui sonl égaux entç’eluxhne.soient pas places des

mêmes côtés; il est évidentidans cette supposition , que

le plan B AC ne s’appliquera point sur le plan 44cl

Page que Final-insistait du plan sur le plan
n’est: pas égalois l’inclinaisôn’du plan ne surle plan

l
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bac, par la même raison : donc les angles plans BAD,
dab étant appliqués exactement l’un sur l’autre, la

droite AB sur la droite ad et la droite AD sur la
droite a b , les autres angles plans qui sont égaux dans
ces deux angles solides ne s’appliqueront pas les uns

sur les autres. a -Si l’on plaçoit l’angle plan B AD sur l’angle pla

bad, de manière que le pointA tombât sur le point a,
que la droite AB s’appliquât sur la droite ab, il est
évident que la droite AD s’appliquerait sur la droite
pal; mais alors le plan de l’angle BAC auroit la position
6 ac’; et le plan de l’angle CAD auroit la position C’ ad,

de sorte que l’angle solide A seroit placé au-dessous du

plan abd. D’où je conclus que le principe de super-
position ne peut pas être employé pour démontrer
l’égalité de deux angles solides qui sont compris cha-

cun par trois angles plans et dont les angles plans. du
premier sont égaux aux angles plans du second, cha-
cun à chacun, lorsqu’ayant appliqué l’un sur l’autre

deux angles plans qui sont égaux, les autres angles
égaux de ces angles solides ne sont pas placés des
mêmes côtés (1) : donc, dans ce cas, l’on doit se con-

tenter .de dire que deux angles solides qui sont com pris
chacun par trois angles plans et dont les angles plans
du premier sont égaux aux angles plans du second sont
égaux entr’eux , parce que leurs parties constituantes,
leurs angles plans’et leurs inclinaisons sont égales de
part et d’autre.

. Les angles solides égaux dont les angles plans ne peu-
vent point être superposés les uns sur les autres, s’appellent

politisa symétriques. I



                                                                     

570 NOTESDonc si deux angles solide. sont compris chacun
par (rois angles plane, et si les angles plans du pre-
mier sont égaux aux angles plans du second, chacun
à chacun, ces angles solides nom égaux amicaux; ce
qu’il huoit démontrer.

PROPOSITION C.
La solides qui sont contenus dans la nombre de

faces égales et semblables en tr’elles et dont les
solide! ne sont pas compris par plus de trois angles
plana sont égaux et semblables entr’eux.

SoientleaàolidesABCDEF,A’B’CcD’E’F’ «and»

dont le. angles solides ne sont pas compris par plus de
trois angles plana et que ces sofidea noient Contenus
tous le même nombre de faces égales et 3mm.
c’est-èvdire que les faces A BC, DE F, B D, DE, EC
noient semblables et égales aux faces A’B’ C’, D’ E’ F’,

B’D’, B’E’, E’C’ z je dis que ce; solides sont égaux et

umblnblea.
Si l’on pose une face quelconque ABC damner

aolide sur la face homologue A’B’C’ (le ncoadhde
«manière que les côtés de minces, qui sont des «fiés

homologues des floes égale: et semblable: BD, DE,
EC, B’D’, B’E’, E’C’ miam appliqué! exactement

les up: sur les aulne, ces d’eux me
du même côté un le plan A’ D.’ C3013 hueront pincé:

l’un n’a-dm: et l’utile surclassons du phi HEU-(1).

Supposoun d’abord filiales deuxeelidhl A DE DEF,

(l) Lorsque tes solides sont primée l’un au-çIessus el Taulre
nul-cessons du pian A’ B’C’, ils s’appellent solides symé-

triques. l h
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A’B’ C’ D’ E’ F’ soient placés du même côté sur le plan

A’, B’C’. Puisqùe l’inclinaison du plan AFsur le plan

ABC est égale à l’inclinaison du plan A5113" alun le
plan A’B’C’ A ). la face A]? s’appliquera clac»

binent sur la face A’F’ qui. lui est semblable et égala

Les autres faces du solide ABCD E F s’appliqueront
exactement sur les autres face! dB! laid? A’B’C’D’E’F’,

par la même raison : donc ces deux solides umtégaux.
Mais les faces hammam sont également inclinées les

, vacant lessives dansota Jeux. sphder- 4,) z donc
les dans solfiai ABCDEF, A’B’C’D’ EfF’. qui sont

contenus dans’le même Minbar de faces égale! et sans

blablas, sont (5ng; et semblables calfater»
Supposons en second lieu que les solides ABCDEF,

a bedef’ soient places. l’un au -dessus et l’autre au-

dessous du plan ab c; il est évident. que dans ce cas
le principe de superposition ne peut pas être employé
pour démontres l’égalité de d’eux. solides qui mut Icon-

tenus dans le même nombre de faceségales et sembla-
bles entr’elles, et dont les angles solides ne sont pas
compris par pluslde trois angles plans : donc l’on doit
se contenter de dire que ces deux solides sont égaux
et semblables, parce que leurs parties constituantes,
savoir , leurs faces, les inclinaisons de ces faces (pr. A ) ,
leurs angles solides (: lira-B). sont-peureusement éæles de

’ part et d’autre.

’ ’Dcnc les solides qui sont contenus dans le même

hombre de faces égales et semblables entr’elles ,let dont

les anglessolides ne sont pas compris par plus de trois
angles plans, sont égaux et. semblables enlr’euxîce

À

(Juif falloit démontrer. -
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LIVRE XI. -- PROPOSITION nvm ,pag. 341 , h’g.g.

- Selon Robert Simson et Clavius, Euclide auroit dû
démontrer que les diagonales CF, DE sont parallèles;
ce que Robert Simson démontre dola manière sur;
vante z

a Soit le parallélipipède AB (fig. 188) et que les
diagonales D E, CF joignent les extrémités des mêmes

arêtes; puisque chacune des arêtes CD, FE est paralo
lèle à l’arête GA qui n’est pas dans le même plan, les

arêtes CD, FE seront parallèles : donc les diagonales
CF, DE" sont dans le même plan que les arêtes CD,
FE , et sont parallèles entr’elles : je dis, 8re.

LIVRE XI. - PROPOSITION xxrx.

Cette proposition a trois cas, et Euclide n’en dé-
montre qu’un seul. En efi’et, il peut arriver que la
droite MI-I tombe sur la droite GE ou bien entre la
droite GE et la droite F D. Pour démontrer ces deux
derniers cas, on fera des raisonnemens analogues à
ceux qu’on a faits pour démontrer les deux dentiers
cas de la proposition xxxv du 1" Livre Voyez la note

sur cette proposition. ’
LIVRE X11. - ruorosrrxon xvn.

Cette démonstration est incomplète selon Robert
Simson et selon moi. Après avoir démontré que le
quadrilatère BKSP ne touchera point la surface de
la plus petite sphère , Euclide conclud que les faces du
polyèdre inscrit ne toucheront point la surface de la,
plus petite sphère, J ’ai complété cette démonstration
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d’Euclide. Voyez la proposition xxvm du Supplé-
ment, le Lemme et le deuxième Corollaire qui suivent
cette proposition. f

F I. N.

DE L’IMPRIMERIE DE CRAPELET:
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