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RÏA PP’O RIT.

fait à la Classe des Sciences physiques et mathéàn

matiques de l’Institut national ,

parles citoyens LAGRANGE et DELAMB.RE..

Séance du lundi 28 ventôse au xm.

PEU d’ouvrages ont été’aussi souvent traduits, com-
mémés et reproduits , que l’es Eléinens d’Euclide ; mais

il n’est pas d’auteur avec qui ses traducteurs aient pris
d’aussi étranges libertés. Sous prétexte de dOnner aux

démonstrations plus de clarté’et de simplicité, il n’est

presque pas de proposition dont ils n’aientichlangé olr

modifié les preuves. Pour ne parler que des traduc-
teurs français, il suffit de jeter les yeux sur l’Eüclide,
de Dechalles , réimprimé plusieurs fois successivement:
par Ozanam et Audierne , pour voir-que ces éditeurs
n’ont presque rien respecté" dans l’auteur original, sir
ce n’est l’ordre etil’énoncé des théorèmes. Mais malgré

tous leurs soins et leurs prétentions, ilsnïnnt pas fait
oublier le véritable Euclide; on trouve même encore4
quelques n-vans qui, soit aVec raison , soit parvun goût?
un peu trop exclusif pour les méthodes des anciens,
prétendent que malgré les talons et les succès des leur
teurs:modernes, les Elémens d’Euclide sont, à quel-’

ques endroits près , le meilleur ouvrage que nous ayons-n

en Ce genre. Sans prendre aucun parti sur’cette (lues.
fion, on peut conclure au moinsde leuropinion, que i
le citoyen Péyrardafaibune chose utile en traduisant:
fidèlementvun- ouvrage dont nous n’avons pas ende-
traduction exacte depuis pintade deuxltcentsnansæ et,

5.



                                                                     

v,’ impro sur sa m1 A L”! N s ria U T.
dont les bonnes éditions , soit.’grecques soit latines , sont

assez rares , et à la portée de lpeu de savans , sans
compter les dilficultés-des deux’langues , qui diminuent

encore assez considérablement le nombre des lecteurs.
Nous avons lu avec soin la nouvelle traducàtion , en la

comparantà l’original grec , du.moins quant à l’énoncé

de chaque proposition, et pour les parties essentielles
des démonstrations; car c’eût été un travailaussi long

qu’inutile que de suivre le traducteur dans. des détails

quine peuvent se traduire de deux manières. Par-tout
le citoyen Reyrard nous a paru rendre avec exactitude
le senset même les expressions de son auteur.

L’ouvrage. d’Euclide , quelqu’estimable qu’il soit,

estlpourtantincomplet à plusieurs égards. Il y manque
sur-tout nombre de propositions importantes relatives
à la surface du Cercle,.de la Sphère, du Cylindre et:
du Cône, et la: solidité de oestrois derniers corps.

.Le traducteur ena fait la matière d’un Supplément,
qu’ilicommlence par deux propositions empruntées
d’Architnéde ,I en avertissant dans une note que la

I seconde lui paroit impossible à démontrer bien rigou-
reusement. Ilajoute que c’est sans doute pour cette
raison qu’Euclide n’a rienslit de la surface du Cercle
de celle de la Sphère. Il-s’agit’ de prouver que le

contour-du Polygonexcirconscrit est plus grand que
celuidu Cercle. Pour y parvenir, Archimède avoit.
posé enprincipe que de Jeux lignes concaves du même
côté targui ont-mêmes extrémités, celle qui environne t

l’autre est la plus grande, des (immun est vrai que ce
principe méritoit bien une démonstration , mais il

, niest , pasZ prouvé que ce soit précisément cette difficulté

qui aitarrêté Euclide. Quandil composa ses Elémens ,



                                                                     

- RAPPORT FAIT A L’INSTITUT. va;
ArChimède n’étoit peut-être pas ne, iliest Bien pro-
bable au moins qu’il n’avait encore publie n’i’son

Traité de la Sphère et du Cylindre, ni celuifde la.
mesure du Cercle. Les Théorèmes que’contieiiit’cet

ouvrage étoient encore inconnu"; pour lalpl’u’part, et

la réputation qu’ils ont acquise àileur auteur, le prix
qu’il y attachoit lui-même, nous prouvent combien
on les avoit jugés difficiles. Il est donc itout simple
d’imaginer qn’Euclide les ignoroit entièrement; car
s’il les eût connus, ils sont d’une telle’importance,
qu’il auroit dû , ce me semble, les’i’n’diquer, saufà’con-

venir de ce que la démonstration pouvoit renfermer
(l’hypothétique.

Tous les Théorèmes sont démontrés dans le Su pplé-

ment du citoyen Peyrard , à la manière d’Euclide’, et

en se servant autant qu’il a été possible des proposi-

lions qui se trouvent. dans les Elémens. Ces démons-
nations sont, presque toutes indirectes, c’eStLà-di’re
qu’elles prouvent, non pas qu’une chese’soit de telle
ou de telle manière, mais qu’il y aurôit deil’absurdité

à la supposer autrement.... Quelques-unes des dé-
monstrations du citoyen Peyrard ressemblent beau-
coup à celles qu’on trouve dans l’ouvrage du citoyen

Legendre; mais quand on compose un livre d’Elé-
mens, on ne s’impose pas l’obligation d’être toujours

neuf, toujours inventeur; tout le monde sait bien que
c’est la chose impossible. On trouvera du moins plu-
sieurs propositions importantes sont démontrées
d’une manièrennouvelle; ainsi pour arriver au théo-
rème sur la solidité de la Sphère, le citoyen Peyrafll
emploie la proposition xvu du livre Kif, et ce théo-
rème paroit en effet un corollaire assez simple de cette

æ

l.



                                                                     

viij suiveur un .A;L’msrr1’rU-T.Î
proposition. La démonstration qu’elle" fournit est plus .,

facile que celle d’Arohimède. Mais. cette proposition 3
n’étoitqu’imparfaitement démontrée dans Euclide.

RobertESimson y avoit. relevé plusieurs omissions et A
inexactitudes. Le citoyen Pe’yrard en a complété la

démonstration d’une manière qui ne laisse rien à

desirer. ,Le Supplément est terminé par quelques théorèmes

connus, d’un usage très-fréquent dans la mesure des
Lignes, des Surfaces et des Solides, et qui ne se trou-
voient pas assez expressément énoncés dans les Ele-

mens ,d’Euclide. . . . .
L’ouvrage est terminé par des notes où l’on rap-

porte et l’on discute quelques objections et quelques
corrections proposées par Robert Simson.

L’auteur , dans sa Préface, annonce un travail sem-
blable, qu’il a commencé , sur Archimède. Nous pen-

sons que la Classe , en approuvant celui qu’il vient de,

faire sur Euclide, doit engager le citoyen Peyrard à
terminer la traduction, non moinsimportante , et. bien
plus difiicile , d’Archimède. t

Signé LAGRANGE et DELAMBRE.

La Classe approuve le Rapport et en adopte les con-
’clusions. I

Signé DELAMBRE, Secrétaire perpétuel.
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.PRÉFACE
L’OR-SQUE je fus nommé Bibliothécaire

de l’Ecole Polytechnique , je formai le
projet de donner au public une traduc-

- tien littérale des (Euvres d’Euclide et ’
d’Archimède, les deux plus grands Géo--

mètres de l’antiquité. Je pensois qu’il étoit

en quelque sorte de mon devoir de con-
sacrer mes momens de loisir à des travaux
qui fussent analogues à ceux de l’École

Polytechnique. Je publierai, dans le cou-
rant de l’an X111, une traduction littérale
des Œuvres complètes d’Archimède; cette

traduction sera accompagnée d’un Com-

mentaire pour faciliter l’intelligence des
endroits difficiles (1). Je fais paroître au-

I (1) La souscription pour la traductionlittérale des.
(Euvres complètes d’Archimède , taVecp un commen-.

taire et des planches , par F. Peyrard, Bibliothécaire
de l’Ecole Polytechnique, est ouverte-d’ici au 19’ ven- g

démiaire an un. Cet ouvrage sera imprimé par -.
Crapalet , sur caractère dit saint-augustin , formatât-4°. ,
papier fin d’Angouléme. Prix. 36A fr., et en papier
vélin 172 fr. Tous les exemplaires seront numérotés



                                                                     

x’ p a r A c E.
jourd’hui la traduction des Livres de la
Géométrie d’Euclide’, auxquels j’ai ajouté

1 un Traité du Cercle, du Cylindre, du
Cône et de la Sphère; la mesure des Sur-ç

faces et des Solides. J’ai traduit Euclide
littéralement, et même mot à mot, quand
le génie de la langue française a pu me le
permettre. Dans mon supplément , j’ai
adoptéles principes d’Archimède , et je
me suis. conformé, autant qu’il a. été en

mon-pouvoir, à laméthode et à la marche
d’Euclide. Dans les notes qui accompa-r
gnent ce Supplément, je me suis appliqué

a éclaircir quelques endroits obscurs; je
rapporte et je discute quelques objections
proposées par. Robert Simson. Je fais voir

dans ces notes que i Robert Simson est

et linés suivant l’ordre des souscriptions. La liste des

scuscripteurs sera imprimée en tête du volume. Il ne
sera’pasltiré’unvseul exemplaire au-delà du*nom’bre

des souscriptions; ainsi nil-sera absolument impossible
de s’en. procurer autrement qu’en souscrivant. Cet
ouvrage paroîtra- dans le courant denl’an xnl. On
souscrit à Paris, chiezsl’Editeur, à l’Ecole Polytech-

nique, et chez F. Louis , Libraire, ruade: Savoie,
n° 12. ’ I t s



                                                                     

pas É-F-A’C E. xi
tombé dans une erreur-ttès-grave au sujet

de la définition x du Livre x1. - « ’

Au lieu du Supplément que j’ai. com-
posé pour servir de suite à la Géométrie

d’Euclide , je devois donner la traduction
littérale du Traité du Cylindre et de la
Sphère et du Traité de la mesure du Cer-
cle d’Archimède ; mais ayant fait réflexion

que ces deux Traités ne sont pas assez
élémentaires 5 je me suis décidé à composer

un Traité succinct du Cercle , du Cylin-
I dreg’du Cône et de la Sphère, qui fût à la.

portée de ceux qui apprennent les ma- .
thématiques , et dont toutes les proposi-
tions fussent rigoureusement démontrées.

La démonstration d’Archimède , qui

regarde la mesure de la sphère, est telle-
ment compliquée , qu’il faut la plus grande

Contention d’esprit pour la comprendre;
la démonstration que je lui substitue est
courte et. facile. à saisir, et cependant elle
a toute la rigueur qu’on peut exiger. A
. Je ne ferai pas l’éloge d’Eucli’de; on se

méfie toujours de l’éloge d’un auteur fait



                                                                     

si; P RÉF-A C E:
par son traducteur. Je laisserai parler- deux.
illustres Géomètres, Montuèla et Bossut. I

t

a C’est sur-tout à sesElémens qu’Euclide

doit la célébrité de son nom. ,Il ramassa dans

cet ouvrage , lemeilleur encore de tous "ceux
de ce genre, les vérités élémentaires de lalGéo-

métrie , découvertes avant lui. Il y mit cet en-
cliàinement si admiré par les amateurs de la
rigueur géométrique , et qui est tel, qu’il n’y a

aucune proposition qui n’ait des rapports né-
cessaires avec celles qui la précèdent’ou qui la

suivent. En vain divers Géomètres , à qui.l’ar-

rangement d’Euclide a déplu , ont tâché de le

réformer , sans porter atteinte à Ala.force des .
démonstrations. Leurs efforts impuissans ont
fait voir combien il est difficile de substituer à la
chaîne formée parl’ancien géomètre, une chaîne

aussiferme et aussi solide. Tel étoit le sen-
timent de l’illustre M. Leibnitz , dont l’au-
torité .doit être d’un grand poids en ces ma-
tières; et M. Wolf, qui nous l’apprend , con- .
vient d’avoir tenté inutilement d’arranger les
vérités géométriques dans un ordre différent ,

sans supposer des choses qui n’étoient point
encore démontrées , ou sans se relâcher beau-
coupgsur la. solidité. de la démonstiation. Les
Géomètres anglais , qui semblent avoir le mieux.



                                                                     

P R É”F.A.CZE. v au
conservé legoût desla rigoureuse géométrie,

ont toujours pensé ainsi; et Euclide a trouvé
chez eux de zélés défenseurs dans divers Géou

mètres habiles. L’Angleterre voit moins éclore

de ces ouvrages , qui ne facilitent la science
qu’en l’énervant; Euclide y est presque le seul.

auteur élémentaire connu , et l’on n’y manque

pas deGéomètres. .
» Le reproche de désordre fait à Euclide;

m’oblige à quelques réflexions sur l’ordrepré-

tendu qu’affectent nos auteurs modernes d’élé-

- mense, et sur les inconvéniens qui en sont la
suite. Peut-on regarder comme un véritable
ordre, celui qui oblige à violer la condition
la plus essentielle à un raisonnement géomé-

trique , je veux dire , cette rigueur. de dé-
monstration , seule capable de forcer un esprit
disposé à ne se rendre qu’à l’évidence méta-

l physique? Or rien n’est plus commun chez les
auteurs dont on parle , que ces atteintes portées
à la rigueur géométrique. Mais il leur falloit,
nécessairement se relâcher jusqu’à ce point ,q ou

commencer à traiter d’un certain genre d’éten-

due, avant que d’avoir épuisé ce qu’il y avoit à

dire d’un autre plus simple, et ils ont mieux
aimé ne démontrer qu’à demi, c’est-à-dire , ne

point démontrer du tout , que de blesser un
prétendu ordre dont ils étoient épris.



                                                                     

xiv P a Ë. F A c E.
» Il y a’même , à mon avis , une sorte de pué-

rilité dans cette aflectation de ne point parler
d’ungenre de grandeur, des triangles, par exema
ple, avant que d’avoir traité au long des lignes

et des angles : car pour peu que, s’astreignant
à cet ordre , on veuille observer la rigueur’géo-

métrique , il faut faire les mêmes’frais de dé-
monstrations , que si l’on eût’commencé par ce

genre d’étendue plus composé , et d’ailleurs si

simple , qu’il n’exige pas qu’on s’y élève par

degrés. J’ose aller plus loin, et je ne! crains
point de dire que cetordre affecté va arétrécir
l’esprit , et à l’accoutumer à une marche con-
traire à celle du génie des découvertes.’G’est

déduire laborieusement plusieurs vérités parti-
culières, tandis qu’il n’étoit pas plus difficile

d’embrasser tout d’un coup lei-troue, dont-elles

ne sont que lesbranches. Que sont en effet la
plupartznde ces propositions sur les perpendi-
culaires :et. [les obliques ,i qui memplissent îplu-

sieurs sections des ouvrages dont on parle ,
sinon autant déconséquences fort simples de
la propriété du triangle isoscèle ?. Il étoit bien

plus lumineux,:e’t même plus court, de com-
mencer à démontrer cette propriété, et d’endé-

duire ensuite toutes ces autres propositions » .
(Histoire des Mathématiques , par J. F. iMON-
TUCLA. Boris, an vu , tom. 1, pag. 205.)



                                                                     

-PRÉFACE t u
(c Jamais livrer de science n’a eu un succès

comparable à celui des Elémens d’Euclide. Ils
ont été enseignés exclusivement pendant plu-

sieurs siècles dans toutes les écoles de mathé-

matiques , traduits et commentés dans toutes les
langues; preuve certaine de leur excellence n .
( Essai sur l’Histoire générale des Mathématiques,

par CH. Bosser. Paris, 1862 ,tom.,1., page-45.)

1v. .Il est indispensableide faire les corrections in-
diquées dans l’errata, avant d’entreprendrella. lecture

d’Euclide. i i i ’ " ’ i
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ELEMENS’

GÉOMÈTRIE

UEUCLIDE

LIVRE PREMIER.
DÉFINITIO’NS.

I. Le point est ce qui n’a aucune partie.
2. La ligne est une longueur sans largeur.
5 . Les extrémités d’une ligne sont des points.

4. La ligne droite est celle qui est toute éga-
lement interposée entre ses points

5. Une superficie est ce qui a longueur et
largeur seulement.

(i) Dans la suite nous dirons une droite au lieu de

dire une ligne droite. I IA



                                                                     

2 . ÉLÉMENs
6. Les extrémités d’une superficie sont des

lignes. v7. Une superficie pleine est celle qui est
également interposée entre ses ligues drOites.

8. Un angle plan est l’inclinaison mutuelle de

deux lignes qui se touchent dans un plan et qui
ne sont point placées dans la même direction.

,9. Lorsque des ligues droites comprennent
un angle , l’angle s’appelle rectiligne.

1 o. Lorsqu’une droite tombant sur une droite

fait les angles de suite égaux entr’eux , chacun

des angles égaux est droit. Ladroite tombante
est dite perpendiculaire à Celle sur laquelle elle
tombe.

1 I . L’angle obtus est celui qui est plus grand

que l’angle droit. ’ v
12. L’angle aigu est celui qui est plus petit

que l’angle droit. ,
15. On appelle terme ou limite ce qui est

l’extrémité de quelque chose:

i4. On appelle figure ce qui est compris
entre une ou plusieurs limites.

15. Le cercle est une figure plane comprise
dans une seule ligne qu’on appelle cirConfé-
rence; toutes les droites menées à la circon-
férence d’un seul point de ceux, qui sont placés

dans les figures, sont égalesentr’elles. .



                                                                     

D’EUCLIDE. 5
16. Ce point se nomme le centreî’du’kzercle,

l7. Le diamètre du cercle est une droite
menée par le centre et terminée de part et
d’autre par la circonférence du cercle ;- le
diamètre partage le cercle en deux parties
Iegales. .18. Un demi-cercle est une figure comprise
entre le diamètre et la portion de la circonfé-
rence qui est interceptée par le diamètre.

19. Un segment de cercle est une portion du
cercle comprise entre une droite et la circon-

férence du cercle. -
’20. Les figures rectilignes sont celles qui sont

terminées par des droites. n g
2 I . On appelle trilatères ou triangles les figures

terminées par trois droites.
22. Quadrilatères, celles qui sont terminées

, par quatre. I25. Multilatères ou polygones, celles qui sont
terminées par plus de quatre droites.

24. Parmi les figures trilatères, celle qui est
terminée par trois côtés égaux se nomme, trian-

gle équilatéral. i
25. Celle qui a seulement deux côtés égaux.

se nomme triangle isocèle.
26. Celle dont tous les côtés sont inégaux se

nomme triangle scalène. q

2



                                                                     

4 . É L É M E N. s
27.. Parmiles figures trilatères , celle qui avun

angle droit se nomme triangle rectangle.
A. 28. Celle qui a. un angle obtus se nomme

triangle amblygone ou triangle obtus-angle.
29. Celle qui a ses trois angles aigus , trian-

gle oxygone ou triangle acutangle.
50. Parmi les figures quadrilatères , celle qui

ses côtés égaux et ses angles droits, se nomme
quarré.-

51 . Celle qui a ses angles droits , mais qui n’a
pas ses côtés égaux , se nomme quarré! oblong

ou rectangle.
v 52. Celle qui a ses côtés égaux, mais qui n’a

pas ses angles droits , se, nomme rhombe. I ,
55. Celle dont les côtés et les angles opposés

sont égaux , mais dont tous les côtés ne sont pas

égaux et dont les angles ne sont pas droits, se
nomme rhomboïde.

Les autres quadrilatères, ceux-là excep-
tés , se nomment trapèzes I).

55. Enfin , les parallèles sont des droites qui,
étant placées sur un même plan, et qui étant

. (x) On nomme aujourd’hui trapèze un quadrilatère
dont deux de ses côtés seulement sont parallèles, et
les autres quadrilatères, excepté le trapèze-et les qua-

: .4 drilatères dont parle Euclide, se nomment ordinairee

ment quadrilatères simplement dits. I
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me U*CLID7E. t 5
prolongées de part et d’autre à l’infini, ne se

rencontrent nulle part.

DEMAIN-nus. in.
1 . Conduire une droite d’un point quelcon-Â

que à un. point quelconque. v
2. Prolonger continuellement , selon sa di-

rection, une droite finie.
5 .’ D’un point quelconque et avec un’inter-

valle quelconque décrire une circonférence de
cercle.

Notions communes » ou axiomes.

I . Les quantités qui sont égales à une même

quantité sont égales entr’elles. l
2. Sis à des quantités égales on, ajoute des

quantités égales , les tous seront égaux.

5. Si de quantités égales on retranche des
quantités égales ,I les restes seront égaux. l

4. Si à des quantités inégales on ajoute des v
quantités égales , lestons seront inégaux. ’

Si de quantités inégales on retranche des
quantités égales , les restes seront inégaux.

6. Les quantités qui sont doubles d’une même

quantité sont égales entr’elles.

7. Les quantités qui sont les moitiés d’une
même quantité sont égales entr’elles.’

C)
i

n



                                                                     

6 ÉLÉMBNS
i . 8. Les choses qui se conviennent mutuelle;
ment sont égales entr’elles.

9. Le tout est plus grand que sa partie.
1-0. Tous les angles droits sont égaux
1 1. Si une droite tOmbant sur deux droites

fait les angles intérieurs du même côté plus

petits que deux droits , les deux droites pro-
longées à l’infini se rencontreront du côté Où

les angles sont plus petits que deux droits.
12. Deux droites ne renferment point un

espace.

PROPOSITION PREMIÈRE.
A

PROBLEME.
w

Sur une droite donnée et finie, construire
un triangle équilatéral.

Soit ÂB (fig. 1) la droite donnée’et finie : il

faut coustruire sur la droite AB un triangle
équilatéral.

-Du centre A et avec un intervalle AB , dé-
crivez la circonférence BCD (dam. 5); ensuite
du centre B et avec l’intervalle BA décrivez la

circonférence ACE; et du point C , où les cir-

(I) Dans quelques manuscrits les axiomes 10 et 1’71

se trouvent placés parmi les demandes. I
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conférences se coupent mutuellement , con-
duisez aux points A, B, les droites ÇA, CB

(dem. I
Car puisque le point A est le centre du cer-

cle C DE , la "droite AC sera égale à la droite A13

(déf. 15); de plus , puisque le point B est le
centre du cercle CAE, la droite BC sera égale
à la droite BA; mais il a été démontré que la

droite CA étoit. égale à la droite AB: donc cha-

cune des droites CA , CB est égale à la droite
AB; or les quantités qui sont égales à une même

quantité sont égales entr’elles; donc la droite
C A est égale à la droite CB : donc les trois droites
’CA, AB , BC sont égales entr’elles.

Donc le triangle ABC (défi 24) est équila-
téral , et de plus il est construit sur’la ligne
donnée et finie AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION Il.
A

PROBLÈME.
D’un point donné conduire une droite égale à une

droite donnée.

Soit A (fig. 2 le point donné et BC la droite
donnée : il faut couduiredu point A une droite
égale à la droite BC.

Conduisez du. point A au point B la droite
.’

-l
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ABO (dem. 1); sur cette droite construisez le
triangle équilatéral DABi(prop. I ) , et pro-
longez les droites AE , BF dans la direction
des côtés DA , DB; du centre B et avec-l’inter-

Valle B Ci , décrivez la Icirconférence C GH
(dem. 5); et du centre D et avec l’intervalle
DG’décrivez’ ensuite la circonférence GKL.

En effet, puisque le point B est le centre du
c’ë’rcle CGH , la droite BG sera égale à la droite

BG (défi I5 ); de plus, puisque le point D est le
centre du cercle GKL , la droite DL sera égale
à la droite DG; mais la droite DA est égale à
la droite DB : donc la droite AL sera égale à la
droite BG (axiome 5) ; mais il a été démontré

que la droite BC est égale à la droite BG: donc
les droites AL, BC sont égales chacune à’la
droite BG. Mais les quantités qui sont égales à
une même quantité sont égales entr’elles : donc

la droite AL est égale à la droite BC.

Donc du point donné B on a conduit une
droite AL égale à la ligne donnée BC; ce qu’il

falloit faire.
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PROPOSITION 4.111.

PROBLÈME.

Deux droites inégales étant données, retrancher

de la. plus grande une droite égale à la plus.
petite.

Soient AB et C (fig. 5) les deux droites iné-
gales données dont la plus grande soit AB : il
faut dela plus grande AB retrancher une droite
qui soit égale à la plus petite C.

Du point A conduisez une droite AD égale
à la droite C (prop. 2) , et du centre A et avec
un intervalle AD décrivez la circonférence DEF

( dem. 5
Puisque le point A est le centre du cercle

DEF, la droite AE sera égale à la droite AD ;
mais la droite C est égale à la droite AD : donc
les deux droites AE , C sont égales chacune à
la droite AD : donc la droite AE est égale à la
droite C. q

Donc les deux droites inégales AB,’C ayant I
été données , il a été retranché de la plus grande

AB une droite AE’ égale à la plus petite C; ce

qu’il falloit faire. I
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PROPOSITION IV..
THÉORÈME.

Si Jeux côtés d’un triangle sont égaux à deux

côtés d’un autre triangle chacun à chacun , et si

les’deux angles compris entre les côtés égaux

de ces deux triangles sont aussi égaux, la base
de l’un sera égale à la base de l’autre ; ces (leur

triangles seront égaux, et les autres angles com-
pris entre les côtés égaux de ces Jeux triangles
seront aussi égaux entr’eux.

Soient les deux triangles ABC , DEF (fig. 4,)
dont les deux côtés AB , AC sont égaux aux deux

côtés DE, DF chacun à chacun, c’est-à-dire ,

le côté AB égal au côté DE, et le côté AC au

côté DF 5 que l’angle BAC. soit aussi égal à

l’angle EDF : je dis que la base BC est égale à

la base EF, que le triangle ABC est égal au
triangle DEF, et que les autres angles compris
entre les côtés égaux de ces deux triangles sont
aussi égaux chacun à chacun; l’angle ABC égal

à l’angle DEF, et l’angle ACB égal à l’angle

DFE. , . .Car si le triangle ABC est appliqué sur le
triangle DEF, le point A étant posé sur le point
D ,vla droite AB sur la droite DE, le point B tom-
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bera sur le point E , parce que la droite AB est
égale à la droiteDE : mais la droite AB s’appli- b

quant exactement sur la droite DE, la droite AC
s’appliquera de même exactement sur la droite
DF, parce que l’angle BAC est égal à l’angle

EDF ; le point C tombera sur le point F, parce
que la ligne AC est égale à la ligne DE; mais le

point B tombe sur le point E: donc la hase BC
est égale à la hase EF , car si le point B tombant

sur le point E , et le point C sur le point F, la
base BC ne s’applique pas exactement sur la
base EF , il faut nécessairement que deux lignes

droites comprennent un espace , ce qui est im-
possible (axiome 12) ; donc la hase BC s’appli-

quera exactement sur la base EF, et lui sera
égale; donc aussi le triangle entier ABC s’ap-

pliquera exactement sur le triangle entier DEF
et lui sera égale. Par conséquent les autres an-
gles de l’un des triangles s’appliqueront exac-

’ tement sur les autres angles de l’autre triangle

et seront par conséquent égaux aussi entr’eux ;
c’est-à-dire l’angle ABC égal l’angle DE F, et

l’angle ACB égal à l’angle DFE.

DOnc si deux côtés d’un triangle sont égaux à

deux côtés d’un autre triangle chacun à chacun,

et si les deux angles compris entre les côtés
égaux de ces deux triangles sont aussi égaux , la
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base de l’un sera égale à la base de l’autre; ces

deux triangles seront égaux , et les autres angles -
compris entre les côtés égaux des deux trian-
gles, seront aussi égaux entr’eux; ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION V.
THÉORÈME.

Dans les triangles isocèles les angles placés sur
la base sont égaux entr’eur, et les côtés égaux

étant prolongés , les angles placés ait-dessous

de la base seront aussi égaux entr’eux.

Soit le triangle isocèle ABC (fig. 5) dont le
côté AB est égal au côté AC; prolongez les

droites AB, AC , vers Dict’vers E (dem. 2 ) : je
dis que l’angle AB C est égal à l’angle ACB et que

l’angle CBD est encore égal à l’angle BCE.

Car prenons sur la droite BD un point quel-
conque F, et de la droite AE retranchons la
droite AG égale à la droite AF, qui est plus
petite que la droite AE (prop. , et condui-

sons les droites FC et GB. .
Puisque la droite AF- est égale à la droite A-G

et la droite AB à la droite AC , les deux droites
FA , CA seront égales aux deux droites GA , BA
chacune à chacune; mais ces droites compren-
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nent l’angle commun FAG: démo (prop. la
base FCsera égale à la hase GB; le triangle A F C

"sera égal au triangle AGB et les autres angles
compris entre les côtés égaux de ces deux
triangles seront aussi égaux entr’eux , c’est-à-
dire, l’angle ACF égal à l’angle ABG , et l’angle

A FC à l’angle AGB; mais comme la droite A F

est égale à la droite’*AG et la droite AB à la

droite AC , la droite BF égalera la droite C G
(axiome 5) 5 mais il a été démontré que la droite

FC est égale à la droite GB : donc les deux droites

BF, FC sont égales aux droites CG, GB cha-
cune à chacune; mais l’angle BFC est’égal à

l’angle CGB et la droite BC est la base com-
mune de ces deux triangles : donc le triangle
BFC sera égal au triangle CGB et les autres
angles compris entre les côtés égaux de ces
deux triangles seront aussi égaux chacun à cha-
cun (prop. 4) : donc l’angle FBC est égal à
l’angle GCB , et l’angle BCF égal aussi à l’an-

’ gle CBG. Mais comme il a été démontré que

’ l’angle total AB G étoit égal à l’angle total AC F

’et que l’angle CBG étoit aussi égal à l’angle

" B C F, l’angle restant AB C (axiome 5) et l’angle

restant ACB placés sur la hase seront égaux. Il
a été démontré aussi que les angles FBC et GCB

placés au-dessous de la hase étoient aussi égaux.
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’Donc dans les triangles isocèles les angles

placés sur la base sont égaux entr’eux , et les
(côtés égaux étant "prolongés , les. angles placés

alu-dessous de la hase seront aussi égaux entre
eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V1.
THÉORÈMEy’

- Si (leur angles d’un triangle sont égaux entr’eux , .

les côtés opposés à ces angles égaux seront aussi

égaux entr’euæ.

Soit le triangle ABC (fig. 6) ayant l’angle
ABC égal à l’angle ACB : je dis que le côté
AC est égal au côté AB.

Car si le côté .AC n’est pas égal au côté AB,

l’un d’eux sera plus grand que l’autre. Soit AB

le plus grand; retranchez de AB qui est le plus
grand côté (prop. 5) la droite DB égal au plus

petit côté AC , et menez la droite DG. ,
x Puisque DE est égal à la droite AC, et que

la droite BC est le côté commun, les deux
droites DE, BC sont, égales aux deux droites
AC, CB chacune à chacune ,Îmais l’angle DBC

est égal à l’angle ACB : donc la base DCsest
égale à la tbase AB et le triangle ABC égal au

triangle D CB 5 c’est-à-dire que leplus grand est
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égal au plus petit: ce qui est absurde. Donc la
droite AB n’est pas plus grande que la droite
AC , donc elle lui est égale.

Donc si deux-angles d’un triangle sont égaux

entr’eux , les côtés opposés aux angles égaux

seront aussi égaux entr’eux; ce qu’il falloit dé-

montrer.

PROPOSITION VIL
THÉORÈME.

Ayant conduit par les extrémités d’une droite

deux droites qui se rencontrent, il est impossi-
’ble de mener des mêmes extrémités deux autres

droites qui leur soient égales chacune à cha-

cune , si lepoint ou se rencontrent les deux
dernières droites est placé du même côté et n’est

pas le même, que celui ou se rencontrent les deux
premières .

- Supposons qu’il soit possible de conduire par
les extrémités A, B de la droite AB (fig. 7), deux

droites AD, DB égales chacune à chacune à
deux autres droites AC , CB conduites aussi par
les mêmes extrémités A, B , et se rencontrant
au point ,C qui lest placé du même côté et qui

n’est pas le même que celui où se rencontrent-

les deux droites A D , DE , de manière que
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les’deux droites CA , DA partant de lamême
entrémitéü soient égales entr’elles , et que les

deux droites CB , DE partant de la même extré-
mité .B soient aussi égales entr’elles; conduisez

la droite CD’.

-Puis donc que la droite AC est égale à la
droite AD, l’angle ACD est égal à l’angle ADC’

(prop. 5); d’où il suit (me l’angle ABC est plus

grand que l’angle DCB , et que l’angle CDB est

beaucoup plus grand que DCB; de plus puis-
que la droite CB est égale à la droite DE, l’an-
gle CDB sera légal à l’angle DCB ;’mais ill’a été

démontré qu’il est beaucoup plus grand, ce qui

est impossible ..
l ’Donc ayant conduit’par les extrémités d’une

droite deux droites qui se rencontrent, il est
impossible de conduire par les mêmes extré-
mités deux autres droites qui leur soient égales
chacune à chacune , lorsque le point où se tren-
contrent ces deux dernières droites est placé .
du même côté et n’est pas le même que celui

on se rencontrent les deux premières; ce qu’il
falloit démontrer,
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PROPOSITION V111.

THÉORÈME.

Si deux côtés d’un triangle sont égaux aideur
côtés d’un autre triangle, chacun à chacun , ëi’sï

la base de l’un est égale à la base de l’autre ,

les Jeux angles compris entre les côtés égalait
l

seront aussi égaux.

Soient les deux triangles ABC , DEF (fia. 8.)
ayant les deux côtés AB ,AAC égaux auxscôtés

DE , DF , chacun à chacun , -c’est-àedire,le
côté AB Légal au côté DE, et le côté AC égal

au côté DF; que la base BC soit aussi! égale à

la base EF: je dis que l’angle BAC est égal à

l’angle EDF. l hCar si le triangle ABC est appliqué sur le
triangle DEF ,, le point B sur le’point.E;, et la
droite B C sur la droite EF, le point C tombera
sur le point F, parce que la droite BC est égale -
à, la droite EF. La droite B Cls’appliquant exac- .

tement sur la droite EF , les droites BA , AC
s’appliqueront exactement sur les droites DE ,
DF : car si la base BC s’appliquant exactement
sur la base EF , les côtés BA, AC ne. s’appli-

quant pas exactement sur les côtés D E , DF,
et prenoient une autre position comme EG,

B
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GF, il seroit possible , après avoir conduit par
les extrémités d’une droite deux droites qui se

rencontrent, de mener par les mêmes extré-
mités deux autres droites quileur seroient égales
chacune à chacune , lors même que le point ou,
I se rencontroient les deux. dernières seroit placé
du même côté et ne seroit pas le même que

celui Où se rencontrent les deux premières;
mais cela est impossible ( prop. 7) z donc la
luise B’Cl’s’appliquant exactement sur la base

EF, il est impossible que les côtés AB ,IAC ne
s’appliquent pas exactement sur les côtés E D ,

D F : donc ils’s’appliquent exactement les uns

Sur les autres : donc l’angle BAC s’applique

exactement sur l’angle EDF: donc il lui est
égal.

Si dOnc’deux côtés d’un triangle sont égaux

â’deux-côtésd’un autre triangle , chacun à cha-

sans; et si la base de l’un est égale à la base de

l’ autre a, les deux angles compris entre les côtés
égaux seront égaux]; Ce qu’il falloit démontrer. I
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PROPOSITION 1X.
PROBLÈME.

Partager un angle rectiligne donné en deux parties
égales.

Soit BAC (fig; 9) l’angle rectiligne donné:
il faut le’partager en deux parties égales.

Prenez sur la droite AB un point quelcon-ë
que Dl, retranchez de la droite AC la droite AE
égale à la droite AD (proprS ), conduisez la
droite DE , sur la droite DE construisez le trian-
gle équilatéral DEF (prop. I ) , et conduisez la

droite AF.
Puisque la droite AD est égale à la droite

AE et que la droite AF est commune , les deux
droites DA, AF seront égales aux deux droites
EA,*AF, chacune à chacune ; mais la base DF
est égale à la base EF.: donc’l’angle DAF est

égal à l’angle EAF (prop. 8 ) : donc l’angle rec-I

tiligne donné BAC est partagé eii’deux parties

égales par la ligne AF; ce qu’il fallOit faire. h
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PROPOSITION

PROBLÈME.

Partager une’droitev donnée et finie en (leur
parties égales.

Soit’AB (fig. Io) la droite donnée et. finie :

il fautpartager cette droite AB en deux parties

égales, u aConstruisez sur cette ligne un triangle équi-
latéral ABC prop. I ) , et partagez l’angle ACB

en deux parties égales (prop. 9) : je dis quela
droiteAB est. partagée en deux parties égales au

point D. - lCar puisque la droite AC est égale à la droite

CB, et que la droite CD est commune , les deux
droites AC , Cl) sont égales aux deux droites -
BC, CD , chacune à chacune 5. mais l’angle AC D

’ est égal à l’angle BCVDîz donc la base AD est

égaleàla hase BD (prop. 4). t I
Donc la droite donnée et finie AB est par-

tagée en deux partiesïégales au point D; ce
qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XI.
pitonnerait,

Sur une droite donnée et. d’un point donné dans

cette ligne, conduire une droite qui fasse deux
angles droits avec la droite donnée.

Soit AB ( fig. 1 1) la droite donnée et C lepoint

I donné dans cette droite: il faut par le, point C
conduire à la droite AB une droite qui fasse

deux angles droits. Ç ’ , I
i Prenez dansla ligne AC un point quelcontpsc

D , faites CE. égale à C DI( prop. 5) , construisez-

sur la droite DE un triangle équilatéral F D E
(prOp. 1 ),, et menez la droite FC c dis que la I
droite CF, conduite par le point C, surglaôclroite’

donnée AB, fait deux angles droits aveé elle.
1’ Car puisque la droite C D est égale à la droite

CE et que la droite FC est commune, les deux
’ droites DC, CF sont égales aux deux droites

E0 , CF, chacune à chacune; mais la base DE
est égale à) la base EF : donc l’angle. DCF est

égal à l’angle ECF ( prop. 8). Or ces deux angles

sont de suite; maistquand une droite fait avec’
une autre les angles deisuite égaux entr’eux,
chacun des angles égaux est droit ( défi 10.)":

donc chacun des angles DCF, FCE est droit.
” l:3
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Doncla droite , conduite par le point C

sur la droite AB , fait deux angles droits avec
la droite AB 5 ce. qu’il falloit faire.

PROPOSITION XI].
PROBLÈME.

sur une droite donnée et indéfinie et d’un point
àplace’ hors d’elle, mener une perpendiculaire.

Soit ABI (ligua) la droite donnée et indé-
finie , et C le point donné placé hors de cette
droite : ilfaut sur cette droite donnée et indé-
finie AB , conduire du point donné C , pris hors

de cette droite, une droite perpendiculaire.
. Prenez de l’autre côté de la droite AB un

point Jquelconque D ,.et du centre C et avec un
in-terValleaCD décrivez une circonférence EFG

( dem. 5 ) , partagez la droite EG en deux par-
ties égales au point H (prop. Io) , et condui-
sez les droites CG , CH, CE : je dis que sur la

l droite indéfinie AB et du point donné C placé l
hors de cette droite on a mené une perpendicu-
laire C H.

Car puisque la droite GH est égale à la droite

HE , et que la droite C H est commune , les deux
droites GH , ’HC sent égales aux deux droites

EH , HG , chacune à chacune; mais la hase CG



                                                                     

D’EUCLIDE. 25,
est aussi égale à la base CE ( déf. I5) : donc.
l’angle CHG est égal à l’angle EHC (prop. 8).

Or ces deux angles sont de suite ; mais lors-
qu’une droite tombant sur une droite fait avec: a
elle les angles de suite égaux entr’eux , chacun

de ces angles est droit, et la droite tombante
est dite perpendiculaire à celle sur laquelle elle

tombe. iDonc, on a conduit une perpendiculaire CH
sur la droite indéfinie AB , du point donné C ,.
qui est placé hors de cette droite; ce qu’il falloit

faire. .PROPOSITION XIII.
T H É o n Ê M E.

Si une droite placée sur une autre droite fait des
angles, elle fera avec elle ou Jeux angles droits.
ou deux angles égaux à deux angles droits.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 1 5) placée

sur une droite DC fasse les angles CBA , ABD:
je dis que les angles CBA , AB D ou seront droits
ou égaux à deux droits.

Car. si l’angle CBA est égal à l’angle ABD ,

ces deux angles seront droits (défi 10). Sile
contraire arrive , du point B conduisez la droite
B E de manière qu’elle fasse deux angles droits

avec la droite DC (prop. 1 1 Puisque l’angle
4
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CBE est égal aux deux angles CBA, ABE, si
on ajoute un angle commun EBD, les angles ’
CBE , EB D seront égaux aux trois angles CBA ,
ARE, EBD. De plus , comme l’angle DBA est
égal aux deux angles DBE, EB’A, si on ajoute

un angle commun ABC , les angles DBA, ABC
seront égaux aux trois angles DBE , EBA , ABC;
Or il a été démontré que les angles CBE , EBD

sont auSSi égaux à ces trois angles : dOnc puis-
que les choses qui sont égales à une même
chose sont égales entr’elles , les angles CB E ,-

’EBD seront égaux aux angles DBA, ABC;
mais lesangle’s CBE , EBD sont deux angles
droits; donc les angles DBA , ABC sont égaux.
à deuxangles droits.

Donc si une droite placée sur une autre droite
forme des angles , elle fera ou deux angles droits
ou deux angles égaux à deux droits; ce qu’il
falloit démontrer;
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PROPOSITION XIV.

THÉORÈME.

Si dans un’-poirzt quelconque d’une ligner droite ,t

deux droites placées de difi’érens côtés font avec

elle deux angles de suite égaux à deux droits,

ces deux droites seront dans la même direct
tian, c’est-à-dire qu’ellesne formeront qu’une ,

seule et même droite. l

V xQue dans un point B (fig. 14) de la ligne droite
AB les deux droites BC , BD placées de diffé-

rens côtés fassent avec ellevles angles de suite
ABC, ABD égaux à deux droits : je dis que la
droite BD est dans la direction de la droite CB.

Car si la droite BD n’est point dans la direc-
tion devla droite BC , supposons que la droite BE
soit-dans la direction de la droite BC ( dem.

Puis donc. que la droite AB est placée sur la
droite C BE , les angles AB C , . AB E seront
égaux à deux droits. ( prop. 1 5 ) ; mais les angles

ABC , ABD sont égaux à deux droits par suppO-.

sition: donc les angles CBA, ABE sont égaux,
» aux angles CBA, AB D. Otez, l’angle commun
ABC , l’angle restant ABE sera égal à l’angle.

restant ABD , c’est-à-dire que, le plus petit sera

égal au plus. grand; ce qui est impossible. La,
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droite BE n’est donc pas dans la direction de
la droite BC. Nous démontrerons de la même
manière qu’il n’y en a point d’autre qui soit

dans la direction de B C , si ce n’est BD. Donc

la droite CB est dans la direction BD.
Donc si dans un point d’une ligne droite, deux

droites placées de différens côtés font avec elle.

deux angles de suite égauxlà. deux droits, ces
deux droits seront dans la même direction; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XV.
THÉORÈME.

Si deux droites se coupent mutuellement, elles
font les angles au sommet égaux entr’eux.

Que les deux droites AB , CD (fig. 15) se
. coupent mutuellement au point E : je dis que

l’angle AEC est égal à l’angle DEB, et l’angle

CEB égal à l’angle AE D. ,
’ Car puisque la droite AE est placée sur la
droite C D, faisant les deux angles CEA , AED ,
les angles CEA , AED sont égaux à deux droits

(prop. 15 De plus , puisque la droite DE est
placée sur la droite A-B ; faisant les deux angles
AED, DEB, les angles AED, DEB sont égaux
à deux droits (prop. 15 Mais il’a été démen-



                                                                     

D’EUC’LlID-E. 27-
tré que les angles CEA, AED sont égaux à
deux droits : donc les angles CEA, AED sont
égaux aux angles AED , DEB. Retranchez l’an-

gle commun AED, l’angle restant CEA éga-
lera l’angle restant BED. Ongdémontrera de
la même manière que-les, angles CEB, DEA
sont égaux entr’eux.

Donc si deux droites se coupent mutuelle-
.ment , elles feront les angles au. sommet égaux
entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
De-là il suit manifestement que quel que soit

le nombre des lignes qui se coupent en un
point , les angles au point de section sont égaux
à quatre singles droits.

PROPOSITION XVI,
TnEORËME.

dyant prolongé un côte d’un triangle quelconque, A

l’angle eætérieur est plus grand que chacun. des.

angles intérieurs et opposés. p

Soit le triangle ABC ( fig. 16 ) , prolongez»
le côté BC jusqu’en D : je dis que l’angle exté-

rieur AC D est plus grand que chacun des angles
intérieurs et opposés CBA , BAC.
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I Partagez la droite AC en deux parties égales

en E ( prop. I o); et après avoir conduit-la droite
BE, prolongez-la jusqu’en F, faites la droite
E F égale à la droite BEI (prop. 5) , conduisez
la droite FC et prolongez AC jusqu’en G. .

Puisque la droite AE est égale à la droite
EC et la droite BE égale aussi à la droite EF, l
les deux droites AE -, EB seront égales aux
deux droites CE, EF, chacune à chacune;
l’angle AEB est égal à l’angle FEC (prop. I5) ,

puisqu’ils sont opposés au sommet; donc la
hase AB est égale à la hase FC (prop. 4); le
triangle ABE est égal au triangle FEC , et les
angles Opposés à des côtés égaux sont égaux

chacun à chacun : donc l’angle BAE est égal à

l’angle ECF (ax. g ) 5. mais l’angle EC D est plus

grand que l’angle EC F : donc l’angle ACD est

plus grand que l’angle BAE. Si on partage le
côté BC en deux parties égales , on démontrera

de la même manière que l’angle BC G , c’est-

à-Qdire l’angle ACD (prop. 15) , est plus grand

que l’angle ABC.

Donc , ayant prolongé un côté d’un triangle

quelconque , l’angle extérieur est plus grand
que chacun des angles intérieurs et opposés; ce
qu’il falloit démontrer..
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PROPOSITION XVII.

Tnnounmn.
Deux angles d’un triangle quelconque, de quel-

" que manière qu’ils soi-emplis , sont moindres

que deux droits.

Soit lettriangle ABC (fig. I7) : je dis que
deux angles du triangle ABC , de quelque m’a-
nière. qu’ils soient pris , sont moindres que
deux droits. Prolongez la droite BC jusqu’en D
(dem. 2). L’angle extérieur ACD du triangle
ABC est plus grand que l’angle intérieur et op-

posé ABC (prop. 16). Donc si nous ajoutons un.
angle communlACB, les angles ACD, ACB
seront plus grands que les angles ABC, BCA;
mais les angles ACD, ACB sont égaux à deux
droits.(prop. .15) : donc les angles ABC , BCA

. sont moindres quedeux droits. On démontrera
de la même manière que les angles BAC , ACB
sont aussi moindres que deux droits; on dé-
montrera encore la même chose par rapport
aux angles CAB , ABC.

Donc deux angles d’un triangle quelconque,

de quelque manière qu’ils soient pris , sont
moindres que deux angles droits; ce qu’il falloit
démontrer.
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THÉORÈME.

Dans tout triangle, un plus grand côté est opposé

à un plus grand angle.

- Soit le triangle ABC (fig. 18) ayant le côté
AC plus grand que le côté AB :je dis que l’an-
gle ABC est plus grand que l’angle ’BCA;

Puisque le côté AC est plus r grand que le
côté AB, faites la droite AD égale au côté AB

( prOp. 5 ) , et conduisez la ligne BD;
L’angle ADB , qui est un angle extérieur du

triangle BDC , est plus grand que l’angle inté-
rieur et opposé DCB ( prop. 16 ); mais l’angle
ADB est égal à l’angle ABD (prop. 5) , parce
que le côté AB est égal au côté AD : donc l’an-

gle ABD est plus grand que l’angle AC B : dOnc
l’angle ABC est beaucoup plus grand que l’an--

. gle AC B. ’ a
Donc dans un triangle quelconque , un plus

grand côté est opposé à un plus grand angle ;

ce qu’il falloit démontrer. 4 A
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PROPOSITION XIX.
ITHEORÊME.

Dans tout triangle, un plus grand angle est opposé
i fi à un plus grand côté.

Soit le triangle ABC (fig. 19) ayant l’angle
ABC plus grand que-1’ angleBC’A : je dis que le

côté AC est plus grand que le côté AB.

Car s’il n’est pas plus grand, le côté AC est

égal au côté AB , ou bien il est plus petit. Or le
côté AC n’est pas égal au côté AB , car alors

l’angle ABC seroit égal à l’angle ACB ( prop. 5) ;

or l’angle ABC n’est point égal à l’angle ACB:

I donc le côté AC ne sera pas légal au côté AB.

Le côté AC n’est pas cependant plus petit que

le côté AB , car alors l’angle ABC seroit plus

petitque l’angle ACB (prop. 18); or l’angle
AB C n’est pas plus petit que l’angle ACB 3 donc

le côté AC ne sera pas plus petit que le côté AB.
Mais il a été dème-nitré qu’il ne lui est pas égal :

donc le côté AC est plus grand que le côté AB.’

Donc dans un triangle quelconque, un plus
grand angle est opposé à un plus grand côté;

ce qu’il ifalloit démontrer. g t ’
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PROPOSITION
THÉORÈME-E.

.1 Deux côtés d’un triangle quelconque, de quelque

manière qu’ils soient pris, sont plus grands que
le côté restant.

Car soit le triangle ABC (fig. 20) : je dis que
deux côtés du triangle ABC , de quelque ma-
nière qu’ils soient pris , sont plus grands que le
côté restant; c’est-à-dire que les côtés BA, AC

sont plus grands que. le côté BC ; les côtés AB ,

BC plus grands que le côté AC , et les côtés
BC , CA plus grands que le côté AB.
v Prolongez le côté AB jusqu’au point D, faites

la droite DA égale à la droite CA prop. 5) , et.-
eondnisez la droite DC.

Puisquela droite DA est égale à la droite AC ,
l’angle ADC sera égal àl’angle ACD (prop. 5);

mais l’angle BC D est plus grand que l’angle
AC D (ax. 9) ; donc l’angle B CD est plus grand
que l’angle ADC : donc , puisque dans le triangle

DCB , l’angle BCD.est plus grand que l’angle
BDC , et qu’un plus grand côté est opposé à

un plus grand angle (prop. 19) , le côté DB sera
plus grand que le côté BC; mais la droite DB
est égale aux côtés AB ,,,AC; donc les côtés
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AB , AC sont plus grands que le côté BG., Nous
démontreronsde la même manière que les côtés

AB ,BIC sont plus grands que le côté CA, et les
côtés BC, CA plus grands que le côté AB. i

Donc deux. côtés d’un triangle quelconque,

de quelque manière qu’ils soient ’ pris , sOnt
plus grands que le côté restant; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXI.
T n 1’: o. a È M n.

Si des extrémités d’un côté d’un triangle on mène

deux droites qui se rencontrent dans ce trian-
gle, ces deux droites seront plus courtes que
les deux autres côtés du triangle, mais elles
comprendront un angle plus grand.

Des extrémités B, C (fig. 21 ) du côté BC ,

menez en dedans du triangle ABC les deux
droites BD , DC : je dis que les droites BD , DC
seront plus petites que les deux autres côtés
BA, AC du triangle ABC , et que cependant
elles comprendront un angle BDD plus grand
que l’angle BAC.

Prolongez la droite BD jusqu’au point E. i
Puisque deux côtés d’un triangle quelconque

sont plus grands que le côté restant (prop. 2.0) ,
les deux côtés’IAB, AE du triangle ABE sont

. C
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plus grands que le côté BE. Donc si nous ajou-
tons une droite commune EC , les côtés BA , AC

seront plus grands que les droites BE , EC. De
plus , puisque les deux côtés C E , ED du trian-

gle CED sont plus grands que le côté CD ,si
nous ajoutons une droite commune DB , les
droites CE , EB seront plus grandes que les
droites CD , DE; mais on a démontré que les
côtés BA, AC sont plus grands que les droites
BE , EC : donc les côtés BA, AC sont beau-
coup plus grands que les côtés BD , DC.

Mais comme un angle extérieur d’un trian-
gle quelconque est plus grand qu’un des sangles
intérieurs et opposés (prop. 16), l’angle BDC ,

qui est un angle extérieur du triangle CDE,
est plus grand que l’angle CED. Par la même
raison l’angle CEB, qui est un angle extérieur

du triangle ABE , est plus grand que l’angle
BA’C; mais il a été démontré que l’angle BDC

est plus grand que l’angle CEB : donc l’angle

B DC est beaucoup plusgrand que l’angle BAC.
Donc si des extrémités d’un côté d’un trian-

gle quelconque on- mène deux droites qui se
rencontrent dans ce triangle, ces deux droites
seront plus petites que les deux autres côtés du

triangle, et cependant elles comprendront un
plus grand angle; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXII;

PROBLÈME.

Àuec trois droites égales à trois droites données

construire un triangle ,- il faut que deux de ces
trois droites, de quelque manière qu’elles soient

prises, soient plus grandes que la troisième.

Soient données les trois droites A , B , C
(fig. 22) , dont deux , de quelque manière qu’on

les prenne , soient plus grandes que la troi-
sième ; c’est-à-dire les droites A , B plus grandes

que la droite C , les droites A et C plus grandes
que B ,j et enfin les droites B et C plus grandes
que A : il faut avec trois droites égales aux
droites A, B , C construire un triangle.

Supposons la droite DE terminée en D et
indéfinie vers E ; faites la droite DF égale à la

droite A (prop. 5), la droite FG’ égale à la
droite B et la droite GH égale à la droite C;
ensuite du centre F et avec l’intervalle FD.
décrivez la circonférence DKL (dem. 5) , du
centre G avec l’intervalle GH décrivez la cir- *

conférence KLH, et conduisez les droites KF,
KG : je dis que le triangle KFG est construit
avec trois droites égales aux droites A, .B, C. .

Car puisque le point F est le centre du cercle
a
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DKL, la droite FD est égale à la droite FK
(défi 1 5); mais ladroite FK est égale à la droite

’A : donc la droite KF égale la droite A. De
plus , puisque le point Gest le centre du cercle
LKH, la droite GH est égale à la droite GK;
mais la droite GH est égale à la droite C : donc
la droite KG égale la droite C; or la droitevKG
est égale à la droite B : donc les trois droites
KF, -F G, GK égalent les trois droites A, B , C.

Donc le triangle KFG a été construit avec
trois droites K-F , FG; GK qui sont égales aux
trois droites données A, B , ’C .5 ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION XXIII.
PROBLÈME.

Sur une droite donnée et à un point donné dans
cette droite, construire un angle égal à un angle
donné.

Soit AB (fig. 25) la droite donnée et A le
point donné dans cette droite; que DCE sOit
l’angle donné : il faut sur la droite donnée AB

et au point donné A construire un angle. rec-
tiligne égal à l’angle rectiligne donné DCE.

Soient pris dans l’une et l’autre ligne CD , C E

deux points quelconque Dl, E; conduisez la
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droite. DE, et avec trois droites. égales aux
droites D , DE , CE , construisez le triangle
AFG (prop. 2.2) , de manière que la droite. CD’
soit égale èlavdroite AF, la droite CE égale à la

droite AG, et la droite DE égale à la droite FG.
Puisque les deux droites DG , CE sont égales

aux deux droites F A , A G , Chacune à cha-
cune, et que la base DE est égale à la base
F G , l’angle D C E sera égal à l’angle F A G

(prop. 8
Donc l’angle rectiligne FA G a été construit

égal à’ l’angle rectiligne D C E sur la droite

donnée AB, et au point donné A dans cette
droite.

PROPOSITION XXIV.
THÉORÈME.

Si deux triangles ont deux côtés égaux à deux
côtés, chacun à chacun, et si l’un des angles com-

pris entre ces côtés égaux" est plus grand que
l’autre, la base de l’un de ces triangles sera aussi

plus grande que la base de l’autre.

Soient les deux triangles ABC , DEF (fig. 24)
dont les, deux côtés AB, AC sont égaux aux
deux côtés. DE ,I DF, cl1acun à chacun , c’est--
à-Âdire le côté’AB égal au côté DE, et le côté

5
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AC au côté DE; que l’angle BAC soit plus
grand que l’angle EDF : je dis que la base’BC-
èst plus grande que la base EF.’

Car puisque l’angle BAC est plus grand que.
l’angle EDF, construisez sur la droite DE et
au point D un angle EDG égal à l’angle BAC
(prop. 25 ) ; faites la droite DG égale à l’une

ou à l’autre des droites AC, DF (prop. 5) , et
conduisez les droites GE’, FG. ’

Puisque la droite AB est égale à la droite
DE , et la droite AC à la droite DG, les deux
droites BA , AC seront égales aux" deux’droites

ED , DG, chacune à chacune; maistl’angle BAC
est égal par construction à l’angle EDG: donc

la basa BC sera égale à la base EG (prop.4).
De plus, puisque la droite DG est égale à la
droite DF, et l’angle DFG égal à l’angle DGF

( prop. 5), donc l’angle DFG sera plus grand que

l’angle EGF donc l’angle EFG sera beau-
coup plus grand que l’angle EGF; mais puisque
l’angle EFG du triangle E FG est plus grand
que l’angle EG F , et qu’un angle plus grand
est opposé à un côté plus grand (prop. 19) ,
le côté EG est plus grand que le côté. EF;

’mais le côté EG est égal au’Côté BC par cons-

"traction: donc le’côté’BG est plus grand que

le. côté EFi ’ -
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r Donc si deux triangles Ont deux côtés égaux
à deux côtés , chacun à chacun , et si l’un. des

angles comprisentre ces côtés égaux est plus
grand que l’autre , la hase de l’un de ces trian-

gles sera plus grande que la hase de-l’autre.

PROPOSITION ,XXV.
THÉORÈME.

Si deux triangles ont deux côtés égaux chacun à

chacun , et si la base de l’un est plus grande que

la base de l’autre , ils auront aussi les angles
compris entre les côtés égaux plus grands l’un

que l’autre.

Soient ABC , DEF (fig. 25) deux triangles
qui aient les deux côtés AB , AC égaux aux deux

côtés DE , DF, chacun à chacun, c’est-à-dire le
côté AB égal au côté DE, et le côté AC égal

au côté DF; que la base BC soit plus grande
que la base EF : je dis que l’angle BAC est plus

grand que E DE
I i Car si l’angle BAC n’est pas plus grand que
l’angle EDF, il lui est égal, ou il est plus petit;
or l’angle BAC n’est pas égal à l’angle EDF ,

car alors la base BC seroit égale à la hase EF
(prop. 4); mais elle ne lui est pas égale ;. donc
l’angle BAC n’est pas égal à l’angle EDF. L’an»

4
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gle BAC n’est pas plus petit que l’angleEDF,’

car s’il étoit plus petit, la base BCV seroitplus

I petite que la hase EF (prop. 24); or elle,n-’est
pasplus petite : donc l’angle BAC n’est pas plus
petit que l’angle EDF. Mais il a été démontré

qu’il ne lui est pas égal : donc l’angle BAC est

plus grand; que l’angle EDF.
.Donc si deux triangles ont deux côtés égaux,

chacun à chacun , et si la base de l’un est plus
grande que la base de l’autre , ils auront aussi
les angles compris entre les côtés égaux plus
grands l’un que. l’autre ; ce qu’il falloit dé-

montrer;

PROPOSITION XXVI.
I THÉORÈME.

Si Jeux triangles ont deux angles égaux, chacun
’ à chacun , s’ils ont de plus un côté égal à un

côté, ou celui qui est adjacent aux angles égaux

ou celui qui est opposé à un des angles égaux , ils 4

auront les autres côtés égaux, chacun à chacun,

et le troisième angle de l’un sera encore égal au

troisième angle de l’autre.

Soient ABC , DEF 26) deux triangles
qui aient les deux angles ABC , B CA égaux aux

deux angles DEF. , EFD , chacun à chacun ,
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.c’est-à-direvl’angle ABC égal à l’angle DEF et

l’angle BCA égal à l’angle EFD; que ces deux

triangles aient aussi un côté égal à un côté , et

d’abord celui qui est adjacent aux angles égaux ,
c’est-à-dire le côté BC égal au côté EF : je dis

qu’ils auront les autres côtés égaux auxzautres

côtés , chacun à chacun , c’est-à-dire lescôté AB

égal au côté DE , et le côté AC égal au côté DF;

je dis de plus que l’angle BAC sera encore égal
à l’angle E DF.

. Car si le côté A B n’est pas égal au côté DE ,

l’un de ces côtés sera plus grand que l’autre.

Soit AB le plus grand côté; faites la droite GB q
égale au côté DE ( prop. 5) , et conduisez la
droite G C.

Puisque le côté BG est égal au côté DE, et

le côté BC égal au côté EF, les deux côtés BG,

BC sont égaux aux deux côtés DE, EF, chacun
à chacun ; mais .l’angle GBC est égal à l’angle

DEF : donc la base GC est égale à la base DF
( prop. 4); le triangle GCB est égal au trian-
gle DEF , et les autres angles qui sont oppo-
sés à des côtés égaux sont aussi égaux entre

eux : donc l’angle GCB est égal à l’angle DFE;

mais l’angle DFE est supposé égal à l’angle

BCA : donc l’angle B CG est égal à l’angle BCA ,

c’est-à-dire que le plus petit est égal au plus ’
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grand , ce qui est impossible : donc les côtés AB

et DE ne sont pas inégaux : donc ils sont égaux;
mais le côté BC est égal au côté’EF :’don’c les

deux côtés AB, BC sont égaux aux deux côtés

DE , E F, chacun a chacun; mais l’angle ABC
est égal a l’angle DEF : donc la base AC est
égale à la hase DF (prop.4), et le troisième
angle BAC est égal au troisième angle EDF.

Supposons à présent que les côtés qui sont
opposés aux angles égaux soient égaux, c’est-

à-dire le côté AB égal au côté DE :je dis que

les autres côtés de l’un de ces triangles sont
encore égaux aux autres côtés de l’autre trian-

gle; c’est-à-dire que le côté-AC sera égal au
côté DF, le côté BC égal au côté EF, et le troi-

sième BAC égal aussi au troisième angle EDF.
Car si le côté BC n’est pas égal au côté EF,

l’un de ces côtés sera plus grand que l’autre.

Supposons s’il est possible que BC soit le plus
grand; faites BH égal au côté EF (prop. 5 ) , et

conduisez la droite AH.
Puisque le côté BH est égal au côté EF et le

côté ABtég’al au côté DE , les deux côtés AB , BH

seront égaux aux deux côtés DE , EF, chacun
à chacun; mais ces côtés comprennent des an-
gles égaux : donc la base AH est égale à la base

DF (prop. 4) ;le triangle ABH est égal au trian-
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gle DEF,.et les autres angles qui sont opposés
à des côtés égaux seront aussi égaux, chacun à

chacun : donc l’angle BHA est égal à l’angle

EFD; mais par supposition l’angle EFD est
égal à l’angle BCA: donc l’angle B HA est égal à

l’angle B CA , c’est-à-dire que l’angle extérieur

BHA du triangle ACH est égal à l’angle BCA

intérieur et opposé ; ce qui est impossible
( prop. 16) : donc les côtés BC et EF ne sont
pas inégaux : donc ils sont égaux. Mais le côté

AB est égal au côté DE : donc les deux côtés

AB, BC sont égaux aux deux côtés DE , EF,
chacun à chacun ; mais ces côtés comprennent
des angles égaux : donc la base AC est égale à

la base DF (prop. le triangle ABC estvégal
au triangle DEF, et le troisième angle B AC égal

aussi à un troisième angle EDF.
Donc si deux triangles ont deux angles égauxh

chacun à chacun , et un côté quelconque égal

à un côté , ou celui qui est adjacent aux angles
égaux, ou celui qui est opposé à un des angles
’égaux , les autres côtés sont égaux aux autres

côtés , chacun à chacun , et ces deux triangles
auront un troisième angle égal à un troisième
angle; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION xxvu.

THÉORÈME.

Si une droite tombant sur deux autres droites fait
les angles alternes égaux entr’eux, :ces Jeux

droites seront parallèles.

Que la droite EF (fig-27) tombant sur les,
deux droites AB , C D fasse les angles alternes
EFD égaux entr’eux: je dis que la droite

AB,.estgparallèle à la droite CD. ,
Car si elle ne lui est pas parallèle , les droites

AB , CD étant prolongées se rencontreront ou
du côté BD ou du côté AC. Prolongez ces
droites , et supposons qu’elles se rencontrent
du côté BD au point G.

L’angle AEF, qui est hors du triangle EGF,
est plus grand que l’angle intérieur et opposé

’ (prop. 16) ; mais par supposition il lui
est égal, ce qui est impossible : donc les droites
AB ,4 CD prolongées du côtéABD ne se rencon-

treront point. On démontreroit de la même ma-
nière qu’elles ne se rencontreront pas non plus
du côté AC g orles droites qui ne se rencontrent
d’aucun côté sont parallèles (défi 25 ) : donc la

droite AB est parallèle à la droite CD.
Donc si une droite tombant sur deux autres
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t droites fait les angles alternes égaux entr’eux,

ces deux droites seront parallèles; "ce "qu’il
"falloit démontrer.

PROPOSITION XXVIII.
THÉORÈME.

Si une droite tombant’sur deux autres droites fait

I un angle extérieur égal à un angle intérieur
opposé et. placé du même côté, ou bien si elle

fait les anglesintérieurs et placés du même côté

égaux à deux droits, ces deux droites seront
parallèles.

Que la droite EF (fig. 284) tombant sur les
deux droites AB , CD fasse l’angle extérieur
EGB égal à l’angle intérieur opposé et placé

du même côté GHD , ou bien les angles inté-

rieurs et placés du même côté BGH, GHD
égaux à deux droits: je disque la droite AB
est parallèle à la droite CD.

Car puisque l’angle EGB est égal à l’angle

GH D, et que l’angle EGB est égal à l’angle AG H

( prop. I5), l’angle AGH sera égal à l’angle

GHD; mais ces angles sont alternes: donc la
droite AB est parallèle à la droite C D ( prop. 27).

De plus , puisque les angles BGH , GHDsont
égaux à’deux droits, et que les angles AGH,
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BGH sont encore égaux à deux droits ( prop. I 5.) ,t i

I les angles AGH , BGH seront égaux aux angles
BGH, GHD. Donc si nous retranchons l’angle
commun BGH , l’angle restant AG H sera égal à

l’angle restant GHD; mais ces deux angles sont
alternes: donc la droite AB est» parallèle à la

droite CD (prop. 27 "
Donc si une droite tombant sur deux autres

droites fait un angle extérieur égal à un angle
intérieur Opposé et placé du même côté , ou si

elle fait les angles intérieurs et placés du même

côté égaux à deux droits , ces droites seront
perallèles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THÉORÈME.

Si une droite tombe sur deux parallèles , les angles
alternes sont égaux entr’eux , l’angle extérieur

est égala l’angle intérieur opposé et placé du

même côté, et les angles intérieurs placés du

même côté sont égaux à deux droits.

Si la droite EF (fig. 28) tombe sur les paral-
lèles AB, CD, je dis que les angles alternes
AGI-I, GHD seront égaux entr’eux, l’angle
extérieurlEGB sera égal à l’angle intérieur

opposé et placé du,même côté GHD , et les
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angles intérieurs et placés du même côté BGH ,

GHD seront égaux à deux droits. v
Carvsi l’angle AGH n’est pas égal à-l’angle

GHD , l’un de ces angles sera plus grand. Que
’ l’angle AGH soit le plus grand; puisque l’angle

AGH est plus grand que l’angle GHD , si on leur

ajoute un angle commun BGH, les angles AGH,
BGH seront plus grands que les angles BGH ,
GHD; mais les angles AGH, BGH sont égaux
à deux droits ( prop. 1 5) : donc les angles BGH,

GHD sont moindres que deux droits; mais
deux droites étant prolongées à l’infini du côté

où les angles intérieurs sont plus petits que
deux droits se rencontrent entr’elles ( ax. I I ):
donc les droites AB, CD prolongées à l’infini

serrencontrerOnt; mais elles ne se rencontre-
rontr pas puisqu’elles sont parallèles z donc les

angles AGH , GHD ne sont point inégaux ,
donc ils sont égaux. Mais l’angle AGH est ’
égal à l’angle EGB (prop. I5) : donc l’angle

EGB sera égal à l’angle GHD. Donc si nous

ajoutons un angle commun BGH, les angles
EGB, BGH seront égaux aux angles BGH,
GHD; mais les angles EGB , BGH sont égaux
à deux droits (prop. 1 5) :ldonc les angles BGH ,
GHD sont égaux à deux droits.

Donc si une droite tombe sur deux parallèles, .
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lés angles alternes sont égaux entr’eu’x’,’ l’angle,

extérieur est égal àl’angle intérieur Opposé et

placé du même côté , et les angles’intérieurs

placés du; même côté sont égaux à deux droits;

ce",è[u’il falloit démontrer. A

PROPOSITION
THÉORÈME.

Les droites qui sont parallèles à une même droite
’- sont parallèles 4 entr’elles.

’ Que chacun, des parallèles AB , C D (fig. 29) ’

soit parallèle à la droite EF : je dis que la droite
AB est parallèle à la droite CD.
» Conduisez sur ces droites la droite GK.

Puisque la droite GK tombe sur les parallèles
AB, EF, l’angle AGH est égal à’l’angle G’HF

(prop. 27). De plus puisque la droite G K tombe
sur les parallèles EF, C D , l’angle GHF est égal
à l’angle G KD (prop. 28 Or il a été démon-

, tré que l’angle AGK est égal à l’angle GHF:

donc l’angle AGK est égal à l’angle ’GKD;

mais ces angles sont alternes : donc la droite
AB est parallèle à la droite CD ( prop. 294).:

’Donc les droites sont parallèles à une
même droite sont parallèles entr’elles; ce qu’il l

falloit-démontrer. I
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PROPOSITION XXXI.
PROBLÈME.

Par un point donné conduire une droite parallèle
à une droite donnée.

SoitA fig. 30) le point donné et B C la droite

donnée : il faut par le point A conduire une
droite parallèle à la droite BG.

Prenez sur la droite BC un point quelconque
D, et menez AD ’; construiSez sur la droite DA
et en un point A un angle DAE égal à l’angle

ADC , et prolongez la droite AF dans la direc-i

tian de EA. ’ ’
A Puisque la droite AD tombant sur les deux

droites BC , EF fait les angles alternes EAD,.
ADC égaux entr’eux , la droite B’C sera paral-

lèle à la droite EF prop. 27
Donc par le point donné A, la droite EAF

a été menée parallèle à la droite donnée BC;

ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XXXII.

mnéORÈML

.Jyantprolongé un côté’d’un’ triangle quelconque ,

l’angle extérieur est égal aux deux angles in-

térieurs et opposés, et les trois angles intérieurs

V I triangle sont égaux à deux droits.

Soit le triangle ABC (fig. 51); prolongez
le côté BC en D : je dis que l’angle extérieur

est égal aux deux angles intérieurs et
Opposés CAD, ABC, et que les trois. angles
intérieurs ABC ,BCA, CAB sont égaux à deux

droits. ” .Menez par le point C la, droite CE parallèle
à la droite AB (prop. 21 ).’

Puisque la droite CE est parallèle à la droite
AB et que .la droite AC tombe sur ces deux
IdrOite’s , les angles alternes BAC, ACE sont.
égaux entr’eux (prop. 29 De plus , Ruisque la

droite AB est parallèle à la droite CE et que
’ la droite BD tombe sur ces deux droites , l’an-

gle extérieur ECD est égal à l’angle intérieur

et Opposé ABC. Or il a été démontré que l’an--

gle ACE est égal à l’angle BAC : donc l’angle

extérieur total ACD est égal aux deux angles
extérieurs et Opposés BAC ,ABC.
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DOnc si on ajoute un angle commun ACB , ç

les angles ACD, ACB seront égaux aux trois ’
anglesAC B, B C A, C AB; mais les angles AC D,
ACB sont égaux à deux droits (prop. 1 5) : donc

les angles ACB , CBA, CAB sont égaux à deux .

droits. ’ .Donc, ayant prolongé un côté de tout trian-Â

gle , l’angle extérieur. est égal aux deux angles,

intérieurs et Opposés , et les trois angles inté-

rieurs du triangle sont égaux à deux droits; -
ce qu’il falloit démontrer. *

PROPOSITION XXXIII.
THÉORÈME.

Les droites qui joignent des mêmes côtés des droites

égales et parallèles sont elles-mêmes égales et.

parallèles.

Soient AB , C D (fig. 52) deux droites égales
et parallèles; joignez-les des mêmes côtés par
les droites AC , BD : je dis que les droites AC, ’ ’

BD sont aussi égales et parallèles. e

Menez la droite BC. ,
Puisque la droite AB est parallèle à la droite

CD et que la droite...BC tombe sur ces. deux
droites, les angles alternes ABC , BCD sont
égaux (prop. 29 De plus, puisque la droite

2
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lIAB est égale alla droite CD et que la droite BC 4

est commune aux deux triangles BCA, BDC,
les deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites CD, BCA; mais l’angle ABC eSt égal à

l’angle BC D : donc la base AC est égale à la base

BD , le triangle ABC est égal au triangle BCD , et
les autres angles qui sont opposés à des côtés
égaux sont égaux , chacun à chacun: donc l’an--

gle ACB, est égal à l’angle CBD. Puisque la

ligne droite BC tombant sur deux droites AC,
BD fait les angles alternes égaux entr’eux , la
droite AC est parallèle à la droite B D et lui est
égale (prop. 27

Donc les droites qui joignent des mêmes côtés

deux droites égales et parallèles , sont elles-
mêmes égales et parallèles; ce qu’il falloit dé-

4m0ntrer. ’
PROPOSITION XXXIV.’

THÉORÈME.

Les côtés et les angles opposés des parallélograma

mes sont égaux, et la diagonale les partage en
Jeux parties égales.

Soit AC DB (fig. 52) un parallélogramme et
BC sa diagonale : je dis que les’côtés et les
angles opposés du parallélogramme AC DE sont
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égaux, et que sa diagonale BC. le partage en

deux parties égales. a
Car puisque la droite AB est parallèle» à la

droite ÇD- et que la droite BC tombe. sur ces
deux droites , les angles alternes ABC ,A BCD.-
seront égaux entr’eux prop. 29). De plus,
puisque la droite AC. est parallèle à la droite BD I
et que la droite BG: tombe sur ces deux droites ,t
les. angles alternes ACB’, CBD-sont égaux entre

eux z donc les deux triangles ABC, CBD. ont
deux angles, AB C , BCA égaux aux deux angles
BCD , CBD, chacun à chacun", ils.ont de plus un
côté commun BC’ adjacent à des angles égaux :»

donc ils: auront les. autres côtés égaux aux autres.

côtés, chacun à chacun ( prop.. 26) , et le troi-»
51ème angle égal! au. troisième angle : donc le
côté AB est égal au. côté’q 0D,. et l’angle BAC:

égal à l’angle BDC.. Puisque l’angle ABC est
égal à l’angleVBCD,.et l’angle CBD égal à l’an-L

gle ACB; l’angle total ABD sera égal à l’angle--

total ACD; Mais il a été démontré que l’angle-

BAC est égal à l’angle BDC"...

Donc les côtés et les angles opposés des pa-A
rallélogrammes sont égaux entr’eux..

Je dis de plus.» que» la diagonale- p’artage- les

parallélogrammes en deux parties égales. Car»

puisquela. droite A13 est égale à la droite CD-

v 5
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etrque la droite ABC est commune aux deux,

I triangles, les deux droites AB, BC seront égales
aux droites DC , CB ,’Cha’cune à chacune; mais

l’angle ABC est égala l’angle BCD : donc la

hase AC est égale à la base BC (prop. 4) , et
le triangle ABC égal au triangle BCD. ’

Donc la diagonale BC partage le paralléloà .
’ gramme ACDB en deux parties égales; ce qu’il

a .falloit démontrer.

PROPOSITION XXXV.
ru fra a È M E.

Les parallélogrammes qui sont construits sur la
même base et entre les mêmes parallèles sont
égaux entr’eux.

Soient les parallélogrammes AB C D , EB C F

( fig. 55 ) construits sur la même blase BÇ et
I entre les mêmes parallèles AF, BC : je disque

le parallélOgramme ABCD est égal au parallé-

logramme EBCF. ’ i il ’v ’
Car puisque A B C D’est un parallélogramme ,

la droite AD est égale à la droite B C ( prôp. 54),

i et par la même raison la droite EF est aussi égale
l à la droite B C: donc la droite’ADest égale à la

’ droite EF,: donc, si on ajouteune droite com-
mune DE, la droite totale. ApE sera égales-à la
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droite totale D’F axiome a)»; mais la drOite B
est égale à la droite DG ’: donc les deux droites

EA , AB sont égales aux deux droiteleD , DG ,l
chacune à chacune; mais l’angle extérieur FtD C

est égal à l’angle intérieur EAB (pr0p. 29):
donc la base EB est égale à la base FCÇprop. 4),

et le triangle EAB égal au triangle FBC; donc
- si l’on retranche. la partie commune D’GE,’ le

trapèze restant ABGI) sera égal au trapèze, res-

tant EGCF. Donc si on leur’ajoute le triangle-
commun GBC , le parallélogramme total ABC D
sera égal au parallélogramme total EB’C FA. "

[Donc les parallélogrammes construits sur les
mêmes bases et entre les mêmes parallèles sont
égaux entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PRO P- 051111 ON ’ijxvi. ,

T n’Ê’vota’IliM’E. ï I

Les parallélogrammes construits sur des bases
égales et entre les mêmes parallèles sont égaux
entr’eux.

Soient les parallélogrammes ABCD , EFGH
(fig. 54) construits sur des bases égales BC,
FG et entre les mêmes parallèles AH , BG : je
dis que le parallélogramme ABC D est égal au

parallélogramme EFGH. Vx,
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, Conduisez les droites BE , CH.
Puisque la droite .BC est égale à la droite ’FG

et la droite FG égale à la droite EH , la droite
BC sera égale; à la droite EH; mais les droites

BC, EH sont parallèles et joignent les droites
BE , C H; or les droites qui joignent des mêmes
côtés deux droites égales et par-allèles. sont égales

(prop. 55) : donc les droites EB, CH sont
égales rat-parallèles :, donc EBCH est un paral-.
lélogramme , et ce parallélogramme est égal au.

parallélogramme AB C D prop. 5,5 ) ; car il a la
même base BC que lui,et il est construit entre les
mêmes parallèles. Par la même raison le paral-.
lélogramme EFGH est égal au parallélogramme
EB C H. z. donc le parallélogramme ABC. D, est

égal au parallélogramme EFGH.

Donc les parallélogrammes construits sur des
bases égales et entre les mêmes parallèles sont.
égaux; ce qu’il. falloit démontrera

PROPOSITION XXXVIL.
THEQRÈVMEH. l

Les triangles construits sur la même base et entra
les mêmes parallèles sont égaux.

Soient les triangles ABC, DBE (fig. 55 )
construits. sur la même base B0 et entre les
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mêmes parallèles AD, B’C :je dis que le trian-n

gle ABC est égal au triangle DB0.
Prolongez de part et d’autre la droite AD

vers les points E , F, et parle, point B con--
Iduisez. une droite BE’parallèle à la droite CA

(prop. 51), et par le point C conduisez aussi
une droite CF: parallèle à BD.

Les figures E B CA, DB C F sont des parallé-
logrammes, et le parallélogramme EBCA est
égal au parallélogramme DBCF prop. 55) ;
car ils sont construits l’un et l’autre sur la même

base et entre les mêmes parallèles; mais le trian-
gle AB, C est la moitié du parallélogramme
EBCA; car- la diagonale AB le partage en deux
parties égales; le triangle DBC est la moitié
du parallélogramme DBCF, car la diagonale
D Ç la partage en deux parties égales ( prop. 54);
mais les moitiés des quantités égales sont égales

entr’elles t donc le triangle ABC est égal au.

triangle DBE.
Donc les triangles construits sur la même base.

et entre les mêmes parallèles sont égaux entre
eux; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOtSilTiIÔN .XXÎLVIÎI.’

T a a osais M a.»

Les triangles sconstruits sur des bases égales et .
entre les mêmes parallèles sont égaux entre

.:eux. l iSoient les triangles ABC, DEF ( fig. 56)
icOnstruits sur des hases égales BC , E F et entre.

les mêmes parallèles BF, AD v: je dis que le
triangle ABC est égal au triangle DEF.

A Car prolongez de part et d’autre la droite AD

vers les points G ,t H ; par le point B conduisez
la droite BG parallèle à la droite CA prop. 51-),
et par le point F conduisez aussi la droite FH
parallèle à la droite DE. .

Les figures GBCA, DEFH sont des parall-
lélogrammes 5 mais les parallélogrammesGBCA,

DEFH sont égaux entr’eux (prop. 56) , car ils

sont Construits sursdes bases égales etltentre les
mêmes parallèles. Or le triangle ABC est la
moitié du parallélOgranime GBCA , ’car la dia-

gonale AB le, partage en deux parties égales
( prop. 54); le triangle FFD est la moitié du
parallélogramme DEFH, car la diagonale DF
le partage en deux parties égales ; mais les
moitiés des quantités égales sont égales entre
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elles : donc le triangle ABC est égale au trian- v

gle DEF; - " ’ i " i "
Donc les triangles construits sur des hases

égales etentre les mêmes parallèles sont égaux
entrïeux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION.X.XXIX.

A.

THÉORÈME.

Les triangles égaux qui sont construits sur la même

base et qui sont placés du même côté sont com-

pris entre lesimê’mes parallèles.

Soient les deux triangles égaux ABC, DBC

(fig. 57) construits sur la même base BC et
placés du même côté : je dis que ces deux trian-

gles sont compris entre les mêmes parallèles;
Conduisez la droite AD ç je dis que la droite

AD est parallèle à la droite BG. ’ a
s Car si la droite AD n’est pas parallèle à la

droite BC , conduisez par le point A une droite
AE parallèle à la droite BC ( prop. 51); con-

duisez ensuite la droite EC. * r
Le triangle ABC est égal au triangle EBC

(prop. 57), car ces deux triangles sont cons-
. truits surale même base BC , et compris entre les

mêmes parallèles B C , AE. Maisïp’ar hypothèse

le triangle AB C est égal au triangle DB C : donc
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, le triangle DBC est égal au triangle DBC , c’est

à-dire que le plus grand est égal au plus petit ,
ce qui ne’peutv se faire : donc la droite AE n’est

point "parallèle à la droite BG. Nous démontre-

rons de même que toute autre droite, excepté
AD , nexpeut être parallèle à B C : donc la droite

AD est parallèle à la droite BC. l
Donc les triangles égaux qui sont construits

sur la même base et qui sont placés du même
côté sont compris entre les mêmes parallèles;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XL.
i THÉORÈME.

Les triangles égaux qui sont construits sur des
bases égales et qui sont placés du même côté

sont compris entre les mêmes parallèles.

Soient les triangles égaux ABC, CDE (fig. 58)
construits sur des bases égalesB C, C E et placés
du même côté: je dis qu’ils sont compris; entre

les mêmes parallèles. Conduisez la droite AD:
je dis que la droite AD est parallèle à la droite-BE.

l Car si la droite AD n’est pas parallèle à la
’ droite BE, conduisez par le point A la droite

il? parallèle à la droite BC , et conduisez. en...

suite la droite FE.’ 4 I
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Le triangle ABC est égal au triangle FCE ’

(prop. 58); car ces deux triangles sont cons--
truite sur des baSes égales et compris entre les
mêmes’parallèles BE 3 AF 5 mais le triangle ABC

est égal au triangle DCE : donc le triangle DG E
est égal au triangle FCE, c’est-à-dire que le
plus grand est égal au plus petit , ce qui ne peut
être : donc la droite AF n’est point parallèle à

la droite BE. Nous démontrerons de la même
manière que toute autre droite ,. excepté AD,
ne peut être parallèle à BF : donc la droite A!)
est parallèle à la droite BE.

Donc les triangles égaux qui sont construits
sur des bases égales et qui sont placés du même

côté sont compris entre les mêmes parallèles;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XLI.
THÉORÈME.

si un parallélogramme et un triangle-vont la
base et sont compris entre les mêmes parallèles ,

le parallélogramme est double du triangle.

En eEet, que le parallélogramme ABCD
et le triangle EBC (fig. 5g) aient la même
base et soient compris l’un et l’autre entre les

mêmes parallèles BC, AE; je dis que le parais
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lélogramme AB C D est double du triangle

B E0 . il F , .Conduisez la droite AC. Le triangle’ABC est. I

égal au triangle EBC (prop. 57), car ces deux.
triangles. sont construits sur la même base BC A
et compris entre les mêmes parallèles BC , AE;
mais le parallélogramme ABC D est double du
triangle ABC , car la diagonale AC partage ce pa-
rallélogramme en deux parties égales (prop. 54): ’

donc le parallélogramme ABCD est aussi dou-

i blé du triangle EBC. l
Donc si un parallélogramme et un triangle

ont la. même base et sont compris entre les
mêmes parallèles , le parallélogramme sera dou-

ble du triangle; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XLII.
PROBLÈME.

Construire dans un angle donné, un parallélo-
gramme e’gal à un triangle donné. i

Soit ABC (fig. 4o) le triangle’donné et D
l’angle donné : il faut construire un parallélo-

gramme qui soit égal au triangle ABC dans
un angle égal à l’angle donné D.

Partagez la droite BC en deux parties égales
au point E et conduisez la droite AE; sur la
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droite EC et au point: E construisez un angle
C E F égal ïà l’angle D (prop. 25) , par le point

A conduisez une droite AG parallèle à la droite

EC ( prop. 51), et par le point C conduisez
aussi une droite CG parallèle à la droite FE :
la "figure FECG sera un parallélogramme.

Puisque la droite BE est égale à la droite EC ,

le triangle ABE sera égal au triangle AEC
(prop. 58) , car ces deux triangles sont cons-.
traits sur des bases égales B E , EC , et compris
entre les mêmes parallèles BC , AG : donc le.
triangle ABC est double du triangle AEC; mais
le parallélogramme FECG est double du trian-
gle AEC, car ils ont la même base et ils sont .
compris entre les mêmes parallèles : donc le
parallélogramme FECG est égal au triangle
ABC (ax. 6), et il a un angle égal à l’angle D.

Donc le parallélogramme FECG a été cons-

truit égal au triangle ABC dans un angle CEF
égal à l’angle donné D; ce qu’il falloit faire.
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l’ententne.’

[Dans tout parallélogramme, les complémens Je;

i parallélogrammes qui sont autour de la diago-ü

nale sont égaux entr’eux. l

v Soit le parallélogramme ABCD fig. 41 ) dont
LAC est la diagonale autour de laquelle soient les

parallélogrammes EH, FG , et les parallélo-
grammes B K, KD qu’on appelle complémensz

’ je .dis que le complément B K est égal au coma

plément KD.

.’ . Car puisque la figure ABC!) est un parallé-n

logramme dont la droite AC est la diagonale,-
le triangle ABC eSt égal au triangle AD G
(prop. 54). De plus , puisque la figure ËKHA

t est un parallélogramme dont la droite AK est
la diagonale, le triangle AEK est égal au trian-"
gle AHK; le triangle KFC est égal au triangle A
KGC, par la même raison : donc puisque le
triangle AEK est égal au triangle AH K, et que
le triangle KFC est aussi égal au triangle KFC ,1
le triangle AEK, réuni avec le triangle KGC ,
est égal au triangle AH K réuni avec le triangle

KFC; mais le triangle total ABC est égal au
triangle total ADCI: donc les restes 13K, KD ,-
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qu’onrappellei Complémens , lsôntrégaux. entre

aux (axiome5 ’ ’ ’ ’ " h ’ . V’
a Donc dans tout parallélogramme ’,’ les acmé

plémens des parallélogrammes qui sont. autour
de’ila diagonale sont égaux entr’eux; ce qu’il

falloit démontrer. é" l
PROPOSITIONIXLI’Y.

’1’)” ’PROBL’ËME.I

Sur une droite donnée et dans un. angle donné ,8
narconstruire .un parallélogramme qui .sqitâ égal à

(j un triangle donné. Î. ; . ’ "a
usoient ’dOnnés la droite AB 42’ ) lé t

triangle C et l’angle D : il faut sur. la’dr’qite AB’ -

et dans, un triangle égal là. l’angle D5; ’cdii’striiire

du parallélogramme égal au trianglei’donîlïé ;

ï ’ COnstruisèz un parallélogramme égal
au triangle CV; dans un angle E’BG’égal à. l’an-1

gle D (prop. 42 ); placez la drËité’BE dans’rla’

direction de la droite Ali; prOlongez la droite
vers H; et par le point A alliiduisez ladre-ile
un parallèle à la droite BG du a hercheur

)l,l et menez la droite GB. Puisquela
droite HF tombe sur les parallèles AH, EF,;
les angles AHF, HFE sont égaux à deux an:-
gles droits (prop. 29) : donc les, angles BH’G ,

E



                                                                     

-66. staliniens...sont moindres que deux angles droits;
mais les droites qui sont prolongées a..l’infini

ducats? ou les angles intérieurs sontmoindres
quedeux angles droits se rencontrent ( ax. I, I ):
donc les droites-HB, FE se rencontreront étant
prolongées; que ces deux droites scient pro-
longées ( dem. a) , et supposons qu’elles se ren-

contrent en K ; par le point K n conduisez la
droite KL parallèle à la droite ,EA ou à la droite
FH (prop. 51), et prolongez les droites AH ,
G’B vers les points L, M. . ’ x Ï x
’ La figure HLKF est un parallélogramme

dont HK est la diagonale; autour de la diago-
nale sont les parallélogrammes AG, ,
et parallélogrammes LB , , qu’on 110me

plane;lleltparallélogramme LB est
égala-gap. parallélOgramme BF ( pro A mais
lejyparazllélogramrtne BUE-est égal au’trianglegC :

donc le parallélogramme sera égal au trian-r
gle ; Iet,ppuisjqqul’angle GB E est égala l’angle.

proplhtâ’ÀCetquel’angle est égal
lfapgleY-D. sera égal à l’angle tD.

Donc sur la droite donnée AlBletidanslnn.
angleï Ann négàll a l’angle D... le :Rarallélpslîraaas

LB-a été construitégalau. triangle donné .C 5. ce

qu’il falloit faire; ’ a
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monèmes XLV.

PROBLÈME.

Construire, dans un angle donné ,(un parallélo-

gramme qui soit égal à une figure rectiligne
. donnée.

Soit ABCD ( fig. 45) la, figure rectiligne
donnée et E l’angle donné: il faut, dans un
angle égal à l’angle E , construire un parallélo-

gramme qui soit- égal à la figure ABCD.

"Cônduisez la droite DB , et construisez dans
l’angle 1H.KF égal à l’angle E , un parallélo-

gramme F H qui. soit égalau triangle ADB, et
sur la droite GH construisez ensuite dans l’ani-
gle égal à l’angle :E-, un parallélOgramme .

GM qui soit égal: au triangle DBC., ’ A
. Puisque l’angle E est égala chacun des an-

gles HKF, GHM, l’angle GH-M sera égal-à
l’angle HKF : donc si nous leur ajoutons l’an- A

gle. commun KHG, les angles FKH, KHG
seront égaux aux angles KHG , G H M. Mais
les angles FKH, KHG sont égaux à deux an-

gles droits (prop. 29) : donc les angles ,
GHM seront égaux à deux angles droits. Mais
puisque les deux droites K11, HM ,I Placées de

’diffe’rens côtés; font Usurula gdroite GH et au

a
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point H dekcette droite , deux angles de suite
égaux à deux drbits , la droite KH est dans la
direction de la droite HM (prop. I4); et puis-
que la droite HG tombe sur les parallèles KM,
FG; les angles alternesp’MHG,’ HGF sont

égaux prop. 29); donc si nous leur ajoutons
l’angle com’mun HGL , les angles MHG, HGL

seront’égauir aux angles HG,F, HG L. Mais
les angles;.M’HG , HGL sont Ï égaux à’deux"

angles droits ( prop. "29) ; donc les i angles a
HGF, HGL’seront aussiégaux à Îdeuxanglesj-i

drôits ;.:donc. la droite FG est dans laI-direc-
tion de la droite. GL; et puisque la droite KF
cet égale-et parallèle à la drOite HG, et que
-lat"’droitevHG eSt aussi égale et» parallèle I à la t

. droite ML; la adroite ÎKF sera égale et Paral-
lèle à la droite :ML ( ax. I et prop. 50). Mais

mes deuxdroitesv’sontr jointes ensemble par les
droites KM, ’FL’: donc les droites KM, FL
sont égalesfet parallèles (prop. 55) : donc la
figure KFÈLM-est’iun parallélogramme; mais
come’lèïtrianglè’îABD est égal au parallélo-

gramme HF, et que le triangle ABC est égal au a
parallélogtzamme GMI, la figure totale ABrCD’

sera; égale au Ëarallélogramme total KFLM.
Donc le parallélogramme KFLM a été consa’

truit égalït’à-laêfigpre rectiligne ABC D;*dansr7”
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l’angleaFKMrzé’gal à l’angle donné" à; ce (mm

p falloit faire. i : , .. I
î PROPOSITION vva1.

’ mitonnant-E.

Décrire un quarré sur une droite donnée.

,Soit AB (fig. 44) la droite donnée : il faut
décrire un quarré sur cette droite.
l Du point A, donné dans la droite AB , con-

duisez une droite C perpendiculaire à la droite
AB (prop. 11 ); faites’la droite Al) égale à la

.. droite AB (prop. 51); parle point D conduisez

. . la droite DE parallèleaàla droite AB"(pr0p.’5 I),

et par le pointB conduisez aussi une, droite B E
parallèle à la droite AD. ’ ’ ’ " I

La figure ADEB estg’un’. parallélogramme :

donc la droite .AB est égale à la droite DE, et
la droite AD. égale à la droite BE; mais la
droite AB est égale à la droite. AD :, donc-les
quatre droites BA, AD, DE, EB sont égales
;entr’elles : donc le parallélogramme ADEB, est

équilatéral. Je dis (de plus, qu’il est rectangle,

.car puisque la droite AD tombe sur lesparal-

.lèles AB, DE, les angles BAD, ABE sont égaux ’

à deux droits (prop. 29); mais l’angle BAI) est
droit par constructionsdonc! l’angle 412E est

nil
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droit aussitMaiSsle’s côtés et angles: opposés des

parallélogrammes sont égaux ( prop. 54) ; donc

chacun des angles opposésABE , BED est droit,
et par conséquent le’parallélogramme ADEB est

rectangle; mais nous avons démontré qu’il étoit

équilatéral. ’
Donc le parallélogramme ADEB est un quarré

décrit sur la droite AB; ce qu’ilvfalloit faire.

PROPO SITIÔlN ;XLVII.

Tn’fionizmit.

Dam les triangles rectangles; laquant; décrit sur
le côté opposé à l’angle droit est égal au:

quarrés construits sur les côtés qui comprennent
l’angle droit. . q

"Soit ABC (fig.’45) un triangle rectangle
dont llangleldroit’ est BAC : je dis que le quarré

construit sur le côté BC est égal aux quarrés
construits sur les côtés BA, AC.

construisez-le quarré BDEC sur le côté BC;

construisez aussi’les deux quarrés GB , HG sur
les côtés RA; AC, et par le point A conduisez
une droite AL parallèle à l’une ou à l’autre des

droites BD, CE; conduisez ensuite les droites

au), FC. ’ -ï .Puisque’chac’un des angles BAC, BAG est
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droit ,A et que leszdeux droites AC , AG , placées

departetd’autrexdev la’droite BA , font au point

A, avec la. droite. AB, deux angles de suite
égaux à’deux angles droits, la droite CA est

dans la direction de. la. droite AG : laidroite
AB est dans la direction de la adroite AH:I,.par
la même raison; et. puisque l’angle DB0 est
égal à l’angle FBA (axiome Io) , étant. droits

l’un et l’autre , si nous leur. ajoutons un angle

commun ABC, l’angle total DBA sera égal à

l’angle total FBC; mais les deux droites DB,
BA étant égales aux deux droites CB , BF, cha-
cune à chaèune, et l’angle DBA égal à l’angle

FBC, la hase A-D sera- égale à la base FC, ctgle

triangle ABD égal au triangle FBC ( pr0p.
Or le parallélOgramme BL est double du trian-
gle ABD ( prop. 4i ), car ils ont la même base
BD et sont compris entre les mêmes parallèles
BD, AL. Le quarré GB est aussi double du
triangle FBC, car ils ont la même base FB et
sont:compris entre les mêmes parallèles. F B",
GC; mais - les . quantités qui sont doublesgde
quantités égales sont égales entr’elles : donc le

parallélogramme BL est égal au quarré GB.
Ayant conduit les droites AEg’BaK’, nous dé-

montrerons de la même mauiètgé-que le. paral-
lélogramme CL est égal au quarré H02 donc

4
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ï le quarréïtotal BDEC’ est ségalxauildeux’quarrés

i G133,- H Cz; mais le quarréîBDEG-est construit
a usurile côté BC-,**et les’quarrés-GB, HCsont

constrtiits’tSurles côtés BA , AC : donc le quarré

’VBE, construit rsur«le côté BC , est égal-vaux

1’ quarrés”construits’sur les côtés BA , AC.

I t Donc dans les triangles rectangles , le quarré
i, ëcônstruit sur le côté opposé à l’angledroit est

l ségal’au’x deux quarrés construits sur les côtés

’ qui comprennent l’angle-droit; ce qu’il-falloit

démontrer.

PROPOSITION XLYIII.
THÉORÈME

I i et un é ui est construit sur un des côtés

S l rr Iun rian e es . a au narres cons mi sd’ t l t é l ac ’ t t
sur les autres côtés du triangle, l’angle com...

pris entre ces deux derniers côtés est droit.

Que” le quarré construit sur nu côté BC
(fic. d’un triangle ABC, soit égal. aux
quarrés construits sur les deux autres côtés

BA, AC : je dis que l’angle BAC est droit;
Conduisez-du point A une droite AD per-

pendiculaire sur. la droiteAC (prop. 1 1); faites
M la droite AD égale’àla droite B’A ,- et conduisez

I ï’lardroite’DC. ,. - » * ’ . :0. ’ - I
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Car puisque la droite DA est égale à la droite

AB , le quarré "ConStruit sur DA sera égal au
quarré construit sur AB,. Donc si nous ajoutons
un quarré coinmun,.celui qui est. construit sur
AC , les quarrés construits sur DA , AC seront
égaux aux quarrés construits sur BA , AC. Mais
le quarré construit sur DC est égal aux quarrés

construits sur DA , AC (prop. 47) , car l’angle
BAC-est droit. Or le quarré construit sur BC
est supposé égal aux quarrés construits sur BA ,

AC : donc le quarré construit sur DC-est égal à
celui qui est construit sur B C : donc le côté DC
est égal au côté CB; et comme le côté AD est
,égal au côté AB et que le côté AC’ est com-,

mun , les deux côtés AD , AC sont égaux aux
deux côtés BA, BC, chacun à chacun; mais la
base DG est égale à la base CB; donc l’angle DAC

est égal à l’angle BAC (prop. 8 ) ; mais l’angle

BAC est droit : donc l’angle BAC est droit aussi.
Donc Si le quarré construit sur un côté d’un

triangle est égal aux quarrés construits sur les
deux autres côtés, l’angle compris par ces deux

derniers côtés sera droit; ce qu’il falloit dé:

montrer.

.FIN DU PREMIER LIVRE;



                                                                     

M ÉLÉMENS
A 1

lUn: 2.:

v-l. i I, f au

ÜDËFINÏTIQN&

1.-To U T parallélogramme rectangle est dit
contenu sous les deux droites qui comprennent

un angle droit. *a; Dans tout parallélogramme , on appelle
gnomon la réunion de l’un quelconque des pa-

rallélogrammes décrits autour de la diagonale
avec les deux complémens.

PROPOSITION PREMIÈRE.

’r n É o a in M E. t

Si l’on a deux droites, et si l’une d’elles est par-

tagée en un certain nombre de parties, le rec-
tangle compris sous ces deux droites est égal

’ aux rectangles compris sous la droite qui n’a

point été partagée, et sous chacun des segnzens

de l’autre. ’

p . Soient deuxdroitesflA, BC ( fig. 47), et que
la droite BC soit partagée d’une manière quel-
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conque aux points D, E : je dis que le rectangle
cOmpris sous les droites A, BC esttégal au me;

tangle compris sous les droites A , BD , au
rectangle compris sous les droites A, DE, et
au rectangle cOmpris sous les droites A, EC. .

Conduisez par le point B la droite BF perpen-
diculaire sur la droite B’C ( prop. 1 I . I )*; faites

la droite BG égale à la droite A, et par le point
G conduisez la droite GH parallèle à la droite
BC (prop. 51 . 1); par les points D, E, C, con-.-
duisez ensuite les droites DK, EL, CH, pa-
rallèles à la droite BG. ’

Le rectangle B H est égal aux rectangles B K ,

DL, EH; mais le rectangle BH est compris
sous les droites A , BC , car il est compris sous
les droites GB , BC , dont la droite BG est égale
à la droite A; le rectangle BK est compris sous
les droites A, BD , car il est compris sous les
droites G B , B D , dont la droite GB est égale à la

droite A; l’e rectangle DL est compris sous. les
droites A , DE, puisque DE, c’est-à-dire BG ,

est égale à la droite A; et enfin, le rectangle
EH est compris sous les droites A, EC : donc
le rectangle compris sous les droites A , BC est

1’ Le premier nombre indique la.propoaition , et le

second indique le livre. i



                                                                     

ufi .nnnmnns-: ’égal-zanretatangle compris. sous les droites-À,"

BD, au. rectangle compris sous les droites A ,
DE gr et enfin. au rectangle compris sans les.

t. droites A, EC.
Donc si l’on a deux droites , et si l’une d’elles,

est partagée en un certain nombre de parties ,
ale rectangle compris sous ces deux droites est
égalaux rectangles compris sous la droite qui

.n’a point été partagée et sous chacun des seg-.

-mens de l’autre; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION Il.
TIIÉORÈMER

.Si une droite est partagée d’une manière quel-

conque en deum parties, le rectangle compris
sous la droite totale et sous Î un et l’autre seg-

ment , est égal auquarré de la droite entière.

Que la droite AB (fig. 48) soit partagée d’une

’ ’manière quelconque au point C : je dis quelle

:rectanglecompris sous les droites AB , BC , avec
- le rectangle. compris sous les droites BA ,’ AC,

i ’ est égalauquarré de la droite AB.

Sur la droite..ABO construisez le quarré ADEB

(prop. 46. 1), et par le, point C conduisez la
. droite.CF parallèle à l’une et à l’ autre des droites

Al), BE. (prop. 51.
I
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- Le Quarré AE est égal aux rectanglesjAFs
CE; mais 11e: quarré A-E est construit sur la
droite A13; le rectangle AF est comprissous -
les droites BA,.AC ,- car il est.Compris sous les
droites DA, AC , dontwla droite AD est égale à

AB; et enfin le rectangle CE est compris sous
les droites-AB, BC , puisque la droite B-E est
égale à la droite AB; donc le rectangle compris
sous les droites BA , AC, avec levrectangle com- V
pris sons le’svdroites ïAB , B C», est égal auquarré w

de la droite AB. lDonc si une droite est partagée d’une ma-a
nière quelconque en deux parties , les rectan-
gles compris sous la droite totale et sous cha-.
cun des segmens sont légaux au quarré. construit
surrla droite totale; cfequ’il falloit démontrer. t

ra ont SITION 111.
THÉORÈME;

si une droite est partagée d’une marzière’quel-ip,

conque en deum parties, tenrectanglie compris
sous la droite totale et l’un des segmens ,i est égal

au rectangle compris sous les segmens et au
quarré formésur le segment premièrement pris;

Que la droite AB (fig. 49) soit partagée en
un point quelconque C : je dis que le rectangle
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compris. sous les J droites AB, BCD est égalant
rectangle compris sous les droites AC , CR, et
au quarré de la drôite BIC. i »
ï: [Sur laldroite BC construisez le quarré CDEB

(prop. 46. I),-pr010ngez en F la droite E D, et
par "le point «A conduisez la droite ËAF. paral-
lèle a l’une ou à l’autre- des droites CD,:BE

(prop. 51. r t I ’- Le rectangle AE est certainement égal. aux
retâtanglestD ,BCE; mais le rectangle IAE est
compris sous les droites AB ,tBCI, car il est
compris sous. les droites AB -,v B E, dont l’a drdite
DE est égale à la .droite’BC; le rectangle AD

est-compris sous les droites AC; CB ,rpuisque
latdroite Dflf’est égale alla: droite 4GB; et enfin

le quarré DE lestieonstruit sur la droite BG.:
donc le rectangle compris sous les droites AB,
BC est égal au rectangle compris sous les droites
AC , CE et au quarré de la droite BC.
Donc ,si une, droite est partagée d’une ma-

nière quelconque en deux’partie’s ,’ le rectangle

compris sous la droite totale et sans un des
Seglnens , est égal au rectangle compris sous’les

segmens et au quarré construit sur le segment
premièrement pris 3 ce qu’il falloit démontrer.
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"ru nanisme:
Si une droite est partagée d’une manière. quel-

» conque en Jeux parties , le quarré construit sur

la droite entiers est égal ariar quarrés formés

suries deum segmens et au double rectangle
compris sous ces Jeux segments.

Que la droite AB (fig. .50) soit partagéead’une-

manière quelconque au point C l: je Édis que le:
quarré construit sur AB est. égal auxquarrés

construits sur AG,. CB , et1a11 :doubledu rec-
tangle compris sou’s- les segmenstAC ,ïCBa- s

, Construisez quarré ADEB sur la droite ABt
’ (.prop.’46. 1) , conduisez "la droitelBD; par-le;

point C conduisez la droite GGFIparalle’le ànl’une

ou à l’autre des droites AD , IBEt(prop.’ 51 . r) ,

et par le point Q conduisez la droite HK paral-
lèle à l’une ou à l’autre-dos droites AIE 1 BE.. a

Puisque la droite CF est parallèle à la droite?
AD’, et que la droite BD tombe sur. ces deux
droites, l’angle extérieur BGC sera écala l’an-l

gle intérieur et opposé ADB prop. 29. 1) ; mais:
l’angle ADB est égal à l’angle ABD (prop. 5’: la);

parce que le côté BIA est égal au côté AD; donc

l’angle C est égal à l’angle GBC: donc le
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se I atriums-su?
côtéBC est égal au côté prop. 6. 1 ); mais -
le côté CB est égal au côté GK (prop. 54. I) , et

le côté CG égal. au côté BK: donc le côté GK

est égal au côté GC adonc le quadrilatère CGKB

est équilatère. e dis de plus qu’il est. rectan-
gle; car puisque la" droite CF est. parallèle à la
droite BK,let que la droite CB tombe sur ces
deux drOites , les angles KB C , GCB. sont égaux
à deux droites (prop. 29. 1); mais l’angle’KBC

est droit (défi 50.1) : donc l’angle GCB est
droit aussi : donc les angles opposés CGK,
GKBser’ont encore droits Qsprop. 54. r) : douci
le quadrilatère C’GKB est rectangle. Mais on a
démontréqu’il- étoit équilatère; donc ce qua-J

drilatère est un quarré -, et» ce quarré est cons-
tr’uitsqur la droite BC.’ Par la même raison le:

quadrilatère HIFï est encore untï’r’iuaiiré qui est

construit sur HG , c’est-adire sur AC. Donc1HF, t
C.K.:sont deux quarrés construits sur AC ,”CB’;t n

et puisque ’le rectangle ’A G’ estégal au’rectan’gle

GE (magasin ,-,et que ce rectangle AG est
compris sous les droites AC, CE; GC étant égal-
a CB ,-.le rectanglerGE sera égal à un rectangle .

quiest compris sous les droitesAC , CB :vdonc
les rectangles ïAG; GE- Sont tégauxr.au double-
du rectangle qui t’estgcomp’ris sous les droites

AG,-:08; mais -1essquarrés EF,-i CE; sont cons-



                                                                     

’D’EUCLID’E. 8:"
.truits sur les droites AC , CB : donc les quatre
figures HF ,VC K, AG, GE sont égales aux.
quarrés construits sur AC , CB et au double du
rectangle compris sous les droites Ac; CB;
mais les quatre figures HF, C K, AG, GE com-
posent toute la figure ADEB qui est le quarré
construit sur AB; donc le quarré construit sur.
AB est égal aux quarrés construits sur AC , CB ,

et au double du rectangle compris sous lesz

droites AC, CB. - "’i Donc si une droite est partagée d’une ma-.
nière quelconque,’le quarré de la droite en-
tière est égal au quarré des segmens et au
double du rectangle compris sous ces segmens;

ce qu’il falloit démontrer. ’"

AUTREMENT.
Je dis que le quarré construit sur la droite

AB est égal aux quarrés construits sur AC , CB

et au double du rectangle compris sous AC, CB.
En effet , puisque dans la même figure le

côté BA est égal au côté AD , l’angle ABD sera

égal à l’angle ADB (prop. 5. I ); et comme les

trois angles d’un triangle quelconque sont égaux

à deux droites (prop. 52. 1 ) , les trois angles
AB D , ADIB , B A Dt du triangle AB D seront
égaux à deux droits. Mais d’angle B A D est

F



                                                                     

sa É L É M a N s l
droit donc lesdeux autres, angles ABD, ADB’

’ sont égaux sur; angle droit; or. ces deux angles
sont égaux entr’eux : donc chacun des angles-
ABD, AD’B est égal à la’moitié d’un angle.

droit. Mais l’angle BCqust droit , car il eSt égal
à l’angle. intérieur et opposé .BAD : donc l’an-.

gle restant CGB est la moitié d’un angle droit;», .

donc l’angle CGB est égal à l’angle CBG :1 donc

le côté BC est égal au côté CG (prop. 54. r);
mais CB’est égal à KG, et CG. égal aussi à BK

(prop. I.) : donc .le quadrilatère. CK est
équilatère; mais il a un angle droit : donc ce
quadrilatère est un.quarré , et ce quarré est cons-

truit sur le segment CB. Le quadrilatère HF
est un quarré , par la même raison, et ce quarré

est construitxsur le segment AC : donc les qua-
drilatères CK, HF sont deux quarrés, et ces
deuxïquarrés sent, construits sur les segmens .
AC ,. CB. De plus, puisque le rectangle AG est
égal au rectangle EG prop. 51 . I ) , et que le
rectangle AG est .compris sous les droites AC ,
CB, car la droite CG. est égale à la droite CB ,-

le rectangle EG est égal au rectangle compris
sous les droites AC , CB : donc les rectangles
, GE sont égaux au double du rectangle qui
seroit compris sous les droites AC, CB, mais les
quarrés C K, HF sont égaux’à Ceux qui seroient



                                                                     

marronnois. 85construits sur les segmens AC ,À CB : donc les
quatre figures CK, HF,. AG, GE sont égales
aux quarrés construits sur les segmens AC,  ,
CB , et au double du rectangle compris sous
ces mêmes segmens. Mais les figures CR, HF,
AG , GE composent toute la» figure AE qui est
le quarré construit sur AB.

Donc le quarré. formé sur la droite AB est
égal aux quarrés formés sur les droites’AC,

ÇB, et au double du rectangle compris sous
les mêmesdroites AC , GB.; ce qu’il falloit dé- t

* montrer. A ’COROLLAIRE.
Il suit de là que , dans les quarrés , les pa’rallé- l.

logrammes qui sont autour de la diagofiale sont
toujours des quarrés.
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l’x’PRIOPOSITIONVV,

.. - .- THÉORÈME.
Si une droite est coupée en deux parties éga’les:

"et en deux parties inégales, le rectangle com-
I pristous les deux segmens inégaux de la droite

entière avec le quarré de la droite qui est placée

entre les points de section , est égal au, quarré’de

la moitié de cette droite.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 51) soit
coupée en deux parties égales au point C et en
deux parties inégales au point D : je dis que le
rectangle compris Sous les droites AD , DE ,
aVec le quarré construit sur CD, est égal au
quarré construit sur GB.

Sur la droite BC construisez le quarré C E F B

( prop. 46. 1, et conduisez la droite BE; par le
point D conduisez la droite DHG parallèle à l’une

ou à l’antre des droites CE, BF (prop. 51 . I );
par le point H conduisez la droite KLM paral-
lèle à l’une ou à l’autre des droites CB , EF,

et enfin par le point A conduisez la droite AB.
parallèle à l’une ou l’autre des droites CL, B M.

Puisque le complément CH est égal au com-

plément HF (prop. I) , si nous ajoutons à
chacun de ces complémens le quarré DM , le
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rectangle total CM sera égal au rectangle total
DF; mais le rectangle CM est égal au rectan-
gle AL (prop.t56.r1), puisque la droite AC est
égale à la droite CE : donc le rectangle AL est
égal au rectangle DF; donc si nous’ajoutons
le rectangle CH à-chacun de ces deux rectan-
gles , le rectangle total AH sera égal aux rectan-
gles DF, DL; mais le rectangle AH est com--
pris sous les droites AD , DE , puisque la droite
DH est égale à la droite DE; or les rectangles
FD, DL forment le gnOmOn NOP : donc le
gnomon NOP est égal au rectangle compris
sous les droites AD , DE; donc si nous ajoutons
à chacune de ces deux quantités le quarré LG
qui est’égal au quarré de C D (corol. 4. 2) , le

gnomon NOP et le quarré LH seront égaux au

rectangle compris sous les droites AD , DE , et
au quarré construit sur CD; mais le gnomon
N OP et le quarré LG forment tout le quarré
CEFB qui est construit sur CE : donc le rec-
tangle compris sous AD , DE , avec le quarré
construit sur CD? est égal au quarré construit

sur CB. , ’ "Donc si-une droite est coupée en deux par-
ties égales et en deux parties inégales , le rec-
tangle compris sous les deux segmens inégaux
de la droite totale avec le quarré de la droite

5
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: Ï’q’ui’est placée entre les deux points de section ,

est égal au quarré de la moitié de cette droite;

ce. qu’il-falloit démontrer." z r Ï t

3PROPOSVITION V1.
T u É o a in M’ n.

Si une ligne droite est coupée en deurparties égales,

et si on lui ajoute. directement une droite quel-
conque, le rectangle compris sans une droite
composée de la première droite et de la droite
ajoutée, et sous la droite ajoutée, avec le quarré

de la moitié de la première ligne droite, est égal

au quarré d’une droite composée de la moitié de

la première ligne droite et de la droite ajoutée.

Qu’une ligne droite quelconque AB fig. 52)
soit coupée en deux parties égales au point C;
qu’on lui ajoute directement une droite quel-
conque B D- : je dis que le rectangle. compris
sous AD, DB,”avec le quarré de la droite CE,

est égal au quarré de CD. t A
Sur la droite CD décrivez le quarré CEFD

(prop. 46. I ) ;’ conduisez la droite DE; par le
point B conduisez la droite BHG parallèle à l’une I

ou à l’autre des-droitesCE , DF prop. 51. I);
’ ’ par le point H condui5ez la droite KLM parallèle

àl’une Ou à l’autre desdroites AD , EF, et enfin
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par le point conduisez la droite tharallele

l I à l’une: outà’l’aùtre des droites CL, DM.

Puisque la droite AC est égale à la droite
CE , le rectangle AL sera égal au rectangle CH

i - prop. 56. i); mais le rectangle CH Iestégal’au

rectangle prop. 45. 1) : donc’le rectangle
AL sera égal au rectangle HF’; donc si nous
ajoutons à chacun de ces rectangles le rectangle
CM , le rectangle total AM Sera égal au gnomon

NOP; mais le rectangle AM est compris sous
les droites AD, DE , car DM est égal à DE
(corrol. 4. 2) ; donc le gnomon N’OP est égal

à un rectangle qui est compris sous les droites
AD, DE; donc si nous ajoutons achacune de
ces deux quantités le quarré LG qui est égal a

quarré construit sur CE , le rectangle compris
sous les droites AD, DE avec le quarré cons-
truit sur BC sera égal au gnomon NPO et au
’quarré LG. Mais le gnomon NPO et le quarré

LG composent le quarré total CEFD qui est
construit sur CD : donc le rectangle icOmp’ris

sous AD, DE avec le quarré construitzsurlBC
est égal au’quarré construit sur CD. l A A

Donc si une ligne droite est coupée en deux
parties égalesz et si on lui ajoute directement

’ une droite quelconque, le rectangle compris
L sous une droite composée’de la,preniiëre’ïfigne

4
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droiteet de la droite ajoutée , et sous la droite
ajoutée , avec le quarré de la moitié de la pre-
mière ligne droite,-. eSt égal au quarré d’une

droite composée de la moitié de la première-
lignegdroite et de la droite ajoutée; ce qu’il

falloit. démontrer. -
PROPOSITION vu.

THÉORÈME.

Si une droite est partagée en deux parties d’une

manière quelconque, le quarré deila droite en-
tière et le quarré de l’un de ses segmens égalent

le double du rectangle compris sans la droite
entière et ce segment et le. quarré de l’autre

segment.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 55) soit
partagéed’une manière quelconque au point ’C :

je dis que le quarré de AB et le quarré de BC
sont égaux au double du. rectangle compris sous

AB, BC , et au quarré de AC,
I Sur AB décrivez le quarré ADEB (prop. 46. 1)

et construisez la figure. .
t Puisque lerectangle AG est égal au rectan-
gle.GE (prop..45. I ) , si nous ajoutons à l’un
pt l’autre le quarré CF , le rectangle AF sera
égalfaurectangleCE : donc les rectangles AF,
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CE sont doubles. du rectangle AF; mais les
rectangles AF , C En composent le gnomon
KLM et le quarré CF : donc legnomon KLM
et le quarré C F sont doubles du rectangle AF 5
mais le double du rectangle compris sous les
droites AB ,v BC est double du rectangle AF, car:
la droite BF est égale à la droite BC (cor. 4. a):

donc le gnomon KLM et le quarré CF sont
égaux au rectangle compris sous les droites
AB, BC; dOnc si nous ajoutons à ces quantités
le quarré HN , qui est construit sur la droite AC ,

le gnomon KLM et les quarrés CF, HN seront
égaux au double du rectangle compris sous AB,
BC , et au quarré de AC; mais le gnomon KLM
et les quarrés CF, HN forment le quarré total
ADEB et le quarré CF qui sont construits sur
AB, BC : donc les quarrés de AB et de BC
sont égaux au double du rectangle compris sous
AB , BC , et au quarré de AC.

Donc si une droite est partagée en deux
parties d’une manière quelconque , le quarré

de la droite entière et le quarré de l’un de ses

segmens sont égaux au double du rectangle
compris sous la droite entière et ce. segment ’,,
et au quarré de l’autre segment; ce qu’il falloit

démontrer.
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I THÉORÈME. il
Si une droite est partagée en deux parties d’une

manière quelconque, le quadruple du, rectangle
compris sous. la. droite entière et un de ses seg-
men’s, avec le quarré de l’autre segment, est égal

au quarré construit sur la droite entière etIle
premier segment, considérés comme ne formant
qu’une seule droite.

y Que la droite A3 (fig. 54) soit partagée en
deux parties d’une manière quelconque au
point C : je ’dis que le quadruple du rectangle

’ Compris sous les droites AB , BC avec le quarré

de AC , est égal au quarré construit sur les
droites AB, BC, considérées comme ne for-
mant qu’une seule droite. ’

Prolongez la droite’DB dans la direction de
AB; faites BD égal à CB; décrirez sur ADA le

(marré AEFD (-prop.46. 2), et construisez une

double figure. a 4Puisque la droite CB est égale à la droite
BD, et que la droite CE est égale à la droite
GK (prop. I )-, et la droite BD égale aussi
à la droite KN , la droite GIS sera égale à la
droite KN; la droite QR est égale à la droite
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RP par la même raison. Puisque CB est égal

-"à BD,-’et G’K’égalsà KN, le rectangle CK sera

égal au rectangle BN , et le rectangle GR égal
"au rectangle. KP (prop. 56. 1); mais le rectangle
C’K est égal au rectangle EN (prop. 45. 1), car
ils’sont les complémens du parallélogramme (1P :

donc le rectangle BN est égal au rectangle GR r

donc les quatre rectangles BN, KG, GR, EN
sont égaux cntr’cux: donc ils sont le quadruple

’ du rectangle C K. De plus , puisque CB est égal
à BD et que BD est égal à BIS, c’est-à-dire à

CG 54. 1 ) , et CB égal à GK, c’est-à-dirè à

GQ,lla droite CG sera égale à. la droite GQ;
or QR est égal à RP : donc le rectangle AG
"est égal au rectangle MQ ( prop. 56. I), et
le rectangle QL égal au rectangle RF ;* mais
le rectangle M est égal au rectangle QL
( prop. 45. 1’) , puisqu’ils sont les complémens

.du parallélôgramme ML : donc les rectangles
AC ; RF sont égaux : doucies quatre rectangles
AG, MQ, QL, RF sont égaux entr’eux 5’ et

sont par conséquent quadruples du rectangle
AG. Mais on a démOntré que les quatre quarrés

C K ,i BN’, GR , EN , étoient quadruples du
quarré CR: doucies huit figures qui compo-
’sent le gnomon STV sont quadruples du rec-
tangle A K , et puisque ’ le rectangle A K est
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compris sous les droites AB, BD ;r car BK est

’ égal à BD (cor.4.2) , le quadruple du rec-
tangle AK sera compris sous les droites AB ,
BD; mais il a été démontré que le gnomon

STV est quadruple du rectangle AK; donc le
rectangle qui est compris sous lesdroites AB ,’
B D est égal’au gnomon STV; donc si nous ajou-

tons à ces quantités égales le quarré OH qui est

égal au quarré de AC (cor. 4. a) , le quadruple
du rectangle compris sous les droites AB , BD,-
et le quarré de AC seront égaux au gnomon
STV et au quarré OH; mais le gnomon STV
et le quarré OH comprennent tout. le quarré
AEFD qui est décrit sur AD: donc le qua-
druple du rectangle c0mpris sous les droites
AB, BC et le quarré de AC est égal au quarré.

construit sur les droites AB, BC considérées
comme ne faisant qu’une seule droite.

Donc si une droite est partagée en deux par-
ties égales d’une manière quelconque; le qua-

druple du rectangle compris sous la droite en-
tière et un de ses segmens et le quarré de l’autre

segment, sont égaux au quarré construit sur la

droite entière et le premier segment, consi-
dérés camme ne formant qu’une seille droite;

ce qu’il falloit démontrer.



                                                                     

D’EUCLID a. 95’

.PROPOSITION 1X.
THÉORÈME.

Si une droite est partagée en deux parties égales

et en deux parties inégales, les quarrés des
segmens inégaux sont doubles du quarré de la.

Il moitié de cette droite et du quarré de la droite

interceptée entre les points de sectionr

Que la droite AB (fig. 55) soit partagée en
deux parties égales au point et en deux parp
tics inégales au point D : je dis que les quarrés

de AD, DE sont doubles des quarrés de AC ,

C D. ’Du point C conduisez une droite CE qui soit
perpendiculaire à la droite AB (prop. 1 1. 1);
faites la droite EC égale à l’une ou à l’autre des

droites AC , CB , et menez les droites EA, EB;
par le point D conduisez la droite DF parallèle
à la droite EC (prop. 51 . 1), et par le point F
conduisez la droite FG parallèle à la droite AB,

et menez la droite AF.
Puisque la droite AC est égale à la droite

C E , l’angle E AC, sera égal à l’angle AE C

(prop. 5. I ); et puisque l’angle ACE est droit ,
les angles AEC , EAC seront égaux à un angle

droit (prop. 52. 1); mais ces deux angles sont
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égaux entr’eux : donc chacun des angles AEC ,

EAC est la moitié d’un angle droit. Par la
même raison, chacun des angles CEB, EBC
est aussi la moitié d’un angle droit. : donc l’an-

gle total AEB est droit. Puisque l’angle CEF
est la moitié d’un angle droit et que l’angle
EGF est droit, car il est égal à l’angle intérieur

et opposé ECB’ ( prop. 29. I) , l’angle EFG

sera la moitié d’un angle droit: donc l’angle

CEF est égal à l’angle EFG : donc le côté EG

est égal au côté CF ( prop. 6. 1). De plus , puis-
que l’angle EBD est la moitié d’un angle droit,

et que l’angle FDB est droit , car il est égal «à

l’angle intérieur et opposé EGB, l’angle BFD

sera la moitié d’un angle droit : doncl’angle

FBD est égal à l’angle DFE: donc le côté DE

est égal au. côté DB (prop. 6. I). Puisque la
droite AC est égale à la droite .CE,’ le quarré

de AC. sera égal au quarré de CE adonc. les
quarrés de AC, CE sont doubles du quarré, 1
de AC; mais le quarré de EA est égal aux
quarrés de AC, CE" (prop. 47. I) , puis l’angle,

ACE est droit : donc le quarré de EA est l
double du quarré. de AC. De plus, puisque
EG est égal à GF et quevle quarré de EG. est
égal au quarré deGF, les quarrés de EG,.GF
seront doubles du quarré de GF; mais le quarré
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de E F est égal aux quarrés de EG , G F
(prop. 47. I ) : donc le quarré de EF est dou-
ble du quarré de GF; mais la droite GF est
égale à la droite CD (prop. 54. 1) adonc le
quarré EF est double du quarré de CD; mais
le quarré de AE est double du quarré de AC:
donc les quarrés de AE , EF sont doubles des
quarrés de AC , CD; or le quarré de .AF est
égal aux quarrés de AE , EF (prop. 47. I),
puisque l’angle AEF est droit: donc le quarré

de AF est double des quarrés de AC, CD;
mais les quarrés de AD, DF sont égaux au
quarré de AIF ( prop. 47. r), car l’angle ADgF

est droit: donc les quarrés de AD, DFisout
doubles des quarrés de AC, CD; or. la droite .
DF est égale à la droite DE : donc les quarrés
de AD, DE seront doubles des quarrés de AC,

CD. A. pDonc si une droite est partagée en deux
parties égales et en deux parties inégales , les
quarrés des deux segmens inégaux sont doubles
du quarré della moitié de cette droite: et du ,
quarré de la droite interceptée entre les "deux.
points de section; ce qu’il falloit démontrer.
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Pnorosi’rioufx.
THÉORÈME.

Si une ligne droite est coupée en deux parties
égales , et si on lui ajoute directement une
droite quelconque, le quarré d’une droite com-

posée de la ligne-droite entière et de la droite
ajoutée, et le quarré de la droite ajoutée, sont

Adoubles du quarré de la moitié de cette ligne
droite et du quarré d’une’droite composée de

la moitié de cette ligne droite et de la droite
ajoutée, comme ne faisant qu’une seule droite.

Que la droite .AB (fig. 56) soit partagée en
deux parties égales au point C ,v et qu’on lui

ajoute directement une droite quelconque B D:
je dis que les quarrés de AD, DB sont doubles
des quarrés de AC, CD.

Du point C conduisez la droite CE perpen-
diculaire sur AB ( prop. I I . I ); faites la droite
CErégale à l’une ou à l’autre des droites AC 5

CR;- menez les droites AE, EB; par le point
E conduisez la droite EF parallèle à la droite
AU, et par le point Diconduisez la droite DF
parallèle à la droite CF. Puisque la droite EF’

tombe sur les parallèles EC , FD, les angles CEF,
EFD sont égaux à deux droits ( prop. 29. 1) :
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donc les angles FEB , EFD sont moindres que. .
d’eux angles droits; or deux droites se .renconç

’trent quand elles sont prolongées à l’infini du

côté où elles forment deux angles moindres que

deux droits (ax. Il) : donc les droites EB,
FD, prolongées du côté BD , se rencontreront.
Prolongez ces droites, et supposons qu’elles se

rencontrent au point G; menez la droite AG.
Puisque la droite AC est. égale à la droite

CE , l’angle AEC sera égal à l’angle EAC

( prop. 5. I) ; or l’angle ACE est droit : donc
chacun des angles EAC, AEC est la moitié
d’un angle droit (prop. 52. I Par la même
raison, chacun des angles CEB, EBC est la
moitié d’un angle droit : donc l’angle AEB est

droit. Puisque l’angle EBC est la moitié d’un

angle droit, l’angle DBG est aussi la moitié
d’un angle droit (prOp. 15. I ). Mais l’angle
BDG est droit (prop. 29. I ) , car il est égal à
l’angle alterne DCE ’: donc l’angle DGB est la.

moitié d’un angle droit : donc l’angle DGB’est

égal à. l’angle DBG : donc le côté BD est égal

au côté GD (prop. 6. 1 De plus ,o puisque
l’angle EGF est la moitié d’un angle droit, et

que l’angle EFD est droit, car il est égal à l’an-

gle opposé ECD’ ( prop. I) , l’angle FEG
itié d’un angle droit : donc l’angle
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EGEseÎstiëgallàaIÎangle FEG. : donc le côté GF

est égal au..côté EF (prop.. 6. I ); et coinme.la
droite’xEC est égalevà la droite C A , le quarré de

est-îégal-au quarré (le AC : donc les quarrés

de EC3CA sont doubles du quarré de CA. Or
le quarré de-EA est égal aux quarrés de EC,
ÇA:( prop..;47.. 1) : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus ,. puisque la ’
droite GF est,égale1,à la droite EF, le quarré
IdenFGi est égal au quarré de FE: donc les
quarrés de FG, FE sont doubles du quarré de

A EF; or lequarré de EG est égal aux quarrés

f de«GF,*FE prop. 47.41) : donc le quarré de
:EG est. double du quarré de EF 5, mais la droite
.EF est égale a à. la droite CI) : donc le quarré

K de est double du quarré de CD ;v mais on
a démontré que le quarré de EA est double du
quarré de AC’: donc les quarrés de AE , EG

sont doublesides quarrés de AC , CD.; mais le
quarré de A.G est égal aux quarrés de AE , EG

. (’prop..47 . I) : donc le quarré de AG est double

des quarrés (le AC , CD. Or les quarrés de AD ,
D G sont égaux au quarré de AG (prop. 47a 1):

.doncles quarrés de AVD , DG sont doubles des
g «quarrés de AC , CD; mais la droite, DG est

; égale à’ladroiteiDB : donc les quarrés de AD,

-..DB sont doubles dès quarrés de AC, CD.
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Donc si une ligne droite est partagée en deux

parties égales, et si on lui ajoute directement
une droite quelconque , le quarré d’une droite
composée de la ligne droite entière et de la
droite ajoutée , et le quarré de la droite ajoutée;

sont doubles du quarré de la moitié de la ligne
droite et au quarré d’une droite composée de

la moitié de la ligne droite et de la droite
ajoutée comme ne faisant qu’une seule droite;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI.
PROBLÈME.

Partager une droite donnée de manière que le
. rectangle compris sous la droite entière et l’un
I de ses segmens , soit égal au quarré de l’autre

segment.

Soit AB 57) la droite donnée : faut
partager la droite. AB de manière que le rée-V-
tangle compris sous la droite entière et l’un de
ses segmens , soit égal au quarré de l’autre seg-

ment. - , gSur la droitelABvdécrivez le quarré ABDC
( pr0p.’46. 1 ), partagez la droite AC envdeux l
parties égales en E ( prop. Io. la) ,Aet menez la
droite BE 5’ ayant. prolongé ensuite la droite ÇA

2
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vers faites la droite EF égale à la droite BE
(prôp. 1),’décrivez sur AF le quarré FH,
et prolongez la droite GH vers K : je dis que
la droite AB’est partagée en H de manière que

le rectangle compris sous AB et BH est égal au
quarré de AH.

t Puisque la droite AC est coupée en deux
parties égales en E , si nous lui ajoutons directe-
ment la droite AF, le rectangle compris sous les
droites CF, FA et le quarré de AE, pris ensem-
ble, seront égaux au quarré de EF (prop. 6. 2);

mais la droite EF est égale à la droite EB :
donc le rectangle compris sous C F, FA et le
quarré de AE, pris ensemble, sont égaux au
quarré de EB; mais les quarrés de BA, AE
sont égaux au quarré de EB (prop. 47. 1) , car

l’angle BAE est droit; donc le rectangle com-
pris sous CF, FA avec le quarré de AE est égal

aux quarrés de BA, AE. Donc , si on retran-
che le quarré de AE qui est commun , le rec-
tangle compris sous CF, FA sera égal au quarré

de AB; mais le rectangle FK est compris sous
les droites CF, FA, puisque la droite AF est
égale tu droite FG, et le quarré de AB est
égal au quarré AD : donc le rectangle FK est
égal au quarré AD,: donc , si l’on (retranche le

rectanglecommun AK , le quarré F H sera égal
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au rectangle HD ;’ mais le rectangle HD est
compris sous les droites AB, BH, puisque A8
est égal à BD et que FH est le quarréde AH:

donc le rectangle compris sous AB, BH sera
égal au quarré de AH.

Donc la droite AB est coupée au point H , de
manière que le rectangle compris sous AB , EH
est égal au quarré de AH; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XII.’

THÉORÈME.

Dans lesltriangles obtusangles , le quarré du côté
opposé à l’angle obtus est égal aux quarres des

deuxcôte’s qui comprennent l’angle obtus , et

au double du rectangle compris sous le côté de
l’angle obtus qui est prolongé jusqu’à la ’per-

pendiculaire abaissée du sommet de l’angle
opposé et sous la droite interceptée entre la
perpendiculaire et le sommet de l’angle obtus.

Soit ABC ( fig. 58) un triangle obtus angle
dont l’angle BAC est obtus; du point Bcon-
duisez une perpendiculaire B D sur le côté pro-
longé CA: je dis que le quarré de BC est égal

aux quarrés de BA, AC , et au double du rec-
tangle compris sous les droites CA, AD.

Puisquela droite C D est coupe’e’d’une mat-

5
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niére quelconque au point A , le quarré de» CD

sera égal aux quarrés de CIA, AD, et au double

du rectangle compris sous les droites CA, Al)
(prop. 4. a): donc si on ajOute à ces quantités
égales le quarré de DE, les quarrés de C D, DE

seront égaux au): quarrés-de CA, AD, DE , et

au double du rectangle compris sous les droites
CA, Al); mais le quarré de CB est égal aux
quarrés de CD, DE. ( prop. 47. 1),. car l’angle
CDB est droit , et le quarré de AB est égal au];

quarrés de AD, DB : donc le quarré de CB est
égal aux quarrés de CA,lAB , et au double du
reCtangle compris sous les droites CA, AD.

Donc dans les triangles obtus angles le quarré
du côté opposé à l’angle obtus est égal aux

quarrés des deux côtés qui comprennent l’an--

gle obtus et au double du rectangle compris
sous-lie côté de l’angle obtus qui est prolongé

jusqu’à la perpendiculaire abaissée du sommet

de l’an-gle opposé et sous la droite interceptée

entre la perpendiculaire et le sommet de l’angle

obtus; ce qu’il falloit démontrer. ’
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I’* . la ... .I - -- 1 Unne djuzz voûté.Dans les triangles qeutangles, laqua
’ l unianale a’ u. est é alu a ’é

q des qui; compteraient gcet angleiazgu moms
le double du rectangle compris sans. le,côté de

l’angle aigu, sur lequel tombe gla,.perpençlicuè

. l; .5 q. , . hmigre, gênante du. sommet de lqrzgle’oppose, et

-:4, . v .
sans la droite interceptéeyentre cet grzglegrgu

HgçïlçzxHerpentâzçtçlanre. 4 .’ . ,.

-:::Soit;.le triangle acutangle iAB fie: 591) dont
llàngle Bi est aiguÂ ;’ du point; «Ai Conduiseï sur la

droite BC ila"perpendiculaire’AïD ï: je disque
le quarré de AC égale’les quarrés SdeiCiB5iBtA; l i fi

moins le double du rectangle compris lisonsïles

droites CE, BD. . . . W" ..
Puisque la droite CE est coupée; densém-

nière quelconque au point D , les quarrésï’dé

CB , B D seront égaux au double du rectangle I
compris sous les droites CB , BD, et au quarré
de DC (prop. 7. 2) : donc si nous ajoutons à
ces quantités égales le quarré de AD , les quarrés

de CB, BD, DA seront égaux au double du
rectangle compris sous les droites CB, BD, et
aux quarrés de AD , DG; mais le quarré de A3

4
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est égal au; quarrés de,l3D, DA ( prop..47. r) ,"
car l’angle AnDB’est’droit’, et le quarré de AC

est égal aux quarrés deA’ D, DG : donc les
quarrés de CB , BA sont égaux au quarré de "AC

étau” rectangle compris Sous les droites C’B,

’:’donc le quarré deAC égale les quarrés
’de’C’B, BA,’moins le double du rectangle com-

pris’sous CBL, BD. I I 1 4
Donc. dans les triangles acutangles le quarré

d’un côté’ opposé’à un angle aigu est égal au

quarré des deux” autres côtés qui compren-

nent l’angle aigu moins le double du rectan-
gle compris. sous le côté de l’angle: aigù,;sur

lequel. tombe .la perpendiculaire habaisséejdü
sommet de l’angle opposé et sous la droite’tin-

tercepte’eentre. la perpendiculaire et cet angle

.. (a). Cette proposition [est encore vraie, lors même,
qué.l’angle;A. est droit ou obtus; ., 4 -
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PROPOSITION) Xiv.
WIPROBLÈHMIIE.’ l

-- I I i À qConstruire un quarre egal a une figure rectzlzgne
donnée.

Soit A (fig. 60) la figure rectiligne donnée :
il faut construire un quarré qui soit égal à cette

figure. i
Construisez un rectangle BD égal a: la figure

rectiligne donnée A ( prop. 45. I). Si le côté BE
étoitr’égal au côté ED, on auroit déjà fait ce

qu’on proposoit, car le quarré BD auroit été

construit égal à la figure rectiligne A. Si jean
contraire, l’un des côtés BE , ED est plus grand

que l’autre, et si le côté BE est leplusgrand,

prolongez-le vers F, et faites .EF égal à ED
(prop. 5. 1); ayant ensuite partagé la droite F B
en deux parties égales au point G, du point G
et avec un intervalle égal à l’une ou à l’autre

des droites GB, GF, décrivez la demi-circon-
férence BHF (dem. 5 ) , prolongez D E jusqu’en

H, et menez la droite GH.
Puisque la droite BF est partagée en deux

parties égales, au point G et en deux parties
inégales au point E , le rectangle compris sous
les droites BE , E F et le quarré de EG , seront-
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, égaux au quarré de GF’.(prop. 5.. a); mais la

droite GF est égale 7a la droite :*donc le
rectangle compris sous les. droites BE , EF et
ledquarré de EG seront égaux au quarré de
GI’Î; mais les quarrés de HE , CE sont égaux

au quarré de GH (prop. 47. 1 ) : donc le rec-
tangle. compris sous les.droites BE, EF et le
quarré deGE, pris ensemble , Sont. égaux aux
quarrés de HIE, GE : donc , si nous retranchons
lezquarréj. commun GE , le rectangle-compris
mus-les. droites BE , EF sera égal au quarré de
EH ;;.’mais 31e rectangle compris sous les-droites

BE ,l’estïle-parallélogramme BD , puisque
lagdroite’ EF est: égale à. la droite ED :’ donc le

parallélogramme .BD est égalgauiq’uarré. de HE;

orle parallélOgrammeÎB D. eSt égal , par cons-

truction ,I a la figure rectiligne A :« donc la figure
rectiligne Aiest égale au quarré: construit sur

la droite .:.-’ . I Ï -.. -:
(Donc. le quarré s conStruit surxtla droite EH

estégalvàila figure rectiligne. donnée A 5’ ce qu’il

-falloit,faire. - guai : , A a - ’
4 n a

’Î’ililz

dans: ou sncortn [LIV’RIL
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"L I V RE Il I;

DÉFINITIONS.

1. LES cercles égaux sont ceux dont les: dia-
mètres sont égaux, ou ceux dont les droites
menées des centres aux circonférences sont
égales.

2. Une droite qui touchant le cercle et qui
étant prolongée ne le coupe point, est appélée

tangentedu cercle. "A W
5. Les cercles qui se touchant ne se cou-

pent point, sont appelés cercles rangeur. I
4. Dans le cercle on. dit quelles droitessont

également éloignées du centre , lorsque les per-

pendiculaires. menées dua’centre sur ces droites
sont égales.

5. On dit qu’une droite est plus éloignée du

centre lorsque la perpendiculaire qui tombe sur

elle est plus grande. i -- M i ; t l
6. Un segment de cercle ’est une figure qui

est comprise entre une droite et la cirCOnfél-
rance du cercle.
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7. L’angle du segment est celui qui est com-

pris par une droite et la circonférence du cercIe.

Unangle est dans le segment, lorsque l’on
prend un point quelconque dans la circonfé-
rence du segment , et que l’on conduit de ce
pointdeux lignes droites aux extrémités de la
droite qui est la base du segment; l’angle est
compris par les deux lignes droites qui. ont été
menéesid’un point de la circbnférence.

g. Mais lorsque les droites qui comprennent
l’angle embrassent une portion de la circonfé-

rence, cet angle est dit appuyé sur la circon-

férence. . ’ i . .
agio. Un secteurZ de cercle est une figure com-

prise entre deux rayons qui font un angle au
centre et la portion de la circonférence qu’em-

brassent, ces deux rayons.
il . Les segmens des cercles sont-semblables,

lorsqu’ils reçoivent des angles égaux ou lorsque

les’angles qu’ils contiennent sont égaux entre

eux (1).

(1) Une droite menée du centre à la circonférence
se nomme rayon. Une droite menée d’un point de la
circonférence à une-autre, se nomme corde. On nomme
arc une portion de lacirconférence.
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PROPOSITION PREMÎÈRE.

r a o n LË M E.

Trouver le centre d’un cercle donné.

Soit ABC (fig. 61 ) le cercle donné : il faut .

trouver le centre du cercle ABC. a
Conduisez dans le cercle une droite.quel-

conque AB , partagez-la en deux parties égales
au point D (prop. Io. 1); du point D élevez une
perpendiculaire DC sur AB (prop. I I . I ) , pro-
longez la droite DC jusqu’en E, et partagez CE
en deux parties égales au point F : je dis que le
point F est le centre du cercle AB C. I

Car supposons que le point F ne le soit pas ,
et que ce soit le point G , si cela est possible.
Conduisez les droites GA , G D , GB. Puisque
la droite AD est égale à la droite DE et que la
droite DG est commune , les deux droites AD,
DG seront égales aux deux droites DB , DG,
chacune à chacune ; mais la base GA est égale

à la base GB , puisque ce sont deux droites
menées du Centre à la circonférence (défi 1 5 . I ):

donc l’angle ADG est égal à l’angle G DB

(prop. 8. I ); mais lorsqu’une droite tombant
sur une autre droite fait avec elle les angles de
suite égaux ,. chacun de ces angles égaux est
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droit (définie; I donc l’angle’GDB est droit;

mais l’angle FDB est droit aussi : donc l’angle
FDB est égal à l’angle GDB; c’est-à-dire que

le plusgrand est égalau plus petit, ce qui est
impossible : donc le point G n’est pas le centre
du cercle ABC. On démontrera de la même
manière que tout. autre point , excepté le point

F, n’est pas le centre du cercle. 1
Donc le point F est le centre du cercle.

COROLLAIRE.
. De là il suit évidemment que si dans un cer-

cle une droite en coupe une autre en deux

a. , aparties egales en faisant avec elle deux angles
droits, le centre du cercle est placé dans la
droite sécante.

PROP’O SITION Il.
T’H É o n È M a.

Si l’on prend deux points quelconques dans la
circonférence d’un cercle, la droite qui joint ces

. Jeux points tombera dans le cercle.

Soit le cercle ABC ( fig. 62) g qu’on prenne

deux points quelcanues A , B , dans lacircon-
férence de ce cercle : je dis que la droite qui
est menée du point A au point B , tombe dans

le cercle; " a; * s
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Si cette droite ne tombe pas dans le cercle,

supposons , s’il est possible, qu’elle tombe en

dehors, en AFB par exemple; cherchez le cen-
tre cercle ABC (prop. I . 5) , supposons que
D soit ce centre ; menez les rayons AD , DE ,
et prolongez DF jusqu’en E.

Puisque la droite DA est égale à la droite DE,
l’angle DAE sera égala l’angle DBE (prop. 5. I);

et puisque l’on a prolongé un côté AEB du

triangle, DAE , l’angle DEB sera plus grand que
’ l’angle DAE (prOp. 16. I ); mais l’angle DAE

est égal à l’angle DBE : donc l’angle DEB est plus

grand que l’angle DBE; mais le plus grand côté

est opposé à un plus grand angle ( prop. 1 8. I) :
donc la droite DE est plus grande que la droite
DE; mais la droite DF, est égale à la droite DE:

donc la droite DF est plus grande que la droite
DE; c’est-à-dire que la plus petite surpasse la
plus grande, ce qui est impossible : donc la droite
menée du point A au point B ne tombepas hors
du cercle. Nous démontrerons de la même ma-
nière qu’elle ne tombe pas dans la circonfé-

rence : donc elle tombe en-dedans du cercle.
Donc si l’on prend deux points quelconques

de la circonférence , la droite qui joint ces
deux points tombe cri-dedans du cercle; ce
qu’il falloit démontrer. ’
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PROPOSITION 111.
’Tnnonn’mtn.

Si dans un cercle une droite qui passe par le centre
coupe en deum parties égales une droite qui ne

passe pas par le centre, la première droite cou-
. perd la seconde à angles droits ; et si la pre-

mière coupe la seconde à. angles droits, elle la
coupera en deux parties égales. .

Soit le cercle ABC fig. 65) ; supposons que
la droite C D menée dans le cercle par le centre

coupe la droite AB, qui ne paSse pas par le
centre, en deux parties égales au point F : je
dis que la première droite coupe la seconde à

angles droits. i
Cherchez le centre du cercle AEC(prop. I . 5);

supposons que son centre soit le point E , con-
duisez les droites EA, EB.

. Puisque la droite AF est égale à la droite
FB et quela droite F E est commune , les deux
droites AF, FF sont égales aux deux droites
FB , FE; mais la base EAest égale à la base
EB : donc l’angle AFE sera. égal à l’angle BFE

(prop. 8. I ); mais lorsqu’une droite tombant
sur une 1 autre .droite..fait les angles de. suite
égaux entr’eux , chacun de ces angles est-droit:
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donc chacun des angles AFE, BFE’ est droit:
donc la droite CD , menée par. le centre et cou-
pant en deux parties égales la droite AB qui ne
passe pas par le centre, coupe la droite AB à

angles droits. I vSi la droite C D coupe la droite AB à angles
droits , je dis qu’elle la coupe aussi en deux
parties égales , c’est-,à-dire que la droite AF est

égale Ïà la droite FB.

Faites la même construction ; puisque la
droite EA est égale à la droite EB , l’angle
EAF sera égal à l’angle EBF (prop.5.,1);
mais l’angle [droit AFE est égal à l’angle droit

BFE : donc les deux triangles EAF, EBF
auront deux angles égaux à deux angles , chacun
à chacun, et un côté égal à un côté , c’est-à-dire

un côté commun qui est opposé à un des angles.

égaux : donc ces deux triangles auront les autres
côtés égaux aux autres côtés (prop. 26. 1) :

donc la droite AF est égale a la droite EF.
Donc si dans un cercle une droite qui passe

par le centre coupe en deux parties égales une
autre droite qui ne passe pas par le centre,
la première coupera la seconde à angles droits;
et si la première coupe la seconde à angles
droits , elle la coupera en deux parties égales;
ce qu’il falloit démontrer. ’

Il
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Si dans un cercle Jeux droites qui ne passent-
, A. point par le centrera-coupent, elles ne se cou-

peront point en. deum parties égales.

Soit lecercle ABCD fig. , et supp’OSons
que les deux droites AC , BD, qui ne sont point
conduites par le centre, se coupent. mutuelle-
ment au point E ç je dis qu’elles ne se coupent
point en deux parties égales. ’ A A

Supposons:,.s’il est pOssible, qu’elles se ocu-

peut en deux parties égales ,Ide manière que AE
soit égal à EC et DE égal a; ED : prenez le
centre du cercle ABCD , et supposons que son
centre soit le point F; menez FE.

Puisque la droite FE, conduite par le centre,
coupe en deux parties égales la droite’JA’C qui

n’est point conduite par le centre , la première
coupera la seCOnde à angles droits ( prop. 5. 5) :
rdonc l’angle FEA est. droit. De plus , puisque

la droite FE coupe en deux parties égales la
droite BD qui -n’estlpas conduite par le centre ,
la première coupera la seconde à anglesl’droits:

donc l’angle FEB est droit. Maison a démon-
tré que l’angle FEA est droit. aussi : donc l’an-
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gleÏFEA’ est égal à l’angle FEB); c’est-à-dirè

que le plus’petit eSt égal au plus grand, ce qui

estimpossible :’ donc les droites AC , BD ne
se coupent» point en deux parties égales.

Donc si dans un cercle deux droites qui ne
sont point conduites par le centre se coupent
mutuellement , elles ne se couperont point en
deux parties égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V.
THÉORÈME.

Si deum cercles se coupent mutuellement, ils
n’auront pas le même centre.

Que les deux cercles ABC , CDG (fig. 65
Se coupent mutuellement aux deux points B , C .:v
je dis qu’ils n’auront pas le même centre.

Supposons , s’il est possible, qu’ils aient le

même centre et que ce centre soit le point E;
laprès lavoir conduit la droite EC , conduisez la
droite EFG d’une manière quelconque. Î ’

Puisque le point E est le centre du cercle
ABC., la droite EC sera égale à la droite EF
(défi I5. I De plus, puiscjue’le’point-E est

le centre du cercle CDG ,la droite EC sera
égale à la droite EG. Mais on a démontré que

la droite EC est égale à la droite ET :’ donc la

a
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droite ’EF est égale à la droite EG; c’est-àâdire

ipœ’la plus petite est égale à la plus. grande ,

ce est impossible. Donc le point E n’est
pas le centre des cercles ABC , CDG.

Donc si deux cercles se coupent mutuelle-
ment , ils n’auront pas le même centre; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION VI.
THÉORÈME.

Si deux cercles se touchent intérieùrement, ils
i ’ n’auront pas le même centre.

Que les deux Cercles ABC , CDE’ (fig. 66)

Se touchent intérieurement au point C : je dis
qu’ils n’auront pas le même centre.

Supposons que cela se puisse et que leur centre
soit le point F; après avoir conduit la droite

’ FC, conduisez d’une manière quelconque la

droite FEB.
Puisque le point F est le centre du cercle.

ABC, la droite FC est égale à la droite FB.
De plus , puisque le point F est le centre du
Cercle ODE, la droite FC est égale à la droite
FB. Mais on a-démontré que la droite FC est,
égale ’à la droite FB : donc la droite FE est
régale’à la droite FB; c’est-à-dire que la plus
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petite est égale à la plus ïëande ,u ce :est
impossible : donc le point F n’est point le» centre

des Cercles ABC , CDE. . .
r Donc si deux cercles setouchent’intérieure-

ment ’, ils n’auront pas le même centre;- ce qu’il

falloit démontrer. ; I l un;
PROPOSITION Vif.

D

THÉORÈME.

Si dans le diamètre d’un cercle on prend un point"

quelconque qui ne soit pas, le centre de ce cer-
cle , et si de ce point on conduit des droites à
la circonférence, la plus grande sera celle qui

passera par le centre, et la plus petite sera le
reste du diamètre; quant aux autres droites,
celle qui sera plus proche de celle qui passe par
le centre sera l plus grande que celle qui en est
plus éloignée; et enfin du même point on ne peut

conduire de part et d’autre de la plus petite que
deux droites qui soient égales.

Soit le cercle. ABCD (fig. 67), que AD soit
son diamètre , prenez un point quelconque F
ne soit pas le centre de ce cercle , que. le centre
du cercle soit le point E; du point F coudai-I
sez à la circonférence. ABCD les-droites FB,
FC , FG: je dis que la droite FA est la plus

5



                                                                     

r18 É.M E sa
grande, que lazdmite FD. est-la plus petite, et
que parmi les autres la droite FB est plus grande A

que la droite FC, et que la droite FG est plus
grandel-quesla droite EG.. » , i"

’ Conduisez les droitesî BE , (3E , GEL.

Puisque deux côtés d’un triangle sent plus

grands que le côté restantçprop. 21. I ), les
droites ’ÈÈ ; EF seront plus grandes que la
droite BF; mais la droite AE est égale à la
droite B : donc les droites BE , EF sont égales
aliénât-débite" A-F’ :6 donc la droite A’F estplus

grande qu”ela droite BFZ De "plus 7L-puisqllie la
ldrôitë’BiÈ test égale ’à la droite CE’et que la

droiteliEF est Commune, les deux droites DE ,
’ÈF’sOntÉgÏàles aux. deux droites CE, IEF; mais

’l’aii’glèi’BlEF’est plus grand ’que l’angle CEF :

donc l’ai-liage B F estplus grande que lai base C F
Ï prôpî’iillfi’il)’; par la intimieyr’nison la hase CF

.è’SËip’liiisi’gi-iiiide due’la’liase FGJ . Î

i phis",x puisque les ÎdrOitesthF; FE sont
plus grandes quelle droite EG; et que droite
’EG est égale ale droite ED’,’ les droites GF, FE

seront plusrgrandes que la droite .ED z donc si
*on:’retranchp la droite communeiEaFfla droite
restante GEiser’a plus grande que la droiteres-
teinte F D :ïdon’c la droite FA eStvla plus grandet,

’etïladroitewFD la plus petite : donc la droite’F B
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est plus grande que la droite FC, et la droitevFG-l

plus grande que? la droite FG. . ,
ï Je dis aussi que du point F, on ne peut con-t

(luire à la circonférence ABCD, de part et d’autre

de la plus petite F D , que’deux droites égales 5

car sur la drOite EAF-et au; point donné-2E pris;
sur nette droite construisez 1’ angle F EH. (id-gal:-

à l’angle GEF (prop. 25; I) , et conduisez la.
droite FH. Puisque la droite GE est égale à la
droite EH et que laiïdroiteEF est commune;
les deux droites G E3, E’F sont égales aux. demi

i droites HE, EF’; mais l’angle GEF est égal
l’angle HEFÂpar construction : donc la Laser
FG sera égale à la base FH (prop. 4. I) :j’c- dis

que du point F on ne peut conduire une autre
droite égale. à FGÂ Car supposons que cela-se,

puisse , et que ce soit la droite FKg; puisque la
droite FK est égale à FG, et que FH est aussi
égale à FG , la droite FH sera égale à la droite

FK, c’est-à-dire que ladroite qui est plus près
I de celle qui passe par le centre est égale à celle

qui en est plus éloignée a. ce qui ne peut être.

AUTREMENT.
Conduisez la droite EK; puisque la droite

GE est égale àla droite EK,une la droite FE
est commune , et que la base GF est égale à la

4
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Base FKI, l’angle GEF seranégal à l’angle KEF

( prop. 8. I ); mais l’angle GEF est aussi égal à,

l’angle HEF : donc l’angle HEF sera égal à

l’angle KEF , c’est-à-dire que le plus petit est

égal au plus grand; ce qui est impossible : donc
par le point F on ne peut pas conduire à la cir-
conférence une autre droite qui soit égale à GF :

donc on n’en peut conduire qu’une seule.

Donc si dans le diamètre d’un cercle on prend

un point quelconque qui ne soit pas le centre
de ce cercle, et si de ce point on conduit des
drôites à la circonférence , la plus grande sera

celle qui passe par le centre , et la plus petite
sera le reste du diamètre; quant aux autres
droites, celle qui sera plus proche de Celle qui
passe par le centre sera plus grande que celle
qui en est plus éloignée; et enfin du même
point on ne peut conduire de part et d’autre
de la plus petite que deux droites soient
égales; ce qu’il falloit démontrer.



                                                                     

D’EUCLID’E» un

PROPOSITION V111,
THïORÈME.

Si l’on prend un point quelconque hors d’un icefi-

cle , et si de ce point on conduit à ce cercle plu-
sieurs draites dont l’une passe par le centre et
dont les autres passent par-tout où l’on voudra;

parmi les droites qui vont à la circonférence
concave, la plus grande est celle qui passe par
le centre; celle qui est plus près de celle qui
passe par le centre est plus grande que celle
qui s’en éloigne davantage ,- mais parmi les

droites qui vont à la circonférence convexe ,

la plus petite est celle qui est comprise entre le
point pris hors du cercle et-le diamètre ,- et celle
qui est plus près de la plus petite-est plus courte
que celle qui s’en éloigne davantage; enfin de

ce point on ne peut mener à la circonférence
et de part et d’autre de la plus petite que deux
droites qui soient égales.

Soit le cercle ABC (fic. 68), et hors de ce
cercle soit pris un point quelconque D; de ce
point menez à ce cercle les droites DA, DE, DF,
DG , et supposons que DA passe par le centre:
je dis que de toutes les droites qui vont à la cir-
conférence concave AEFC , la droite DA , qui
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passe partie centre; est la plus grande , et que
celle est plus près de cèll’e’q’ui passe par le

centre est plus grande que Celle qui s’en éloigne
davantage , c’est-à-dire que la droite DE est plus
grande que la’dr’Oite DF , et la ’drOi’tÏei’DF-plus

grande que la droiteDC ; mais parmi les droites
qui vont à la circonférence iconVexe’I-II’LKG ,

celle qui est comprise entre. le pôin’tiplD’, et le

diamètre AG est la plus petite l,’ et celle qui
ést plus près de la plus petite esttoüjo’iirs plus

courte que celle qui ’S’en iélOigne’davantagc;

c’est-à-dire que la droite ’DK’est plus courte

que la droite ,Itetà’la droite DL plus. courte

qiiela droiteD PI: ’ q. d l ’
Cherchez le centre’duc’ercle’ABÇ (prop. I . 5),

supposOns. que M ses de centre; cenduisle’z’les
drdites ME, MF,’M’C, MK, Min-Mn;

Puisque la droite AMI est égale à la droite
EM ,I si nous leur ajoutons une droiteÏcOm-
mune MD , la droite’AD sera égale aux droites

E M, MD; mais les droites EM, MDiso’nt plus
grandes que la droite EDI( prop. 20. 1) : donc
la droite ÀD est plus grande que la, droiteïED.
De plus, puisque la droite ME est égale à la
droite MF, et que la droite MD est; commune ,
les’ droites EM,;MD seront égales-aux droites
Mal? ,r’M’D; maisl l’angle EMD est plus grand
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que l’angleFMD : donc la baseED sera plus
grande que la base FD (prop. 24. 1); Nous dé-
montrerons de la même manière que la droite
FD est plus grande que la droite CD : donc la
droite DA est la plus grande, la" droite DE est
plus grande que la droite DF , et la droite DF
plus grande que la droite CD.. I I

Dé phis, puisque les droites MK, KD sont
plus grandes que. la droite MD (prop. 20. I ) ,
et que la droite MG est égale à la droite MK,
la. droite restante KD sera plus grande que la
droite restante GD z donc la droite GD est plus
petite que la droite KD : donc elle est la plus
petite. Si des extrémités du côté MD du trian-

t gle, MLD on-conduit intérieurement les droites

MK, liD, les droites..MK, KD serOnt plus
petites quelles droites’ML, LD ( prop. 21 . 1);
mais. la droite ’MKL est égale’ à la droite ML :

donc la droite restante DE. est plus petite que
la droite restante DL. Nous démontrerons de
la même manière que la droite DL est plus
petite que la droite DE : donc la droite. DG
est la plus petite, et la droite DK est’plus petite

que la droite DL ,1 et la droite DL plus petite

que la droite DE. . ü v I
Je dis endore que du point on ne peut con-

duire encercle ,t de part et d’autre de la plus
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petite, que deux droites égales. Construisez sur
la droite MD, et au point donné M , un angle
DMB égal à l’angle KMD, et conduisez DE.
Puisque la droite ME. est égale à la. droite MB

et que la droite MD est, commune, les deux
droites KM , M D sont égalesaux deux droites
BM , MD , chacune à chacune ; mais l’angle
KMD est égal à l’angle BMD : donc la base D K

estégale à la base DB (prop. 4. I ) : je dis qu’il

est impossible de conduire du point D au cer-
cleABC une autre droite qui soit égale à la
droite DK. Supposons que cela se puisse et
que cette droite soit DNI; puisque la droite DK
estégale à la droite DN et la droite DE égale
aussi à la droite D K, la droite DB sera égale à la
droite DN , c’est-à-dire que la droite qui est plus

près de la plus petite est égale à la droite qui
s’en éloigne davantage; ce qui a été démontré

impossible.

AUTREMENT.’

Conduisez la droite MN; puisque la droite
KM est égale à la droite MN , que la droite MD
est commune et que la base DIS» est égale à la
hase DN , l’angle KMD sera égal à l’angle DMN

(prop. 8. I ); mais l’angle EMD est égal à l’an-

gle BMD : donc l’angle BMD est égal à l’angle
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BND, c’est-à-dire que le plus petit est égal au

plus grand, ce qui est impossible : donc il est
impossible de conduire du point D au cercle
ABC, et de part et d’autre de la plus petite
droite GD , plus de deux droites égales.

Donc si l’on prend un point quelconque hors
d’un cercle , et si de ce point on conduit à ce
cercle plusieurs droites dont l’une passe par le
centre et dont les autres passent par-tout où
l’on voudra; parmi les droites qui vont à la cir-

conférence concave , la plus grande est celle
qui passe par le centre; celle qui est plus près
de Celle qui passe par le centre est plus grande
que celle qui s’en éloigne davantage ; mais
parmi les droites qui vont à la circonférence
convexe , la plus petite est celle qui est com-
prise entre le point pris hors du cercle et le
diamètre; et celle qui est plus près de la plus
petite est plus courte que celle qui s’en éloigne

daVantage ; enfin de ce point on ne peut mener
à la circonférence, et de part et d’autre de la
plus petite , que deux droites qui soient égales;
ce qu’il falloit démontrer. ’
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’P’R’ÔPO’SIIITIO’N’IX.

THÉORÈME.

Si dans un cercle l’on prend un point quelconque,
et si parmi les droites nichées de ce point à la
circonférence il en a plus de deum qui soient
égales cntr’elles , ce point sera le Centre du
cercle.

Soit le cercle ABC ( fig. 69), que dans ce
cercle l’on prenne le point D et qu’il y ait plus

de deux droiteségales entr’elles qui aillent. de
ce point à la circonférence , c’est-à-dire les

droites DA , DB , DC : je dis que le point D est
le centre du cercle ABC.

Conduisez les droites AB , BC , et partagez-
les en deux parties égales aux points E , F
( prop. 10. 1 ) 5 conduisez les droites ED, DF,
que vous prolongerez vers les points G, K, H, L.

Puisque la droite AE est égale à la droite EB

et que la droite ED est commune, les deux
droites AE. , ED seront égales aux deux droites
BE , ED 5 mais la base DA eSt égale à la base
DB z donc l’angle AEB est égal à l’angle BED

(prop. 8. I ) , et par conséquent chacun des
angles AED, BED est droit: donc la droite
GK, qui coupe la droite AB en deux parties l
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égales , la coupe aussi à angles droits; mais lors-

que dans un cercle une droite coupe une autre
droite en deux parties égales et à angles droits ,

le centre du cercle est placé dans la droite
sécante (cor. I . 5) : donc le centre du cercle
ABC sera dans la droite G K; par la même
raison le centre du cercle AB C sera placé dans
la droite HL; mais les droites GK , HL n’ont.
qu’un seul point commun qui est le point D z,
donc le point D est le centre du cercle ABC.

Donc si dans un cercle on prend un point
quelconque , et si parmi les droites menées (le .
ce point à la circonférence il y en a plus de
deux qui soient égales entr’elles , ce point sera

le centre du cercle.

AUTREMENT.
Dans le cercle ABC ( fig. 7o) soit pris un

point quelconque D , et que parmi les droites
menées du point D à la circonférence ABC il

y en ait plus de deux qui soient égales entre
elles , c’est-à-dire les droites DA, DE, DC : je

dis que le point D est le centre du cercle A-B C.
Supposons , s’il est possible , que le point D

ne soit pas le centre du cercle ABC , et suppo-
sons que le centre de ce cercle soit le point E,
conduisez ladroite DE et prolonge z-la vers F, G .
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La droite FG sera un diamètre du cercle ABC;
Si l’on prend dans le diamètre FG du cercle
ABC un point D qui ne soit pas le centre des
ce cercle , la droite. DG sera la plus» grande de
toutes, et la droite DG sera plus grande que la
droite DE , et la droite DE plus grande que la
droite DA (prop. 7. 5) ; mais ces droites sont

légales, ce ne peut être: donc le point E
n’est pas le centre. du cercle ABC. Nous dé-
montrerons de la même manière qu’il n’y a pas

d’autre point, excepté le point D , qui soit le

centre du cercle ADC : donc le point D est le
centre du cercle ABC.

PROPOSITION X.
THÉORÈME.

Une circonférence de cercle ne peut couper la
circonférence d’un autre cercle qu’en deux

points.

Supposons que cela puisée arriver, et que la
circonférence du cercle ABC (fig. 71) coupe la
circonférence du cercle DEF en plus de deux
points : savoir , aux points B ,vG, H; conduisez
(les droites BG, EH, et partagez-les en deux
parties égales aux points K, L; par les points
,K, L, conduisezles droites KG , LM perpen-
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diculairès sur B G; EH , et prolongez-les vers
les points A, E. ’ v » a ’ -’ ï

Puisque dans le cercle ABC, la droite AC
coupe’la droite EH en deux parties égales ’et à

angles droits, le centre du cercleIAEC sera placé
dans la droite AC (corol. I l; 5). De plus”,-puis’-

que dans le même ’cercle AEC la droite NO
coupe la droite BG endeux parties égales et à

angles droits, le centre du cercle ABC sera.
placé dans la’droite NO. On a démontréque .

le centre est placé dans la droite AC , et les
deux droites AC , N0 ne se rencontrent qu’au
seul point O : donc le point O est le centre du
cercle ABC. Nous démontrerons de la même
manière que le point O est le centre du cercle
DEF : donc les deux cercles ABC, DEF, qui a
se coupent mutuellement , auront le même
centre O; ce qui est impossible prop. 5. 5).

Donc la circonférence d’un cercle ne peut
pas couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux points; ce qu’il falloit dé-

montrer. v lA U T a E me N T.

Car que la circonférence du cercle’ABC
(fig. 72) coupe la circonférence du Cercle DEF

en plus de deux points, savoir , aux points B,
’ .1
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,. ,. F; prenez le vcentredu cercle ABD, et que
son centre soit le point K; menez lesdroites

liiErKGa: KB- . . l .g 3 Puisque. dans le cercle DEF on a pris un
point et que parmi les droites qui vont de
pepo’intï à la circonférence DEF il;r en a plus

de deux qui sont égales entr’ elles , savoir ,

les droites K13, KF, KG, le point K sera le
centre du cercle DEF (prop. 9,45); mais le
point K est le centre du cercle ABC : donc Ces
deux circonférences , qui se coupent , auront le
,me centre ; ce qui est impossible prop.5.
, Donc une circonférence de cercle ne peut
pas, couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux points ; ce qu’il falloit dé-
montrer.

PROPOSITIONZXD
THÉORÈME.

Si circonférences de cercle se touchent inté-

l rieurement , et si on prend leurs centres, la
droite qui joindra leurs centres ira. du point
de contact si elle est prolongée.

Que les deux cercles ABC , ADE ( fig. 75)
se touchent intérieurement au point A; qu’on

prenne leurs centres, que le point F soit le
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centre du cercleABÇ , et que le point G soit
le centre du cercle ADE : je dis que la droite
menée du point G au point F ira au point de
contact A , si elle est prolongée.

Supposons, s’il est’p’ossible, que cettedroite

étant prolongée n’aille pas au point de Contact

et qu’elle ait la position FGDH; menez les

droites’AF, AG. v ’ V l .
Puisque. les droites AG, G F éont plus grandes

que la droite FA ( prop. 20. i), c’estfà-dire que.

la droite FH, car la droite FA est égale à la.
droite FH, puisqu’elles partent du même centre:
donc si on ôte la droite commune FG , la dioite’

.AG sera plus grande que la’droite GH; mais la
droite AG est égale à la droite GD :’done la
droite G-D est plus grande que la droite GH;
c’est-à-di-re que la plus petite surpasse la plus

grande; ce qui est impossible : donc la droite
menée du point F au point G ne peut pas passer
autre part qu’au point de contact A : donc elle
passe au point de contact; I

Donc si deux cercles se touchent intérieu-
rement , la droite qui joint leurs centres passera
par le point de contact, si elle est prolongée;
ce qu’il falloit démontrer. i ’ ’ i
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Supposons que la droite menée du’point G

au point F ait la position GFC et qu’elle. soit
prolongée directement’vers le point H , et qu’on

méneles droites AG, AF; , . f
Puisque les droites AG, GF sontplus grandes l

que la droite AF, et que la droite AF est égale ’
à. la droite CE , ou bien à la droite FH, si l’on

retranche la droite commune FG , la droite
restante AG sera plus grande. que la droite res-
tante GH; mais AG est égal à GD : donc la
droite GD est plus. grande que la droite GH ,
c’est-à-dire que la plus petite surpasse la plus
grande; ce qui est impossible. Si le centre du ’

grand cercle est hors du petit cercle , nous
démontrerons de même qu’il s’en ’Suit’ une

absurdité.

PROPOSITION x11.
THÉOR’ÊME.’

Si deux circonférences de cercle se touchent exté-

1 n’euremont , la droite qui joindra les deux
A centres passera par-le’point de contact.

t Que les circonférences des deux cercles ABC,
ADE (fig. 74) se touchent extérieurement au
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point A; qu’on prenne leurs centres, que 1è
centre du cercle ABC soit le’point F, et que
le centre du cercle ADE soit le point G : je
dis que la droite qui est conduite du point, F
au point G passe par le point de contact.

Supposons , s’il est possible ,-que le contraire

arrive , et que cette droite ait la position FCDG;
conduisez les droites AF, AG.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC , la droite FA sera égale à la droite FC.
De plus, puisque le point G. est le centre du
cercle ADE , la droite AG sera égale à la droite

GD; mais on a démontré que la droite FA est
égale à la droite FC : donc les droites FA, AG
sont égales aux droites F0 , DG : donc la droite
totale FG est plus grande que les droites FA ,
AG; mais, au contraire, elle est plus petite
( prop. 20. 1 ), ce qui est impossible : donc la
.droite menée du point F au point G ne peut
pas passer autre part qu’au point de contact :
donc il faut nécessairement qu’elle passe au
point de contact.

’ Donc si deux circonférences de cercles se
touchent extérieurement, la droite qui joindra
leurs centres passera par le point de contact ,
ce qu’il falloit démontrer. I i ’
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THÉORÈME.

Une circonférence de cercle ne peut pas touche)”

une autre circonférence cercle en plus d’un
point, soit qu’elle la touche intérieurement, soit

qu’elle la touche extérieurement. i

Car si cela est possible , supposons d’abord
que la circonférence du cercle ABDC (fig. 75)
touche intérieurement la circonférence du cer-
cle EB F Dt en plusieurs points , savoir aux points
B , D.

Cherchez les centres des cercles AB DG ,
EBFD; que le point G soit le centre du pre-
mier et le point H le centre du second.

La droite qui est conduite du point G au
point H passera par les points B, D (prop. 1 z .
Qu’elle ait la. position B GH D; puisque le point

G est le centre du cercle ABDC , la droite B-G
est égale à la droite GD : donc la droite BG
est plus grande que la droite HD, et la droite
EH beaucoup plus grande que la droite HD.
De plus , puisque le point H est le centre du
cercle EBFD, la droite EH est égale à la droite
HD; mais on a démontré qu’elle est beaucoup

plus grande , ce est impossible : donc une



                                                                     

n’ai-UCLI’DE. ’ ili55;

circonférence de cercle sue: touche point intéË

rieurement une autre circonférence de cercle:

en plus d’un point. V
Je dis encore est impossible qu’une cir-

cOnférence de cercle touche extérieurement
une autre circonférence de cercle en plus d’un

point; car si cela étoit pOSsible , il faudroit que
la circonférence du cercle AC K touchât exté-

rieurement la circ0nférence du cercle ABDC
en plus d’un point, aux points A, C, par exem-

ple; conduisez la droite AG. .
Puisque dans la circonférence des cercles

AEDC , ACK on a pris deux points quelconques
A, C ,. la droite qui joint ces deux points tom-
bera intérieurement dans l’une et l’autre des

deux circonférences ( prop. 2. 5); mais la droite
qui tombe dans le cercle ABDC tombera hors
du cercle ACK (déf. 5. 5, ce qui est absurde :
donc une circonférence de cercle ne touche
point extérieurement une autre circonférence
de cercle en plus d’un point. On a démontré

qu’une circonférence ne touche point inté-

rieurement une autre circonférence en plus

de deux points. . -Donc une circonférence de cercle ne touche
point une autre circonférence de cercle en plus
d’un point, soit qu’elle la touche-intérieure;

4
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ment, soit qu’elle la touche extérieurement;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XIV.
THÉORÈME.

Dans une circonférence de cercle les droztes égales

sont également éloignées du centre, et celles qui

sont également éloignées du centre sont égales.

Soit le cercle ABDC (fig. 76) et que les
droites AB, CD, prises dans sa circonférence,
soient égales : je dis que ces deux droites sont
également éloignées du centre.

Cherchez le centre du cercle ABDC , et que
ce centre soit le point E; de ce point conduisez
les droites EF, EG perpendiculaires sur les
droites AB , CD , et menez les droites AE , EC.

Puisque la droite EF, menée par le centre ,
coupe à angles droits la droite AB , qui n’est pas

menée par le centre, elle la coupe en cieux
parties égales ( prop. 5. 5) : donc la droite AF
est égale à la droite FB , et par conséquent la

droite AB est double de la droite AF. Par la
même raison la droite CD est double de la
droite CG; mais la droite AB est égale à la
droite CD : donc la droite AF est égale à la
droite CG : et puisque la droite AE est égale
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,à la droite EC , le quarré de la droiteïAE est

égal au quarré de la droite EC; mais l’esquarrés

des droites AF, FE sont égaux au quarré de la
droite AE ( prop. 47. 1) ; car l’angle AFE est
droit; et les quarrés des droites EG , G0 sont
égaux ’au quarré de la droite EC , puisque l’an-

gle C GE est droit: donc les quarrés des droites
AF, FE sont égaux aux quarrés des droites
CG, GE; mais le quarré de la droite AF est
égal au quarré de la droite CG, puisque la
droite AF est égale à la droite CG: donc le
quarré restant de la droite F E est égal au.
quarré restant de la droite EG : donc la droite
FE est égale à la droite EG; mais dans un cer-
cle les droites sont dites également éloignées

du centre lorsque les perpendiculaires menées
du centre sur ces lignes sont égales (défi 4. 5) :

i donc les droites AB , CD sont également élOi-

guées du centre.
Supposons actuellement que les droites AB ,

CD soient également éloignées du centre; c’est-

à-dire , supposons que la droite FE soit égale
à la droite EG : je dis que la droite AB est
égale à la droite C D.

Avec les mêmes constructions nous démon-

trerons également que la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et que la droite CD est
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double aussi de la droite CG. Puisque la droite
AE est égale à la droite EC , le quarré de la droite

AE sera égal au quarré de la droite EC; mais
les quarrés des droites EF , FG sont égaux au
quarré de la droite de AE (prop. 47. 1), et les
quarrés des droites EG, GC égaux au quarré

de la droite EC : donc les quarrés des droites
EF , FA sont égaux aux quarrés des droites
EG., GC; mais le quarré de la droite EG est
égal au quarré de la droite EF, car la droite
EG est égale à la droite EF : donc le quarré
restant de la droite AF est égal au quarré res-

tant de la droite CG : donc la droite AF est
égale à laedroite CG; mais la droite AB est dou- »

ble de la droite AF, et la droite CD double de
la droite. CG : donc la droite AB sera égale à
la droite CD.

Donc dans une circonférence de cercle les
droites égales sont également distantes du cen-

tre , et les droites également distantes du centre
sont égales; ce qu’il falloit démontrer.
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THÉORÈME.

Dans une circorgférence de cercle le diamètre est

la. plus grande de toutes les droites, et la droite l
qui est plus près du centre est plus grande que
celle qui en est plus éloignée.

Soit le cercle ABCD (fig. 77 ) dont le dia-
mètre est la droite AD et’dont le centre est le

point E; que la droite BC soit plus près du
centre E que la droite FG : je dis que la droite
AD est la plus grande de toutes , et quehla droite
BC est plus grande que la droite FG.

Conduisez du centre les droites EH, EK
perpehdiculaires-surBC, FG. Puisque la droite
BC est plus près du centre que la droite FG,
la droite EK sera plus grande que la droite EH
(défi 5. 5) 5 faites la droite EL égale à la droite

EH , et par le point L conduisez la droite LM t
perpendiculaire sur EK , prolongez la droite
LM vers le pointN, et menez les droites EM,
EN, EF, EG.

Puisque la droite EL est égale à la droite
EH, la droite MN sera égale à la droite BC
(prop. I4. De plus , puisque la droite AE
est égale à la droite EM et la droite ED égale
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à la droite EN, la droite AD sera égale aux
droites ME, EN; mais les droites ME, EN
sont plus grandes que la droite MN : donc la
droite AD estnplus grande que la droite MN;
maisla droite MN est égale à la droite BG:
donc la droite AD est plus grande que la droite
BC; et puisque les deux droites ME, EN sont
égales aux deux dromes FE , EG, et que l’an-

gle MEN est plus grand que l’angle FEG, la
base MN sera plus grande que la base FG
( prop. 24. I Mais on a démontré que la droite
MN est égale à la droite BC : donc la droite BC

est plus grande que la droite FG : donc le dia-
mètre AD est la plus grande de toutes les
droites , et la droite BC est plus grande que la

droite FG. Vi Donc dans une circonférence de cercle le
. diamètre est la plus grande de toutes les droites,
et la droite qui est plus près du centre est plus
grande que celle qui en est plus éloignée; ce

7qu il falloit démontrer.
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PROPOSqITION’ XvVI.

THÉORÈME.

Une droite perpendiculaire au diamètre d’un cercle

et menée par une de ses extrémités, tombe hors

de ce cercle ,- il est impossible qu’il y ait’une droite

dans l’espace qui est compris entre cette perpen-
diculaire et la circonférence ,- l’angle du demi-

cercle est plus grand qu’aucun angle rectiligne
aigu , et l’autre angle est plus petit qu’aucun

angle rectiligne aigu.

Soit le cercle ABC (fig. 78) dont le point D
est le centre et la droite AB le diamètre : je dis
que la perpendiculaire à la droite AB, menée
par le point A, tombe hors du cercle.

Car si cela n’est point -, supposons s’il est

possible , qu’elle tombe en-dedans et qu’elle
ait la position AC; conduisez la droite ’DC. v

- Puisque la droite DA est égale à la droite DG,
l’angle DAC sera égal à l’angle ACD ( prop. 5. I);

mais l’angle DAC est droit: donc l’angle ACD

est droit aussi : donc les angles DAC , ACD i
sont égaux à deux angles droits, ce qui. est im-
possible (prop. 17. I) : donc la perpendiculaire
au diamètre AB, menée par le point A ne tombe
point dans le cercle. Nous démontrerons de 1’
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la même manière qu’elle ne tombe point sur la
circonférence: donc il est nécessaire qu’elle

tombe cil-dehors , et qu’elle ait une position
comme la droite AE.

Je dis qu’il est impossible qu’il y ait une

droite dans l’espace qui est compris entre la
droite AE et la circonférence C HA.

Car si cela est possible , supposons qu’il
y ait une droite qui ait la position FA; du
point D menez une droite DG perpendiculaire

à FA. t ’Puisque l’angle AGD est droit et que l’angle

DAG est plus petit qu’un angle droit, la droite
A1) sera plus grande quela droite DG; mais la
droite DA est égale à la droite DH : donc la
droite DH est plus. grande que la droite AG ,
c’est-à-dire que la plus petite surpasse la plus
grande , ce qui est impossible : donc il est im-
possible qu’il y ait une droite dans l’espace qui

est compris entre cette perpendiculairefet la
circonférence.

Je dis de plus, que l’angle du demi-cercle
qui est compris par la droite BA et la circon-
férence CHA est plus grand qu’aucun angle
rectiligne aigu, et que l’angle restant compris
par la circonférence CHA et la droite AE est
pluspetit qu’aucun. angle rectiligne aigu. I
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Car s’il y a un angle rectiligne plus grand

que l’angle compris par-la droites-3A et par la
circonférence CHA, ou s’il y a un angle recti-

ligne plus petit que l’angle compris par la cir-
conférence CHA et par la droite AE , suppo-
sons que dans l’espace compris entre la circon-
férence CHA et’la droite AE , il y ait une droite

quelconque qui fasse un angle plus grand que
celui qui est compris par la droite BA et la cir-
conférence C HA, savoir, un angle cOmpris par
deux droites , et qu’il y ait un angle plus petit que

celui qui est compris par la circonférence CHA
et la droite AE; mais il n’y en a point :t donc il
n’y a point d’angle aigu qui, étant’compris par

des droites ;sgiy plus grand que l’angle compris

par la droite BA et la circonférence CHA, ni
d’angle plus petit que celui qui est compris par ’

la circonférence CHA et la droite AE; ce qu’il

falloit démontrer. ’ l I

COROLLAIRE.
Il suit manifestement delà que la droite per-

pendiculaire au diamètre, et menée d’une de
ses extrémités , touche la circonférence , et que

cette droite ne la touche qu’en un seul point,
parce que nous avons démontré que les droites
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dansiez-garde(prépa;5).l w ’

50 sin a N; in 11.5.1 ’
V ï I-p-nloü’n Liman. i ’

Ittiîn’: ..l. 151).! - . 3 ;..:"î;”’; 3’ .v .;Ï l. .u l a ’ ’ s s ’Draper! 49W. enflamme dr°lteaqwt°uchet
il 1] la circonférence donné; ’ I

"Soit A fig. 79) un point donné quelconque-
et.BCADV:Lle»Îcercle. donné; il faut conduire-du

pointAuneî droite qui touche la; circonférence

dénudé BCD» * ’ : .1 4
. a Prenez le centre deyce’cercle, conduisez la
mahatma-:411. centralisât avec 21m irienne
BA,, déprisiez la circonférence ÏAFG (dem. 5) ;

. pgr le point, vD i«sollicitiisez.une perpendiculaire

surladroite ,t-etrnenez les droites EBF,
Agde? que la droite , menée du. point A,
touche la circonférence du. cerclelBCD. q

Puisquele point E est le centre des cercles
BCD, AF G , la droite EA sera égale à la droite

EF, et la droite égale, la droite EB a, donc
Ièg’dèüàzfdbdïœé’an , EAB sont égales aux deux

droites FE’, ED, mais’ces droites comprennent

titi-angle communqui est en E: donc la ’basev
est égalée la luise AB, le triangle DER
égarait triangle EBA’,’ et les autres angles de
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l’un de ces triangles sont égaux aux autres
angles de l’autre triangle ( prop. 1.) : donc
l’angle rEBA est égal à l’angle E DF; mais l’an-

gle EDF. est droit-4: donc l’angle EBA est droit
aussi. Mais-la droite ’EB est un rayon, et la per-’

pendiculaire aune des extrémités d’un diamètre

touche le cercle prop. 1,6. 5) : donc la droite

AB touche le cercle. v , , ,
. Doncla droite AB , quia été menée par le
point A , touche le cercle B C D; cc qu’il falloit

faire . . ’ - . a I
v p noir o SITION "mur; , ’

THÉORÈME

Si’une droite tanche la circonférenceqd’uncercle ,’

et sida centre on mène au, point de
contact, cette dernière droite sera peipendi-
culaire sur la première) ’ l l l v
Quelle droite DE (fig’SEi )Ït’ouclie au point C

la circonférence du cercleAIÊC; prenez le cen-

tre F de ce cercle, et de ce centre conduisez
la droite-F au point’C (je dis que-la droite FC

est perpendiculairesur laldroite’t DE: t I
Car site-11e ne l’esti pas,dü point Ë conduisez

.la,droite EG, perpendiculaire gsurl’a droite DE
x

»(pr01.J.-’.,I.a-.»I-).v .

K
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’ "Puisque l’angle FGC est droit, l’angle GCÈ

sera: aigu (prop. I7. I); mais un plus grand an-
gle est opposé à un plus grand côté (prop. 1:9. I ):

donc la droite FC est plus grande que la droite
FG; or la droite FC eSt égale à la droite FB:
donc la droite FB’ est plus grande que la droite
FG, c’esté-à-dire que la plus petite surpasse la

plus grande ; ce qui est impossible : donc la
droite FGin’est pas perpendiculaire surla droite
BE.-NOM ’démontreronstd’une manière sembla-

ble qu’il n’y a point d’autre droite , excepté FC ,

qui soitperpendiculaire sur la droite DE: donc
la droite FC est perpendiculaire sur la droite DE.

Donc si unerdroite touche une circonférence
de cercle , et si du centre on mène une droite
au point de; contact , cette dernière droite sera
perpendiculaire sur l la. première 5’ ce qu’il falloit

ldémOntrer. A ’ ’
. ,PR.0vP.0’sIïr.IO«N

’ de; n-.. rai-r: t w." ,l A’ mais o a En E.

Si une droite-touche lesquels; et si; parle, point de
contact, on. lui mène une perpendiculaire, cette

. .perrçndiculaire passera par île senne: tu”:

. I
Ï’ ’ÂQu’une droite DE (fig-:181.) ’tdu’C’ll’è le cercle

ABC au point C 5 par le point C cbndùis’ezlune
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perpendiculaire sur la droite DE :jqdis que la
perpendiculaire ’AC passera par le centre. Car
si cela n’est point, supposons, s’il est possible ,’

que le centre soit le point F, et menons la droite

CF. ; . - V . Un ïPuisque la droite DE touche ’le cercle’*Al3C
et que la droite FC’ a été ’menée du centré au

point de Contact ,l lapdroite, FC sera perpendi-
culaire la ,droit’erpE. (pr0p. 18;. â) :, dupa
l’angle ECE est droit gainais l’angle ACE est
droit aussi: donc l’angle FCE est égal à l’angle

AC E,- c’est-àÏ-dire quezleplus petit estégalau

plus grand, ce qui est impossible : donc le point
F n’est. pas lecentre cercle :AB Nous de-
montrerons d’une manière semblable qu’il;.n’y.

a une. autre .120.th qui. Palisse être le. sanve
du cerclehà moins V qu’il; ne" soit placé 7dansglagh

d’ÎQ’teÉC’, - , 1:”: ’-; .. li 2- . r
Dons si plier-droite taseheznaœfds actai Pan

lardai de,;contaçt. touillai maintins retreint:
engagea perrerdiçùlaire- misererarlm
centrçsfiç. ,qaîi1fs110itadémontr9n- ;.;-. chimai)

x

,.i-’« l ..lx’. -I Ê 2 - :7]

......
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51”35" musicalisais. ’
Miami: 9:1 1 . ’ .4 n. a neDans le cercle, l’angle au centre est double de
3 :Æ’fingle à la circonférence, quand ils ont pour

,. hasch; même portion dé la circonférence.

., a ifsoit le. cercle A]; c (figea ) ,- quel’l’angle

BEC soit au centre detl’ce’cèrcle que l’angle

EAC soit à! la circ’onféréncé , et que ces deux

angles aient pour. basé même portion de la
ciréOnférence BC je dis que l’angle BEC est
double de l’angle BA’C’.” I ’ ’
Conduisez la ligne’A’E,’ et prolongez-la jus;

(leur. * » - * v-Puisque la droite E-AÎest égale à la déché ËB ;

l’angle EAB-sera égal à l’angle EBA-(prgpj5ï’îx y;

donc les angles EAB, EBA 89an doublesde
Page n’a-’13 ;’ ’niai’sd’an’gleÜB’E r est égal? in):

angles "EAB ,iEBEfl”( par): 52;- : y; donc rangé
sur tartarinade l’aigle une.» .L’angle’FËC

est double de l’angle? AC; parlementaires,-
donc l’angle total BEC est double de l’angle

total BAC. ’
Que l’angle BAC change de position et qu’il

devienne BDC; conduisez la droite DE et pro-
longez-la jusqu’en G. Nous démontrerons sem-



                                                                     

un une; l1 p a. l Mg
blablement que l’angle GEC est double de l’aria»

gle G DC mais l’angle G E-B estdouble de l’an;

gle GDB : donc l’angle restant BEC estdouble

de l’angle restant BDC. 4 r v g 3.
Donc dans le "cercle, l’angle au centre est.

double de l’angle à la circonférence , quand ils

ont pour base la même portion de la circon-
férence; ce qu’il falloit démontrer.

l PROPOSITION xxr.
THÉORÈME.’

Les angles placés dans un même segment de cercle

sont égaux entr’eusr. ’ w

- Soit le cercle AB CD (fig. 85) et que les
angles BAD, BED soient placés dans le même

segment BAED : je dis que ces angles sont
égaux. entr’eux .

Prenons le centre du cercle ABCD ( prop. I . 5),

et que ce centre soit le point F ; menez les
droites B F, FD. k

Puisque l’angle BFD est au centre , que l’an-y

gle BAD est à la circonférence, et que ces deux

angles ont pour base la même portion de la
circonférence , l’angle BFD sera double de l’an-

gle BAD (prop. 20. 5); l’angle BF’D est double

aussi de l’angle BED, parla même maison .: donc



                                                                     

I 5556 SE ÉliÇIÏÎ-EWN’S A .
IIËülg’lèîïBîAÏDeëstïéëàÎ à) Pàuglè 13 E De" (ax. 7).

"Î liée; àüèl’ese ,’ filaËésÏ déniâ- le- même Seg-

- Œefit’aéiëei’elè; sont égaùx entr’eùx: se ce qu’il

falloit démontrer. !   V3
1’31: 5T) :v’)’

.z. page P o 8.1 11.16 N X X I I.

clAn-  . ’.
Les angles epposés des .quadrilatères inscrits dans

I des éercles soin égàuàcà deux droits.

Soit le cercleNABCD 84) et que le qua-V
dpüetere ABCD soit inscrit dans ce cercle : je
dis que leè’efigles appétées de ce quadrilatère

sont égaux à deux droits. I
N Côüduiàeileè droites ÇAC , BD.

x. Püièépiéles trois’ angleè de tout triangle sont

égâüx’ à. deux droits propu52. 1, léguois

angles CAB, AB C , B C A du triangleABC’ seront

égauï à deux angles droits; mais l’angle CAB
éâÊ égàl à" l’angle BDC ( prop. 21 . 5 ) , car ces

deux angles sont placés dans le même segment
BÀD’C ;fl’angle ACB est Égal à l’àngle ADI’B ,

perde que ’èes. deüiîangles sent placés dans le

même segment ; donc ’ l’anglelv total’ ADC est

ë   al ajù’ àng1esBAÇ, ACB ; donc si-nous ajou-

t’oïâëtün’eaqïgle ëofiitfiun ABC; les angles ABC ,

15:03 èeron’t égaux aux angles I ABC ,
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ADE; mais les angles ABC,- BjACV, ACB sont
égaux à deux. droits : donc les angles ABC,
ADCsont égaux à deux angles ,drOits. Nous

démontrerons semblablement que les." angles
BAD, DCB sont auâsi égaux à deux droits.

Donc les angles opposés des quadrilatères
inscrits dans des cercles sont égaux à deux
droits; ce qu’il falloit démontrer. l

PROPOSITIQN XXIII.
THÉORÈME.” ’

Sur une même droite, ou ne peut pas décrire du
même côté deux segmens de cercles semblables

et inégaux.

Supposons que cela soit possible ; décrirez du
même côté et sur la même droite AB (fig. 85)

deux segmens de cercle ACB , ADE semblables
et inégaux, et conduisez la droite ADC et les
droites CB, DE.

Puisque le segment ACB est semblable au
segment ADB, et que les segmens de cercles
semblables sont ceux qui reçoivent des angles;
égaux (défi-n. 5), l’angle ACB sera égalât:
l’angle AD’B , c’est-à-dire qu’un angle intérieur

est égal à unangle extérieur; ce qui est imposa

sible (prop. 16. 1 , l
4
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Donc sur une même droite on ne peut pas

décrire du même côté deux segmens de cercles]
semblables etinégaux ; ce qu’il falloit démontrer.

’ PROPOSITION XXIV.
THÉORÈME.» l

Sur des droites égales, les segmens de cercles
semblables sont égaux entr’eux.

Que sur les droites égales AB, CD (fig. 86)

soient décrits les segmens de cercles sem-
blables AEB , CFD z je dis que le segment
AEB est égal au segment CFD.

Car le segment AEB étant appliqué sur le
segment CFD , le point A sur le point C et la
droite AB sur la droite C D , le point B s’appli-

quera sur le point D, puisque la droite AB est
égale à la droite GD; mais la droite AB s’appli-

quant exactement sur la droite CD, le segment
AEB s’appliquera exactement sur le segment
CFD; car si la droite AB s’appliquant exacte-
ment sur la droite C D , le segment AEB ne s’ap-

Plique pas exactement sur le segment CFD , le
segment AEB changera de position et prendra-
par exemple la position CHGD; mais une ciré
conférence de cercle ne peut couper une autre
circonférence de cercle en plus de deux points
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(prop. Io. 5) , et lacirconi’érence CHGD coupe

la lcirconférenee CFD en plus de deux points ,.

savoir, aux points C ,t G, D, ce est impos-
sible;”donc la droite AB s’appliquant exacte-

menti Sur la droite CI) ,i il est impossible que le
segment ABD ne "s’applique pas exactement sur

le segment CFD :’ donc le premierx segment
s’appliquera exactement sur le second : donc

il’lui sera égal. i
Donc , sur des droites égales , les segmens de.

cercles semblables sont égaux entr’eux; ce qu’il

falloit démontrer. *
PROPOSITIPN xxv.

’ PROBLÈME.

Un segment de cercle étant donné, décrire

gle cercle dont il est segment.

Soit ABC (fig.’87 , 88 , le segment de cer-
cle donné : il faut décrire le cercle dont ABC

est le Segment. ’Coupez la droite AC en deux parties. égales
au point D (prop. I o. I ) , du point D conduisez
la perpendiculaire DB sur AC (prop. I I. I ) ,
et menez la droite AB.; l’angle ABD est ou plus
grand que l’angle BAD, ou il lui estpégal , ou il

est plus petit. ’



                                                                     

I754 .É L É.M:E:N;Sw
Supposons d’abordïquîil;soit plus grand; sur

la droite. idOnn’ée BA,; (fig.*87 ) et.:au, point:
donné A.faites l’angle BAE. égal àl’angle ABD,

(prop. 25.-! ),, prolongez la droite,DB jus-
qu’en,nE,-’et conduisez la droite EC. Puisque
l’angle ABE est égal à l’angle BAE ,;la droite

BE sera égale à la droite EAi( prop. 6. I ) , et
puisque la droite AD est égale à la droite -DC
et que la droite DE est commune, les deux
droites AD, DE sont égales aux deux droites
C D, DE, chacune à chacune; mais l’angle ADE
est égal à l’angle C DE , car ils sont droits l’un et

l’autre; donc la base AE est égale à la base EC

( prop. 4. 1). Mais il a été démontré que la

droite AE est égale à la droite EB : donc la
droite BE est égale à la droite EC : donc les
trois. droites AE, EB , EC sont égales entre
elles : donc la circonférence de cercle décrite

du point E comme,centre, et avec un inter-
valle égal à l’une des droites AE , EB, EC,

passera par les autres points, et le cercle sera
décrit :I donc un segment de cercle ayant été

donné, onla décrit le cercle dont il est seg-
ment (prop. g. 5 Il est évident que le seg-
ment, ABC esttplus petit- qu’un demi-cercle,
puisque le centre îE est placé en-dehors de ce

segment.
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. Si l’angle ABD (fig.88) est égal à.l’angle

BAD, la droite AD étant égale à chacune des
droites BD , DC , les trois droites DA, DB, iDC
surent égales entr’ elles ; le point D sera le centre

du cercle entier ( prop. 9. 5), et le segment
ABC sera un demi-cercle. l ’

Mais si l’angle ABD ( fig. 89) est moindre
que l’angle BAD, et si sur la droite BA et au
point A donné dans cette droite , on fait l’angle
BAE égal à l’angle AB’D, le centre E sera en-

dedans du segment ABC et sur la droite DB , et
le segment sera plus grand qu’un demi-cercle.

Donc étant donné unsegment de cercle, on I
a décrit le cercle dont il est segment; ce qu’il

falloit faire. "
PROPOSITION XXVI.

T H É o n à M E.

Dans des cercles égaux des angles égaux s’ap-

puient sur des arcs égaux , soit qu’ils soient

placés à leurs centres ou bien à leurs circon-
férences.

Soient ABC , DEF (fig; 90 des cercles
égaux, qu’aux centres de ces cercles soient les
angles égaux B GC , EHF, et qu’à leurs circon-

férences soient les angles égaux BAC , EDF :
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je dis que l’arc B K C est égal à l’arc ELF.

Conduisez les droites BC , EF. ’
Puisque les cercles ABC , DEF sont égaux ,

leurs rayons seront égaux : donc les deux droites

BG , .GC sont égales aux deux droites EH,
HF, mais les angles G, H sont égaux : donc la
base BC est égale à la base. EF (prop.4. I).
Puisque l’anglevA est égal à l’angle D , le seg-

ment BAC sera semblable au segment EDF
(défi 1 1.. 5 ); mais ces segmens sont placés sur»

les droites égales BC , EF, et les segmens sem-
blables , qui sont placés sur des droites égales ,
sont égaux entr’eux ( prop. 24. 5) : donc le seg-

mentiBAC est égal au segment E DF; mais le
cercle entier ABC est égal au cercle entier
DEF : donc le segment restant BKC est égal
au segment restant ELF : donc l’arc B KG sera
égal à l’arc ELF.

Donc, dans les cercles égaux, des angles égaux

s’appuient sur des arcs égaux , soit qu’ils soient

placés à leurs centres ou à leurs circonférences ç

ce qu’il falloit démontrer. a
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t V PROposiTiON XX’ViI.

THÉORÈME.

Dans les cercles égaux, les angles s’appuient
sur des arcs égaux sont égaux entr’eux’, soit

qu’ils soient placés à. leurs ’centres ou bien à

leurs circonférences. ’ I
Que. dans les cercles égaux ABC , DEF

(fig. gr ) les angles au centre BGC , EHF, et
les angles à la circonférence BAC, EDF s’ap-

puient sur les arcs égaux BC, EF : je dis que
l’angle BGC est égal àl’angle EHF, et l’angle

BAC égal à l’angle ED F.

Car si l’angle BGC est égal à l’angle EHF,-

il est évident que l’angle BAC est égal à" l’an-

gleEDF ( prop. 20’. 5 car si cela n’est pas , l’un.

de ces angles est nécessairement plus grand que
l’autre.) Supposons que l’angle BGC soit le plus

grand. Sur la droitefBG et au pointiG faisons
l’angle BGK égal à l’angle EHF (prop.25.,:i);

orles angles égaux; s’appuient sur des arcs égaux

lorsqu’ils sont placés:au centre (prop.;2645.) :
donc l’arc B K est égalât l’arc EF, mais l’arc îE1?

est égal à l’arc BC donc. l’arc B li est égal à

l’arc BIC , c’est-adire que le plus, petit est égal

au plus grand; ce qui est impossibleÏÏa donc les
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angles BGC, ne sont pas inégaux : donc
ils sont égaux; mais. l’angle en A est la moitié

de l’angle BGC et l’angle en D la moitié de
l’angle EHF ( pr0p. 20. 5) : donc l’angle en

est égal à l’angle en’D. . 4 v I
Donc a dans les cercles égaux, les angles qui

s’appuient sur des arcs égaux sent égaux entre

eux, soit qu’ils soient placés à leurs centres ou
l bien à leurs circonférences; ce qu’il falloit dé-

montrer. l’ ï
.PItOPOSITION XXVIII.

THÉORÈME.

Dans lesï cercles égaux , des cordes égales ,sou-

tendent des arcs égaux , le plus grand are étant?

égal au plus grand, et Ieplus petit égal .au plus

petit. le ’ ,- , a
Soient; AB CI, DEF ( fig. 92 ) deux cercles

égaux ,1 et BC , E F deux cordes égales qui; sou-:1

tendent les deux grands arcs, B AC g E D F, étalés;
deuxlpetits se. BGC’;’EHF.: jé’dîsque lézgran’d

arc est’négal au grand arc EDF, et que le ,
petit "arctBGC est égal au peut": ”r
* remet-ales Centres. K , de Ces cercles

(prop. I . 5), et menez les droites 3K; KG,"

EL;LF.- et H* - I
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a Puisque’ ces cercles sont égaux: , leursgrayOns

seront’égauxtdonc les deux Ïdroites BK, KG
sont égales aux deux droites EL’, ;niais la
ba’se’B’C est égale à. la base EF : donc l’angle

BKC est égal à l’angle ’ELFI(prop; 8. 1) for

les angles égaux s’appuient -surrdes arcs égaux
quand’ils sont placésîaux’ centres (prop; 26’. 5):

donc l’arc BGC est égala l’arc ’EHF; mais la

circonférence entière ABC est égale àla circon- .

férence entière DEF : donc l’arc restant ABC
est égal-,51 l’arc restant E DE. Q

Donc , dans des cercles égaux , des cordes
égales soutendent des arcs égaux , le plus grand

arcétant égal au plus grand, et le plus petit
égal au plus petit ; ce qu’il falloit démOntrer.

PROPOSITION Lxxix; l;
I. T n 1’: 0 a Ë M a.

Dans des cercles. égaux des cordes égales

. I soutendent des J gros égaux. t
soient. les cercles égaux ABC , DEF 92);

quedans Ces Cercltes’soient prisiles arcs égaux
BG’C’,’EHF, et menez le’scor’deè BC,; EF : je

dis cordeau lest’égaléià’laicorde
’ Prenez les centres K , L des cercles, et menez
"les droites BIC, KG", EL, L’F. ’
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. » Puisque l’arc B G G est égal à l’arc EHF, l’an-

gle BEC est-égal à l’angle ELF (prop. 27. 5);
et puisque les cercles A B C ,4 ,D E F. sont égaux ,

leurs rayons seront égaux : donc les deux droites
BK, KG sont égales aux deux droites EL ,1 LF;
mais ces droites comprennent des angles égaux;
donc la base BC est égale alabase EF (propi4. 1).

Donc , dans des cercles égaux , des cordes
égales soutendent des arcs égaux; ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION xxxi. il
r a o B L in M E. . , l

i Partager un arc donné en Jeux partiesri’égales.’

Soit ADE (fig.95) un arc donné : il faut
partager l’arc ADB en deu’x’parties. A

Menez la corde AB , et partagez-la en deux
partiesîégales en C ( prop. IO. I ) 5 du point C
élevez une perpendiculaire C-D Sur la cordeï A3

(prop. I I . I ) , et menez les "droites AD, DB. I
Puisque la droite AC est :égale à laHdroitc

CB, et quela droite CD est commune , les deux
droites AC; C:D sont égales. aux deux droites
BC ,v GD; mais. l’angle ACD est égalgàl’gngle

BCD; îcar ils sont droits l’un et l’autrejl’donc

la baselAD est égale à la base,DB;( prop. 1
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orles cordes égales soutendent des arcs égaux,
le plus grand arc étant égal au plus grand, et
le plus petit égal au plus petit (prop. 28. 5);
mais l’un et l’autre des arcs AD , DB est moin-

dre qu’une demi-circonférenCe : donc l’arc AD

est égal à l’arc DB.

Donc l’arc donné a été partagé en deux parties

égales; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION xxxi.
l tTI-IÉO’RÊME.

Dans un cercle , l’angle qui est compris dans le
demi-cercle est droit ,- celui qui est compris dans
un segment plus grand est plus petit qu’un angle .

droit , et celui qui est compris dans un segment
moindre est plus grand qu’un angle droit. L’an-

gle d’un plus grandsegment est plus grand qu’un

angle droit, et celui d’un segment moindre est
plus petit qu’un angle droit.

Soit un cercle ABC D (fig. dont le dia-
.mètre est BC et le centre le point E; menez-les
’droites BA, AC , AD, DG : je dis que l’angle

qui est compris dans le demi-cercle BA C est
droit; que l’angle compris dans le segment ABC
plus grand qu’un demi-cercle, savoir, l’angle
:ABC est plus petit qu’un angle droit , et que
l’angle compris dans le segment ADC plus petit

L
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qu’un demi-cercle , savoir , l’angle ADC est plus

grand qu’un angle droit. .
î Conduisez la droite AE, et prolongez BAvers F.
’ Puisque la droite BE est égale à la droite EA ,
l’angle EAB sera égal à l’angle EBA ( prop. 5-1).

’De plus, puisque la droite EA est égale à la
droite EC , l’angle ACE sera égal à l’angle CAE :

donc l’angle total BAC est égal aux deux angles

.ABC,qACB; mais l’angle extérieur FAC du
triangle ABC est égal aux deux angles ABC ,
ACB (pr0p. 52. 1) : donc l’angle BAC est égal

à l’angle FAC : donc chacun de ces angles est
droit prop. Io. I) :donc l’angle BAC , compris
dans le demi-cercle BAC , est droit.
” ’ PuiSque les deux angles AB C, BAC du trian-

gle .AB C sont plus petits que deux droits
( prop. i7. I ) , et que l’angle BAC est droit,
l’angle ABC sera plus petit qu’un angle droit,

et cet angle est compris dans le segment ABC
» plus grand qu’un demi-Cercle. .

Puisque le quadrilatère AB C D est placé
q dans un cercle , et que les angles opposés des

quadrilatères décrits dans les cercles sont égaux

.à deux angles. droits (prop. .22. 5) , les angles
.ABC , ADC Sont égaux à deux angles droits;
’mais..l’angle ABC est plus petit qu’un angle

rdroitJ: dOnc l’angle restant ADC est plus grand
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qu’un angle droit, minoen-angle est compris dans
le segment ADC plus petit qu’un demi-cercle.

Je dis. en outre que l’angle d’un plus grand

segment, compris par l’arc ABC et la droite
AC, est plus grand, qu’un angle droit, et que
l’angle d’un segment moindre , compris. par
l’arc ADC et la droite AC , est moindre qu’un

angle droit , et cela est certainement évident;
car puisque l’angle compris par les droites BA ,
AC est droit, l’angle comprispar l’arc ABC et

la droite AC sera plus grand-qu’un angle droit.
De plus, puisque l’angle compris par les droites
CA, AF est droit, l’angle compris par la droites
CA et l’arc ADC sera plus petit qu’un angle droit.

Donc, dans un cercle, l’angle compris dans a
un demi-cercle est droit; celui qui est compris
dans un plus grand segment est plus petit qu’un

angle droit , et celui qui est compris dans un
segment plus petit est plus grand qu’un angle
droit. De plus ,l’angle d’un plus grand segment

est plus grand qu’un angle droit , et l’angle
d’un segment moindre est plus petit; ce’qu’il

falloit démontrer. ’
AnTREMn’N’r.’ W

A On démontre que l’angle BAC est droit ,puis-

que l’angle AEC est double de 1’ angle BAE ,

2
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car il est égal aux deux angles intérieurs et
Opposés ( prop. 52. I ); mais l’angle AEB est
double de l’angle EAC : donc les angles AEB,
AEC seront doubles de l’angle BAC ; mais les

angles AEB, AEC sont égaux à deux angles
droits (prop. 15. I) : donc l’angle ABC est
droit; ce qu’il falloit démontrer. ”.

H ’ COROLLAIRE.
De là il suit manifestement que si l’un des

angles d’un triangle, est égal aux deux autres ,

, cet angle sera droit , parce que son angle de
suite est égal aux deux autres; or quand deux
angles de suite sont égaux, ces deux angles
sont droits l’un et l’autre ( déf. Io. 1

’PROPOSITION xxxn.

THÉORÈME.

Si une droite touche la circonférence d’un" cercle,

v et si du point de contact on conduit une corde,
les angles que cette corde fait avec’Ia tangente

seront égaux aux angles qui sont placés dans

les segmens alternes du cercle.

Que la droite EF 95) touche la circon-
férence. du cercle ABCD au point B, et que
du peint B soit conduite la corde B D d’une ma-
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nière quelconque : je dis que les, angles que la
corde B D fait avec la tangente EF sont égauii à

ceux qui sont compris dans les segmens alternes
du cercle ; c’est-à-dire que l’angle FBD est égal

à l’angle compris dans le segment DAE , et que
l’angle EBD est égal à l’angle qui est compris

dans le segment DCB. h
D’un point B conduisez la droite BA perpen-

diculaire sur EF (prop. I 1 . I ), et dans l’arc
B D prenez un point quelconque C et menez les
cordes AD , DG, CB.

Puisque la droite EF touche la circonférence
du cercle ABCD au point B , et que la droite BA
a été menée du point de contact B perpendicu-

laire sur la tangente EF, le centre du cercle
AB C D sera placé sur la droite RA (prop. I 9. 5) :
donc l’angle ADE , compris dans le demi-cercle ,

est droit (prop. 5 I . 5) : donc les angles restans
BAD, ABD sont égaux à un angle droit; mais
l’angle AEF est droit par construction : donc
l’angle AB F est égal aux angles BAD , .AB D

(ax. 10) : donc si on retranche l’angle com.
lmun ABD , l’angle restant DBF est égal à celui

qui est compris dans le segment alterne du
cercle , c’est-à-dire à l’angle BAD. Actuelle-

ment , puisque le quadrilatère ABCDest ins- ’
crit dans le cercle , ses angles opposés sont

5
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égaüïit ’à deux droits (propl22; 5) :’ dOnc les

angles DEF, DBE seront égaux aux "angles
BÂD’, BCD (prop. 15. I ); mais onva démon-
tré’que l’angle BAD est égal à l’angle DB’F":

ido’nc’l’angle restant DBE Sera égal à celdi qui

est compris dans le segment alterne du cercle
DCB, c’est-à-dire à l’angle DCB.

’ Donc sinue droite touche la circonférence
d’un’cercle , et si du point de contaCt on con-

duit une corde, les angles que cette corde fera
avec la tangente seront égaux à ceux qui sont
compris dans les segmens alternes ; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIII.
THÉORÈME.’

Sur une droite donnée , décrire un segment de
cercle qui reçoive un angle égal à un angle

1.- donné. - v « .
I’SOit AB’ (fig. 96,97, 98) la droite donnée

et’C’l’aug’le donné z. il faut sur la droite donnée

...:U .’ i! . r 4 . h. c .0:AB dccnre un segment de cercle qui reçoive
un angle égal à l’angle donné C. L’angle C’ est

aigu du droit ou obtus. W i ’
"’Supposon’sld’aliord que" cet angle soit aigu ’,

connue dansla’ figure 96; sur la droite’AB et
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aux point A construisez-«un angle BAD égala
l’angle C ( prop. 25v. 1) a l’angle BAD. sera aigui’

Du point A conduisez la droite AE-perpendièu-
laire sur la droiteïAD (prop. I 1 . I ); partagez AB
en deux parties égales au point F ( prop. 1 o. 1),:
et du’point F conduisez la droite FG-perpendi-a.

culaire sur la droite AB , et menez la droite GBÂ
Puisque la droite AF est égale à la droite FB et
que ladroite FG est commune , les deux droites
AF, F G sont égales aux deux droites FB , F G9
l’angle AFG est égal à l’angle GFB : donc la base

AG est égale à la base GB prop. 4. I) : donc
la circonférence décrite du centre G et avec
l’intervalle AG passera par le point B. ’Décri»

vez cette circonférence et qu’elle soit ABE ,

et menez la droite EB. Puisque du point A,
extrémité du diamètre ’AE , on a conduit sur

la droite AE une. perpendiculaire AD , cette
perpendiculaire AD touchera la circonférence
(prop. I 6. 5) ; et puisque lavdroite AD touche la
circonférence du cercle: AB E , et, que du point

de contact qui est en A on a conduit une corde
AB , l’angle DAE sera égal à l’angle qui eSt dans

le segment alterne du .Cercle (prop., ,52. ,5);
c’est-.à.-dire,à l’angle AEB; mais l’angle DABest

égal à l’angle C : donc l’angle G’Sera égal à l’an?

gle AEB : donc sur la droite donnée AB,-on a
4
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décrit un Segment de cercle AEB qui reçoit un
angle AEB égal à l’angle dOnné C. i

Supposons ensuite que l’angle C Soit droit ,
et qu’il faille décrire sur la droite AB un seg-
ment de cercle qui reçoive un angle égal à l’an-’

gle droit C. Construisez un angle BAD égal à
l’angle droit C (prop. 25. I ), comme dans la
figure 97; partagez la droite AB en deux parties
égales au point F ( prop. 10. 1), et du centre F
et. avec un intervalle égal à l’une ou à l’autre des

droites AF, FB, décrivez la circonférence de
cercle AEB. La droite A1) est tangente à la cir-
conférence ABE ( prop. 16. 5) , parce que l’au-
gle BAD est droit , et l’angle BAD est égal à l’an-

gle qui est compris dans le segment AEB; car
cet angle est droit , puisqu’il est compris dans
un demi-cercle ( prop. 5 I . 5) ; maisl’ angle BAD

est égal a l’angle C : donc on a décrit sur la

droite AB un segment de cercle AEB qui reçoit
un angle égal à l’angle droit C.

Enfin que l’angle C (fig. 98 ) soit obtus;
sur la droite AB et au point A construisez. un
angle B A D égal à l’angle C, comme dans la

figure 98- ( prop. 25. I ) , et conduisez la droite
AE. perpendiculaire à la droite AD ( prop. I 1 . 1) ;
partagez la droite AB en deux parties égales au
point F (prOp. Io. 1) ;- conduisez "sur AB laper-.-
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pendiculaire F G ,-et menez la droite GB. Puis-
que la droite AF est égale àla droite FB et que la

droite FG est commune, les deux droites FG ,
AG sont égales aux deux droites BG, FG; mais
l’angle AFG est égal à l’angle GFB : donc la base

AG est égale à la base GB (prop.4. 1) : donc
la circonférence de cercle décrite du point G
avec l’intervalle AG passera par le point B. Que
cette circonférence ait la position AEB; puis...
qu’on a mené la droite A D perpendiculaire
à l’extrémité du diamètre AE, la droite au

touchera la circonférence ( prop. 16. 5 ) , et
parce que la droite AB a été menée du point
de centact qui est en A, l’angle BAD est égal
à celui qui est compris dans le segment alterne-
du cercle. Mais l’angle BAD est égal a l’angle

C : donc l’angle qui est dans le segment AHB
fi. sera égal à l’angle C ’: donc on a décrit sur la

droite AB un segment de cercleAHB qui reçoit
un angle égal à l’angle C; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION. XXXIV, ,
p rac anime.

D’un cercle donné, retrancher un segment qui
reçoive un angle égal à un angle dénué. -

p Soit ABC ( fig. 99) le cercle donné; et D
l’angle donné : il faut du cercle ABC retran-
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cher un segment aquibreçoive un angle égal à

l’angle donné D. i ’ i ’ v
Menez une droite EF qui touche le cercle

:AB C au point B (prop. I 7’. 5 ) , et sur la droite

F E’ et au point B , pris dans cette droite , faites
l’angle FBC égal à l’angle D (prop. 25; I )Q

, Puisque la droite EF touche le cercle ABC
"et’que la droite BC a été menée du point] de

cOntact B , l’angle FBC sera égal à celui qui est

compris dans le segment alterne du cercle B AC
prop. 52. ; mais l’angle FBC est égal à l’an-

, gle D ’: donc l’angle qui est compris dans le seg-’

ment BAC serai égal à l’angle D.

Donc d’un cercle donné ABC on a retran-
ché le. segment BAC qui reçoit un angle égal
à l’angle donné !D; ce qu’il fallOit. faire.

P-R-O P o s un Io Nà xxxv.

lin-Ai? on i: M j

Si dans un cercle, Jeux cordes se coupent mutuel-
lement, le [rectangle compris sous les segmens
de l’une de raccordes. est ;égal au rectangle
compris son; les segmens l’entre.

A Que dansle cerclé ABCD ( fig. 100) les deux

Tcordes se coupent mutuellement au
pointlEv; je. dis que le rectangle compris sans
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les-droitesAE, EG est-égal à celui qui est
compris sous les droites DE , EB;
v Si les droites AC , BD passent par le centre,
de manière que le point E soit le centre du
Cercle ABCD , il est évident que les droites
AB, EC , DE, EB étant égales , le rectangle
compris sous les droites AE», EC est égal à
celui qui est compris sous les droites DE , EB.
- Si les droites AC, DE (fig; l’or) ne passent

pas par le centre , prenez le" centre du cercle
ABCD prop. I . 5) , que ce centre soit le
point F; du centre ’F conduisez les droites FG ,
F-H’perpendiculaires sur les droites AC, DB
(prop. 1 2. 1), et menez les droites FB, FC, FE.

Puisque la droite GF menée par le centre
est perpendiculaire sur la droite AC qui n’est
pas menée par le centre , la droite GF coupe
la droite AC à angle droit; et la partage en
deux parties égales ( prop. 5. 5) : donc la droite
AG est égale à’la droite GC. Puisque la droite
AC est coupée en deux parties égales au pointŒ,

et en deux parties inégales au point E, le rec-
tangle compris’SoiJs les droites AE, ECI, avec
le. quarré de GEI, est égalïau quarré de GG

(prop. 5; a) : donc si nous ajoutonstà ces-quana
tités le quarré de GF, le rectanglef compris sous

les droites .AE, EC , avec les quarrés de GE ,
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GF5 est. égal aux. quarrés. de CG, GF. Mais
le quarré de, FE v est égal aux quarrés de EG,

GF ( prop. 47. 1), et le quarré de FC égal aux
quarrés de C G, GF : donc le rectangle com-
pris sous les droites AE, EC , avec le quarré
de .FE ,est égal au quarré de FG. Or la droite
FC- est égale à la droite FB : donc le rectangle
compris sous les droites AE, EG, avec le quarré
de EF, est égal au quarré de FB. Par la même

raison le rectangle compris sous les droites DE,
EB, avec,le.quarré de FE, est égal au. quarré
deiFB. Mais on a démontré que le rectangle

’ compris sous lesdroites AE, E C, avec le quarré
deFE ,v est égal au quarré de F B : donc le rec-

tangle compris sous les droites AE, EG, avec le
quarré de FE , est égal au rectangle compris
sous les droites DE, EB, avec le quarré de FE:
donc si on retranche le quarré de FE , qui est
commun , le rectangle restant compris sous AE,
EC sera égal au rectangle restant compris sous

DE, EB. .. .Donc si dans, un cercle deux cordes se cou-
pent mutuellement , le rectangle compris sous
les: segmens de. l’une sera égal au rectangle
compris sous les segmens de l’autrë; ce qu’il

falloit démontrer. ..- ’
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l. .PROPOSIT’ION’XXXVIÀ l

TnÉoaÈnm

Si l’on prend un point quelconque hors d’un cer-

cle, et si de ce point on mène deux droites dont
l’une coupe le cercle et dont l’autre lui soit tan;-

gente, le rectangle compris sous la sécante en-
tière et le segment extérieur qui est intercepté

par ce point et l’arc convexe sera égal au
quarré de la tangente.

Que hors du cercle ABC ( fig. 102) soit pris
un point quelconque D, et que de ce point
soient menées deux droites BCA, DE; que la
droite DCA coupe le cercle ABC, et que la
droite AE lui soit tangente : je dis que le recd
tangle compris sous AD , DC est égal au quarré

de DE, soit que la droite DCA passe par le

centre ou non. q
Supposons d’abord qu’elle passe par le centre

du cercle AB C , et que ce centre soit le point F ;
menez la droite FB. L’angle FBD sera droit
(prop. 18. 5). Puisque la droite AC est coupée
en deux parties égales au point F et que la
droite CD lui est ajoutée, le rectangle compris
sous les droites AD, DC , avec’le quarré de FC, ’

seraégal au quarré de FD (prop.6. a); mais
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la’droite F Ç est égale à la droite FB A: donc le

rectangle compris sous AD , .DC ,lavec le quarrée
de F B , est égal au quarré de FD; mais le quarré

de F D est égal aux quarrés des droites FB , BD

(prop.47. I); car l’angle FBD est-droit : donc
le reCtangle compris sous AD , DG , avec le.
quarré de FB , est égal aux quarrés des droites
FB’, BD. Donc si on retranëhele quarré de FB,

qui estlcommun , le rectangle compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré’de la tan-

gente DB. ’ " l . t’ Supposons à présent que la droite DC A

I (fig. 105) ne passe pas par le centre du cercle
ABC; prenons le centre E, et du point E con-
duisons sur la droite AC la perpendiculaire
(prop. 1:2 . I), et menons les droites EB, EC,
Puisque l’angle EFD est droit, et que la droite
EF menée par le centre coupe à, angles droits
la droite AC qui n’est pas menëepar le centre,

la droite. EF coupera la droite AC en deux
parties égales ( prop..5.. g donc la droitetAF
est égale à la droite FC. De plus, puisque la
droite AC est coupée en, deux parties égales au
point F et quels droite. CDzlui eSt ajoutée , île

rectangle compris sous lesdroites AD, BC,, avec
le. quarré de FC , sera égal au quarré de FD
Prof). 6.. 2): donc si on ajoute à ces deuxquan-
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tités le quarré de FE , le rectangle compris sous
les droites-AD, DC , avec les quarrés des droites
CF, FE, est égal aux quarrés de DF, FE. Mais

. le quarré de DE est égal aux quarrés de DF, FE

( prop. 47. I ) , car l’angle EFD est droit, et le
quarré de CE est égal aux quarrés CF, FE :
donc le rectangle compris sous les droites AD ,
DG 5 avec le quarré de CE, est égal au quarré

de ED; mais la droite CE est égale à la droite
EB : donc le rectangle compris sous les droites
AD, DC, avec le quarré de EB, est égal au
quarré de ED; mais les quarrés de EB, BD
sont égaux au quarré de ED (prop. 47. 1),
puisque l’angle EBD est droit : donc le rectan-

gle compris sous les droites AD, DC, avec le
quarré de EB , est égal aux quarrés de EB , BD:

donc si on retranche le quarré de EB , est
commun, le rectangle restant compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré de DB.

.Donc si hors du cercle on prend un point
quelconque, et si de ce point on mène deux
droites dont l’une coupe le cercle et dont l’autre

lui soit tangente, le rectangle compris sous la
sécante entière et le segment extérieur qui est

intercepté par ce point et l’arc convexe sera
égal au quarré de la tangente; ce qu’il falloit
démontrer.
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T H in a È M E.

Si l’on prend un point quelconque hors d’un 0er?

* cle, et si de ce point on mène deux droites dont
l’uneic’o’upe le cercle et dont l’autre tombe sur

v sa circonférence, etsi le rectangle compris-sous
la sécante totale et le segment extérieur inter-

cepté. entre ce point et l’arc convexe est égal
au quarré de la droite qui tombe sur la circon-Â

férence, cette dernière droite sera tangente à
la circonférence.

- Que hors du cercle ABC (fig. 104) soit pris
un point quelconque D , et que de ce point on
mène les deux droites DCA, DB dont la droite
DCA coupe le cercle et dont la droite DE
tombe sur sa circonférence ; si le rectangle
compris sous les droites AD, DC est égal au
quarré de DB : je dis que la droite DE est tan-
gente au cercle ABC. I

Conduisez la droite DE de manière qu’elle
soit tangente au cercle ABC prop. i7. 5 ) , et
prenez le centre du cercle ABC (prop. I . 5.),
que le point F soit ce centre; menez les droites
FE, FE, FD; l’angle FEDSera droit (prop. 18.
’ Puisque la droite DE touche le cercle AB
et que la droite BCA la coupe, le rectangle



                                                                     

D’EUCLIDE. x77
compris sous AD, DC sera égal au quarré de DE

(prop. 56. 5 ) ; mais le rectangle compris sous
AD, DC est supposé égal au quarré de DE:
donc le quarré de DE sera égal au quarré de
DE, et par conséquent la droite DE sera égale
àla droite DE. Mais la droite FE est égale à la

droite FB : donc les deux droites DE, EF sont
égales aux deux droites DE, BF , et la base
FD est commune : donc l’angle DEF est égal
à l’angle DBE (prop. 8. I) g mais l’angle DEF

est droit : donc l’angle DEF est droit aussi;
mais la droite FB prolongée est un diamètre , A
et la droite qui est perpendiculaire à l’extré-t
mité d’un diamètre est tangente au I cercle
(prop. 16. 5 On démontreroit la même chose
si le centre étoit placé sur la droite AC.

Donc si l’on prend un point quelconque hors
d’un cercle, et si de ce point on mène deux
droites dont l’une coupe le cercle et dont l’autre

tombe sur la circonférence , et si le rectangle
compris sous la sécante. totale et le segment exté-

rieur intercepté par ce point’et l’arc convexe

est égal au quarré de la droite qui tombe sur laicir-

conférence , cette dernière droite sera tangente
àla circonférence; ce qu’il falloit démontrer.

FIN DU TROISIÈME LIVRE.
Ç M.
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LiI’VB E IV.
æsmæaoæçæçæsæfi-- * .Av -t-vÇ .

DÉFINITIÔN&

r. UNE figure rectiligne est dite inscrite dans
une figure rectiligne, lorsque chaque angle de
la figure inscrite touche chaque côté de celle I

dans laquelle elle est inscrite. l
2. Semblablement une figure est dite cir-

conscrite autour d’une figure , lorsque chaque
côté de la figure Circonscrite touche chaque
angle de la figure autour de laquelle elle est,
circonscrite.

5’. Une figure rectiligne est dite inscrite dans

un cercle , lorsque chaque angle de la figure
inscrite touche la circonférence de’ce cercle.

4. Une figure rectiligne est dite circonscrite
autour d’un cercle, lorsque chaque côté de la

figure circonscrite touche la circonférence de

. ce cercle. V I5’. Semblablement un cercle est dit inscrit
dans une figure rectiligne, lorsque la circonfé-
rence du cercle touche chaque côté de la figure
dans laquelle elle «est inscrite.
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6’; Un cercle est dit circonscrit autour d’une

figure rectiligne , loquue la circonférence du
cercle t’Ouche chaque angle de la figure autour
de laquelle elle est circOnserite.

7. Une droite est dite appliquée dans un cer-
cle, lorsque ses extrémités sont dans la circon-

férence de ce cercle. - ’
PROPOSITION PREMIÈRE.

9.11.0 B L i: M n.

Dans un cercle donné, appliquer une droite égale
à une droite donnée qui ne soit pas plus grande

que le diamètre.

Soit ABC (fig. 105) le cercle donné, et D la
droite donnée moins grande que le diamètre de

ce cercle : il faut dans le cercle AB C appliquer
une droite égale à la droite D.

Conduisez le diamètre BC du cercle ABC.
Si la droite BC est égale à la droite D , on a déjà -

fait ce que l’on proposoit: car on a appliqué
dans le cercle AEC une droite égale à la droite
D. Si, au contraire , la droite B C est plus grande
que la droite D, faites laudroite CE égalenà’la .

droite D (prop. 5. I ), et du centre C- et avec
l’intervalle CE décrivez la circonférence AEF:

(dem. , et conduisez- la droite CA (dem. .1),
a
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à É Puisquele point C .estule centre du cercle
AEF, la. droite CA’sera égale à la droite CE;
mais la droite D est égale à la droite CE»: dOnc

la droite D sera égale à la droite CA.
Donc:dansîle cercle donné ABC on a appli-

qué laidroite A égale la droite donnée uni
, est moindre que son diamètre; ce qu’il falloit

faire.

PROPOSITION 1,1.
r n o B L È M E.

Dans un cercle donné, inscrire un triangle qui
soit équiangle avec un triangle donné.

Soit ABC (fig. 106)tle cercle donné etDEF
’ le triangle donné : il faut dans le cercle ABC

inscrire un triangle qui soit équiangle avec le

triangle donné DEF. ’
Conduisez la droite GAH de manière qu’elle

touche le cercle ABC au point A, et sur; la ’
droite AH et au point A faites l’angle BAC égal

à’l’angle (prop. 25. I De plus ,.sur la
droite G’A et au point A faites l’angle GAB égal

, àil’angle FD E,..et7m-1;Jez la droite EC.

v a Puisque la droite. HAG touche le cercle ABC
laïque la droite AC au été menée du point de

i c’pntactrl’angle HAC est égal à celui qui est

.44 .
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placé dans le segment alterne vdutcercle’, c’est-Ï »

à-dire à l’angle ABC ( prop. ’52. 5) ; mais l’an- 9

gle HAC est égal à l’angle DEF adonc l’angle. V

AEC est égal à l’angle DE F. Par la même-
. raison l’angle ACE est égal àl’angle FDE’:

z

donc l’angle restant BAC sera égal à l’angle res-

tant EFD (prop. 52. I) : donc le triangle ABC-
est équiangle avec le triangle DEF, et il est
inscrit dans le cercle ABC (déf. 5.

Donc dans le cercle donné on, a inscrit un
triangle équiangle avec un triangle donné; ce
qu”il falloit faire.

PROPOSITION III.
.PROBLÈME.

«licteur d’un cercle circonscrire un triangle
équiangle avec un triangle donné.

Soit ABC ( fig. 107) le cercle donné et DEF
le triangle donné : il faut autour du cercle ABC
circonscrire un triangle équiangle avec le trian-’ ’

gle donné D E F.

Prolongez la droite EF de part et d’autre
vers les points. H, G ( (16111". 2) , prenez le centre
K du cercle ABC (prop. I . 5) 3 conduisez d’une

manière quelconque la droite KB , faites sur la
droite K3 et au point’K un angle B’KA égal à

v 5
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l’angle DEG, et l’angle BKC égal à l’angle DFH

(prop. 25. I) ; par les pointsA , B , C conduisez les
droites LAM , MEN , NCL de manière qu’elles

soient tangentes au cercle ABC ( prop. 17-. 5
Puisque les droites LM , ’MN, NL touchent

le cercle ABC aux points A, B, C et que les
droites KA, KB , KC sont menées du centre K
aux points A, B , C , les angles seront droits aux
points A, E, C (pr0p. I8. 5); et puisque les
quatre angles du quadrilatère AMBK sont égaux

à quatre angles droits (prop. 52. I) , car ce qua-
drilatère peut se diviser en deux triangles; mais
parmi les angles de ce quadrilatère , les angles
KAM , REM sont droits: donc les angles restans
A KE, AMB seront égaux àdeux angles droits;
mais les angles DEG, DEF sont égaux à deux
droits (prop. l 5. I) : donc les angles AKB, AMB
sont égaux aux angles DE G , DE F; mais l’angle
DEG est égal à l’angle AKB : donc l’angle res-

tant AMB sera égal à l’angle restant DEF. Nous

démontrerons semblablement quel’angle LN M
est égal à l’angle DFE : donc l’angle restant

MLN est égal à l’angle EDF (prop.52. 1):
donc le triangle LMN est équiangle avec le
triangle DEF, et il est circonscrit autour du.

cercle ABC (déf. .. Donc un triangle équiangle avec un triangle,
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Atdonné a été circonscrit autour du Cercle donné;

ne. qu’il falloit faire. t ’ ’

PROPOSITION IIV.
PROBLÈME.

Inscrire une circonférence de cercle dans
un triangle donné.

Soit ABC (fig. 108) le triangle donné : il
faut dans le triangle ABC inscrire un’cercle.

Partagez en deux parties égales les angles
ABC, BCA par» les droites BD, CD se
rencontrent au point D , et du point D con-
duisez sur les droites AB , BC, CA les perpen-
diculaires DE, DF, DG (prop. 12. I

Puisque l’angle AB D est égal à l’angle CBD ,

car l’angle AEC a été partagé en deux parties

égales , et que l’angle droit BED est égal à l’an-

gle droit EFD , les deux triangles EBD,IDBF
auront deux angles égaux à deux angles et un
côté égal à un côté, carBD, qui est opposé à deux

angles égaux , est commun : donc ils auront les
autres côtés égaux aux autres côtés (prop. 26. I):

donc le côté DE sera égal au côté DF Par la
’même raison le côté DG-sera égal au côté DF:

donc la circonférence décrite du point D avec
un intervalle égala une des droites DE ,- DF,

4
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:84 a L M E N s .D G passera par les autres points et. touchera les
droites AB,’BC , CA, parce que les angles sont
droits en E, F, G; car si cette circonférence
coupoit ces droites, la perpendiculaire à l’ex-
trémité d’un diamètre tomberoit dans le cer-

cle; ce qui est absurde ( prop. 16. Donc
la circonférence décrite du point D avec un
intervalle égal à une des droites DE, DF, DG
ne coupera point les droites AB, BC, CA : donc
elle les touchera, et cette circonférence sera
inscrite dans le triangle ABC (déf. 5.

Donc dans le triangle donné ABC on a ins-f
crit la circonférence de cercle EFG; ce qu’il
falloit faire.

PROPOSITION-V.
PROBLÈME.

Autour d’un triangle donné décrire une circon-

férence de cercle.

Soit AB C’(fig. I 07) le triangle donné : il faut

autour du triangle donné AB C décrire une cir-
conférence de cerclée

Partagez les côtés AB, AC en deux parties
égales aux points D.,.E (prop..Io. I), et des
points D , E conduisez sur les droites AB, AC
les perpendiculaires DF, EF (prop. 1 1. 1);
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ces perpendiculaires se rencontreront ou dans
le triangle ABC , ou dans la droite E C , Ou hors

du triangle AEC.
Supposons d’abord queces perpendiculaires

se rencontrent dans le triangle au point F;
menez les droites EF, F C , FA; puisque la
drOite AD est égale à la droite DE , et que la
perpendiculaire DF est commune , la base AF
sera égale à la base FB (prop. 1). Nous dé-
montrerons semblablement que la droite C F
est égale a la droite FA : donc la droite BF est
égale à la droite FC : donc les trois droites F’A,

FE, FC sontégales entr’elles : donc si du centre

F et avec un intervalle égal à une des droites
FA, FB, FC on décrit une circonférence, cette
circonférence passera par les autres points, et
cette circonférence sera décrite autour du trian-
gle AEC (déf. 6. 4); décrivez la circonférence

AB C . . ’Supposons actuellement. que les droites D F,
EF se rencontrentdans la droite EC et au pointF,
comme dans la figure 108; menez la droite AF.
Nous démontrerons semblablement que le point
F est le centre de la circonférence circonscrite

autour du triangle ABC. x
Supposons enfin que les droites DF , EF se

rencontrent hors du triangle ABC , au point F
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comme dausla figure 109i menez les droites
«A F, FB , FC. Puisque la droite AD est égale à

la droite DE et que la perpendiculaire DF est
commune , la base AF sera égale à la basetFB
.( prop. 4. 1 Nous démontrerOns semblable-
.ment que la droite CF est égale à la droite FA :
donc la droite BF est. égale. à la droite FC:
donc si du centre F et avec un intervalle égal
à une des droites FA, FB , FC on décrit une
circonférence, elle passera par les autres points,
et cette circonférence sera circonscrite autour
du triangle AEC; décrivez donc la circonfé-
rence AB C.

Donc une circonférence de cercle a été cir-
conscrite autour du triangle. donné; ce qu’il
falloit faire. ’

COROLLAIRE.
Il est évident que si le centre du cercle tombe

dans le triangle, et si l’angle AEC est’compris dans

un segment plus grand qu’un demi-cercle , cet
angle sera moindre qu’un angle droit. Si le centre

du cercle tombe sur la droite B C , si Cet angle est

compris dans un demi-cercle , cet angle sera
droit; si enfin le centre du cercle tombe hors du
triangle ABC , et si cet angle est compris dans
nusegment plus petit qu’un demi -ccrcle ,-.cet
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angle sera plus grand qu’un angle droit ’:’d0nc’.si i

le triangle donné est acutangle ,les droites DF.;,EF.

se rencontreront dans le triangle ;*si ce’trianglev

a un angle drOit E A C ,, les .droites Se rencontreër

ront dans la droite BCI ; si enfin cet angle aï un; t
angle obtus , ces droites se rencontrerontlrorsa

du triangle AB C . "
PROPOSITION v1;

PROBLÈME.

Décrire un quarré dans un cercle donné.

Soit ABCD (fig. 1 Io) le cercle donné : il
faut décrire un quarré dans le cercle ABC D.

COnduisez les diamètres AC, BD du cercle
AEC D de manière qu’ils soient perpendicu-
laires l’un sur l’autre ( prop. I l . I ); menez les-

droites AB,BC, CD, DA. ’
Puisque la droite BE est égale à la droite ED,

car le point E est le centre , et que la droite EA.
est commune et perpendiculaire sur BD , la
base AE sera égale à la base AD ( prop.’4,fi).:

Par la même raison, chacune des droites BC,.CD
est égale à chacune-des droites BA, AD : donc le
quadrilatère ABCD est équilatère. Je dise aussi
qu’il est rectangulaire ; car puisque la ligne droite

BD est un diamètre du cercle ABCD ,- la figure.
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DAD sera un demi-cercle : donc l’angle B’AD

est droit ( prop. 51. I ); par la même raison
chacun des angles ABC , BCD, CDA sera droit
aussi : donc le quadrilatère ABC D est rectan-
gulaire; mais on a démontré qu’il est équila-

tère : donc ce quadrilatère est un quarré, et ce
quarré est inscrit dans le cercle ABCD.

Donc on a inscrit le quarré ABCD dans le
cercle donné ABCD ; ce qu’il falloit faire;

PROPOSITION VIL
P n o B L È M E.

Circonscrire un quarré’à un cercle donné.

Soit ABCD (fig. I I 1 ) le cercle donné : il
faut circonscrire un quarré autour du cercle
AB C D.

Conduisez dans le cercle ABCD les deux
diamètres AC , BD de manière qu’ils soient per-

pendiculaires l’un sur l’autre; et par les points

A, B, C, D conduisez les droites FG, GH,
HK, KF de manière qu’elles soient tangentes

du cercle ABCD (prop. I7. 5
Puisque la droite FG est tangente du cercle

ABCD, et que la droite EA a été conduite du

centre E au point de contact qui est en A , les
angles seront droits en A ( prop. 18. 5 Par la ’



                                                                     

.:D’EUCLIDE. 189
même raison les angles seront droits en B, C, D.
Puisque l’angle AEB est. droit et que’l’angle

EBG est droit aussi, la droite GH sera paral-
lèle à la droite AC ( prop. 28. I Par la même q
raison la droite AC est parallèle à la droite K.
Nous démontrerons semblablement que l’une et
l’autre des droites GF , HK est parallèle à la droite

BED : donc les figures GK, GC, Ali, FB,
B K sont des parallélogrammes : donc la droite
GF est égale à’la droite HK (prop. I) , et
la droite GH égale à la droite FK; et puisque
la droite AC est égale à la droite BD, que la
droite AC. est égale à l’une et à l’autre des

droites G H, FH, et que la droite BD est égale
à l’une et à l’autre des droites GF, HK, les

droites GH, F K seront égales aux droites GF,
HK : donc le quadrilatère FGHK est équila-
tère , et e dis qu’il est rectangulaire; car puisque

le quadrilatère GBEA est un parallélogramme,
et que l’angle AEB est droit , l’angle AGB

sera droit aussi (prop. 54. 1 Nous démon-
trerons semblablement que les angles qui sont
placés vers les points H, K, F sont des angles
droits: donc le quadrilatère FGHK est rec-
tangle. Maison a démontré qu’il est équilatère;

donc le quadrilatère est un quarré , et il est cir-

I conscrit autour du cercle ABCD.
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. Donc on a circonscrit un quarré autourdt’t,

:cercle donné; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VIII.
PROBLÈME.

Inscrire un cercle dans un quarré donné.

’ Soit ABCD (fig; 1 12) le quarré donné : il

faut inscrire un cercle dans le quarré ABC D.
Coupez en deux parties égales l’une et l’autre

des droites AB, AD aux points F, E (prop. 10’. I),

etpar le pointE conduisezla droite EHparallèleà
l’une et à l’autre des droites AB, CD (prop.?) 1 . 1),

et par le point F conduisez aussi la droite FK
parallèle à l’une et à l’autre des. droites AD ,

BC : donc chacune des figures AK, KB , AH,
HD, AG, GC, BG, GD est un parallélogramme ,
et leurs côtés opposés sont égaux (prop. 54. 1).

Puisque la droite AD est égale à la droite AB ,

que la droite AE est la moitié de AD et la
droite AF lamoitie de AB , la droite AE. sera
égale à la droite-AF. Mais les côtés qui. leur
sont Opposés sont égaux: donc la’droite.FG
est égale à la droite GE. Nous démontrerons

semblablement que les droites GH, GK sont
égales aux droites FG , GE , chacune à cha-
cune : donc les quatre droites. GE, GF, GH,
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GK sont égales entr’elles: donc le cercle dé-

crit du centre G avec un intervalle égal à une
des droites GE ,G F, GH, GK passera par les
autres points, et sera tangent aux droites AB ,’
BC, CD, DA’, parce que les angles en E, F,-
H, K sont droits; car si la circonférence cou-
poit les droites AB, BC , CD , DA, la perpen-
diculaire à l’extrémité d’un diamètre entreroit

dans le cercle ; ce qui est absurde.( prop. 16. 5):
donc la circonférence de cercle décrite du cen-
tre G avec un intervalle égal à une des droites
GE , G F , G H , G K ne coupera point les droites
AB, BC , CD, DA : donc elle sera tangente à
ces droites , et elle sera inscrite dans le quarré
ABC D (défi 5. 4).

Donc on a inscrit une circonférence de cer-
cle dans le quarré donné 5 ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION 1X.
PROBLÈME.

Circonscrire un cercle autourd’un quarré donné.

Soit ABCD (fig. 1 15) le quarré donné : il
faut autour de ce quarré ABCD circonscrire
une» circonférence de cercle.

Menez les droites AC , BD- qui se coupent-
mutnellement au point E.
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. Puisque la droite DA est égale à la droite

AB et que’la droite ACJest commune , les deux
droites DA , AC sont égales aux deux droites
BA,AC 5 la base DC est égale à la base BC :donc
l’angle DAC est égal à l’angle BAC (prop. 8. 1) : p

donc l’angle DAB est coupé en deux parties
" égales par la droite AC . Nous démontrerons

semblablement que chacun des angles ABC
BpCD , CDA est coupé en deux parties égales

par les droites AC, DB : donc puisque l’angle
DAB est égal à l’angle ABC, que l’angle EAB

est la moitié de l’angle DAB , et l’angle EBA

la moitié de l’angle ABC , l’angle EAB sera
égal à l’angle EBA : donc le côté EA est égal

au côté EB (prop. 6. 1 Nous démontrerons

semblablement que les droites EG, ED sont
égales aux droites EA , EB , chacune à cha-
cune : donc les quatre drOites EA , ’E’B , EG,

ED sont égales entr’elles : donc la circonfé-

rence de cercle décrite du centre E avec un
intervalle égal à une des droites EA, EB, ED
passera par les autres points et elle sera circons-
crite autour du quarré ABC D ; circonscrivez le
cercle ABC D.

Donc on a circonscrit un cercle autour d’un
quarré donné 5 ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITIONxL A

PROBLÈME.
Construire un triangle isocèle qui ait chacun des

angles de sa luise double du troiàième angle.

Soit la droite AB (fig. 1 14); que cette droite
soit coupée en un point C de manière que le
rectangle compris sous les droites AB, BC soit
égal au quarré de CA (prop. 1 1 . "2); du" centre
A et avec l’intervalle AB décrivez la circonfé-

rence BDE (dem. 5); dans le cercle BDE l
menez la corde BD égale à la droite AC eSt
moindre que le diamètre de ce cercle (prop. 1 . 4),

et ayant conduit les droites DA , -DC.J circons-
crivez la circonférence ACD autour du trian-
glelACD (prop. 5. 4).

Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de la droite AC et
que la droite AC est égale à la droite BD, le
rectangle compris sous les droites AB , BC sera
égal au quarré de BD : puisque le point B est

pris hors du cercle ACD et que du point B on
amené un cercle ACD , les droites BCA , ED,,
’dbm l’une coupe le cercle etdont l’autre ne le

coup-e point, et puisque le rectangle
sous les droites AB , BC est égal au quarré’d’e

BD, la droite BD sera tangente au cercle ACD
N
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( prop. 577. 5 ).,.Donc, puisque la drOite BD est

, tangente et que la corde DC a été menée du
point de contact D , l’angle B D C sera égal à.

celui qui est cOmpris dans le segment alterne du
cercle , c’est-à-dire àl’angle DAC (prop. 52 . V
Mais , puisque l’angle BDC est égal à l’angle

DAC , si nous ajoutons un angle commun C DA,
l’angle total B DA sera égal aux deux angles
C DA ,b DAC. Mais l’angle extérieur BC D est

-égalqaux deux angles CDA, DAC (prop. 52. 1):
donc l’angle BDA est égal à l’angle BCD; mais

l’angle BADA est égal à l’angle CBD (pr0p. 5. I),

puisque le côté AD est égal au côté AB,; donc
l’angle DBA sera égal à 1’ anglg BCD: donc les

’ trois angles BDA, DBA, BCD sont égaux entre
eux; et puisque l’angle DBG est égal àl’angle

BCD, le côté BD sera égal au côté DG (prop.6. 1);

mais le côté BD est supposé égal au côté ’C A :

donc le côté AC est égal au côté C D ; donc
I l’angle CDA est égal à l’angle DAC ( prop. 5. .1):

Tdonc les angles CDA, DAC, pris ensemble , sont
"double-de l’angle ,DAC 3 mais l’angle BCD est

égal aux angles CDA, DAC ( prop. 52. ,1): dans:
l’angle BC D est double de l’angle DAC ; mais

l’angle BC D est égal à chacun des angles B DA ,

«DBA l: donc chacun ides angles BDA, DBA est

double de’l’angle DAE. 1 i A 1 .
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* Dont! on a construit untriangle-hiisocèle ADE

dont chacun des angles .de embase, BD candeur"
ble .du troisième angle; ce qu’il falloit,fai1;e,..,i.

PROPO 511161?
PROBL.ËAM:E.,W. ;

. y a ”r (inDans un cercle donné, inscrtre «un pentagoneï
4 équilatéral et éqùiàgigzç.. .

-. un àSoit imanat fig. L1 15:) le «cercle-donné
faut inscrire dans ce cercle un pentagO11e,équi’,-’

latéral et équiangle. A; . .;,È .I i. : w; â. L; n ’

Soit le triangle isocèle ,G,H , :ayant;chacuïn
des angles de sa basc,:G.,’sHÎ:double.de l’a-ng’le’E

( prop. Io. Inscrivez dans; le :,cercle.-ABCDEl
un triangle ACD, équiangle aveqle triangle F ’
(prop..2 . 4) , de, manière ,I’queil’angleCADsoiît

régal a l’angleF, et denmanîèptâflub:chacun". des

angles ACD, C DAsoit égala chaeun’ëdeszangleg

G , H qui sont placéssur lai-hase GHuGlraaunfdes.

anglesAC D, CVD A. sera- ddnble- de l’angle; Du

Partagez chacun des angles ACD, CDAJen 1216M
parties égales par les droites CE, DB ( prop. 9., A v

et menez les droites AB , BC , DE, EA.
Puisque chacun des angles AC D, C DA est

double de l’angle CAD, et que chacun de ces.
angles est coupé en deux parties égales par les

2
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drOites-CE,5DB, les cinq angles DAC, ACE,
EC’D’, CDB , BDA sont égaux entr’eux; mais

des Îangles égaux sont appùyé’s’sur des arcs égaux

(prop. 26. 5) : donc les cinq arcs AB., BC , CD ,
DE, EA’sont égaux; mais des cordes égales

soutendent des arcs égauxf prop. 29. 5) : donc
les cinq cordes AB, BC, CD,. DE, EA sont
égales entr’elles i: dOnc le pentagone ABC DE

est équilatéral. Je dis qu’il est aussi équiangle ;

car puisque l’arc AB est égala l’arc DE , si

l’onr’ajoute un arc commun BCD, l’arc. total
ABCD sera égal à l’arc total ÈDCB’. ’Or l’an-

gle AEB est appuyé sur l’arc ABCD et l’angle

BAE est appuYé Sur l’arc EDCB”: donc l’an»

gle BAE est égal à l’angle AED (prop. 27. 5);

par la même. raison chacun des angles ABC,
BFC D, C DE’est égala chacun des angles BAE ,

AEB: donc lepe’n’tagoneABCDE est équian-i
gle; mais il a été démontré qu’il est équilatéral.’

;»p.n:Donc-1dans un cerble’tl’onné , on a inscrit un

pentagone équilatéral’et équiangle ; ce qu’il

falloit faner il 1 i i I * ’ ’ ’

. . à . .INI 15- ’. z ’

.w (31,1-. a, 1a- ..: 1.... .. f1., p Vub’r’c un ’TÂtÏF’kËà’aOkïlî." - .v, . .4... ,, , v .
au! J»; L. H .3. a; .. . ... .

p
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PROPOSITION XI’I.

PROBLÈME.

.Çirconscrire à un cercle donné un pentagone.
équilatéral et équiangle.

* Soit ABCDE (fig. 1 16) le cercle donné: il
faut à ce cercle circonscrire un pentagone équi-
latéral et équiangle. 4

Supposons que les points A, B, C , D, E soient
les sommets des angles d’un pentagOne inscrit
dans ce cercle (prop. 1 1 . 4), de manière que
les arcs AB, BC, CD, DE, EA soient égaux;
par les points A, B, C , D , E , conduisez au
cercle les tangentes GH, HK, KL, LM, MG-
(prop. 1 7. 5 ); et ayant pris le centre F du cer-
cle ABCDE , menez les droites FB, FE, FC ,
FL, F D.

, Puisque la droite KL touche le cercle ABCDE
au point C , et que la droite F C a été menée

du centre F au point de contact C , la droite F C

sera perpendiculaire sur KL ( prop. 18.
donc chacun des angles FCK , FCLVest droit;
chacun des angles FBH, FBK, FDL, FDM
est droit par la même raison. Puisque l’angle

I F C K est droit , le quarré de la droite F’K est égal

aux quarrés des droites FC, CK (prop. 47.
-5
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Le quarré de la droite F K est égal aux quarrés

des droites F B , B K , par la même raison z
donc les quarrés "des droites F C , F K sont
égaux aux quarrés des droites FB, BK; mais
le qüarré de la droite FC est égal au quarré

de la droite FB : donc le quarré restant de la
droite CK sera égal au quarré restant de la droite
BK :’ donc la droite C K est égale à la droite BK.

Puisque la droite FB est égale à la droite FC
et que la droite F K est commune , les deux
droites EF, F K sont égales aux deux droites
CF, FK ; mais la baseBK est égale àla base CK:
donc l’angle BFK est égal à i’angle KFC , et l’au-a

gle BKF à l’angle FKC (prOp. 8&1) : donc l’an-

gle BFC est double de l’angle KFC et l’angle
BKC double de l’angle FKC . Par la même raison
l’angle CFD est double de l’angle CFL ,- et l’an-

gle CLD double de l’angle CLF. Puisque l’arc

BC est égal à l’arc CD, l’angle BFC sera égal

à l’angle CF D (prop. 27 . 5) ; mais l’angle B F-C

est double de l’angle KFC, et l’angle DFG dou-

ble de l’angle L F C : donc l’angle KFC est égal

àtl’angle CFL : donc les deux triangles FKC,
FLC ont deux angles égaux à deux angles -,
chacun-à chacun , et un côté égal à un côté ,

puisque leficôté FC leur est commun : donc ces
Jeux triangles ont leursautres côtés égaux aux
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autres côtés, et l’angle restant égal à l’angle res-

tant (prop. 26. 1 ) : donc la droite KG est égale
à la droite CL ,ret l’angle FKC égal à l’angle FLC.

La droite KL sera double de la droite KG ,
puisque la droite KG est égale à la droite CL.
Par la même raison la droite HK sera double de
la droite B K. De plus , puisqu’on a démontré

que la droite B K est égale à la droite KG , que

la droite KL est double de la droite KG et la
droite H K double de la droite B K, la droite H K
sera égale à la droite KL. Nous démontrerons

semblablement que chacune des droites GH ,
GM, ML est égale à l’une ou à l’autre des droites

HK , KL : donc le pentagone GHKLM est
équilatéral. Je dis aussi qu’il est équiangle; car

puisque l’angle FKC est égal à l’angle FLC ,

et qu’on a démontré que l’angle HKL est dou-

. ble de l’angle FKC et l’angle KLM double aussi

de l’angle FLC, l’angle HKL sera égal à l’an-.-

gle KL M. Nous démontrerons par une raison
semblable que chacun des angles KHG , HGM
GMH est égal à l’un ou à l’autre des angles HKL,

KLM : donc les cinq angles GHK, HKL, KLM,
LMG, MGH sont égaux entr’eux : donc le [pen-

mgone GHKLM est équiangle. Nous avons dé-
montré qu’il est équilatéral, et il est circOnscrit

au cercle ABCDE; ce qu’il falloit faire.

’ 4
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PROPOSITION XIII’.
PROBLÈME.

Dans un pentagone équilatéral et équiangle,

inscrire un cercle.

Soit ABC D E (fig. 1 1 7) le pentagone équi-
latéral ct équiangle donné : il faut inscrire un

cercle dans le pentagone ABCDE.
Partagez chacun des angles BCD, CDE en deux

parties égales par les droites CF, DF (prop. 9. 1);
et du point F où les deux droites CF, DF se ren-
contrent, menez les droites FB , FA , FE. Puis-
que la droite B C est égale à la droite C D et que
la droite FC est commune , les deux droites BC,
CF sont égales aux deux droites DG, CF; mais
l’angle BCF est égal à l’angle DCF : donc la

base BF est égale à la base DF (prop. 4. 1);
le triangle BF C est égal au triangle DCF et les
autres angles qui soutendent des côtés égaux
dans ces deux triangles sont égaux entr’eux’
(prop. 4. 1) : donc l’angle CBF sera égal à l’an-

gle CDF ; et puisque l’angle CDE est double
Ide l’angle C DF et que l’angle CBE est égal
à l’angle ABC et l’angle CDF égal à l’angle CBF,

l’angle CBA sera double de l’angle CB F, et par

conséquent l’angle ABF sera égal al’angle FBC :
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donc l’angle ABC est partagé en deux parties

égales par la droite BF. Nous démontrerons”

semblablement que chacun des angles BAE,
AE D est partagé en deux parties égales par les

droites FA, FE. Actuellement du point F con-
duisez sur les droites AB, BC, CD, DE, EA
les perpendiculaires F G , FH, FK , FL, FM.
Puisque l’angle HCF est égal à l’angle KCE et

que l’angle droit FHC est égal à l’angle droit

FKC , les deux triangles FHC , FKC auront
deux angles égaux à deux angles et un côté
égal à un côté; savoir , le côté commun FC qui

soutend un des angles égaux : donc ces deux
triangles auront les autres côtés égaux aux autres

côtés ( prop. 26. 1) , etla perpendiculaire FH sera
égale à la perpendiculaire FK. On démontrera

semblablement que chacune des droites FL,
FM , FG est égale à l’une ou àl’autre des droites

FH, FK: donc les cinq droites FG, FH, FK,
FL , FM sont égales entr’elles : donc si du
centre F et avec un intervalle égal à une des
droites FG, FH, FK, FL, FM on décrit une
circonférence de cercle , cette circonférence
passera par les autres points et touchera les.
droites AB, BC, CD, DE, EA, parce que les
angles sont droits enG , H , K, L , M; en effet , si
au lieu de les toucher, elle les.coupoit , la per-
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pendiculaire menée à l’extrémité d’un diamètre

entreroit dans le cercle; ce qui a été démontré

absurde (prop. 16. 5) : donc la circonférence
décrite du centre F avec un intervalle égal à
une des drOites FG, FH, FK, FL , FM ne cou-
pera point les’droites AB, BC , CD, DE , EA:
donc elle les touchera. Décrivez la circonfé-

rence GHKLM. ’’ Donc on a inscrit une circonférence de cercle

dans un pentagone équilatéral et équiangle; ce

qu’il falloit faire. ’
PROPOSITION XIV.

PROBLÈME.
l

Circonscrire une circonférence de cercle à. un
pentagone équilatéral et équiangle donné.

Soit ABCDE (fig. 1 1 8) un pentagone équi-
latéral et équiangle : il faut à ce pentagone cira

conscrire une circonférence de cercle.
Partagez en deux parties égales chacun des

angles BCD , CDE par les droites CF, FD
(prop. 9. 1) , et du point F’où ces droites se

rencontrent, menez aux points B, A ,-E les
droites FB , FA, FE. Nous démontrerons ,
comme dans la proposition précédente , que
chacun des angles CBA , BAE , AEB est coupé
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en deux parties égales par les droitesBF, FA; FE.
Puisque l’angle BCD est égal à l’angle CDE,’ et

que l’angle FCD est la moitié de l’angle BCD ,

et l’angle CDF la moitié de l’angle CDE , l’an-

gle FCD sera égal à l’angle FDC : donc le côté

FC est égal au côté FD (prop. 6. I). On démon-

trera semblablement que chacune des droites
FB, FA, FE est égale à chacune des droites FC,

FD : donc les-cinq droites FA, FB, FC, FD, FE
sont égales entr’ elles : donc la circonférence

décrite du point F et avec un intervalle égal à

une des droites FA, FB , FC , FD, FE passera
par les autres points et sera circonscrite au
pentagone équilatéral et équiangle ABC DE. A

Décrivez la circonférence ABC DE.
Donc une circonférence de cercle a été cir-

conscrite à un pentagone équilatéral et équian-

gle; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION KV.
PROBLÈME.

Inslærîœ dans un cercle donné un hexagone équi-
latéral et équiangle.

"son ABCDEF (fig. 1 19) le cercle donné : il
faut dans ce cercle inscrire un hexagone équi-

latéral et équiangle.

Menez le diamètre AD du cercle ABCDEF,
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prenez le "centre G de, ce cercle , et du centre D
avec l’intervalle DG décrivez la circonférence

EGCH (dem. 5).; menez les droitesEG , CG,
prolongez-les vers les points B , F, et menez

1 les droites AB, BC, CD, DE, EF, FA : je dis
que l’hexagone AB C D E F est équilatéral et
équiangle.

Puisque le point G est le centre du cercle
ABCDEF, la droite GE sera égale à laidroite GD.

De plus , puiSque le point Brest le centre du
cercle EGCH , la droite DE sera égale à la
droite DG; mais on a démontré que la droite
GE est égale à la droite GD : donc la droite YGE
est égale à la droite E D : donc le triangle EG D
est équilatéral : donc ses trois angles EGD ,
GDE , DEG sont égaux entr’eux , puisque dans

les triangles isocèles les angles à la base sont
égaux, entr’enx ( prop. 5. 1 ) ; mais les trois
angles d’un triangle sont égaux à deux droits v

(prop. 52. I ) : donc l’angle EGD est le tiers
de deux angles droits. On démontrera sembla-
blement que l’angle DGC est le tiers de deux
angles droits; donc , puisqu’une droite CG tom-
bant sur la droite EB fait les angles de suite EGC,
CGB égaux à deux droits (prop. I5. 1), l’angle

restant CGB sera le tiers de deux angles droits:
donc les angles EGD, DGC , C GB sont égaux
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entr’eux; mais les angles BGA, AGF , FGE
sont-égaux aux angles EGD, DGC; CGB,
parce que ces angles sont opposés par le sommet

(prop. I5. I): doucies six angles EGD, DGC,
CGB, BGA, AGF, FGE sont égaux entr’eux’;

mais des angles égaux s’appuient sur des arcs
égaux (prop. 26. 5) : donc les six arcs AB, BC,
CD, DE , EF, FA sont égaux entr’eux; mais des

arcs égaux sont soutendus par des c0rdes égales

( prop. 29. 5) : donc les six cordes sont égales
entr’elles : donc l’hexagone ABC DEF est équi-

latéral. J e dis qu’il est équiangle , car puisque

l’arc AF est égal à l’arc E D, si nous leur ajou-

’ tons à chacun l’arc A’B C D , l’arc total FAB C D

sera égal à l’arc total E D CBA : donc , puisque
l’angle FED s’appuie sur l’arc FABC D et que

l’angle AFE’s’appuie sur l’arc EDCBA, l’an-

gle AFE est égal-à l’angle DEF prop. 27. 5
On démentrera Semblablement "que les autres
angles de l’hexagone AB C D E F sont égaux
chacun à l’un ou à l’autre des angles AF E ,
F E D : donc l’hexagone A’B C D E F est-équian-

gle. Mais on a démontré qu’il est équilatéral, et

il est inscrit dans le cercle ABC DEF. ’ I I
. Donc on a inscrit un hexagone équilatérale: a

équiangle dans un cercle’dOnné; cequ’il falloit

faire... . ’ A ” - I T21) J." n
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Il suit manifestement delà que le côté de
l’hexagone est égal au demi-diamètre du cercle.

Si parles points A, B, C, D, E,F nous me-
nons des tangentes au cercle , on circonscrira

. à ce Cercle un hexagone équilatéral et équian-

gle ,’en suivant la méthode que nous avons
donnée pour le pentagone; c’est aussi de la
même manière que nous inscrirons et que nous
circonscrirons une circonférencede ceréle à
un hexagone donné.

PROPOSITION XVI.
PROBLÈME.

Inscrire dans un cercle donné un quindécagorqc’

équilatéral et équiangle. . *

Soit ABCD (fig. no) le-cercle donné : ilz
faut dans ce cercle inscrire un quindécagone
équilatéral et équiangle.

Inscrivez. dans le cercle ABCD’le côté AC
d’un triangle équilatéral et le côté AB d’un pen-

tagone équilatéral. Puisque la circonférence en-

tière ABC D doit être partagée en quinze parties

égales , l’arc ABC qui est la troisième partie de

lacirconférence en contiendra cinq, et l’arc
qui est le cinquième de la circonférence enncon’a
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tiendra trois : donc l’arc restant BC en con-
tiendra deux. Partagez l’arc restant BC en deux
parties égales au point E (prop. 50. 5) , chacun
des ares BE , EC sera la quinzième partie de
la circonférence du cercle ABC D : donc si l’on

porte une des droites BE, EC sur la circonférence
ABCD autant de fois qu’on le pourra (prop. 1 .
on aura un quindécagone équilatéral et équian-

gle qui sera inscrit dans cette circonférence;

ce qu’il falloit faire. , ’ y
En suivant la méthode que nous avons donnée

pour le pentagone, si par les points de division
d’un cercle on conduit des tangentes à ce cer-g
cle , on circonscrira à ce cercle un quindéca-
gone équilatéral et équiangle. En suivant la
même méthode , nous inscrirons’get nous cir-

conscrirons une circonférence de cercle à un
quindécagone équilatéral et équiangle donné. ç

r

ormeau QUATRIÈME LIVRE.
I
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’" LIVRE V1.1

DÉFINITION&

r. L E s figures rectilignes semblables sont
celles dont les angles sont égaux chacun à
chacun et dont les côtés placés autour des angles.

égaux sont proportionnels.
2. Les figures sont réciproques lorsque les

antécédens et les conséquens des raisons se
trouvent dans l’une et l’autre figure.

5. Une. droite est ditecoupée en extrême et
moyenne raison lorsque la (droite totale est au
plus grand segment comme le plus grand seg-
ment est au plus petit.

4. La hauteur d’une figure est une perpen-
diculaire menée de son sommet sur sa hase.

5. On dit qu’une raison est composée de rai-

sons lorsque les quantités des raisons multi-
pliées entr’elles-produisent la quantité de cette

raison.
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PROPOSITION PREMIÈRE.’ ’

THÉORÈME.

Les triangles et les parallélogrammes qui ont
la même hauteur sont entr’euæ comme leur:

bases. ’
Soient les triangles ABC , AC D ( fig. 121)

et les parallélogrammes EC , CF qui ont la
même hauteur , savoir , la perpendiculaire me- l
née du point A sur la droite BD : je disque le
triangle ABC est au triangle ACD et que le
parallélogramine EC est au parallélogramme C F.

comme la base BC est à la base CD.
Prolongez la droite BD de part et d’autre

vers les points H , L , et faites les droites BG , GH
égales chacune à la hase BC; faites aussi les
droites DK, KL égales chacune àla base CD,

et menez les droites AG, AH, AK, AL.
’ Puisque les droites CB , BG , GH sont égales

entr’elles, les triangles AGH, AGB , ABC seront.
égaux entr’eux ( prop. 58. I) : donc le triangle

AHC contient le triangle ABC autant de fois
que la hase HG contient la base BC. Par la même
raison le triangle ALC contient le triangle ACD
autant de fois que la base LC contient la base CD.
Si la base HG est égale à la base CL ,t le triangle

" 0
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AHC sera égal au triangle AB C (prop. 58.; ) ;
si la base HC’surpasse la base’CL’, le triangle

AHC surpassera le triangle ALC , et si cette
, base est plus petite le triangle sera plus petit.
Ayant donc quatre quantités ,usavoir , les deux
bases BC , CD’et les deux triangles ABC ,’ACD ,

on a pris des équimultiples de la base BC et du
triangle ABC , savoir, la base HC et le trian-
gle AHC; on a pris aussi d’autres équimultiples

de la base CD et du triangle ACD, savoir, la
base C L et le triangle ALC; et l’on a démontré

que si la base HC surpasse labase CL, le trian-
gle AHC surpassera le triangle ALC; que si la
base HC est égale à la base CL , le triangle AHC

sera égal au triangle ALC , et que si la base HG
est plus petite que la hase CL, le triangle AHC.
sera plus petit que le triangle ALC : donc le
triangle ABC est au triangle AC D comme la
base BC et, la base CD (déf. 5. 5).
v Puisque le parallélogramme EC est double
dutriangle ABC , que le parallélogramme FC
est double aussi dutriangle ACD (prop. 4er . I) ,
et à cause que les parties ont entr’elles la même

raison que leurs équimultiples ( pr0p. ’I 5. 5) , le
parallélogramme’E’C’ sera un parallélogramme

FC comme’le triangle ABC est un triangle ACD z.
donc puisqu’on a démontré que le triangle ABC.
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est au triangle ACD comme la base BC est à la
base C D ; et à cause. que le parallélogramme EC

est au parallélogramme FC comme le triangle
ABC est au triangle ACD , le parallélOgramme
EC sera au parallélogramme FIC comme la base

BC estàla base CD (pr0p. 11.5). q
Donc les triangles et les parallélogrammes

qui ont la même hauteur sont entr’eux comme
leurs bases; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION II’.
THÉORÈME.

Si l’on conduit une droite qui soit parallèle à un

des côtés d’un triangle, cette droite coupoit-3

proportionnellement les côtés de ce triangle; et
si deuar côtés d’un triangle sont coupés propor-

tionnellement , la droite qui joindra les sections
sera parallèle au côté restant du triangle.

Que l’on mène la droite DE (fig. un) de
manière qu’elle soit parallèle à un des Icôtés’du

triangle ABC : je dis que CE est à EA comme

BD est à DA. . AMenez les droites BE; CD. a v
Le triangle BDE est égal au. triangle CDE

( prop. 57. x ) , parce qu’ils ont la même base et

qu’ils sont cOmprisentre les mêmes parallèles.

2
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Mais deux-quantités égales ont la même raison

avec une même quantité ( pr0p. 7. 5) : donc le l
triangle CDE est au triangle ADE comme le
triangle B D E est au triangle ADE. Mais le
triangle BDE est au triangle ADE comme BD
està DA: car ces deux triangles , qui ont la même

hauteur, savoir, la perpendiculaire menée du
point E sur la base. AB , sont entr’eux comme
leurs bases (prop. 1 .6). Par la même raison le
triangle CDE est au triangle ADE comme CE
est à EA : donc BD est à DA comme CE est
à EA (prop. 11.5).

Si les côtés AB, AC du triangle ABC sont
coupés proportionnellement aux points D, E de
manière que BD soit à DA comme CE est à EA ,
et si l’on mène la droite DE : je dis que la droite

DE est parallèle à la droite BC.
Faites la même construction. Puisque BD

est à DA comme CE est à EA, que BD est à DA

connue le triangle BDE est au, triangle ADE
(prop. 1.6), et que CE est à EA comme le
triangle CDE est au triangle ADE; le triangle
BDE sera au triangle ADE comme le triangle
CDE est au triangle ADE (prop. I 1.5) : donc
chacun des triangles BDE , CDE a la même

raison avec le triangle ADE : donc le triangle
,BDE est égal au triangle CDE (prop. g. 5),
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et ils ont la même hase. Maisdes triangles’égaux ,

et construits sur la même hase sont compris
entre les mêmes parallèles (prop. 5g. 1) : donc
la droite DE est parallèle à la droite BC.

Donc si l’on conduit une droite qui soit pa-
rallèle à un des côtés d’un triangle , cette droite

coupera proportionnellement les côtés de ce
triangle ; et si les côtés d’un triangle sont coupés

proportionnellement, la droite qui joindra les
sections sera parallèle au côté restant de ce
triangle; ce qu’il falloit démontrer. t

PROPOSITION 11L
THÉORÈME.

Si un angle d’un triangle est partagé en deux par-

ties égales, et si la droite qui partagé cet angle

coupe la base, les segmens de la base auront
la même raison que les autres côtés de ce trian-

gle,- et si les segmens de la base ont la. même
. raison que les autres côtés du triangle, la droite

qui est menée du sommet à la section partagera
l’angle de ce triangle en deux parties égales.

Soit le triangle ABC (fig. 125), que l’an-
gle BAC soit partagé en deux parties égales par

la droite AD : je dis que BD est à DG comme

BA est à AC. . ’
5
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t .Par le point C menez la droite CE parallèle
à la droite DA (prop. 5 I . I) ;- prolongez la droite
BA jusqu’à ce qu’elle remontrera la droite CE

au point E.
Puisque la droite AC tombe sur les parallèles

AD , EC , l’angle ACE sera égal à l’angle CAD .

(prop. 29. 1 ); mais l’angle CAD est supposé
égal à l’angle BAD :v donc l’angle BAD sera égal

àl’angle ACE. De plus , puisque la droite BAE *’

tombe sur les parallèles AD, EC , l’angle exté-
rieur BAD . est égal à l’angle intérieur AEC

( prop. 29. I Mais on a démontré que l’angle
ACE est égal à l’angle BAD : donc l’angle ACE

sera égal à l’angle AEC : donc le côté AE sera

égal au côté AC (prop. 6. I Puisque la droite
AD est parallèle à un des côtés du triangle BCE,

Savoir , au côté EC, la droite BD sera à la droite

DC comme la droite B A est à la drOite AE
(prop. a. 6). Mais la droite AE. est égale à la
droite AC : donc la droite BD est à la droite
D Ct comme la droite B A est à la droite A C

( prop. 7 . 5 vSupposons à présent que la droite BD soit à
la droite DC comme la droite BA est à la droite
AC; menez la droite AD : je dis que l’angle
BAC est partagé en deux parties égales par la
droite AD.
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Faites la même construction. Puisque BD

est à’DC comme B’A est à AC , et que BD est

à DC comme BA. est à AE (prop. 2. 6), car
la droite AD est parallèle à un des côtés du
triangle BCE , savoir ,"au eôté EC, il estéri-
dent que BA’ sera à AC ’c01nme BA est. à AE :

donc la droite AC’lest’ égale à la. droite’AE

(prop. 9. 5) : donc l’angle AEC est égal a’l’an-

gle ACE (vprop.,5t.5Ïr:)ï; mais l’angle AEC-i est

- égal all’angle extérieur BAI) (prop. 29. 1),. et

l’angle ACE égal à-l’angle alterne C AD,: donc

- l’angle BAD sera égal àtvlï’an’gleïCAD à donc

- l’angle BAC est partagé Îen’udeui: partiesiéga’l’e’s

Par la droite AD. ’-’ ’*” "bibi -ï r" 5’ t .

Donc si un angle d’un triangle est partagé en

deux parties égales , et si la droiteiiuiupàrtage
Cet angle coupe llar base; les" segmens de Ilaîbase

r. auranttla même raison que les antres côtés de
"èeïtriangle ;’e’t si les segmens de.) la base ont rla .

même raison que les I autres côtés Hui triangle 5
z t la: droiteïqui’est nien’ée- de sommet à la’se’eti’on

l’a partage Wright de’ce’triangle en deux
égales ï; ée V’c’jü’îl’fàllîiîtïdémontrer. r - I sa;

. 16.5.2; un ..: riperai; r1 u; d’un; «un. .I.

x-:. l * Wl.4* l’ , L’a’. l l ’tl lu.» . stl . r 1,,1..:A.u.,r.34l ’v - 1y .... 21’" . a 1 4, a; un . u ,. L;; vt



                                                                     

:16 générateurs
"PROPOSITION 1v.

’THÉORËME.

’Dans les triangles équiangles, les côtés qui sont

autour des angles égaux sont proportionnels ,-
’.. et; on appelle côtés’fiomkologues ceux qui sou-

tendent des angles égaux. l l

Soient les triangles équiangles ABC,’DCE
(fig, 124) dont l’angle ABC soit égal à l’angle

DCE, l’angle ACB égal à l’angleDEC , et l’an-

gle ZBAC égal-à l’angle CDE : je dis que dans

le’s;deux triangles AB C 3 DCE, les côtés qui sont

autour des angles égaux sont proportionnels,
et «me .les côtés qui soutendentdes angles égaux

sontihomqloguest: .- A .
w-:.vPlabe’z le; côté BC, dansyla, direction de CE;

puisque les angles [A13 C- ,. ACB. sont moindres
(inondent angles. droits prop. 17. 1) , et. que
Bananes est égalvà l’angle DÉC, le.S angle?

ABC ,.-,DE’C seront plus petits que .deuxjangles
droits ; a. donc- -le.s.» deux; droites. , B A, ; EJD, aga;
prolongéeêixSÊÆBEçPmreTQPt entr’elleârÇaws);

et supposons qu’elles se rencontrent au point F;
Puisque l’angle DCE est égal à l’angle ABC,

la droite DC sera parallèle à la droite B F
Ç prop. 28. 1 De plus , puisque l’angle ACE
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est égal à l’angle DEC, la droite ACvsera pa-

rallèle à la droite FE. Donc la figure FAC D est
un parallélogramme : donc la droite FA est
égale à la droite FD et la droite AC égale à la
droite FD (prop. 54. 1); et puisqu’un des côtés

du triangle FBE, savoir, le côté ACB est paral- .
lèle au côté FE, le côté BA sera au côté AF

comme le côté’BC est au côté CE (prop. 2.6).

Mais la droite AF est égale à la droite C D: donc
BA est à CD comme BC est à CE (prop. 7.5),
et, en alternant, AB est à BC comme CD està
CE (prop. 16. 5). De plus, puisque la droite
CD est parallèle à la droite BF , la droite BC
sera à la droite CE comme la droite FD est à
la droite DE. Mais la droite DF est égale à la
droite AC : donc BC est à CE comme AC est
à ED , et en alternant, BC est à CA comme CE
est à ED; maistpuisqu’on a démontré que Ali

est à BC comme DC est àvCEèet queBC est à
CA comme CE est àsED, la droite BA sera à
la droite AC commevC’D est à DE (prop. 22.

Donc dans les triangles équiangles lesvcôtés’

qui sont autour. angles égaux sont proporÀ
tionnels , etï’les côtés qui soutendent des angles

égaux sont ç’homologues ;- ce . qu’il falloit

montrer. .ï " x
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PROPOSITION v.

THÉORÈME.

Si deux triangles ont leurs côtés proportionnels,
ces deux triangles seront équiangles, et les an-
gles soutendus par les côtés hontologues seront

égaux. l v
Soient deux triangles ABC , DEF (fig. 1’25)

dont les côtés soient proportionnels, de ma-
nière que AB soit à B61 comme DE est à EF,
que BC sOit à CA comme EF est à FD et que
BA soit à AC comme ED est à DF :je dis que
les triangles ABC, DEF sont équiangles et que
les angles soutendus par les côtés homologues
sont égaux, savoir, l’angle ABC égal à l’angle

DEF, l’angle BCA égala l’angle EF D , et enfin
l’angle BAC égal à l’angle EDF.

Construisez sur la droite EF et aux points
E , ’F l’angle FEG égal à l’angle ABC et l’an-

gle EFG égal à l’angle BCA (prop. 25. I ); le

troisième angle BAC sera égal au troisième
angle EGF (prop. 52.1) :4 donc les triangles
ABC, EGF sont équiangles: donc dans les deux
triangles ABC , EGF, les côtés qui sont autour
des angles égaux sont proportionnels et les côtés

1 soutendent les angles égaux sont homologues

à
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(prop. 4. 6): donc AB est à BC comme GE’
est à EF; mais AB est à BC comme DE est à
EF : donc DE est à EF comme GE est à EF
( prop. 1 1 . 5) : donc l’une et l’autre des droites

DE , GE ont la même raison avec la droite EF:
donc la droite D E est égale à la droite GE
( prop. g. 5). La droite DF sera égale à la droite
GF, par la même raison. Donc, puisque la droite
EG est égale à la droite DE , et que la droite
EF est. commune , les deux droites DE, EF sont
égales aux deux droites GE , EF; mais la base
DF est égale à la base GF : donc l’angle DEF est

égal à l’angle GEF (prop. 8. I) 5 donc le triangle

DEF est égal au triangle GEF et les autres angles
qui sont soutendus par les côtés égaux sont en-
core égaux : donc l’angle DFE est égal à l’angle

GFE et l’angle EDF égal à l’angle EGF. Puisque

’DEF est égal à l’angle GEF et que l’angle GEF

est égal à l’angle ABC , par construction, l’an-

gle ABC sera égal à l’angle DEF. Par la même

raison l’angle ACB sera égal à l’angle DFE et

l’angle A égal à l’angle D : donc les triangles

ABC, DEF SOnt équiangles. I
q Donc si deux’triangles ont leurs côtés pro-
portionnels , ces deux triangles seront équian-
gles , et les angles soutendus par les côtés homo-
logues seront égaux 5 ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION V1.

THÉORÈME.

Si deux triangles ont un angle égal à un angle,et "
si les côtés qui sont autour des angles égaux

sont proportionnels, ces deux triangles seront
équiangles et les angles soutendus parles côtés

homologues seront égaux.

n Soient les deux triangles A B C , D E F
(fig. 126), ayant un angle BAC égal à un angle
E DF, et ayant de plus les côtés qui sont autour
des angles égaux proportionnels entr’eux, de
manière que BA soit à AC comme ED est à
DF : je dis que les triangles ABC , DEF sont
équiangles et que l’anglexABC est égal à l’angle

DEF et l’angle ACB égal à l’angle DFE.

Sur la droite DF et aux points D, F cons-
truisez l’angle FDG égal à l’un ou à l’autre (les

angles BAC, EDF et l’angle DFG égal à l’an-

gle ACB (pr0p. 25. I L’angle restant B sera
égal à l’angle restantG (prop. 52. 1 ) : donc les

triangles ABC , DGF sont équiangles: donc BA

est à AC comme GD est à DF (prop. 6);
mais on suppose que BA est à AC comme ED
est à DF z donc ED est à DF comme GD est
à DF (prop. 11. 5): donc le côté ED est égal



                                                                     

D’EUCLIDE. 22!
au côté DG ( prop. 9. 5) ; mais le côté DF est

commun : donc les deux droites ED, DF sont
égales aux deux droites 9D, DF; mais l’angle
EDF est égal à l’angle GDF : donc la base EF est

égale à la base FG (prop. 4. I) 5 donc le triangle

DEF égal au triangle GDF et les autres angles
qui sont soutendus par les côtés égaux sont en-
core égaux : donc l’angle DFG est égal à l’angle

DFE et l’angle G égal à l’angle E. Mais l’angle

DF G est égal à l’angle ACB , par construction:

donc l’angle ACB est égal à DFE; mais l’angle

BAC est supposé égal à l’angle EDF :- donc

l’angle restant B est égal à l’angle restant E

(prop. 52. I ) : donc les deux triangles ABC,
DEF sont équiangles.

Donc si deux triangles ont un angle égal à
un angle, et si les côtés qui sont autour des
angles égaux. sont proportionnels , ces deux
triangles seront équiangles , et les angles sou-
tendus par les côtés homologues seront égaux;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION VIL

THÉORÈME.
Si (leur triangles ont un angle égal à un angle,
A si les côtés placés autour de deux autres angles

sont proportionnels entr’eux, et si chacun des
angles restans est en même tente ou plus petit
ou n’est pas plus petit qu’un angle droit, les

triangles seront équiangles et les angles adja-
Cens côtés proportionnels seront égaux.

Soient les deux triangles ABC , DEF (fig. I 27)
ayant un angle égal à un angle, savoir , l’angle
BAC égal à l’angle EDF et les côtés qui sont

autour de deux autres angles ABC , DEF propor-
tionnels entr’eux , de manière que DE soit à EF

commenAB est à BC , et que chacun des deux
autres angles ACB , DFE soit plus petit qu’un
angle droit : je dis que les triangles ABC , DEF
sont équiangles, que l’angle ABC est égal à l’an--

gle DEF ,’ et l’angle AC B égal à l’angle D F E. ’

Car si l’angle ABC n’est pas égal à l’angle

DEF, l’un d’eux sera plus grand. Que l’angle

ABC soit le plus grand. Construisez sur la droite
AB et au point B 1m angle AB G égal à l’angle

DEF (prop. 25. I
Puisque l’angle A est égal à l’angle D et l’an-
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gle ABG égal à l’angle DE F, l’angleOAGB sera

égal à l’angle DFE (prOp. 52. 1) : donc les trian-

gles ABG, DEF sont équiangles : donc AB est
à BG comme DE est à EF (prop.4.6’); mais

par supposition DE est à EF comme AB est
à BC : dOncAB est à B’C comme. AB’est à BG-

( prop. I I. 5) : donc la droite AB a la même ’
raison avec chacune des droites B C , B G ’: donc

la droite BC sera égale à la droite BG et par
conséquent l’angle BGC est égal à l’angle BCG

(prop. 5. 1)]; mais on a supposé que l’angle C.
est plus petit qu’un angle droit: donc l’angle
BGC est plus petit qu’un angle droit et par con-
séquent l’angle de suite AGB est plus grand,
qu’un angle droit ( prop. 15. I ) ; mais on a dé-
montré que l’angle AGB est égal à l’angle F :

donc l’angle F est plus grand qu’un angle droit î

mais on a supposé qu’il étoit plus petit qu’un.

angle droit , ce qui est absurde : donc les angles,
ABC, DEF ne sont pas inégaux : donc ils sont
égaux ; mais l’angle A est égal à l’angle D : donc

l’angle C est égal à l’angle F z donc les triangles

ABC , DEF sont égaux.
Supposons à présent que l’un et l’autre des

angles C, F n’est pas plus petit qu’un angle droit :

je dis encore que les triangles AB C , DEF sont

équiangles. .
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’Ayant fait-la même construction, nous dé-

montrerons semblablement que le côté BC est
égal au côté ’BG et l’angle C égal à l’angle BGC;

mais-l’angle C n’est pas plus petit qu’un angle

droit : donc l’angle BGC n’est pas plus petit
qu’un angle droit z donc deux angles du trian-
gle BGC ne sont pas plus petits que deux angles
droits , ce qui est impossible (prop. I 7. 1) : donc
les angles ABC, DEF ne sont pas inégaux :
donc ils sont égaux; mais l’angle A est égala
l’angle D: donc l’angle C est égal à l’angle F

(prop. 52. I ) : donc les triangles ABC, DEF
sont équiangles.

Donc si deux triangles ont un angle égal à un
angle, si les côtés placés autour de deux autres

angles sont proportionnels entr’eux , et si cha-
cun’des angles restans est en même tems plus
petit ou n’est pas plus petit qu’un angle droit,

les triangles seront équiangles et les angles adja-
cens aux côtés proportionnels seront égaux ;

, ce qu’il falloit démontrer.



                                                                     

n’a U 0L I -D n. 925
O

PROPOSITION VI’I’I.

THÉORÈME;

Si dans un triangle rectangle on conduit une
perpendiculaire de l’angle droit sur la base, les
triangles placés autour de la perpendiculaire
sont semblables au triangle total et semblables
en’tr’eux.

Soit le triangle rectangle ABC ( fig. 128) dont
l’angle BAC est droit; du point A conduisez la
perpendiculaire AD sur la base BC :je dis que
les triangles AB D , ADC sont semblables au
triangle total ABC et semblables entr’eux.

Car puisque l’angle BAC est égal à l’angle

ADB , étant droits l’un et l’autre , et que l’angle

B est commun aux deux triangles ABC , AB D,
l’angle restant ACB sera égal à l’angle restant

B AD (prop. 52. r ) : donc les deux triangles
ABC, ABD sont équiangles : donc le côté BC

qui soutend l’angle droit du triangle ABC , est
au côté BA qui soutend l’angle droit du triangle

ABD comme le côté AB qui soutend l’angle C

du triangle ABC , est au côté BD qui soutend un
angle égal à l’angle C , c’est-à-dire l’angle B A D

du triangle ABD, et enfin comme le côté AC
est au côté AD qui soutend un angle B commun

’ Pfi
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à ces deux: triangles :. donc les triangles AB C ,
ABD sont équiangles, etles côtés placés autour

à des angles égaux’sont proportionnels entre

Veux (.prop.4. 6): doncle triangle ABC est sem-
blable au triangle ABD ( déf. I . 6). Nous dé-
montrerons que delmême le triangle ADC est
semblable au triangle ABC : donc chacun des
triangles ABD, ADC est semblable au triangle
total ABC.
’ Je dis de plus que les triangles ABD, ADC

’sont’semblables’ entr’eux. ’ I

Car puisque l’angle droit BDA est égal à
l’angle droit ADC, et à cause qu’il a été dé-

montré que l’angle BAD estégal à l’angle C,

l’angle restant B sera égal àl’angle restant DAC

’(prop. 1 : d’onc les Jeux triangles ABD ,
ADC sont équiangles : donc 1è Côté BDÏdu

triangle AB D , qui soutend l’angle B’AD est au

Côté ’DA triangle ADC , qui soutend l’angle
C égal à l’angle BAD’, comme le côté AD du

triangle ABD qui soutend l’angle B est au côté

’DC du triangle ADC qui soutend l’angle DAC
égal à l’angleB , et comme le côté BA qui sou-

tend l’angle droit ADB est au. côté AC qui sou-

îtend l’angle droit ADC ( prop. 6) : donc le
’ triangle ABD ’es’t’semblablelau triangle ADC

(déf..x;6)’:--’*** ’ v
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Donc si’vdans un triangle’rectangle,’on Con--

duit une perpendiculaire de l’angle droit sur la
base; les triangles placés autourïde la perpen-

l diculaire sont semblables au triangle total et
semblables entr’eux; ce qu’il falloit démOntrer.

canonnainn.’
Il suit de là que , dans un triangle rectangle

la perpendiculaire conduite de l’angle droit, Sur

la base, est moyenne proportionnelle entre les
’ segmens de la base, et que chaque côté l’angle

droit est moyen proportionnel entre la base et
le segment qui lui est contigu.

PROPOSITION 1X.
PROBLÈME.

D’une droite donnée retrancher une partie
demandée.

Soit AB (fig.»12’9)’îla droite donnée : il.faut

(le la droiterAB retrancher une partie demandée.
Que la partiédem’andée soit le tiers de cette

droite; du’poin’t’ Aconduisez une droite quels-

conque AC qui fasse avec la droite AB un angle
quelconques prenez sur la droite’AC un point
quelconque D et faites les droites D E , EÏC
égales chacune à la droite AD (prop. 5. I );
scénduisez ensuite la droite B C- ’e’tîpar:le point D

2
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conduisez la droite DE parallèle à la droite BC

(prop.51. 1).. ’Puisqu’On a conduit la droite FD parallèle à

un des côtés du triangle ABC , savoir, au côté

BC , la droite CD sera à la droite DA comme
la droite BF est à la droite FA ( prop. 2. 6);
mais la droite CD est dOuble de la droite DA:
donc la droite BF est double de la droite FA :
donc la droite BA est double de la droite AF.

Donc on a retranché de la droite donnée AB
sa troisième partie demandée; ce qu’il falloit

faire.

PROPOSITION X.
PROBLÈME.

Partager une droite donnée qui n’est point par-
- tage’e de la même manière qu’une autre droite

donnée est partagée.

Soit AB fig. 1.50) la droite donnée qui n’est

point partagée et AC la droite donnée qui est
partagée: il faut partager la droite AB qui n’est

pas partagée dela-même manière que la droite
AC est partagée.

Que la droite AC soit partagée aux points
D , E , et que les droites AC , AB soient placées
de manière [qu’elles comprennent un angle
quelconque. Conduisez la droite BC, et parles
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points D , E , conduisez-les droites D F, EG
parallèles à la droite BC ( prop. 51 . I ), et par
le point D conduisezila droite DHK parallèle

à la droite AB. ALes figures F H , HB sont des parallélo-
grammes, et par conséquent la droite DH est.
égale à la droite FG et ladroile HK égale à la

droite GB (pr0p. I); et puisqu’on a cenduit
la droite HE parallèle à un des côtés du triangle

DKC, savoir, au côté KG 3 la droite CE sera à

la droite ED comme la droite KH est à la droite
I HD (prop. 2 . 6); mais puisque la droite KH est
égale il la droite BG et que la droite HD est.
égale à la droite GF, la droite C E est à la droite

ED comme la droite BG en à la droite GF. De
plus , puisqu’on a conduit la droite FD parallèle
à un des côtés du triangle AGE , sancir au côte

EG, la droite ED sera à la droite DA comme
la droite GF est à la droite FA. Mais on a dé-
montré que la droite CE est à la droite ED’
comme, la droite BG est à la droite GF : donc la.
droite CE est à la droite ED comme la droite BG
est à la droite GF, et la droite ED est à la drOite-

DA comme la droite G]? est à la droite FA.
Donc la. droite donnée AB, qui n’est pana-m

gée, a été partagée de la même manière que

la droite donnée AC; ce qu’il falloit faire.

5 .
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q P a 0ch :081 T1 o N
v à" O’;B filin”

Deux, droites étant données , trouvèftiné troisième

. p . A in , l If r. i - .d’1 417,; (..: , * gpr0portzopnelle.

Soient AB, AC (au; par) les deux droites
données; placez-les ’demanière qu’elles mm.-

prennent un angleiquelcon’quen: il fauttrouver
une troisième proportionnelle aux droites AB’,

AC. Ç. . " t a p IProlongez les droites AB, AC vers «les: points 4
D , E; faites la droite BD égale àlaf droiteÏAC;
menez la droite BC ,Ç et. par-le point D, menez la
droite D E parallèle alla droite BC (prop..5 I . 1).

Puisque la droite BC est parallèle un des
côtés du triangle ADE , savoir auteôté. DE , la

droite AB sera à la droite BD commeila droite.
AC est à la droite CE (pr0p.2.6); mais la
droite BD est égale à la droite AC : clonale
droite AB est à la. droiteAC comme la droite

AC est à la droite CE. . ,
Donc lesdeux droites AB, AC ayant été don-

nées, on a trouvé une. troisième proportion-
nelle CE; ce qu’il falloitnfaire. a .» ’
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PROPOSITION .XII.
r il 0 B L i: M E.

Trois droites étant données ,,. trozwer une que-
trième proportionnelle.

Soient A ,IB, C (fig. 152 les trois droites-
données , il faut troiuîer une quatrième propor-a

tionnellc aux trois droitesFA’; l3; C, Il q, p

Menez les demi droites DF,! compre-
nant uneangle quelconque. 5 faites la droite
DG égale à la droiteIAé la droite: CE égale. à la

droite B et Id droite DE égale irla droite
Menez la droite GH, et parlezpoint 1E menez
la droite EF parallèle à la droite en. . , p

Puisque. la droite CG H est parallèle à un des
côtés du triangle DEF, savoir au côté EF, la

droite. DG sera droite. comme la droite
DHlest à la droite HFp (prop. Mais la.
droite DG est égale à la droite A , la drOite
égale à la droite 3,. et la droite. DE égale. sida

droite C : donc: la droite ses: il la droiteflBu
comme la droite C est à la droite HF. L

Donc troisdroites A, B , C étant données , on
a trouvé une quatrième proportionnelle HF 5 ce
qu’il falloit faire.
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PROPOSITION X.III.
PROBLÈME.

peut droites étant données , trouver une moyenne

proportionnelle.

soient AB, BC (fig. 155) les deux droites
données; il faut trouver une moyenne propor-
tionnelle entre ces deux droites.

Placez ces deux droites dans la même direc-
tion , et sur la droite AC décrivez le demi-cercle
ADC , du poiutB élevez la perpendiculaire AC

et menez les droites AD, DC (prop. 1 I. I
Puisque l’angle ADC est dans un demi-cercle,

cet angle est droit (prop. 51. 5); et puisque
dans le triangle rectangle ADC on a conduit de
llangle droit la droite DE perpendiculaire sur la-
hase , la droite DB sera moyenne proportion-
nelle entre les segmens de la base AB , B C

(corroi. 8. 6 vDonc les deux droites A B , B C ayant été
données, on"a trouvé une moyenne propor-
tionnelle DE; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XIV:

PROBLÈME;

Si deux parallélogrammes égaux ont un angle
égal à un angle, les côtés qui sont placés autour

des angles égaux sont réciproquement propor-

tionnels ; et si (leur. parallélogrammes ont un
angle égal à un angle, et silos côtés qui sont

placés autour des angles égaux sont récipro-

quement proportionnels, ces (Jeux parallélo-
grammes sont égaux entr’eux.

Soient AB , BC (fig. 154) deux parallélo-
grammes égaux , ayant deux angles égaux en B.

Placez la droite BE dans la direction de DE;
la droite BG sera dans la direction de FB
(prop. 14. I) : je dis que les côtés des parallé- l

logrammes AB, BC qui sont placés autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-
nels, c’est-à-dire que DB est à BE comme GB

est à BF.
Achevez le parallélogramme FE.
Puisque le parallélogramme AB est égal au

parallélogramme BC et que EF est un troisième

. parallélogramme, AB sera à FE comme BC est
à FE (prop. 7. 5); mais AB est à FE comme
DB est à BE (prop. 1.6); et BC est à FE
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comme G B est à B.F : donc DE est à 13E comme
GB est à (prop.°1 I . 5l) idiome les côtés des
parallélogrammes AB, BtC qui sont autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-

nels. l a - ’ lSupposOns à présent que les côtés qui sont

auteur des angles égaux soient réciproquement
proportionnels, c’est-à-dire que DE soit à BE
comme GIB est à’BF ’: dis que le parallélo-

gramme AB est égal au parallélogramme BC.
Puisque nagea à DE Comme GBest à Br.

que .DB est à B’E comme le’paralléIOgramma»

est au parallélogramme FLE. prop. I . 6) ,p et
que. GB est. à BF comme le parallélogramme
BC est au parallélogramme FIE-,43 sera à FE
comme BC’ està FE (prOp. I I ç donc le pa-
rallélogramme AB est égal au parallélogramme a

Bac; (.Prop- 9.4 5)- r . ’
’v Donc si deux parallélogrammes égaux ont un

angle égal a un angle, les côtés qui sont autour

des angles égaux sont réciproquement-pr0por-
tionnels; et si :dCL’lX parallélogrammes ont un

angle égal alun angle , et si les côtés qui sont
autour desz angles égaux sont réciproquement
proportionnels , ces deux parallélogrammes sont
égaux; ce qu’il. falloit démontrer. n
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PROPOSITION lXV.
THÉORÈME. a

Si deux triangles égaux ont un angle-régal à un
angle, les côtés placés autour des angles égaux

sont réciproquement proportionnels ,- et si dans:

triangles ont un angle égal à un. angle ,l et si
les côtés placés autour de ces angles égaux sont l

réciproquement proportionnels; ces deux trian-
gles sont égaux entr’eux. .

Soient ABC , ADE (fig. 1 55) des triangles
égaux , ayant un angle égal à un angle ,vsavoir ,

l’angle BAC égal l’angle DAE z. je dis que les

. côtés des triangles ÏABC, ADE placés auteur
des angles égaux sont réciproquement ’pr0p01t-

"tionnels entr’eux , c’est-a-dire. que. C A est à A D

eOmme EA estjà AB. l 4 . . .
Placez ces triangles de manière que la droite

CA soit dans la direction de la droite AD; la
droite EA sera dans la direction de la droite AB
(pr0p. I4. 1 Menez la droite BD.

Puisque le triangle ABC est égal au triangle
ADE et que ABD est un autre triangle , leltrian-
gle CAB sera au triangle EAD comme le trian-
gle-ADE est au triangle EAD (prop. 7. 5),; mais
le triangle C AB est au triangle EAD comme CA
est à AD (prop. I. 6) , et le triangle EAD est
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au triangle BAD comme EA est à» AIS : donc CA

est à AD comme EA est à AB (prop. 1 1. 5):
donc les côtés des triangles ÀBC, ADE , qui
sont autour des angles égaux , sont réciproque--

ment proportionnels.
Supposonsà présent que les côtés des trian-

gles ABC , ADE soient réciproquement pro-
portionnels , c’est-à-dire que C A soit à AD
comme EA est à 4&3 : je dis que le triangle ABC
œst égal au triangle ADE. Menez BD.

Puisque’CA est à AD comme EA est à AB,;

que CA est à AD comme le triangle ABC est
au triangle BlAD (prop. In. 6); et que EA est
à AB comme le triangle EAD est au triangle
EAD, le. triangle ABC sera au triangle EAD
comme le triangle EAD est au triangle BAD
( prop. 1 1 . 5) : donc l’un et l’autre des triangles

AB C , ADE ont la même raison avec le triangle
EAD : donc le triangle AB C est égal au triangle
EAD (proprg. 5’).

Donc si deux triangles égaux Ont un angle égal

à’ un angle , les côtés placés auteur de ces angles

égaux sont réciproquement proportionnels; et
si deux triangles ont un angle égal à un angle, et
si les côtés placés autour des angles égaux sent

réciproquement proportionnels , ces deux triait»
gles seront égaux; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION xv1;’ je

TnÉonÈME.

Si quatre droites sont proportionnelles, le rectan-
gle compris sous les deux droites extrêmes est
égal au rectangle qui est compris sous les deux
droites moyennes; et si le rectangle compris sous
deux droites extrêmes est égal à celui qui est

compris sous deux droites moyennes , ces quatre
droites sont proportionnelles.

Soient A13, CD, E, F (fig. 1 ’56) quatre droites

proportionnelles de manière qu’on ait AB est à

CD comme E est à F : je dis que le rectangle
compris sous les droites AB , F est égal au rec-
tangle compris sous les droites CD, E.

Des points A , C et sur les droites AB, CD élea

vez les perpendiculaires AG , CH ( prop. I I . I) ;.
faites la droite AG égale à la droite F et la droite
C H égale à la droite E , et terminez les parallén

logrammes B G , D H.

Puisque AB est à CD comme E est à F et.
que E est égal à CH et F égal à AG , AB sera

à CD comme CH est à AG (prop. 7. 5) : donc
les côtés des parallélogrammes DG, DH placés

autour des angles égaux sont réciproquement.
proportionnels ; mais lorsque les «côtés; t ides;
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- parallélogrammes équiangles qui sont autour

des angles égaux sont réciproquement propor--
tionnels , ces parallélogrammes sont égaux entre

"eux ( propi. donc le parallélogramme
BG est égal au parallélogramme DH; mais le
parallélogramme BG est campris sous les droites
AB, car AG est égal à F, et le parallélo-
gramme DHest compris sous les droites C D, E;
puisque CH est égal à E : donc le rectangle
compris sous les droites A13 , F est égal à celui

qui est compris sous les droites CD, E.
Si levrectangle compris sous les droites AB ,

F eSt égala celui quiest compris sous les droites
CD,- E : je dis que ces quatre droites sont pro-
portionnellesz c’est-à-dire que AB est à CiD
comme’E est à-F.

Faitestla même construction ; le rectangle
conîpris’sous les droites AB , F est égal à celui

qui est compris sous les droites C D, E; mais le
A. rectangle BG est compris sous les droites AB, F;

car AG est égal à F et le rectangle DH est com-

pris sous les droites CD, E, car CH est égal
àHEI: donc le parallélogramme BG est égal au.

parallélogramme DE et ces. deux parallélo-
grammes soutéquiangles. Mais les côtés des

, parallélogrammes égaux et équiangles placés

autour des angles égaux tout réCiproquémem
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proportionnels (prop. I4". 6) adonc AB est à Cl)

ficonune CH est à AG; mais CH est égal à E’et

AG égal à F : donc AB estia’ C-Dcomme Elest

à F. f pDonc si quatre droites sont proportionnelles,
le rectangle compris sons les droites extrêmes
est égal au rectangle compris sous les droites

l moyennes; et si un rectangle compris sous deux
droites extrêmes est égal à un rectangle compris

sous deux droites moyennes , ces quatre droites
sont proportionnelles ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XVII.
THÉORÈME.

Si trois droites sont proportionnelles , le rectangle
- compris sous les droites extrêmes est égal au
quarré de la droite moyenne ,- et si un rectangle
compris sous deux droites extrêmes est égal au
quarré d’une droite moyenne Aces trois droites

sont proportionnelles. ’ i
Soient AE, BG, C trois droites

proportionnelles, de manière [que l’en ait’Ày-E

est à BG comme BG est à C : je’dis que le rec-
tangle compris sous les droites AîEj C est; égal

au quarré de BG. ’ - * I
Faites’la droite D égalai: la droite ’B G. -
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à LPnisqule, AE estpà ;BG comme BG est à C et

q. (lugea est:.égal 219,313. droite au sera à la l

,droiteîBG comme (la droite D est à la droite C s

mais si quatre droites sont proportionnelles? le
h rectangle compris sous les droites extrêmes est

égal à celui. qui. est compris sous les droites
moyennes ( prop. x6. 6) : donc le rectangle
compris sous [les droites AE , C est égal a celui
qui est compris sous les droites BG , D. Mais le
rectangle compris sous les droites BG , D est

’ égal au quarré de BG , car la droite BG est égale

à la droite D : donc le rectangle compris sous
les droites AE , C est égal au quarré de BG.

Si le rectangle compris sous les droites AE , C
est égal au quarré de BG : je dis que AE est à
B-G"oomme BG est à C.
hFaites la même construction. Puisque leprec-
tangle compris sous les droites AE , C est égal
au quarré de BG et que le quarré de BG est un

reCtanglecomprisSOus les droites BG , D , car
BG est égal à D , le rectangle compris sous les
digités, , C. estégal au rectangle compris sous

lesditoitesBG, D. .Mais si un rectangle compris
sous deux droites extrêmes est égalant; rectangle

compris sous. deux droites moyennes , .. es quatre
.drôitesseront proportionnelles (prqp 16, 6) :

tardoncAE est-è BG comme D est à Cl; mais BG. est
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égal à D: donc AE est àBG comme BG est à C.

Donc si. trois. droites sont proportionnelles, .
le rectangle compris sous les droites extrêmes
sera égal au quarré de la droite moyenne; et si
un rectangle compris sous deux droites extrêmes
est égal au quarré de la droite moyenne, ces
trois droites seront proportionnelles, ce qu’il

falloit démontrer. I
PROPOSITION XVIII.

paonLrÈME.

Sur une droite donnée, décrire une figure recti-

ligne semblable à une autre et semblablement
placée.

Soit AB (fig. 1 58) la droite donnée et CE la
figure donnée : ilrfautsur la droite AB décrire
une figure semblable à la figure CE et sembla-

blement placée. v *
Menez la droite DF, et sur la droite AB et aux

points A , Br faites l’angle GAB égal à l’angle C ,

et l’angle ABG égal à l’angle’CDF (prop. 25. I);

l’angle restant CFD sera égal à l’angle restant

AGB (prop. 52 . I) : donc les triangles FCD, GAB
sont équiangles : donc F D est à GB comme FC
est à GA, et comme CD est à AB (prop.4.6).
Construisez ensuite sur la droite BG et aux points

Q
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B , G l’angle BGH égal à l’angle DFE et l’angle

GBH égal à l’angle F DE; l’angle E restant sera

égal à l’angle H restant : donc les triangles FDE,

GBH sont équiangles : donc FD est à GB comme
FE est à GH , et comme ED est à HB (prop. 4. 6).

Mais on a démontré que FD est à GB comme

FC est à GA, et comme CD est à AB : donc
FC est à GA comme CD est à AB, comme FE
est à GH, et comme ED est à HB (prop. I I. 5).
Mais l’angle CFD est égal à l’angle AGB par

construction, et l’angle DFE égal à l’angle BGH :

donc l’angle total CFE est égal à l’angle total

AGH. Par la même raison, l’angle CDE est égal
à l’angle ABH, l’angle C égal à l’angle A et

l’angle E égal à l’angle H : donc les figures AH ,

CE sont équiangles, et elles ont les côtés oppo-
sés aux angles égaux proportionnels entr’eux:

doncles deux figures AH, CE sont semblables

(défi I . 6 J
Donc , sur la droite AB on a décrit la figure

AH semblable à la figure C E et semblablement
placée; ce qu’il falloit faire..
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PROPOSITION XIX.
THÉORÈME.

Les triangles semblables sont entr’eux en raison
doublée des côtés homologues.

Soient ABG , DEF (fig. 159) deux triangles
semblables, ayant l’angle B égal à l’angle E.

Supposons que AB soit à BC comme DE est à
EF, de manière que le côté BC soit l’homo-
logue du côté EF (défi 12. 5) : je dis que les
triangles ABG , DEF sont entr’eux en raison
doublée des côtés BC, EF.

.Prenez une troisième proportionnelle B G
(fig. 158) aux droites BC , ’EF , de manière
que BC soit à EF comme îEF est à BG, et
menez la droite GA’ ( prop. 1 ’I . 6 -

Puisque AB est à BC comme DE est à EFV,
si l’on rechange les places des moyens, on aura
AB est à DE (301111116ch est EF (prop. 16. 5);
mais BC est à ’EF comme EF est. à BG ’: donc

AB est à DE comme EF’est irBG (profil I . 5) ’:

donc les côtés des triaiigles’ÏABG, DEF pla-

cés autour des angles égaux Sont réciproque-

ment proportionnels. Mais deux triangles sont
égaux entr’cux lorsqu’ils sont un angle. égal à

un angle et lorsqnel’es’côtés placés autour des

a
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angles égaux sont réciproquement proportion-

nels ( prop. 15. 6) : donc le triangle ABG est
égal au triangle DEF. Mais puisque BC est à EF
comme EF est à B G, et que lorsque trois droites
sont proportionnelles, la première etla troisième
sont entr’elles en raison doublée de la première.
et de la seconde (déf. l0. 5), les droites BC et BG
seront entr’elles en raison doublée de B C et de

EF; mais B C est à BG comme le triangle ABC
est au triangle ABG ( prop. I . 6): donc le trian-
gle ABC et le triangle ABG sont entr’eux en
raiSOn doublée de BC et de EF; mais le triangle
ABG est égal au triangle DEF : donc le triangle
ABG et le triangle DEF sont entr’eux en raison
doublée de BC et de EF (prop. 7. 5).

Donc les triangles semblables sent. entr’eux
’ en raison doublée des Côtés homOlO’gues; ce

qu’il falloit démontrer. A i "

c o ne; na 1 un. l
Il suit manifestement de que si trois droites

sontproportionnelles , la première sera à la troi-
5ième comme triangle décrit. sur la première est

triangle semblablequi est décrit semblablement
sur la seconde , puisqu’il a été démontré que CB

est à B G comme le triangle ABG est au triangle
ABG, c’est-à-dire au triangle DEF.
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PROPOSITION4XX.
THÉORÈME.

Les polygones semblables peuvent se diviser en
triangles semblables, égaux en nombre et pro-
portionnels aux polygones ,- et ces polygones
sont entr’euæ en raison doublée de leurs côtés

homologues.

Soient ABCDE, FGHKL (fig. 140) deux
polygones semblables et que le côté AB soit
l’homologue du côté FG : je dis que les poly-

gones ABG DE , FGH KL peuvent se diviser en
triangles semblables , égaux en nombre et pro-
portionnels aux polygones , et que les polygones
AB C D E , F G H KL sont entr’eux en raison
doublée des côtés AB , FG.

Menez les droites BE, ne, GL, LH.
Puisque le polygone ABCDE est semblable

au polygone FGHKL , l’angle BAE est égal à
l’angle GFL; mais BA est à AE comme GF est à

FL : donc , puisque ces deux triangles ont un
angle égal à un angle et que les côtés placés

autour des angles égaux sont prOportionnels,
les triangles AB E , F G L seront équiangles
( prop. 6. 6) , et par conséquent semblables
prop. 4. 6) : donc l’angle ABE est égal à l’an-

’ 5
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gle FGL ; mais l’angle total ABG est égal à
l’angle total FGH , à cause de la similitude des
polygones : donc l’angle restant EBC est égal
à l’angle restant LGH; mais à cause de la simi-

litude des triangles ABE , FGL, EB est à BA’
comme LG est à GF, et à cause de la similitude
des polygones, AB est à BC comme FG est àGH,
EB sera à BC comme LG est à GH (prop. 22. 5),
c’est-à-dire que les côtés placés autour des an-

gles égaux EBC , LGH seront proportionnels :
donc les triangles EBC , LGH sont équiangles
( prOp. 6. 6) , et par conséquent semblables ’

( prop. 6). Par la même raison , les triangles
ECD , LHK sont encore semblables : donc les
polygones ABCDE , FGHKL sont divisés en
triangles semblables et égaux en nombre.

Je dis de plus que ces triangles sont propor-
tionnels aux polygones, c’est-à-dire que ces
triangles sont entr’eux comme les antécédens

ABE, EBC , ECD sont aux conséquens FGL,
LGH, LHK; je dis encore que les polygones
AB C DE , FGH KL sont en raison doublée des
côtés homologues , c’est-à-dire en raison dou- I

blée des côtés AB, FG.

Menez les droites AC , FH.
Puisqu’à cause de la similitude des polygones

l’angle ABG est égal à l’angle FGH, et que AB’
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est à BC comme FG est à GH , les triangles I
ABG , FGH seront équiangles ( prop. 6. 6) : .
donc l’angle BAC est égal à l’angle GFH et
l’angle BCA égal à l’angle GHF. De plus , puis-

que l’angle BAM est égal à l’angle GFN et qu’il

a été démontré que l’angle AB M est égal à l’an-

gle FGN, l’angle restant AM3 sera égal. à l’an-

gle restant FNG (prop. 52. 1.) : donc les deux
triangles ABM , FGN sont équiangles. Nous dé-

montrerons Semblablement que les deux trima--
gles BMC , GNH sont équiangles : donc AM
est à MB comme FN est à NG, et BM est à MC

comme GN est à NH (pr0p. 4. 6) : donc AM
est à MC comme FN est à NG (prop. 22. 5);
mais AM est à MG comme le triangle ABM est
au triangle MEC, comme le triangle AME est
au triangle EMC , car ils sont entr’eux comme
leurs bases ( prop. I . ô) , mais un seul (les an-
téce’dens est à un seul des conséquens comme

tous les antécédens sont à tous les conséquens,

(prop. 12. 5) : donc le triangle AMB [est au
triangle BMC comme le triangle ABE est au
triangle CBE; mais AMB est à BMC comme
AM est à MG : donc AM est à MG comme le
triangle ABE est au triangle EBC ( prop. 1 1 . 5)..
Par la même raison FN est à NH comme le
triangle FGL est au triangle GLH; mais AMË

4
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est aMC comme FN est à NH : donc le trian-
gle ABE est au triangle BEC comme le trian-
gle F’GL est au triangle GLH ( prop. 1 I . 5) :
ou bien en échangeant les places des moyens ,
le triangle ABE est au triangle FGL comme le
triangle BEC est au triangle GLH (prop. 16. 5).
Nous démontrerons semblablement, après avoir-

mené BD , GH, que le triangle BEC est au trian-

gle GLH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK; mais puisque le triangle ABE est au
triangle FGL comme le triangle EBC est au
triangle LGH et comme le triangle ECD est
au triangle LHK, un des antécédens sera à un
des conséquens comme tous les antécédens
seront à tous. les conséquens (prop. 12. 5) :
donc le triangle AB E est au triangle F G L
comme le polygone ABCDE est au polygone
FGHKL; mais les triangles ABE , FGL sont
entr’eux en raison doublée des côtés AB, FH;

car les triangles semblables sont en raison dou-
blée des côtés homologues (prop. 19. 6) : donc

les polygones AB C DE , FGHKL sont en raison
doublée (les côtés homologues AB , FG.

Donc les polygones semblables peuvent être
divisés en un même nombre de triangles sem-
blables et proportionnels aux polygones; et les
polygones semblables sont entr’eux en raison
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doublée des côtés homologues; ce qu’il falloit

démontrer. Ii c o a o L L A i a E 1.
On démontrera de la même manière que les

quadrilatères semblablestsont en raison doublée
des côtés homologues; mais cela a été démontré

pour les triangles semblables ( corol. 19. 6) :
donc généralement les figures rectilignes sem-
blables sont entr’elles en raison doublée des
côtés homologues.

COROLLAIRE II-
Si nous prenons une troisième proportion-

nelle .0 aux deux droites AB , FG , les droites
AB , O seront en raison doublée des droites AB ,
FG (défi Io. 5) 5 mais les polygones et les qua-
drilatères sont entr’eux en raison doublée des
côtés homologues , c’est-à-dire en raison dou-
blée des côtés AB, FG; l’on démontre cela pour

les triangles; il est donc généralement évident

que si trois droites sont proportionnelles , la
première et la troisième sont entr’elles en raison

doublée de la figure décrite sur la première , et

de la figure semblable décrite semblablement
sur la seconde.
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AUTREMENT.

t Nous démontrerons autrement et plus briève-

ment que les triangles sont proportionnels aux
polygones de la manière suivante :

Soient les polygones A B C D E, F G H K L
(fig. 141 Menez BE, EC, GL, LH : je dis
que le triangle ABE est au triangle FGL comme
le triangle EBC est au triangle LGH et comme
le, triangle CDE est au triangle HKL.

Puisque les triangles ABE, FGL sont sem-
blables, les triangles ABE, FGL sont en raison
doublée des côtésBE , GL (prop. 19. 6). Par
la même raison les triangles BEC, GLH sont
en raison deublée des côtés BE, GL : donc le

triangle ABE est au triangle FGL comme le
’ triangle EBC est au triangle LGH ( prop. I I . 5).

. De plus; puisque le triangle EBC est semblable
au triangle L G H , les triangles E B C , L G H
sont en raison doublée des droites C E ,- HL
(prOp. 19. 6). Par la même raison les triangles
ECD , LHK sont en raison doublée des droites
CE , HL : donc le triangle EBC est au trian-
gle LGH comme le triangle ECD est au trian-
gleLHK (prop. I I . 5) ; mais on a démontré
que le triangle EBC est au triangle LGH comme
le triangle ABE est au triangle FGL : donc le
triangle ABE est au triangle FGL comme le
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triangle B EC est au triangle GLH et comme le
triangle ECD est au triangle LHK : donc un
des antécédens est. à un des conséquens comme

tous les antécédens sont à tous les conséquens

( prop . I 2 . 5) g et le reste comme dans la première
démonstration; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI.
ITHEORÈME.

Lesfigures rectilignes qui sont semblables à une
même figure rectiligne sont semblables entre
elles.

Que chacune des figures rectilignes A, B
(fig. 142) soit semblable à la figure rectiligne
C : je dis que la figure rectiligne A est sémbla-
ble à la figure rectiligne B.

Car puisque les figures rectilignes A et B sont
semblables, ces deux figures sont équiangles
et les côtés placés autour des angles égaux
sont proportionnels (défi I .6). De plus, puis-
que les figures rectilignesB , C sont semblables ,.
ces deux figures sont équiangles et les côtés
placés autour des angles égaux’sont propor-
tionnels : donc l’une et l’autre des figures rec-
tilignes A , B sont équiangles avec la figure recti-

ligne C f et les côtés placés autour des angles
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égaux [sont proportionnels : donc les figures
rectilignes A, B sont équiangles (ax. I) , et les
côtés placés autour des angles égaux sont pro-

portionnels (prop. Il. 5) : donc les figures
rectilignes A, B sont semblables (défi I . 6);
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXII.
THÉORÈME.

Si quatre droites sont proportionnelles , les figures
rectilignes semblables, construites semblable-
ment sur ces droites , seront proportionnelles ,-
et si les figures rectilignes semblables et cons-
truites semblablement sur ces droites sont pro-
portionnelles , ces droites seront proportion-
nelles.

I. Soient AB, CD, EF, GH (fig. 145) quatre
droites proportionnelles, de manière que AB soit
à CD comme EF est à CH. Soient décrites sur
les droites AB , CD les figures rectilignes sem-
blables et semblablement placées KAB , LCD,
et sur les droites EF, GH soient décrites les
figures semblables et semblablement placées
MF , NH : je dis que la figure rectiligne KAB
est à la figure rectiligne LCD comme la figure
rectiligne MF est à la figure rectiligne (NH.
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Prenez une troisième proportionnelle O aux

droites AB, C D, et une troisième proportion-
nelle P aux droites EF, GH (prop. II. 6).
Puisque AB est à CD comme EF est à GHpet
que CD est à O comme GH est à P , AB sera
à O comme EF est à P (prop. 22. 5) 5 mais AB
est à O comme la figure rectiligne KAB est à la
figure rectiligne LC D (cor. 2. prop. 20. 6), et t
EF est à P comme la figure rectiligne MF est
à la figure rectiligne NG : donc KAB est à LCD
comme MF est à NH (prop. Il. 5).

Si la figure rectiligne KAB est à la figure rec-
tiligne LC D comme la figure rectiligne MF est
à la figure rectiligne NH : je dis que AB est à

CD comme EF est à GH. i
’Prenons une quatrième proportionnelle aux

trois droites AB, CD, EF de manière que l’on
ait AB est à CD comme EF est à QB (prop. 12.6),

et s11rQB décrivez la figure rectiligne 5R de
manière qu’elle soit semblable à l’une et ’à

l’autre des figures MF, NH, et’semblablement

placée (prop. 18. 6). a . j
Puisque "AB est à CD comme EFvesttà QB,

que les figures rectilignes KAB , LCD décrites
sur les droites AB , CD sont semblables et sem-
blablement placées , et que les figures rectili-
gnes MF, 5R décrites sur les droites EF, QR
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’ sont semblables et semblablement placées , la

figure rectiligne KAB est à la figure rectiligne
LCD comme MF est à 5R, ainsi que dans la
première partie de cette proposition; mais on
suppose que la figure rectiligne KAB est à la
figure rectiligne LCD comme la figure rectili-
gne MF est à la figure rectiligne NH : donc
la figure rectiligne MF a la même raison avec
l’une et l’autre des figures rectilignes NH, "SE

( prop. Il. 5) : donc la figure rectiligne N H
est égale à la figure rectiligne 5B (prop. 9. 5);
mais la figure rectiligne N H est semblable à la
figure 5B et semblablement placée : donc GH
est égal à QB (lem. suiv.) , et puisque AB est à
CD comme EF est à QR et que QB est égal a GH,

AB sera à CD comme EF est à CH (prop. 7. 5
Donc si quatre droites sont proportionnelles,

les figures rectilignes semblables , construites
semblablement sur ces droites, seront propor-
tionnelles ; et si les figures rectilignes sembla-
bles et semblablement construites sur ces droites
sont proportionnelles, ces droites seront pro-
portiônnelles; ce qu’il falloit démontrer.

.1.a

L E M ME.
:Frï’, ;. .Sir des figures rectilignes sont égales et sem-

blables, nous démontrerons de cette manière
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que leurs côtés homologues sont égaux entre

eux. .SuppoSons que les figures rectilignes NH,
, 5R soient égales et semblables , et que HG soit

à GN comme QR est à QS :je dis que QR est

égal à GH. ’
Car si ces droites sont inégales , une d’elles

sera plus grande; supposons que la droite QR
soit plus grande que la droite HG. Puisque QB.
est à QS comme HG est à GN , si on échange

les places (les moyens, QR sera à HG comme
Q5 est à GN (prop. i6. 5); mais QRest plus
grand que HG : donc QS sera plus grand que GN:
donc la figure rectiligne R5 est plus grande que
la figure rectiligne HN ( prop. 20. 6); mais elle
lui est égale , ce qui est impossible : donc les
droites QR, GI-I ne sont pas inégales : donc
elles sont égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIII.
. THÉoniaME.

Les parallélogrammes équiangles sont entr’eus’c

en raison composée des côtés.

Soient les parallélogrammes- équiangles AC,
CF (fig. 1 , ayant l’angle B C D égal à l’angle

ECG : je dis que les parallélogrammes AC, C F
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sont .entr’e’ux en raison composée des. côtés ,

c’est-à-dire , en raison composée de la raison

de BC à CG et de la raison DG à CE.
Placez la droite BC dans la direction de la

droite CG; la droite DC sera placée dans la
direction de CE (prop. 14. 1 Achevez le pa-
rallélogramme D G; prenez une droite quel-
conque K, de manière que BC soit à CG comme

1K est à L et que DC soit à CE comme L est

àM(prop. 12.6). .’ Les raisons de K à L et de L à M sont les
mêmes que les raisons des côtés , c’est-à-dire

de BC à CG et de DC à CE; mais la raison
de K à M est composée de la raison de K à L
et de la raison de L à M (défi 5. 6) : donc les
droites K et L sont entr’elles en raison com-
posée des côtés; et puisque BC est à CG comme

le parallélogramme AC est au parallélogramme

CH (prop. I. 6), et que BC est à CG comme K
est à L ,1 K sera à L comme le pariallélogramme

AC est au parallélogramme CH (prop. I 1 . 5).
De plus , puisque DC est à CE comme le paral-
lélégramme CH est au parallélogramme CF , et

que DC est à CE comme L est à M (prop. I ,
L sera a M comme le parallélogramme CH est
au parallélogramme CF. ( prop. 1 1 . 5) : donc
puisqu’il a été démontré que K est à L comme,
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le parallélogramme AC est au parallélogrammes

CH , et quéL est à Moomme le parallélogramme I

CH esteauîparallélogramme CF, K sera à 1M
commetle parallélogramme AC est au parallé-
logramme CF ( prop. 22 . 5 Mais les droites K
etM sont en raison composée des côtés :n donc
les parallélogrammesiAC , CF sont entr’eux’ en

raison composée des côtés. , i . ,
Doncl les parallélogrammes équiangles sent

entr’eux en raison composée des côtés; ce qu’il

falloit démontrer. a
PROPOSITION XXIiv...

THÉORÈME.

Dans tout parallélogramme , les parallélogrammes

placés autour du diamètre sont semblables au
parallélogramme total et semblables entr’eux.

Soit le parallélogramme - ABG D ( fig. 145)
dont AC est le diamètre; qu’autour du diamètre

AC soient les parallélogrammes E G, HK : je
dis que les parallélogrammes EG, HK sont sem-
blables au parallélogramme total ABG D et sem-

blables entr’eux. " V
Car puisque la droite EF est parallèle à un

- des côtés du triangleiABC , savoir au côté BC ,Ï

la droite B E sera à la droite E A comme la droite

R
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CF est à la droite FA (prop. 2 . 6) .r De plus , puis-
que la droite FG est parallèleà un ’des côtés du ’

triangle ACD , savoir au côté CE 5 .lardroitetC-F

iserza à la droite FA comme la droite DG’est à la
droite GA; mais on a démontré que CFest à FA

comme BE est à EA: donc BE est à EA comme
DG est àvGA (prop. I I . 5) ; ajoutant les cona-
séquens aux antécédenst (prop. 18. 5), BA sera
à AE comme DA est à AG,et enfin en échangeant

les places des moyens (prop. 16. 5), BA sera à
AD comme AE est à AG : donc les côtés des A

parallélogrammes ABCD , EG qui comprennent

un angle commun BAD sont propbrtionnels.
Puisque GF est parallèle à DC , l’angle AGF
est égal à l’angle A DG (prop. 29. I ) , et l’angle

GFA égal à l’angle DCA; mais l’angle DAC est

commun aux deux lrianglesADC j AGF : donc
les triangles ADC, AGF sont équiangles. Les
triangles ABG , AFE sont équiangles, par la
même raison. : donc le parallélogramme total
AB-C D et le parallélogramme E G sont équian-

gles : donc AD est à DC comme AG est à GF
(prop. 4. 6) , et AC est à CB comme AF est à
FE, et de plus CB est à BA comme FE est à
EA r: dOnc puisqu’on a démontré que DC’cst

à C’A comme GF est à FA et que AC est à CB

comme AF est à FE, DG sera à CBVcomme GF
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est à FE (prop. 22.5) ; donc les côtés des parala

lélogrammes ABCD , EG qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels: donc le pa-
rallélogramme ABCD est semblable au paral-
lélogramme EG (défi I . 6). Le parallélogramme»

AB C D est semblable au parallélogramme KH,
par la même raison : donc chacun des parallé-
logrammes EG , H-K est semblable au parallé-

logramme ABCD; mais les figures qui sont
semblables chacune à une autre figure , sont
semblables entr’elles ( prop. 21 . 6) : donc le
parallélogramme EG est semblable au parallé-

logramme HK. .Donc , dans tout parallélogramme ,. les pa-
rallélogrammes placés autour du diamètre sont

semblables au parallélogramme total et sembla-
bles entr’cux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
PROBLÈME.

Construire une figure semblable à une figure donnée

et égale à une autre figure aussi donnée.

Soit ABG (fig. 145) la figure donnée, à laquelle

il faut construire une figure semblable, et D la
figure à laquelle il faut la faire égale : il faut

2
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construire une figure qui soit semblable à la
figure ABC et égale à la figure D.

Construisez sur la droite BC un parallélo-
gramme B E qui soit égal au triangle AB C ,
(prop. 44et 45. I) , et sur la droite CE et dans
l’angle FCE qui est égal à l’angle CBL, cons-

truisez un parallélogramme CM égal à la figure D ;

la droite BC sera dans la direction de C et la
droite LE dans la direction de EM ( prop . 1 4. 1).
Prenez une moyenne proportionnelle GH entre
les droites BC , CF (prop. 15.6) , et sur cette
moyenne proportionnelle GH , construisez une
figure KG H semblable à la figure AB C et sem-
blablement placée (prop. 18. 6

Puisque B C est à GH comme GH est à CF,
et puisque , lorsque trois droites sont propor-
tionnelles , la première est à la troisième comme
la figure qui est construite sur la première est à
la figure semblable construite sur la seconde
et semblablement placée ( cor. 2. prop. 20. 6) ,
la droite BC sera à la droite CF comme le trian-
gle ABG est au triangle KGH; mais BC est à
C F comme le parallélogramme BE est au paral-
lélogramme EF (pr0p. I . 6) , et le triangle ABG
est au triangle KGB comme le parallélogramme
B E est au parallélogramme EF : donc en chan-
geant les places des moyens prop. 16. 5), le
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triangle ABG sera au parallélogramme BE comme

le triangle. KGH est au parallélogramme EF;
mais le triangle ABG est égal au parallélogramme

BE, par construction : donc le triangle KGH est
égal au parallélogramme EF; mais le parallélo-

gramme EF est égal à la figure D : donc le
triangle KGH est aussi égal à la figure D; mais
le triangle KGB est semblable au triangle ABG ,
par construction.

Donc on a construit une figure KGH sem-
blable à la figure ABC et égale à une autre
figure donnée; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXVI.
THÉORÈME.

Si d’un parallélogramme on retranche un paral-

lélogramme qui soit semblable au parallélo-
gramme entier et semblablement placé, et qui
ait avec lui un angle commun, ces deux pa-
rallélogrammes seront placés autour du même
diamètre.

Que du parallélogramme AB C D ( fig. 147 )
on retranche le parallélogramme AEFG sem-
blable au parallélogramme ABCD et sembla-
blement placé et ayant avec lui un angle com-i
mun DAB : je dis que les parallélogrammes

5
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ABCD, AEFG sont placés autour du même
diamètre;

Car si cela :n’est point , supposons , si cela est

possible, que la droite AHC soit leur diamètre ,
et par le point H conduisons la droite HK pa-
rallèle à l’une et à l’autre des droites AD, BG.

Puisque les parallélogrammes ABCD, KG
sont placés autour du même diamètre, le paral-
lélogramme ABCD sera semblable au parallé-
logramme KG (prop. 24. 6) : donc DA est à AB
comme GA est à AK (défi 1 . 6) 3 mais à cause

de la similitude des parallélogrammes ABCD,
EG , la droite DA est à la droite AB comme la
droite GA est à la droite AE : donc GA est à AE

comme GA est à AK (prop. 1 1. 5) : donc la
droite GA a la même raison avec chacune des
droites AK, AE : donc la droite AK sera égale
à la droite AE (prop. g. 5), c’est-à-dire que la
plus petite sera égale à la plus grande , ce qui est

impossible : donc les parallélogrammes ABCD,
KG ne sont point placés autour du même dia-
mètre : donc les parallélogrammes ABG D ,
AEFG sont placés autour du même diamètre.

Donc si d’un parallélogramme on retranche

un parallélogramme qui soit semblable au pa-
rallélogramme total. et semblablement placé, et

qui ait avec lui un angle commun, ces deux
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parallélogrammes seront placés autour du même

diamètre ’ ce ’il falloit démontrer.a qu
PROPOSITION XXVII.

THÉORÈME. A

De tous les parallélogrammes qui sont appliqués
sur la même droite et qui sont défaillans de pa-

rallélogrammes semblables au parallélogramme

décrit sur la moitié de cette droite et sembla-

blement placés que lui, le plus grand est celai
qui est appliqué sur la moitié de cette droite et

qui est semblable à son défaut

Soit la droite AB (fig. 148 ), que cette droite
soit coupée en deux parties égales au point C,

(1) Un parallélogramme est dit appliqué sur une
droite lorsqu’il est décrit sur cette droite.

Un parallélogranime est dit défaillant d’un parallé- ,

logramme lorsqu’il est décrit sur une partie de la base
d’un autre parallélogramme, sous les mêmes angles et

entre. les mêmes parallèles; le parallélogramme dont il
est défaillant se nomme son défaut. Soit A0 le paral-
lélogramme que l’on considère; le parallélogramme

AD sera le parallélogramme défaillant et son défaut
sera le parallélogramme CO.

Un parallélogramme est dit excédent d’un parallé-

logramme lorsqu’il est décrit sur la base prolongée d’un

autre parallélogramme, sous le même angle et entre

4
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et que sur cette droite-A13 soit appliqué’le pa-

rallélogramme-AD quiest défaillant du-paral-
lélogramme CE semblable à celui qui est dé-
crit sur la moitié de AB , c’est-à-dire sur AC :

je dis que de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur ladroite AB et qui sont dél’aillans

de parallélogrammes semblables au parallélo-
gramme CE etlsemblablement placés que lui, le
plus grand est le parallélogramme AD. En effet,
appliquez sur la droite AB le parallélogramme
AF défaillant du parallélogramme EH sembla-
ble au parallélogramme CE et semblablement
placé que lui : je dis que le parallélogramme AD

est plus grand que le parallélogramme AF.
Puis le parallélogramme CE est semblable

au parallélogramme KH, ces deux parallélo-
grammes seront placés autour du même dia-
mètre (prop. 26. 6). Menez leur diamètre DB
et décrivez la figure.

.Puisque le parallélogramme CF est égal au
parallélogramme FE (prop. 45 . 1) , si l’on ajoute

les mêmes parallèles; le parallélogramme dont il sur-
passe le parallélogramme que l’on considère se nomme

son excès.

Soit A0 le parallélogramme que l’on considère; le

parallélogramme AE sera le parallélogramme excé-
dent et le parallélogramme KE sera son excès.
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à chacun le parallélogramme KH, le parallélo-

gramme total CH sera égal au parallélogramme
total Mais CH est égal à CG (prop. 56. 1) ,
parce que la droite AC est égale à la droite CB.
Donc GC est égal à EK : donc si nous ajou-
tons à chacune de ces quantités le parallé-
logramme CF, le parallélogramme total AF
sera égal au gnomon LMN : donc le parallélo-
gramme CE, c’est-à-dire le parallélogramme

AD , est plus grand que le parallélogramme AF

(prop. 56. I APartageons de nouveau la droite AB (fig. 149)
en deux parties égales au point C , et appliquons
sur cette droite le parallélogramme AL défail-
lant du parallélogramme CM, et de plus appli-
quons sur la droite AB le parallélogramme AE
défaillant du parallélogramme DF, semblable-
ment posé et semblable au parallélogramme
qui est décrit sur la moitié de AB, c’est-à-dire

au parallélogramme CM. Je dis que le paral-
lélogramme AL qui est appliqué sur la moitié

de la droite AB est plus grand que le parallé-
logramme AE.

Car puisque les parallélogrammes DF et CM
sont semblables , ces deux parallélogrammes.
sont autour du même diamètre (pr0p. 26. 6).
Soit EB leur diamètre et décrivez la figure.
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Attendu que LF est égal à LH (prop. 56. 1) ,

car FG est égal à GH, LF sera plus grand que
EKn Mais LF est égal à LD (prop. 45. I) : donc

DL est plus grand que EK : donc si nous ajou-
’ tous à chacun de ces deux parallélogrammes le

parallélogramme KD, le parallélogramme total

AL sera plus grand que le parallélogramme
total AE.

Donc de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur la même droite et qui sont dé-
faillans de parallélogrammes semblables au pa-
rallélogramme décrit sur la moitié de cette
droite et semblablement placés que lui, le plus
grand est celui qui est appliqué sur la moitié de
cette droite et qui est semblable à son défaut;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVIII.
PROBLÈME.

Sur une droite donnée appliquer un parallélo-
gramme qui soit égal à une figure rectiligne
donnée et qui soit défaillant d’un parallélo-

gramme semblable à un autre parallélogramme
donné ,- il faut que lafigure rectiligne donnée,

à laquelle on doit substituer une figure qui lui
soit égale, ne soit pas plus grande que le paral-
lélogramme qui est appliqué sur la moitié de la

droite donnée; les défauts du parallélogramme

appliqué sur la moitié de cette droite et de celui
qui doit être défaillant d’un parallélogramme

semblable étant semblables entr’euæ.

Soit AB (fig. 1 5o) la droite donnée à laquelle

il faut appliquer un parallélogramme égal à la I
figure rectiligne donnée C, que cette figure soit
plus petite que le parallélogramme appliqué sur
la moitié de la droite AB , les défauts étant sem-

blables , et que le parallélogramme auquel le
défaut doit être semblable soit D. Il faut sur
la droite AB appliquer un parallélogramme qui
soit égal à la figure rectiligne donnée C et qui
soit défaillant d’un parallélogramme semblable

au parallélogramme D.
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Coupez la droite AB en deux parties égales

au point E (prop. Io. I) , et sur EB décrivez le
parallélogramme EBFG semblable au parallélo-

gramme D etsemblablement placé que lui ( prop.
i8. 6) , et terminez le parallélogramme AG. Le
parallélogramme AG est égal à la figure C , ou il

est plus grand que cette figure. Si le parallélo-
gramme AG est. égalà la figure C , on a fait ce qui
étoit proposé ; car on a appliqué sur la droite AB

un parallélogramme AG égal à la figure rectiligne

donné C et défaillant d’un parallélogramme EF

semblable au parallélogramme D. Au contraire ,
si le parallélogramme HE n’est pas égal à la

figure rectiligne C, ce parallélogramme sera plus
grand que cette figure. Mais HE est égal à EF :

donc EF est plus grand que C. Construisez le
parallélogramme KLMN de manière que ce
parallélogramme soit égal à l’excès du parallé-

logramme EF sur la figure C , et semblable au
parallélogramme D et semblablement placé que
lui (prop. 25. 6) ; mais EF est semblable à D :
donc le parallélogramme K M sera semblable
au parallélogramme EF. Que la droite LK soit
l’homologue de la droite GE et la droite LM
l’homologue de la droite GF. Puisque le pa-
rallélogramme EF est égal aux deux figures C,
KM; le parallélogramme EF sera plus grand
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que le parallélogramme KM : donc la droite GE

est plus grande que la droite KL, et la droite
GF plus grande que la droite LM (prop. 20. 6).
Faites la droite GO égale à la droite LK, et la
droite GP égale à la droite LM ( prop. 5. I ) , et ter-

minez le parallélogramme OGPQ ( prop. 5 1 . 1).
Le "parallélogramme OP sera égal et semblable

au parallélogramme KM (prop. 24. 6); mais le
parallélogramme KM est semblable au parallé-u

logramme EF : donc le parallélogramme OP est
semblable au parallélogramme EF (prop. 2 I . 6) :

donc ces deux parallélogrammes sont autour du
même diamètre ( prop. 26. 6l). Soit GQB leur
diamètre et décrivez la figure.

Puisque le parallélogramme EF est égal aux
deux figures C , KM , et que OP est égal à KM ,

le gnomon restant VXY sera égal à la figure
restante C; et à cause que PH est égal à OS
( prop.45. 1), si l’on ajoute à chacun de ces
deux parallélogrammes le parallélogramme RS ,
le parallélogramme total PB sera égal au paral-
lélogramme total 0B. Mais 0B est égal à TE
( prop. 56. 1), parce que le côté AE est égal
au côté EB : donc TE est égal à PB : donc
si ont ajoute à chacun de ces deux parallélo-
grammes TE, PB le parallélogramme OS, le
parallélogramme total TS sera égal auguomôn,
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total VXY. Or on a démontré que le gnomon
VXY est égal à C : donc le parallélogramme
TS est égal à la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite AB un
parallélogramme TS qui est égal à la figure
rectiligne donnée C et qui est défaillant d’un

parallélogramme R8 semblable à un parallélo-

gramme D, puisque ÎRS est semblable à P0;
ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXIX.
PROBLÈME.

Appliquer sur une droite donnée un parallélo-
gramme qui soit égal à une figure rectiligne
donnée et qui soit excédent d’un parallélo-

gramme semblable à un autre parallélogramme

donné. v
Soit AB (fig. r51) la droite donnée à laquelle

il faut appliquer un parallélogramme qui soit
égal à une figure rectiligne donnée C et qui
shit excédent d’un parallélogramme semblable

au parallélogramme D : il faut sur la droite
AB appliquer un parallélogramme qui soit égal

à la figure rectiligne C, et qui soit excédent
d’un parallélogramme semblable au parallélo-

gramme D. l
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Partagez la droite AB en deux parties égales

au point ( prop. 9. 1) , sur la droite EB dé- .
crivez le parallélogramme EL semblable au pa-
rallélogramme D et semblablement. placé que
lui, et construisez le parallélogramme GH égal
aux deux figures EL , C , et semblable au paral-
lélogramme D et semblablement posé que lui
(prop. 25. 6) ; le parallélogramme GH sera sem-
semblable au parallélogramme EL. Que le côté
KH soit l’homologue du côté FL et le côté KG

l’homologue du côté FE. Puisque le parallélo-

gramme GH est plus grand que le parallélo-
gramme EL , la droite KH sera plus grande
que la droite EL et la droite KG plusgrande
que la droite FE. Prolongez FL et FE jusqu’à
ce que la droite FLM soit égale à la droite KH
et jusqu’à ce que la droite FEN soit égale à la

droite KG (prop. 5. I ) , et terminez le paral-
lélogramme MN. Le parallélogramme MN sera
égal et semblable au parallélogramme GH; mais

le parallélogramme E L est semblable au pa-
rallélogramme GH : donc le parallélogramme

MN sera semblable au parallélogramme E L
( prop. 2 1 . 6) : donc les deux parallélogrammes
F L , MN seront autour du même diamètre
(prop. 26. 6 Conduisez leur diagonale F0 et
terminez la figure.
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Puisque le parallélogramme GH est égal aux

deux figures EL , C et que MN est égal à GH , le
parallélogramme MN sera égal aux deux figures

EL, C : donc, si l’on retranche le parallélo-
gramme commun EL , le gnomon restant ZYX
sera égal à la figure rectiligne C 5 et puisque EA
est égal à EB , le parallélogramme AN sera égal

au parallélogramme NE (prop. 56. I) , c’est-à-

dire au parallélogramme LP (prop. I):
donc si nous ajoutons à chacun de ces deux
parallélogrammes le parallélogramme E0 , le
parallélogramme total A0 sera égal au gnomon
total ZYX; mais le gnomon ZYX est égal à la
figure rectiligne C : donc le parallélogramme
A0 est égal-à la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite donnée AB
un parallélogramme A0 qui est égal à la figure
rectiligne C et qui est excédent d’un parallélo-

gramme QP semblable au» parallélogramme D,

parce que le parallélogramme Q P est sem-
blable au parallélogramme LE; ce qu’il falloit

faire. .
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PROPOSITION XXX.
PROBLÈME.

Couper une droite finie et donnée en moyenne
et extrême raison.

Soit la droite AB ( fig. 152) finie et donnée:

il faut couper cette droite AB en moyenne et
extrême raison.

Sur la droite AB construisez le quarré B.C
( prop. 4.6. I) , et sur la droite AC appliquez Un
parallélogramme CD qui soit égal au quarré BC

et dont le parallélogramme excédent AD soit.
semblable au quarré BC ( prop. 29. 6).

La figure BC est un quarré : donc la figure AD
sera aussi un quarré; et puisque BC est égal à
CD, si l’on retranche la partie commune CE,
la figure restante BF sera égale à la figure res-
tante AD; mais ces deux figures sont équian-
gles : donc les côtés des figures BF, AD qui
gent autour des angles égaux sont réciproque-
ment proportionnels (prop. 14. 6) : donc FE
est à ED comme AE est à EB; mais FEestr
égal à AC (fig. 54. I), c’est-à-dire à AB et ED

est égal à AE: donc AB est à AE comme AE
est à EB; mais AB est plus grand que AE : donc

AE est plus grand que EB. I a
S
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Donc la droite AE a été coupée au point E

en moyenne et extrême raison , et sa partie -AE
est son plus grand segment; ce qu’il falloit
faire.

A U T n r. M E N T.

Soit AB ( fig. 155) la droite donnée : il faut
couper cette droite en moyenne et extrême
raison.

Partagez la droite A’B au point C de manière

que le rectangle compris sous les droites AB ,
BC soit égal au quarré de AC (prop. 1 I. 2).

Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de AC, AB sera à

AC comme AC est à CB (prop. 17.6) : donc
la droite AB a été coupée en moyenne et ex-
trême raison (défi 5. 6) 3 ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXI.
THÉORÈME.

. Dans les triangles rectangles, la figure construite
’ sur le côté qui soutend l’anglendroit est égale

aux orures semblables qui sont décrites sent-
lilablement sur les côtés qui comprennent l’an-

gle droit.

Soit le triangle rectangle ABG (fig. 154) dont
l’angle BAC est droit: je dis que la figure cons-
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truite sur BC est égale aux ligures semblables
décrites semblablement sur les côtés ’BA , AC.

Conduisez sur BC la perpendiculaire ADI.
Puisque dans le triangle ABC on a conduit

de l’angle A sur la base BC la perpendiculaire
AD, les triangles ABD , ADC placés autour de
la perpendiculaire sont semblables au triangle
total ABG et semblables entr’eux ( prop. 8. 6).
Puisque le triangle ABG est semblable au trian- ’

gle ABD, CB sera à BA comme AB est à BD;
mais lorsque trois droites sont proportionnelles,
la première droite est à la troisième comme. la
figure construite sur la première droite est à la
figure semblable construite semblablement-sur
la seconde (prop. 2. cor. 20. 6) z donc CE eSt
à BD comme la figure Construite sur CB est à
la figure semblable construite semblablement
sur BA. Par la même raison, BC est à CD
comme la figure construite sur BC est à la figure
décrite sur CA : donc BC est à BD plus DC
comme la figure construite sur BC est aux figures
semblables qui sont décrites semblablement sur
BA, AC; mais BC est égal à BD plus DC (I):

(l) En effet , si l’on ajoute les deux proportions
CB:BD :1 BEzBF, etBC:CD t: BE:CG,etsil’on
divise les antécédens par deux , on aura la proportion

BC:BD-i-CD ::BE:BF4-CG.
2
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donc la figure construite sur BC est égale aux
figures semblables qui sont décrites semblable-
ment sur BA, AC.

Donc dans les triangles rectangles, la figure
qui est construite sur le côté qui soutend l’an-

gle droit est égale aux figures semblables qui
sont semblablement décrites sur les côtés qui
comprennent l’angle droit; ce qu’il falloit dé-

,nmontrer.

V I A U T a E M E N T.
. Puisque les figures semblables sont entre
elles en raison doublée des côtés homologues

(prop. 25. 6) , la figure construite sur BC et
celle qui est construite sur BA seront entr’elles
en raison doublée des côtés BC , BA; mais le

quarré construit sur BC et le quarré construit
sur BA sont en raison doublée de .BC , BA
( prop. I . cor. 2o. 6) : donc la figure construite
sur BC est à celle qui est construite sur BA
comme le quarré de BC est au quarré de BA
( prop. I I . 5 Par la même raison la. figure
construite sur BC est à celle qui est construite
sur CA comme le quarré de BC est au quarré

de pCA : donc la figure construite sur BC est
aux figures construites sur BA, AC" comme le
quarré ’de B C est aux quarrés de BA et de AC.
Mais le quarré de ÀB’C est égal aux quarrés de
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BA et de AC (prop. 47 . I) : donc la figure cons-
truite sur BC lest égale aux figures semblables
qui sont semblablement décrites sur BA et sur
AC; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXII.
THÉORÈME.

Si deux triangles qui ont deux côtés proportion-
nels à deux cô’te’s sont disposés selon un angle

de manière que leurs côtés homologues soient

parallèles, les autres côtés formeront une seule

droite.

Soient les deux triangles ABG, DCE (fig. I 55)
qui aient les deux côtés BA, AC proportionnels
aux deux côtés CD, DE de manière que BA soit

à AC comme CD est a DE, et que AB soit pa-
rallèle à DG et AC parallèle aussi à DE : je dis
que BC et CE ne formeront qu’une seule droite.

Puisque AB est parallèle à DC et que A C
tombe sur ces deux droites, les angles alternes
BAC , ACD sont égaux entr’eux (prop. 29. I).
Par la même raison , l’angle CDE est égal à l’an-

gle ACD : donc l’angle BAC est égal à l’angle

CDE; et puisque les deux triangles ABG , ACE
ont deux angles égaux en A et en D , et que les
côtés qui comprennent ces deux angles égaux

5
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sont proportionnels , c’est-à-dire que BA est à

AC comme CD est à DE, les triangles ABC ,
DCE seront équiangles (prop. 6. 6) : donc
l’angle ABC est égal à l’angle DCE. Mais on a

démontré que l’angle ACD est égal à l’angle

BAC : donc l’angle total ACE est égal aux deux

angles ABG , BAC : donc , si nous ajoutons à
chacune de ces deux quantités l’angle ACB , les

angles A C E , A C B seront aux angles B A C ,
A’CB, ABG; mais les angles BAC, ACB, ABC

sont-égaux à deux angles droits (prop. 52. I) :
donc les angles ACE, ACE sont égaux à deux
angles droits: donc avec une droite quelcon-
que AC et au point C les deux droites BC , CE
placées de différais côtés font les angles de
suite ACE , ACB égaux à deux angles droits :
donc les deux droites BC, CE ne forment qu’une

seule droite (prop. 14. I
Donc si deux triangles qui ontdeux côtés

proportionnels à deux côtés sont disposés selon

un angle de manière que leurs côtés homolo-
gues soient parallèles , les autres côtés for-
meront une seule droite; ce qu’il falloit dé-
montrer.



                                                                     

D’EUCLIDE. 27g
I

PROPOSITION XXXIII.
THÉORÈME.

Dans les cercles égaux, les angles sont propan-
tionnels aux arcs qu’ils comprennent, soit que
ces angles soient placés aux centres ou bien
aux circonférences. Il en est de’mê’me des secs-

teurs qui sont placés aux centres.

Soient les cercles égaux ABC, DEF (fig.t156), v
que les angles BGC , EHF soient placés à leurs

centres G, H, et que les angles BAC , EDF
soient placés-à leurs circonférences : je dis que
l’arc BC est à l’arc EF comme l’angle BGC est

à l’angle EHF, comme l’angle BAC est à l’anl

gle EDF et comme le secteur GBC est au sec-
teur HEF.

Faites les arcs de Suite GK, .KL, etc. égaux
chacun à l’arc BC; faites aussi le; arcs de suite
FM, MN , etc. égaux chacun à l’arc EF, et
menez les rayons GK, GL , HM , I-IN.

Puisque les arcs BG, CK, KL sont égaux
entr’eux, les angles BGC, CGH, KGL sont
aussi égaux entr’eux (prop. 27. 5) : donc l’arc

BL est multiple de l’arc BC autant de fois que
l’angle BGL est multiple de l’angle B GC. Par
la même raison , l’arc EN est multiple de l’arc

4’.
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EF autant de fois que l’angle EHN est multiple
de l’angle EHF. Donc si l’arc BL est égal à
l’arc EN , l’angle BGL sera égal à l’angle EHN

(prop. 27. 5), si l’arc BL est plus grand que
l’arc EN , l’angle BGL sera plus grand que
l’angle EHN , et si l’arc BL est plus petit que
l’arc EN , l’angle BGL sera plus petit que l’an-

gle EHN. Ayant donc quatre quantités , savoir
les arcs BC , EF et deux angles AGC , B Il F,
on a pris des équimultiples de l’arc BC et de
l’angle BGL, savoir , l’arc BL et l’angle BGL;

’on a pris aussi des équimultiples de l’arc EF et

de l’angle EHF , savoir , l’arc EN et l’angle

EHN; mais on a démontré que si l’arc BL sur-
passe l’arc EN l’angle B GL surpassera l’angle

EHN; que si l’arc BL est égal à l’arc EN ,

l’angle BGL sera égal à l’angle EHN, et que

si l’arc BL. est plus petit que l’arc EN , l’angle

BGL sera plus petit que l’angle EHN : donc l’arc

BC est à l’arc EF comme l’angle BGC est à
l’angle EHF (défi 5. 5); mais l’angle BGC est

à l’angle EHF comme l’angle BAC est a. l’angle

EDF (prop. I5. 5) , car ils sont doubles les uns
des autres (prop. 20. 5) : donc l’arc BC est à
l’arc EF comme l’angle BGC est à l’angle EHF,

et comme l’angle BAC est à l’angle EDF.

Donc dans des cercles égaux , les angles sont
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proportionnels [aux ares, soit que ces angles
soient placés aux centres ou bien aux circon-
férences; ce qu’il falloit. démontrer.

Je dis de plus que l’arc B C est à l’arc EFï

comme le secteur GBC est au secteur HEF.
a Menez les droites BG, OK (fig. 157), et ayant

pris sur les arcs BC , GK, les points O , P , con-
duisez les droites B0, OC , CP, PIC.

Puisque les deux droites BG , GC sont égales
aux deux droites C G , GK , et qu’elles com--
prennent des angles égaux , la base BC sera
égale a la base CK : donc le triangle GBC est
égal au triangle GCK ( prop. 4. I ); et a cause
que l’arc BC est égal à l’arc C K, et que le reste

CAB de la circonférence qui complète le cercle

entier AB C est égal au reste KAC de la cir-
conférence qui complète le même cercle (ax. 5),
l’angle BOC sera égal à l’angle CPK (prop . 27 . 5) :

donc le segment BOC est semblable au segment
CPKY ( déf. I I. 5) , et ces deux segmens sont
placés sur des droites égales; mais lessegmens
semblables qui sont placés sur des droites égales

sont égaux (pr0p. 24. 5) : donc le segment BOC
est égal au segment CPK; mais le triangle BGC
est égal au triangle CGK : donc le secteur total
GBC sera égal au secteur ’ total GC K ( ax. 2
Par la même raison , le secteur GKL sera égal à
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l’un ou à l’autre des secteurs GKC , GCB : donc

les trois secteurs GBC , GCK , GKL sont égaux
entr’eux. Les secteurs H E F , H F M , H MN
sont pareillement égaux entr’ eux : donc l’arc BL

est multiple de l’arc BC autant de fois que le
secteur GEL est multiple du secteur GBC. Par
la même raison , l’arc EN est multiple de l’arc

EF autant de fois que le secteur HEN est mul-
tiple du secteur HEF : donc d’après ce que l’on

vient de voir , si l’arc BL est égal à l’arc EN ,

le secteur GEL sera égal au secteur HEN; si
l’arc EL surpasse l’arc EN , le secteur GEL
surpassera le secteur HEN , et si l’arc BL est
plus petit que l’arc EN , le secteur GEL Sera
plus petit que le secteur HEN. Ayant donc
quatre quantités, savoir les deux arcs BC , EF
et les deux secteurs GBC , HEF, on a pris des
équimultiples de l’arc BC et du secteur GBC,

savoir, l’arc EL et le secteur GEL; on a pris
aussi des équimultiples de l’arc EF et du sec-
teur HEF, savoir, l’arc EN et le secteur HEN;
mais on a démontré que si l’arc BL surpasse l’arc

4 EN , le secteur GEL-surpassera le secteur HEN ,
que si l’arc BL est égal à l’arc EN, le secteur

GEL sera égal au secteur HEN , et que si l’arc

BL est plus petit que l’arc EN, le secteur GEL
sera plus. petitque le secteur GEN : donc l’arc
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BC est à l’arc EF comme le secteur GBC est
au secteur HEF (défi 5. 5).

COROLLAIRE.
Il est évident qu’un secteur est a un autre

secteur comme l’angle du premier secteur est
à l’angle du second secteur (prop. 1 I . 5).

FIN ne SIXIÈME LIVRE.
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DÉFINITION&

1. UN solide est ce qui a longueur, largeur
et épaisseur.

2. Un solide est terminé par des surfaces.
5. Une droite est perpendiculaire sur un plan

lorsqu’elle fait des angles droits avec toutes les

droites qui la rencontrent et qui sont dans ce

plan. ’ V4. Un plan est perpendiculaire sur un plan ,
lorsque les perpendiculaires menées dans un
seul plan sur la commune section des plans
sont perpendiculaires sur l’autre plan.

5. L’inclinaison d’une droite sur un plan est

l’angle aigu compris par cette même droite et

par la droite qui joint le point du plan que la
première droite rencontre et le point de ce plan
que rencontre la perpendiculaire menée sur ce
plan de l’extrémité supérieure de la première

droite. 7
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6. L’inclinaison d’un plan sur un plan est

l’angle aigu compris entre les perpendiculaires
sur leur commune section , menées d’un point

de cette commune section dans l’un et dans
l’autre plan.

7. L’inclinaison d’un plan sur un plan est
égale à l’inclinaison d’un autre plan sur un autre

plan , lorsque les angles de leurs inclinaisons
sont égaux entr’eux.

8. Les plans parallèles sont ceux qui, étant
prolongés, ne se rencontrent point.

g. Les solides semblables sont ceux qui sont
contenus dans le même nombre des plans sem-
blables.

Io. Les solides semblables et égaux sont
ceux qui sont contenus dans le même nombre
de plans semblables et égaux.

I I . Un angle solide est l’inclinaison de plus

de deux droites les unes vers les autres, qui se
rencontrent et qui ne sont pas dans le même
plan.

A U T n 1: M E N T.

Un angle plan est celui qui est compris par
plus de deux angles plans qui ne sont pas dans
le même plan et qui sont construits dans le
même point.

:2. Une pyramide est un solide compris sous
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des plans qui, étant construits sur un seul plan ,
se réunissent dans un même point.

I 5. Un prisme est un solide compris sous des
plans , dont deux plans Opposés sont égaux,
semblables et parallèles , et dont les autres plans
sont des parallélogrammes.

I4. Une sphère est un solide compris sous
la surface décrite par l’arc d’un demi-cercle

qui tourne autour du diamètre immobile jus-
qu’à ce qu’il soit revenu au même endroit d’où

il étoit parti.

I5. L’axe de la sphère est cette droite immo-

bile autour de laquelle tourne le demi-cercle.
16. Le centre de la sphère est le même que

celui du demi-cercle.
I7. Un diamètre de la sphère est une droite

menée par le centre et terminée de l’un et de
l’autre côté par la surface de la sphère.

18..Un cône est un solide compris sous la
superficie décrite par deux côtés d’un triangle

rectangle tournant autour d’un des côtés de
l’angle droit qui reste immobile , jusqu’à ce
qu’il soit revenu au même. endroit d’où il étoit

parti. Si le côté immobile est égal à l’autre côté

de l’angle droit, le cône est rectangle; s’il est

plus petit, il est obtus-angle , et s’il est plus
grand, le cône est acutangle.
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19. L’axe, du cône est la droite immobile

autour de laquelle tourne le triangle rectangle.
20. La base du cône est le cercle décrit par

un des côtés qui tournent. .
21 . Un cylindre est un solide compris sous

la surface décrite par trois côtés d’un parallé-

logramme rectangle tournant autour du qua-
trième côté qui reste immobile jusqu’à ce que

ce rectangle soit revenu au même endroit d’où
il étoit parti.

22. L’axe du cylindre est la droite immobile
autour de laquelle tourne le parallélogramme.

25. Les bases du cylindre sont les cercles
décrits par les deux côtés opposés du parallé-

logramme qui se meuvent.
24. Les cônes et les cylindres semblables

sont ceux dont les axes et dont les diamètres
des bases sont proportionnels.

25. Un cube est un solide compris sous six
quarrés égaux.

26. Un tétraèdre est un solide compris sous
quatre triangles égaux et équilatéraux.

27. Un octaèdre est un solide compris sous
huit triangles égaux et équilatéraux.

28. Un dodécaèdre est un solide compris
sous douze pentagones égaux, équilatéraux et
équiangles.
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l 29. Un icosaèdre est un solide compris sous

vingt triangles égaux et équilatéraux.

PROPOSITION PREMIÈRE.

THÉORÈME.

Une partie d’ une droite ne peut être dans un plan

l et une autre partie de cette droite hors de ce
- plan.

Supposons , si cela- peut se faire , qu’une
partie AB (fig. 158) de la droite ABG soit dans
un plan et une autre partie E C hors de ce

plan. ’Prolongez la droite AB dans le plan sur
lequel elle est placée a soit BD le prolonge-
ment de cette droite; les deux droites ABG ,
ABD auront une partie commune AB , ce qui
est impossible , car deux droites ne peuvent se
rencontrer qu’en un seul point , autrement elles

se confondroient.
Donc une partie d’une droite n’est point dans

un plan et une autre partie de’cette droite hors
de ce plan; ce qu’il falloit démontrer. t
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’ infinitisme.
Si dans? droites se coupent , Elles sont Joins un’

seul plan,- tOüt triangle est aussi placé dans
un seul plan.

Que les deux droites AE , C D (fig. 159) se
Coupentmutuellement au point E :je dis que les
droites A E, CD sont dans un seul plan; je dis
aussi que tout triangle est placé dans un seul.

V plan. h ’ ’
Prenez sur les droites EE, E C’deu’x points

quelconques F, G; menez CE,r G et FH , GK :
je dis d’abord que le triangle EBC est placé-
dans un seul plan; car si la partie FHC ou la è
partie GBK du triangle EBC est dans un plan
et l’autre partie dans un. autre plan, une partie
de l’une des droites EC, EB sera dans un plan"
et l’autre partie dans un autre plan; mais si une
partie FCE G du triangle E C B est dans un plan
et l’autre partie dans un autreplan, une cer-
taine partie dejl’une et de l’autre des droites.

EC , EB sera dans un plan et certaine autre
’ partie dans un autreplan; ce qui a été démon-e

tré absurde: donc leztriangleE E EGest dans un
seul plan; mais l’unet l’autre des droites E0,

T
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BCE , et les droites AB , CD sont dans lexmême
plan que l’une et. que’l’aut’re des droites EC , EE

(prop.; ..I 1 ) 4:. doncles droites AE, CD’sont
dans un seul plan à et tout triangle est aussi
placé dans un seul plan; ce qu’il falloit dé-

montrer. ’
P-ltOPQSITI on, 111..

. .”T--IÏÉ’0RÈME.”’

Si deux plans se coupent mutuellement, leur com-
muneisectiou est une ligne droite.

Que: les deux plans AB, BC (fig. 160) se cou-i
peut ïmutuellem’ent et que leur commune sec-

tion soit DB’ : je dis que la ligne DE est une

ligne droite. ’ " a
14 Car si cela n’est point, du point D au peint

B" et sur le plan AB conduisez laldroite’ D’EB ,

et sur le plan’BC conduisez la droite DFE; les
extrémités des deux droites DEE’,-’DFB seront

lésinâmes, erses deux droites renfermeront
tin-espaCe, ce qui est absurdeï( ax. I2): donc
lesî lignes iD-EB,’D’F-B ne so-nt’pa’s des lignes

droites. Nous démontrerons Semblablement que
mais autre i ligne menée ï du2 point D au E
n’est pointf-uiïe’lignedroite , excepté la «ligne
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DE, c’ést-à-dire la Commune Section des

AB,B(:. . ..,.V Donc si deux plans se coupent mutuellement,
leur commune section Sera une ligne droite; ce
qu’il falloit démontrer. i

;» PROPOSITION 1V.
’Î’ li Ë D R Ê M Ë;

deux droites se scalpent mutuelleÏnent, droite
qui sera perpendiculaire sur: ces deux? droites;
à leur sention’ commune ,1 le sera aussi sur lé

plan qui passera par ces deux droites;

Que les deux droites ÀE, CD (jfig.hi61)
coupent mutuellement au point E pet que
droite EF leur soit perpendiculaire au peint’E
je dis que la droite ËF est aussi perpendicuf
laire sur le plan qui passe par les droites AE,’CD.

Prenez les droites ’ÀE, EE , CE, ED’ égales

entr’elles. Par le point E et sur le plan AE cona
duisez d’une manière quelconque’une’ drOite

GBH, menez AD, CE, étvensuite d’un peint.

ÎIUeICanué F conduisez les, droites FA,
FD, FC, FH, FE. Puisque les drOites
AE’, EU Sont égales aux deux AdrOites’ICkE;

EE, et que ces droites comprgq’iientdesnngles
égaux (prop.’i5. I) , la base ÀD sera égalé Si

. 2V
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la base C E, (prop. 4. I ) , le triangle AED égal
au triangle CEB , et l’angle DAE égal à l’angle

EBC; mais l’angle AEG est égal à l’angle BEH

( prop. 15. I) : donc les deux triangles ACE ,
BEH ont deux angles égaux à deux angles, cha- i
cun à chacun; mais les côtés AE, EB adjacens
à des angles égaux sont égaux entr’eux :Idonc les

autres côtés de ces triangles seront aussi égaux
entr’eux (prop. 26. I) : donc GE est égal à E Il
et, AfG égal à EH ; et puisque AE est égal à EE

et que’la perpendiculaire FE est commune , la

base FA sera égale à la base FB (prop. 1
Par la même raison , FC sera aussi égal à FD. De

plus , puisque la droite AD est égale à la droite
CE et la droite FA égale à la droite FB , les deux

droites FA, Al) seront égales aux deux droites
FE., EC , chacune à chacune; mais on a dé-
mOntré que la base FD est égale à la base FC :
donc l’angle F A D est égal à..l’angle F E C

( prop. 8. I) ; mais on a démontré. de plus que
AG est égal à EH’ et FA,est égal à FB : donc

les deux droites FA , AG sont égales aux deux
droites FE. , B ; binais on a démontré que l’an-

gle,FAG” est légal a l’angle FEH : donc la base

FG est égale. à la base (prop....4. 1).; et puis-
qu’on a démontré, encan; que en. est égal à

EH , et ’àvéauske que ladreite EF est conunune ,
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les deux droites GE , EF seront égales aux deux
droites HE , EF; mais la base FH est égale à la
base FG: donc l’angle GEF est égalà l’angle HEF"

C prop. 8; I ) z donc l’un et l’autre des. angles-

GEF, HEF’sont droits : donc la droite FE fait
des angles droits avec la. droite GH , de quelque
manière: que la. droite G’H soit menée! dans le

plan AB par le point E. Nous démOntrerons.
semblablement que la droite FEfait des angles;
droits avec toutes les. droitesqui la rencontrent
et qui sont, dans le- plan; AE; mais. unedroite
est perpendiculaire sur- un planolorsqu’elle fait

’ des angles droits avec toute-sles. droites. quiïla

rencontrent et qui, sont placées dans ce plan!
(défi 5. I I ) : doncla droite EF est perpen-
diculaire sur le plan AE; mais le plan-A13 ïeStè

celui qui passespar les deux. droites JAB, Cl):-
donc la droite FE est. perpendiculaire sur le--plan«.

qui passe par les.droites.AE , (ID-u
Donc si deux droites. se-coupentmut’uelle-

ment; et si une droite. est perpendiculaire. sur
ces deux droites à leur commune section ,” cette
droite sera aussi perpendiculaire surie plan qui;
passe par ces deux droites .5 ce-qu’ilvfalloit dél-

montrer.k - ’ v
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r

Si trois droites, Isa. rencontrent et si une droite leur:
est perpendiculaire à leuricommune section , ces,
trois droites seront dans. un seul plan.

Si une droite. AB 162) est perpendicu-
laire. sur trois droites BC , B D , BE- au point de
contact B : je. dis que les trois droites BC 1 BE,;
BE sont dans un seul plan.

Car. supposons, si celaest possible , que BD,"
BÇE soient dans un plan et BC dans un autre.
plan élevé au:dessousrdu premier ; faites passer

in; plan. par les droites AB, BC; la. commune
section de ce. plan avec le plan inférieur sera
uneligne droite (prop. 5, I I ); que cette droite.
soit. B F. Il est évident que les trois droites AB ,j
BG, BF sont,clan.s,le plan. qui passe par les droites.
AB , BC : donc; puisque la droite AB est perpen-
diculaire sur l’aine et’l’autre des droites BD , BE ,p

cette droitesera perpendiculaire sur le plan qui
passe par DE , BE ( prop; I I) ; mais le plan qui:
passez-parDB ,nBE est le plan inlërieur : donc la.

p droite-AIS est perpendiculàire sur le plan info»
rieur : donc cette droite sera perpendiculaire sur.
toutes les droites qui la rencontrent et qui sont.
dans ce plan (dé-f. 5. I I.) 3 mais Çette perpendi-
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culnîre est rencontrée dans le iplàn inférieur par

la droite BF : donc l’angle .AB F est droits mais
on a supposé: que l’angleABCïeàtflroit 4::id’one

les. deux angles ABF’, ABG ,- placés. danslle même

plan? , sont égaux entr’euir ç ce qui est-impossible-

(a’x. : clone la droite BC n”est paa’dansi’m

plan élevé alu-dessus de- celui qui passe parles.
droites BD, BE : donc les trois (lpoi’teS:BÇT,’BDx,.

BE sont dans un rseuliplani. If :.;.., . la un î.
- Donc si trois droit-es se rencontrent; et siiulïen

droite leur eStîperpendiculairegà leur commune-v
section-,5 ces, trois: droites .se’r’ont: dans .un. son]:

plan-Arma qu’il. falloit démontrera, ,; r - .- 1 r

l P R. 01995:1. Le
.. A M ’,-r A-I. .»"’ d”4 i! AlI T Efiîoüln M; . .. . (. A.

li r . l , V. Infinz .1..d. 1 il! pi: ...Ï r .3 llÏ, l:1::’l.L.:i;;.Si deuxrdroi’ter. sont pczHe7ffliprrlïLilies au]: le Infime-
l n . ’ v . 1 )7 i ll’ l I ixr v’ UV; "Lpilai, ces-deux droites sierpnç pqrallèles, ,

"ï,:l.lî.i ru .n’wii,r-’..J Nœud; . 4l l)
.Qwue-leëzdèilxi manne,- Cl): ("fig-"r n65àï suoient

perpendiculaires. Sur 45131 même) plan) taliez dièque

ABlïest’Paràllèleàl(IRE-.9 sa: i5 cf :vÎv «à. me

supposdns. que:t:eslpcrpemlieulaines ramona.
tirent noèlplan- àuxs poinzsçffigz D; rmenelea’ droite

B D.; . conduisez dans. deiplanl 13’ droitvèSDEper-

peudiculaiiie’Sur BD, Et aprèâavoixi -fait»DEnégalï

à;AB.;.mené’z les; droites BE,;AE , 4

e 4.
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1 . u il’nis’qüe liaz’dtiqité 6A3! estæperpeniliculaîre sur

:lezplan BUE, ’ell’é est perpendiculaireïvsur toutes

4 lesz’droit’eslquiwlài rencontrent et qui sont dans

rcetplanilÇdéfe En 1,17) 3 Im’aisce’tte droite est ren-y

oo’titréezpanzal’lnneret llautre des droites BD ,

BEzqui sont dans:ce plan : doue les. angles ABD ,
«AB’EQSOËIt droits :l’un et l’autre. Par la même

, misonjles anglesCD B , CDE sont aussi droits
l’un et l’autre. Maisïpuisque la droitetAB les!

égale sa la; droite DE et que la droite BD est
commune ,t les deuittèlroites AB , B D sont égales

hui;- deux droitesErD, DE; niais ces droites-00m-
prennent des angleSIdroits : donc la hase Al)... est
égide à laqbase ( pro-p.4, I et puisque la
droite A3estîl’églgâler à’la* droite DE et la droite

AD égale à la droite BE, les deux droites AB ,I
BIÊ sont égales auxlÀçleulx droites ED , DE; mais
là’*bïseÏ"À:Ë est. commune r dênoi’l’angle ’nÂzBE

est égal Ç profils... I) ;I maisîl’anw
, gleiABEœstdroits;doncal’angleE-DA mame

susdit. donc- la; droite ED’ŒSÏL: perpendiculpire

sur la droite DA; maistlaxltoiteàEDiestampera
pendiculaire sur l’une etl’autre: deSLdroitçsBD ,

DG .: dénc..E D. est petpen’diçulairesur les trois

droites: B D,,DA,.. DE; gifleur point. délCODtaCt :

doucies triois. droites ;B D, ,.. RA v,,;D:.C. J sont. dans

un seul; plan (prop. ,57; L 1.);- mais la droite rifles.
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dans le même plan que les droites-BD , DA’,.:car

tout triangle est dans un seul plan (prop. 2 . 1.1) :
donc les trois droites AB , BD , DC sont dans
un seul plan; mais les angles A-BD, BDC sont
droits l’un et l’autre : donc la droite AB est pa-

rallèle à la droite CD (prop. 28. I ,
Donc si deux droites sont perpendiculaires

sur le même plan , ces deux droites seront pa-
rallèles entr’elles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION VIL!
THÉORÈME.

Si deux droites sont parallèles , et si l’on prend

sur chacune de ses droites des points quelcon-
ques, la droite qui joindra ces, points sera dans
le même plan. que les parallèles.

Soient AB, CD (fig. 164) deux droites pa--
rallèles , et Soient pris dans ces droitesides points
quelconques E , F: je dis que lakdroite qui joint
les points E , F est dans le même plan que les

deux parallèles. A ;-w Supposons que. cela ne soit point, etsuppo-x
sons, si cela est possible, que cette tir-bite soit
dans un plan élevé au-dessus du premier, et
qu’elle ait 54par exemple, la position EGF; par
la ligne EGF Conduisez un plan qui fiasse avec
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le plan inférieur une section qui sera une ligne.
droite (prop.5. 1 1); que cette section soit EF.:
il est évident que les deux droites EGF, EF-
renfermeront un espace, ce qui est impossible
(ax. 12) : donc la droite. conduite du point E
au point F n’est point dans un plan élevé au-.

dessus du premier : donc elle est dans celui qui
passe par les parallèles AB , (2D.-

Donc si deux droites sont parallèles , et sil’on.

prend dans l’une et l’autre de ces parallèles des

points quelconques, la droite qui joindra ces.
points sera dans le même plan que les paral-«
lèles 5. ce qu’il falloit démontrer. ’

PROPOSITION VIII.
t ’T11..Éon1’«:M1:.

Si deux. droites sont. parallèles , et si l’une d’elles

Il est perpendiculaire sur un plan, l’autre sera
aussi perpendiculaire sur ce plan.

; Soient 1A3 5- CD (fig.- 16’5) deux droites pa-
rallèles , et que l’une de ces droites AB soit perm

pendiculaire sur le plan BED :- je dis que l’autre

droite C D sera aussi perpendiculaire sur ce

plan. I ’ * 1 l - .- F .a, Que les, droites AB , CD rencontrent le plan
BED aux pointsB Menez BD.- Les droites AB,
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Conduisez dans le plan BED la droite DE per1
pendieulaire sur BD; faites ensuite DE égal à-
AB ,’ et menez BE , AE , AD. Puisque AB est
perpendiculaire sur le plan AE D, elle sera perse: ’
pendieulaire sur toutes les droites qui la t’en-t
contrent et qui sont dans ce plan (défi 5. I I) :x
donc les angles ABD , ABE sont droits l’un et
l’autre; et. puisque la droite BD tombe sur les
droites AB’, CD, les angles ABD, CDE seront
égaux à deux angles droits (prop. 29. i). Mais.
l’angle ABD est droit z donc l’angle CDB est

droit aussi : donc C’D est perpendiculaire, sur
BD; et puisque la droite AB est égale à la droite

DE , et que la droite BD est commune, les deux
droites AD, DB sont égales aux deux droites.
ED , DE; mais l’angle ABD est égal à l’angle

EDB, car ils sont droits. l’un et l’autre : donc

la base AD est égale à la base BE (prop. I);
et puisque AB est égal à DE et BE égal à AD ,

les deux droites AB , DE seront égales aux deux
droites ED , DA , chacune à chacune ; mais la
base AB est commune : doue l’angle ABE est
égal à l’angle EDA (prop. 8. 1’); mais l’angle.

ABE est droit : donc l’angle EDA est droit
aussi : donc ED est perpendiculaire sur DAi
mais ED est aussi perpendiculaire sur BD : doue
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la droite ED sera perpendiculaire sur le plan qui
passe. par les droites BD, DA prop. 4. 1 I ) :
donc la droite ED est perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce plan. Mais la droite DG est dans le plan qui
passe par les droites BA , AD , parce que les
droites AB , BD sont dans. le plan qui passe par
les droites BD , DA ( prop. 2 . I 1) ; mais la droite
DG est dans le même plan que les droites AB ,
BD prop..7..1 I) : donc la droite ED est per-
pendiculaire sur DG z donc la droite CD est per-
pendiculaire sur DE; mais ladroite CD est pern
pendiculaire sur la droite BD : donc la droite
CD est perpendiculaire sur les deux droites DE,
DE à leur point de rencontre D : donc la droite
CD est perpendiculaire sur le plan-qui. passe par
les droites DE , DE (prop. 4. I 1) ; mais le plan
qui passe par les droites DE , DE est le plan
BED: :,donc C D est-perpendiculaire sur le plan».
DE D 5’ eezqu’il" falloit démontrer.
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PROPOSITION 1X.
THÉORÈME.

Les droites qui sont parallèles à une même droite,

sans être dans le même plan que cette autre
droite, sont cependant parallèles entr’élles.

Que l’une et l’autre des droites AB , C D

(fig. 165) soient parallèles à la droite EF , et
que les droites AB , C D ne soient pas dans le
même plan que la droite EF : je dis que la
droite AB est parallèle à la droite CD.

Prenez sur EF un point quelconque G , et de
ce point menez dans le plan qui passe par EF,
AB la droite GH perpendiculaire sur EF; et
dans le plan qui passe par F E, CD, menez
la droite GK perpendiculaire aussi sur FE :
puisque la droite EF est perpendiculaire sur
l’une et l’autre des droites GH , GK , la droite

EF sera aussi perpendiculaire sur le plan qui
passe parles droites GI-I , G K (prop. 4. 1 1);
mais. AB est parallèle à EF : donc AB est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les points
H, G, K (prop. 8. I I ); par la même raison CD
est perpendiculaire sur le plan qui passe par les
points H , G, K : donc lesdroites AB, CD sont
perpendiculaires l’une et l’autre sur le planqui
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passe parles points H, G, K; mais si deuxdroites
sont perpendiculaires sur un seul plan , ces deux
droites sont parallèles entr’elles( prop. 6. I 1 :
donc la droite AB est parallèle a la droite CD,

ne qu’il falloit démontrer.- V ’

PROPOSITION X;
T n o à È M Ë.

y d . , II Si deux droites qui se teuchent sontpparallèlcs d
o deux droites qui se touchent et qui ne sont pas

dans le même plan, ces droites comprendront

des angles égauæ. s
Que les deux droites AB , BC (fig. 166) qui

se touchent soient parallèles aux deux droites
DE , EF qui se touchent et qui ne sont pas dans
le même plan : je dis que l’angle ABG est égal

à l’angle DEF.

Prenez les droites BA, BC , ED, EF égales
entr’elles , et menez les droites AD , CF, BE,
AC ,’ DF. PuisquepBA est égal et parallèle à ED,

AD sera égal et parallèle à BE (prop. 55. I ).
Par la même raison CF sera égal et parallèle à
BE : donc les deux droites AD , CF sont égales
et parallèles chacune à la droite BE; mais les
droites qui sont parallèles à une même droite
sont parallèles entr’èlles ( prop. 9. I 1) : donc la



                                                                     

D’EUCLIDE. 503
droite AD est parallèle et égale à la droite CF;

mais ces parallèles sont jointes par les droites
AC, DF : donc la droite AC est parallèle et
égale à la droite DF; et puisque les droites AB ,-

BC sont égales aux deux droites DE, EF,- et
que la base AC est égale à la base DF, l’angle
ABG sera égal à l’angle DEF (prop. 8x. 1)..

Donc si deux droites qui se touchent sont
parallèles à deux droites qui se touchent et qui
ne sont pas dans le même plan, ces deux droites
comprendront des angles égaux; ce qu’il falloit
démontrer .l

PROPOSITION XI.
A

PROBLÈME.
D’un point donné hors d’un plan, mener une

perpendiculaire sur ce plan.

Soit A (fig. 167) le point donné hors d’un
plan , soit BH le plan donné : il faut du point A
mener une perpendièulaire sur ce plan.

Dans le plan donné , conduisez une droite
B-C d’une manière quelconque, et du point A

menez la droite AD perpendiculaire sur B0
( prop. I2 . 1 Si la droite AD est aussi perpen-
diculaire sur ce plan , on aura fait ce qui étoit
proposé à si cela n’est pas, du point D etdans le
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plan donné menez sur BC la perpendiculaire DE

(prop. I I. I) , et du point A menez sur DE la
perpendiculaire AF (prop. I 2 . I) , et enfin par le
point F conduisez la droite CH parallèle a BG.-

PuiSqu’e BC est perpendiculaire sur l’une et sur

l’autre des drOites DA, DE, la droite BC sera perd

pendiculaire sur le plan qui pasSe par les droites
ED, DA, et parallèle à ladroite GH (prop;4. 1 1);
mais si deux droites sont parallèles et si l’une
d’elles est perpendiculaire à un plan , l’autre

droite est aussi perpendiculaire à ce même plan
( prop. 8. I I) : donc GH est perpendiculaire sur
le plan qui passe par ED , DA , et par conséquent

perpendiculaire sur toutes les droites qui se
rencontrent dans ce plan (défi 5. I I) ; mais la-
droite AF rencontre la droite GH dans le plan
qui passe par ED, DA : donc la droite GH eSt
perpendiculaire sur AF : donc AF est perpend
diculaire sur GH; mais AF est perpendiculaire
sur DF, par construction : donc la droite AF est
perpendiculaire à l’une et à l’autre des droites

GH, DE; mais si une droite est perpendiculaire
aupoint de contact sur deux droites qui se rena-
contrent, elle sera aussiperpendiculaire sur le
plan qui passe par ces deux droites (prop. I I) a
donc FA lest perpendiculaire sur le plan qui passe
par "ED, GH; mais le plan qui passe par ED ,
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GH est le plan EH": donc la droite rAFïest per-

pendiculaire sur le plan BH. n
Donc du point donné A; pris "au-dessus d’un

plan , on’amené uneperpendiculaire AF sur ce
plan; ce qu’il falloit faire. "l "1’ " l

PROPOSITIO-TIYXII.’

r a o in L È M n.

D’un point donné dans un. plan dolnné ,le’lever

une perpendiculaire, sur ce plan.

Soit EF fig. i68) lerplan donné , et soit A
le point donné dans ceplan : il faut du point A
élever une perpendiculaire sur ce plan.

D’un point quelconque B , pris alu-dessus du

plan donné; menez une perpendiculaire BC
.sur ce planî(pr0p. 51. 11 ) , et par le point A
menez AD parallèle à BC (prop. 51. 1

Puisque les deux droites AD ,’ CB sont paral-
lèles et que BC , l’une de ces droites ,. est perpen-

diculaire sur le plan donné, l’autre droite AD sera

aussi perpendiculaire sur ceplan (prop. 8. tir).
Donc , d’un point donné dans un plan donné;

on a élevé une perpendiculaire sur ce plan; ce
qu’il "falloitïf’aireu ’ ’ p. - ’ ’ i l

. t A . . me. A.Il ’ l’, A"
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P’R’OP O S’ITIO N XIIÏ.’

I T ’1’: o n à si E. ’

D’un point donné dans un plan donné, on ne peut

élever du même côtédeux perpendiculaires sur

ce plant.

SuppOsOns que’èela’ sôit possilile; du point

donné A (fig. 169) pris dans le plan donné,
élevez du même côté les deux perpendiculaires

AB , AC sur Ce plan; conduisez un plan par les
deux droites BILA, AC; ce plan fera au point A
avec le" plan do’nn’éÏune section qui sera une

lignedroite (prop. 5. I I ); que cette section
soit DAE; les droites AB, AC, DAF seront
dans le même plan; mais puisque ÇA est per-
pendiculaire sur le plan donné, ellevsera per-
pendiculaire sur toutes les droites qui la rencon-
trent et qui sont dans le plan donné ( déf. 5 . I I);

mais la droite DAE , qui est dans le plan donné,
rencontre la. droite CA : donc l’angle CAE est
droit. L’angle BAE. est droit , par la même rai-
son t; donc l’angle CAE et l’angle BAE qui sont

dans le mêmevplan sent égaux enlr’eux , ce qui

estximpossible (ai-,9)! , i ’
Donc , d’un point donné dans un plan? donné,

I on ne peut élever deux perpendiculaires sur ce
plan; ce qu’il falloit démontrer. ’
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PROPOSITION XIV.

THÉORÈME.

Les plans sur lesquels une même droite est perpenn
diculaire sont parallèles entr’euæ.

Que la droite AB (fig. 170) soit perpendi-
culaire sur l’un et l’autre plan C D, EF à je dis

que ces plans sont parallèles.
Car si cela n’est point , ces plans étant pro-

longés se rencontreront et leur section sera une
ligne droite (prop. 5. I I ). Que cette section
Soit GH; ayant pris dans cette section un point
quelconque K , menez AK , BK. Puisque la
droite AB est perpendiculairesur le plan EF,
cette droite sera perpendiculaire sur la droite
BK qui est placée dans le prolongement du plan
EF (défi 5. Il) : donc l’angle ABK est droit.
L’angle BAK est droit, par la même raison:
donc les deux angles ABK, BAK du triangle
ABK sont égaux à deux angles droits; ce qui
est impossible (prop. 17. 1) : donc les plans
CD, EF étant prolongés, ne se rencontreront
point entr’eux : donc les plans CD; EF sont
parallèles.

Donc les plans sur lesquels une même droite
est perpendiculaire sont parallèles entr’eux; ce

qu’il falloit démontrer. ’
Î).
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PROPOSITION’XV;

I ATHÉORÈME.

Si (leur droites qui se rencontrent sont parallèles
à deux droites qui se liencontrent et qui ne sont
pas dans le même plan , les plans qui passeront

par ces droites seront peralleles.

Que les droites AB, BC (fig. 17 I) qui se ren-
contrent soient parallèles avec deux droites DE,
EF qui se rencontrent et qui ne sont pas dans
le même plan z je dis que les, plans qui passent
par les droites AB , BC et par les droites DE , EF
ne se rencontreront point s’ils sont prolongés.

Du point B niellez sur le plan qui passe par
les droites DE, EF la perpendiculaire BG qui
rencontre ce plan aupoint G (prop. 1 I . I 1);
parle point G menez la droite GH parallèle
la droite ED et la droite GK parallèle à la droite
EF (prop. 5 1 . 1). Puisque la droite BG est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les droites
DE, EF,, elle sera perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce même plan (défi 5. I I ); mais cette droite
est rencontrée par l’une et l’autre des droites

GH , GK qui sont dans le plan qui passe par les
droites DE, EF : donc les angles BGH, BGK
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sont droits l’un et l’autre; et puisque BA est
parallèle à la droite GH , les angles GBA, BGH
seront égaux à deux angles droits (prop. 29. I);
mais l’angleBGH est droit : donc l’angle GBA

sera droit : donc. GB est perpendiculaire. sur
BA. Par la même raison , BG est perpendicu-a
laire sur BIC : donc puisque la droite BG est
perpendiculaire sur les deux droites BA, BC
qui se coupent mutuellement, la. droite BG
sera perpendiculaire- sur le plan qui passe par
les deux droites AB’, BC (prop. Il). Par
la même raison , la droite! BG est perpendicu-
laire sur le plan qui passe: par les droites CH,
GK. Mais le plan qui passe par les droites GH ,.
GK est le même que celui qui passe par les
droites DE , EF’ : donc la droite BG est per-
pendiculaire sur le plan qui passe parles droites
DE, EF. Mais on a démontré que la droite
BG est perpendiculaire sur le plan qui. passe
par les droites A13, BG, et cette droite est en-
core perpendiculaire sur le plan qui passe par
les droites DE , EF : donc la droite BG est per-
pendiculaire sur l’un et l’autre des plans qui

passent par les droites AB , BC et par les droites
DE , E F; mais les-plans sur lesquels une même
droite est perpendiculaire sont parallèlesrentre
eux ( pr0p. 14. I I) : donc le-plauxqui passe par

5.
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les droites AB , BC est parallèle à celui qui passe

parles droites DE , EF.
Donc si deux droites qui se rencontrent sont

parallèles à! deux droites qui se rencontrent et
qui ne Sont pas dans le même plan , les plans
qui passeront par ces droites seront parallèles
entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

raorosnlouxvr.
I THÉORÈME. V

Si deux plans parallèles sont coupés par un plan

quelconque , leurs communes sections seront

parallèles. "
Que les deux plans parallèles AB, CD (fig. 1 72)

soient coupés par un plan quelconque EFGH ,
et que leurs communes sections soient EF, GH:
je dis que EF est parallèle à GH

Supposons que cela ne soit point; prolongez
les droites EF, GH , ces droites se rencontre-
ront ou du côté des points F, H, ou du côté
des points E , G. Prolongez ces droites du côté
des points F , H, et supposons qu’elles se ren-

contrent au point K; puisque EFK est dans le
plan AB , tous les points pris dans EF K seront
dans le même plan; mais le point K est un des
points pris sur EFK : donc le point K est dans
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le plan AB. Par la même raison , le point K est
dans le plan CD : donc lesplans-AB’, CD pro.-
longéfs , se rencontreront entr’eux ; mais ces.
deux plans ne se rencontreront point puisqu’ils
sont parallèles : donc l’es droites EF, GH pro-» l.

longées ne se rencontreront" point du côté des

points F , H. Nous démontrerons semblable-
ment que les droites EF, GH prolongéesne
se rencontreront point du côté des points E , G.
Mais les droites qui ne se rencontrent d’aucuti’
côtélsont- parallèles (dé’f..5-’5 . : donc les droites.

E F, G H1 sont parallèles.
Donc si deux plans parallèles sont coupés par.

un plan quelconque , leurs communes sections.
seront parallèles entr’elles; ce qu’il falloit dé-m

montreh.

PRO POSITION XV’II,

THÉO nana.

Si deux droites sont coupées par des plans pa-
rallèles , elles seront coupées proportionnel-.
lament.

Que les deux droites AB , (ID (fig. r75) soient
coupées par les plans parallèles GH, KL, MN

aux points A, E, B, C, F, D: jedis que AE
est à EB comme CF est à FD.

4.
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A. .I,Menez lesî’droitesAC, BD, AD; supposons

que la droite A1) rencontre le plan KL au point
O ;, et conduisez les droites E0 , 0E. Puisque
les deux plans parallèles KL, MN sont coupés.

a par de; plan EBDG’, leurs sections E0, BD
sontzparallèles (pr0p. 16. 1 1) ; puisque les deux
plans parallèles CH; KL sont coupés. par le
plan AOFC , leurs sections communes AC , F0
sont parallèles, par la même raison. Mais puis-
que E0 est parallèle à un des côtés du triangle
ABD,’ savoir au côté BD, le côté AE sera au

côté EB comme le côté A0 est au côté 0D

(prop. 2. 6). De plus, puisque le côté OF est
parallèle à un des côtés du triangle ADC, savoir

au côté AC , le côté A0 est au côté 0D comme

le côté CF est au côté FD. Mais on a démontré

que le côté A0 est au côté 0D comme le côté

AE est au côté EB : donc le côté AE est au
côté EB comme le côté CF, est au côté FD

(prop. 11.5.). 4 pDonc si deux droites sont coupées par des
plans parallèles , ces droites seront coupées pro-
portionnellement; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVIVII.

THÉORÈME.

Si une droite est perpendiculaire sur un. plan, tous
les plans qui passent par cette droite sont per-
pendiculaires sur ce même plan.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 174) soit

perpendiculaire sur un plan : je dis que tous les!
plans qui passent par cette droite sont perpen-.
diculaires sur ce même plan.

Par la droite AB conduisez le plan DE , et
que la droite CE soit la commune section du
plan DE et du plan donné; sur la droite CE
prenez un point quelconque F; de ce point et
dans le plan DE conduisez la droite FG per-
pendiculaire sur la droite CE. Puisque la droite
AB est perpendiculaire sur le plan donné , cette
droite sera perpendiculaire sur toutes les droites
qui la rencontrent et qui sont dans ce plan
(déf. 5. 1 I) : donc la droite AB est perpendi-
culaire sur la droite CE : donc l’angle ABF est
droit; mais l’angle GFB est droit aussi : donc AB

est parallèle à FG (prop. 28. I ); mais A13 est
perpendiculaire sur le plan donné : donc FG sera
perpendiculaire sur ce même plan (prop. 8. x I);
mais un plan est perpendiculaire sur un plan,
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lorsque les droites menées dans l’un de ces.
plans sont perpendiculaires sur leur commune
seCtion et sur l’autre plan (clef. 4. I I) : donc la

droite FG menée dans le plan DE et perpendir»

culaire sur la droite CE, commune section des
plans , est aussi perpendiculaire sur le plan
donné : donc le plan DE est perpendiculaire
sur le plan donné. Nous démontrerons semBla-

blement que tous les autres plans qui passent
par la droite AB sont aussi perpendiculaires sur
le plan donné.

Donc si une droite est perpendiculaire sur-
un plan , tous les plans qui passeront par cette
droite seront perpendiculaires sur ce même
plan; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XIX.

I ATHÉORÈME.

Si deux plans qui se coupent mutuellement sont
perpendiculaires sur un plan , leur commune
section sera aussi perpendiculaire sur ce plan.

Que deux plans AB, BC (fig. 175) qui se
coupent mutuellement soient perpendiculaires
sur. un plan donné, et que leur commune section

soit BD : je dis que la droite BD est perpendi-
culaire sur le plan donné.
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Supposons que cela ne soit point; du point D

menez dans le plan AB la droite DE perpendicu-
laire sur la droite AD ( prop; I I . 1) , et du point D
et dans le plan BC menez la droite DF perpen-
diculaire sur la droite C D. Puisque le plan AB
est perpendiculaire sur le plan donné et que la
droite DE a été menée dans le plan AB perpen-

diculaire à la commune section AD de ces plans,

la droite DE sera perpendiculaire sur le plan
donné. Nous démontrerons semblablement que
DF est perpendiculaire sur le plan donné : donc
du point D on a mené du même côté deux per-

pendiculaires sur le plan donné ; ce qui est im-
possible (prop. 15. Il) : donc du point D on
ne peut pas mener d’autres droites qui soient
perpendiculaires sur le plan donné , siice n’est

la cOmmune section DB des plans AB , BG.
Donc si deux plans qui se coupent mutuelle-

ment sont perpendiculaires sur un plan donné ,
leur commune section sera perpendiculaire sur
ce plan; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.
THÉORÈME.

Si un angle solide est compris sans trois angles
plans , [leur de ces angles, de quelque nia-7

* t )mare qu on les prenne, sont plus grands que le
troisième.

Que l’angle solide A ( fig. 176) soit compris-

sous les trois angles plans BAC , CAD, DAB:
je dis que deux quelconques des trois angles
plans BAC, CAD, DAB , de quelque manière-
qu’on les prenne , sont plus grands que l’angle

restant. a ’Car si les angles BAC, CAD, DAB sont
égaux entr’eux , il est évident que deux quel-

conques de ces q angles , de quelque manière.
qu’on les prenne , sont plus grands que l’angle

restant. Supposons que ces trois angles ne sont
point égaux entr’eux , et que l’angle BAC est le -

plus grand. Sur la droite AB et au point Aifai-
sons dans le plan qui passe par BAC l’angle BAE

égal à l’angle DAB (prop. 25. I I Faisons AE

égal à AD (prop. 5. 1 ) , menons ensuite par le
point E la droite BEC qui coupe les droites AH,
AC aux points B, C, menons aussi les droites DE,
DC. Puisque la droite DA est égale à la droite APÏ
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et que la droite AB est commune , les deux
droites DA, AB sont égales aux deux droites
AE, AB; mais l’angle DAB est égal à l’angle

BAE : donc la base DB est égale à la base BE
(prop.4. 1); et puisque les deux droites DB , DC
sont plus grandes que la droite BC et que la droite
DE est égale à la droite BE , la droite restante
DC sera plus grande que la droite restante EC;
mais puisque la droite DA est égale à la droite
AE , que la droite AC est commune et que la
base DC est plus grande que la base EC, l’an-
gle DAC sera plus grand que l’angle EAC ,
(prop. 25. I). Mais l’angle DAB est égal à l’anu

gle B AE , par construction : donc les angles
DAB, DAC sont plus grands que l’angle BAC.
Si l’on prend deux antres angles quelconques,
nous démontrerons semblablement qu’ils sont
plus grands que l’angle restant.

Donc si un angle solide est compris sous trois
angles plans, deux quelconques de ces angles,
de quelque manière qu’on les prenne , sont plus
grands que le troisième; ce qu’il falloit dé-
montrer.
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PROPOSITION XXI.
i THÉORÈME.

Tout an le sclide est com ris sous des an les lant

g P. g Pqui sont moindres que quatre angles droits.

Soit l’angle solide A (fig. I 77) compris sous

les angles plans BAC, CAD, DAB : je dis que
les angles BAC , CAD , DAB sont moindres

quelquatre angles droits. -
Dans chacune des droites AB, AC , AD, pre-

nez des points quelconques B , C, D, et menez
BC , CD, DB. Puisque l’angle solide B est com-

pris sous les trois angles plans CBA, ABD ,
CBD, deux quelconques de ces triangles sont
plus grands que l’angle restant (pr0p. 20. I I) :
donc les angles CBA , ABD sont-plus grands que
l’angle CBD. Par la même raison, les angles
BOA , ACD sont plus grands que l’angle BCD, et

les angles ODA, ADB plus grandslque l’angle
CDB : donc les six angles CBA, ABD, BOA, ACD,
ADC, ADB sont’plus grands que les trois angles

CBD, BCD , CDB. Mais les trois angles CBD,
BC D , C DB sont égaux à deux angles droits
(prop. 52. 1) : donc les six angles CBA, ABD,
BOA, "ACD, ADC, ADB sont plus grands que

t deux angles droits; mais puisque les trois angles
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de chacun des triangles ABG , ACD , ADB sont
égaux à deux angles droits , les neuf angles CBA ,
ACB , BAC , ACD , me , CDA, ADB , DBA ,

BAD de ces trois triangles sont égaux à six angles

droits; mais les six angles ABG, BOA , ACD ,
CDA, ADB , DBA sont plus grands que deux
angles droits : donc lesangles restans BAC, CAD,
DAB qui contiennent l’angle solide sont plus
petits que quatre angles droits.

Donc tout angle solide est compris sous des
angles plans plus petits que quatre angles droits;

ce qu’il falloit démontrer. "

PROPOSITION XXII.
THÉORÈME.

Si l’on a trois angles plans, dont deM.dc ces
angles , de quelque manière qu’on les prenne,

sont plus grands que l’angle restant, et si ces
angles sont compris par des côtés égaux, on

pourra construire un triangle avec les droites
qui joignent ces côtés égaux.

Soient les trois angles plans ABG , DEF,
GHK (fig. 178) dont deux de ces angles , de
quelque manière qu’on les prenne, sont plus
grands que l’angle restant , c’est-à-dire que les

deux angles ABG , DEF sont. plus grands que
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l’angle GHK, que les deux angles DEF, GHK
sont plus grands que l’angle ABG, et enfin que

I les deux angles GHK, ABC sont plus grands
que l’angle DEF; que les droites AB , BC , DE, .

EF, GH, HK soient égales; menez AC , DF,
GK: je dis qu’on peut construire un triangle
avec des droites égales aux droites AC, DF, GK;
c’est-à-dire que deux quelconques des droites
AC, DF, GK, de quelque manière qu’on les
prenne , sont plus grandes que la droite restante.

Si les angles ABC , DEF, GHK sont égaux
entr’eux , il est évident qu’on pourra construire

un triangle avec des droites égales aux droites
AC , DF, GK qui sont alors égales entr’elles. Au

contraire, si ces angles ne sont point égaux , sur
la droite HK et au point H, faites l’angle KHL
égal à l’angle ABG (prop. 25. I ); faites aussi

la droite HL égale à une des droites AB , BC,
DE, EF, GH, HK,’et menez les droites GL,
KL’. Puisque les deux droites AB , BO sont

égales aux deux droites KH, HL, et que l’an-
gle B est égal à l’angle KHL, la base AC sera

égale à la base KL (prop. 4. I) 5 et puisque lps
angles ABG , GHK sont plus grands que l’an-
gle DEF icaque l’angle ABC est égal à l’angle

KÏ-I L, l’angle GHL sera plus grand que l’an--

gle DF.-F. De plus, puisque les deux droites
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CE , L sont égales aux deux-droites DE,
et. que l’angleGHL estplus grand que l’angle E,

la base GL sera plus grande que la base DF
( prop. 24. r ); mais les droites GK, KL sont
plus grandes que la droite jGL prop. 20. I
donc, à plus forte" raison, les droites GK, K-L
Sont plus grandes que la droite DE; mais KL
est égal à AC : donc les droites AC], GK sont
plus grandes que la droite restante . Nous
démontrerons semblablement que les droites
AC , DF sont plus grandes que la droite GK,
et que les droites GK, DF sont aussi plus grandes
que la droite AC : donc on peut construire un
triangle avec des droites égales aux droites AC ,

DF, GK (prop.:a. I).

A U T a E M E N T.

Soient donnés les trois angles plans AB C ,
DEF, GHK 179) dont deux de ces angles,
de quelque manière qu’on les prenne, sont plus
grands que l’angle restant ’,. que ces angles soient

Compris par des droites égales AB , BO , DE ,
EF, GH, HK. Menez les droites AC, DF, GK:
je dis” qu’on peutconstruire un triangle avec des
droites égales aux droites AC , DF, GK; c’est-

aodire que deux de ces droites , de quelque ma-J
uière qu’on les prenne, sont plus grandes que

X
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la droite restante. Si les angles ABG, DEË,
G’H’K’sOnt égaux, les droites AC, DF , ’GK

seront égales entr’elles (prop. 4. 1) , et deux
de ces droites seront plus grandes que la droite

. restante. Au contraire , si-ces angles ABG, DEF,
IGHK sont inégaux, et si l’angle ABG est plus

grand que l’un et que l’autre des angles E , H , la

droite AC sera plus grande que l’une et que l’autre

des droites DF, GK (prop. 24. I); et il est évi-
dent que la droite AC avec l’une ou avec l’autre

des droitesDF, GK sera plus grande que la droite

restante. Je dis que les droites DF, GK sont
plus grandes que la droite AC. Sur la droite AB
et au point B construisez l’angle ABL égal à
l’angle GHK (prop. 25. I); faites la droite BL

égale une des droites AB, BG, DE, EF,
G-H , HK, et menez AL, LC. Puisque les deux
droites AB, BL sont égales aux deux droites
GH, HIC, chacune à chacune , et qu’elles Com-
prennent des angles égaux , la base AL sera égale

à la base GK (prop. I ); et. puisque les angles
E, H sont plus grands que l’angle ABG et que
l’angle-GHK est égal à l’angle ABL, l’angle

restant E sera plus grand que l’angle LBC. De
plus, puisque les deux droites LB, BC sont
égales aux deux droites DE , EF , chacune à
chaeune, et que l’angle DEF est plus grand
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qué l’angle LBC la ’base DF sera plus grande

que la base LC (prop. 24. 1 Mais on a dé-
montré que la droite GK est égale à la droite
AL : donc les droites DF, GK sont plus grandes
que les droites AL , LC 3 mais les droites AL , LC
"sent plus grandes que la droite AC (prop. 20. 1) à

donc à plus forte raison les droites DF, GK
sont plus grandes que la droite AC : donc deux
des droites AC , DF, GK, de quelque manière
qu’on les prenne , sont plus grandes que la droite

restante.
4 Donc on peut construire un triangle avec
trois. droites égales aux droites AC, DF, GK
(prop. 22. 1 ) 5 ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIIÏ;
PROBLÈME.

Construire un angle solide avec trois angles plans
dont deuæ de ces angles , de quelque manière
qu’on. les: prenne, sont plus grands que l’angle

restant; ilfaut que ces trois angles soient plus
petits que quatre angles droits.

Soient donnés les trois angles plans AB C ,
DEF, G HK (fig. 180) dont deux de ces angles 7
de quelque manière qu’on les prenne , soient plus

grands que l’angle restant; que oestrois angles
2.
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soient plus petits que quatre angles droits : il
faut avec des angles égaux aux angles ABG,
DEF, GHK construire un angle solide.

Faites les droites AB, BG, DE, EF, GH,
HK égales entr’elles et menez AC , DF, GK.
On peut avec des droites égales à AC , DF, GK

construire un triangle (pr0p. 22. I 1 Cons-3
truisez le triangle LMN (prop. 22. I) de ma-
nière que LM soit égal à AC , MN égal à DF

et LN égal à GK. Décrivez ensuite une circona

férence de cercle LMN autour du triangle LMN
(prop. 5. 3 prenez le Centre de ce cercle qui
sera ou dans le triangle" LMN ou sur un de ses
côtés, ou hors de ce triangle.

Que le centre du cercle soit d’abord dans le

triangle , et que ce centre soit 0; menez L0 ,
M0, N0 : je dis que AB est plus grand que L0 a
car si cela n’est point , la droite AB sera égale à

la droite L0 ou plus petite que cette droite.
Supposons d’abord qu’ellelui soit égale . Puisqüe

AB est égal à L0 et que A13 est égal à BG, L0

sera égal à BC; mais L0 est égal à 0M : doue

les deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites L0, 0M, chacune a chacune; mais la
base AC est supposée égale à la base LM : donc
l’angle ABG est égal à l’angle LOM (prop. 8. 1).

Par la même raison , l’angle DEF est égal à l’an-l
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gle MON et l’angle GIrIKtégal-à l’angle NOL z:

donc les trois angles ABG , DEF, GHK sont
égaux aux troistangles LOM, MON , NOL; mais.
les trois angles-LOM , MON , NOL sont égaux à

quatre angles droits : doncles trois angles ABG ,
DEF, GHK sont égaux à quatre angles; mais-
on les a supposés plus petits que quatre. angles
droits , ce qui est absurde- : donc la droite AB.
n’est pas égale à la droite L0 :-j.e.dis.de plus que.

l’a droite AB n’est pas plus petite que la droite

L0. Car.supposons,, si cela est possible , qu’elle
soit plus petite ,a et-que la droite AB soit égale
ladroite .0P et la droite BC égale à la droiteOQ;
menez PQ. Puisque la droiteAB est égale à la,
droite’BC, la droite 0P seratégalenà la droite OQ z,

donc la droite restante PLI sera égalera la droite

restanteQM : donc la droiteLM estnparallèle
à la droite PQ (prop.-2. 6): donc les triangles.
LMO , P00 sent équiangles: donc 0L est à.
LM commeiOP est-:à.PQ (prop. 6’); et’en,
échangeant les placesdesmoyens , L0 est à 0P-
comme LM est à PQ ((prop. 16. 5); mais .jLOA-i
est plusgrand que OP: adonc LM est plus grand"
que ; mais LM esthé’galit vACI,.A-par’consm

t’ruction à. donc AC seralplus:"gr-and que PQï; et

puisque les deux droites ,rB-C sont égales.
aux deux droites P0 , OrQ maque la haseAC
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est plus grande que la base P0 , l’angle ABG sera
plus "grand que l’angle POQ (prop.’24. 1,); Nous

démontrerons semblablement que. l’angle D E F’

est plus grand que l’angle MON et l’angle GHK

plus grand que l’angle NOL : donc les trois
angles ABG , DEFLGHK sont plus grands que
les angles LOM , MON, NOL; mais. lesangles.)
ABG , DEF, GHK sont supposés plus petit-s
que quatre angles droits A: donc là plus forte
raison. les trois angles LOM , MON, NOL sont;
plus petits que: quatre angles droits; mais ces.
trois. angles sont égaux a quatrevangles droits,
ce qui-est absurde adonc la droite AB ïn’est pas

plus petite" que la droite L0, On a démontré:
qu’elle ne lui estpoint égale : donc la droite A3

est plus grandéique: la droite L0. Du point 0.
télexiez. une’perpendiculaire OR sur le plan du

cercle’LMN (prop..1t2.:1 i Supposons que le
quarré de OR soit égalïàtl’excès du quarré de

AB sur quarré. deLOlem. suiv.) , et menons
les’droites HL, KM ,1-RN’: Puisque la droite OR

eStperpendiculaire surgie pl’an’du» cercle LMN ,

Cette: droite’sèraâ perpendiculaire sur chacune
des droites’I’lOï, l’MÏOg N0 (défit5; 11) ; et

puisqueLOlest’xégwl QtMVet que la, droite OR

est commune. et, épiiel-l’ei est. perpendiculaire sur

1 ces deuxrædroitesq (talma .LR sera égale à la.
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baseEM (prop..4. I Par la même raison , la
droite EN [est égale à l’une et à l’autre des,

droites EL , EM»: donc les trois droites EL,
EM , EN sont égales entr’elles. Puisque le
quarré fait sur 0E est égal à l’excès du quarré

de AB sur le quarré L0, le quarré de AB sera
égal’aux quarrés des droites L0 ,. 0E; mais le

quarréde EL est égal aux quarrés des droites

L0, 0E.(prop..47. I), car l’angle LOE est
droit : donc le quarré de la droite AB est égal
au quarré de la droite-EL adonc la droite AB
est égale à la droite EL ;» mais chacune des
droites BC , DE, EF, GH,,HK est égale à la
droite AB, et chacune des droites EM , EN est
égale ailadroite AL : donc chacune desdroites
AB, BC ,, DE, EF, GH, HK est égale à chu-.4
cune des droites EL, EM , EN; mais puisque
les deux droites LE, EM sont égales aux deux
droites AB , BC et que la base LM est égale à
la base AC, l’angle LEM sera égal à l’angle

ABG (prop. 8. I). L’angle MEN sera égal à
l’angle DEF et l’angle LEN égal à l’angle GHK ,

par la même raison : donc avec les trois angles
plansLE’M , MEN , LEN , qui sont égaux aux

trois angles donnés , on a construit un angle
solide E qui est compris sous les angles LEM ,.
.MEN ,-LEN.,

4.



                                                                     

3:28 l si L Ë M E N s
t ’ Que’le centre du cercle soit présentement sur.

aunes Côtés , savoir , sur le- côté MN (fig. 18r),

- et que le centre de ce cercle soit le point 0a;
menez 0L : je dis de nouveau que AB est plus
grand que L0; car si cela n’est point, la droite
AB sera égale à la droite L0 ou bien elle Sera
plus petite que cette droite. Stipposons d’abord
qu’elle lui soit égale; les deUX droites ’A-B , BC 5

c’est-à-rdire les deux droites DE, EF, sont
égales aux deux droites M0, 0L , c’est-à-dire

à la droite MN ; mais la droite MN est supposée

égale à la droite DE : donc les droites DE, EF
sont égales à la droite DF, ce qui ne peut être
(prop. 20. I ) : donc la droite AB n’est point
égale à la droite LO. On démontreroit sem-
blablement qu’elle n’est pas plus petite, carde

cette supposition il s’ensuivroit une plus grande

absurdité : donc la droite AB est plus grande
que la droite LO. Si l’on mène la droite E0
perpendiculaire sur le plan du cercle, et si l’on.
suppose que le quarré de 0E soit égal à l’excès

du quarré de AB sur le quarré L0 (lem. suiv.)l
le problème sera résolu.

Que le centre du cercle soit enfin hors du
triangle LMN (fig. 182) , et que le centre de
ce cercle soit 0; menez L0, M0 , N0 : je dis
que la droite AB est plus grande que la droite
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L0; car si cela n’est point, elle lui sera égale
Ou plus petite. Supposons d’abords qu’elle lui

soit égale ; dans cette supposition les deux
droites AB, BC sont égales aux deux droites
M O, 0L , chacune à chacune; mais la base AC
est aussi égale à la base ML : donc l’angle ABG

est égal à l’angle MOL (prop. 8. I). L’angle

GHK est égal à l’angle LON , par la même
raison : donc l’angle total MON est égal aux
deux angles ABC , GHK; mais les angles ABG ,
GHK sont plus grands que l’angle DEF z donc
l’angle MON est plus grand que l’angle DEF;

et puisque les deux droites DE , EF sont égales
aux deux droites M0, ON, et que la base DF
est égale à la base MN , l’angle MON sera égal

à l’angle DEF (prop. 8. I) a mais ou a démon-

tré qu’il est plus grand, ce qui est absurde:
donc la droite AB n’est pas égale à la droite LO.

Nous démontrerons de suite qu’elle n’est pas

plus petite , donc elle est nécessairement plus
grande. Si nous menons de nouveau la droite
OR perpendiculaire sur le plan du cercle , et si
nous supposons cette perpendiculaire égale à
une droite dont le quarré soit égal àl’excès du

quarré de la droite AB sur le quarré de la droite
LO (lem. suiv.) , le problème sera résolu. Je (lis,
à présent que la droite AB n’est. pas plus petite:
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que la. droite LO. Supposons, si cela estvpossi;
hle ,-q’u’elle soit plus petite; faites OP .égalïà: A3

et OQ égal à BC et menez PQ. Puisque AB»,est
égal à BG, la droite OP sera égale à la droite
OQ : donc la droite restante PL sera égale à la
droite restante QM : donc la droite LM est pa-
rallèle à la droite» QP prop;2 . 6) : donc les deux

triangles LMO, QOP sont équiangles adonc
L0 est à LM comme OP est à PQ (prop. 4. 6?) ,
et en échangeant les plans des moyens , L0 est
à OP comme LM’ est à PQ; mais L0 est plus
grand que OP : donc LM est plus grand que PQ;
mais LM est égal à AC par constructioni-done
AC sera plus grand que PQ; mais puisque-les
deux droites AB , B C sont égales aux deux
droites P O, 0 Q, chacune à chacune , et que la
hase AC est plus grande que la base PQ, l’an-
gle AB C sera plus grand que l’angle P O
(prop. 25. 1 Si l’on prend la droite ON égale
à chacune des droites OP, OQ , et si l’on mène

P V. , pneus démontrerons semblablement que
l’angle GHK est plus grand queal’angle. POV.

Sur la droite L0 et au point O, pris sur cette
droite , Construisez l’angle L0 S égal à l’angle

AB C et l’angle LOT égal à. l’angle GHK ;

faites chacune des droites OS, 0T égale à la
droite P0 , et menez. PS, PT, ST. Puisque les.
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deux droitestAB , BC sont égales aux deux v
droites P0, OS, et que l’angle ABG est égal à z
l’angle P05, la’base AC , c’est-à-dir’e la droite

LM, sera égale à la base P5 (prop. I ), La
droite LN sera égale à la droite PT, par la même

raison; et puisque les deux droites ML, LN
sont égales aux deux droites P5, PT et que
l’angle MLN est plus grand que l’angle SPT, .

la base MN sera plus grande que la base ST
(prop. 24. I ) 3 mais MN est égal à DF : donc
DF sera plus grand que ST : donc puisque les
deux droites DE, EF sont égales. aux deux
droites SO, 0T et que la base DF est plus-
grande que la base ST, l’angle DEF sera plus
grand que SOT ( prop. 25. 1); mais l’angle SOT
est égal aux angles ABG , GHK : donc l’angle

DEF est plus grand que les angles ABG , GHK:
mais il est au contraire plus petit; cequi est

impossible. -I L E M M E.
Nous allons faire voir de quelle manière on

fait sur R0 un quarré qui soit égal à l’exéès

dulquarré de la droite A13 sur le quarré de la

droite L0. -Soient les droites A15, L0 (fig. r85 ),; que-
AB soit la plusgrande , et sur cette droite dé-i,
crivez la demi-circonférence ABG, , et appliquez,
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dans la ’demi-dirconfe’rence ABG une droite AC.

égale à la droite L0 et menez la droite BG.
Puisque l’angle ACB est compris dans le demi-t

cercle ABG, l’angle ACB sera droit prop. 5 1 . 5) :,;

donc le quarré de la droite AB est égal aux
quarrés des droites AC, CB (prop. 47. I) z.
donc le quarré" de AB surpasse le quarré de
AC du quarré (le-CE; mais AC est égal à L0 :-.
donc le quarré de AB surpasse le’quarré’ de. L0.

du quarré de CB : donc si nous faisons, la droite
0R égale. à la droite CR, le quarré de la droite.

AB surpassera le quarré de la droite L0 du-
quarré” de la droite OR; ce que nous voulions,

faire. ’ .
i PROPOSITION XXIV.

T n É o n È M E.

Si un solide est compris sous des plans parallèles ,,
les plans opposés sont des parallélogrammes.

a égaux. I ’
*’Qiie le solide CDHG ( fig. 184) soit compris.

sous les "plans parallèles A’C,’ GF’, AH, DF,

FB , AE g je dis" que les’plans Opposés. sont des.

parallélogrammes égaux. a I ’ k i t "
"Puisque les deux plans. parallèles BG, CE

sont Coupéspar :le’ plan AC , leurs communes
sections sont parallèles (prop. 16. r 1) : donc la
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droite A?) est parallèle à la droite DC. De plus,

puisque les deux plans parallèles BF, AE sont
coupés sur le plan AC , leurs communes sections
sont parallèles : donc la droite AD est parallèle
à la droite BC ; mais on a démontré que la
droite AB est parallèle à la droite DC : donc le
plan AC est un parallélogramme. Nous démon-

trerons semblablement que chacun des plans
DF, FG , GB , B F, AE est un parallélogramme.

Menez les droites AH, DF. Puisque AB est
parallèle à DC et BH parallèle à CF, les deux

droites AB , BH qui se rencontrent seront pa-
rallèles aux deux droites DC , CF qui se rend
contrent et qui ne sont pas dans le même plan:
donc ces droites comprendront des angles égaux
( prop. 10. 1 I) : donc l’angle ABH est égal à
l’angle DCF; et puisque les deux droites AB ,
B H sont égales aux deux droites D C , C F
(prop. 54. I), et que l’angle ABH est égal à
l’angle DCF, la base AH sera égale à la base

DF (prop. 4. I), et le triangle ABH égal au
triangle DG F 3 mais le parallélogrannne BG est
double du triangle AB H et le parallélogramme

CE double aussi du triangle DCF (prop. I):
donc le parallélogramme BG sera égal au paral-
lé10gramme C E. Nous démontrerons sembla-

blement que le parallélogramme AC est égal au



                                                                     

354 .É.LÉMENS
parallélogramme GF et le parallélogramme AË

égal au parallélogramme BF. "
Doue si un solide est compris sous des plans

parallèles , les plans opposés sont des parallé-
logrammes égaux; ce qu’il falloit démontrer.

pnoposrrion mir.
THÉORÈME.

Si un aralléli i ède est cou é ar un Ian a-’

P PP P P P Prallèle à des plans opposés, les solides obtenus

par cette section seront enlr’eux comme leurs
bases.

Que leiparallélipipède ABCD (fig. 185) soit

coupé par un plan VE parallèleiaux plans ope
posés RA, DE : je dis que le solide ABFV est "
au solide EGCD comme la base AEFX est à

la base EHCF. .ProlOngez de part et d’autre la droite AH et
prenez autant de droites égales que Vous vou-
drez HM, MN égales chacune à la droite EH;
prenez aussi autant de’ droites que VOUS voudrez

AK, KL égales chacune à la droite AE et ache-î

Vez les parallélogrammes LP, KX , HY, MS, et
les parallélipipèdes AQ, KZ, DM, MT. Puisque
les droites LK, RA, AE sont égales entr’ellcs,

les parallélogrammes LP, KX, AF seront égaux
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entr’elm ( prop. 58. r). Les parallélogrammes
K0, ’KB, AG sont aussi égaux entr’eux , ainsi que

les parallélogrammes LZ, KQ, ARÇ pro. 24. I I) ,-

car ces parallélogrammes sont opposés. Par la
même; raison , les parallélogrammes EC, HY,’

MS sont encore égaux entr’eux , ainsi que les

parallélogrammes HG, HI , IN et les parallé-
logrammes DE, MA’, NT: doue trois plans des
solides LQ, KR, AV sont égaux à trois plans;
mais trois plans sont égaux à trois plans Oppo-
sés : donc les trois parallélipipèdes LQ , K11 ,
AV seront égaux entr’eux (défi Io. I I). Les
trois parallélipipèdes ED , DM, MT sont égaux

entr’eux, par la même raison : donc la base LF

est multiple de la base AF autant de fois que
le parallélipipède LV est multiple du parallé-

lipipède AV. Par la même raison la base NF
est multiple de. la base HF autant de fois que
le parallélipipède NV est multiple du parallé-
lipipède HV. Enfin si la base LF est égale à la
hase NF, le parallélipipède LV sera égal au pa-

rallélipipède NV; si la base LF surpasse la base
NF, le parallélipipède LV surpassera le paral-
lélipipède NV, et si la base LF est plus petite
que la base N F, le parallélipipèdc LV sera plus
petit que le parallélipipède M V. On a donc
quatre quantités, savoir, les deux bases AF,
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et les deux parallélîpipédes AV, VH, et l’on a

pris des équimultiples de la base AF et du pas
rallélipipède AV, savoir , la base LF et le paral-
lélipip’ède LV; on a pris aussi des équimultiples

de la base HF et du parallélipipède HV, savoir,
la base NF et le parallélipipède NV. Mais on a
démontré que si la base LF surpasse la base
NIF, le parallélipipède LV surpassera le paral-3
lélipipède NV; que si la base LV est égale à la

LaSe NV, le parallélipipède LV sera égal au
parallélipipède NV, et que si la base LV est
plus petite que la base NV, le parallélipipède;
LV Sera plus petit que le parallélipipède NV :
donc le parallélipipède AV est au parallélipid
pédé VH comme la’ base AF est à la base FH

(défi 5. 5); ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVI.
’ PROBLÈME.

Sur une droite donnée et à un point donné dans

cette droite, construire un angle solide égal à
un angle solide donné.

Soi-t AB (fig. 1186) la droite donnée , A le point
donné dans cette droite, et D l’angle solide donné

et compris sous les plans E DG , E D F, F D C :
il faut sur la droite donnée A B et au point A
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donné dans cette droite construire un angle
solide égal à l’angle solide donné D. 1

Prenez dans la droite DF un point quelcon-
que F, et de ce point menez une perpendicu-
laire FG sur le plan qui passe par les droites ED,
D C ( prop. I 1 . I I); que la perpendiculaire FG
rencontre le plan DEC au point G; menez la
droite DG. Ensuite sur la droite AB et au point
donnéA pris dans cette droite construisez l’angle
BAL égal à l’angle EDC (pr0p. 25. I) , et l’an-

gle BAK égal à l’angle EDG; faites ensuite AK

égal à DG (prop. 5. 1); du point K menez KH,
perpendiculaire sur le plan qui passe par BAL
(prop. 12. I I) , faites enfin la drOite KH égale
à la droite GF et menez la droite HA : je dis
que l’angle solide A, compris sous les angles
BAL, BAH, HAL , est égal à l’angle solide D,

compris sous les angles EDC , EDF, FDC.
Faites AB égal à DE et menez les droites

HB, KB, FE, GE. Puisque la droite FG est
perpendiculaire sur le plan EDC , cette droite

’ sera perpendiculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent et qui sont dans ce plan (défi 5 . I I) :

donc chacun des angles FGD, FGE est droit;
chacun des angles HKA , HKB est droit, par la
même. raison; et puisque les deux droites KA,
A B sont égales aux deux droites GD , DE ,

Y
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chacune à chacune , et que ces droites com-’
prennent des angles égaux , la hase B K sera
égale à.la hase ÉG prop. I); mais la droite
KH est égale à la droite GF, et les angles HKB,
FHÈ sont droits l’un et l’autre : donc la droite

’HB est égale à la droite FE. De plus, puisque

les deux droites AK, KH sont’égales aux deux

droites DG, GF, et que ces droites compren-*
lient des angles droits , la hase AH sera égale à la

base DF; mais la droite AB est égale à la droite
DE : donc les deux droites HA , AB sont égales
aux deux droites F D, DE; mais la base H B est
égale à la base FE : donc l’angle BAH Sera égal

à l’angle E DF. L’angle HAL est égal à l’angle

FOC, par la même raison ; en effet, faites la droite
AL égale à la droite DC, et menez les droites KL,

H L , GC , FG. Puisque l’angle total BAL est
égal à l’angle total EDG et que l’angle BAK est

égal à l’angle EDG , l’angle restant KA’L sera

égal à l’angle restant GDC 5 et puisque les deux

droites KA , AL sont égales aux deux droites
GD , DG , et qu’elles renferment des angles
égaux , la base KL sera égale à la base G C
(prop. 4. I ); mais la droite KH est égale à la
droite GF : donc les deux droites LK, KH sont
égales aux deux droites CG , GF; mais ces deux
droites renferment des angles droits: donc la
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que les deux droites HA, AL sont égales aux
deux droites FD, DG et que la base HL est
égale à la base FC, l’angle HAL sera égal à.

l’angle FDC (prop.8. i); mais l’angle BAL est
égal à l’angle EDC : donc , sur une droite donnée

et à un point pris dans cette droite , on a cons-4
truit un angle solide égal àun angle Solide donné;
ne qu’il falloit faire".

PROPOSITION XXVII.
PROBLÈME.

Sur uize droite dolme’e décrire uriparal’lélzpzpède

qui soit semblableà un pafallélipipède donné

et semblablement placé que lui;

Soit AB (fig. la?) la droite donnée et ne le
parallélipipède donné : il faut décrire sur la

droite AB un parallélipipède qui soit semblable
au parallélipipède donné D Ç et semblablement

placé que lui. , .Sur la droite AB et au point A dOIiné dans
cette droite construisez un angle solide qui soit
compris sous les angles solides BAH, HAK,
KAB et qui soit égal à l’angle solide C , de ma;-

nière que l’angle BAH soit égal à l’angle EC F,
l’angle BAK égal à l’angle E0 G et l’angle KAH

2
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égal à l’angle GCF, et ensuite faites en sorte
que EG soit à CG comme BA est à AK, et que
GC soit à CF comme RA est à AH (prop. 12. 6):
EC sera à CF comme BA’est’à AH (prop. :22 . 5);

terminez le parallélogramme BH et le parallé-
llipipède AL.

Puisque EC est à CG comme BA est à AK’,
les côtés qui sont autour des angles égaux ECG,

BA’K seront proportionnels : donc le parallélo-

gramme G E sera semblable au parallélogramme
KB ( prop. 4. 6). Par la même raison , le paral-
lélogramme G F sera semblable au parallélo-
gramme KH , et le parallélogramme FE sembla-
ble au parallélogramme I-IB : donc trois paral-
lélogrammes du parallélipipède CD sont sem-
blables à trois parallélogrammes du parallélipi-

pède A L 5 mais trois parallélogrammes sont
égaux et semblables à trois parallélogrammes
opposés (pr0p. 24. I ) : donc le parallélipipède
total CD sera semblable au parallélipipède total

AL.
Donc, sur la droite AB , on a construit un

parallélipipède AL qui est semblable à un pa-
rallélipipède donné CD, et semblablement placé ;

ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XXVIII.
THÉORÈME.

Si un parallélipipède est coupé par un plan selon

les diagonales de deux plans opposés, le pa-
rallélipipède sera coupé en douar parties égales

par ce plan.

Que le parallélipipède AB (fig. I 88) soit coupé -

par le plan CDEF selon les diagonales des deux
plans opposés CF, DE : je dis que le parallé-
lipipéde AB sera coupé en. deux parties égales

par le plan CDEF.
Puisque le triangle C GF est égal au triangle

CBF (prop. 54. I) et le triangle ADE égal au
triangle DEH, de plus , puisque le parallélo-
gramme CA est égal au parallélogramme BE
(prop. 24. I I) , car ces deux parallélogrammes
sont opposés , et puisque le parallélogramme
GE est aussi égal au parallélogramme CH, le

prisme compris sous les deux triangles CGF,
ADE et sous les trois parallélogrammes GE,
AC , C E , sera égal au prisme compris sous les
deux triangles CFB , ’DEH , et les trois parallé-

logrammes CH, BE, CE, car ils Sont compris
sous des plans égaux en nombre et en grandeur
(défi Io. I I) : donc le parallélipipède totalAB

5
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est coupé en deux parties égales par le plan,
CDEF; ce qu’il falloit démontrer. -

PROPOSITION XXIX.
LTHÉORÊME.

Les parallélipipèdes qui ont la même base et la
même hauteur, et dont les droites insistentes.
sont placées dans les mêmes droites, sont égaux!
entr’eux.

Que les parallélipipèdes CM , CN (fig. 189)
aient la même base AB et. la même hauteur , et
que les droites insistentes AF, AG , LM, LN ,
C D, C E, B H , B K soient dans les mêmes droites
FN , DE. ; je dis que le parallélipipède CM est
égal au parallélipipède CN.

Car puisque chacune des figures CH, OK est l
un parallélogramme, la droite CB sera égale à

chacune des droites DH , EK ( prop. 54. I) s
donc la droite DH sera égale à la droite EK.
Retranchez la partie commune E H, la droite
restante DE sera égale à la droite restante HK;
donc le triangle DEC est égal au triangle HKB
(prOp..8. I ) , et le parallélogramme DG égal au
parallélogramme HN (prop. 56. I). Par-la même
raison le triangle AF G est égal au triangle LMN .
Mais, le parallélogramme CF est égal au paralléæ:
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logramme BM et le parallélogramme CG égal

au parallélogramme EN (prop. 24. I I ) , car
ces parallélogrammes sont opposés : donc le»

prisme contenu sous les deux triangles AF G ,
DEC et sous les trois parallélogrammes AD , V
DG, GC est égal au prisme contenu sous les
deux triangles LMN , HBK et sous les trois
parallélogrammes BM, NH, BN (défi Io. I 1) :

donc si nous ajoutons à chacun de ces prismes
le solide dont une des bases est le parallélo-
gramme AB et dont l’autre base est le parallé-
logramme GE HM, le parallélipipède total C M .
sera égal au parallélipipède total CN.

i Donc les parallélipipèdes qui Ont- la même
base et la même hauteur, et dont les droites in-
sistentes sont placées dans. les mêmes droites ,
sont égaux entr’eux; ce qu’il fialloit démontrer.

PROPOSITION XXX.
THÉORÈME.

Lbs parallélipipèdes qui ont la même base et la

même hauteur, et dont les droites insistentes.
ne sont point placées dans les mêmes. droites,
sont égaux entr’euæ.

Soient CM, CN ( fig. I 90) des parallélipipèdes

qui, ont la même base AB et la même hauteur,
4,
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et dont .les droites insistentes AF, AG, LM,
LN, CD, CE, BH, BK ne sont point placées
dans les mêmes droites : je dis que le parallé-
lipipède CM-est égal au parallélipipède CN.

Prolongez les droites. NK, DH et les droites
GE ,. FM , et que ces droites se rencontrent aux
points P, R, Q , O. Menez A0, LP, CQ,
BR. Le parallélipipède CM, dont la base est le

4 parallélogramme A C B L opposé au parallélo-

gramme FDHM, sera égal au parallélipipède
CF dont la base est le parallélogramme ACBL
opposé au parallélogramme OQRP (pr. 29. 1 I),
car ces deux parallélogrammes ont la même base

et la même hauteur , et leurs droites insistentes
AF, A0, LM, LP, CD, CQ, BH, 8R sont
dans les mêmes droites FP, DE; mais le-paral-
lélipipède CP (dont la base est le parallélo-
gramme ACBL opposé au parallélogramme
OQRP est égal au parallélipipède CN dont la

base est le parallélogramme ACBL opposé au
parallélogrammeGEKN (prop. 29. 11); car
ces deux parallélipipèdes Ont la même hase et

la même hauteur , et leurs droites insistentes
-AG , A0, CE , CQ , LN, LP, BK , BR sont dans
les mêmes droites GQ, NE : donc le paralléli-
pipède CM est égal au parallélipipède CN.

Donc les parallélipipèdes qui ont la même
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base et larmême hauteur , et dont les droites
insistentes ne sont point placées dans les mêmes
droites sont é’naux entr’euX’ ce qu’il falloit

’ b ’démontrer.

PROPOSITION XXXI.
fusionnant.

Les parallélipzpèdes qui ont des bases égales et la

même hauteur, sont égaux entr’euæ.

Que les parallélipipèdes AE, CF (fig. 191 )
aient des bases égales AB , CD et la même hau-
teur : je dis que le parallélipipède AE est égal
au parallélipipède CF.

D’abord que les droites insistentes HK, BE ,

AG, LM, PQ, DF, C0, ES soient perpen-
diculaires sur les hases AB, CD, et que l’angle

I ALB ne soit pas égal à l’angle C RD. Con-
duisez la droite ET dans la direction de la droite
CR, et faites sur la droite RT et au point R
pris dans cette droite l’angle T RV égal à l’an-

gle ALB ( prop. 25. r) , faites la droite ET égale
à la droite AL et la droite 11V égale à4ladroite i

LB; par le point V conduisez la droite YV pa-
rallèle à la droite ET , achevez la base RY et le
parallélipipède Z V. Puisque les deux droites
TR, RV sont égales aux deux droites AL, LB
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et qu’elles comprennent des angles égaux, le

. parallélogramme RY sera égal et semblable au
parallélogramme HL. De plus, puisque RT est
égal à AL et RS égal à LM et que ces droites
comprennent des angles égaux, le parallélo-æ

gramme RZ sera égal et semblable au paral-
lélogramme AM. Le parallélogramme SV sera
égal et semblable au parallélogramme LE , par
la même raison : donc trois parallélogrammes
du parallélipipède AE seront égaux et sem-
blables à trois parallélogrammes du parallélipi-Æ

pède ZV r donc puisque trois parallélogrammes
sont égaux et semblables à trois parallélogram-

mes opposés ( prop. 24. I 1) , le parallélipi-
pède total AE sera égal au parallélipipède total

ZV. Prolongez DE, YV, et que ces droites se
rencontrent au point A’; par le point T con-n,
duisez la droite TT’ parallèle à la droite DA’,

et prolongez TT’, PD jusqu’à ce qu’elles se

rencontrent au point B’, et complétez les paral-
lélipipèdes A’Z, RI. Le parallélipipède ZA’ qui

a pour base le parallélogramme RZ opposé au
parallélogramme A’Q’ est égal au parallélipi-

pède ZV qui a pour base le parallélogramme
RZ opposé au parallélogramme VX, attendu
que ces deux parallélipipèdes ont la même base
HZ et la même hauteur , et que les droites in-.
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pistentes RA’, KV, TT’, ’PY, SS’, SN, ZQ’, ZX

sont placées dans les mêmes droites A’ Y, S’X;

mais le parallélipipède ZV est égal au parallé-

lipipède AE : donc le parallélipipède AE est
égal au parallélipipède ZA’. Mais le parallélo-

gramme RV Y T est égal au parallélogramme
A’T (prop. 55. 1) , car ces deux parallélogram-

mes ont la même base RT et sont compris entre
les mêmes parallèles RT, A’Y, et le parallélo-

gramme RV YT est égal au parallélogramme C D

parce que le parallélogramme CD est égal au
parallélogramme AB : donc le parallélogramme
A’T sera égal au parallélogramme C D; mais DT

est un autre parallélogramme : donc la base CD
’est à la base DT comme la base A’T est à la base

DT ( prop. 7. 5); et puisque le parallélipipède
CI est coupé par le plan BF parallèle aux plans
opposés , la base CD sera à la base DT comme
le parallélipipède C F est au parallélipipède RI

( prop. 25. I I). Par la même raison , puisque le
parallélipipède A’I est coupé par le plan RZ
parallèle aux plans opposés ,. la base A’T sera à

la base DT comme le parallélipipède A Z est
au parallélipipède RI; mais la base CD est a la
base DT comme la base A’T est à la base TD :
donc le parallélipipède CF est au arallélipi-w
pède RI comme le parallélipipède ’Z est au
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parallélipipède RI ( prop. 15. 5) : donc puisque
chacun des parallélipipèdes CF, A’Z a la même

raison avec le parallélipipède RI , le paralléli-
pipède C F sera égal au parallélipipède A’ Z

(prop. 9. 5 ); mais on a démontré que le pa-
rallélipipède A’ Z est égal au parallélipipède AE z

donc le parallélipipède AE est égal au parallé-

lipipède CF.
’ Supposons à présent que les droites insis-

tentes AG, HK, BE, LM, C0, PQ, DF,
R5 (fig. 192) ne soient point perpendiculaires
sur les bases AB , C D : je dis encore que le pa-
rallélipipède AE sera égal au parallélipipède CF.

Des points K , E, G, M, Q , F, 0 , S con--
duisez sur les plans LN, A’D les perpendicu-
laires KN, ET, GV, MX, QY, FZ, OA’,,SAI qui

rencontrent ces plans aux points N , T, V, X,
Y, Z, A’, I (prop. I 1 . I I) , et menez les droites

.NT, VX., NV, Tx, YZ, YA’, A’I,ZI. Le pa-

rallélipipède KX sera égal au parallélipipède QI

(prop. 51 . I 1 parce que les parallélipipèdes
KX, QI ont des bases égales KM, QS, et la
même hauteur ,i et que leurs droites insistentes
sont perpendiculaires sur leurs bases. Mais le
parallélipipède KX. est égal au parallélipipède

AE (prop. 50. Il), et le parallélipipède QI
égal au parallélipipède CF, puisqu’ils ont la
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même base et la même hauteur, et que leurs
droites insistentes ne sont pas dans les mêmes
droites : donc le parallélipipède AE est égal
au parallélipipède CF.

Donc les parallélipipèdes qui ont des bases
égales et la même hauteur , sont égaux entr’eux;

ce qu’il falloit démontrer. ’

PROPOSITION xxxn.
THÉORÈME.

Les parallélipipèdes qui ont la même hauteur sont

entr’eux comme leurs bases.

Soient AB, CD (fig. 1 95) deux parallélipipèdes

qui aient la même hauteur : je dis que ces pa-
rallélipipèdes sont entr’eux comme leurs bases ,

c’est-à-dirc que le parallélipipède AB est au

parallélipipède CD comme la base AE est à la

base C F.
Appliquez sur FG un parallélogramme FH qui

soit égal au parallélogramme AIE ( prop. 45. I) ,

et sur la base F H construisez le parallélipipède

GK dont la hauteur soit la même que celle du .i
parallélipipède C D. Le parallélipipède AB sera

égal au parallélipipède GK (prop. 51 . I 1) , car

ces parallélipipèdes ont des bases égales AE,
FH et la même hauteur. Puisque le paralléli-
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pipède C K est coupé par un plan DG parallèle
aux plans opposés , le parallélipipède HD sera
au parallélipipède DC Comme la base HF est
à la base C F (prop. 25. 11); mais la base FIT
est égale à la base AE et le parallélipipède GK
égal au parallélipipède AB : donc le parallélipi-

pède AB est au parallélipipède CD comme la

base AE est à la base CF. ’ -
Donc les parallélipipèdes qui ont la même

hauteur sont entr’eux comme leurs bases; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIII.
"11111520 nÊME.

les parallélipt’pèdes semblables sont entr’eum en

raison triplée de leurs côtés homologues.

Soient A13 , CD (fig. 194) deux parallélipi-é
pédés semblables et que le côté AÉ soit l’ho-

mologue du côté CF : je dis que les parallélipis

pèdesAB, CD sont entr’eux en raison triplée
des côtés AE;, CF.

Menez les droites EIÇ, EL, ËM dans la
direction des droites AE , GE, HE 5 faites EK
égal à CF, EL égal à FN et EM égal à FR;

achevez le parallélogramme KL et le paralléa’

lipipède -KP. Les deux droites EK, EL sont
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égales aux deux droites C F , FN; l’angle KEL
est égal à l’angle CFN , parce que l’angle AEG

est égal à CFN, à cause de la similitude des
parallélipipèdes AB, CD : donc le parallélo-
gramme KL sera égal et semblable au parallé-

logramme CN. Par la même raison, le paral-
lélogramme KM est égal et semblable au paral-
lélogramme CR, et le parallélogramme PE égal

et semblable au parallélogramme DF : donc trois
parallélogrammes, du parallélipipède KP sont
égaux et semblables à trois parallélogrammes
du parallélipipède CD : donc puisque trois pa-
rallélogrammes sont égaux et semblables à trois

parallélogrannnes opposés (prop. 24. I I) , le:
parallélipipède total KP sera égal et semblable

au parallélipipède total CD ( dé f. IO. I I). Ache- n

Vez le parallélogramme GK , et sur les bases
GIS , IÇL construisez deux parallélipipèdes E0,

LQ qui aient la même hauteur que le parallé-
lipipède AB. Puisqu’à cause de la similitude
des parallélipipèdes AB, C D le côté AE est au
côté CF comme le côté EG est au côté FN ,

comme le côté EI-I est au côté FR , et puisque

FC est égal à EK, le côté FN est égal à EL,

et que FR est égal au côté EM, AE sera au
côté EK cOmme le côté GE est au côté EL et.

comme le côté HE est au côté EM. Mais AE
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est à E K comme le parallélogramme AG est au.
. parallélogramme G K’( prop. 1 . 6) , et G E est à

EL comme le parallélogramme GK est au pa-
rallélogramme KL , et , (le plus, H E est à EM
cômme le parallélogramme QE est au parallé-

logramme KM : donc le parallélogramme AG
est au parallélogramme GK comme le parallé-

logramme GIS est au parallélogramme KL et
comme le parallélogramme QEest au parallé-

logramme KM. Mais AG est à GK comme le
parallélipipède AB est au parallélipipède E0

i (prop. 52. I I) , et GK est à KL comme le pa-
rallélipipède 0E est au parallélipipède QL, et
de plus Q E est à KM comme le parallélipipède
QL est au parallélipipède KP : donc le paral-
lélipipède AB est au parallélipipède E 0 comme

le parallélipipède E0 est au parallélipipède QL

et comme le parallélipipède QÎ; est au parallé-

lipipède KP; mais si l’on a quatre quantités (le

suite qui soient proportionnelles , la première et
la quatrième seront entr’elles en raison triplée

de la première et de la seconde ( défi I I. 5) :
donc les parallélipipèdes AB , KP sont entr’eux

en raison triplée des parallélipipèdes AB , E0 ;

mais AB est à E0 comme le parallélogramme AG

est, au parallélogramme GIS et comme la droite
AE est à la droite EK (prop. 1 . 6) : donc les
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parallélipipèdes AB , KP sont en raison triplée

i des droites AE , EK. Mais le parallélipipède .KP

est égal au parallélipipède C D et la droite EK
égale à la droite CF : donc les parallélipipèdes
AB , C D sont en raison triplée des côtés homo-

logues AE , CF ; ce qui falloit démontrer.

COROLLAIRE.
Il suit manifestement de là , que si quatre

droites sont proportionnelles , la première sera
à la quatrième comme le parallélipipède cons-
truit sur la première est au parallélipipède sem-

blable et semblablement construit surla seconde,
puisque la première et la quatrième droite sont
en raison triplée de la première et de la seconde.

PROPOSITION XXX’IV.

T11 15:0 RÉ MIL.

Les bases des parallélipipèdes- égaux sont pro-’

portionnelles aux hauteurs; et les paralléltpi-
pédés dont les basassent réciproquement pro-

portionnelles aux hauteurs sont égaux entr’euæa

Que les parallélipipèdes AB , CD (fig.,-195)
soient égaux: je dis que îleursrbases sont. réai.

proquement proportionnelles à ïleur82hauteurs;
c’est-à-dire que la base EH est à la Base NQ

Z
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comme la hauteur du parallélipipède CDlest à

I la hauteur du parallélipipède AB. ’
supposons d’abord que les droites insistentes

AG, EF, LB, HK, CM, NO, PD, QP soient

perpendiculaires sur les bases : je dis que la
base E H est à la base N Q comme C M est à AG.
Si la base EH est égale à la base NQ et le pa- I
rallélipipède AB égal au parallélipipède C D, la

hauteur CM sera égale à la hauteur AG; car si
les basesEH, NQ étant égales, les hauteurs
ÀG, CM n’étoient pas égales, le parallélipi-

pède AB ne seroit point égal au parallélipipède

CD ( prop. 51 . I 1) ; mais ces deux parallélipi-
pèdes sont supposés égaux: donc les hauteurs
ÏCM , AG ne sont pas inégales : donc elles sont

égales :, donc la base est à la base N Q
comme C M est à AG, d’où il suit évidemment

que les bases des parallélipipèdes AB, CD sont
réciproquement proportionnelles à leurs hau-

teurs. l v IF supposons à présent que la base EH ne soit
pas égale àla base NQ et que la base EH soit la
plus grande; puisque le parallélipipède AB est
égal au. parallélipipède C D la ’hauteur CM

iserazplus grande que la hauteur AG; car si cela
n’étoit point , les parallélipipèdes AB , C D ne

seroient pas égaux (prop. 5 I -. Il 1); mais ils sont
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supposés égaux. FaitesCT (fig. 196) égal à

AG et sur la base NQ construisez un parallé-
lipipède XC dont la hauteur soit CT. Puisque
le parallélipipède AB est égal au parallélipipède

C D et que XC est un autre parallélipipède avec
lequel les deux parallélipipèdes égaux AB , C D

ont la même raison ( prop. 7. 5) , le paralléli-
pipède AB sera au parallélipipède CX comme
le parallélipipède C D est au parallélipipède
CX; mais le parallélipipède AB est au paralléli-

pipède CX comme la base EH est à la base NQ
(prop. 52. I I) , car les parallélipipèdes A13, CX
sont égaux en hauteur , et le parallélipipède C D

est au parallélipipède CX comme la base MQ
est à la base QT (prop. 25. I 1), et comme le
côté-MG est au côté CT (prop. I . 6) : donc la

base EH est à la base NQ comme le côté MG
est au côté CT; mais CT est égal à AG : donc

la baSe EH est à la base NQ comme le côté MC
est au côté AG: donc les bases des parallélipi-

pèdcs AB , CD sont réciproquement propor-
tionnelles aux hauteurs.

Supposons ensuite que les bases des paral-
lélipipèdes AB, C D soient réciproquement pro-

portionnelles aux hauteurs, c’est-à-dire que la

base EH soit à la base NQ comme la hauteur
du parallélipipède CD est à la hauteur du pa-

a



                                                                     

556 É L É M E us p
rallél’ipipède AH : je dis que les parallélipipèdes

AB, CD sont«éganx entr’eux.

Que les droites insistentes soient encore per-
pendiculaires sur les bases. Si la base EH est
égale à la base NQ et si la base EH est à la base

NQ comme la hauteur du parallélipipède CD
est à la hauteur du parallélipipède AB ,«la hau-
teur du parallélipipède CD sera égale à la hau-

teur du parallélipipède AB. Mais les paralléli-

pipèdes qui ont des bases égales et la même
hauteur sont égaux entr’eux (prop. 51. I I
donc le parallélipipède AB sera égal au paral-

lélipipède CD. i
Mais supposons que la hase’EH ne soit point

égale à la base NQ et que E H soit la plus grande

base; la hauteur du parallélipipède CD sera plus
grande que la hauteur du parallélipipède AB ,
.c’est-à-dire que CM sera plus grand que AG;
faites CT égal à AG, achevez également le pa-

rallélipipède CX. Puisque la base EH est à la
base NQ comme le côté C M est au coté AG et

que AC est égal à CT, la base. sera à la
hase NQ comme le côté MC est au côté CT.

Mais la base EH est à la base NQ comme le
parallélipipède AB estvau parallélipipède CX

(prop. 52. 1 I) , car les parallélipipèdes AB, CX
sont égaux en hauteur; mais le côté MC estrant
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côté CT (prop. 1. 6), comme la base MQ est
à la base QT et comme le parallélipipède CD
est au parallélipipède CX (prop. 25. I 1); donc
le parallélipipède AB est au parallélipipède X.

comme le parallélipipède C D est au parallélipi-
pède CX : donc l’unf- et l’autre des parallélipi-

pèdes AB, C D ont la même raison avec le pa-
rallélipipède CX. : donc le parallélipipède AB’

sera égal au parallélipipède CD (prop..9. 5);
ce qu’il falloit démontrer.

Supposons» maintenant que les droites insis-
tentes FE, BL, GA, KH, ON, ne, MG, PQ-
( fig. 197) ne soient point perpendiculaires [sur
les hases des parallélipipèdes. Des points F, G,
B, K, 0 , M, D , R conduisez sur les plans des
hases EH, NQ des perpendiculaires qui ren-
contrent ces plans aux points S, T, V, X, Y,
Z , B’, A’, et achevez les parallélipipèdes PX,

OA’. (prop. I I. 1 I) : je dis. que les hases des.
parallélipipèdes égaux AB, CD sont récipro-

quement pr0portionnelles aux hauteurs, c’est-
à-dire que la base EH est à la base NQ comme
la hauteur du parallélipipède C D est à la hau-
teur du parallélipipède A13. Mais le. paralléli-
pipède AB est égal au. parallélipipède 0D; le
parallélipipède BT est égal au parallélipipède-

AB (prop. 50. 1,1) -, car ils ont la même base F K

5
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et la même hauteur , et leurs droites insistentes
ne sont point placées dans les mêmes droites;
et le parallélipipède DC est égal aussi au paral-

lélipipède D Z , car ces deux parallélipipèdes

ont la même base 0R et la même hauteur, et
leurs droites insistentes ne sont point dans les
mêmes droites : donc le parallélipipède BT est
égal au parallélipipède DZ. Mais nous venons de

Voir que lesbases des parallélipipèdes égaux dont

les hauteurs sont perpendiculaires sur les bases
sont réciproquement prOportionnelles aux hau-
teurs : donc la base FK est à la base 0R comme
la hauteur du parallélipipède DZ est à la hau-
teur du parallélipipède BT. Mais la baseFK
est égale à la base EH (prop. 24. 1 1), et la base

OR égale à la base NQ : donc la base EH est
à la base NQ comme la hauteur du parallélipi-
pède DZ est à la hauteur du parallélipipède BT.

Mais les hauteurs des parallélipipèdes DZ, BT
sont les mêmes que celles des parallélipipèdes

DG, BA: donc la base EH est à la base NQ
comme la hauteur du parallélipipède DG est à
la hauteur du parallélipipède BA : donc les bases
des parallélipipèdes AB , CD sont réciproque,-

ment proportionnelles à leurs hauteurs.
v Supposons enfin que les bases des parallélipi-
pèdes AB , CD soient réciproquement proporr-
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tionnelles aux hauteurs, c’est-à-dire que la base,

EH soit à la base NQ comme la hauteur du
parallélipipède CD est à la hauteur du paral-
lélipipède AB : je dis que le parallélipipède AB

est égal au parallélipipède CD.

Faites la même construction. Puisque la base
EH est à la base NQ comme la hauteur du pa-
rallélipipède CD est à la hauteur du paralléli-

pipède AB, que la base EH est égale à la hase
F K et la base NQ égale à la base OR, la base FIS

sera à la base 0R comme la hauteur du paral-
lélipipède CD est à la hauteurdu parallélipi-
pède AB. Mais les hauteurs des parallélipipèdes

AB , CD sont les mêmes que celles des paral-
lélipipèdes BC, DZ : donc la base FK est à la
base 0R comme la hauteur du parallélipipède
DZ est à la hauteur du parallélipipède BT:
donc les bases des parallélipipèdes BC , DZ sont

réciproquement proportionnelles aux hauteurs.
Mais nous avons démontré que les parallélipi-

pèdes qui ont leurs hauteurs perpendiculaires
sur les bases et qui ont leurs bases récipro-
quement pr0portionnelles aux hauteurs sont
égaux entr’eux : donc le parallélipipède ET

est égal au parallélipipède DZ. Mais le paral-
lélipipède BA est égal au parallélipipède BT

(prop. 50. 1 I ) , car ces deux parallélipipèdes
4
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ont la même base FK et la même hauteur, et
leurs droites insistentes ne sont point dans les
mêmes droites; et outre cela le parallélipipède
DZ est égal au parallélipipède DC , puisque ces

deux parallélipipèdes ont la même base OR et
la même hauteur , et que leurs droites insistentes

ne sont pas dans les mêmes droites : donc le
parallélipipède AB est égal au parallélipipède

C D; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION xxxv.
THÉORÈME.

Si des sommets de deuxangles égaux on mène
au-dessus de leurs plans des droites qui fassent
avec leurs côtés des angles égaux chacun à

chacun,- si dans ces droites on prend des points
quelconques, si de ces points on mène des per-
pendiculaires sur les plans des angles donnés,
et si des points ou ces perpendiculaires rencon-
trent Cesplans on mène des droites aux sommets
des angles donnés, les angles compris par ces
droites et par celles qu’on a d’abord’mene’es des

sommets des angles au-dessus de leurs plans
seront égaux entr’eux.

Soient les deux angles égaux BAC , EDF
(fig. 198) 5 des points A, D menez ait-dessus.
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des plans de ces angles les droites AG , DM qui
fassent avec les côtés de ces mêmes angles des
angles égaux chacun à chacun, savoir, l’angle
GAB égal à l’angle MDE et l’angle GAG égal

à l’angle MDF; prenez sur les droites AG, DM

des points quelconques G , M; des points G, M
menez sur les plans BAC , EDF les perpendi-
culaires GL , MN qui rencontrent ces plans aux
points L, N, et menez les droites LA, ND : je
dis que l’angle GAL est égal à l’angle MDN.

Faites la droite AH égale à la droite DM , et
par le point H menez la droite HK parallèle à
la droite GL. Puisque la droite GL est perpen-
diculaire sur le plan BAC , la droite HK sera aussi
perpendiculaire sur le plan BAC (prop. 8. 1 1) ;-
des points K , N conduisez sur AB , AC, DF,
DE les perpendiculaires KBI, KG, NF, NE et
menez HC , CB , MF, FE. Puisque le quarré de
la droite HA est égal aux quarrésldes droites
HK, KA et que les quarrés des droites KC,
CA sont égaux au quarré de la droite KA
(prop. 47. I ) , le quarré de la droite HA sera
égal aux quarrés des droites HK , KG , CA. Mais

le quarré de la droite HC est égal aux quarrés

des droites HK , KG : donc le quarré de la
droite HA sera égal aux quarrés des droites
HC, CA : donc l’angle HCA est droit. L’an-
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gle DF M est droit , par la même raison :l donc
l’angle A C H est égal à l’angle D F M. Mais.

l’angle BAC est égal à l’angle MDF: donc-

les deux triangles M DF, BAC ont deux angles
égaux à deux angles, chacunlà chacun, et un
côté égal à un côté, c’est-à-dire les côtés sou-

tendus par des angles égaux, savoir, le côté
AH qui est égal au côté DM par construc-
tion :’ donc ces deux triangles ont les autres
côtés égaux aux autres côtés , chacun à chacun

(prop. 26. 1) : donc AC est égal à DF. Nous
démontrerons semblablement que AB est égal
à DE. Menez les droites HB, ME. Puisque le
quarré de la droite AH est égal aux quarrés des

droites AK, KH et que les quarrés des droites
AH, BK sont égaux au quarré de la droite AK ,

les quarrés des droites AB, BK, KH seront
égaux au quarré de la droite AH. Mais le quarré

de la droite EH est égal aux quarrés des droites
BE, KH, car l’angle HKB est droit à cause que la

droite H KV est perpendiculaire sur le plan BAC :
A donc le quarré de la droite AH est égal aux

quarrés des droites AB , BH : donc l’angle ABH

est droit. L’angle DEM est droit, par la même
raison; mais l’angle BAH est égal à l’angle EDM,

par supposition , et la droite AH est égale à la.
droite DM : donc la droite AB est égale à la
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droite DE; donc puisque AC est égal à DF et
AB égal à DE, les deux droites CA, AB- sont
égales aux deux droites F D, DE; mais l’angle
CAB est égal à l’angle FDE : donc la base BC

est égale à la base EF ( pr0p. 1) , le. triangle
égal au triangle et les autres angles égaux aux
autres angles : donc l’angle ACB est égal à l’an-

gle DFE; mais l’angle droit ACK est égal à

l’angle droit D F N , par construction : donc
l’angle restant BCK est égal à l’angle restant

EFN. Par la même raison l’angle CB K est égal

à l’angle FEN : donc les deux triangles CBK,

FEN ont deux angles égaux à deux angles ,
chacun à chacun, et un côté égal à un côté,

c’est-à-dire les côtés qui sont adjacens à des angles

égaux , savoir, le côté BC qui est égal au côté EF :

donc ces deux triangles auront les autres côtés
égaux aux autres côtés (proP. 26. I) : donc le
côté CK est égal au côté FN; mais AC est égal à

DF : donc les deux droites AC, CK sont égales
aux deux droites DF, FN et ces droites com-
prennent des angles droits : donc la base AK est
égale à la base DN ( prop. 4. I) ; et puisque la
droite AH est égale à la droite DM , le quarré de
AH sera égal au quarré de DM; mais les quarrés

des droites A K , KH sont égaux au quarré de la

droite AH (prop. 47. I) , car l’angle AKH est
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droit et! les quarrés des droites DN , NM sont
égaux au, quarré de la droite. DM , parce que
l’angle DNM est droit : donc les quarrés des.
droites Ali , KH sont égaux aux quarrés des
droites DN, NM; mais le quarré de AK est
égal au quarré de DN : donc le quarré. de KH

est égal au quarré de N M : donc la droite HK
est égal à la droite MN : donc puisque les deux.
droites HA , AK sont égales aux deux droites
MD, DN , chacune à chacune , et qu’on a dé-
montré que la base H K est égale à la base N M ,
l’angleHAK sera égal à l’angle MDN (prop. 8. 1) ;,

ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAÎRE.
Il suit manifestement de là que si deux angles.

sont égaux à deux angles et que si des sommets.
de ces angles et au-dessus de leurs plans on mène
des droites qui fassent avec les côtés des angles
donnés des angles égaux chacun à chacun, les.
perpendiculaires menées de ces droites sur les,
plans des premiers angles sont égales entr’elles,.

si les points d’où elles partent sont également
éloignés des sommets de ces angles.
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PROPOSITION XXXVI.’

THÉORÈME.

trois droites sont proportionnelles , le paral-
lélipipède construit avec ces trois droites est
égal au parallélipipède construit avec la droite

moyenne; il faut que ce dernier parallélipi-
pède, qui sera équilatéral, soit équiangle avec

le premier parallélipipède.

Soient trois droites proportionnelles A , B , C
(fig. 199) , de manière que A soit à B comme B
est à C : je dis que le parallélipipède construit
avec les trois droites A, B , C est égal au paral-
lélipipède construit avec la droite B; il faut que
ce dernier parallélipipède , qui sera équilatéral,

I soit équiangle avec le premier parallélipipède.

Soit l’angle solide E compris sous les trois
angles plans DEG , GEF, FED; faites chacune
des droites DE, GE’, EF égales à la droite B,

et achevez le parallélipipède E K. Faites ensuite
LM égal à A , sur la droite LM et au point L
construisez un angle solide qui étant compris
sous les plans NLO, OLM, MLN soit égal à
l’angle solide E (prop. 26. 1 I4); faites L0 égal à

B, et LN égal à C. Puisque A est àB comme B
est à C , que A est égal à LM , que B est égal à
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chacune des,droites L0 , EF, EG, ED et que C
est égal à LN , la droite LM sera à la droite EF

comme la droite DE est à la droite LN : donc
les côtés placés autour des angles égaux MLN,

DEF sont réciproquement proportionnels: donc
le parallélogramme MN est égal au parallélo-

gramme DF (prop. 14.6); et puisque les deux
angles DEF, NLM Sont égaux , que les droites
L0 , EG qui sont égales entr’elles et qui sont
menées au-dessus des plans des angles égaux
DEF, NLM font avec leurs côtés des angles
égaux , chacun à chacun , les perpendiculaires
menées des points G, O sur les plans DEF,
NLM seront égales entr’elles (corol. 55. I 1).-
done les parallélipipèdes LH , EK ont la même

hauteur. Mais les parallélipipèdes qui ont des
hases égales et la même hauteur sont égaux entre

eux (prop. 5 I . I I) : donc le parallélipipède HL
est égal au parallélipipède E K. Mais le parallé-

. lipipède HL a été construit avec les trois droites
A, B , C , et le parallélipipède E K a été cons-

truit avec la droite B : donc le parallélipipède
construit avec les trois droites A, B , C est égal
au parallélipipède construit avec la droite B ,
lequel est équilatéral et équiangle avec le pre-
mier parallélipipède.

. Donc si trois droites sont proportionnelles , le
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parallélipipède construit avec ces trois droites
est égal au parallélipipède construit avec la
droite moyenne , et ce dernier parallélipipède
est équilatéral et équiangle avec le premier
parallélipipède; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVII.
THÉORÈME;

Si quatre droites sont proportionnelles, les paral-
lélipipèdes semblables et semblablement cons-

truits sur ces droites sont proportionnels , et si
des parallélipipèdes semblables et semblable-

ment construits sur quatre droites sont proporh
tionnels , ces droites seront aussi proportion-
nelles entr’elles.

Soient quatre droites proportionnelles AB ,*
CD, EF, GH (fig. 200), de manière que AB
soit à CD comme EF est -à GH; construisez
sur les quatre droites AB , CD , EF, GH les
parallélipipèdes semblables et semblablement
posés KA, LC, ME, NG :je dis que KA est
àLC comme ME estàNG. A A

Puisque le parallélipipède KA est semblable
au parallélipipède LC , les parallélipipèdes KA,

LC seront entr’eux en raison triplée des côtés

AB, CD (prop. 55. I I Par la même raison ,
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les parallélipipèdes ME, NG- seront entr’eux

en raison triplée des côtés EF, GH. Mais, par
hypothèse , AB est à’C D comme EF est à GH:

denc AK est à LC comme ME est à NG.
Si le parallélipipède AK est au parallélipi-

pède LC comme le parallélipipède ME est au
parallélipipède N G : je dis que la droite AB est

à la droitexCD comme la droite EF est à la

droite GH. ’
Puisque les parallélipipèdes AK , LC sont

entr’eux en raison triplée des côtés AB , C D ,

et que les parallélipipèdes ME, NG sont aussi
en raison triplée des côtés EF, GH, et-à cause

que est à’LC comme ME est à NG, la
droite AB sera à la droite CD comme la droite
EF est à la droite GH.

Donc si quatre droites sont propOrtionnelles,
les parallélipipèdes semblables ; et semblable-

ment construits sur ces quatre droites seront
proportionnels ; et si quatre parallélipipèdes
construits sur quatre droites sont proportion-
nels , ces quatre droites seront aussi propan-
tionnelles; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION xxxVIIIJ
Tri-130 R’ÈME.

Si un plan est perpendiculaire sur un autre plan ,"
t et si d’un point pris dans un de ces plans on

conduit une perpendiculaire sur l’autre plan,
cette perpendiculaire tombera sur la section
commune des plans.

Que le plan C D (fig. 201 ) soit perpendicu-
laire sur le plan AB , que. leur commune section
soit AD, et que dans le plan CD soit pris un
point quelconque E : je dis que la perpendicu-
laire menée du point E sur le plan AB tombe
sur la droite AD.

Que cette perpendiculaire tombe , si cela est
possible , hors de la commune section des plans;
qu’elle ait , par exemple , la position E F et
qu’elle rencontre le plan AB au point F; du
point F et dans le plan AB conduisez la droite
FG perpendiculaire au DA (prop. Io. I) , cette
droite sera certainement perpendiculaire sur le
plan CD (défi 4. I I). Menez EG.

Puisque la droite F G est perpendiculaire sur
le plan CD et qu’elle rencontre la droite E-G
qui est dans le plan CD , l’angle FGF sera droit;

(clef. 5. I 1). Mais la droite EF est perpendicu-
A a
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laire sur le plan AB : dont: l’angle EFG est droit:

donc le triangle EFG a deux angles droits , ce
qui est absurde ( prop. 17. 1) : donc la perpen-
diculaire menée du point E sur le plan AB ne
tombe pas hors de la droite DA : donc elle
tombe sur la droite DA.

Donc si un plan est perpendiculaire sur un
p autre plan , et si d’un point pris dans un de ces
plans on mène une droite perpendiculaire sur
l’autre plan, cette droite sera perpendiculaire
sur la commune section des plans; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXXIX.
THÉo RÉ ME.

Si dans un parallélipipède on coupe en deux
parties égales les côtés des plans opposés, et si

par leurs sections on mène des plans , la com-
mana section de ces plans et le diamètre du
parallélipipède se couperont mutuellement en
deux parties égales.

Que dans le parallélipipède AF (fig. 202)
les côtés des plans opposés CF,ÀAH soient
coupés en deux parties égales aux points K, L ,

M, N, O, Q, P, R, et par les sections de ces
côtés soient conduits les plans KN, OR; que
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la commune section de ces plans soit VS , et que
le diamètre du parallélipipède soittDG : je dis-

que les droites VS , D G se coupent en deux;
parties égales, c’est-à-dire que VT est égal à

T5 et DT égal à TG.

Menez DV, VE, BS, SG. Puisque DO est
parallèle à PE, les angles alternes DOV , VPE
sont égaux entr’eux (prop. 29. 1) ; et puisque DO

est égal à P E , 0V égal à VP et que ces droites

comprennent des angles égaux , la base DV sera
égale à la hase VE , le triangle DOV égal au,
triangle V P E , et les autres angles égaux aux
autres angles : donc l’angle O V D est égal à

l’angle PVE : donc la ligne DVE est une ligne
.droite (prop. I4. I). Par la même raison , la
ligne BSG est. aussi une ligne droite, et la droite
ES est égale à la droite; SG. Puisque la droite
CA est égale et parallèle à DE et que la droite
CA est aussi égale et parallèle à la droite EG,
la droite DE sera égale et parallèle à la droite EG

(pr. 50. I); mais ces droites sont jointes par les
droites DE , BG : donc la droite DE est parallèle
à la droite BG (prop. 55. I); mais on a pris dans
chacune de ces droites des points quelconques
D, V, G, S et on a mené les droites DG,VS : donc

ces droites sont dans un seul plan (prop. 7. r I);
donc puisque la droite DE est parallèle alla droite

2
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BG, les angles EDT, BGT sont égaux, car ils
sont alternes,(prop. ,29. 1); mais l’angle DTV
estégal à l’angle GT5 (prop. I5. 1) : donc les
deux triangles DTV, GTS ont deux angles égaux
à deux angles , un côté égal à un côté , ces côtés

soutendant des angles égaux, c’est-à-dire que
le côté DV est égal au. côté GS , car ces côtés

sont lesmoitiés des droites DE , B G; donc ces
deux triangles auront les autres côtés égaux aux

autres côtés (prop. 26. 1p) : donc DT est égal

àTG etVT égalàTS. .
Donc si dans un,parallélipipède on coupe en

deux parties égales les côtés des plans opposés,

et si par leurs sections on mène des plans , la
commune section de ces plans et le diamètre du.
parallélipipède se couperont mutuellement en
deux parties égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION X’L.
TnÉoaÈME.

Si deux prismes sont égaux en hauteur, si l’un - -
d’eux a pour base un parallélogramme et l’autre

un triangle, et si le parallélogramme est double
du triangle ,1 ces prismes seront égala.

Soient ABCDEF, GHKLMN (fig. 205)
des prismes égaux en hauteur , que. l’un d’eux
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ait pour base le parallélogramme AF et l’autre-

le triangle GHK , et quelle parallélogramme
AF soit double du triangle GHK : je dis que le
prisme ABCDEF’ est égal au prisme-’GHIÀÏLMN.

Achevez les parallélipipèdes A0 , Puis--
que le parallélogramme AF est-double du trian-
gle GHK et le parallélogramme HK double aussi
du triangle GHK, le parallélogramme AF sera;
égal au parallélogramme HK. Mais les parallé-

lipipèdes qui ont des bases égales et la même
hauteur sont égaux. entr’eux (prop. 51 . I I )i:
donc les parallélipipèdes A0 , GP sont égaux;

mais le prisme ABG DEF est la moitié dupa-
e rallélipipède A0 et le prisme GHKLMN la a

moitié du parallélipipède G:P : donc le prisme

ABCLDEF’ est égal au prisme GHKLMN.
» ÏDonc si deux prismes ont la même hauteur, I
si l’un: d’eux a pour base un parallélogramme

et l’autre un triangle, et si le parallélogramme

est double du triangle ,v ces deux prismes sont
égaux; ce qu’il falloit démontrer..

un un ONZIÈMn muras.
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.s [PROPOSITION PREMIÈRE.

T n é o sa M a.

les polygones semblables inscrits dans des cer-
cles sbrztilentr’eux comme les quarrés des dia-

[même n ’ I i" H ’ -
TE N-T les cercles dans D E ,g FGH K L
(figeoit) dans lesquels: sont décrits les poly-

gonessemblables ABCDE, F GH KL ;- quelles
diamètres dermeszcercles soient BM, GN : je
dis que. le polygone ABCDE est au polygone
FGHKL Comme le quarré’de BMestrau quarré

de GN. v ’ ’ .,
Menez BE, AM, GL, FN. Puisque le po-

lygone AB C D E est semblable au polygone
FGHKL, que l’angle BAE est égal à l’angle

GFL (défi 1. 6) et que BA est à AE comme
GF est à FL, les deux triangles BAE, GFL
ont un angle égal à un angle, savoir , l’angle



                                                                     

D’EUCLIDE. 575,
BAE égal à l’angle GFL et les côtés placés

autour de ces anglesssont proportionnels entre
eux : donc les deux triangles ABE, FGL sont
équiangles (prop. 6. 6) : donc l’angle AEB est
égal à l’angle FLG , mais l’angle AEB est égal

à l’angle AMB (prop. 21 . 5) , car ils sont ap-
puyés sur le même arc et l’angle FLG est aussi
égal à l’angle FN G z donc l’angle 4M B est égal

à l’angle FN G 5 mais l’angle droit B AM est égal

à l’angle droit GFN : donc l’angle restant est

égal à l’angle restant : donc les deux triangles

ABM, FGN sont équiangles : donc BM est à
GN comme BA est à GF (prop. 4’. ô). Mais les

quarrés des droites BM , GN . sont en raison
doublée des droites B M , G N ( prop. 20. 6) ,
et les polygones ABCDE , FGHKL sont en
raison doublée des côtés BA , GF : donc le
polygone ABCDE est au polygone FGHKL
comme le quarré de BM est au quarré de GN.

Donc les polygones semblables inscrits dans
des cercles sont entr’eux comme les quarrés des

diamètres; ce qu’il falloit démontrer.
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’PROPOSITIO.N Il.
THÉORÈME.

Les cercles sont entr’eux comme les quarrés
de. leurs diamètres.

Soient les cercles ABCD, EFGH (fig; 205)
etque leurs diamètres soient BD , FH : je dis
que le-cercle ABCD est au cercle EFGH
comme le quarré de B D est au quarré de FH.

Si cela n’est point , le quarré du diamètre BD

sera au quarré du diamètre FH connue le cer-
cle ABCD est à une surface plus grande ou à
une surface plus petite que le cercle EFGH.
Supposons d’abord que cette surface soit plus
petite et qu’elle soit S. Dans le cercle EFGH
décrivez le quarré EFGH; le quarré décrit
dans ce cercle est plus grand que la moitié du
cercle EFGH, parce que si par les points E,
F, G, H nous menons des tangentes à ce cer-
cle, le quarré EFGH sera la moitié du quarré

circonscrit ( prop. 47 . 1 1 , prop. 1 . 5) : mais un
cercle est plus petit que le quarré circonscrit:
donc le quarré EFGH est plus grand que la
moitié du cercle EFGH. Partagez les arcs EF,,
FG , GH 5 H’E en deux parties égales aux points

K, L, M, N, et menez les droites EK, EF,
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F-L,’LG, GM, MH, un, NF. chacun des
trianglesiEKF, FLG , GMH , HNE est plus
grand que la moitié du segment dans lequel il
est placé; parce que si par les’points K, L,
M , N nous menons des tangentes au cercle ,
et si sur les droites EF, FG , GH, HE et
entre ces tangentes nous construisons des pa-
rallélogrammes , chacun des triangles EKF,
F LG , GMI-I , HN E sera la moitié du paral-
lélogramme dans lequel il est placé (pr. 57. 1
Mais chaque segment est plus petit qu’un
parallélogramme : donc chacun des triangles
EKF, FLG, GMH , HNE est plus grand
que la moitié du segment dans lequel il est
placé. Si nous partageons ensuite les arcs res-
tans en deux parties égales , et si nous joignons
leurs extrémités par des droites , et si nous con-

tinuons toujours de faire la même chose, il neus

restera certains segmens de cercles dont la
somme sera "moindre que l’excès du ’cercle

EFGH sur l’espace S; car nous avons démon-
tré dans le premier théorème du dixième Livre

que deux quantités inégales étant données, si

l’on retranche de la plus grande quantité une
partie plus grande que la moitié de cette quan-
tité , si on retranche ensuite de ce qui reste’une
partie-plus grande que la moitié de ce reste, et
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si l’on continue toujours de faire la même chose,

il reste enfin une certaine quantité qui est moin-
dre que la plus petite des quantités données.
Supposons qu’on ait pour reste les segmens du
cercle EFGH placés sur les cordes EK , KF,
FL, LG, GM, MH, HN , NE, et que ces
segmens soient moindres que l’excès du cercle
EFGH sur l’espace S , il est évident que le po-
lygone EKFLGMHN sera plus grand que l’es-
pace S. Décrivez dans le cercle ABCD un pou
lygone A 0 B P C Q D R semblable au polygone
EKFLGMHN ; le quarré de BD sera au quarré
de FH comme le polygone A 0 B P C Q D B
est au polygone E KFLGMHN (pr0p. I . 1.2);
mais par supposition le quarré de B D est au
quarré de FH comme le cercle AB C D est à
l’espace S : donc’le cercle ABG D est à l’espaCe S

comme le polygone AOB PCQDR est au poly-
gone E K F L G M H N , et en échangeant les
plans des moyens , le cercle ABCD est au po-
lygone qui lui est inscrit comme l’espace S est
au polygone E K F L G M H N 5 mais le cercle
ABCD est plus grand que le polygone qui lui est
inscrit : donc l’espace S est plus grand que le po-

lygone EKFLG MHN; mais , par supposition ,
il est au contraire plus petit , ce qui est impossi-
ble : donc le quarré de BD n’est point au quarré
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de FH comme le cercle AEG D est à. un espace
quelconque plus petit que le cercle FFGH. Nous
démontrerons semblablement que le quarré de
FH n’est point au quarré de BD comme le cer-

cle EFGH est là un espace quelconque plus
petit que le cercle ABCD.. Je dis ensuite que
le quarré de B D n’est point au quarré de FH.

comme le cercle ABG D est à un espace quel-
conque plus grand que le cercle EFGH; car si
cela est possible , supposons que le quarré de
BD soit au quarré de FH 00mme le cercle
ABG D est à un espace plus grand , et suppo-
sons que S soit cet espace. En mettant les anté-
cédens à la place des conséquens et les consé-

quens à la place des antécédens , le quarré de FH

sera au quarré de BD comme l’espace S est au -
cercle ABG D 3 mais on démontrera plus bas que
l’espace S est au cercle ABCD comme le cercle

EFGH est à une5pace quelconque plus. petit
que le cercle ABG D : donc le quarré de FH
est au quarré de BD comme le cercle EFGH
est à un espace plus petit que le cercle ABCD ,
ce qui a été démontré impossible s donc le
quarré de BD n’est pas au quarré de Fil comme.

le cercle ABCD est à un espace quelconque
plus grand que le cercle EFGH. Mais on a
démontré que le quarré de BD n’est point au
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quarré de FH comme le cercle ABCD est il
un espace quelconque plus petit que le cercle
EFGH: donc le quarré de BD est au quarré
de FH comme le cercle ABCD est au cercle

EFGH. ’Donc les cercles sont entr’eux comme les
quarrés des diamètres; ce qu’il falloit démon-

trer.

LEMME.
Si - l’espace S est plus grand que le Cercle

EFGH (fig. 206) : je dis que l’espace S est
au cercle ABCD comme le cercle EFGH’est
à un espaeevquelconque plus petit que le cer-

cle ABG D. lCar supposons que l’espace S soit au cercle
ABCD comme le cercle F’FGH est à un espace

T : je dis que l’espace T est plus petit que le
cercle ABCD; car puisque l’espace S est au
cercle AB C’D comme le cercle E FG H’ est à

l’espace T, en échangeant les plans des moyens,

l’espace S’sera au cercle EFGH comme le cer-

cle ABCD est à l’espace T (prOp. 16. 6).*Mais
par supposition l’espace S est plus grand que le

cercle EFGH : donc le cercle ABCD est plus
grand que-l’espace T ; et par conséquent l’espace-

S pst au cercle ABCD comme le cercle EFGH;
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est à un espace quelconque plus petit que. le
cercle ABCD. x"

PROPOSITION II’I.
THÉORÈME.

T ente pyramide triangulaire (I) peut se diviser
t en deux pyramides triangulaires égales et sem-

blables entr’elles et semblables à la pyramide

totale, et en deux prismes égaux qui sont plus
grands que la moitié de la pyramide entière.

Soit une pyramide dont la base soit le trian-
gle ABG (fig. 207) et dont le sommet soit le
point D : je dis que la pyramidelABCD peut se
diviser en deux pyramides triangulaires égales!
et semblables entr’elles et semblables à la py-

ramide totale, et en deux prismes égaux qui
sont plus grands que la moitié de la pyramide
totale.

Partagez les côtés AB, BG, CA, AD, DB ,
DG en deux parties égales aux points E , F,

I G, H, K, L, et menez les droites EH, EG, GH,
HK, KL, LH, EK, KF, FG. Puisque AE
est égal à EB et AH égal à HD, la droite EH

sera parallèle à la droite DE ( prop. a. 6). La

(i) Une pyramide triangulaire est celle dont la base

est un triangle. - -
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droite HK est parallèle à la droite AB , par la
même raison: donc la figure HEBK est un
parallélogramme : donc H K est égal à EB
(prop. 54. 1). Mais EB est égal à AE : donc
AE sera égal à HK. Mais AH est égal à HD:

donc les deux droites AE , AH sont égales aux
deux droites KH, HD, chacune à chacune;
mais l’angle BAH est égal à l’angle - KH D

( prop. 29. I ) : donc la base EH est égale à la
base KD (prop. 4. I) : donc le triangle AEH
est égal et semblable au triangle HKD. Par la
même raison , le triangle AHG est égal et
semblable au triangle HLD. Puisque les deux
droites EH , HG qui se touchent sont paral-
lèles aux deux droites KD , DL qui se touchent
et qui ne sont pas dans le même plan , ces droites
comprendront des angles égaux (prop. 10. 1 I):
donc l’angle EHG est égal à l’angle KDL. De

plus , puisque les deux droites EH, HG sont
égales aux deux droites KD, DL, chacune à
chacune , et que l’angle EHG est égal à l’angle

KDL, la base EG sera égale à la base KL:
donc le trianglcEHG est égal et’semblable au

triangle KDL. Par la même raison, le triangle
AEG est égal et semblable au triangle HKL:
donc la pyramide dont la hase est le triangle
AEG et dont le sommet est le point H est égale
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et semblable à la pyramide dont la base est le
triangle HKL et dont le sommet est le point D.
Puisque la droite HK est parallèle à un des
côtés du triangle ADB , savoir, au côté AB , le

triangle ADB sera équiangle avec le triangle
DHK (prop. 29. I) : donc ces deux triangles
auront leurs côtés proportionnels Ç prOp. 6) ,

et seront par conséquent semblables. Par la
même raison , le triangle DE C est semblable au
triangle DKL et le triangle ADC est Semblable
aussi au triangle DHL. Mais puisque les deux
droites BA , AC qui se touchent sont parallèles
aux deux droites KH, HL qui se touchent et
qui ne sont pas dans le même plan , ces droites
comprendront des angles égaux (pr0p. Io. I I)’:
donc l’angle BAC est égal à l’angle KHL. Mais

BA est à AC comme KH est à HL: donc le
triangle ABG est semblable au triangle HKL
(prop. 6. 6) , et par conséquent la. pyramide
dont la base est le triangle AB C et dont le
sommet est le point D est semblable à la pyra-
mide dont la base est le triangle HKL et dont
le sommet est le point D. Mais nous avons dé-
montré que la pyramide dont la base est le
triangle HKL et dont le sommet est le point D ’
est semblable à la pyramide dont la base est le
triangle AE G et dont le sommet est le point H:
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i donc la pyramide dont la base est le triangle
l ABG et dont le sommet est le point D est sem-
blable à la pyramide dont la base est le triangle
AEG et dont le sommet est le point H : donc
l’une et l’autredes pyramides AEGH, HKLD

sont semblablesà la pyramide totale AB C D.
Puisque BF est égal à FC, le parallélogramme
EBFG sera double du triangle GFC ( pr. 41 . I) :
mais deux prismes de même hauteur dont

I l’un a pour base un parallélogramme et dont
l’autre a pour base un triangle sont égaux entre

eux lorsque le parallélogramme est double du
triangle ( prop. 4o. I la) : donc le prisme com-
pris sous les deux triangles B KF, E HG et sous
les trois parallélogrammes EBFG , EB KH ,
KHG F est égal au prisme qui est compris sous
les deux triangles GFC , H KL et les trois pa-
rallélogrammes KF CL , LC GH , HKF G. Mais
il est évident que chacun de ces prismes et celui
dont la base est le parallélogramme EBFG op-r
posé à la droite HIC et celui dont la base est le.
triangle G F C opposé au triangle KLHvest plus.
grand que chacune des pyramides dont les bases.
sont AEG, HKL et les sommets les points H,
D; puisque si nous menons les drôitesEF, EK:
le prisme dont la base est le parallélogramme
EBFG opposé à la droite HK est. plus grand
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que la pyramide qui a pour base le.triangle.
EBF et pour sommet le point .K. Mais la
pyramide qui a pour base le "triangle EBF et
pour sommet le point K est égale à la pyramide
qui a pour base le triangle AEG et pour sommet ’

le point H (défi Io. I 1), car elles. sont com-g
prises sous des plans égaux et semblables: donc-

le prisme qui a pour base le parallélogramme
EBFG Opposé à la droite HK est plus grand
que la pyramide qui a pour base le triangle AEG
et pour sommet le point H. Mais le prisme qui
a pour base le parallélogramme EBFG opposé

à la droite HK est égal au prisme qui a pour
base le triangle GF C opposé au triangle H KL;
et la pyramide qui a pour base le triangle AE G
et pour sommet le point H est égale à la pyra-

mide qui a pour base le triangle H et pour
sommet le point D z doucies deux prismes dont
nous venons de parler sont plus grands que les
deux pyramides qui ont pour bases les trian-
gles AEG, HKL et pour sommets les points
H , D : donc la pyramide totale qui a pour base
le triangle ABG et pour sommet le point D a été

divisée en deux pyramides triangulaires égales
et semblables entr’elles et semblables à la py-

ramide totale et en deux prismes égaux qui
B b i
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sont plus grands que la moitié de la pyramide
totale; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION 1V.
THÉORÈME.

Si deux pyramides triangulaires de même hauteur
sont divisées l’une et l’autre en deux pyramides

égales eutr’elles et semblables à la pyramide

totale et en deux prismes égaux , si ces nour-
velles pyramides sont divisées de la même ma-

nière et ainsi de suite , la base de l’une de ces

pyramides sera à la base de l’autre pyramide

comme tous les prismes de l’une de ces pyra-
mides sont à un même nombre de prismes con-
tenus doms l’autre pyramide.

Soient deux pyramides triangulaires de même
hauteur qui aient pour bases les triangles ABG ,
DEF (fig. 208) et pour sommets les points
G , H; que chacune de ces pyramides soit divi-
sée en deux pyramides égales entr’elles. et

semblables aux pyramides totales et en deux
prismes égaux , que ces nouvelles pyramides
soient divisées de la même manière et ainsi

de suite : je dis que la base ABG sera à la
base DEF comme tous les prismes contenus
dans la pyramide AB CG sont au même nombre

N
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de prismes contenus dans la pyramide DEF-H,

Puisque BO est égal à OC et AL égal à
LC , la droite AB sera parallèle à la droite 0L
( prop. a. 6) , et le triangle ABG sera semblable
au triangle LOC (prop. 4. 6). Le triangle DEF
sera semblable au triangle RXF , par la même
raison; et puisque la droite BC est double de
la droite C0 et la droite EF double aussi de
la droite FX, la droite BC. sera à la droite C0
comme la droite EF est à la droite FX. Mais
les figures rectilignes semblables et semblable-
ment posées ABG , LOC ont été décrites sur

les droites BC , C0 , et les figures rectilignes
semblables et semblablement posées DE F ,
RXF ont été décrites sur les droites EF, FX:

donc le triangle ABG est au triangle LOC
comme le triangle DEF est au triangle RX.F

l, (prop. 22. 6) , et en échangeant les plans des
’ moyens , le triangle ABG est au triangle DEF

comme le triangle LOC est au triangle RXF.
Mais on démontrera plus bas que le triangle
LOC est au triangle RXF comme le prisme -
qui a pour base le triangle L0 C opposé à PMN

est au prisme qui a pour base le triangle RXF
opposé à STV : donc le triangle ABG est au
triangle DEF comme le prisme qui a pour base
le triangle LOC opposé à PMIN est au prisme

2
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quia pour base le triangleqRXF opposé à STV;

et puisque les deux prismes qui. sont dans la
pyramide ABG G sont égaux eutr’eux et que les

deux prismes qui sont dans la pyramide. DEFH
sont aussi égaux entr’eux, le prisme qui a pour

base le parallélogramme KLOB opposé à la

droite MP sera au prisme qui a pour base le
triangle LOC opposé à PMM connue le prisme
qui a pour base le parallélogramme EQRX
opposé à la droite 5T est au prisme qui a pour
base le triangle RXF opposé à STV : donc ,
en ajoutant les conséquens aux antécédens
(prop. 15. 5) , les prismes KBOLMP, LOCMNP
sont auvprisme L 0 C MNP comme les prismes
QEXRST, RXFSTV sont au prisme RXFST V,
et enfin en échangeant les places des moyens ,
les prismes KB OLPM , LOCPMN sont aux
prismes Q E XR S T , R X F S T V comme le
prisme L OC M NP est au prisme BXFSTV.
Mais on a démontré que le prisme LOCMNP
est au prisme RXFSTV comme la base LOC
est à la base RXF et comme la base ABG est
à la base DEF : donc le triangle ABC est au
triangle DE F comme les deux prismes qui sont
dans la pyramide ABG G sont aux deux prismes
qui sont dans la pyramide DEF H. Si nous par-
tageons de la même manière les nouvelles pyra-
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base PMN sera à la base STV comme les deux
prismes de la pyramide PMNG sont aux deux
prismes de la pyramide STVH. Mais la base
PMN est a la base STV comme la base ABG
est à la base DEF z donc la base ABG est à la
base DEF comme les deux prismes’de la pyra-
mide ABCG sont aux deux prismes de la py-
ramide DEFH , comme les deux prismes de la
pyramide PMNG sont aux deux prismes ide la
pyramide STVH et comme les quatre prismes
sont aux quatre prismes. On démontrera la
même chose pour tous les autres prismes qu’on

obtiendra par la division des pyramidesAKLO
et DQRS, et en général de toutes les pyra-ë

4mides égales en nombre; ce qu’il falloit dé-

montrer.

L E M .M E. p
Nous démontrerons de la manière suivante

que le triangle LOC est au triangle rRXF
comme le prisme qui a pour base le triangle
LOC opposé à PMN 3 est le prisme qui a peur
base le triangle RXF opposé à STV.

Dans les mêmes figures imaginez des perpen-
diculaires menées des points G , H sur les plans
des triangles ABGz DEF. Ces perpendiculaires
seront égales entr’elles, parce qu’on a supposé

pf)
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ces pyramides égales en hauteur. Puisque la
droite GC et la perpendiculaire menée du point
G sont coupées par les plans parallèles ABG ,
PMN , ces deux drui’tes seront coupées pro-
portiOnnellement ( prop. 1 1. I I Or la droite
GC est coupée en deux parties égales au point

N par le plan P MN : donc la perpendiculaire
menée du point G sur le plan ABG est cou-
pée en deux parties égales par le plan PMN.
Par la même raison, la-perpendiculaire menée
du point H sur le plan DEF est coupée en
deux parties égales par le plan STV. Mais les
perpendiculaires menées des points G, H sur
les plans ABG , DEF sont égales entr’elles’:

donc les perpendiculaires menées des triangles

PMN, STV sur les triangles ABG, DEF sont
égales entr’elles : donc les prismes qui ont pour

bases les triangles LOC , RXF opposés à PMN ,

STV sont égaux en hauteur : donc les parallé-
lipipèdes qui sont décrits sur les prismes égaux

en hauteur dont neus venons de parler sont
entr’eux camme leurs bases, et il en sera de
même de leurs moitiés, c’est-à-dire que les

bases LOC; RXF seront entr’elles comme les
priâmes dont nous avons parlé 3 ce qu’il falloit

démontrer.
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PROPOSITION V.
Turionizmn.

Les pyramides triangulaires qui ont la même
hauteur sont entr’elles comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
triangles ABG, DEF (fig. 208) et dont les
sommets sont les points G, H aient la même
hauteur : je dis que la base ABG est à la base
DEF comme la pyramide. ABCG est à la pyra-

mide DEFH.
Car si cela n’est point, la base ABG sera à la

base DEF comme la pyramide ABCG est à un
solide plus petit que la pyramide DEFH ou a
un solide plus grand. Supposons d’abord que la
base ABG soit à la base DEF comme la pyraç-
mide ABG DH est à un solide plus petit et que
ce solide soit Y. Divisez la pyramide DEFH
en deux pyramides égales entr’elles et sembla-e

bles à la pyramide totale, et en deux prismes
égaux; les deux prismes seront plus grands que
la moitié de la pyramide totale (prop. 5. la).
Que les nouvelles pyramides obtenues par
cette division soient partagées de la même ma-
nière jusqu’à ce qu’on ait obtenu de la pyra-

mide DEFH certaines pyramides qui soient
4
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plus petites .que l’excès de lapyramide DEFH
sur le solide Y. Qu’on cherche ces pyramides,
et qu’elles soient par exemple DQRS, STVH,
les prismes restans de la pyramide DEFH seront
plus grands que le solide Y. Partagez sembla-
blement la pyramide ABCG en autant de par-

ties ’v’que la pyramide DEFH. La base ABG

sera à la base DEF comme les prismes de la
pyramide ABCG. sont aux prismes de la pyra-
mide DEFH (prop.4. 12); maistpar suppo-

"si’tion la base ABG est à la base DEF comme
la pyramide ABCG est au solide’Y’: donc la

pyramide ABCG est au solide Y comme les
*prismes de la pyramide ABCG sont aux-prismes
ide la pyramide DEFH, et en échangeant les
places des moyens, la pyramide ABCG est aux
prismeslqu’elle renferme comme le solide Y est

aux prismes de la pyramide DEFH. Mais la
pyramide ABCG est plus grande queles prismes
qu’elle renferme : donc le solide Y est plus
grand que les prismes que renferme. la pyra-r

" mide DEFH; mais, au contraire, il est plus
petit; ce quine peut, être : donc lat base ABG
n’est pointa la base DEF Comme la pyramide
ABCG est à un’solide quelconque plus petit que

la pyramide’DEFH. Nous démontrerons sene-
blablementa’que la base DEF n’est point à la base
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- ABG comme, -la’pyramide DEFH esta à un
solide quelconque plus petit que la pyramide

’ABCG.-Je’ dis enfin que la base ABG n’est

point à la base DEF comme la pyramide ABG H

est à un solide plus grand que la pyramide
DEFH; car supposons, si cela est possible ,
que la base ABG soit à la base DEF comme la
pyramide ABCG est à un solide quelconque
plus grand que la pyramide DEFH et que ce
solide soit Y. En mettant les antécédens à la
placevvdes conséquens et les conséquens à la
place des antécédens , la base DEF sera à la
base ABG comme le solide Y est à la pyramide

’ ABCG. Mais le solide Y est à la pyramide ABCG

comme la pyramide DEFH est à un solide
quelconque plus petit que la pyramide -ABCG,
ainsi que cela a été démontré : donc la base.

DEF est à la base ABG comme la pyramide
DEFG est à un solide quelconque plus petit
que la pyramide ABCG, ce qui est absurde :
donc la base ABG n’est point à la base DEF
comme la pyramide ABC G est à un solide quel-

.couque plus grand que la pyramide DEFH.
Mais on a démontré que labase ABG n’est point

à la base DEF comme la pyramide ABCG est
à un solide quelconque plus petit que la pyra-

” mide DEFH : douela base ABG est à la base
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DEF comme la pyramide ABCG est à la py-

’ ramide DEFH.

Donc les pyramides triangulaires qui ont
la même limiteur sont entr’elles comme leurs-
bases; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V1.
THÉORÈME.

Les pyramides qui ont la même hauteur et qui
ont des polygones pour bases sont entr’elles
comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
polygones ABCDE , FGHKL (fig. 209) et
dont les sommets sont les points M , N (aient la
même hauteur : je dis que la base ABCDE est à
la base FGHKL comme la pyramide ABCDEM
est à la pyramide FGHKLN.

Partagez la base ABCDE en triangles et que
ces triangles soient ABG, ACD, ADE ; par-
tagez aussi la base FGHKL en triangles et que
ces triangles soient FGH , FHK, FKL, et sup-
posons que chacun de ces triangles soit la base
d’une pyramide qui ait la même hauteur que
les deux pyramides qu’on avoit d’abord. Puisque

le triangle TABG est au triangle ACD comme
la pyramide A BCM est à la pyramide AC DM
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(prop. 5:12), si l’on ajoute les conséquens
aux antécédens, le quadrilatèreABCD sera au

triangle AC D comme la pyramide ABCDM est
à la pyramide ABCM (prop. 18. 5); mais le
triangle ACD est au triangle ADE comme la
pyramide AC DM est à la pyramide ADEM:
donc la base ABCD sera à la hase ADE comme
la pyramide ABG DM est à la pyramide AD EM
( prop. 22 . 5) : donc en ajoutant les conséquens
aux antécédens , la hase ABG DE sera à la hase

ADE comme la pyramide ABCDEM est à la
pyramide ADEM. Par. la même raison , la’hase

FGHKL est à la base FKL comme la pyra-
mide FGHKLN est à la pyramide FKLN; et
puisque ces deux pyramides triangulaires ont la
même hauteur, la base ADE sera à la base FKL
comme la pyramide ADEM est à la pyramide

FKLN : donc puisque la base ABCDË est à h
"la base ADE comme la pyramide AB C-EM est
à la pyramide ADEM , et que la base ADB est
à la base FKL comme la pyramide ADEM est
à la pyramide FKLN , la base ABCDE sera à la
base FKL coMe la pyramide ABGDEM est
à la pyramide FKLN (prop. 22. 5); mais la
base FKL est à la base FGHKL comme la py-
ramide FKLN est à la pyramide FGHKLN :
donc la base ABCDE est à la base FGHKL
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comme la pyramide ABCDEM est.à la pyra-

mide FGHKLM. vDonc les pyramides qui ont la même hau-
teur et dont les bases sont des polygones sont
entr’elles comme leurs. hases; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITIONiVII.
THEORÊME.

.Tout ,risme triai: alaire eut se diviser en trois

a . Prainides triano’ulaires é ales enzr’elles.

R7 . bSoit-Aun’prisme dont la base soit. le triangle

ABG opposé au triangle DEF (fig. 210) : je
disque le prisme ABCDEF peut être partagé
en trois pyramides triangulaires égales entre
elles.

Menezlles droites BD , EC , CD. Puisque
la. figure ABED est un parallélogramme dont
BD est la diagonale , leltriangle ABD sera égal

au triangleIEDB (prop; I) : donc la pyra-
lmide qui a pour hase le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale à la pyramide qui

- a pour hase le triangle EDB et pour sommet le
ipoint C ( prop. 5.112); mais la pyramide qui a
ipour base le triangleEDB et pour sommet le
point C est égale à la pyramide qui a pour base
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le triangle EBC et pour sommet le point D,
car elles sont comprises dans les mêmes plans:
donc la pyramide qui a pour base le triangle
ABD et pour sommet le point C est égale à la
pyramide qui a pour base le triangle EBC et
pour sommet le point D. De plus , puisque la
figure FC RE est un parallélogramme qui a pour
diagonale la droite CE, le triangle EC F est égal

au triangle CBE ( prop. I ) : donc la pyra-
mide qui a pour base le triangle BEC et pour
sommet le point D est égale à la pyramide qui
a pour: hase le triangle EGF et pour sommet
le pointD (prop. 5. I I). Mais on a démontré que

la pyramide qui a pour base le triangle B C E et
pour sommet le point D, est égale à la pyra-
midevqui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C : donc la pyramide qui a pour
base le triangle C EF et pour sommet le point D
est égale à la pyramide qui a pour base le trian-

gle ABD et pour sommet le point C : donc le
prisme ABCDEF a été partagé en trois pyra-

mides triangulaires égales entr’elles. La pyra-

mide qui a pour hase le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale à la pyramide qui
a pour base le triangle CAB et pour sommet
le point D, car ces pyramides sont comprises
sous-les mêmes plans; mais on a démontré que a
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la pyramide qui a pour base le triangle ABD et
pour sommet le point C est la troisième partie
du prisme qui a pour base le triangle ABG op-
posé au triangle DEF : donc la pyramide quia
pour base le triangle ABG et pour sommet le
point D est la troisième partie d’un prisme qui
a la même base , savoir , le triangle ABG opposé

au triangle DEF; ce qu’il falloit démontrer.

c o a o L L A I n a.
Il suit manifestement de là que toute pyra-

mide est la troisième partie d’un prisme qui a
la même base et la même hauteur; car une des
bases du prisme étant une figure rectiligne quel-

I conque, la base opposée sera une figure égale
et semblable , et ce prisme pourra être divisé en

prismes qui auront des bases triangulaires et
dont les bases Opposées seront des triangles.

PROPOSITION. VIII.
THÉORÈME.

Les pyramides semblables qui ont des bases trian-
gulaires sont entr’elles en raison triplée de leurs
côtés homologues.

Soient deux pyramides semblables et sem-
lablement placées qui aient pour bases les

triangles ABG , DEF (fig. 2 I 1) et pouræsommets
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les points G, H : je dis que les pyramides ABCG,
DEFH sont entr’elles en raison triplée des côtés

BG, EF.
Achevez les parallélipipèdes BGML, EHQP.

Puisque la pyramide ABCG est semblable à la
pyramide DE FH , l’angle ABG sera égal à l’an-

gle DEF (défi 9. I 1) , l’angle GBC égalvàl’an-

gle HEF, l’angle ABG égal à l’angle DEH et

AB sera à DE comme BC est àrEF et comme
BG est à EH : donc, puisque AB est à DE
comme BC est à EF et que les côtés placés
autour d’angles égaux sont proportionnels , le.

parallélogramme BM sera semblable au paral-
lélogramme EQ. Par la même raison , le paral-
lélogramme EN sera semblable au parallélo-
gramme ER et le parallélogramme BK sembla-
ble au parallélogramme E0 : donc les trois pa-
rallélogrammes BM , KB , BN sont semblables
aux trois parallélogrammes EQ , E0 , EH; mais
les trois parallélogrammes MB , BK, BN sont
égaux et Semblables aux trois parallélogrammes

opposés et les trois parallélogrammes EQ, E O,

ER sont aussi égaux et semblables aux trois
parallélogrammes opposés (prop. 24. 1 1) : donc

les parallélipipèdes BGML , EHQP sont com-
pris dans des plans semblables et égaux en nom-
bre : donc le parallélipipède BGML est sem-
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blable au parallélipipède EHQP ’(déf. g. I I .

Mais les parallélipipèdes semblables sont entre
eux en raison triplée de leurs côtés homologues

(pr. 55. I I) : donc les parallélipipèdes BGMH ,
EHQP sont entr’eux en l raison triplée des
côtés homologues BG, EF; mais le paralléli-
pipède "BGML’est au parallélipipède EHQP

comme la pyramide ABCG est à la pyramide v
DEFO (prop. 15.5), car une pyramide est la
sixième partie d’un parallélipipède, puisqu’un

prisme triangulaire qui est la moitié d’un paral-
lélipipède est triple d’une pyramide : donc les

pyramides ABCG , DEFH sont entr’elles en
raison triplée des côtés BC , EF; gel qu’il falloit

démontrer. * I
COROLLAIRE.

De la il suit évidemment que les pyramides
semblables qui ont des polygones pour bases
sont entr’elles en raison triplée de leurs côtés

homologues; car ces pyramides peuvent être
divisées en pyramides triangulaires , puisque les
polygones semblables qui sont les bases de ces
pyramides peuvent être divisés en unmême
nombre de triangles semblables entr’eux et pro-
portionnels à ces polygones : donc une des pyra-
mides triangulaires contenue dans:la première
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pyramide. est à une autre..-des pyramides triangut-

lairescontenue dans’la seconde pyramide comme
lasommeude’ toutes les .pyinmides triangulaires
contenues dans la premièrecpy’ramide est si la
somme .Ide» :toutes. les pyramides triangulaires
contenues dans l’autre pyramide, c’estæàe-din’e

comme une des pyramides qui :a-pour base un
polygone est’à l’autre pyramide qui a aussi pour

base un polygone. Mais les pyramides .triangus-
laircsf semblables sont entr’elles’en maison. tri--
plée de leursrcôtés hemOIOgùes : donc fluesïpyrrae-

mides semblables qui antipour bases des tpoly-r
gonesisont entr’èlles en iraiSon tripléeidetleurs
côtésrhomologues. "v; - - a - 4 -’ -î a? du?!
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in. v.3.uvîqi 1’. x. v i l’Ill’i’ ’y’. du 4.’,"jiv’.13

Les, bases desrmnamzîdcs; égales au? ont (la: abats?

triangulaires; mut inénipraqaemqnt fièremen-
"engaina (1.411sz de. sa. .«.p9rremëdas est???

a pyramides .trfalzsulairewuëmaa??? lamentée.-
prqqalçamart. :RZ’HB?7ïli91?Zl.Gl-lfi9 à ;-.1.cara7. mateurs

.-. sont égalanumides-g:a;,, .. a ’ an niwnptl t
- t ’Sbièfi’t dans: pyramides9 égales qui! raie r îles

bases. assagîmes ABG ;Ë DEF (figumhyet dont
les sentinetsïsoidnt Ilès:poântsLG:â H :-’je*disâque

C c
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les bases des pyramides ABCG, DEFH sont réci-

proquement proportionnelles aux hauteurs de
ces pyramides , cËest-à-dire que la base ABG est

à: la base DEF comme la hauteur de la pyra- V
mideIDEFH est à la hauteur de la pyramide

ABC.G.. a .
: Achevez les parallélipipèdes BGML , EHQP.

Puisque la pyramide ABCG est égale à la py-
ramide DEFH , que le parallélipipède BGM L
est sextuple de la pyramide ABCG et que le
parallélipipède EHQP est aussi sextuple de la
pyramide DEF H , le parallélipipède BGML
sera:égal au parallélipipède EHQP (pr. I5. 5).
Mais les bases des parallélipipèdes égaux sont

réciproquement proportionnelles aux hauteurs
de ces parallélipipèdes (prop. 54. 1 1) : donc la
base BM est à la base EQ comme la hauteur du
parallélipipède EHQP est à la hauteur du pa-
rallélipipède BGML. Mais la base B M est à la

base EQ comme le triangle ABG est au triangle
DEF : donc le triangle est au triangle DEF
comme la hauteur du parallélipipède EHQP
est à la rhautéurtdu’ parallélipipède BGML. Mais

la hauteur du parallélipipède EHQ P est la
,même que-la hauteur de la pyramide DEFH,
.etla hauteur. du parallélipipède BGML est la
mêmequ la hauteur de la pyramide ABG G :
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donc la base ABC est à la base DEF comme
la hauteur de la pyramide DEFH est à la hauteur
de la pyramide ABCG : donc les bases des’py-Â

ramides ABCG, DE FH sont récipquuement
propertio’nnelles àleurs hauteurs. i

Si les bases des pyramides ABGG , DEFH
sont réciproquement proportionnelles à leurs
hauteurs, cÏest-àa-dire que si la base ABG est’à’

la base DEF comme la hauteur- ’de’la pyramide

DEFH est à la hauteur’de la pyramide ABCG :
je dis que la .pyrami’de’ABCG sera égale au

pyramide t 1.!Faites la même construction; Puisque la base
ABG est à lai-base DEF comme la hauteur de
la pyramide DEFH est à: l’a hauteur de la py-Ê

ramide ABCG et que la base ABG est à la base
DEF comme le parallélogramme BM est au
parallélogramme E Q , le parallélogramme B M

sera au parallélogramme EQ comme la hauteur
de la pyramide DEFH est à la hauteur de la
pyramide ABCG. Mais la hauteur de la pyra-i
mide DEFH est la même que la hauteur du
parallélipipède EHQP, et la hauteur de larpy-
ramide" ABG G est la même que la hauteur du
parallélipipède BGML -: donc lai base BMtest’

à la base EQ comme la hauteur du parallélipi-
pède EHQPées’t à la hauteur du parallélipipède

* a



                                                                     

" 494 É L É Man N s;
BGLML; mais les;parallélipipèdes qui ont leurs
basçfisflgéciproquemçut- proportionnellesà leurs

hauteurssont égauxehtr’euxt(pr. I 1.); donc
leurliïalïallzélizpilpède:BGML est égal au parallé- t

lipipède EHQB.-. Mais la. pyramide, ABCG est
la sixième’parüe du parallélipipède-BGML et

la ipyramide DE F figest aussi; la sixième partie
du; parallélipipède JE P .:î démo. .la pyramide

éfBCG est égale:à,lapyramideDEEH; . ’

; tDonc les;bases-îdespyramides.égales qui ont
des; bases .triangulairesîsont :I’éciproquement

proportionnelles aux hauteu’r’sitide’ ï ces; i pyrale

raides; étales, ippramidesz-triangulaires qui» ont
’ des [ba-ses; réciproquement? proportionnelles; à

leupsn’hautenrs :sQntE égales . entr’ellesx; v. cer’qu’il

faildtdémontrer, si : I ’s ! w ÎLH’ «ï:

V a a: , .:J 1, -.
v ."”Ï’ ."î: l ;’t I:;(*’:Z’:’I’ ’-

»,.v T :130. X!-.u ....:.4,.1. tram. . ., ...J’.n...v’) En. .TÜH E api; 4.1. .. .v .1.
u A. I. r Iy I I .v..a.’,,..u- n4;; 2. "A Un w: L! .1; au :A A I I v

AUn 00,118.
’nAI. ’

V salifièrent

langue baie sans? immenses; : ’
æ Quint)? cône aitla. mêmebase quiun; cylindre 2,:

sateir.,;: le cercle ABCD. fig. i2 1 5 yen une! hall-n
A teurlégale: je disquie ce!côneittesthlujtqÜiSiËme;

; ace cylindrera 1.5 mutin 5:21:35 «l .-
xYTsi le eflifiidaè inîéstpâsîeïtriplâ (lasagne nil;

est la..êrql’sièmapaniedan:
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sera plus grand que le triple en plus petit ;’ sup-
posons d’abord qu’il soit plus grand que le tri-

ple. Décrivez dans le cercle ABCD le quarré
jABCD; le quarré ABG D sera plus grand que la
moité du cercle ABG D. sur le quarré ABCD
élevez un prisme qui ait la même hauteur que

le cylindre; ce prisme sera plus grand que la
moitié du cylindre; parce que si l’on circons-
crit un quarré au. cercle ABCD, le quarré ins-
crit sera la moitié du quarré circonscrit; mais
les parallélipipèdes , c’est-à-dire lesvprismes

élevés sur ces bases ont la même hauteur :
donc ces prismes sont entr’eux comme leurs
bases : donc le prisme élevé sur le quarré ABCD

est la moitié du prisme élevé sur le quarré cir-

conscrit au cercle AB C D ; mais le cylindre est
plus petit que le prisme élevé sur le quarré cir-

conscrit au cercle ABG D : donc le prisme élevé
sur le quarré ÀBC D , qui a une hauteur égale à

celle du cylindre , est plus grand que la moitié
du cylindre. Partagez les arcs AB, B C, .C D, DA
en deux parties égalesiaux points” E , F, G , H ,
ét’menez les droites in, 133,311, FÇ , ce,

GD, DE, HA; chacun des triangles ’AEB ,
BFC , CG’D ,p DHA s’era plus grand que le demi-

segment du cercle où il est placé , comme nous
l’avons démontré plus haut (prop. a. 1 2 )’-, sur

7)
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l chacun de ces triangles élevons des prismes qui.

aient une hauteur égale à celle du cylindre ;
chacun de ces prismes sera plus grand que la
moitié du segment respectif du cylindre, parce
que si par les points E , F , G , H on mène des
parallèles aux droites AB, BG, CD, DA, et si
sur les droites, AB , B C , C D , DA et si entre ces
parallèles on construit des parallélogrammes sur
lesquels on élève des parallélipipèdes qui aient.

la même hauteur que le cylindre, les prismes
qui auront pour bases les triangles AEB, BF C ,
CGP, DHA seront les moitiés de chacun de
ces parallélipipèdes. Mais les segmens du cylin-
dre sont plus petits que ces parallélipipèdes :
donc les prismes qui ont pour bases les triangles
AEB, BFC, CGD, DHA sont plus grands que les,
moitiés des segmens respectifs du cylindre. Para-e

tageons les arcs restans en deux parties égales,
joignons leurs extrémités par des droites, sur
chacun de ces triangles élevons des prismes qui
aient la même hauteur que le cylindre, et com
tinuons de faire la même chose jusqu’à ce qu’il

reste certains segmens du cylindre qui soient
plus petits que l’excès du cylindre sur le triple

du cône ( prop. 1 . 10 Supposons que les seg-
mens restans du cylindre soient AE, EB , BF,
FC, CG, GD, DH, HA; il est évident que le
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prisme restant qui a pour base le (polygone
AEBFCGDH et qui a la même hauteur que le.
cylindre sera plus grand que le triple du cône;
mais le prisme qui a pour base le polygone
çAEBFCGDH et qui a la même hauteur que
le cylindre, est triple de la pyramide qui a pour
base le polygone AEB F C. G D H et qui a le-
même sommet que le cône ( prop. 7. 12) :
donc la pyramide qui a pour base le polygone
AEBFCGDI-I et qui a le même sommet que
le cône est plus grande que le cône qui a pour
base le cercle ABCD; mais au contraire la py-
ramide est plus petite , car le cône comprend la
pyramide; ce qui est impossible : donc le cylin-
dre n’est pas plus grand que le triple du cône.

Je dis à présent que le cylindre n’est pas plus

petit que le triple du cône; caris’il pouvoit arri-

ver que le cylindre fût moindre que le triple
du cône , le cône seroit plus grand que la troi-
sième partie du cylindre. Dans le cercle ABCD
décrivons le quarré ABG D; le quarré ABG D

sera plus grand que la moitié du cercle ABCD.
Sur- le quarré ABCD. élevez une pyramide qui
ait le même sommet que le cône, cette pyra-
mide sera plus grande que la moitié du cône;
parce que si nous circonscrivons un quarré au.
cercle ABCD , le quarré ABCD serala moitié.

4 .



                                                                     

4985. si: I; É M natter:
du quarré; circonscrit à ce cercle , ainsi aquernoust
Rayons démontré a; etisiÎ sur ces quarrés nous
élevons desÎ’parallélipipèdes’, c’estavà-adire des

prismes, celui qui sera élevé. surnlequarré ins-
crit dans le cerclelsera’la. moitié du prisme élevé

sur le quarré circonscrit, car ce’sparallélipipèdes

so’nt entr’eux comme leurs bases (prop.52. 1 I);

mais: leurs troisièmes parties sent aussi ventre
elles comme leurs bases z. donc la pyramide-
qui ’a pour base’lex quarré AB’CDIest la moitié

deëla pyramide qui a pour base le quarré cir-
conscrit au cercler Mais la pyramide élevée
surÏ i le quarré circonscrit au cercle est plus
grandevque le cône-peau elle lei-comprends:
donc’la pyramidequi a pour base le quarré
ABG D et qui aile même sommetque le cône
est plus grand-que la moitié du cône. Par-

. tageziles arcs A23 , BG, CD, DAO en deux par-
tiesîégales- aux pointsïE ,- F, G,eH-, et menez les-

droites AE, un, BF, FC, ce, GD,»DH,IHA.
Chacun des triangles ïAEB, BFC, -CG«D,IDHA
seià’ïplus grand que larmoitié du segment res-

peCtif. du cercle ABG Dl; sur chacun des trian-
gles AEB,’ BFC«,ICHD, DBA élevez des py-

ramides qui aient le même sommet que le cône;
chacune de ces pyramides sera plus grande que
laimoi’tié du segment respectif du cône: Par-
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rageonsles lancsîrestan’s I eux deux; apahtîesnégales ,

et joignons leurs extrémitéspardes droites; sur
chacun de; ces: triangles [élevons aune pyramide
qui ait le: même sommet que ’le . cône et (conti-

nuons de faire’la même chose-3’ il resteraienfin

certaines portions: devcône quiiserolit moindres
que l’excès du .cône sur la troisième partie du

cylindre ( prop. I . 10). Qu’on ait1 ces portions
restantes du cône .et qu’elles, soient celles qui

ont pour bases les segmens AE , EB , BF , ’
FC, CG, CD, DH, HA. La * pyramide res-
tante qui a pour base le polngne AEB FCGDH
et qui a le même sommet que le cône est plus
grande que la troisième partie du cylindre.
Mais lanpyramide qui a pour base le polygone

VAEBFCGDI-I et qui a le même sommet que
le cône , est la troisième partie du prisme qui
a pour base le polygone AEBFCGDI-I et qui
a la même hauteur que le cylindre-(ph 7. 12) :
donc le prisme qui a pour base lepolygone
AEBFCGDH et qui a la même hauteur que le
cylindre est plusgrand que le cylindre qui a
pour base le cercle ABCD; mais le prisme est
au contraire plus petitque le cylindre , .car le
cylindre comprend ce prisme; ce qui est impos-
sible 4: donc le cylindre n’est pas plus petit que
le triple du rcône; mais on a. démontré-qu’il
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n’estrpas plus grand que le triple : donc le cy-
lindre’ est le triple du cône et par conséquent
le cône est la troisième partie du cylindre.

Donc un cône est la troisième partie d’un
cylindre qui a la même base et une hauteur
égale; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI.
THÉORÈME;

Les cônes et les cylindras qui ont la même hauteur
sont entr’eux comme leurs bases.

Que les cônes et les cylindres dont les bases
sont les cercles ABCD , EFGH (fig. 214 ) ,

’ dont les axes sont les droites KL , MN , et dont
les diamètres des bases sont les droites AC, EG
aient la même hauteur : je dis que le cercle
ABCD sera au cercleEFGH comme le cône

AL est au cône EN. .Car si cela n’est point , le. cercle AB CD sera

au cercle EFGH comme le cône AL sera à un
solide quelconque plus petit ou plus grand que
le cône EN. Que le cercle ABG D soit d’abord

au cercle EFGH comme le cône AL est au
solide plus petit que le cône EN; que ce solide
soit , et que l’excès du cône EN sur le solide
Q soit égal au solide Z , le cône EN sera égal aux
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solides 0, Z. Dans le cercle EFGH décrivons le
quarré EFGH; ce quarré sera plus grand que la
moitié de ce cercle . Sur le quarré EFGH élevons

une pyramide qui ait la même hauteur que le
cône. Cette pyramide sera plus grande que la
moitié du cône ; car si nous décrivons un quarré

autour du cercle EFGH, et si sur ce quarré nous
élevons une pyramide qui ait la même hauteur
que le cône , la pyramide inscrite sera la moitiés

dp la pyramide circonscrite , parce que ces py-
ramides sont comme leurs bases (prop.6. 12);
mais le cône est plus petit que la pyramide cir-
conscrite : donc la pyramide quia pour basale
quarré EFGH et qui a le même sommet que le
cône est plus grande que la moitié du cône. Par-

tageons les arcs EF , FG, GH, HE en deux parties
égales aux points P , Q , R , S , et menons les
droites HP, PE, EQ, QF,FR, EG,,GS, 5H;
chacun des triangles H P E , E Q F, F R G , G S H
sera plus grand que la moitié du segment respec-

tif du cercle. Sur chacun des triangles HPE,
EQF, FRG, GSH élevons une pyramide qui ait
la même hauteur que le cône; chacune de ces
pyramides sera plus grande que la moitié duseg-
ment respectif du cône. Si donc nous partageons
en deux parties égales les arcs restans et si nous
joignons les extrémités de ces arcs par des
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droites 5. et . si sur chacun des triangles : nous
élevons des, pyramides qui aient la mêmethauæ

teurque le cône, et si nous continuons defaire
la même chose , il restera enfin certains seg-
meus, du cône qui seront plus petits que le
solide Z ( pr. 1 . Io). Supposons que l’on ait ces
segmens et que ces segmens soient ceux qui ont
pour bases les segmens circulaires HP, PE, EQ ,
QF, FR, BG, G.S,I SH. La pyramide restante
qui a pour base le polygone HP E Q F KG S et qui
a la même hauteurque le cône sera plus grande
que le solide O. Dans le cercle ABCD décrivons

un polygone DTAVBXCY qui soit semblable
au polygone H P. E QF R G S et t semblablement
placé. a, et sur le polygone DTAVBXC Y élevons

une pyramide qui ait la même hauteur que le
cône AL. Puisque le quarré de AC est au quarré

de E G comme le polygone DTAVBXCY est au
polygone HPEQFRGS (pr. 20. 6 , pr. I. I 2) , et
que le quarré de AC est au quarré de EG comme

le cercleABGD est au cercle EFGH (pr. 2. m) ,
le cercle AB C D sera au cercle EïF G H comme
le: polygone D T A-V B X C Y ’eSt au polygone

HPEQFBGS (prop. r1. 5 ).- Mais par suppo-
sition le cercle ABCD est au Cercle EFGH
Comme le cône AL est au solide O, et. le poly-- v
gone DTAVBXC’Y est au polygone HPEQFRGS
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comme la pyramide qui a pourcbaS’e’PIË-tp’olygone

DTAVBXGY et pour sommet île I point IL est; à’ l’a

pyramide qui apour base le polygone-HPEQ’FGS
et pour sommet le point’N (prop.’6; r2.) adonc

le cône AL lest au solideiO comme la pyramide

qui a pour base le polygone-DTAVB et
pour sommet-le point L est àïila pyramide qui
a pour base le polygone HPEQtFtltGSlét pour
sommet le pointN : donc-l en échangeant-les
plans des moyens," le cône AL ses la pyra-
mide qui lui . estvinsmtite 4 comme le solide ï 0
est à la pyramide inscritegdan’s t-leïucôrie’iENè

Mais le cône-AL est plus grandiqueV-la’ pyr’afi

mide qui lui est inscrite : donc le’ solidewO est
plus grand que la pyramide qui eSt- inscrite dans
le cône-EN; mais le solide O Ëestau’»contraire

plus petit que la pyramide inscrite dans ledô’ne
EN , ce qui est une absurdité adonc leïcer’clè

ABCD N’est point au cercle EFlGHi comme le
côneïAL est à tin-solide qù-elCanuteVplus petit
que le cône- ENÏ. 10n démontreratsemblfiblë’â’

ment-que le cercle-EFÏG’Hïh’est’point au cet1

cle ABCD comme le cônelENëst à sdlidë
quelconque1plus jactithueïlle côneïAL-r’ ’ ’ t l

’ Je. dislà présent que leïcerb’le" ABCDifi’lest point

au cercleEFGHœommé-lë’ëôiieïïÀ;Liestsà les

solide! quelconque plus ” grand que? lë’icô’n’e "EN.
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Supposons que cela soit-possible et que le ceru
cle G D. Soit au cercle E F G H comme le
cône AL est à un solide plus grand que le cône
EN et que ce solide soit 0. Mettons les con-Ë
séquens à la place des antécédens et les antécé-

dens àla place des conséquens , le cercle EFGH

sera au cercle ABG D comme le solide 0 est au
cône AL. Mais le solide 0» est au cône AL
comme le cône EN est à un solide quelcou--
que plus petit que le cône AL a donc le cercle
EFGH est au cercle ABCD comme le cône

’EN est à un solide plus petit que le cône AL;
ce que nous avons démontré impossible : donc
le cercle ABCD n’est point au cercle EFGH
comme le cône AL eSt à un solide quelconque
plus grand que le cône EN. Mais on a démon--
tré que le cercle ABCD n’est point au cercle
EFGH comme le cône AL est à un solide plus.
petit que le cône EN : donc le cercle ABCD
est au cercle EFGH comme le cône AL est
anche EN. Mais un cône est à un cône comme
un cylindre est à un cylindre , car un cylindre
ÇSthe triple d’un’cône (prop. 10. 1:2) : donc

les cerclesABCD , EFGH sont entr’eux- comme

les cylindres qui ont ces cercles pour bases et
ont. des hauteurs égales à celles des cônes.
2.-.Donc lescônes et les cylindres.un ont la.

k
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même hauteur sont entr’eux comme leurs’hases;

ce qu’il falloit démontrer. -
p n o p o s i T IIOpNÂËXZIÏIÉ.’

musonsnmt
l q . , , L . I . . .bLes cônes et cylindres semblables sont entr’em;

en raison triplée des diamètres deileursibçzses. p

Que les cônes et les cylindres qui ont peur
bases les Cercles-ABCD, EFGH (fig. 215),
pour diamètres de leurs bases les droites BD,
FH et-pour axes les-droites. KL, MN soient
semblables entr’eux : je dis que le cône qui a
pour base le cercle ABCD et pour Sommet le
point L , est au cône qui a pour base le cercle
EFGH et pour sommet le point N en raison

triplée de BD à FH. , A
Car si le cône ABCDL n’est point au cône

EFGHN en raison triplée du -,diamètre BD au
diamètre FH , le cône ABCDL. sera à un solide

quelconque plus grand ou plus petit ,un a le
cône EFGHN en raison triplée. du diamètre
BD au diamètre. FH. pSupposons d’abord que
le cône ABCDL soit à un solide O plus petit. que

le cône EFGHN en raison triplée du diamètre

AD au diamètre FH; dans le cercle EFGH
décrivons le quarré E’F GH; lequarré EFGH
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serasplusrpetirique l’a-moitié du1cereleaE FGH;

Ensuite sur le quarréEFGHéleveàlsurre pyra-

mide quillait, lawméme hauteur que le cône;
cette pyrdniide ’âérh fplus grande! que la moitié

du cône. Partagez;les;arcs;E:F-,sFG, GH, HE
cette??? Parentale aux Points P, .92 Basa
(armeriez les; dressent); Pr, F Q, Q G’,**”GR,

xil:liàlcïuri ides" triangles N’Ei’PF,
FïQ Gy GIRAHYfiÏHiSE seraue’plusngrand que la

moitié duj segment frespiàctifdu: îce’rcle EFG

Surïchacun de ces trianglesïélevezsdes. pyra-

mides qui" aient lemme sommet que. le cône;
chacune" îi’e cèsipyran’iides sera plus grande. que

et moitié duisegment respectifidu cône. Si nous
partageoiisïvlèsnares: restans en . deux parties
égales fioüs’ijqignons lesuextrémités de ces

arcs par des droites et si nous élevonslsur’âelia-

êühklë’cesltriimglès (les pyramides qui. aient le

même sommetvqu’e le (lône etnsirnoUseonti-
niions Hierïairenld même chose’lfiil ïrestera enfin

certains-segmens del’côiie qui iserontlplus petits
qüé l’excès rdu’rïcône en? G HsN sur le solide o

(prop." I i’ 150 )’;*Supp’oso’ns que ’l’on’ tait. cessègi-

fn’éhs figue? ides segmens soient iceuxr’qui’li’sonit

élevés étisies segmens circulairrlsi ËP ,L’PrF 5513 v’,

Q G pGŒ-ÇRH ,I ES; S Eï, la ï pyramide Ires’ta’n te

quiÎ à? ’ lbàSeïï le polygone l E REG); Gril-ES; èt
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pour sommet le point N sera plus grande que
le solide 0; dans le cercle ABCD décrivez tin
polygone ATBVCXDY qui soit semblable au
polygone EPFQGRHS et semblablement placé.
sur le polygone ATBVCXDY élevez une py- K
ramide qui ait le même sommet que le cône;
que LBT soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
ATBVCXDY et dont le sommet est le point L ,
que NFP soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
EPFQGRHS et dont le sommet est le point
N, et enfin menez les droites KT, MP. Puis-
que le cône ABCDL est semblable au cône
EFGHN, la droite BD sera à la droite FH
comme l’axe KL est àl’axe MN (défi 24. I I);

mais BD est à FH comme BK est à FM": dcnc
BK est à FM comme KL est à MN : donc en
échangeant les plans des moyens, B K sera à KL

comme FM est à MN. Mais les angles BIÇL,
FMN sont égaux parce qu’ils sont droits , et ces

angles égaux sont compris par des côtés proper-

tionnels z donc le triangle B KL est semblable au
triangle FMN (prOp. 6. 6). De plus , puiSque
la droite BK est à la droite KT comme la droite
F M est à la droite MP et que ces droites com-
prennent les angles égaux BKT, FMP , car la

’ D’d
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portion-des quatre angles, droits placés au cona-
tre H que comprend l’angle BKT est la mêmer
portion des quatre angles droits placés au een-
tre M que comprend l’angle FMP : donc puisa
que les côtés qui comprennent les angles égaux

BKC, FMP sontproportionnels, le triangle
BKT est semblable au triangle FM P (prop. 6. 6).
De plus, puisqu’on a démontré que BK est à

KL comme FM est à MN, et à cause que BK
est égal à KT et FM égal à MP, la droite KT
sera à la droite KL comme P M est à MN. Mais
les côtés qui comprennent les angles droits
TKL , PMN sont proportionnels : donc le i
triangle. LKT est semblable au triangle N MP.
Mais à cause de la similitude des triangles
BKL, FMN la droite LB est à la droite BK
commela droite NF est à’la droite FM , et
à cause de la similitude des triangles BKT,
FMP la droite KB est à la droite BT comme i
la droite MF est à la droite FP: donc la droite
LB est à la droite BT comme la droite N F est à
la droite FP (prop. 22. 5). De plus , à cause
de la similitude des triangles LTK, NPM la
droite LT est à la droite TK comme la droite
NP est à la droite PM , et à cause de la simi-
litude des triangles KBT , PMF la droite KT
est à la droite TB comme la droite MP est à la
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droite PF : donc la droite LT sera à la-vdroite
TB comme la droite NP est à la droite PF. Mais
on a démontré que TB est à BL comme PF est

à FN : donc TL est àLB comme PN est àNF:
donc les côtés des triangles LTB , N PF sont
proportionnels : donc les triangles LTB, NPF
sont équiangles et par conséquent semblables
tentr’eux (prop. 5. 6) : donc la pyramide qui a
pour base le triangle BKT et pour sommet le
point L est semblable à la pyramide a pour
base le triangle F MP et pour sommet le point N
(défi 9. I 1); car ces deux pyramides sont com-
prises »sous des plans semblables et égaux en
nombre; mais les pyramides semblables qui ont
des bases triangulaires sont entr’elles en raison
triplée de leurs côtés homologues (prop. 8. 12):

donc les pyramides B KT L , F M P N sont entre
elles en raison triplée des droites BK, FM. Si.
nous menons des droites des points A, Y, D,
X, C, Van point Ket des points E, S, H, B,
G, Q au point M, et si sur les triangles que ces
droites forment avec les côtés des polygones»
inscrits nous élevons des pyramides qui aient
les mêmes sommets que le cône, nous démon-

trcrOns semblablement que chaque pyramide
du polygone ATBVCXDY est à chaque pyra-
mide du polygone EPFQGRHS en raison triplée

Ja
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- du côté BKrau côté homologue FM, c’est-àhdire

du diamètre B D au diamètre F H. Mais un seul
des antécédens est à un seul des conséquens
comme tous les antécédens sont à tous les con-

. séquens (prop. I 2.- 5) : donc la pyramide BKTL
est à lai-pyramide FMPN comme la pyramide
totale qui a pour base le polygone ATBVCXDY
et pour sommet le point L est à la pyramide totale
qui a pour base le polygone EPFQGRHS et
pour sommet le pointN : donc la pyramide qui a
pourbaselepolygoneATBVXDYetponrsommet
le point L est à la pyramide qui a pour base le

A ’pdlygone EPFQGBHS en raison triplée du dia-

mètre BD au diamètre FH. Mais on a supposé

que le cône qui a pour base le cercle ABCD
et pour. sommet le point L est. au solide 0 en
raison triplée de BD à FH : donc le cône qui
a pour base le cercle ABCD et pour sommet
le point L est au solide 0 comme la pyramide
qui a pour base «le polygone ATBVCXDYet
pour sommet le point L est à la pyramide qui
a pour base le polygone EPFQGRHS et pour
sommet le. point N : donc, en échangeant les
places des moyens (prop. 16. 5), le cône qui
a. pour base le cercle ABCD et pour sommet
le point L est. à la pyramide qui a pour base le
polygone ATBVC XDY et pour sommet le
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point N comme le solide 0. est à lapyramide
qui a pour base le polygone EPF’QGRH-S et.
pour sommet le. point N. I Mais le cône qui a
pour base le cercle ABCD-et pour sommet le,
point L est plus grand que la pyramide ins-.
crite; car-le cône la comprend ; donc le solideO
est plus grand que la pyramide qui a pour base’
le polygone E PFQGRHS- et pour sommet le
point IN; mais au contraire ce solide est plus

* petit que cette pyramide; ce qui est impossible :,
donc le cône qui a pour base le cercle ABCD
et pour sommet le point L n’est point. à un
solide quelconque plus petitque le cône qui
a pour base le cercle EFGH et pour sommet
le point N en raison triplée de BD à FH.
Nous démontrerons semblablement que le cône
EFGHN n’est point à un solide quelconque
plus petit que le cône ABG DL en raison triplée,

de FH à B D. Je dis enfin que le cône ABCDH
n’est point à un solide quelconque plus grand
que le cône EFGHN en raison triplée de BD
à FH; car s’il peut arriver que le cône AB C D L

soit à un solide O. plus grand que le cône
EFGHN en raison triplée de BD à FH,enl

l mettant les conséquens, à la place, des anté-
cédens et les antécédens à la place ces consé-

quens , le solide 0 sera au COI-le AB C DL
5



                                                                     

4’22 É L É N s’
en raison triplée de FH à BD. Mais le solide-0
est aucône’ AB’C’DLcomme le cône EFGHN

est à un solide plus petit que le cône ABCDL:
donc les côneEFGHN est à un solide quel--
conque plus-petit que le cône ABG DL en rai-
SOn triplée de FH à BD , ce qui a été démontré

impossible : donc le cônepABC DL n’est point

à un solide quelconque phis grand que le cône
EFGHN en raison triplée-de BD à FH. Mais
on a démontré que le cône ABG DL n’est point

à un solide quelconque plus petit que le cône
EFGHN en raison triplée de BD à FH : donc
le cône ABCDL est au cône EFGHN en
raison triplée de BD à FH; mais un cône est à

un autre cône comme un cylindre est à un
autre cylindre; car un cylindre qui a la même
base qu’un cône et une hauteur égale est triple
de ce Cône , puisqu’on a démontré qu’un cône

est la troisième partie du cylindre qui a la
même base et une hauteur égale (prop. 1 1 . la):
donc ces cylindres semblables sont entr’eux en-
raison triplée des droites BD, FH.

Donc les cônes et les cylindres semblables
sont entr’eux en raison triplée des diamètres des p
battes; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION le
THÉORÈME. et: :,.,v:;-;

Si un cylindre est coupé par. plait patouilla
aux plans opposés, l’un Ide ces cylindres son;

a à l’autre cylindre comme Basée du. premier. est

drame dusecond. l il A I
Que le cylindre AD (fig. 2 16) soit, coupé par

un plan G’H parallèle J aux plans Opposés AB,

CD , et que Ce plan rencontre l’axe EEy au point

K :je dis que le cylindre BG est au cylindre
GD, comme l’axe EK-estàl’axe KFuilnwv 7 .

Prolongez de part et d’autre l’axe; EEgers
les points L ,iM , et prene’zïautant de droitesîqufe

vous voudrez EN, NLég’al’es.cliacuntà’àzliiitiè

; prenez? aussi autant à de" droites que vous
vendrez F0, 0M égales chacune..à l’axe En 1S5

par les points L , N V, O ,2M:conduisez Adeslplaus

parallèles- aux plans. AE;,CD, etdans les plans
quipassent par les points .L., N, 0.,nlM1eÎt
auteure des centres L, Ne, O, 4M imaginez-des
cercles PQ, R5, TV, XY égaux aux ceïtzles
AB, CD; imaginez ensuite «les cylindres Qïfiï,

BB , DT, TY. Puisque les axes LaN ,vgN-E,
EK sont égaux entr’eux, les cylindres QB,
RB , BG seront entr’eux comm’etleurs. bases

4
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(prop. tr. 12.); mais les bases sont égales. :donc
les cylindres Qlï,’ RB, BG sontégaux entre
eux. Puisque les axes EN, NE ,.E K sont, égaux
entr’eux , que lescylindres QB, RB , BG sont
aussi égaux l’entr’eux ’et que le nombre des

’ axes L’N","NF, EKl’est égal au nombre des

cylindreanR, RB [BG, l’axe KAL sera mul-
tiple de l’axe EK autant de ’fois que le cy-
lindreiQGn est multiple, du cylindrelGB. Par la
mêmetraison , l’axe M-K’est multiple de. l’axe

wKinautant’ de foisique: le cylindre Y G est mul-
tipleiïdu.cyliudreliGD.»gSi l’axe KL est égal

a l’axe , ile cylindretQG sera égaltau-cylin-
dnyeïçlersi-l’axe! K1; est plus grand que l’axe

nargué... cylindre QG sera, plus grand que le
cylindre GY», etrsi’l’axe’ KL est plus-petit que

êl’axe’KLM, levéylilidrerG sera pins: petit que

lè’tcylindtie GiY.’ ou a donc quatre- quantités,

«analogues axeleKg’ÎKF et les cylindresB G,
Grill); etl l’on: a pris desï équimultipl’es. ide el’ axe

EK’ÎfiLei,’du cylindrezB’G; isavoir", l’axe;K-L; et le

cylindre QG; on a’ pris aussi des .e’quimultiples

de tl’a’xevKFI et du cylindre GD, saVOir, l’axe .

ettle cylindre GY; on a démOntré aussi
que si: l’axe KL surpasse l’axe. KM», le cylin-

diïefQ G’ surpassera le cylindre GY , que si l’axe

K11. est-égal à l’axe KM, le cylindreQG sera
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égal au cylindre GY, et que si l’axe 1K1; est plus.

petit que l’axe KM, le cylindre KM Sera plus
petit que le cylindre GY : donc l’axe’EK est à

l’axe KF comme le cylindre BG est aueyllndre
GD défi 4. 5 ); ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XIV.
THÉORÈME.”

Les cônes et les cylindres qui ont des bases égales
sont entr’euæ comme leurs hauteurs.

Que les cylindres FD, EB (fig. 217) aient
des bases égales AE; CD : je dis que le cyliu-
dre EB est au cylindre FD comme l’aile GH
est à l’axe KL. A

Prolongez l’axe KL vers le point N, faites
LN égal à l’axe GH’ et "autour de l’axe LN ima-

ginez le cylindre C M. Puisque les cylindres
EB, CM ont la même hauteur, ces cylindres
sont entr’eux comme leurs bases (prop. I I . 142);

mais leurs bases sont égales : donc les cylindres
EB , CM seront égaux entr’eux. Mais puisque

le cylindre FMest coupé par le plan CD pa-f-
rallèle aux plans opposés, le cylindre CM sera
au cylindre E D comme l’axe’LN .està l’axe KL.

Mais le cylindre C M est égal au cylindre EB et
l’axe LN égal à l’axe GH.: donc lecylindre EB
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est au cylindre F D comme l7 axe GH est à l’axe

KL (prop. 15. I2); maistle cylindre EB, est
au cylindre FD comme le Cône. ABG est au
cône C’D’Kycar les Cylindres sont triples des

cônes (prop. Io. r2): donc l’axe GHesthà l’axe-

KL comme le cône ABG est au cône CDK et
comme le cylindre EB est au cylindre F D; ce
qu’il falloit démontrer.

P-ROPOSITIONqXV.
THÉORÈME.

Lesqbases des cônes ou des cylindres égaux sont

réciproquement proportionnelles aux. hauteurs
de cônes de ces cylindres ,- et lorsque les bases
des cônes ou des cylindres sont réciproquement

proportionnelles aux hauteurs , les cônes ou les
cylindres sont égaux entr’euæ.

î Que les cônes et les cylindres dont les bases

sont les cercles ABCD; EFGH-(fig. 218),
dont les diamètres des bases sont les droites
AC, EG et dont les axes sont les droites KL,
MN qui sont en même tems les hauteurs des
cônes. et des Cylindres soient ëgaux entr’eux;

achevezllesq cylindres A0 , EP : je dis que les
îbas’es’ de ces cylindres A0 , EP sont réoipro-

Iquem’ent-proportionnelles aux’ hauteurs; c’est-
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à-dire que la base ABCD est à la base EFGH
comme la hauteur MN est à la hauteur KL. I

La hauteur KL est égale à la hauteur MN
où elle lui est inégale ; qu’elle lui soit d’abord

égale. Puisque le cylindre A0 est égal au cylin-

dre EP et que les cônes ou les cylindres qui
ont la même hauteur sont entr’eux comme leurs

bases (prop. I I . 12) , la base ABCD sera égale
à la base EFGH : donc les bases sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs , c’est-
à-dire que ABCD est à EFGH’comme la hau-
teur M N est à la hauteur KL. Supposons à pré-

sent que la hauteur KL ne soit pointégale à la
hauteur M N et que la hauteur MN soit la plus
grande. De la hauteur MN retranchez la droite
QM égale à la droite KL et. par le point Q
coupez le cylindre EP par le plan STV pa-
rallèle aux cercles opposés EFGH, RPX , et
imaginez un cylindre ES dont la base soit le
cercle EFGH et la hauteur l’axe QM. Puisque
par supposition le cylindre A O est égal au cy-
lindre EP et que ES est un antre cylindre, le
cylindre A0 sera au cylindre ES comme le cy- m
lindre EP est au cylindre ES (prop. 7. 5). Mais
le cylindre A0 est au cylindre ES comme la base
ABCD est à la base EFGH (prop. I I. 12) , car
les cylindres A0, ES ont la même hauteur;
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maisle cylindre EP est au cylindre ES comme la
hauteur M N est à la hauteur MQ ( prop; 1 5. la),
:car le cylindre EP est coupé par le plan TV5
.parallèle’aux plans opposés ; mais la hase ABCD

est à.la baseiEFGH comme la hauteur MN est
à la hauteur MQ, et la hauteur MQ estégale’

tallalhauteur KL’ :V donc la hase ABCD est à la

.base EFGH comme-la hauteur MN est à la
hauteur KL : donc les bases des cylindres A0, V
EP sont’réciproquement proportionnelles aux

hauteurs de ces cylindres. . l
A présent que les bases des cylindres A0,

EP soient réciproquement proportionnelles aux
hauteursde ces cylindres , c’est-à-dire que la
basteABlfiD’ .soit àla hase EFGH comme la

hauteur MN està la hauteur KL : je dis que
le cylindre A0, est égal au cylindre EF..
, Faites la même construction. Puisque la base
ABCD est à la base EFGH comme la hauteur
MN; est à la «hauteur. KL. et puisque la hauteur
KL. estégale. à lashauteur MQ , la base ABCD
sera à la hase EFGH comme la hauteur MN est
à lahauteur mais la base ABCD est à la
,haseEF comme lecylindre A04est au cy-
talindre’ ES (prop. Il. 12), car ils ontla même»

chanteur , et lahauteur’MN est à la hauteur
comme le cylindre EP est au cylindre E S
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(prop. 15. 12) : donc le cylindre A0 est au
cylindre ES. comme le cylindre EP est au cy-
lindre E S : donc le cylindre A0 est égal au cy-
lindre ,E P (prop. 9. 5) : la démonstratiOn sera
la même pour les cônes;.ce qu”il falloit démon-

trer.
PROPOSITION ,XVI.

PROBLÈME.
Deux cercles concentriques étantdonnés , décrire

dans le plus. grand un polygone dont les côtés

soient égaux et pairs en nombre et qui ne tou-
che point le plus petit cercle.

Soient les deux cercles ABCD, EFG-H
(fig. 219) ayant le même centre K à il faut
dans le plus grand cercle ABCD décrire un
polygone dont les côtés soient égaux et pairs
en nombre et’qui ne touche point le plus petit

cercle EFGH..
Par le centre K menez la droite BD; par le

point G menez la dioite AG perpendiculaire
sur BD et prolongez cette droite vers le point
C. La droite AC touchera le cercle EFGH
(prop. 16. 5)..Partagez la demi-circonférence
BAD en deuxtparties’ égales et sa moitié en
deux parties égales, et ainsi de suite jusqu’à
ce qu’il reste un arc. plus peut que l’arc AD
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(prop. 1 . le). Qu’on ait cet arc et que cet arc
soit LD’;vpar le point L conduisez sur BD la
perpendiculaire LM; prolongez cette perpen- ’
diculaire vers le point N et menez les droites
LD, DN ; la droite LD sera égale à la droite
DN; et puisque la droite LN est parallèle à la
droite AC et. que la droite AC touche le cercle
EF GH , la droite LN ne touchera point le cer-
cle EFGH, à plus forte raison les droites LD,
DN ne toucheront point ce même. cercle : donc
si l’on applique à la circonférence ABCD, à

la suite les unes des autres , des droites égales
. à la droite LD ( pr0p. I. , on décrira un

polygone dont les côtés Seront égaux et pairs

en nombre et qui ne touchera point le cercle
E F G H ; ce qu’il falloit. faire.

PROPOSITION XVII.
p no a L i: M x.

Deux sphères concentriques étant données, dé-

crire dans la plus grande un polyèdre qui ne
touche point la surface de la plus petite.

Imaginez deux sphères qui aient le même
centre A (fig. 220) : il faut dans la plus grande
sphère décrire un polyèdre qui ne touche point

la surface de la plus petite. A
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., Faites passer.un plan quelconque par le centre

de ces sphères , les sections seront des-cercles ,
parce qu’ une sphère étant engendrée par un

demi-cercle qui tourne autour de son diamètre ’
immobile ( défi I4. 1 I ) , dans quelque position
que nous concevions ce demi-cercle , le plan a
prolongé de ce demi-cercle produira nécessai-

rement une circonférence de cercle sur la sur-
face de la sphère; etil est évident que cette
circonférence sera celle. d’un grand cercle ,
parce que le diamètre de la sphère, qui. est aussi

celui du demi-cercle, est la plus grande de
toutes les droites menées dans le cercle Ou
dans la sphèret(prop. 15. 5 Supposonslen
conséquence que BCDE soit un cercle de la
plus grande sphère et que FGH soit un cercle
de la plus petite; menez leurs diamètres BD,
CE de manière qu’ils soient perpendiculaires
l’un sur l’autre. Les” deux cercles BC D E ,

FGH ayant le même centre ,(décrivez dans le
plus grand BC DE un polygone dont les côtés
soient égaux et pairs en nombre et qui ne touche

point le plus petit cercle FGH ( prop. 16. I2);
que les côtés de ce polygone qui sont dans le
quart de cercle BE soientBK, KL5LLM, ME;
menez la droite KA que vous prolongerez vers
N; au point A et sur le plan du cercle BCDE
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élevez la perpendiculaire AOqui rencontre la

I surface de la sphère au point O , et par la droite
A0 et par chacune des droites BD, KN con-
duisez deux plans qui, d’après ce que nous
avons dit, produiront deux grands cercles dans
la surface de la sphère. Supposons qu’on ait

ces deux grands cercles et que BOD, KON
en soient les moitiés , et que B D , KN en soient
les diamètres. Puisque la droite 0A est perpen-
diculaire sur le plan du cercle BC DE, tous les
plans qui passeront par cette droite A0 seront
perpendiculaires sur le plan du cercle BCDE
(prop. 18. 1 I) : donc les demi-cercles BOD,
KON sont perpendiculaires sur ce même plan;
et puisque les demi-cercles BED, BOD , KON
sont égaux, car leurs diamètres EC , BD, KN
sont égaux entr’eux , les quarts de leurs circon-
férences BE , BO , K0 seront égaux entr’eux:

doucies quarts de cercle B0, K0 contien-
4 (iront chacun autant de côtés du polygone ins-

crit que le quart de cercle BEY, et les côtés
contenus dans les quarts de cercles B0, K0
seront égaux aux côtés B K , KL , LM , ME ,
chacun à chacun. Menez les côtés BP, PQ,

0R, R0, KS, ST, TV, V0 et conduisez les
droites SP, TQ , VIi , et des points P, S abais-

’ sez des perpendiculaires sur le plan du cercle
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BCDE; ces perpendiculaires tomberont dans
les communes sections B D , K N des plans
des demi-cercles BCD, KON (prop. 58; 1 I) ,
puisque ces plans sont perpendiculaires sur
le, plan du cercle. BCDE , par construction ;
que ces perpendiculaires tombent donc sur ces
communes sections et que ces perpendiculaires
soient PX, SY et menez la droite XY. Puis-
qu’on a pris les arcs égaux BP, KS dans les

, demi-circonférences égales BOD , KION et
qu’on a mené les perpendiculaires PX, SY., la

droite P X. sera égale à la droite SY et la droite

BX égale à lal droite KY. Mais la droite totale

BA est égale à la droite totale RA: donc la
droite restante XA est égale à la droite restante

YA: donc BX est à XA comme KY està YA:
donc la droite XY est parallèle à la droite KB

( prop. 2. et puisque chacune des droites
PX , SY est perpendiculaire sur le plan du
cercle BCDE , la droite PX sera parallèle à la
droite SY (prop. 6. I 1); mais on a démontré
que ces droites sont égales: donc les droites
YX , SP sont égales et parallèles (pr. 55. 1-1);
et puisque la droite Y X. est parallèle à la droite
SP et à la droite KB , la droite SP sera parallèle
à la droite KB ( prop. 9. I I) ; mais ces droites

E e
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sont jointes par les droites BP, K’S : donc le
quadrilatère KBIPS est dans un seul plan, car
si deux droites sont parallèles et si dans cha-
cune de ces droites on prend des points quel-
conques, les droites qui joignent ces points
sont dans le même plan que ces parallèles
(prop. 7. I I Par la même raison l’un et
l’autre des quadrilatères SPQT, T QRV sont

dans un seul plan; mais le triangle VRO est
aussi dans un seul plan (prop. 2. 1 1) : donc si
despoints P, S, Q, T, R , V on conçoit des.
droites menées au point A , on aura construit
entre les arcs B0, K0 un certain polyèdre
composé des pyramides dont les hases seront
les quadrilatères KBPS , SPQT, TQRV, et le
triangle" VRO et dont le sommet commun sera
le point A. Si sur" chacun des côtés KL , LM,

ME nous faisons la même construction que
nous avons faites sur le côté KB, si nous faisons

ensuite la. même chose dans les autres quarts
i de cercle et dans l’autre hémisphère , nous au-

rons inscrit dans la sphère Un certain polyèdre
qui sera composé des pyramides dont les bases
sont les quadrilatères KBPS, SPQT, TQRV et
le triangle VRO , et les quadrilatères et les trian-
gles correspondans à ces quadrilatères et à ce
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triangle et dont le sommet commun sera le

point A. - i tJe dis à présent que ce polyèdre ne touche
point la Surface de la petite sphère dans laquelle
est le cercle FGH. Du point A menez la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatère
KBPS (prop. 1 I . 1 I) ,1 que cette perpendicuf
laire rencontre ce plan au point Z et menez les
droites BZ, ZK. Puisque AZ est perpendicua
laire sur le plan du quadrilatère KBPS , elle
sera perpendiculaire sur toutes les droites. qui la
rencontrent et qui sont dans ce plan (déf. 5 . 1 I):
donc AZ estperpendiculaîre sur l’une et,l’autre

des droites BZ , ZK; mais puisque AB est égal
à AK , le quarré de AB sera égal au quarré de

AK; mais les quarrés des droites AZ , Z B sont
égaux au quarré de A3 ( prop. 47 . 1) , car l’angle

en Z est droit par construction , et les quarrés
de AZ , ZK sont égaux au quarré de AK à donc

les quarrés des droites AZ , ZB sont égaux aux.

quarrés des droites AZ, ZKk Retranchant le
quarré de AZ est commun, le quapré de BZ
sera égal au quarré de ZK : donc la droite BZ
est égale à la droite ZK. On démontrera sem-
blablement que les droites menées du point Z
aux points P ,. S sont égales chacune à l’une et -
à l’autre des droites BZ, ZK : donc le cercle

a
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décrit du centre Z. et ayec un intervalle égal à

une des droitesZB , ZK passera aussi par les
points P ,. SA: donc le. quadrilatère :KBPS sera
inscrit dans un Cercle; etlpuisque la droiteKB
est plus grande que la droite Y:X’ et que la
droite YX estégale à la droite: ’SP , la droite

KB- sera plus grandezque la droite SP. Mais la
droite KB eSt égale à l’une et à l’autre des

droites K5, BP : donc l’une et l’autre des droites

.IÇS, BP sont plusgrandes que ladroite SP.
Puisque le quadrilatère KBPS est décrit dans
un cercle et queles droites K13, BP, KS sont
égales ,- que la droite P8 est plus petite et que
la droite BZest menéèçdu centre du cercle, le

l quarré de KB,’ serai, plus grand que le double du
quarré de BZ’. Du,point K menez la droiteXA’

perpendiculaire surÏBD. Puisque la droite BD
,cstiplus petite que le double cleIDA’ et que DB
restât DA’ comme le rectangle compris sous-DE,

BA’est au rectangle compris sous DA’, A’B

((prop. .t.6) , si l’on décrit un quarré surBA’

ctisi sur A’D on complète le parallélogramme
compris sousA’D, A’ B, le rectangle compris sous

.DB, BA’ sera pluspetit que’le double decelui qui

est, .comp’ris sous D Ah, A-’ B. Menez la. droite

3D,. Le parallélogramme compris sousDB, BA’
.is;crah.égal au. quarré’ de K13 prop: S. 6) , .et le
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parallélogramme compris sous DE, A’B égal
au quarré éde’KA’ : donc le quarré de KB est

plus petit que le double du quarré de KA’; p
mais ’le’tquarré de KBiest plus grandique le

double du quarré de BZ: donc le quarré de
KA’ est plus grand que le quarré de BIZ 5 et puis-

que BA estégal à KA , le quarré de BA sera
égal au quarré de KA. Mais les quarrés des L
droites B’Z ,1 ZA sont égaux au quarré de la

droite BA (prop. 47. 1)", et les quarrés des
droites KAÏ, A’ A’égaux au quarré" de la droite

KA : donc les quarrés des droites BZ, ZA sont
égauxlauxl quarrés des droites KA’, A’A; mais

le quarré de KA’ est plus grand que le quarré

de BZ :I dOnc le quarré de A’A est plus petit .

que le quarré de ZA a donc la droite AZlest
plus grande que la droite AA’ : donc la droite

AZ est à plus forte raison plus grande que la
droite AG; mais la droite AZ est une perpendis
culaire sur une des bases du polyèdre et la droite
AG est un rayon de la plus petite sphère : donc
ce polyèdre ne touche point la surface de la
plus petite sphère.

a

AUTREMENT.
Nous allons démontrer autrement et d’une

mauièrè’plus prompte que la droite AZ est plus .
5.
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grande quètla droite AG. Du point conduisez
une perpendiculaire GL sur A G et menez AL.
Puisque si l’on partage en deux parties égales
l’arc EB et la moitié de cet arc en deux parties

égales et ainsi de suite , il restera enfin un cer-
tain arc plus petit que celui de la circonfé-
rence du cercle BCD qui est soutendu par une
droite égale à la droite GL ( prop; 1 . 10). Qu’on

ait cet arc et que Cet arc soit KB , la droite KB
est plus petite que la droite GL; mais puisque
le quadrilatère BKSP est inscrit dans un cercle
et que les droites PB, B K, K8 sont égales et
que la droite P5 est plus petite que chacune de
ces droites, l’angle BZK sera obtus : donc la
droite BK sera plus grande que la droite BZ;
mais la droite GL est plus grande que BK par
construction 2 donc à plus forte raison la droite
GL sera plus grande que la droite BZ et par coud
séquent le quarré de GL sera plus grand que le
quarré de BZ ; mais puisque la droite AL est égale
à la droite AB, le quarré deAL sera égal au quarré

y de AB; mais les qu arrés des droites AG, GL sont
égaux au quarré de la droite AL et les quarrés

des droites BZ, ZA sont égaux aux quarrés de
la droite AB : donc les quarrés des droites AG,
GL sont égaux aux quarrés des droites BZ, ZA;
mais le quarré de XBZ est plus petit que le quarré
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de GL; donc le quarré de ZA est plus grand
que le quarré de AG : donc la droite AZ’est

plus grande que la droite AG.
Donc , deux sphères concentriques ayant été

données , on a décrit dans la plus grande un po.-

lyèdre qui ne touche pas la surface de la plus
petite; ce qu’il falloit faire.

COROLLAIRE.
Si l’on décrit dans une autre sphère un polyèdre

semblable à celui qui est décrit dans la sphère
BCDE , le polyèdre décrit dans la sphère BCDE

sera au polyèdre qui est décrit dans une autre
sphère en raison triplée du diamètre de la
sphère BCDE au diamètre de l’autre sphère;

car ayant divisé ces polyèdres en pyramides
égales en nombre et dans le même ordre , on
aura des pyramides semblables. Mais les pyra-
mides semblables sont en raison triplée des
côtés homologues (cor. 8. 12) : donc la pyra-
mide qui a pour base le quadrilatère KBPS et
pour sommet le point A sera à la pyramide’cor-
respondante de l’autre sphère en raison triplée
d’un côté de la première au côté homologue de

la seconde , c’est-à-dire en raison triplée du

rayon AB de la sphère qui a pour centre le
point A au rayon de l’autre sphère. Semblable-v

4
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ment chacune des pyramides comprises dans
la sphère qui a pour centre le point A sera à
chacune des pyramides du même ordre com-
prise dans l’autre sphère en raison triplée du
rayon AB au rayon de l’autre sphère. Mais un
des antécédens est à un des conséquens comme

tous les antécédens sont a tous les conséquens

(prop. 12. 5) adonc le polyèdre. total compris
dans la sphère qui a pour centre le point A est
au polyèdre total compris dans l’autre sphère

en raison triplée du rayon AB au rayon de
l’autre sphère, c’est-à-dire en raison triplée du

diamètre AB au diamètre de l’autre sphère 5 ce

qu’il falloit démontrer. v

PROPOSITION XVIII.
THÉORÈME.

Les sphères sont entr’elles en misons triplées

I de leurs diamètres.

Imaginez les sphères AB C , DE F (fig. 22 I
dont’les diamètres sont les droites BC , EF : je

dis que la sphère ABG est à la sphère DEF en
raison triplée du diamètre BC au diamètre EF.

Car si cela n’est point, la sphèreIABC sera
r à une sphère plus petite ou à une sphère plus

grande que la sphère DEF en raison triplée de
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BC à EF. Supposons d’abOrd que la Sphère ABG

soit à une sphère plus petite , savoir à la sphère

GHK en raison triplée de BC à EF. Imaginez
la sphère DEF placée autour du même cen-
tre que la sphère GHK; décrivez dans la plus
grande sphère DEF un polyèdre qui ne tou-
clic. point la surface de la plus petite sphère.
GHK (prOp. I7. 12), et dans la sphère ABG
décrivez un polyèdre semblable à celui qui est
décrit, dans la sphère DEF; le polyèdre ins-
crit dans la sphère ABG sera au polyèdre inscrit
dans la Sphère DEF en raison triplée de BC à

EF (cor. I7. 12),; mais , par supposition, la
sphère ABG est à la sphère GHK en raison
triplée de BC à EF : donc la sphère ABG est à
la sphère GHK c0mme le polyèdre inscrit dans
la sphère ABG est au polyèdre. inscrit dans la
sphère DEF (prop. 11. 5) : donc en échau-

. geant les places des moyens la sphère ABG sera
au polyèdre inscrit dans cette sphère comme.
la sphère GHK est au polyèdre inscrit dans la
sphère DEF; mais la sphère ABG est plus.
grande que le polyèdre qui lui est inscrit : donc
la sphère GHK est plus grande que le polyè-
dre inscrit dans la sphère DEF; mais au con-
traire il est plus petit’, car il est inscrit dans
cette sphère, ce qui est impossible. I; donc la
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i sphère ABG n’est point à une sphèreplus petite

que la sphère DEF en raison triplée de BC à
EF. Nous démontrerons semblablement que la

v sphère DEF n’est point à une sphère plus
petite que la sphère ABG en raison triplée de
EF’à BG. Je dis de plus que la Sphère ABG

n’est point à pue sphère plus grande que la
sphère DEF en raison triplée de BC à EF, car
si cela peut se faire , supposons que la sphère
ABG soit à une sphère plus grande que la sphère
DEF, savoir à la sphère LMN en raison triplée
de BC à EF; en mettant les Conséquens à la
placé des antécédens et les antécédens à la

place des conséquens, la sphère LMN sera à
la sphère ABG en raison triplée du diamètre
EF au diamètre BG. Mais la sphère LM N est
à la sphère ABG comme la sphère DEF est ’à

.une sphère plus petite que la sphère ABG, ainsi
que cela a été démontré, puisque la sphère LMN

est plus grande que-la sphère DEF : donc la
sphère DEF est à une sphère plus petite que
la sphère ABG en raison triplée de EF à BC;
ce qui a été démontré impossible : donc la

sphère AB C n’est point a une sphère plus
grande que la sphère DEF en raison triplée
de BC àQEF; (mais nous avons démontré que
la sphère ABG n’est point à une sphère plus
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petite que la Sphère DEFÀ en raison triplée de . ’

AB à EF : donc la sphère ABG est à la sphère
DEF en raison triplée de AB à EF; ce qu’il
falloit démontrer.

un nu navarins nm DERNIER muas.
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SUPPLÉMENT

A LA GÉOMÉTRIE D’EUCLIDE.

DÉFINITIONS.

1- UN cercle est une surface plane comprise
dans une seule ligne qu’on appelle circonfé-

rence et qui est telle "que toutes les droites
menées à cette ligne d’un des points qui sont
placés dans la figure sont égales entr’elles.

2. Ce point s’appelle le centre du cercle.
5. Un diamètre est une droite menée par le

centre et terminée des deux côtés par la circon-

férence du cercle. ’
4. Un rayon est une droite menée du centre

àla circonférence.

5. Une corde est une droite menée d’un
point de la circonférence à un autre point sans

passer par le centre. i6. Un arc est une portion de la circonfé-t
rence.

7. Un secteur est une figureïcompriseentre
deux rayons qui font un angle et la eirçonfe’ë

rence du cercle. ’ i
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8. Un segment de cercle est une figure dom-r

prise entre une corde et la circonférence du
cercle.
. g..Les secteurs et les segmens circulaires

sont semblables lorsque les rayons qui com--
prennent leurs arcs sont égaux. l

10. Un cylindre est un solide contenu sous
deux cercles égaux et parallèles et sous la sur-
face décrite par une droite qui se meut sur les
circonférences de ces cercles parallèlement à
la droite menée par les [centres de ces mêmes
cercles , jusqu’à ce qu’elle soit revenue au
même endroit d’où elle étoit partie.

I I. Les deux cercles égaux et parallèles
s’appellent lesbases du cylindre. l
un. La surface décrite par cette droite s’ap-

pelle la surfàce convexe du cylindre.
I 5. La droite menée par les centres des deux

luises s’appelle l’axe du cylindre.

14. Lorsque l’axe est perpendiculaire surles
hases, ourdit que le cylindre est droit; on dit
qu’il est oblique lorsque l’axe n’est point per-

pendiculaire sur les bases. l
I5. On peut définir le cylindre droit en di-

sent2 que le cylindre droit est un solide com-
pris sous la surface décrite par trois côtés d’un

parallélogramme rectangle tournant autour de
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son quatrième côté qui reste immobile jusqu’à

ce que ce rectangle soitlrevenu au même en;
droit d’où il étoit parti. p ’ "

16. Un cône est un solide contenu sous un
cercle et sous la surface décrite par une droite
qui se meut sur la circonférence de ce cercle
en tournant autour d’un point immobile’pl-a’c’ë

-au-dessus de ce même cercle,ïjusqu’à-ce’-que

cette droite soit revenue au même endroit d’où r

elle étoit partie. ’ l ’ t v
17. Cd cercle s’appelle la base du cône.
1-8. La surface décrite par la droite qui tourne

autour d’un point immobile et’sur’l’a circonfé-

rence de la base s’appelle la surface convexe du

cône. . ,’19. Le point immobile s’appelle le sommet

du cône. n ’ v20. La droite menée du somnietsur le centre
, de sa base s’appelle l’axe du’cône. ’ ’

’21 . Lorsque l’axe eSt perpendiculaire sur la

base , on dit que le cône est droit; on dit qu’il
est oblique lorsque l’axe n’est point perpendiy

culaire sur la base. ’ 3" i ’
22. On peut définir le cône droit en disant

que le cône droit est un. solide contenu sous’la
Surface décrite par deux côtés d’un: triangle

rectangle tournant; autour d’un des côtés de

Ff
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l’angle droit quiïrestejr’nmobile jusqu’à’ce que

ce triangle soit revenu au même endroit d’où’il

étoit parti. ’. :; .25..Les cylindres droits et les cônes droits
.sgntïsemblables. lorsque leurs axes et les dia-
mètres de leurs basassent proportionnels ;. les
.cylindres obliques ettlestcônes- obliques sont
semblables lorsque leurs axes et les diamètres
de leurs hases. sentproportionnels et que leurs
axes sont également inclinés sur les bases.

24. Unçfsphèfieèst un solide contenu sous
la surface décrite par l’arc d’un demi-cercle

murnant auteur: eleison-diamètre immobile
lQSQH’à Ce-que’;ce.dEmi-cercle soit revenu au

même endroit d’où il étoit parti. 4
I , ,25... (L’axe de la sphère est cette droite immo

bile autour de laquelle tourne le delni-cercle.,
426. .Lesuextnémités de l’axe s’appellent les

pôles de la sphèretj», ’ .
ï, î .37... Le centrendeœla sphère est. :le même que

celuidu demi-cercle; - ; a a
..,;.38». La surface décrite par la. demi-mimon-

férence est la surface de la sphère. .
» ,39. On appelle’zône la Surface décrite par

in; arc qui est plus lpetit que la demi-cim’onfé-
dresse et ’dôntzune des extrémités n’est point

un despôle’s de la sphère. I ’
a.
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50. Un secteur sphérique est un solide con-

tenu sous la surface décrite par l’arc et par un

des rayons d’un secteur circulaire tournant au-
tour de son autre rayon jusqu’à ce que ce sec-

teur cireulaire soit revenus au même endroit
d’où il étoit parti.

5 r . Un segment Sphérique est un solide con-

tenu sens la surface décrite par le demi-arc et
par la demi-corde d’un segment circulaire tour-
nant autour d’un rayon perpendiculaire sur la
corde de cet arc jusqu’à ce que ce demi-seg-

ment circulaire soit revenu au même endroit
d’où il étoit parti.

52. On appelle calotte de sphère la surface
décrite par le demi-arc du secteur’circulair’e.

’55. La hauteur d’un segment sphérique" est

la partie du rayon immobile qui est comprise
entre l’arc et la corde du secteur circulaire.

54. Les secteurs et les segmens sphériques
sont semblables lorsque les-secteurs et les seg-
mens circulaires qui les ont engendrés sont
semblables .
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PROPOSITION PREMIÈRE;

THÉ cairns.
Si un polygone est inscrit dans un cercle, il est

évident que le contour du polygone inscrit est
plus petit que la circonférence du cercle.

Car chaque côté du polygone inscrit est plus
petit que l’arc qu’il soutend.

Archimède, de la sphère et du cylindre
(prop. 1 , liv. 1).

PROPOSITION Il.
’ T H É o a È M E.

Si un polygone est circonscrit à un cercle, le can-

tour de ce polygone est plus grand que la cir-
conférence de ce cercle.

Soit ABCDE (fig.222) un polygone circons-
crit au cercle RSTVX z je dis que le contour
du polygone ABCDE est plus grand que la
circonférence du cercle BSTVX.

Car puisque les deux droites XA , AR com-
prennent l’arc XR et qu’elles ont les mêmes

extrémités X, R que cet arc , les deux droites
XA, A11 sont plus grandes que l’arc XR. Pareil-

.lement les deux droites EB, BS sont plus grandes
que l’arc ES. Les deux droites SC , CT sont aussi

plus grandes que l’arc ST ;. les deux droites
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TD, DV plus grandes que l’arc TV,V et enfin
les deux droites VE , EX plus grandes que
l’arc VX : donc le contour total du polygone
circonscrit est plus grand que la circonférence
entière I); ce qu’il falloit démontrer.

’ Archimède , de la sphère et du cylindre
( prop. a , liv. 1). l

(1) Il est évident que le contour du polygone ins-
crit dans un cercle est plus petit que la circonférence
de ce cercle ; mais il n’est pas également évident que le

contour du polygone circonscrit à un cercle soit plus l
grand que la circonférence de ce cercle; et tous les
efi’orts que l’on feroit pour démontrer cette proposi-

tion, qui est cependant incontestable, se réduiroient
à démontrer qu’un polygone circonscrit est toujours
plus grand qu’un polygone inscrit. Pour démontrer
cette proposition, Archimède pose en principe que
deux droites qui comprennent un arc et qui ont les
mêmes extrémités que cet arc sont plus grandes que
cet arc; si Archimède n’a pas démontré ce principe,
qui n’est point évident par lui-même , c’est parce qu’il

est impossible de le démontrer d’une manière satisfai-
sante. C’est sans doute à causedu défaut de l’évidence

de cette proposition et à cause de l’impossibilité de la
démontrer rigoureusement , qu’Euclide n’a point fait

usage de cette proposition, sans laquelle il lui a. été
impossible de démontrer plusieurs théorèmes impor-

tans concernant le cercle, le cylindre, le cône et la
sphère.

S
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  PROPOSITION 1.11.
  T-HËORËME. "

Si deux çercles’sont. contrefit-igues et si les côtés

d’un polygone régulier irzsçrit dans le plus grand? I

cercle ne toucheptlpointlla cirçonférence du plus

., petit, le contour de ce polygone est plus grand.
que la circonférence du plus petitzcerjcle,

Soient FGHIIK, LMNP Qo(fi’g’.222) deux

cercles concentriques et LMN PQ un polygone-
réghlier inscrit dansvle plus» grand, de manière
que les côtés de ce polygone ne, touchent point
la circonférence’du plus petitz cercle : je’dis que

1è"contoùr du pÔÏgôrjè’L MN PQ est plus grand

que là circonféfence FGHI
Du centre O menez sur les côtés du poly-

gone LMNPQÏeË perpéndiéulaires OR’, OS’,

OT’, OV’, OX’, etpar les points où ces perpen-

diculaires rencontrent la circonférence FGHIK
menez los tangentes AB, BG, CD,.DE, EA;
ces tangentes seront les côtés d’un polygone
irégùlier circooscrit  au Cercle FGH 1K. I

Puisque dans les triangles semblables LOM,
AOB le vcôtéoÔL est, plus grand que le côté

0A, le côté LM sera plus grand que le côté
AB. On démontrera de la même manière que
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les autres côtés «lu-polygone LM-NrPQ sont
plus grands que les côtésmbrfiespondans dulpoèi

lygone ÀAB C D E : donc le. contour du polygone

LMNPQ est plus grand quewle contoun chipe-ë
lygone ABG DE; mais le contour du polygone
ABCDE est plus grand que la circonféfenICe
FGHIK : donc à plus uforlte’raÎSOn le contour
du polygone LM-NPQ est. plus ’Igrand’lque la

circonférence. FGHIK. v l É ’
Donc ïsi-I fieux cercles îsont concentriques

et si lescôtés d’un polygone régulier inscrit

dans le«’plus3.gnand cercle ne touchent point
la circonférence du .plusi’petit ,Ule contour de

ce polygone Sera plus Lgivand que là circonféa
rence dü’plus petit cercle»;lce’qu’il fâlloivëléë

montreri..’ l l1 i in

l

".i ’15. 1P 0. s I TÉI..9.;N.. l

P n ’o nævu- Il! na.

beuæLiierjeles émut cbhèenigîqùe; ,.iizsçri1;e dans

le. plus grand un polygone régulier d’un nombre

I qurnde pétés qui-ne touche point la. circopfé-

rence du plus petit.

Soient les deux cerclés ConcentriqueseABCD,

EFGH (fig. 225), : il faut dans le plus, grand
cercle ABCD inscrive un polygone régulier:

4
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dlun nombre paih’dejçïôtés: quine touche point.

,lenplui’s petit cercle ’ -
’ Parîleï centre-4K conduisez la droiteiBD , et

par; le point G menez la droité AG perpendicu-i
laireïsur la droite BD et prolongez cette droite-
verslei point C. La droite AC touchera le cer-
cleEFGH. Partagez la demi-circonférenceBAD
en deux parties égales Aet sa moitié en deux.
parties égales, et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il

reste un arc plus petit que l’arc AD: Qu’on ait

cet arc et que cet arc;sOitaL D»; du pointal. con-
duisez sur la droite BD» la perpendiculaire LM ;

prolongez ; cette perpendiculaire versle point
et menez les.-d1;oitess:LlD,..DN ; la droite-«LB

serajegale à la droite EN; et puisque la droite
LIN est parallèle à la droite AC et que .lardroite

AC touche le cercle EFGH, la droite LN ne
touchera point lei Cercle EFGH; et à plus forte
raison les droites LD ,ÀhDN ne: toucheront point
ce même cercle EFGH :1 donc si l’on applique
sur la’tcirconférence ABED ,1 à la suite les unes

’deisïtautres , des droites égales à la droite L D ,

ontdécrira un polygame régulier d’un nombre

pair de côtés qui ne touchera point le cercle
1 EFGH; calqu’ilvfalloitifaire-
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PROPOSITION V1
PROBLÈME,

Beur secteurs Vcirculaires semblables et concen-
triques e’tnnt donnés , inscrire dans le plus grand I

une portion de polygone régulier qui ne touche
point l’arc du plus petit.

Soient les deux secteurs semblables et con-
centriques IKD , HKG (fig. 225) : il faut ins-
crire dans le plus grand une portion de polygone
régulier qui ne touche point l’arc du plus petit."

Par le centre K conduisez la droite BD et
par le point G- menez la droite AC perpendi-
culaire sur la droites BD; partagez l’arc ID en
deux parties égales et sa moitié en deux parties
égales , et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il reste

un arc plus petit que l’arc AD. Qu’on ait cet

arc , et que cet arc soit L D; du appoint L con-
duisez sur la droite ’BD la perpendiculaire LM,

prolongez cette perpendiculaire vers le point
N et menez lestdroites LD, DN; la droite LD
sera égale à la droite DN 5 et puisque la droite
LN est parallèle à la droite AC. ettque la droite
AC touche le cercle. EFGH; la droite LN ne
touchera point le cercle EF GH; et à plus forte
raison les droites LD, DN ne toucheront point
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le même cercle adonc si. l’on applique
sur l’arciID , à la suite les’uns des autres des

. droites égales à la droite LD, on décrira une

portion de polygone régulier qui ne touchera
point l’arc HG; ce qu’il falloit faire ’

PROPOSITION V1.
I .PROBLÈMÈ.

Deux cercles étant concentriques,- circonscrire au
plus petitun polygone régulier dont les côtés

soientien nombre pair et ne rencontrent point
la circonférence du plus grand.

Soientles deux cercles con centriquesLMNPQ,
FGHIK (fig. 222): il faut au plus petit cercle
FGHIK circonscrire un polygone régulier dont
les côtés soient pairs en nombre et ne rencon-
trent point la circonférence du plus grand cer-
sole LM N P Q.

Dans le grand cercle LM Ni? Q inscrivez un
polygone régulier-dont les côtés soient pairs en

nombre et ne touchent point la circonférence-
du plus petit cercle. Circonscrivez ensuite au
plus petit cercle un polygone semblable au po-
lygone inscrit. Il.ést évident que le polygone
circonscrit au plus petit cercle sera un polyæ-
gone régulier dont les côtés: seront pairs en
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nombre et ne renc0ntreront point la circonfé-
rence du plus grand cercle à ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VIL
’rno anisais.

Deux secteurs. circulaires , semblables et concen-
triques étant donnés, circonscrire au plus petit
une portion de polygone régulier dont les côtés

ne rencontrent point. l’arc du plus grand.

Soient les deux; secteurs pirculaires sembla-
bles et concentriques IKD ,.-H.VKG (fig. 225) :
il faut circonscrire au plus petit une portion de
polygone régulier dont les côtés ne rencon-r
nient point l’arc du plus grand.

Dans le plus grand secteur inscrivez une
portion de polygone régulier dont les côtés ne
tOuchent point l’arc du plus petit secteur. Cir-
conscrivez ensuite à l’arc du»plus petit secteur

une portion de polygone semblable à la portion
du polygone régulier inscrit’dans le plus grand

secteur. , l .Il est évident que la portion de polygone
circonscrite au plus petit secteur sera une por-
tion de polygone régulier dont les côtés ne ren-

contreront point l’arc du plus [grand secteur;
ce qu’il falloit faire. ’ i
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PROPOSITION VIII;
THÉORÈME.’

Les circonférences de cercles sont entr’elles

comme leurs diamètres.

Soient les deux cercles ABCD, EFGH,
(fig.224) : je dis que le diamètre BD est au
diamètre FH comme la circonférence ABCD-
est 51a circonférence EFGH.

Car si cela n’est’point , le diamètre BD sera

au diamètre F H comme la circonférence ABCD
est à une circonférence plus petite ou à une
circonférenceaplus grande que la circonférence
EFGH. Supposons d’abord, si cela est possi-
ble, que le diamètre BD soit au diamètre FH
comme la circonférence ABCDest à une cir-
conférence plus petite , savoir, à la circonfé-

rence concentrique BSTV. Inscrivons dans le
cercle EFGH un polygone régulier EIFKGLHM A
dont les côtés soient pairs en nombre et ne
touchent point la circonférence RSTV; ins-
crivons ensuite dans le cercle ABCD un poly-
gone semblable A N B O C P D Q , le diamètre
B’D sera au diamètre FH comme le polygone

ANBOCPDQ-est au polygone EIFKGLHM;
mais par supposition le diamètre BD est au dia-
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mètre FH comme la circonférence ABCD est à
la circonférence R STV : donc la circonférence

ABG D est à la circonférence RSTV comme
le polygone ANBOCPDQ est au polygone
EIFKGLHM : donc, en échangeant les places
des moyens, la circonférence ABCD sera au po-
lygone ANBO C P D Q comme le cercle RSTV
est au polygone EIF KGLHM; mais la circon-
férence ABG D est plus grande que le contour
du polygone AN B O C P D qui lui est inscrit :
donc la icirconférence RSTV est plus grande
que le contour du polygone EIFKGLHM; mais
au contraire la circonférence RSTV est plus
petite que le contour du polygone EIFKGLHM ;:
ce qui est impossible : donc le diamètre BD
n’est point au diamètre FH comme la circon-
férence ABG D est à une circonférence plus
petite que la circonférence EFGH.

Je dis à présent que le diamètre BB n’est

point au diamètre FH comme la circonférence
ABCD est à une circonférence plus grande que
la circonférence EFGH. Car supposons que le
diamètre BD soit au diamètre F H comme la
circonférence ABG D est à une circonférence
plus grande que la circonférence EFGH, savoir;

- à la circonférence concentrique R’ S’ T’ V’ . Cir-

conscrivons au cercle E F G H un polygone
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régulier dont lescôtés soient pairs en nombre et

i ne rencontrent point «la Circonférence R’ ’S’T’ V’;

CirconsCrivons au cercle ABCD-1m polygone
semblable: Le diamètre BD est au diamètre FH

comme le contour dupolygone circonscrit au
cercle ABCD est au contour ’du’polygone cir-

conscrit au cercle EFGH; mais par supposi-
tion le diamètre B D est au diamètre EH comme
la circonférence ABCD est à la circOnférence
B’S’T’V’ : donc la circonférence ABG D est à

la circonférence R’S’T’V’ comme le contour

du polygone circonscrit au cercle ABCD est
au contour du polygone circonscrit au cercle
EFG-H : donc en échangeant les places des
moyens , la circonférence ABCD est au con-
tour du polygone qui lui est circonscrit comme
la circonférence R’S’T’ V’ est au contour du

polygone circonscrit au cercle E FGH; mais la
circonférence ABCD est plus petite que le
contour du polygone qui lui est circonscrit:
douelle circonférence R’ S’ T’ V’ est plus petite

que le contour-du polygone circonscrit au cer-
cle EFGH; mais cette circonférence est au
contraire plus grande; ce qui est impossible:
donc le diamètre BD n’est point au diamètre FH

comme la circonférence ABCD est à une scir-
conférence plus garde que la circonférence
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EFGH; mais on a démontré que le-"diamètre

AD n’est point au diamètre FH comme la cir-
conférencevA’BC D est à une. circonférence plus

pentacrine-la circonférence EFGH: donc: le
diamètre AB est au diamètre FH comme la
circonférence ABCD est à la circonférence

EFGH. ’Donc les circonférences de cercles sont entre
elles comme leurs diamètres; ce qu’il falloit déa-

montrer. q
COROLLAIRE.

Puisque les circonférences de cercles sont
entr’elles comme leurs diamètres, et. que par
conséquent les diamètres des cercles sont entre
eux comme leurs circonférences , il est évident
que si l’on vconnoissoit le diamètre d’un cer-

cle et sa circonférence , on trouveroit la cir-
conférence de tout autre cercle dont le dia-
mètre seroit connu, en faisant la proportion
suivante : Le diamètre du cercle dont on con-
noît la circonférence est à la circonférence de

ce cercle comme le diamètre. du cercle dont
on ne connoît pas la- circonférence est à la cir-

conférence de ce cercle. Si l’on vouloit trouver
lediamètre d’un"? cercle dont ont connoîtroit

la circonférence , on feroit la proportion sui-
vante : La circonférence du cercle dont on
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connaît le diamètre est au diamètre de ce. cercle

comme la circonférence connue du cercle dont
on ne connoît pas le diamètre est au diamètre

de ce cercle. Mais il est impossible de trouver
exactement la longueur de la circonférence d’un

cercle dont le diamètre est connu; et il est éga-

lement impossible de trouver exactement le
diamètre d’un cercle lorsque la longueur de sa
circonférence est donnée.

PROPOSITIONlIX;
THÉORÈME.

Un cercle étant donné, on peut lui circonscrire
un polygone régulier et lui inscrire unpolygonc
semblable, de manière que la dWérence des
contours de ces Jeux polygones soit plus petite
qu’une droite donnée quelque petite qu’elle soit.

Soit ABCDEF (fig. 225) le cercle donné et N
la droite donnée : je dis qu’on peut circonscrire
à ce cercle un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de manière que la diffé-

rence des contours de ces deux polygones soit
plus petite que la droite. donnée N. ’

Circonscrivons au cercle. ABCDEF un p0-
lygone régulier A’B’ C’ D’EÎF.’ et inscrivons-lui

un polygone semblable, de manière que leurs
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côtés soient parallèles , et du centre O menons
la droite OG’ perpendiculaire sur le côté A’ B’

du polygone circonscrit; cette droite sera aussi
perpendiculaire sur le côté. AB du polygone
inscrit , à cause que les côtés de ces deux poly-
gones sont parallèles. Puisque les contours des.
polygones réguliers et semblables sont entr’eux

Comme les perpendiculaires menées de leurs
centres sur leurs côtés, le contour du poly;
gone ABCDEF sera au contour du polygone
A’ B’ C’ D’ E’F’ comme la droite 0G est à la

droite OG’. Si nous circonscrivons au cercle
ÀB C DEF un polygone régulier dont le nomr-

bre des côtés soit double, et si nous lui ins-
crivons un polygone semblable, si nous con-
tinuons de faire toujours la même chose, et si
nous appelons P’ le contour d’un des polygones

circonscrits et P le contour du polygone ins-
crit qui lui est semblable; si nous appelons B.’
la perpendiculaire menée du centre sur un des
côtés du polygone circonscrit et R la perpen-
diculaire menée du centre sur un des côtés du

polygone inscrit , nous aurons la proportion
suivante :

i P’ : P :: 11’ : R
ou bien

P’--P: P t: R’--R :R;

G a
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Cette dernière proposition donnera l’équation

suivante : t .g- r x ( R’ -- a)
P’-P

R

Mais puisque la quantité R’ -R qui est la diffé-

rence de la perpendiculaire menée du centre
sur un côté des polygones circonscrits et de la
perpendiculaire menée de ce même centré. sur

un côté du polygone inscrit qui lui est sembla-
ble diminue toujours à mesure que le nombre
des côtés des polygones circonscrits et inscrits
augmente, il est évident qu’en continuant de
circonscrire au cercle ABCDEF des polygones
réguliers dont le nombre des côtés soit toujours

double et de lui inscrire des polygones sembla-
bles, il arrivera nécessairen’ienthue la quan-

. P . .tinté î X (11’ - R) devœndra plus petite que

la quantité N et par conséquent que la quantité

P’-P, c’est-à-dire que la différence des con-

tours d’un polygone régulier circonscrit et d’un

polygone semblable inscrit.
Donc un. cercle étant donné , on peut lui cir-

conscrire un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de manière que la diffé-

rence des contours de ces polygones soit plus
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petite qu’une droite donnée N, quelque petite
qu’elle soit; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
’ Puisqu’un cercle étant donné, on peut lui.

circonscrire un pOlygone régulier et lui inscrire
un. polygone semblable , de manière que la diffé-

rence des contours de. ces deux polygones soit
plus petite qu’une droite donnée N, quelque!
petite qu’elle soit; et puisque le contour d’un

polygone circonscrit est toujours plus grand
que la circonférence, et que le contour d’un.

polygone inscrit est toujours plus petit que
cette même circonférence, il est évident qu’on

peut, à plus forte raison, circonscrire à un
cercle ou lui inscrire un polygone régulier. de
manière que la différence du contour du poly-

gone.circonscrit ou du polygone inscrit et de
la circonférence de ce cercle soit plus petite
qu’une droite donnée N , quelque petite qu’elle

son.
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PROPOSITION x.
prao-ennuis.

Trouver la circonférence approchée d’un cercle

dont on connaît le diamètre. ’
t

” Soit ABCDEF (fig. 225) un cercle dont on
connoît le diamètre AD : il faut trouver la cir-’

conférence approchée de ce cercle.

Inscrivons- dans le cercle ABCDEF un exa-
gone régulier et circonscrivons-lui un polngne
Semblable , de manière que les côtés de ces
deux polygones soient parallèles; du centre’O
menons la droite OG’ perpendiculaire sur le"
côté ’A’B’ du polygone circonscrit; cette droite

Sera aussi perpendiculaire sur le côté AB ,
parce que les côtés de ces polygones sont pa-
rallèles.

Puisque les côtés d’un hexagone régulier ins-

crit dans un cercle sont égaux chacun au rayon
de ce cercle , le contour de l’hexagone inScrit .
dans le cercle ABCDEF sera égal au rayon OB

multiplié par six. i . ’
A cause que le triangle 0GB est rectangle

en G et a cause que la droite GB est égale à la
moitié de la droite AB , le quarré de la droite
0G est égal au quarré du rayon 0B moins le
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quarré de la droite de GB qui égal à la moitié

du rayon : donc la droite 0G sera égale à la
racine quarrée de la différence du quarré du
rayon et du quarré de la moitié du rayon.

Les deux triangles ADB , A’ OB’ sont sema

blables : donc la droite 0 G est à la droite OG’
comme la droite AB est à la droite A’B’ : donc

la droite A’B’ est, égale au produit de la drOite

AB par la droite OG’ divisé par la droite 0G:
donc le contour de l’hexagone régulier circonsi

crit au cercle ABCDEF est égal à ce produit

multiplié par six. l i ’
Le contour de l’hexagone inscrit dans le cer-

cle ABCDEF est plus petit que la circonférence
de ce cercle, et le contour de l’hexagone circons-

crit à ce cercle est au contraire plus grand que
sa circonférence. Pour avoir une première va-
leur approchée de la circonférence du cercle
ABCDEF , ajoutons les deux quantités aux-
quelles les contours du polygone inscrit et du
polygone circonscrit sont égales , et prenons la
moitié’de leur somme; la moitié de la somme

de ces deux quantités sera la première valeur
approchée de la circonférence ABCDEF.

Pour avoir une seconde valeur qui soit plus
approchée de la circonférence ABCDEF, iris-4.

crivons dans cette circonférence un dodécaa
5
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gone régulier et circonscrivons-lui ensuite un
polygone semblable , de manière que les côtés.

de. ces deux polygones soient parallèles. Du
centre 0 menons un rayon perpendiculaire sur
un des côtés KH du dodécagone circonscrit,
ce rayon sera aussi perpendiculaire sur le côté
BG’ du polygone inscrit, puisque les côtés de

ces polygones sont parallèles. ,
Puisque le triangle HGB est rectangle en G ,

le quarré du côté G’B est égal au quarré de la

droite GB et au quarré de la droite GG’ : donc
la droite G’ B égale la racine quarrée de la somme

des quarrés de la droite BG qui est la moitié de
la droite AB’et de la droite GG’ qui est la diffé-

rence du rayon G’O et du rayon 0G. Multi-
pliant cette racine par douze , on aura le con-
tour du dodécagone régulier inscrit dans le
cercle ABCDEF.

Le triangle OgB étant rectangle en g , le
quarré de la droite 0 g sera égal au quarré du.

rayon 0B moins le quarré de la droite Bg : donc
la droite O g égale la racine quarrée de Indiffé-

renCe du quarré du rayon 0B et du quarré de
la droite Bg qui est la moitié de la droite BG’.

l Les deux triangles G’OB, HOK sont sem-
blables : donc la droite 0g est à la droite 0g”
comme la droite BG’ est à la droite KH’: donc
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la droite KH est égale au produit de la droite BG’

’ par la droite Og’ divisé par la. droite 0 g: donc

le contour du dodécagone régulier circonscrit
est égal à ce produit multiplié par douze,
I Connoissant les contours du dodécagone ré-

gulier inscrit, dans le cercle ABCDEF et du
dodécagone régulier semblable qui lui est cir-
conscrit , sil’on ajoute ces deux quantités et si
l’on divise leur somme par deux , la moitié de

la somme’de Ces deux quantités sera une se-

conde- valeur qui sera plus. approchée de la
circonférence AB C DE F. i

Si l’on continue d’inscrire dans la circOnféë’

rence ABCDEF et de lui circonscrire des po-
lygones dont le nombre des côtés soit toujours
double, si l’onifait des opérations’analogues à

celles que nous venons de faire, et si l’Oirreh
présente le rayon par un nombre quelconque;
on aura des valeurs qui seront de plus en plus
approchées de la* circonférence dont on icon-
noît le diamètre ou le rayon. C’est ainsi qu’Ar-i

chimède a trouvé que la circonférence d’un

cercle dont le diamètre est 7 égale 22 à peu de
chose près , et qu’Adrien Métius a trouvé dans

la suite que la circonférence d’un cercle dont
le diamètre est 115 égale 555 à très-peu de

chose près. » ’ 4
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PROPOSITION x1.
-THÉ0RÈMEr

Un cercle est égal à un triangle rectangle dont un
des côtés de l’angle droit est égal à la circon-h

I férence de ce cercle et dont l’autre côté de

l’angle droit est égal au rayon.

Soient le cercle ABCD (fig. 226) et un trian-
gle rectangle EFG dont le côté-FG soit égal a

la circonférence de ce cercle et dont le côté EF
soit égal à son rayon :je dis que le cercle ABCD
est égal au triangle EFG;

Car si cela n’est point, le triangle EFG sera

plus petit ou plus grand que le cercle ABCD.
SupposOns d’abord que le triangle EFG soit plus
petit que le cercle ABG D , et qu’il soit égal à

un cercle plus petit, savoir au cercle HKLM.
Inscrivons dans le cercle ABCD un polygone
régulier dont les côtés soient pairs en nombre

et ne touchent point la circonférence HKLM;
du centre O menons sur le côté AN la perpen-
diculaire 0P, le polygone inscrit est égal à un:
triangle rectangle dom; un des côtés de l’angle

droit est égal à la somme des côtés de ce po-
lygone et dont l’autre côté de l’angle droit est

. égal à la perpendiculaire P0. Mais le contour»
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au polygone inscrit est plus petit que la cir-
conférence du cercle ABCD et la perpendicu-

laire P0 est plus petite que le rayon de ce
cercle : donc ce polygone est plus petit que le
triangle EFG dont le côté FG est égal à la cir-
conférence du cercle ABCD et dont le côté
E F est égal au rayon de ce même cercle. Mais ,,
par supposition, le triangle EF G est égal au
cercle HKLM : donc" le polygone inscrit est
plus petit que ce même cercle; mais au con-u
traire il est plus grand; ce qui est impossible à
donc le triangle EFG n’est pas plus petit que

le cercle ABCD. * l ’
Supposons en second lieu que le triangle

EFG soit plus grand que le cercle ABG D, et
qu’il soit égal au cercle H’ K’ L’ M’. Circonscri-

vons au cercle ABCD un polygone régulier
dont les côtés soient pairs en nombre et ne
rencontrent point la circonférence H’ K’ L’M’;

du centre 0 menons au point de contact P’ le
rayon OP’ . Le polygone circonscrit est égal à
un triangle rectangle dont un des côtés de l’an-

gle droit est égal au contour de ce polygone
et dont l’autre côté de l’angle droit est égal au

p rayon OP’. Mais le contour du polygone cir-
conscrit est plus grand que la cirConfét-ence du
cercle ABCD: donc le polygone circonscrit est.
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plus grand» que le triangle EFG dont le côté
FG est égal-à lareirconférence du cercle ABG D

set dont le côté EF est égal au rayon de ce
même cercle. Mais , par supposition, le triangle
EFG est égal au cercle H K’ L’M’ :. donc le po-

lygone circonscrit est plus grand que le cercle
H’ K’L’ M’; mais au contraire ce polygone est

plus petit; ce qui est impossible : donc le triang-
gle EFG n’est pas plus grand que le cercle
ABCD; mais on a démontré qu’il n’est pas plus

petit : doue il lui est égal.
Donc la surface d’un cercle, est égale à un

triangle rectangle dont un des côtés de l’angle

droit est égal à la circonférence de ce cercle
et dont l’autre côté de l’angle droit est égal à

son rayon ;’ ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION X11.
THÉORÈME.

Un secteur de cercle est égal à un triangle dont
un des côtés de l’angle droit est égal à l’arc

compris parles deux rayons de ce secteur et dont
l’autre côté de l’angle droit est égal au rayon».

de ce cercle.

soitvle secteur ANO (fig. 226) et le triangle
rectangle EFG’ dont le côté F G’ de l’angle drain
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est égal à l’arc AN et dont l’autre côté EF de

l’angle droit est égal au rayon du cercle ABCD :
je dis que le triangle EFG’ est égal au secteur

ANO. t , .Prolongez le côté FG’ et faites le côté FG

égal à la circonférence du cercle ABCD, et
menez la droite EG’.

Puisqu’un cercle est à un secteur de ce cercle
’ comme la circonférence entière est à l’arc com-

pris par les deux rayons de ce secteur , le cercle
ABCD est au secteur AN O comme la circon-
férence du cercle ABCD est à l’arc AN; mais
la circonférence du cercle ABG D est égale à la

droite FG, par supposition, et l’arc AN égal.
aussi à la droite FG’: donc le cercle ABG D est
au Secteur’ANO comme la droite F est à la
droite FG’ ; mais le triangle EFG est au trian-
gle EFG’ comme la droite FG est à la droite
FG : donc le cercle ABG D est au secteur ANO
comme le triangle EF G est au triangle EFG’:
donc, en échangeant les plans des moyens, le
cercle ABCD est au triangle EFG comme le
secteur ANO est au triangle EFG’; mais le
cercle ABCD est égal au triangle EFG : donc
le secteur ANO est égal au triangle EFG’.

Donc la surface d’un secteur est égale à un
triangle rectangle dont un des côtés de l’angle
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droit est égal à l’arc compris par les rayons de
ce secteur et, dont l’autre côté de l’angle droit

est égal au rayon de ce secteur; ce qu’il falloit.

démontrer. ’
PROPOSITION X111.

THÉORÈME.

Les cercles sont entr’euæ comme les quarrés

de leurs rayons.

’ Soient les deux cercles ABG D , FGHK
(fig. 227) : je dis que le cercle ABCD est au
cercle FGH K comme le quarré du rayon AE
est au quarré du rayon FL. ’ V .

Supposons que le côté’NO de l’angle droit

du triangle rectangle MNO soit égal à la cir-
conférence du cercle ABCD, que l’autre côté

MN de l’angle droit soit égal au rayon du même

cercle : supposons ensuite que le côté QR de
l’angle! droit du triangle rectangle PQR soit
égal sa la circonférence du cercle FGHK et
que l’autre côté PQ de l’angle droit du même

triangle soit égal au rayon du même cercle.
Puisque les droitesNO , Q3 sont égales aux

circonférences des cercles ABCD , FGHC , que
les droites MN, PQ sont égales aux rayons de
ces cercles, et que les circonférences des cer-
cles sont entr’ellès comme leurs rayons , le côté
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NO sera. au côté QR comme le côté MN est
au côté’PQ; mais les angles N , Q sont droits:

donc les deux triangles MNO , PQR sont sem-
blables; mais les triangles semblables sont entre
eux comme les quarrés de leurs côtés homo-

logues : donc le triangle MNO est au triangle
PQR comme le quarré du côté M N est’au

quarré du côté homolgue PQ; mais le cercle
ABCD est égal au triangle MNO, le cercle
FGHK égal au triangle PQB, le côté MN
égal au rayon AE, et le côté PQ égal au rayon

FL : donc le cercle ABCD est au cercle FGHK
comme le quarré du rayon AE est au quarré du

rayon FL.
Donc les cercles sont entr’eux comme les

quarrés de leurs rayons; ce qu’il falloit dé-

montrer.
c o a o L L A I a E.

Il suit manifestement de là que les secteurs
semblables sont aussi entr’eux comme les
quarrés de leurs rayons. En efi’et ces secteurs
sont égaux à des triangles rectangles semblables
qui sont entr’eux comme les quarrés de lénrs
côtés homologues; mais parmi ces côtés homo-

logues il en est qui sont égaux aux rayons de
ces’cercles : donc les secteurs semblables sont
entr’eux comme les quarrés dèvleurs rayons. I
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PROPOSITION X’I’v:

’ THÉORÈME.

La surface convexe d’un cylindre droit est’égale

à un rectangle dont la base est égale à la cir-
conférence de la base du cylindre et dont la
hauteur est égale à celle du cylindre. .

Soit le cylindre droit AQ (fig. 926) dont la
base est le cercle ABCD et dont la hauteur est
la droite OQ qui est en même tems l’axe du cy-

lindre; soit le rectangle RT dont la base ST
est égale à la circonférence de lanbase de ce
cylindre et dont la hauteur RS est aussi égale à
celle de ce même cylindre : je dis que la sur-
face convexe du cylindre droit est égale au rec-
tangle RT.

Car si le rectangle RT n’est point égal à la

surface convexe de ce cylindre, ce rectangle
sera plus petit ou plus grand que la surface
convexe de ce même cylindre.

Supposons d’abord que ce rectangle soit plus-

petit que la surface convexe de ce cylindre et
qu’il soit égal à la surface d’un cylindre plus

petit, savoir au cylindre HQ.
’ Dans la circonférence de la base du cylin-

dre AQ inscrivons un polygone régulier qui ne
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muche point la circonférence de la base du
cylindre HQ. Imaginons que ce polygone soit
la base d’un prisme droit inscrit dans le cylin-
dre AQ, la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses denx’bases, est égale à un rectan-
gle. dont la base est égale à la somme des côtés

de la base de ce prisme et dont la hauteur est
la droite O’Q. Mais le contour du polygone ins-

crit est plus petit que la circonférence ABCD:
donc lapsurface de ce prisme, sans y compren-
dre ses deux bases, est plus petite que le rec-
tangle ET. Mais , par supposition , ce rectangle
est égal à la surface convexe du cylindre HQ:
donc la surface du prisme, sans y comprendre
ses deux bases, est plus petite que la surface
convexe du cylindre HQ. Mais au contraire la
surface de ce prisme, sans y comprendre ses
deux bases , est plus grande que la surface con-
vexe de ce cylindre : donc le rectangle ET
n’est pas plus petit que la surface convexe du

cylindre. .e Supposons en second lieu que le rectangle
11T soit plus grand que la surface convexe du
cylindre AQ et qu’il soit égal à la surface con-

vexe d’un cylindre plus grand, savoir au cy-
lindre H’Q; autour de la circonférence de la
base ABCD décrivons un polygone régulier
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dont les côtés ne rencontrent point la circon-
férence de la base H’ K’ M’L’ ; imaginons que ce

polygone soit la hase d’un prisme circonscrit au
cylindre AQ; la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases, est égale à un rectaua-
gle qui a-pour base une droiteégale à la somme
des côtés de ce polygone et pour hauteur la
droite OQ; mais le contour du polygone cir-
conscrit est plus graud que la circonférence
ABCD : donc la surface de ce prisme, sans y
comprendre les deux bases, est plus grande
que celle du-rectangle RT; mais par supposi-
tion le rectangle ET est égal à la surface con-
vexe du cylindre H’ Q : donc la surface de ce
prisme , sans y comprendre ses deux bases, est
plus grande que la surface convexe du cylindre
H’Q; mais au contraire la surface de ce prisme,

sans y comprendre les deux bases , est plus
petite que la surface du cylindre H’Q; ce qui
est impossible: donc le rectangle ET n’est’pas

plus grandi que la surface convexe du cylindre
AQ. Mais nous avons démontré que ce rectan-
gle n’est pas plus petit que cette surface : donc
le rectangle ET est égal à la surface convexe
du cylindre AQ.

Donc la surface convexe du cylindre droit
est égale à un rectangle dont la base est égale
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a la circonférence de la "base de ce cylindre et
dont la hauteur- est égale-"à celle de ce même

cylindre; ce qu’il falloit démontrer. "

«c o il --o L L A a a a.

’Il suit manifestement de laque les surfaces
sconvexes des cylindres-droits (st-semblables sont
:e-utr’el’lcs comme les quarrés des diamètres de

fleurs bases; car puisque lessurfaces convexes des
cylindres droits et semblables sont égales à des
rectangles dont lesbases sont égales auxfcircon-
férences des bases de Ces cylindres et dent les
Îhauteurs sont aussi égales auxhauteurs de, ces
mêmes cylindres , et puisque les circonférences
des bases des cylindres droits .et’sembla’bles Sont

’Ipr0portionnelles aux hauteurs de ces mêmes
cylindres , il est évident que les rectangles qui
sont égaux aux surfaites convexes des cylindres
adroits et semblables, sont des figures semblables,
puisque leurs bases sont ’proportÎOnnelles à leurs

hauteurs: donc ces rectangles sont entr’eux
comme les quarrés dc-leurs bases; mais ces rec-
tangles semblables sont égaux aux surfaces cen-
-veXes de ces cylindreset les bases de ces rec-

tangles sont égales aux circonférences des bases

de ces mêmes cylindres : donc les surfaces cou-
wexes des cylindres droits et Semblables sent

H h
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entr’elles comme les quarrés des circonférences

de leurs bases ,p et-par conséquent comme les
quarrés des diamètres de leurs bases. A

PROPOSITION KV.
THÉORÈME.

’ Un cylindre droit ou oblique est égal à un parafi-

lélépipède dont la base et la hauteur sont égales

à la base et à la hauteur de ce cylindre.’

Soit le cylindre AQ (fig. 226) dont la base est
le cercle ABCD et dont l’axe est la droite OQ;
soit aussi un parallélépipède RV ( fig. 228) dont

la base et la hauteur soient égales à la base et
à la hauteur du cylindre AQ : je dis que le pa-
rallélépipède KV est égal au cylindre AQ.

Car si le parallélépipède RV n’est pas égal au

cylindre AQ , ce parallélépipède sera égal à un

cylindre plus petit ou à un cylindre plus grand J
Supposons d’abord [que le parallélépipède RV

soit plus petit, que le cylindre AQ et qu’il soit
égal si un cylindre plus petit , au cylindre HQ,

. par exemple. Dans la circonférence de la base
’ABC D inscrivons un polygone régulier qui ne
muche point la circonférence de la base HKLM ,

et imaginons que ce polygone régulier soit la
base; d’un prisme inscrit dans le çylindre AQ.
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Puisque la base du polygone inscrit est plus
petite que la base du cylindre AQ et que la
base du cylindre AQ est égaleià la base du pa-
rallélépipède rectangle KV, la base du prisme

inscrit sera plus petite que la base du parallé-
lépipède KV; mais le prisme inscrit et le paral-
lélépipède RV ont la même hauteur : doue le

prisme inscrit est plus petit que le parallélépi-
pède RV; mais nous avons supposé ’que le pa-
rallélépipède RV étoit égal au cylindre HQ:

donc le prisme inscrit est plus petit que le
Cylindre HQ; mais au contraire le prisme ins-
crit est plus grand que le cylindre HQ, puisque
ce prisme contient ce cylindre; ce qui est im-
possible : donc le parallélépipède rectangle KV.

n’est pas plus petit quele cylindre AQ.
Supposonsà présent que le parallélépipède

rectangle RV soit plus grand que le cylindre AQ
et qu’ilsoit ’égal à un cylindre plus grand, au

cylindre H’ Q, par exemple. A la circonférence

de la base ABCD , circonscrivons un polygone
régulier dont les côtés ne rencontrent point la
circonférence de la base H’K’L’M’, et imagi-

nons que ce polygone régulier soit la base d’un

prisme circonscrit au cylindre AQ; la base du
prisme circonscrit est plus grande que la base du
cylindre AQ; mais la hase du cylindre AQ est

2..
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iëgale’à la hase-du parallélépipède rectangle RV:

donc la, base du prisme circonscrit est plus
grande que la baseîdu parallélépipède. rectangle

KV; mais le prisme insorit et le parallélépipède

rectangle RV’ "ontlla même hauteur :donc le
prisme circonscrit est plus grand que le paral-
lélépipède rectangle 11V; mais nOus avons sup-
posé que ce parallélépipède rectangle étoit égal

au cylindre ’H’Q .: donc le prisme ’circonserit est

plus’grand que le cylindre H’Q; mais au con»

traire le prisme circOnscrit est plusipetit que le
cylindre H’Q , rcar ce prisme est contenu dans

ce cylindre; ce qui est impossible : donc le pa-
rallélépipède rectangle RV’ n’estpaszplus grand

que le cylindre ÀQ 5. mais on a démontré qu’il

n’estpas plus petit : donc le: parallélépipède

rectangle KV est égal au cylindrer AQ.
Donc un cylindre droit ou oblique. est égal

à unlparallélépipède dont la basset lat-hauteur

Sontégales à la base. et à la hauteur. de Ce. cy-
- lindre; ce qu’il mon démontrer.
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P R: 01550: si: T I: on: N. KV IL.

TÊÊORÈME. I

E85 cylindres droits ou obliques quiiontïdès Fesses-

égales sont entr’eux comme leurs hauteurs , et
ceux qui ont des Ïzazcteur’s«.égalès soutenaient"

comme leurs bossa

Càr puisqu’un cylindre est égala un . parallél-

Ïépipèdë dont la base-et lat-hauteur sont égalés:

a la hase-et à l’ar- hauteur de ce cylindre, ilée’St:

érident que lescylindres-sont endenta-Comme-
l’es parallélépipèdequui ont des bases et des.han---

reurs égales aux bases et aux hauteurs; de ces:
cylindres. Mais.lesparallélépipèdes qui ont des:

Bases: égales- sont entr’eux comme leurs han--

teurs- : donc les cylindres qui ont destbasesl-
égales sont entr’eux comme les hauteurs des.
parallélépipèdes qui ont des’ljases et des-thaum-

teurs- égalesaux- Bases et aux hauteursvderces»
cylindres; c’estsà-dire que les cylindres-quiont’

des bases égales-r sont. entr’eum comme leurs;

hauteurs.- iPuisque, les cylindres sont entr’e’ux comme

les parallélépipèdes qui ont: des. Bases-et. des.

liauteursvégalesaux hases et aux hauteurszder
ces cylindres ., et que lessparallélépipèdest(gril

3.4.
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ont des hauteurs égales sont entr’eiix comme

leurs bases, il est évident que lesscylindres qui
ont des hauteurs égales sont entr’euxlcomme
les bases des parallélépipèdes qui ont des bases

’ et des hauteurs égales aux bases et aux hau-
teurs de ces cylindres; c’est-à-dire que les cy-

lindres qui ont des hauteurs égales sont entre
eux comme leurs bases.

Donc les cylindres droits ou obliques qui ont
des bases égales, sont entr’eux comme leurs

I hauteurs , et ceux qui ont des hauteurs égales
sont entr’eux comme leurs bases; ce qu’il falloit

démontrer. ’ è

PROPOSITION XVII.
THÉORÈME.

Les cylindres semblables, droits ou obliques, sont
enzr’eux comme les cubes des diamètres de leurs

bases.

Que les. cylindres qui ont pour bases les cer-
cles ABC , DEF (fig; 228) , pour diamètres
de leurslbases les droites AC, DF, et pour
axes les droites GH, KL, soient semblables
entrpeux : lie dis quetces deuxp’icylindres’ sont

entr’eux comme les cubes des diamètres de
leurslbasesi AC , DE.
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Construisez les deux parallélépipèdes rectan-

gles MP , KV dont les bases soient des quarrés;
que la base et la hauteur du premier soient égales
à la base et à la hauteur du cylindre AH , et que
la base et la hauteur du second soient égales à
la base et à la hauteur du cylindre DL.

Puisque le cercle ABC est égal, au quarré
NP et que le cercle DEF est égal au quarré 5V,
le cercle A-BC sera au quarré NP comme le
cercle DEF est au quarré 8V : donc , en échan-
geant les places des moyens , le cercle ABC sera!
au cercle DEF comme le quarré NP est au
quarré 8V. Mais le cercle ABC est au cercle
DEF comme le quarré du diamètre AC est-au
quarré du diamètre DF, et le quarré NP est
au quarré SiV comme le quarré du côté NO est ’ a

au quarré du côté ST : donc le quarré du dia-

mètre AC est au quarré du diamètre DF comme
le quarré du côté NO est au quarré du côtéST:

donc le diamètre AC est au diamètre DF comme
le côté NO est au côté ST. .Mais puisque la

hauteur du cylindre AH est à la hauteur du
cylindre DL comme le diamètre AC est au dia-
mètre DF et que le côté MN est égal à la
hauteur du cylindre AH et le côtéiRS égal à *

la hauteur du cylindre DL , le diamètre AGI
sera au diamètre DF comme le côté .MN est;

4.
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au côté 35;. mais on a: démontré que le (fiat.

mètre AC est au diamètre- DE comme le côté
N O est au côté B8 : donc le côté. N0 est am
côté 5T comme le côté MN est au côté R5 :2

doué les. côtés des parallélépipèdes rectangles:

MP, KV sont proportionnels : donc ces paral--
l’élépipèdes’ sont semblables : donc les: panifié;

lépipèdes MP, RV sont .entr’eux comme les
cubes dealeurs côtéshomologues N 0,. 5T; mais
le côté NO est au côté’STcomme le diamètre-

AC est au: diamètre DF : donc le cube du côtéï

NO est au cube du côté ST comme le cube du
diamètre AC est au côté du diamètre D’F :: douer

les parallélépipèdes MF, RV sont entr’euit

comme les cubes des diamètres AC , DF; mais
les parallélépipèdes MF, RV sont égaux aux

cylindresAH, DL; chacun à chacun : donc les
cylindres AH, DL sont entr’eux comme les cubes:
de leurs diamètres AC , DF’.

Donc les cylindres semblables, droits ou chlin-
ques , sont entr’cux comme les cubes des dia«
mètres de leurs bases; ce quÏil. falloit démons-

tirer;
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PROPOSITION. X’V11ti.""Î

Tnéonîamtc.

La surface convexe d’ un cérite droit est égale arum

triangle rectangle dont un des côtés’de l’angle

droit est égal à la circonférence de la base de
ce cône , et dont l’autre côté de l’angle droit est

égal au côté de ce même cône.

Soit le cône droit AQ (fig. 2’29) dont la base

estle cercle ABCD et dont le sommet est le point
Q; soit aussi le triangle rectangle EF’G’ dont
un des côtés FG de l’angle droit est égal à la

circonférence de la base du cône AQ et dont
l’autre côté. de l’angle droit est égal au côté

de ce cône : je dis que Ia- surfacet convexe du
cône AQ est égale au triangle rectangle EFG.

Car si le triangle rectangle IEFG n’est pas;
égal à la surface convexe du cône droit AQ , ce

triangle sera plus petit ou plus grand que la
surface convexe de ce cône. .

Supposons d’abord que le triangle rectangle

EFG soit plus petit que la surface convexe de
cône AQ, et qu’il soit égal à la surface convexe

du cône plus petit, à’la surface convexe du cône

HQ, par exemple. Dans la circonférence de
la base ABCD inscrivons un polygone régu-
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lier qui ne touche point la circonférence de la
base HKLM, et imaginons que ce polygone
régulier soit la base d’une pyramide inscrite
dans le cône AQ; la surface de la pyramide
’AQ, sans y comprendre sa base, est égale à un

triangle rectangle dont un des côtés de l’an-

gle droit est égal au contour de la base de
cette pyramide et dont l’autre côté de l’angle

droit est égal à la perpendiculaire menée du
sommet de cette pyramide sur un des côtés de

sa base; mais le contour de la base de la py-
ramide inscrite est plus petit que la circon-
férence de la base du cône AQ qui est égal à
un des côtés de l’angle droit du triangle EFG

et la perpendiculaire menée dusommet de la
pyramide sur un des côtés de sa base est plus
courte que le côté du cône AQ qui est égal à

l’autre côté de l’angle droit du triangle rectan-

gle EFG : donc la surface de la pyramide ins-
crite , sans y comprendre sa base , est plus petite
que le triangle rectangle EFG. Mais nous avons
supposé que le triangle rectangle EFG est égal
à la surface convexe du cône HO : donc la sur-

face de la. pyramide inscrite, sans y comprena-
dre sa base , est plus petite que la surface con-
vexe du cône HQ; mais au contraire la surface.
de la pyramide inscrite, sans y comprendre sa v
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base, est plus grande que la surface convexe du
cône HQ; ce qui est impossible : donc le trian-
gle rectangle EFG n’est pas plus petit que la
surface convexe du cône AQ.

Supposons à présent que le triangle rectan- I p
gleiEFG soit plus grand que la surface convexe
du cône AQ , et qu’il soit égal à la surface con-

vexe d’un cône plus grand , à la: surface convexe

du cône H’ Q , par exemple 3. autour de la circon-

férence de la base du cône AQ décrivons un
polygone régulier dont les côtés ne rencOntrent
pas la circonférence de la base du cône H’Q , et

imaginons que ce polygone soit la base d’une
pyramide circonscrite au cône AQ; la surface de
cette’pyramide , sans y comprendre sa base , est
égale à un triangle rectangle dont un des côtés

de l’angle droit est égal au contour de la base
de cette pyramide et dont l’autre côté de l’angle

droit est égal à la perpendiculaire menée du
sommet sur un des côtés de la base de cette
pyramide; mais le contour de la pyramide cir-
conscrite au cône est plus grand que la
circonférence de la base du cône AQ, qui est
égal à un des côtés FG de l’angle droit du trian-

gle rectangle EFG , et la perpendiculaire menée
du sommet de la pyramide sur un côté de sa base

est plus grande que le côté du cône AQ qui est
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égal à l’autre côté’de l’angle droit : d’une la sur;

face de la pyramide circon5crite" au cône AQ ,.
8ans y comprendre sa base, est plus grande que
le triangle rectangle EFG’; mais nous-avonsïsnpæ-
.posé’ que le-triangle rectangle-EFG est égal à lar’

surface convexe du cône H’Q :. donc la surfacer

de cette pyramide, sans y comprendre sa baie,
est plus grande que la surface convexe du cône-L

.H’Q ; mais au contraire-la surface de cette pyrite-v

mide est plus petite que la surface du cône H’ Q;

ce qui est impossible : donc le”triangle rectangle
EFG n’est pas plus grand que la surface con-
vexe du cône AQ; mais nous avons démontré
que ce trianglezn’est pas plus petit : donc le»
triangle rectangle EFG est égal à la surface
convexe du cône AQ.

Donc la surface convexe du cônedroit, sans:
y comprendre sa base, est égale à un triangle"-
rectangle dont un des côtés de’l’angle droit est:

égal à la circonférence de la base de ce cône et
dont l’autre côté "de l’angle droit est égal au:

côté de ce même cône 3 ce qu’il falloit dé-

montrer.
op
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PROPOSITION XIX.
THÉORÈME.

La section de la surface convexe d’un cône droit

ou oblique par un plan parallèle à sa base est

une circonférence de cercle. I
Coupez le cône ABRC ( fig. 229) par un plan

FSG parallèle à la. base BEC : je dis que la
section FSG de la surface convexe de ce cône
par ce plan est une circonférence de cercle. i

Du centre 0 de la base du cône menez autant
de rayons que vous voudrez: 03:, 0R, et par
l’axe A0 et par les rayons OB , OR conduisez
les plans ACE, IAOR, les sections AB, AR
de la surface convexe du cône par ces plans
seront des lignes droites , car lesilign’es AB, AB.

se confondent nécessairement avec la droite
génératrice de la surface convexe du cône ,
lorsque cette droite a une des positions AB, AR.
Le plan BEC étant parallèle au plan FSG, les
sections 0B , PF de ces deux plans par le plan
AOB seront deux droites parallèles : donc les
deux triangles A0 B, APF sont semblables:
dOnc l’axe A0 est à l’axe AP comme le rayon P

0B est au rayon PF. On démontrera de la même
manière que l’axe A0 est à l’axe AP comme le
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rayon OR est au-rayon PS : donc le rayon 0B
est au rayon PF comme le rayon 0R est au
rayon PS : donc , en échangeant les plans des
moyens , le rayon 0B est au rayon 0R comme
le rayon PE est au rayon P5; mais le rayon 0B
est égal au rayon OR : donc le rayon PF est
égal au rayon P S. On démontrera , de la même

manière , que toute autre section du plan FSG-
par un plan qui passe par l’axe eSt égale à cha-

renne des droitesPF , P S : donc la section de
la surface convexe du cône ABRC par un plan
parallèle à la hase de ce cône est une circon-
férence de cercle.

Donc la section de la surface convexe d’un
cône droit ou oblique, par un plan parallèle à
sa base, est une circonférence de cercle; ce
qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.
THÉORÊMÉ.

La surface convexe d’un tronc de cône droit à bases

parallèles est égale à un rectangle qui a pour
’hàuteur une droite égale au côté du tronc et pour

base une droite égale à la circonférence qui

résulte de la section de la surface convexe de
ce tronc par un plan parallèle aux deux bçses
et mené à égale distance de ces deux bases.

Soit le tronc du cône droit BD (fig. 229) dont
les bases BEC, ETD sont parallèles : je dis que la
surface convexe de ce tronc de cône est égale
à un rectangle-qui a pour hauteur le côté DG
du tronc BD et pour base une droite égale à la
circonférence qui résulte de la section de la
surface convexe de ce tronc par un plan pa-
rallèle aux deux bases et mené à égale distance

de ces deux bases. ’ a ’ ’
Complétez le cône ABRC; sur le côté AC et

au point C élevez la perpendiculaire CH; faites
la droite CH égale à la circonférence de la hase

BRC; menez la droite AH, et par le point D
menez la droite DIS parallèle à la droite CH.

Puisque les triangles AOC , AQD sont sem-
blables , la droite AC sera à la droite AD comme
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le rayon 0C est au rayon QD. Mais les circonfé-i
ronces sont entr’elles comme leurs rayons : donc

la droite AC est à la droite AD comme la cir-
conférence BEC est à la circonférence ETD;

et à cause que les triangles ACH, ADK sont
semblables , la droite AC est à la droite AD

. comme la droite CH est à la droite DK: donc la
circonférencevBRC est. à la circonférence ET D

comme la. droite CH est à la droite DE: donc en
échangeant les places des moyens , la circon-
férence.BEC est à la droite CH comme la cir-,-
conférenCe ETD est à la droite DK; mais la
circonférence BEC est égale à la droite CH,
par supposition : donc la circonférence ETD
est égalisa la droite DK. Mais la surface c011-
Verre du cône total ABECV est égale au triangle

rectangle total ACH et la Surface conveXe du
cône est égale au triangle rectangle ADK:
doncla surface convexe du tronc de cône BD est
égale au trapèze restant DCH’K. Du milieu de la

droite DG menez laxdroite GL parallèle à. l’une

ou à l’autre des bases parallèles DK , CH; par le

point L , Où la droite CL rencontre le côté KH,
conduisez la droite MN parallèle au côté DG,
et prolongez la droite DE jusqu’à ce qu’elle ren-

contre la droite MN au pointM. Puisque , par
construction, la droite ’DC est. perpendiculaire
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me la droite CH, la droite DG sera égale à la
distance des deux bases parallèles DK , CH; et
puisque la droite GL est égale alla droite CN , le
trapèze’DCHK sera égal au rectangle DCN M.
Mais nous avons démontré que la surface con-4

vexe du tronc de cône BD est égale au trapèZe

iDCHK : donc la surfaCe conVexe du tronc de
cône BD est égale au rectangle DCNM.. Nous

démontrerons que la circonférence FSG est
égale à la droite GL, de la même manière que
nous avons démontré que la circonférence ETD

est égale à la droite DK : donc la surface côn-

vexe du cône BD est égale à un rectangle qui
a pour base une droite égale à la circonférence

FSG et pour hauteur la droite DG.-
Donc la surface convexe du tronc de cône

droit à bases parallèles est égale à un rectan-"
gle qui a pour hauteur une droite égale au côté

du tronc de cône et pour base une droite égale
à la circonférence de cercle qui" résulte de la
section de la surface convexe du tronc de cône;
par un plan parallèle aux deux bases et mené
à égale distance de ces deux bases; ce qu’il

falloit démontrer. l
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PROPOSITION XXI.
t Tiré CRÈME.

’La surface centiare d’un cône droit est égale à

un rectangle qui a pour hauteur une droite égale
au cô’te’ de ce cône et pour base une droite égale

à la circonférence de cercle qui résulte de la

section de lapsurface convexe du cône par un
plan parallèle à la base du cône et mené par
le milieu (le son côté.

Soit un cône droit ABEC (fig. 229) : je dis
que la surface. convexe du cône ABEC est égale

anti rectangle qui a pour hauteur une droite
égale au côté de ce cône et pour base une droite

égale à la circonférence de cercle qui résulte de

la section de sa surface convexe par un plan
parallèle a sa base et mené par le milieu de son

côté AC. i
t Sur le côté AC et au point C élevons une

perpendiculaire CH , faisons cette droite égale
à la circonférence de la base du cône et menons

la droite AH. APuisque nous avons démontré que la surface ,
convexe d’un cône droit est égale à un triangle

rectangle a pour base une droite égale à la
I eirconference de sa base et pour hauteur une
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droite égale au côté de cecône , le triangle ACH

sera égal à la Surface convexe du cônezABEC. l

Du milieu de la droite AC menons la droite
DK; nous démontrerons , comme dans la pro-’
position précédente; que la droite DK est égale

à la circonférence ETD.

Puisque les deux triangles ACH, ADK sont
semblables et que le côté AC est double du côté

ADI, le côté CH Sera double du côté DK z donc

le triangle ACH est égal à un rectangle qui a

pour base la droite D-K et pour hauteur la
droiteAC , parce qu’un triangle est égal à un

rectangle qui a la même hauteur que ce triangle
et qui a pour base une droite égale à la moitié
de la base de ce.même triangle. Mais le ’trian-I.

gle ACH est égal à la surface convexe du cône

droit ABEC : donc le rectangle qui a pour
base la droite DK et pour hauteur la droite AC
est aussi égal à la surface; convexe du cône
droit ABEC; mais. la base de ce rectangle est
égale à la circonférence ETD et la hauteur de
ne même rectangle est égale au côté de ce cône.

Donc la surface convexe d’un cône droit est

égale à un rectangle qui apour hauteur une
droite égale au côté de ce cône et pour base
une droite égale à la circonférence de cercler
qui résulte de la section de sa surface convexe

à
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par un plan parallèle à sa base et mené par
le milieu de son côté; ce qu’il falloit dé-

montrer A
PROPOSITION XXII.

THÉORÈME.

Un cône droit ou. oblique est la troisième partie
d’un cylindre qui a la même base et la même
hauteur que ce cône. -’

Soient le cône AQ (fig. 226) et le cylindre AQ
ayant la même base et le même axe : je dis que
le cône AQ est la troisième partie du cylin-
dre AQ.

Car si le tiers du cylindre AQ n’est pas égal

au cône AQ , le tiers de ce cylindre sera plus
petit ou plus grand que le cône AQ. Supposons
d’abord que le tiers de ce cylindre soit plus petit
que le cône AQ , et qu’il soit égal à un cône plus

petit, au cône HQ, par exemple. Dans la cir-
conférence de la base du cône AQ inscrivons
un polygone régulier nom les côtés ne touchent

pas la circonférence de la base du cône HO , et
imaginons que ’ce polygone régulier soit la base

d’un prisme inscrit dans le cylindre AQ et d’une

. pyramide inscrite dans le cône AQ.
. La pyramide inscrite 0ans le cône AQ est
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égale au tiers du prisme inscrit dans lecylindre
AQ; mais le prisme inscrit est plus petit que le
cylindre AQ : donc la pyramideinscrite est plus
petite que le tiers du cylindre AQ; mais le tiers
du cylindre AQ est égal au cône HQ , par suppo-v

sition : donc la pyramide inscrite est plus petite
que le cône HQ; mais au contraire cette pyra-
mide est plus grande , puisqu’elle le contient;
ce qui est impossible : donc le tiers du cylin-
dre AQ n’est pas plus petit que le cône AQ.

Je dis à présent que le tiers du cylindre AQ
n’est pas plus grand que le cône AQ; car sup-
posons que le tiers du cylindre AQ soit égal à
un cône plus grand, au cône H’Q , par exem-
ple; autour de la base du cône AQ décrivons
un polygone régulier dont les côtés ne rencon-
trent point la base du cône H’ Q, et imaginons
que ce polygone régulier soit la base d’un
prisme circonscrit au cylindre AQ et d’une py-
ramide circonscrite au cône AQ; la pyramide
circonscrite est égale au tiers du prisme cir-
conscrit; mais le prisme circonscrit est plus
grand que le cylindrer AQ :. donc la pyramide.
circonscrite est plus grande que le tiers du. cyq.
lindre AQ; mais le tiers du cylindre AQ est
égal au cône H’Q, par supposition, : donc la

pyramide circonscrite est plus grande (Lucile
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cône H’Q ;-mais”au contraire cette” pyramide est

pluspètit’e que ce cône , puisque-le cône con-

tient cette pyramide; ce qui est impossible :
donc le tiers du cylindre AQ n’est pas plus grand.

que le cône AQ; mais nous lavons démontré
qu’il n’est pas plus petit : donc le tiers. du cylin-’

Cire AQ est égal au cône AQ,

Donc un cône droit ou oblique est le tiers
d’un cylindre qui a la même base et le même
axe que ce cône; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE I.
Puisque les cylindres qui ont des bases égales

sont entr’eux comme leurs hauteurs, et que les,
cylindres qui ont des hauteurs égales sont entre
eux comme leurs bases , et parce qu’un cône
est le tiers d’un cylindre qui a la même base et

le même axe que ce cône, et que les tiers sont
proportionnels aux tous; il est évident que les
’cônes qui ont des bases égales sont entr’eux

comme leurs hauteurs, et que ceux qui ont des
hauteurs égales sont entr’eux comme leurs bases.

c on on L A l’an 1 1.
Puisque les chindres 1’ semblables sent entre

en); couinie’les Cubes des diamètres de leurs

bases, et parce que les. cônes semblables sont
les tiers de cylindres semblables quidam. les;
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mêmes bases et les mêmes axes , il est ehCore
évident que les cônes semblables sont entr’eux

comme les cubes des diamètres de leurs bases.

PROPOSITION XXIII.
THÉORÈME.

Si un demi-polygone régulier d’un nombre pair

de côtés tourne autour de son diamètre, la sur-

face décrite par un certain nombre de côtés de

ce demi-polygone est égale à un rectangle qui l
a pour base une droite égale à la circonférence

inscrite dans le demi-polygone et pour hauteur la
portion du diamètre interceptée partiaux droites

qui lui sont perpendiculaires et qui comprennent
les côtés qui ont décrit cette surface ; et la sur-
face décrite par tous les côtés du demi-polygone

est égale à un rectangle qui a pour base une
droite égale à la circonférence inscrite dans, ce

demi-polygone et pour hauteur le diamètre de
ce même poiygone.

Soit ABCDEFG (fig. 250 un demi-poly-
gone régulier dont la droite AG est le diamètre.
et le point H le centre; du centre H menez la»
perpendiculaire HK sur un des côtés CB de ce
demi-polygone , et des points B et E menez les.
droites BM, E0 perpendiculaires sur le dia-

4
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mètre AG : je dis que la surface décrite par les
côtés BC, (Il), DE est égale à un rectangle
gui a peut hase une droite égale à la «zircone
férence inscrite et pour hauteur la droite M0:
je dis de plus que la surface décrite par tous
les côtés du demi-polygone est égale à un.
rectangle qui a pour base une droite égale à

’ la circonférence inscrite et pour. hauteur le
diamètre AG.

Du point C et du milieu du côté CE menez
les droites ON , KL perpendiculaires sur le dia-.
mètre AG, et du point B menez aussi une droite
BQ perpendiculaire sur la droite CN.

Le triangle HKL est semblable au triangle
B-CQ; en effet , ces deux triangles ont chacun
un angle droit en L et en Q; l’angle HKL avec
l’angle BKL est égal à un angle droit; mais.
l’angle BON est égal à l’angle BKL : donc l’an-

gle HKL avec l’angle BON est égal à un angle

droit; mais l’angle KHL avec l’angle HKL est
aussi égal à un angle droit :- donc les deux angles.

KHL, BCN sont égaux entr’eux :. donc les,
deux, triangles HKL, BCQ ont deux angles
égaux chacun à chacun : donc ils sont sema-
blables z. donc la droite HK est à la droite. KL
comme. la droite C13 est à la. droite BQ ou à. la

draine qui. lui. est égale. Mais les cime;
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férences sont proportionnelles à leursw rayons z

donc la circonférence qui a pour rayon la droite
HK est à la circonférence qui a pour rayon la
droite KL comme la droite CB est à la droite
MN 5 mais lorsque quatre droites sont propor-
tionnelles , le rectangle compris sous les deux
droites extrêmes est égal au rectangle compris
Sous les deux droites moyennes : donc le rec-
tangle compris sous la droite MN et sous une
droite égale à la circonférence qui a pour rayon

la droite HK est égal au rectangle compris sous
le côté CB et sous une droite égale à la cir-

conférence qui a pour rayon la droite KL;
mais le rectangle compris sous le côté ’CB et

sous une droite égale à la circonférence qui a

pour rayon la droite KL est égal à la surface
convexe du tronc de cône décrit par le côté

CB : donc le rectangle compris sous la droite
MN et sous une droite égale à la circonférence

qui a pour rayon la droite HK est égal à la.
surface convexe du tronc de cône décrit par le
côté CB. On démontrera, de la même manière,

que chacune des surfaces des troncs de cône
et des pyramides décrites. par les autres côtés

AB, CD, DE, EF, FG est égale à. un rectan-
gle compris sous la portion du diamètre inter--
cepté par les deux perpendiculaires qui com-g
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prennent chacun des côtés AB, CD, DE, EF,
FG et sous une droite égale à la circonférence

qui a pour rayon la perpendiculaire menée du
centre sur chacun des côtés AB, C D, DE ,
EF, FG. Mais les perpendiculaires menées du
centre du polygone régulier sur les côtés de ce

polygone sont égales entr’elles : donc les cir-
conférences qui ont pour rayons ces perpendi- -
culaires sont aussi égales entr’elles , et par con-

séquent égales à la circonférence inscrite dans

le demi-polygone régulier ABCDEFG z donc
la surface convexe d’un tronc de cône décrite

par un côté quelconque du demi-polygone est
égale à un rectangle compris sur la portion du
diamètre interceptée par les deux droites qui
lui sont perpendiculaires et qui comprennent
ce côté, et sous" une droite égale à la circonfé-

rence inscrite : donc les trois surfaces de troncs
de cône décrites par les trois côtés BC , CD,

DE sont égales à trois rectangles qui ont pour
bases des droites égales chacune à la circonfé-

rence inscrite et pour hauteur les droites MN ,
NH, HO ; mais ces trois rectangles sont égaux
à un seul rectangle qui a pour-base une droite
égale à la circonférence inscrite et pour hau-
teur la droite M0 , c’est-à-dire la portion du
diamètre interceptée par les deux droites BM,
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E0 qui lui sont perpendiculaires et qui com-
prennent les côtésBC , CD, EF : donc, par la,
même raison, la somme des surfaces convexes
des troncs de cône et desdeux pyramides clé-.-
crites par tous les côtés du demi-polygone est ’

égale à un rectangle quia pour hase une droite
égale à la circonférence. inscrite et pour hauteur a

le diamètre du polygone. i
Donc si un demi-polygone régulier d’un nom-

bre pair de côtés tourne autour de. son dia-
mètre , la surface décrite par un certain nom-
bre de côtés de ce demi-polygone est égale à
un rectangle qui alpour base une droite égale à
la circonférence inscrite et pour hauteur la por-v
tion du diamètre interceptée par deux droites
qui lui sont perpendiculaires et qui comprenq
nentles côtés qui ont décrit cette surface; et
la surface décrite par tous les côtés du demi-
polygone- est égale à un rectangle qui a pour
base une droite égale à la: circonférence ins-

crite et pour hauteur le diamètre delce demi-
Polygone; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXIV.
THÉORÈME.

A La surface d’une sphère est égale à un rectangle

qui a pour base une droite égale à la circon-
férence d’un grand cercle de la sphère et pour

hauteur une droite égale à son diamètre.

Soit une sphère qui ait pour diamètre la droite

AB (fig. 251) etpour centre. le point C : je dis
4 que la surface de la .sphère qui a pour diamètre

la droite AB est égale à un rectangle Q qui a
pour’hase une droite égale à la circonférence

d’un grand cercle de cette sphère et pour hau-
teur une droite égale à son diamètre.

Car si ce rectangle n’est pas égal à la surface

de la sphère qui a pour diamètre la droite AB ,
ce rectangle sera égal à la surface d’une sphère

plus petite ou à la surface d’une sphère plus
grande. Supposons d’abord que ce rectangle
soit égal à la surface d’une sphère concentrique

plus petite, à celle, par exemple, qui a pour
diamètre la droite KM.
l Faisons passer un plan par le diamètre AB,

les sections des sphères qui ont pour diamètres
les droites AB, KM par ce plan donneront les
deux demi-cercles ADEFGHB, KLM; car
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les droitesmenées du centre d’une sphère à la

section de sa surface par un plan qui passe par
son centre sont égales chacune au rayon de
cette sphère. Dans la demi-circonférence dont
AB est le diamètre inscrivons un demi-polya-
gone régulier dont les côtés soient en nombre

pair et ne touchent point la circonférence du
demi-cercle KLM. Supposons que ce demi-
polygone fasse une révolution autour du dia-
mètre A13; le contour de ce demi-polygone ré-
gulier décrira une surface égale à un rectangle

qui aura pour hase une droite égale à la cir-
conférence inscrite dans ce demi-polygone ré-

gulier et pour hauteur une droite égale au
diamètre AB; mais le rectangle qui a’pour hase
une droite égale à la circonférence inscrite dans

le demi-polygone ADEFGHB et pour hauteur
une droite égale au diamètre AB est plus petit ’

que le rectangle Q qui a pour base une droite
égale à la circonférence ADEFGHB circons-
crite à ce demi-polygone régulier et pour hau-
teur le diamètre AB, parce que ces deux rec-
tangles ayant des hauteurs égales , le premier a
une base plus grande que celle du second :donc
la surface décrite par le contour. du demi-poly-
gone inscrit est plus petite que la surface de la
sphère décrite par le demi-cercle KLM , c’est-
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à-dire que. la surface de la sphère qui apode
diamètre la droite KM, parce quenous avons
supposé que le rectangle Q étoit égal à la. sur-à

face de cette sphère; mais au contraire lansur-s
face décrite par les côtés du demi-polygone
inscrit est plus grande que la surface décrite par
la’demi-circonférence KLM, c’est-’à-dire que

la surface de la. sphère qui a pour diamètre la
droite KM, puisque le contour de ce demi-
polygone est plus grandque la demi-circonfé-
rence KLM; ce qui est impossible : donc le

» rectangle Q n’est pas plus petit que la surface
de la sphère dont A13 est le diamètre.
V .vSuppo’sons en second lieu que le rectangle Q
soit égal à la surface d’une sphère» concentri-

que plus grande que celle dont le diamètre est
la droite AB et qu’il soit égal, par exemple , à

la surface. de la sphère dont le diamètre est la
droite K’ M’.

Faisons passer un plan par le diamètre K.’ M’;

les sections des sphères dont les diamètres sont
les droites AB , K’ M’ par ce plan donneront les

deux-.demi-cercles ADEFGHB, K’L’ M’. Cir-

conscrivons au demi-cercle dont AB est le dia-s
mètre un demi-polygone régulier dont. les côtés

soient en nombre pair et ne rencontrent pas
la ademi-circonférence K’L’M’ , et supposons,
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que ce demi-polygone fasse une révolution
autour du diamètre A’ B’.

Le contour de ce demi-polygone régulier dé-

; crira une surface égale à un rectangle qui aura
pour base une droite égale à la circonférence
ADEFGHB et pour hauteur le diamètre A’B’;

mais le rectangle qui a pour hase une droite .
égale à la circonférence ADEF GHB et pour
hauteur une droite égale au diamètre A’B’ est

plus grand que le rectangle Q qui a pour base
une droite égale à la circonférence ADEFGHB
et pour hauteur une droite égale à la droite AB ,

parce que ces deux rectangles ayant des hases
égales , le premier a une hauteur plus grande
que celle du second z donc la surface décrite
par le contour du demi-polygone circonscrit est
plus grande que la surface de la Sphère’décrite
par le demi-cercle K’L’ M’, parce que nous avons

supposé que le rectangle Q étoit égal à la sur-

face de cette Sphère. Mais au contraire la sur-
face décrite par le contour du demi-polygone
circonscrit est plus petite que la surface dé-
crite par la demi-circonférence K’ L’ M’ , c’est-

à-dire que la surface de la sphère qui a pour
diamètre la droite K’M’, puisque le contour du

demi-polygone circonscrit est plus petit que la
demi-circonférence K’ L’ M’ ; ce qui est impos-
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une : donc-,le,réctangle Qu’est pas plus grand

que la surface de la sphère a pour dia-2
mètre la droite AB; mais nous avons démontré

que, le rectangle Qu’est pas plus petit que la
surface de ’cette sphère : donc le rectangle Q
est égal à la surface de la sphère quia pour
diamètre la droite AB.

Donc la surface d’une Sphère est égale à un

rectangle qui a pour hase une droite égale à la
circonférence d’un grand cercle de cette sphère

et pour hauteur le diamètre de cette même

. sphère. .COROLLAIRE;
Il suit évidemment de la que la surface de la

sphère est égale à la surface convexe du cylindre

droit qui lui est circonscrit. En effet , la surface
d’un cylindre droit est égale à un rectangle qui a

pour hase une droite égale à la circonférence de

la hase de ce cylindre et pour hauteur une droite
égale à la hauteur de ce même. cylindre -, mais la

’ circonférence de la hase du cylindre circonscrit
est régale à la circonférenced’un grand cercle de

la sphère et la hauteur du cylindre égale au dia-
mètre-de la sphère : donc la surface convexe du
cylindre circonscrit est égale à un rectangle qui
apeur base une droite égale à la circonférence

. de la sphère inscrite et pour hauteur une droite
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égale au diamètre de cette mêmers’phère : donc

la surface couverte du cylindre circonscrit est
égale à la surface de la sphèreïiiiscrite ’z donc la

surface de la Sphère est égale à la surfacecona

reine du cylindre qui luiest circonscrit. à v v

P-ROPOSITIONIIXXIV’.

rufioatmè
La surfàce courante d’un segment, sphérique est

égale-à un rectangle qui a pour base une droite"
égale à; la circonférean d’un grand cercle de

la Sphère et peut” hauteur une droite égale à la

, Îzauteuf du segment sphérique... . i l

Soit un segment sphérique dont la surface
convexe soit décrite" par l’arc ADE 251)

’ pendant que le-demrcercle’ADEEGHB fait

"une révolution sur son’diamètre AB a je dis que

a la surface convexe de ce segment est égale à
un rectangle R qui a pour baser une droite. égale
à la circonférence d’un grand cercle et pour
inauteùr une ïdroit’e égale à lanhautxeur AN du

’ Segment sphérique: Ï L . v . i i
Car si le rectangle R n’est pas’é’gal fila sur.

face comme de ce’segment sphérique, ce roc-,-
tangle sera plus petit Ou plus grands Supposons
"d’abord qu’il soit plus pètit etc-qu’il soit égal à

’ K k
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la surface convexe d’un segment sphérique sema
blable d’une Sphère plus petite ;’ savoir , à la sur-

face convexe d’un segment sphérique semblable
de la’sphère dont le diamètre ést la droite KM

et quia le même. centre que la sphère où se
trouve. le segment décrit par l’arc ADE.

Parle diamètre ’AB et par l’arc ADE faisons

passer un plan; la section de la sphère quia
pour diamètre la droite KM , par ce plan , don-
liera le demi-cercle KL M. Menons la droite
iEC; il est évident que le segment sphérique
dent la surface convexe est décrite par l’arc KL
sera semblable au segmentt’dontl’a surface con-
vexe est décrite par l’arc ADE. ’

-Dans l’arc ADE inscrivons une portion de
fpolygone régulier dont les côtés ne touchent
point l’arc KL ; cette portionde. polygone ré-

gulier, en faisant une révolution autour du dia-
rmètre AB., décrira une surface égale à un rec-

tangle. qui a pour base une droite égale à la
zcirconférence inscrite dans cette portion de
spolygone et pour hauteur une droite égale à la

droite AN; mais le rectangle qui apour hase
une droite égale à; la circonférence inscrite et

pour hauteur une droite égaleàla droite AN
’est plus "petit que le rectangle.R,qui a pour
glisse. une droite égale à la circonférence dont
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le diamètre est la droite AB et pour hauteur une
droite égale à la droite AN , parce quecesdeux

. rectangles ayant la même hauteur , le premier
’ a une base plus petite que celle du second. Mais

le rectangle R est égal, par supposition, à la
surface. convexe du segment sphérique décrite
par l’arc. KL adonc la surface décrite par le

contour de la portion du polygone régulier
inscrit, dans l’arc ADE est, plus petite que la
surface convexe du segmentsphérique décrite
par l’arcKL; mais ., ambontraire, la surface
décritepar cette portion .du polygone régulier

inscritest plus grandeque la surface du seg-
ment sphérique décrite par l’arc. KL , parce que

ile contour de-la portion du polygone régulier
inscrit dans l’arc ADE est plus grand que (l’arc

KL; ce qui est impossible : doucie rectangle R
.n’est pas plus petit que la surface du segment
sphérique décrite par l’arc ADE. V

Supposons en second lieu que le rectangle B.
soit plus grand que la. surface convexe du seg-
mentsphérique décrite par l’arc-ADE et .qu’il

soit égaluàla surface convexe d’un segment
sphérique semblable d’une sphère plus grande;

savoir ,’ à la? surface d’un segment sphérique

semblabledela sphère, dont le diamètre est la
.droite K’ M’ et qui a le même centre que la

a
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sphèresoù-se. trouve’le segment décrit par l’arc

rAlD’E.» . ’ I r
Parle diamètre -K’ M’ et par l’arc ADE fai-

sons passer un plan; la section de la sphère qui
:a pour diamètre aile: droite K’ M’ par Ce plan

donnera Je demië-cercle K’ L’ M’. Menons la

idroitje CE et prolongeons-la jusqu’à ce qu’elle
’àrencontre la demi-circonférence K’LLM’ au

point L’ y il est’révident que le segment sphé-

rique-dont la lsurfztce-uçonVexe estxdécrite par

l’arc ËF41] sera" semblable au segment dont la

surface convexe est décrite par l’arc ADE.

Circonscrivons ailliarc AxDErune portion de
’p’olngne régulierdolft les-côtés ne rencontrent

point l’arc K’ L’ ; du point E’ menons la droite

’E’O perpendiculaire sur le diamètre K’M’, et

du’point. E la droite EI’ perpendiculaire sur la
droiteE’O. Le contour’de cette portion’d’e poly-

gone régulier , en faisant une révolution autour
du diamètre A’B’, décrira une surface; égale à

un’ rectangle dont la baSeisera égale à la: ’circon-

’fé’rènCe du cercle ADEFGHB , et”d0ntïla’hau-

tëürîsera- la droite A’ 0. Mais la circonférence

A519 E’FGHB quia pour diamètreila droite AB
est égale à la base du, rectangle R’et l-a’idroite

A’OÏ est plus grande Îque la hauteur AN de ce
amène rectangle; car la droite A’A est égale à
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l’hypoté’nuse E’E, du triangle rectangle E’Elîi

mais l’hypoté’nuse EÎE est plus grande» que les

côté qui est égal à la. droite ON : donc la.
droite-:A’Aest plus grande- que- la droite..0 N à

donc-41g, droite A04 avec la. droite A’A est plus
grande que la droite A0 avec la. droite ON’:
donc la. droite A’ O est plusgrande quevla droite

A N .: donc letrectangle qui a.p0ur base une-droite
égale à la: circonférence dont le diamètre est la

droite A13 et pour hauteur la droite A’ O est plus

grand que le rectangle R quia pour base une
droite égale à lazcirconfé’rence dont le diamètres

est la droite ABet pour hauteur une. droite égales
à la droite AN, parce que’ces deux rectangles.
ayant la, même hase ,a le premier a unehauteur
plus. grande que celle dusecond. Maislevrec- I
tangle R est par supposition.égal à la surface-com.
vexe du segment sphérique décrite par l’arc-K1] :.

donc la surface tlé’critexpar-lc contour deal-21.13013.

tian du polygone régulier circonscrità l’arc ADE.

est plus gcaude que-la surface convexe du.seg.-
ment déCrite par l’arc K’ L’ ;. maisaucontraire la.

surface "décrite par le contour de cette portion.
de polygone régulier est plus petite que la sur-
face du. segment sphérique décrite par l’arc K’ L’ ,

parce que le contour de latportion. de ce poly--
gour. régulier.» circonscrit a l’arc ADE est plus

5
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petit que l’arc K’ L’ ; Ce est impossible :

donc le rectangle R n’est pas plus grand que la
surface du segment sphérique décrite par l’arc

ADE; mais nous avons démontré qu’iln’est

pas plus petit : donc le rectangle Il est égal à
la surface convexe du segment décrite par l’arc

ADE. v l q,Donc la surface convexe d’un segment sphé-

rique est égale à un rectangle qui a pour base» une
droite égale à la cirèonférence d’un grand cercle

et pour hauteur une droite égale a la hauteur
du segment sphérique; ce qu’il falloit démon;

trer.

, PROPOSITION XXVI.’

l watonsmn
La surface d’une zone est égale à un rectangle qui

" a pour base une droite égale à-la circonférence

d’un grand cercle de la sphère et pour hauteur
une droite égale à la portion d’ un diamètre iu-

A tercepté par deux droites quiilui sont perpens

dicuIaires et qui embrassent cette zone.

Soit la zone décrite par l’arc EG’ (fig. 251);

’ des. extrémités de l’arc EG menez les deux,

droites EN, GP perpendiculaires’sur le dia--
mètre AB z je dis que la surface de. la zone défi.
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crite par l’archG est égale à un rectangle qui a.

pour base une droite égale à’la circonférence-

dont la droite AB est le diamètre et pour han-x

teur la droite NP. I.Puisque la surface convexe du segment sphé-
rique décrite par l’arc ADEFG est égale à un

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence dont le diamètreest la droite AB,

et pour hauteur la droite AP et que la surface
du segment sphérique décrite par l’arc ADE est

égale-à un rectangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence dont la droite AB est le

diamètre et pour hauteurla droitenA N, il est évi-

dent que la différence des surfaces convexes de
Ces deux segmens sphériques sera égale à la dif«

férence de ces deux rectangles qui ont la même
base ; mais la différence des surfaces convexes de

ces deux segmens Sphériques est égale à la zone
décrite parl’arc EFG et la différence de ces deux

rectangles est légale à un rectangle qui a’ pour

base une droite égale à la circonférence dont la
droit’e AB est le diamètre et pour hauteur la diffe’;

rence des droites AP , A N, c’est-à-dire la droite

NP 5 mais la droite NP est la portion du diamètre
intercepté parles droites EN , GP qui lui sont
perpendiculaires etqui comprennent l’arc EFG:
donc la surface de la zone décrite par l’arc EFG

a
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est égale à la surface d’un rectangle apour
base une droite, égale à la circonférence dont
la duite A13 est le diamètrevet pour hauteur- la,
portion du diamètre intercepté par les deux
droites EN, GP qui lui sont perpendiculaires,
et qui comprennent l’arc EFG.

Donc. la surface d’une zone est égale à un
rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence. d’un grand cerclerde la sphère

et pour hauteurun’e droite égale à la portion
d’un diamètre intercepté par deux droites qui

lui sont perpendiculaires et qui embrassent cette
zone ; ce qu’il falloit démontrer...

PROPOSITlÔN XXVII,
-THÉ’0RÊME.;

Les sur aces des s hères sont entr’elles comme les

- , Pquarrés de leurs. diamètres.

Soient deux sphères ABCD, FGHK (fig. 2 2
je disque Ces deux sphères sont. entr’ellescomnie.

les "quarrés de leurs diamètres AC , FH.

effet , la surface de la sphère est égale à un.
rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence d’un grand cercle et pour hautèu r»

le diamètre de ce: grand cercle ; et la surface d’un

yawl. cercle est, égale àun triangle rectangle dont;
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un des côtés de l’angle droit est égal à la circon-

férence, et dont l’autre "côtédè l’angle droit est

égal à son rayon; mais ce triangle rectangle est
égal à un rectangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence de ce grand Cercle et

pour hauteur le quart du diamètre : donc la
surface de la sphère est quadruple d’un grand
cercle : donc la surface de la sphère est’égale

à quatre grands cercles j donc la surface de la
sphère ABCD est à la surface de la sphère FGHK

comme quatre grands cercles de la première
sphère sont à quatre grands cercles de la seconde ,

ou comme un grand cercle de la première est
à un grand cercle de la seconde. Mais ces cer-
cles sont entr’eux comme les quarrés de leurs
diamètres , et le diamètre d’un grand cercle est

le même que le diamètre de la sphère : donc
les surfaces des sphères ABCD, FGHK Sont
entr’elles comme les quarrés de leurs diamètres.

Donc les surfaces des sphères sont entr’elles
comme’les quarrés de leurs diamètres; ce qu’il

falloit démontrer. i
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prao POSITION XXV’IIL

- THÉORÈME.

Deux sphères concentriques étant données, on

peut inscrire dans la plus grande un polyèdre
dont les faces ne touchent point la circonfé-
rence de la plus petite.

Imaginons deux sphères qui aient le même I
centre A (fig. 220) : je dis qu’on peut inscrire
dans la plus grande sphère un polyèdre dont
les faces ne touchent point la surface de la plus
petite.

Faites passer un plan quelconque par le centre
de ces sphères, les sections seront des grands
cercles de la sphère. Supposons en conséquence

que BC DE soit un cercle de la plus grande
. sphère et que FGH soit un cercle de la plus

petite ; menons les diamètres B D , C E de,
manière qu’ils soient perpendiculaires l’un sur

l’autre. Les deux cercles BCDE, FGH ayant
le même centre , décrivons dans le plus grand
BCDE un polygone dont les côtés soient égaux

et pairs en nombre et ne touchent point le plus
petit cercle FG H 5 que les côtés de ce polygone

qui sont dans le quart de cercle B E soient B K ,I
KL, LM, ME; menons le rayon KA que nous
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prolongerons vers N ; au point A et sur le plan
du cercle BCDE’ élevons la perpendiculaire
A0 qui rencontrerai la surface de la sphère au
point 0 , et par la droite A0 et par chacune
des droites BD, KN conduisons deux plans;
ces deux plans produiront deux grands cer-
cles dans la surface de la sphère. Supposons
qu’on ait ces deux grands cercles et que BOD,
KON "en soient les moitiés, et que BD, KN
en soient les diamètres. Puisque la droite 0A
est perpendiculaire sur le plan du cercle
BCDE , tous les plans qui passeront’par cette
droite A0 seront perpendiculaires sur le plan
du cercle BC DE : donc les demi-cercles BOD ,
KON sont perpendiculaires sur ce même plan;
et puisque lesidemi-cercles BED , B0B, KON
sont égaux, car leurs diamètres EC , BD , KN
sont égaux entr’eux , les quarts de leurs circon-
férences BE , B0 , K0 seront’égaux entr’eux:

adonc les quarts décercle B0, K0 contien-
dront chacun autant de côtés du polygone ins-
crit que le quart de cercle BE, et les côtés
contenus dans les quarts de cercles B0, ’
seront égaux aux côtés B K , KL , L M , M E ,
chacun à chacun. Menons les cordes B P, PQ ,

-QR, B0, K5, ST, TV, V0 et les droites
SP3 ’1le VIL Des points P, S abaissons des.
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perpendiculaires sur le plan du cercle BCDE ;-
ces perpendiculaires tomberont sur les com-
munes Sections BD, KN des.,plans des demi.
cercles BOD 5 KON , puisque ces". plans sent
perpendiculaires Sur le plan du cercle B (ID-E ,
par construction j que ces perpendiculairestomv
hem; donc sur ces communes sections et que
ces perpendiculaires soient PX, SY; menez
la droite XY. Puisqu’on a pris les..arcs égaux
B’P ,vKS dans les demi-circonférences. égales,

30D, KON et que les droites PX, SY sont
perpendiculaires sur les diamètres BD, KN ,
la droite PX sera égale à la droite SY et la.
droite BX égale à la droite KY. Mais la droite,
totale BA est égale à la droite totale RA : donc»
la’droite restante XA est égale à la droite res-«

tante YA: donc BX est à XA comme KY est
àYAè donc la droite XY est parallèle à la droite-

KB’; et puisque chacune des droites PX, SY est

perpendiculaire sur le plan du cercle BCDE ,
droite PX sera parallèle à la droite SY; mais on,
a démontré que» ces droites sont égales: donc»

les droites YX, SP sont égales et parallèles ;:
et" puisque la droite YX est parallèle à la droite.
5P et à la droite KB , la droite SP sera parallèle
à la droite KB ( prop. 9. I I) ; mais ces droites
sont. jointes par les droites BP, K5. : donc le,
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quadrilatère KBPSI est dans un seul plan, car
si deux droites sont parallèles et si dans cha-
cune de’ces droites ’on prend des points quel-

conques, les droites qui joignent ces points
sont dans le même plan que ces parallèles. On
démontrera de la même manière , que la droite
TQ est parallèle à la: droite SP et la droite VR
parallèle à la droite TQ’: donc-chacun des
quadrilatères SPQT, TQRV est dans un seul
plan; mais le triangle VRO est aussi dans un
seul plan : donc» si des points IP, S, Q, T,
R, V on conçoit des droites menées au point

A, on aura construit entre les arcs B0 , K0
un certain polyèdre composé des pyramides
dontles bases seront les quadrilatères KBPS,
SPQT, TQRV et le triangle VRO et dont
le sommet commun sera le point A. Si sur cha-
cun des côtés KL , LM, ME nous faisons la
même construction que nous avons faite sur le
côté KB,’ si nousifaisonst ensuite la même chose

dans les autres quarts de cercle EAD , DAC ,
CAB et dans l’autre hémisphère , nous aurons

inscrit dans la sphère un certain polyèdre qui
sera composé des pyramides dont les bases sont

les quadrilatèresiKBPS, SPQT, TQRV et le
triangle VRO , etilës quadrilatères et les trian-
glesicorrespon’dans à ces quadrilatères età ce
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triangle et dont A le sommet commun sera le
point A.

Jedisaà présent que ce polyèdre ne touche
point la surface de la petite sphère dans laquelle
est le cercle FGH. Du point A menons la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatère
KBPS, que cetteiperpendiculaire rencontre ce
plan au point Z et menons les droites BZ, ZK.
Puisque AZ est perpendiculairesur le plan du
quadrilatère KBP S , elle sera perpendiculaire
sur toutes les droites qui la rencontrent et qui
sont dans ce plan: donc AZ est perpendiculaire
sur l’une et l’autre des droites BZ, ZK; mais
puisque AB est légal à AK , le quarré de AB sera

égal au quarré de AK; mais les quarrés des
droites AZ , ZB sont égaux au quarré de AB,, car

l’angle en Z est droit par construction ,, et les
quarrés de AZ, ZK sont égaux au quarré de AK:

donc les quarrés des droites AZ , ZB sont égaux
I aux quarrés des droites AZ, ZK: donc si l’on
retranche le quarré commun de AZ, le quarré
de BZ sera égalait quarré cleZK: donc la droite
B.Z est égale à la droite ZK. 0n.démontrera sem-

blablement que les droites menées du point!
aux points P , S, sont égales. chacune à l’une et
- à l’autre des droites BZ, ,ZïKv..:,donc. le cercle

décrit du Centre .Z.et avec un intervalle égal à

t
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une des droites ZB , ZK passera aussi par les
points P :’ donc le quadrilatère KBP S sera
inscrit dans un cercle; et puisque la droite KB
est plus grande que la droite YX et que la
droite YX est égale à la droite SP’, la droite

KB sera plus grande que la "droite SP. Mais la
droite KB est égale à l’une et à l’autre des

droites KS, BP : donc l’une et l’autre des droites

K5, BP sont plus grandes que la droite SP.
Puisque le quadrilatère KBPS peut être ins-

crit dans un cercle , que les droites KB , BP, KS
sont égales et que chacune de ces trois droites
est plus grande que la droite PS, la droite KB
soutendra un arc plus grand que le quart de la
circonférence : donc l’angle KZB est obtus:
donc le quarré de KB est plus grand que les
quarrés des rayons KZ, ZB, c’est-à-dire que

le quarré de KB estplus grand que le double

du quarré du rayon BZ. , .
Menons la droite KX. Puisque dans les trian-

gles KBX, PBX les droites KB , BX sont égales
aux droites PB, BX, et que l’angle KBX est
égal à l’angle BBX, l’angle KXB sera égal à

l’angle P’XB; mais l’angle PXB est droit z donc

l’angle KXB est un angle clroit. Puisque la droite

DE est plus petite que le double de DX et’que
DE est à DX comme le rectangle compris sous
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1.3538, (est emmantelaatterrissous. 0X!
XB , si. Sur DE on cotillplèteï lereetangle com-4
’pr’istsous’DÉ; XB ,ct si sur DX on complète le

rectangle compris sous DX, X13, le rectangle
compris sous DE, BX sera plus petit que le
double de celui qui est compris sousnDX, X13.
Menez la droite KD.’ Le rectangle compris sous
DE, XB sera égal au quarré de etle rectangle
compris sous DX, XB égal au quarré de KX:
donc le quarré de KB est plus petit que. le don--
En»; du quarré de ’KX; mais le quarré de K3

plus grand que le double du quarré de
donc le quarré de KX est plus grand que le
’qu’arrévde BZ; et puisque BA est égal à’KA’,

quarré de BAV sera égal au quarré de KA.
les quarrés des’droites’BZ,’ ZA sont égaux

au quarré’de la droite BA , et les quarrés des

droites KX., XA égaux au quarré de la droite

donc les quarrés des droites , sont
égaux aux quarrés des. droites KX,
le quarré de KX, est plus grand que le quarré
de BZ :’ donc le quarré de est plus petit.
qtie. le quarré de Z’A’ doué la droitè’AZ est

plus grande que la’droite : donc la droite
ÀZ est ’à’lplus forte raison plus grande (bien
droite Ac; mais la ’droite;’AZ’èst sué, gageai;

culaire1’suruneides: ’l’faizes inscrit”, à:
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la droiteAG est unrayou de la plus petite sphère:
donc la face de ce polyèdre sur laquellela droite
AZ est perpendieulaire ne touche point lattâme-

face de la plus petite sphère. - t r
Du centre A conduisons la droite AZ’ per-

pendiculaire sur le plan du quadrilatère SPQT

et menez la droite PZ’. . Ê) z
Nous démontrerons, de la même manière que

nous l’avons fait pour le quadrilatère Karts;
que le point Z’ est le centre d’un cercle cir-
conscrit au quadrilatère SPQT et que la:- droite
’SP est plus grande que la droite T Q ;. maison
a démontré que la droite 5P est parallèle à la

droite T Q : donc les, quadrilatères KB P5 ,
SPQT qui peuvent être inscrits dans des cercles
ont leurscôtés K3, 5P , TQ’ parallèles entre

eux; mais les autres côtés BP, K5, PQ, 5T
de ces quadrilatères sont égaux entr’eux , et’le

côté K13 est plus grand que le côté SIP et le

côté 5P plus grand que le côte TQ: donc le
trayon: BZ est plus grande que le: rayon PZ’
lem. suiv.).r Menez la droite AP; cette droite
sera égale à la droite AB. Puisque l’anglexAIZ’P,

est droit , les quarrés- desrïdroites AZ’, Z’P

seront égauzxau quarré de: la droite .AP ou au
quarré de la droite AB; mais le quarré" deln

droite ABest. égal aux quarrés des adroites A2,

L l
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g fignoles, quarrésxdes droites lA Z5 çrZ’Pædnt

égaux aux quarrés des droitesAZ’pZBrMais
le quarré de ZTPhestqplusnpetit .-;,que:.le(,,quarré

: donc ’legquarréde droite AIZ’r est
’gr’a’ndqœ le quarré. deAZ : donc la droite

AZ’ est plus grande que; la droite AZ.:Mais«.on

a démontrénque la droite. AZ,.est; plusgnande
laidroite. A G. : (douçqla droite: A ZÏ est , à
forte raison , plausigrande que-,13 droite AGI:
quadrilatèrewpbÎPQTfine touche,p0int la
surface delapplustpetite sphère; Pan-la même
raisonqlevquadrilatère; Q 3.5V ne touche» point
la suçface plus petite sphèregtil, enviest’t de
même du triangle.th (coma du lem. suiv.) g et
en" sera .encorehdermêmede; toutesgles vautres
faces durpolyèdre inscritqadpncg lestfacestdece
polyèdre ne touchent. spoint klat surface, (18,113.

plus petitesphère, t. :43; mg;,2 a 99118 , p49 ux sphères x concentriques: :létant

données, on peut,tQD-jonrstinscrireltdans:,laa Vus

grande un polyèdre dont lesifaces une; touchent
pas la surface de la plumpetite; tcecquliLfalloit
.démontçer.a .V ., un. H)w-*&’-sf.n;4(’v

’nU’Jp *.. V, PIIM’HM 1,1..1 , A 2.-,lti4q EUH
.3?le e les; deuxàquadrilatères: A),BGD,!.’.EIFGH

fâgîrëâzgppientixdansdes cerclësaAlB 01D,
lès-Skaèquezïlsssêôtéü-t a’âëéflrsoiem Paral-

Û



                                                                     

a La cætera: lectisterne a sa?
hiles”; ainsi» (que des" e’ôlté’s” ET"; ’HË’EHËÎlie

autres? entêta a»; e a, f’GF’ (soient ë’g’âfiïxi

enter? eux’etquïe le ’ côté 5lUB’ "soif plus gratta;

le- côté EïF’ét le côté DE * plus grand que le.

côté’HG’r je dis que le rayo’n’KA ses;

grandïquê-I’e rayon 11E; I I " " ’7’ A A
«flan-si le rayonïKAïn’eSt pas plus grand. que

le rayon LE", ile trayon KA sera égal au rayon
LE ou plusëpetit ’,”SuPpP’OSODS d’abord que le

rayon KA soit égals- au rayOn LE’;;puisque’les

cerclesnAB-GID ,tE’FGH’ tsont’égaux,’ et que les

cordes AD ,- B6 sans égales aux ’cor’des”EH,

GF, les arcsAD’rBG seront égaux aux arcs
EH, FG; mais la droite ’AB est plus grande
que la’eorde EF-et la cordeDC plus grandè
que ila’corde HG! donc l’arc AB’ est plus grand

queïl’arc EF et’l’arc’DCtplus.grand que’l’arc

HG : donc la circonférence entière ABCD Sera
pluswgrande’ que la circonférence entière EFÔH;
mais cestdeux CirCOn-férèn’c’és sont’ég’alès; ce

quiïest impossible : donc le rayon KÀ’ n’est

pastégaltaulrayon- A ’ m ” fifi
Supposons en second lieuvque le Irayônv’K’À

soit plus petit que le rayon LE , et que ce rayon
Soit égal à la droite tD’u’ centreL "avec T’ipu

tervtille ’LM décrivons la * circonférence”MN

menonsles rayons LEâwEFJ,LEG,’LP et les” étui-des

a



                                                                     

55è " s! Uï 1’71"11 amas cr w
MN, N0, GP,’PM’. très cordés-MN; ’NO,’0’P’,

PM seront parallèles auxtcordcstEF, FG, GHO,’

HE, et les premières serontiplus petites que
’ les dernières : donc" puisque la corde EH est

plus grande que la corde MF, la corde AD sera
plus grande que la cordeIMP; mais .les cercles
ABCD, MNOP sont égaux : doncrl’are AD
est plus grand que l’arc MF; l’arc BC est plus

grand que l’arc N 0 , par lamême raison; mais
la corde AB est plus grande que la. corde EH,
et la corde EF est plus grande que la corde
MN : donc , à plus fortc’raison, la. corde 4.13351:

plus grande que la corde .MN.,:.,donc,: l’arcAB
est plus grand que l’arc ;. l’arc DC sera’
plus grandlque l’arc P0 , par la même raison :
donc la circonférence entière ’A’BC D est’plus

grande que tla cireOnférènce entière MNO’P;
mais, au contraire , ces deux Icirdon’féréiicës

sont égales; ce qui est impossible ’ ’è ” : l onc ’le

rayon. KA’n’est pasp’lus petit le
mais nous avons démontré; qü’iïl’ ne ’"lui’ë’st’pas

égale : donc le rayon K’A’è’st nécessairement

plus grand que le ;rayon LE; ce qu’il falloit
démontrer.

p COROLLAIRE 1.
ï Sile: côté DE du quadrilatère ABCD étoit

égal au côté HG du quadrilatère EFGH, et si
X
(b



                                                                     

A LA emm- .D’ŒU’GLIDE. 555
lasautres côtés du premier quadrilatère étoient

plus petits que les,autres côtés du second, on
démontreroit semblablement que le rayon KA
est .zplusggrandtque. le rayon LE.
*’l*”c-0’1io«LLA1nE Il.
"’”’S’i’les’ deux triangles isoscèles ABC, DEF

sont inscrits dans des cercles, et si
"les: côtés AC, C35, ’DF, FE sont égaux entre

, et’si’le eô’tê’AîB est plus grand que le côté

v-DË,’ on démontrera, comme dans le lemme pré-

”’è’ëdënt5, que le rayon du cercle circonscrit au

’lî’iià’n’gl’e’ÀBCâes’t; plus [grand que le rayon du

t’Ëï’ercl’è cir’c’onSCrit ah triangle DE L. ’

in” m ébahît cariât: II’I. ,
yîfil’i’âiyhlgstdeufiptriangles isoscèles ABC, DEF

(,fliggëâ’ô) sont inscrits dans des cercles et si les

A tâtés . premier sont plus: petits que les côtés
a îdggslçiconcl, pu démontrera, semblablement que

le une. du. 095919 amassait au triangle ABC
pluslg-rand quelleHrVayon du cercle circons-
sttèaaarmasle,PEÆ-,

tulle] r du a ,1 Î 5164...? -.; 1 t-

ri H - a Cl j! 4;» fi x. 3
mW! U”H -H’tî-.:lr[lh;tl*"n Hi» fil H a! d

il J? ’ 1 i*;lt...’!lEl»’NIq; lui, a.) il

à



                                                                     

u sur aux cumins: « A
4-1 n mon a tu x :nn’l ami lm’ulu li Nuit-I qué”1,30130 IT ne x 125,,
.i I’H’ÇYIW tu;th l:((),’)lntll’llt1ll([r ’[Ht-gl Un txtlv ’n trl’H.f

I rT’H-JE’O’lt È’M’Eft’ltt t"

inuit; qu’a; si -. (in tu nm: t. un m vip tut-vlv’t-t
Il)??? mon»? tsa’lériqrweeëlakle et calteras

triques étant donnés, (ne Haut Ëçëtjqulîë.iiz;Ç,’-,Irç..

A dans, le tutus, grand a", amadis.ëavt.(«?;tfacas

(retordait pas naufrageâtes Prête a: -
. Soient deux secteursespllériques semblables

fat Concentriques- dont les 1surfaces ont été dé-ê

crites par deux arcs des quarts de cercle OBA;
.0! GA;(fig. 220) pendantïque ces deux’quartsi
des cercle Ont fait: une iïrévolhtionï " autour allât-l

rayon A0 I: jerdis qu’on peut’iliscrire ’dansilet

plus-grand un polyèdredontle’s facesË ne’tou-H

’ chant pointtlasurtace duiplu’s p’etitls.ecteur spas;

riqùep ,,, . ...,.4HL. ..,:,.u’..
Complettons les sphères et inscrivons dans la”

plus grande un polyèdre’dont’ les faces’ne toul-

’chent point ’la surface. ’de la phis petite. Il peut

arriver- ou que l’arc quina; décrit la surfa-de- du

I plus grand secteurcontien’n’e’exactement un ou

plusieurs des arcs:égaux OR; RQ , ’QP; PB” ou
que’eet arc ne contienne qu’une partie d’untd’e’

cesïzarcségaux , ou bien-qué cë mêmetarc con-J

tienneun ou plusieurs (laces ses é’gauxtavee’

mrregteïî .1 n x ï ,U il .. 11:21 a! H :mt- r



                                                                     

A L A. anomie. me n ou n 5-55
Supposons d’abord quarl’at’c quiga’tdécritrla;

surface l du Secteur, sphérique contienne entame--

ment un ou plusieurs derces:-arcs.égaux ;. iLest’

évident qu’on aura inscrit dans -le.-.pl-us:grand-

secteur un polyèdre dont. leSffaces’ne touche:

ront pointtla surface du plus: petit.
’Stlpp’OSOElS en second lieu quell’ar’c quia dé-

crit la surface ’du’plus’ grand secteurt’sphe’rique

contienne l’arcOR , avec uun reste RQ’V; faisons
l’arc VT’égal à l’arcdï Q’, emmenOns les cordés

VT’, Œ’Q’, Q”Ri, et faisons la même chose-dans:

les . autres, portions-der. fuseaux qui compoSent
leâreste’de la surface dusecteur sphérique idée

crite par l’arc!) Qy’-.-.No.us démontrerOnsabso-a

lument. de la t même; r manière que lnous :lïavons-z
fait dans le théorème ’(Pl’éCédélit’, que ; la "par;

peudiculaire menée du centre A sur le quadri.
latère vT ’Q’ KV; est plus petite que la perpen-

diculaire menée.:d,u. dentues-Aïsur le quadrilatère

SPQTv(cor. (1 du lem...précéd.), et nouslreon:
clin-gus que le quadrilatè’tïetT’Q’RV ne touche

pas la surface du plus petit secteur. .
Supposons enfin que l’arc qui a déCrit- la sur-a.

face du plusgrandsecteur. ne contienne qu’une
partie de l’arc.,0,R, laipantieijçR’, par-exemple;
faisons .lîarc OAV’Jégal a l’arc DE ,zmenons les: 4-

cordcs OV’, V’ B.’ , R’O, et faisons lafmêmnw

A



                                                                     

5m73 .   a «mir-ami fifi-M
086W 18m5 kg làufiëàvpôïübüs’ dèhfiiéèauxquâ?

comfîbïèfitïleïïêsêe fielâmffaèë [dû de cœur sphè’v

décritepar l’arcOR’; nétië ’dëm0ntre1 0nsv

«madre déifia: mêmeïrfiâfiîèrèï que mous ’l’avoùs

faitïflàns bèïthé 0i1êïË3ëWprëèédéht-g qùé la perllàmldë 

dicùlaife’mefiéëdu éëntre lAèSîÎr leihiàngleOV’R’ 

eèi’zplus pc’tiœ’ (file la pëïëpbùdïtûlaiw mènéèY (112

cehüêÏE’SUP devin adri’latèné? TQ RW cor... 6 du.

leïfi’i. I’précéfl-îz)»; et’ï’nausîèonclumnsv que-le trian-

glèsOM’Rf ’nertounhe 1ms îlàïsurfae’edu -plus!petiu

sedtbtnnW-i Euh:intîraèaèvrà: "Î  * ’7 ”’ www *

 . : imam: d’un secteurfl sphériques» semblables»

etlbdnleèhti iqué s’3étanbndonïnëa ,d on  peut. i135M

dîrë5:’dàns;*l’&’PluŒ grandèun Âpéliyèdrë dont lessv

faims Afiè’muzzhënt pmâùttlalsmrfàœ du plus petit?”

cèëâsftgt’ilîrfallpitdémènîèorwn 7v-    un" in 4-3

.îdwfl’îj w J nunîvfl Un?» z n 1 . m "a?! on «-

. ..M whfl h 1.. .L ,V: .. g ., .5: .A.,’. a... ,... ...- 4;"’-”- u" ’1  ’ "Ph 45041:3!!! E. ” * v ’
..l.’i9i,alI;-.vxnanî. .hÎHHwï ’ v - 1.33m! mut Un!

Lgsçpëèrcl.estiégaleçàz».wie,pxrrêm’de tclîaîzgylæzlrau,

. dom; le MME? .eââala.,àç 14. Mfase ds: a. aman,

.mlèègq yeadpzeâm haute?! -çf5.,ég«.le «Max-oz?

r.ËQŒFËËÆËË?fièâè’ïâm , L mm mur

- ’Sqiv-laJ sphère ’EÀBG I’Gfiga’f 2641); thaginofisvH

nué: ’pywnnfide Ë *H 14K! D dhnv èlaî’hti’se fît 19L moiti:  

égalèsàb lausunfàcm de Meuëasplièîëè ï et dentu la)";



                                                                     

A LAze,ÉM.zmzrÆæMDE- 551v -
hautenl’nH’I:50ihégfl19â. rayosslçsssttstmême

sphère :nie)disquealalsîhèneèâBC.esnntégaleà

la:PyramidevHJ-JSer ’ un.) m. v»
4- Car si ,la ..pyraqaideAHLKçL;(nÎest (pas, - égale, à

lasphène ABQ, cette. pyrarpidesem: plus petite
0113 plus.egnande-.s Supposons qu’elle soit plus
petitea.et;4qu7elle.’soitrégale à unelsphèye con,-

centrique plus: petite, savoir., àzla sphère DE F.
:Inscrivons dans .la. sphène A3 C sun..polybèdr«e

dont! les faces ne: touchent point. las surfaces de
la sphère DEF; ce polyèdre sera un assem-
blageedc; pyramides. qui-auront tontes s 13115:5, som-
mais auuçentre de;;la».5phènre,ABC.. Sise-laghamn

leur :de f chacune. fie . ces [pyramides étoit égale

aumaypuœdeula sphère , cerpolyèdneqseroip égal-

à une pyramide triangulaire , qui .auroin ,Ipçur-
base une surfisse égalelà la sur face du polyèdre
inscrit effpÈuxïÏhafitéur le ra’yOn 51e :13 sphère;

mais les hauteurs ,deçees..,pyljàmides sont cha-
cune Plus petites que le rayon. de la sphère ABC,
et la sùrfaCe de 13e polyèdre estsplusïpetite filiez...
la ïsurfdèe’deïcette" sphère : donc le polyèdre

inscrit est plus petit que la pyramide triàrigù;
Iaire HIKL qui a pour base une Surface égalé à
lazsurfaçede lazsphèregABûret poubhauteumune

dmiteégalc aumayonde cette) sphènemmais la ;
pyramide GHKJL pst»,- par euppasihion. ,1 égale-53E



                                                                     

.558 et; a la :umrPrL 15men :N T r ,-
lamphènq DER a, donmlespolyèdrer inscrit dans
la*.sph,èrerABC. Bshplus petiü que la sphère-DEF;

mais ,.A au.çontraire ,le polyèdre. inscrit dans de

sphèreABGest plus grand que la sphère DEF,
puisque me! polyèdre contient. la. sphère D EF;
..ce.qui est impossible :doncila;.pyramide H1 K14
n’est pas plus petite! queJa- sphère ArBCu T) w

. Supposons: en second lieu: que . la pyramide
IHLKL. soitplus grande que vlaïsphère 2ABG et
qu’elle l soit ,égale à une sphère concentrique
pluszgrande ,«savoir, àzla sphère DÎzE’«F’-.h- x m

Inscrivonsëdans la sphère D’E’F’y un polyèdre

dom; les :faces ne:touchenb point la surfacel de
sla...sphèreë AB-G- ;:, ce polyèdre îsera un ! assaut-’-

hlage de pyramideanui aunonrtouteleeurs som-
mets au: centre denla18phère’D4EÜFH Si la halle

teur de chacune de ces pyramides étoit’égale

au rayon dela sphère ABC , cepolyèdre seroit
égal, à une pyramide triangulaire-qui auroit pour
hesenne surface égale àla surface de ce polyèdre

empourhauteur une droite égale au rayon de
cettehsphère; mais les hauteurs de ces pyrite
mides sont chacune plus grandes que le rayon
deJa sphère. AB Cyet,la surface. de cepolyèdre
supins grande. que la .SÜÏÏfacerdfiîlarsPhèïe C:-

donfizçfi quyèdnelùçscritlesv: plus. grand quelle

pyramide. Enfin-.31 qui, a) ponta-,hase une. sus-limez



                                                                     

A LÀ même «augustine.
"égale rifla" Surfaces de ’larsphèrLe AÉC’él pour’lîalrï

teur! une droite égaletau rayoü de cette sphère.
Mais la pyramide HIKL est , ’par supposition),
égale. à lai sphèreVD’ E’ F’ : donc le polyèdreinsa-

criit est plus grand que la sphère D’ E’ F’ ; mais»,

àwco’ntraire , le polyèdre inscrit dans la sphère
D’ E’ F’ est plushpet-itx que cette sphère ,"car il est

contenu dans cettevrsphère ; ce qui est impos-
Isible :douc-la-pyramide H-IlKL n’est pas plus
grandes que la sphère ARC ; mais nous avens
démontré qulelle n-’ est pas plus petite :donc (la

pyramiderHIKIL est: égide àï la sphère. AB Ci.

mDoncnune sphèrevest égale à une pyramide
triangulaire dont la base-lest égale» à las surface

ide: cette Sphère et; dont la hauteur est égale! au
rayonde’ cette même sphère ; ce qu’il! tfalloit

démontrernnnnw W ’ , ’. v r1 w "’- 2*

"www vil-traie ni o l1. L A111; «E.
a l Puisque la surfacer-de l’a lslilièreüesfi ëg’alèiiâ’

qu’au-é grands. cerclés”, le quel dëilà’s’ph’èlre "est

égal *à’ un cône qui à pour baise une grand èer’clë

et pourhauteur’l’e’ràyoh de cette sphère: donc laË

moitié de lalsphèrëre’sz égàle à amène quî spas

baèe un grand cavale! et pour hauteur ’ le ldiâ;
même dewls’sphêregnmsis Frer’symidrermême;

critlëst îégaillât trdis cônes un ôfli’püürî Bà’selüù’

gaudi cerclé et pour (hàutëu’ ”’ lei diàhlètrë idëvf El



                                                                     

.549 5 v 5M "3,3991! ’17 In
sphène :,dthq.l-’t.m9it.ié 516.461 sphère est égale

au tiers -d1.1.,cylin’dre*.cirçonsççits donc latsphère

entière est égale ,aux,.deux-tiers ducylindre

ClrÛOnscrlt.

f: ’ en 0P o 51T IÏO’Nyi’qX XXI;

r .TwH-ïÉHO’wRoË-M z.

,t.-EIO ,q,v .,..:, A npgwn.» H. illuidnwt» t».Un secteur sphérzque est éval à une pyramide
..,.5..1..:,.k:lq,l..a: ..3 al : (rubéfia-tub y... . si vï’lïl

trzan u (ure ut a our ase une sur ace e a
a la surface spherzque de ce secteur, et pour

x. Î -y’s»(r ï .H.-.I UV -l.,i(-M. Ill4ul- 1,..t.l-.,hauteur une droite égale au rayon de ce même

."HUsz w t* ..n ;;,t .,.secteur.
alvins-’1’! W - *

fini " «figer

w n m w en; Un 4:" l dm!t . ,,.&oit, le secteur. sphérique; A139. (fig 4.12544) z:

je dis que yccsecteur sphérique est égal asine
pyramide triangulaire RIME qui. azpour..,b,ase
une surface égale à la surface:,sphériquetdeflce

secteur et pour hauteur droite. ,égaleuau
strondeuceeême [secteur-.5 me , nul
Cava-si cette. Pxnîemisisiæîçswes égales se

sçetsssmllelsste pleurantes-3109:plussnande.
Supposons d’abord qu’elle soit plus petitç.,.ct

qu’elle soit égale à un secteur sphérique plus

petit, savoir au secteur sphérique DEG qui est
semblable ausecteur sphérique .AB G. I
, Après avoirinscrit dans le secteur sphérique
ABG une portion de polyèdre qui ne touche



                                                                     

A Le ëÉldM-Ë Ë’ÎÈÏTdIIZ’IDE. 5-4?

sans. la surfiez; i d-vsect-ëursphéüque une;

nous démontrerons; comme ’d’ansla propositioIt

précédente, qué-1s pyramide HIMN n’est pas

plus petite que le secteur AB G.
Nous supposerons en second lieu que cette

pyramide est égale à un secteur sphérique plus
grand ,i savoir au secteur sphérique D’E’ G’ qui

est semblable au secteur sphérique AB G.
Après ayoir inscrit dans lesecteur sphérique

D’l F’ G’ une portion de, polyèdre dont les faces

nejtou’cheïnt’point la surface du secteur sphé-

rique AÉG , on démontrera encore ,I’co’inme

dans la proposition précédente, que la pyramide
H IMëN n’est pâs’plu’s grande quellejsect’eur sphé-

rique! AB G1, et l’on ’cOnclura que cette pyra-
mide lest légalw au” secteur iSphé’riqu-e ABGP, et

que’tjaar’conséquent un semeur sphérique est

égal une pyramide triangulaire qui a pour base
une surface égale à làvsurl’ace’ sphérique de’ce

secteur’ïet pOur’*’liantettr’ une droite égale’au

rayenvderceê m’êms’àecteurt; ceù’qu’il’falloit dé:-

"l ” ’ly”. .ît. - :7montrer. t I ’- t1

fils; ’HiPt rlzhçv w!» ; I x. .,.-)s. 113
W; Unir u du tfillt’HIq- 2.1.2., .334; , J13; il...,-E

a) il (a Yiizl,;I.”].”ttlIZ)(. uriner. in; IIl-lx;in.l:n.’1v’&

xx..nwr-qua in au" a! and) muera nm"; «mil-t
MINIME du un: :nluwloq si) normoq fini! (MJ A;



                                                                     

1542 i-«. revenu filament un
H il: ’Ili WEIMHà triadlr’riii’ï13.3.6 PÆJÔ’ËÏT àQN’ X X 1.1..

(i nul: -luths Il: vu:l
mur

.11 et 4 Tenon un E.’ a W "W!"

. .- y . ,4 4 .1 :..:.;.«ales sphères sont enfielles comme les cubes majeurs
l rayons, et les secteurs sphériques semblables flint

a aussi eutr’eux comme les cubes de leurs rayons;

Soient les deux Sphères ABC, DEF (fig. 255):
je dis que ces deux sphères 30m entr’elles comme

l’es Cubes de leurs rayons; *
- Supposons que la base" debla pyramide GHKL

soinégale à la surface de la sphère ABC et que
sa hauteur soit égale env-rayon de cette même
sphère. Faisons. la vdroite’GM égale autrayon

de la sphère DEF, et par le point M conduisons
un plan qui soit parallèle à la base de la pyra-
mider GHKL; la section de cette pyramide par
ce«plan sera un triangle semblable au triangle
’HKE. Mais’les trianglessemblables sontcntre

eux I comme les quarrés delleurs côtés homo--

ilogUes :ldonc le triangle HKL- est au triangle
MNÏO comme le quarré de la droite HK est
au quarré de la droite McN-’;»mais les triangles

GHK, GMN sont semblables : donc la droite
HIE. est à la droitetMN comme la droite :GH
est à la droite GM’: donc le triangle HKL ëtst
au triangle MzNæO columelle! quarré de la durite



                                                                     

A LA césium nommes-IDE. 545:
GH est au (pagé de la adroiteng ,5 mais la sur-
face de la (sphère ÂBC est à la surface de la
sphère DEF comme lez quarré du rayon de la
sphère ABC est au quarré du rayon de la sphère

ÙEF,comme le quarré de la drOite GH est au
quarré de la "droite CM : donc la surface de la
sphère ABC est à la surface de la sphère DEF

comme le triangleHKL est au triangle MNO:
donc , en échangeant les places des moyens, la
surface de la sphère ABC est au triangle» HKL
comme la surfacede la sphère DEF est anémian-
gle-MNO ;,n1ais.la surface de la sphère est,égale,

par-supposition , au triangle îHKL :donc la sur-

face de .la sphère DEF est égale au triangle
MNO, c’est-à-dire à labase de la pyramide
GMNO; mais le rayon’de cette sphère est égal

à la hauteur de cette même pyramide: donc-la
sphèreDEFïestrégale àpla pyramideGMNO;

maisles pyramidessemblables GHKLyGMNO
sont entr’elles comme les cubes de leurs han-,-

teurs GH, GMt: doucies sphères ABC , DEF
qui sont égales aux pyramides GHKL , GMNÆ)

sont entr’elles comme les cubes des hauteurs
GEIH , GM.de ces pyramides , Ic’est-àèdire
nominales cubesïsles: rayons des sphères A1305
DER: On démontreroit: d’une »manière: sein-,-

blabla que les.septeursrsphériques semblables



                                                                     

544. SUPPLÉMENT
sont a’ussientr’eux comme les cubes de leurs

rayons. l .Donc les sphères sont entr’elles- comme les

cubes de leurs rayons; donc les secteurs sphé-
riques semblables sont aussi entr’eux comme
les cubes de leurs rayons; ce qu’il falloit dé-

montrer (I). i ’
De la mesure des lignes, des surfaces et des

solides.

DÉFINITIONS.
.1. On mesure une quantité en déterminant

combien de fois cette quantité contient une
quantité connue.

2. On mesure une ligne ,I une surface et un
solide en déterminant combien de fois cette

(1) On pourroit démontrer de [la manière suivante
que les sphères sont entr’elles comme les cubes de
Tours rayons. Les sphères inscrites dans des cylindres
sont égales aux deux tiers des cylindres dans lesquels
elles: sont inscrites; mais les cylindres circonscrits à
des sphèressont des solides semblables: donc les cy-
lindres circonscrits à des sphères sont entr’eux comme
lescubes des rayons de leurs bases , c’est-à-dire comme

les cubes des rayons des sphères; donc les deux tiers
"(le ces cylindres, c’est-à-dire les sphères inscrites , sont
’àussi’entr’elles comme les cubes de leurs rayons.
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ternie de. la première proposition par chaque
terme de la seconde, les produits qui résulte--
ront de cette multiplication formeront encore
une proportion : donc le produit du rectangle
DB par le rectangle DH est au produit du rec-
tangle DF par le rectangle DH ’comme le pro-

duit de la base AD du rectangle DB par sa
hauteur DG est au. produit de la base DE du
rectangle DF par sa hauteur DG : donc si l’on.
supprime le facteur DH qui est commun aux
deux premiers termes , le rectangle DB sera au
rectangle DF connue le produit de la base AD du
rectangle DE par sa hauteur DG est au produit
de la’base DE du rectangle DF par sa hauteur
DG : donc les deux rectangles D13, DF sont
tentr’eux comme les produits de leurs bases par

leurs hauteurs.
i Donc deuil rectangles quelconques sont entre

eux comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION Il.
THÉQRÈIuE-

Un rectangle a pour mesure le produit de sq buse
par sa hauteur (I).

Soit le rectangle AC (fig. 257) dont on veut
avoir la mesure 5 que le quarré D soit Punité
de mesure. Multiplions le nombre qui exprime
combien de fois la base BC du rectangle AC .
contient le côté du quarré D par le nombre qui

exprime combien de fois la hauteur AB du

4 .
(1) Je ne dis point , comme on le dit ordinairement,

que la surface ou l’aire d’un rectangle, &c.; car, en
parlant ainsi, c’est comme si l’on disoit la surface d’une

surface qui est terminée par quatre droites parallèles,
ou bien l’aire d’une aire terminée par quatre droites

parallèles, &c. C’est par la même raison-que je ne dis
point la solidité du parallélépipède ou bien le volume

d’un parallélépipède, parce que c’est comme si l’on

disoit la solidité d’un solide terminé par six parallé-

logrammes dont les parallélogrammes opposés sont
égaux et parallèles, ou bien le Volume d’un volume
terminé par six parallélogrammes dont les parallélo-
grammes opposés sont égaux et parallèles; Si je ne
m’exprime point ainsi, c’est pour me conformer à.
la manière d’Euclide , et pour ne pas me servir d’une

façon-de parler que rien ne sauroit autoriser.

2
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rectangle AC contient le côté du même quarré

D (I) :je dis que ce produit exprime combien
de fois le rectangle AC contient le quarré D.

Car puisque les rectangles sont entr’eux
Comme les produits de leurs bases par leurs-
hautè’urs , le rectangle A C est au quarré D"

comme le produit du nombre qui exprime r
combien de fois la-base BC du rectangle AC.
contient le côté du quarré D parle nombre qui

exprime combien de fois la hauteur du rectan-
gle AB contient le côté du même quarré D , est

au produit du nombre 1 que représente la base
(fia quarré D par le nombre I qui représente
aussi la hauteur de ce même quarré. Mais le
produit du nombre I par lui-même est égal à 1 :

donc le rectangle AC est au quarré D comme
le produit du nombre qui exprime combien (le
fois la base B C du rectangle AC contient le côté

du quarré D par le nombre qui exprime com--
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con-r

(1) Il est inutile d’avertir que le nombre qui exprimes

. combien de fois la base du rectangle AC contient le
côté du quarré D ou le nombre qui exprime com-à
bien de fois la hauteur du rectangle AC Contient le
côté de ce même quarré , peut être un nombre cour-a

mensurable, ou incommensurable, enlier ou frac-
lionnaire 3. ou même une fraction.
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tient la hauteur de ce même quarré, est à I : donc

le produit du nombre qui exprime combien de
fois la base BC du rectangle AC contient le côté

du quarré D par le nombre qui exprime com-
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con-
tient le côté de ce même quarré , est la mesure ,

du rectangle AC , puisque ce produit exprime
combien de fois le rectangle AC contient le
quarré D , pris pour unité de mesure l: donc
pour avoir la mesure du rectangle AC , le quarré
D étant pris pour unité , il faut multiplier le
nombre qui exprime combien de fois la base
du rectangle AC contient le côté du quarré D

par le nombre qui exprime combien de fois la
hauteur du rectangle AC contient le côté de
ce même quarré , le produit de ces deux nom-
bres sera la mesure du rectangle AC; ce qu’on
énonce en disant que le produit de la base du
rectangle AC par sa. hauteur est la mesure de
ce rectangle.

Donc un rectangle quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur; ce qu’il
falloit démontrer.

COROLLAIRE-S.
1, Puisqu’un parallélogramme quelconque

est égal à un rectangle de même base et de
5’
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même hauteur , il est; évident qu’un parallé-

ldgramine quelconque a pour mesure le pro-
duit (le sa Basé par Sa hauteur. t

2. Un triangle étant. égal à la moitié d’un pa-

rallélogràmmè de même base et de même hau-

l teur, il est évident qu’un triangle a pour mesure

le produit de Sa base par la moitié de sa hauteur.

5. Toute figure rectiligne pouvant se partager
en triangles , il est éVi’dè’nt qu’une figure rectili-I

gîté quête-bague" aura pour mesure la somme

des produits de la base de chacun des triangles
qui la composent par la moitié de sa hauteur.
* 4; Puisqu’un polygone régulier peut être par-

ragé en autant de trianglbè égaux et semblables

que le polygbnë à de côtés , en menant du
centre des droites à tous les angles de ce poly-
gone , et puisque chacun de ces triangles a pour
mesuré le produit d’un des Côtés du pôlygone
fifi la lithiné d’une Përïi’eli’dicttlzlire menée du

centre sur: un des côtés, il est évident qu’un
fiblygohb figuier à jio’ur même lé produit de

50h hanteur par la nidifié d’une perpendiculaire

menée dû centre sur un de s’es côtés:

5. Un cercle étant égal à un triangle qui a
pour base une droite égale à la circonférence
atè de Cercle et ’15’Ôiïr thhïitè’ùr le tigron de ce

î’ù’êi’n’e ’c’ërclè fil Est élident qu’un cercle a pou v
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mesure le produit "de sa circonférence par la

moitié de son rayonr n
6. Un secteur circulaire étant égal à un trian-

gle qui a pour hase une droite égale à l’arc de

ce secteur et pour hauteur le rayon de Ce sec-
teur , il est évident qu’un secteur a pour mesure
le produit (le son arc par la’moitié de son rayon.

7. La surface convexe d’un cylindre droit
étant égale à un rectangle a pour hase une
droite égale à la circonférence’de la base de’ce

cylindre et pour hauteur une droite égale à"la
hauteur du même cylindre, il est évident que
la surface convexe du cylindre droit a pour me-
sure le produit de la circonférence de sa base

par sa hauteur. . ’8. La surface convexe du cône droit étant
égale à un triangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence de la base de ce cône
et pour hauteur une droite égale au côté de ce
cône , il est évident que Ïla surface convexe d’un

cône droit a pOur mesure le produit «de la (cir-
conférence de sa baSe parla moitié de son côté.

9. La surface de la sphère étant égale à un

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence d’un de ses grands cercles et
pour hauteur le diamètre de la sphère , il est
évident que la surface de la sphère est’égale

4
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au produit de ,la circonférence d’un de ses
grands cercles par son diamètre.

10, La sur-face convexe’d’un segment sphé-

,rique étant égale à un rectangle qui a pour hase
une droite égale à la circonférence d’un grand

cercle de la sphère et pour hauteur une droite
égale à la hauteur du segment sphérique , il est

évident que la surface convexe d’un segment
sphérique a pour mesure le produit de la cirr-
conférence d’un grand cercle de la sphère par

la hauteur du, segment sphérique,

PROPOSITION 111.,
THÉORÈME.

Les, parallélépipèdes rectangles sont entr’euæ

comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs.

Soient les deux parallélépipèdes rectangles

BG, B0 (fig..258) : je dis que le parallélépi-
pède BG est au parallélépipède B0 comme le
produit de la base BD du parallélépipède BG

par sa hauteur AB est au produit de la hase BM
du parallélépipède BO par sa hauteur QB.

Placez les deux parallélépipèdes. BG, B0 de i
manière que l’angle QBC soit commun; prolon-.
au. lainasse A6. et terminez. le parallèle: pipèdc B5».
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Puisque les deux parallélépipèdes rectangles I
BG, BS ont la même hauteur , le parallélépipède

BG est au parallélépipède BS comme la base BD

du premier est à la hase BM du second; et à cause
que les deux parallélépipèdes rectangles B5,
B0 ont la même hase BM, le parallélépipède
BS est au parallélépipède B0 comme la hap-

teur AB du premier est à la hauteur QB du -
second. Si l’on multiplie chaque termelde la
première proportion par chaque terme de la
seconde, les produits qui résulteront de cette
multiplication seront encore en proportion :
donc le produit du parallélépipède BG par le
parallélépipèdekBS est au produit du parallé-
lépipède B0 par le..parallélépipède BS comme

la hase BD du parallélépipède BG par sa hau-

teur AB est au produit de la hase BM du pa-
rallélépipède B0 par sa hauteur QB : denc si
l’on supprime le facteur B5 qui est commun aux
deux premiers termes , le parallélépipède BG
sera au parallélépipède B0 comme le produit de

la base B D du premier par sa hauteur AB est au
produit de la base BM du second par sa hauteur
QB : donc les deux parallélépipèdes rectangles

BG, B0 sont entr’eux comme les produits de
leurs bases par leurs hauteurs.

Donc les parallélépipèdes rectangles sont entxie
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eux connue les produits de leurs bases par leurs
hauteurs; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION IV.
THÉORÈME.

Un parallélépipède rectangle a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur.

Soit le parallélépipède rectangle AD (fig. 259)

dont on veut avoir la mesure; que le cube F
soit l’unité de mesure. Multiplions le nombre

qui exprime combien de fois la base BD con-
tient la base du cube F par le nombre qui
exprime combien de fois lai hauteur AB con-
tient le côté du cube F : je dis que ce produit
exprime combien de fois le parallélépipède rec-

tangle’AD contient le cube F.
Car puisque les parallélépipèdes rectangles .

sont entr’eux comme les produits de leurs bases
i par leurs hauteurs , le parallélépipède Ali est au

cube F comme le produit du nombre qui ex-
prime combien de fois la base B D du parallélé-

pipède AD contient la base du cube. F par le
nombre qui exprime combien de fois la hauteur
AB du parallélépipède AD contient la hauteur du

cube F , est au produit de la base du cube F par
sa hauteur; mais la hase du cube a pour mesure
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le produit du nombre I qui représente le côté
’ de ce cube par le nombre I : donc le produit de
la base du cube par sa hauteur est égal au pro-
duit du. quarré de I par i qui est I : donc le
parallélépipède AD est au cube F comme le
produit du nombre qui exprime combien de
fois la base BD du parallélépipède AB contient

la base du cube F par le nombre qui exprime
combien de fois la hauteur AB du parallélépi-
pède AD contient la hauteur du cube F, eSt à I:
donc le produit du nombre qui eXprime com-
bien de fois la base BD du parallélépipède AD

contient la base du cube F par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur A’B du pa-
rallélépipède Al) Contient le côté de ce même

cube, est la mesure du parallélépipède AD, puis-
que ce produit expri’r’nc "combien de fois le cube

Al) contient le cube pris pour unité de me-
sure : donc peur avoir la mesure du parallèle pi-
pède rectangle AD , il faut multiplier le immbrc
qui exprime combien de ’foifs la basedu parallé-
lépipède rectangle Al) Contie’n’t’la base’du cube F

par le nombre qui exprime combien de fois la
hauteur AB du parallélépipède AD contient le
Côté du "cube F, et le produit de Ces deux nom-
bres sera la mesure du parallélépipède ÀD; ce

qu’on énonce en disant que le produit de la
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base du parallélépipède AD par sa hauteur est
la mesure de ce parallélépipède.

Donc un parallélépipède rectangle quelcon-

que a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRES.
I . Puisqu’un parallélépipède quelconque est

égal à un parallélépipède rectangle de même

base. et de même hauteur, ilest évident qu’un

parallélépipède quelconque a pour mesure le

produit de sa base par sa hauteur.
2. Un prisme triangulaire quelconque étant

la moitié d’un parallélépipède qui a une base i

double et la même hauteur , il est évident qu’un

prisme triangulaire quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur.

5. Un prisme quelconque pouvant être par-
tagé en prismes triangulaires de même hau-
teur, et-chacun de ces prismes triangulaires
ayant pour mesure le produit de sa base .par
sa hauteur , il est évident que le prisme total a
pour mesure le produitde sa base par sa hau-

teur. ’4. Un cylindre droit ou oblique étant égal à
tun parallélépipède, qui a une base égale et la
même hauteur ? il est évident qu’un cylindre
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droit Ou ohliquea pour mesure le produit de
sa base par sa hauteur.

5. Une pyramide triangulaire étant égale au
tiers d’un prisme de même hase et de même
hauteur , il est évident qu’une pyramide trian-
gulaire quelconque a pour mesure le produit de
sa hase par le tiers de sa hauteur. ’

6. Une pyramide quelconque pouvant être
partagée en pyramides triangulaires de même
hauteur, et. chacune de ces pyramides triangu-
laires ayant pour mesure le produit de sa hase
par le tiers de sa hauteur, il est évident que la
pyramide totale aura pour mesure le produit (le
sa base totale, par le tiers de sa hauteur.

7». Un solide quelconque terminé par des
surfaces planes pouvant se partager en pyra-
mides, il est évident que la mesure d’un solide
quelconque terminé par des surfaces planes sera
égale à la somme des produits de la base de cha-

cune de ces pyramides par le tiers de sa hauteur.
8. Un cône droit ou oblique étant. égal au.

tiers d’un cylindre de même base et de même
hauteur , il est évident qu’un cône quelconque

a pour mesure le produit de sa hase par le tiers

de sa hauteur. t .g. Une Asphère étant égale à une pyramide
qui a une hase égalait la surface de la sphère et
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pour hauteur le rayon de cette même sphère,
il est évident que la sphère a pour mesure le
produit de sa surface par le tiers de son rayon.

Io. Un secteur sphérique étant égal à une
pyramide qui a une base’égale à la.surface sphé-

rique de ce secteur et pour hauteur une droite
égale au rayon de la sphère , il est,évident qu’un

secteur sphérique est égal au produit de sa sur-
face sphérique par le tiers de son rayon.

FIN DU SUPPLÉMENJI’.
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N O T E S.
LIVRE I. - DÉFINITION 1v.

CETTE définition d’Euclide a paru insignifiante à
plusieurs géomètres; pour en comprendre le sens ,
comparons une ligne droite avec une autre ligne qui
ait les mêmes extrémités. Soit pour cet effet la droite

AFGE.( fig. 240) et la ligne ABCDE.
La ligne AB est également placée entre ses points

A et B, c’est-à-dire qu’elle ne s’avance ni vers la droite

ni vers la gauche, qu’elle ne va ni en haut ni en bas;
il en est de même de la ligne BC; mais il n’en est pas
de même de la ligne ABC , car cette ligne s’avance
vers B. La ligne C DE n’est paségalement placée entre

ses pointa C etE , car elle s’avance vers D : donc la ligne
ABCDE n’est pas également placée entre ses points

A, B, C, E, car elle s’avance tantôt vers un endroit,
tantôt vers un autre. La ligne AG H E est au contraire,
également placée entre ses points A et F, F et G, G
et E, A et G, F et E, A et E, car elle ne s’avance

jamais vers aucun côté. - .
Selon Archimède, la ligne droite est la plus courte

(les lignes qui ont les mêmes extrémités.

Selon Platon , la ligne droite est celle dont les extré-
mités sont ombragées par les points intermédiaires. Ne

pourroit-on pas dire que la ligne droite est celle qui
peut tourner sur ses ex trémités immobiles sans changer

de place? I I
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l LIVRE Lit-DÉFINITION vit.
Cette définition est analogue à celle de la ligne droite

et peut par conséquent être expliquée d’une manière

analogue. l v ’ fSelon Héron , la superficie plane est. celle sur toutes
les parties de laquelle on peut appliquer une ligne
droite.

LIVRE I. - DÉFINITION xxxnr.
Cette définition renferme une condition superflue à

car si les côlés opposés d’un quadrilatère sonl égaux ,l

les angles Opposés sont nécessairement égaux. (Robert

Simon.) ILIVRE l. - AXIÔME V111.
Cet axiôme veut dire que les lignes, quelles surfaces

qui s’appliquent exactement les unes sur les autres sont
,légalèsl, queëlésangles dont les côtés s’appliquent exac-

tement lea:uns sur les autres sont égath, et que deux
solides sont égaux lorsque les faces de l’un s’appliquent

exactement sur les faces de l’autre. Si l’on disoit que

les choses qui s’appliquent exactelnent les unes sur les
autres sont égales, on ne pourroit point se servir de
cet axiôme, lorsque l’on vaudroit conclure que deux
solides dontles faces s’appliquent exactement les unes
sur les autres , sont égaux. entr’eux.

w

LIVRE I. - PROPOSITION vu.
l Cette proposition a deux cas , car il peut arriver que

le’pointD tombe dans le-triangleABC. Robert Simson
démontre le second cas; mais cela étoit inutile, car le
second cas est compris implicitement dans la proposés
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lion xxI du même livre, où Euclide. démontre que les
deux droites BD, DG sont plus courtes que les droites
BA, AC; car il est évident que si les deux droites BD ,
DO sont plus courtes que les deux droites BA, C ,
les deux droites BD,DC ne seront point égales aux
deux droites BA , AC, chacune à chacune. À

LIVRE I. -- PROPOSITION xxIv,pag. 38,1ig.41..

Car puisque , &c. lises que parmi les droitesDE,
la droite DE soit celle qui n’est pas plus grande que
la. droite DF. Puisque, Etc. (Robert Simson ).

’LIVRE I. --- PROPOSITION xxxv.

Robert Simson remarque que cette proposition a
trois cas , et qu’Euclide ne démontre que le cas où. le

point E tombe entre le point D et le point F.
Les deux autres cas ont lieu lOrsiÏue le point É

(fig. 241) tombe "sur le point D et lorsque le point E
tombe entre le point A et lepoint-D, ,(fig. 242 ). Voici
OOmment on peut démontrer ces deuxgautres cas:

Après avoir démontré, pour. lezaecond cas, que le
striangle AB D (fig. 241 ) est égal autriangle DCF, et
après avoir ajouté àlchacun de ces deux triangles égaux

le triangle BCD, on. conclura que le parallélogramme
ARC D sera égal au parallélogramme B CFD.

Après avoir démontré, pour le troisième cas , que le

triangle ABE (fig. 242) est égal au triangle D’CE ,’e’t

après avoir ajouté àchacun-de ces deux triangles égaux

le quadrilatère B C DE, on conclura que le parallélo-
gramme ABCD sera égal au parallélogramme BCFE.

Nu
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BitiVÎRE 1V. --- cahotements: DE LA [mono-
W” ’ I entrois xxv,pag.f 206, Zig. n.

.,.vt.i . -s -[Hexlsg’one , lisez hexagone équilatéral et équiangle.

(5.911?! Aspes?" )- ’
LIVRE VI. -- DÉFINITION n.

Robert-Simsom trouve cette définition obscure et

le remplace par la.suivante : . l
t ’ actes tignres’; les triangles et les’parallélogrammes ,

par exéniiàle, sont réçipiroqùes lorsqne les côtés qui com-

prennent deux angles sont pr0portionnels, de ma-
nière qu’un côté de la première figure est à un côté de

la seconde comme un autre côté de la seconde est à un
lautre côté de le première n. Je donne la préférence à

la définition ’dÎEnclide, mais, j’approuVe la définition

de Robert  Siinëqn tsoinme explication.

,.L IV.R-E1VI. - DÉFINITION v.
’ t Euclide entendtpaiîa quantité d’une raison le quo-

tient qui tésultë 8e lasdiv’ision de l’antécédent par son

conséquentir’él’où iP süittque la. quantité d’une raison

peint toujours être représentée par une fraction dont le
numératenr”’e8t l’antêcédentüe là raison et dont le dé-

nominateuf’eniest le conséquent. -

Soient les imans: snit’antes , a: :1 Il, c bd, e :fi Les

i i c aEn;

le ptodiiitnest’ëltiàl insouci: (là-gîmn le. raison ace : bdf

qui est une raison dômposée des raisons a : b; c: d, e : f.
Il est évident que l’antécédent a ce de la raison com-

posée est égal au produit de tous les antécédens des

AL, H; ’ :1...,,I*fit.! 1.- t, . a...quap-mes mentisme sont les-flacherie -, dont
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misons’con’iposantes,» et que le conséquent bd f de la

raison composée est égal surproduit de tous les consé-
quens des raisons composantes; d’où il suit qu’on pour-

roit énoncer la définition Ve de la manière suintante: ’

Une raison composée de râlâons est celle dont l’ana-

l técédent est égal au produit deltous les antécédens des

raisons composantes et dont le conséquent est égal au
produit de tans-iles conséquens des raisons compo-

santes; . * 4 . 4 , .L IVR E - DÉFINITIÔN x.
Cette définition n’est pas proprement une défini?

lion , maisbien un, théorème qu’il faut démontrer. Je

donnerai la démonstration de cette définition dans le
cas où les angles solides nasont pas compris par plus
dettrois angles plans; je ne démontrerai que ce ces,
parce que dans toutes les démonstrations qui sont ap-
puyées sur cette définition, il n’est pasrquestion d’un

seul solide’dont’ les angles solideslsoient compris par

plus de trois angles plans. , q .
Robert Simson soutient que la définition x n’est

pas vraie dans tous les ces, et que par conséquent un
grand nombre de démonstrations du site Livre et plu--
sieurs démonstrations du Livre sur ont un fondement
ruineux; en conséquence il supprime cette définition
et la remplace partrois théorèmes, qu’il met à. la suite

de la proposition xxn.
, . Pour démontrer que la définition xîest fausse dans
certains cas ,’Robert Simson suppose deux solides qui
ont le même nombre, de faces semblables et égales P
mais dont l’un a un angle solide rentrant, tandis que
tous les angles solides de l’autre sont saillans. Mais

a
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n’est-il pas évident qu’Euclide n’avait en vue queles

solides qui n’ont point d’angles rentrans? Etoit-il
nécessaire de l’énoncer d’une manière expresse ?

Cettedéfinition est vraie dans tous les cas, lorsque les
angles solides sont saillans. Voyez’les notes qui sont
à la suite des Elémens de Géométrie de A. M. Le;-

gendre. ,Le théorème que Robert Simson met à la place de.
cette définition est exprimé ainsi: (( Les solides qui
sont contenus dans. des plans semblables, égaux en
nombre et en grandeur et semblablement posés, et
dont les angles solides ne sont pas contenus. par plus
de trois angles plans , sont égaux et semblables entre

eux D). ’Ce théorème renferme une condition superflue; de
. cela seul que deux solides sont terminés par le même

nombre de faces égales et semblables, les faces de ces
solides sont également posées dans chaque solide a,
c’est comme si l’on disoit quelles triangles qui sont
terminés par des droites égales et semblablement posées

sont égaux et semblables.

Le théorème de Robert Simson a deux cas ; car une
face du premier solide étant appliquée exactement sur

la face homologue du second , il peut arriver que les
autreszfaces du premier solide s’appliquent exactement

sur les autres faces du second solide, et il peut arriver
aussi que le premier solide soit placé hors du second.
Robert Simson ne démontre que le premier cas, et
il ne parle pas du second, qui sert de base aux dé-
monstrations xxvni et x1. du me Livre et aux dé-
monstrations ni et tv du xn° Livre: donc toutes
ces démonstrations ont véritablement unËfondement
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ruineux par le moyen des corrections de Robert
Simson (1).

LIVRE XI. --rnoros1rmn xv,pag. 309,1ig. l.
Après cette phrase, (c et puisque BA est parallèle à

la droite GH», Robert Simson veut qu’on ajoute:
(( car chacune de ces deux droites est parallèle à la
droite ED qui n’est pas dans le même plan que ces
droites a)

(1) Etonné que les Géomètres aient cru pendant treize siècles

que la définition x étoit vraie, Robertsimson s’écrie, pag. 588:

Quid autem dicendum , si llæc propositio non vera ait? Nonne
confitendum est Geometras per mille terccntos aunes in hile te
olementari deceptos fuisse? Et en hoc quidam modesliam dis-
cere (lebemus , alque agnoscere quem parum nabis cavera pos-
Isumus. quae est mentis barnums imbecillitas, ne in errores’
incidamus etiam in principiis scientiarum quæ inter maxime.

certes merito æstimanlur. -
Mais que devons-nous dire si cette proposition n’est pas

vraie? Ne devonsonous pas avouer que les Géomètres ont été

dans l’erreur pendant treize siècles au sujet de cette proposi-
tion élémentaire ? Que cela nous apprenne à être modestes et

à reconnaitre combien il nous est difficile d’être toujours sur

nos gardes. et combien notre esprit est foible,lpuisque nous
ne’pouvons pas même nous garantir de l’erreur dans les prin-

cipes des sciences qui passent avec raison pour les plus cer-
taines.

U!
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.î N. a. Les propositions suivantes, qui sont la démonstra-

X. lion de la définition x, doivent être mises après la propo-

sition xxu. s

PROPOSITION A.
Si Jeux angles solides sont compris chacun. par trois

angles plans, et si les angles plans du premier sont
égaux aux’anglesplans du second, chacun à chacun,

"les plans des angles égaux seront également inclinés

l les uns sur les autres dans les deux solides. ’

Soient les deux angles solides A et A’ (fig. 245 ) ;’que

l’angle solide A soit compris par les trois angles plans
B A C , C A D, D AB, que l’angle solide A’ soit com-
pris par les trois angles plans B’ A’C’, C’A’ D’, D’A’B’;

que l’angle BAC soit; égal à l’angle B’A’C’, l’angle CAD-

égal à l’angle C’A’D’ et l’angle DAB égal à l’angle

D’A’B’ : je dis que les plans des angles égaux sont

également. inclinés les uns sur les autres dans les deux
angles solides. a

D’un point quelconque B de la droite AB menez
dans le plan BAD la droite BD perpendiculaire sur
la droite A-B; du même point B menez dans le plan
’BAC la droite BC perpendiculaire sur la droile AB;
joignez les points C, D 2 faites la droite A’ B’ égale à la

droite AB, et du point B’ menez dans le plan A’B’D’ -

la droite B’ D’ perpendiculaire sur la droite A’B’, et

dans le plan B’ A’ C’ la droite B’ C’ perpendiculaire

sur la droite A’B’ ; joignez les points C’, D’. La droite

AB étant égale à la droite A’ B’, l’angle B A D égal à.

l’angle B’A’ D’, et l’angle ABD étant droit ainsi que

l’angle A’B’ D’, les triangles ABD, A’B’D’ seront
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égaux : donc la droite BD est égale à la droite B’ D’ et:

la droite A.D égale à la droite A’ D’. La droite B0 est:

égale à la droite B’ C’ et la droite AC égale à la droite

A’C’, par la même raison. Mais l’angle CAB-est égal

à l’angle C’ A’ D’, la. droite AC égale à la droite A’ C’

et la droite A D égale à la droite A’ D’ : donc le trian-

gle CAD est égal au triangle C’A’D’ : donc les deux

triangles BCD,B’ C’D’ ont leurs côtés égaux clta- "

cun à chacun : donc ces deux triangles ont aussi
leurs angles égaux chacun à chacun : donc l’angle CBD
est égal à l’angle C’ B’ D’ à donc l’inclinaison du plan

CBA sur le plan DBA est égale à l’inclinaison du
plan C’ B’A’ sur le plan D’ B’A’. On démontrera de

la même manière , que les plans des autres angles égaux
sont également inclinés les uns sur les autres dans ces

deux angles solides. , .Donc si deux angles solides sont compris chacun
par trois angles plans, et si les angles plans du pre-
mier sont égaux aux angles plans du second , chacun
à chacun , les plans (les angles égaux seront également

inclinés les uns sur les autres’dans les deux solides;
ce qu’il falloit démontrer.:

PROPOSITIOlN B.
Si deux angles solides sont compris chacun par trois

angles plans, et si les angles plans du premier sont
égaux aux angles plans du second , chacun à chacun ,
ces angles solides seront égaux entr’eux.

Soient les angles solidesA , A’j que les angles plans
BAC , CAD, DAB de l’angle solide A soient égaux
aux angles plans B’A’C’ , C’A’D’ , D’A’B’ de l’angle

n A 4
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solide A’, chacun à chacun: je dis que l’angle solide A

sera égal à l’angle solide A’. "

Appliquons exactement l’angle BAD sur son égal
B’A’D’, il peut arriver que les autres angles plans qui

sont’égaux dans les deux angles solides A, A’ soient

placés des mêmes côtés ou net soient pas placés des

mêmes côtés. Supposons d’abord que l’angle BAD
étant appliqué exactement sur son égal B’A’ D’ , les

autres angles plans qui sont égaux dans les deux angles
solides A , A’ soient placés des mêmes côtés. Puisque

l’inclinaison du plan de l’angle BAC sur le plan de
l’angle BAD est égale à l’inclinaison du plan de l’angle

B’A’C’ sur le plan de l’angle B’A’ D’ ( pr. A ) , le plan

de l’angle B A C s’appliquera exactement sur le plan de
l’angle B’ A’ C’ ; mais l’angle BAC est égal à l’angle

B’A’ C’ : donc la droite AC s’applique exactement sur

la droite A’ C’; mais la droite AD est appliquée sur la
droite A’ D’ et la droite AC sur la droite A’ C’ adonc

l’angle plan DAC s’applique exactement sur l’angle
plan D’A’C’ a donc les trois angles plans de l’angle

solide A s’appliquent exactement sur les trois angles
plans de l’angle solide A’ : donc les angles solides A
et A’ sont égaux.

Supposons en second lieu que les angles plans BAD,
du b , qui sont égaux entr’eux, soient appliquésexacte-

ment l’un sur l’autre ,-la droite A B sur la droite ad et

la droite AD sur la droite a b, et que les autres angles
plans qui sont égaux entr’eux ne soient pas placés des
mêmes côtés ; il est évident, dans cette supposition , que

g le plan BAC ne s’appliquera point sur le plan clac ,
parce que l’inclinaison du plan BAC sur le plan BAD
n’est pas égale à l’inclinaison du plan (la c sur le plan
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da b. Le plan D A C ne s’appliquera point sur le plan
b a a, parla même raison : donc les anglestplans BAD,
dab étant appliqués exactement l’un sur l’autre, la

droite AB sur la droite ad et la droite AD sur la
droite a b , les autres angles plans qui sont égaux dans
ces deux angles solides ne s’appliqueront pas les une

sur les autres. tSi l’on plaçoit l’angle plan BAD sur l’angle plan

baal, de manière que le pointA tombât sur le point a,
que la droite AB s’appliquât sur la droite ab , il est
évident que la droite AD s’appliqueroit sur la droite
a d; mais alors le plan de l’angle BAC auroit la position
b ac’, et le plan de l’angle CAD auroit la position C’ ad,

de sorte que l’angle solide A seroit placé au-dessous du

plan abri. D’où je conclus que le principe de super-
position ne peut pas être employé pour démontrer
l’égalité de deux angles solides qui sont compris cha-

cun par trois angles plans et dont les angles plans du
premier sont égaux aux angles plans du second, cha-
cun à chacun, lorsqu’ayant appliqué l’un sur l’autre

deux angles plans qui sont égaux, les autres angles
égaux de ces angles solides ne sont pas placés des
mêmes côtés (I) : donc, dans ce cas, l’on doit se con-

tenter de dire que deux angles solides qui sont com pris
chacun par trois angles plans et dont les angles plans
du premier sont égaux aux angles plans du second sont.
égaux entr’eux , parce que leurs parties constitùantes,

leurs angles plans et leurs inclinaisons sont égales de
part et d’autre.

(I) Les angles solides égaux dont les angles plans ne peu-
vent point être superposés les uns sur les autres, s’appellent

solides symétriques. ù



                                                                     

570 NOTESDonc si deux angles solides sont compris chacun
par trois angles plans, et si les angles plans du pre-
mier sont égaux aux angles plans du second, chacun
à chacun, ces angles solides sont égaux entr’eux; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION C.
Les solides qui sont contenus dans le même nombre de

faces égales et semblables entr’elles et dont les angles

solides ne sont pas compris par plus de trois angles
» plans sont égaux et semblables entr’eax.

Soient les solides ABCDEF, A’B’C’D’E’F’ (fig. 244)

dont les angles solides ne sont pas compris par plus de
trois angles plans et que ces solides soient contenus
sous le même nombre de faces égales et semblables,

ic’est-à-dire que les faces ARC, DEF, BD, BE, E0
-soient semblables et égalesaux faces A’B’C’, D’ E’ F’,

B’D’, B’E’, E’C’ : je dis que ces solides sont égaux et

semblables.
Si l’on pose une face quelconque ABC du premier

solide sur la face homologue A’B’C’ du second, de
:manière que les côtés de ces faces, qui sont des côtés

homologues des faces égales et semblables BD, BE ,
EU, B’D’, B’E’, E’ C’ soient. appliqués exactement

les uns sur les autres,» ces deux solides seront placés
du même côté sur le plan A’ B’ 0’, où ils seront placés

l’un au-dessus et l’autre au-dessous du plan A’ B’C’ ( 1).

. Supposons d’abord que les deux solides AB C D EF ,

(1) Lorsque les solides sont placés l’un tau-dessus et l’autre

tin-dessous du plan A’ B’ C’ , ils s’appellent solides symé-

triques.
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AfB’ C’ D’ E’F’ soient placés du même côté sur le plan

A’ B’C’. Puisque l’inclinaison du plan AF sur le plan

ARC est égale à l’inclinaison du plan- AÏVF’ sur le
plan .A’ B’C’ (phA ) , la facelAF s’appliquera exac-

tement sur la face A’ F’ qui lui est semblable et égale.

Les autres faces du solide ABCDEF s’appliqueront
exactement sur les autres faces des solides A’ B’C’D’E’F’,

par la même raison: donc ces deux solides seront égaux.
Mais les faces homologues sont également inclinées les

unes sur les autres dans ces deux solides( pas. A) : donc I
les deux solides ABCDEF, AÎB’C’ D’ E’ F’, qui sont

contenus dans le’même nombre de faces égales et 88111-

blables, sont égaux et semblables e’ntr’eux.

Supposons en second lieu que les solides ABCDEF,
a b c 0l e f soient placés l’un au -dessus et l’autre au-

dessous du plan ab c,- il est évident que dans ce cas
le principe de superposition ne peut pas être employé
pour démontrer l’égalité de deux solides qui sont con-

tenus dans le même nombre de faces égales et sembla-
bles entr’elles, et dont les angles solides ne sont pas
compris par plus de troislangles plans : donc l’on doit
se contenter de dire que ces deux solides sont égaux
et semblables, parce que leurs parties constituantes,
savoir , leurs faces, les inclinaisons de ces faces (pr. A ) ,
leurs angles solides (pr. B), sont parfaitement égales de
part et d’autre.

ÀDonic les solides’qui sont contenus dans le même
nombre de faces égales et semblables entr’elles , et dont

les angles solides ne sont pas compris par plus .de trois
angles plans, sont égaux et semblables entr’eux; ce

qu’il falloit démontrer. v
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LIVRE XI. -- rnOPOsrr’IoN murin gpag.’34’1j, fig.

l Selon Robert Simson et Clavius, Euclide auroit "du
démontrer que les dingOnales CF, DE sont parallèles; ’

ce qùe Rebert Simsonidémontre de la manière sui-

vente :
(c Soit le parallélipipède.lAB (fig. 188) et que les

diagonales D E, CF joignent les extrémités des mêmes

arêtes; puisque chacune des arêtesÇ D, FE est pan -
lèle l’arête GA qui n’est pas dans le même plan , les

arêtes CD, FE seront parallèles: donc les diagonales
CF, DE sont dans le même plan que lesxerêtes CD ,
FE , et sontiparallèles entr’elles : je dis, Bac.

LIVRE XI. - rnorosiirION xxrx.
Cette proposition a trois cas, et Euclide n’en dé-

Ëmontre qu’un seul. En effet, il peut arriver que la
droite MI-I tombe sur la droite GE ou bien entre la
.idroite GE et la droite F. D. Pour démontrer ces deux
derniers ces, on fera des raisonnemens analogues à
ceux qu’on a faits pour démontrer les deux derniers
cas de la proposition xxxv du 1" Livre. Voyez la note
sur cette proposition.

LIVRE XII. -- PROPOSITION xvrr.
Cette démonstration est incomplète selon Robert

Simson et selon moi. Après avoir démontré quële
quadrilatère BKSP ne touchera point la surface de
la plus petite sphère , Euclide conclud que les faces du
polyèdre inscrit ne toucheront point la surface de la
plus petite sphère. J’ai complété cette démonstration
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d’Euclide. Voyez lapropo’sition xxvrn du Supplé- t

ment , le Lemme et le deuxième Corollaire qui suiVent

cette proposition. L

FIN.

DE-L’iIMPiR-IMÊIRIE DE CRAÈELET. .» l
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.ERBATA
L’étoile placée après le second nombre indique quïljàut compler

les lignes en montant, et lafigure -- peut dire lisez.

Plis.
I

à?»

Chauvin
n-

10

Il
Il

Il
I4
15
16

,7

I7

18

J9

fil
23
26
a!
31
En
55

lig.
6* qui est toute également ia-

terposéc -- qui est égale-
ment placée

â pleine - plane
4 interposée et- placée en-

tre ses lignes
i3 à -- sur
1* les figures - la figure
g interceptée --- soutendue
9* :upprimq ou polygone
7 qui - qui a
4 et si les deux angles com-

pris entre les côtés égaux
de ces deux triangles sont
aussi égaux -- et si l’au--
gie compris entre les côtés
égaux est égal dans les

, deux triangles
ne c’est-à-dire *-- savoir
9* des - de ces
6* c’est-à-dire l’angle ASC-

c’est-à-dire que l’angle
ABC sera

9* même correction que 10,4
7* puisque-pulsquela droite

l 1* et -- et s’il
3* et -- et qu’il

5 les deux angles, &c. ---
l’angle compris entre les
côtés égaux est égal dans

les deux triangles
2* s’appliquant -- s’appli-

quoit
9* même correction que 17, S

la la droite AF. -- la droite
, AF: je dis que l’angle BAC

est paria gé en deux parties
égales par la droite AF

8 à -- sur
7 à -- sur
6 point-point quelconque
a jusqu’enF-versiepointF

14 , supprime; cependant
13 jusqu’au - vers le
7* que cependant elles --

qu’elles

pas.
se
34
se
se
se
se
si
38

158
141
144

lis.
6* 800 - BDC
2* sur: rime ce endanl
r ’ÛP- F12 p

i FK a FD
a FK -- FD

15 démontrer. - faire.
Il AC -- AC égale
1H et l’angle DEG - l’angle

DEG sera
no parallèles -- droites
8 en -- vers

io CAB - CAB
9 puisque -- donc puisque
7 égales -- égales et parul-

lèles

4* FFD --- EFD
l DBC - EBC

. 7 soient -- sont
5* le dernier motl KFC-KGC

:4 triangle - angle
9 à -- sur
6* GC -- la droite GC

16 LH -- LG
7 directement une droite

quelconque - une droite
qui ait la même direction

6* idem.
9 au - au double du
4 même correction que 86 7,
5* CF -- CE
a même correction que 86, 7

Il obus angle -- obtusangle
7* idem.
9’74"11.

ne commun - commun de
a AFB -- AEB

r 1* su rime un
l mil; -- DlMD
r ABD -- ARC A
4 et qu’on mène -; menez
5 dans une circonférence de

- dans un
FG - F A
au -- sur le
à -- sur

ou ou»:



                                                                     

png.
1 411

148
155

156
157
158
159
162
165
167
168
168

169
159
169
175
176

177
173
178
178

l79
179
180
180
181
181
181
181
18:
18a
135
18a
184
185
185
186
1?
18g
189
1go
191
191
192
1941

199
195
Un

11’. R R

lig.
a une position comme -- la

même position que
u ligne - droite

6* placés , ôte. -- placés tous

(Jeux au centre ou tous
deux à la circonférence

9* miam.
5 idem.
8 idem.
2* des -- de ces
5* les -- des
9* rupprz’mcïon démontre que

11 l’angle ---; mais l’angle

7* rupprimq fig. 98
1* conduisez -- du point F

conduisez
3 FG - FA
4 AC - PC
4 HG --- BF
6 quarrés -- quarrés de
1* la -- le
8 et --- mais
8 autour d’une - à une

10 autour de --- à
7* autour d’un -- à un
1 autour d’une - à une
a autour de - à

1 a avec -- à
15 idem.
8 idem.

11 idem.
in1K idem.
7* idem.

in mais -- et que
14 douc- ,
4* avecle -- au
1* avec --- à
7* 107 -- 109
6" les -- 109d
a autour du - au
1 log -- 109"
5 cet angle --- ce triangle

14 autour du -- au
14 EH -- Fit
1 autour du -- au
6’ autour d’un ’- à un

4* autour de - à
A la base --- mais la hase
4* autour du - au
2* autour d’un - à un

14 autour du - au
1 2 au --- à ce

A T A. 575sa". lin.19’s 3’ rit -- CK’

1 99 6* GMH -- CM1.
aco 11 FE --- FL
201 8 KCE :- KCF
am 13 J" pnm: un
217 A Fig -- Cl)
217 6 AC -- F E
:117 7 FE - AC
1.3 6’ BAC -- EGF
a 18 5* EGF - BAC
a; 9 1 1* puisque- puisque l’angle
ne 6 que de même --- de même

que
228 9 double -.- triple
:131 3* étant - ayant été

me 3* es -- ces , ,245 13 slip rimq(l’1g. 138)
943 9* rec ange - échange
244 5* comme -- comme le
:44 5* est -- est au
246 8 EH - donc E8
,43 s ou -- GK
1148 9* Fil -- F G t149 7’ l’on démontre-l’on a dé-

montré

95! 10’ B - C ,
:153 1o NG -- NH
254 9* construites - et cons-

truites A257 15 du diamètre -- de la din-
gouale

:57 18 idem:
259 10* idem.
:59 3* 145 - r46
as; 7* du même diamètre -- de

la même diagonale

osa 1 idem. .ne; 4 diamètre - diagonale
:162 8 du même diamètre -- de

la intime diagonale
9.59. 5* idem. v
:163 1 idem.
:453 g supprime; que lui
1164 8 dem.
oint 13 idmi.
1164 13’ puis -- puisque
9.64 1 1* du même diamètre --- de

la même diagonale
264 10” diamètre --. diagonale
1:65 2* du même diamètre -- de

la même diagonale
9.65 1V diamètre -- diagonale



                                                                     

576 E n npas. lis. «’.1166 4’ supprimq que lui
357 8 figure-parallélogramme
367 l l les défauts , 8m. --- et qui

est semblable au parallé-
logramme donné v

267 8* appliqué Sur la moitié de
la droite A8 , les défauts
étant semblables, et que
le parallélogramme au-
quel le défaut doit être
semblable son. D --- qui est
appliqué sur la moitié de
la droite A8 et qui est
semblable au parallélo-
gramme" donné D

268 u donné-donnée
263 P supprimq que lui
:68 7* mais EF est semblable à

D : donc -- puisque le pa-
rallélogramme EF estsem-
blabla au parallélogram-
me D ,

27: r4 EL- FI.
277 3* ACE --- DCE
:73 9 seront -- seront égaux
:80 9 et -- et les
580 9 BHF-EHF l
280 u BGL- BEC
zoo 8 ; mais -, et
304 Io à --- sur
304 u idem. n304 7* à l’un et à l’autre n sur

l’un et sur l’autre

806 13 DAF- DAE
808 8 avec ---Ià
522 sa je dis ---le dis aussi
ana si” soient - sont l
527 15 AL-ËRL
554 S paralléliplpède-parallé-

léplpède , et la même cor-

rection par-tout.
355 no mais trois plans - mais

irois plans de ces solides
853 l3 FHE --- [76E
559 4* angles solides -- angles

I 1ans
34 9* parallélogrammes - pasO

AURA.
p.55 a.

84e
B42
545
545
544
545
345

545
B48
349
551
353
553

854
556
557
857
559
859
360
56e

367
876
595
597

597
400
410
450

43°

4S3
433

457
437

457
459

44x
44g
47°

l

lis. Lrallélogrammes de ces pas
rallélépipedes

6 droitesinfluentes-arêtes

1 1 idem. t15 idem.
5* idem.
5* idem.

a idem. .15 d’abord- supposons (1’ -
bord

15 droites insistentes -- atèles.-

g idem. -a idem.
5* AE. - le côté AE
a droites insistentes-arêtes
8* sont’--*sont réciproque-

ment
4 Q? - QR
5 droitesinsistantes-arêtes

1 I idem.
l a PQ - RQ
15 BC --- BT
18 idem.
6 droites influentes-«arêtes
6 soutendus par --I adja-

cens a
S et -- et si
9 si q- car si
9* ABCEM - ABCDEM
6* . La pyramide - , mais la

pyramide
1* mais on -- et lion
9 DEFO - DEFH
7* sera -- est
6* qui ne touche -- dont les

faces ne touchent
9* idem.
1 dans.-- sur
8 et menez ---; menez
7* bases - faces
6* donc -- donc les faces de
5* touche -- touchent

’6 qui ne touche - dont les
faces ne touchent

6 idem.
6 sont - forment des angles
9* G - (3l.

M
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