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RAPPORT

fait 3 la Classe des Sciences physiques et mathé-
matiques de I'Institut national ,

par les citoyens LAGRANGE et DELAMBRE.

Séance du lundi 28 ventdse an xiIr.

Psv d’ouvrages ont été aussi souvent traduits, com-
mentés et reprodiiits, que les Elémens d’Euclide; mais
il n’est pas d’auteur avec qui ses traducteurs aient pris
d’aussi étranges libertés. Sous prétexte de donner aux
démonstrations plus de clarté et de simplicité, il n’ést
presque pas de proposition dont ils n’aient-changé ow
modifié les preuves. Pour ne parler que des traduc—
teurs frangais, il suffit de jeter les yeux sur 'Euclide
de Dechalles, réimpriiné plasieurs fois successivement:
par Ozanam et Audierne, pour voir-que ces éditeurs
n’ont presque rien respecté dans ’anleur original, si:
ce n'est l'ordre et’énoncé des théorémes. Mais malgré
tous leurs soins et leurs prétentions, ils n’ont pas fait
oublier le véritable Euclide ; on trouve méme encore-
quelques svans qui, soit avec raison , soit par un gott:
un peu trop exclusif pour les méthodes des anciens,
prétendent que malgré les talens et les succés des au--
teurs:modernes, les Elémens d’Euclide sont, & quel-"
ques endroits prés, le meilleur ouvrage que nousayons.
en: ce genre. Sans prendre aucun parti sur-cette ques~
tion, on pent conclure au moins.de leur.opinion, que -
le citoyen Peyrard-a-fait-une chose utile en traduisant
fidélement un: ouvrage dont nous n’avons pas eu-de-
traduction exacte depuis plus de deux cents.ans,, et
3



vj KRAPPORT FAIT A L'INSTITUT.
dont les bonnes éditions, soit grecques soit latines, sont
assez rares, et & la portée de peu de savans, sans
compter les difficnJtés-des deuxlangues, qui diminuent
encore assez considérablement le nombre des lecteurs.
Nous avons lu avec soin la nouvelle traduction, en la
comparantal'original grec, dumoins quantal'énoncé
de chaque proposilion, et pour les parlies essentielles
des démonstrations; car c’etit été un travail aussi long
qu’inutile que de suivre le traducteur dans des détails
qui ne peuvent se traduire de denx manieres. Par-tout
le cltoyen Peyrard nousa paru rendre avec exactitude
le sens.et méme les expressions de son auteur.
L’oyvrage d’Euclide, quelqu’estimable qu’il soit,
ést,pnuftgnt.,incom plet & plusieurs égards. Ily manque
sur-tout nombre de propositions importantes relatives
4 la surface du Cercle, de la Sphére, du Cylindre et
du Céne, et 21 la solidité de ces trois derniers corps.
Le ;r_aduqteur en a fait la matiére d’un Supplément,
qu’il commence par deux propositions empruniées
d’Archiméde, en averlissant dans une note que la
“seconde lui paroit impossible & démontrer bien rigou-
reusement. Il ajoute que c’est sans doute pour celte
raison qu’Euclide n’a rien -lit de Ja surface du Cercle
ni de celle de la Sphére. I1.8’agit de prouver que le
contour.dy Polygone. circonscrit est plus grand que
celui-du Cercle. Pour y parvenir, Archiméde avoit
Pposé en.principe que de deux lignes concaves du méme
c0té et-qui ont' mémes extrémités, celle qui environne
Pauire est la plus grande des deux. 1 est vrai que ce
principe mériloit bien une démonstration, mais il
. mlest,pas prouyé que ce soit précisément celte difficullé
qui ait .arrété Euclide. Quand il composa ses Elémens,
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Archiméde n’étoit peut-étre pas né, il est bien pro-
bable au moins qu'il n'avoit encore publié' i son
Traité de la Sphére et du Cylindre, ni celui. de la
mesure du Cercle. Les Théorémes que contient cet
ouvrage éloient encore inconnus pour la plupart, ét
la réputation qu’ils ont acquise aleur auteur, le prix
qu’il y altachoit lui-méme, nous prouvent comblen
on les avoit jugés difficiles. Il est donc tout simple
d’imaginer qu’Euclide les ignoroit entiérement; car
g’il les eiit connus, ils sont d’une telle iniportance,
qu’il auroit dit, ce me semble, les indiquer, sauf d con-
venir de ce que la démonstration pouvoit renfermer
d’hypothétique.

Tous les Théorémes sont démontrés dansle Supplé-
ment du ciloyen Peyrard, & la maniére d’Euclide;, et
en se servant autant qu’il a été possible des proposi-
tions qui se trouvent dans les Elémens. Ces démons-
trations sont presque toutes indirectes, c’esttii-dire
qu’elles prouvent, non pas qu’une chose soit de telle
ou de telle maniére, mais qu’il y auroit de T'absurdité
a la supposer autrement.... Quelques-unes des dé-
monsirations dn citoyen Peyrard ressemblent bean-
coup i celles qu’on trouve dans 'ouvrage dn citoyen
Legendre ; mais quand on compose un livre d’Elé~
mens, on ne simpose pas I'obligation d’étre tonjours
neuf, loujours invenleur ; lout le monde sait bien que
c’est la chose impossible. On trouvera du moins plu-
sienrs proposmous rmportantes qui sont démontrées
d’une maniére nouvelle; ainsi pour arriver au théo-
réme sur la solidité de la Sphére, le ciloyen Peyrail
emploie la proposition xvix du livre x11°, et ce théo-
réme paroit en effet un corollaire assez simple de cette

.
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proposition. La démonstration qu’elle fournit est plus .,
facile que celle d’Archiméde. Mais: cette proposition .

n’éloit qw'imparfaitement démontrée dans Euclide.
Robert Simson y avoit relevé plusieurs omissions et
inexactitudes. Le citoyen Peyrard en a complété la
démonsixation d’une maniére qui ne laisse rien &
desirer.

Le Supplément est terminé par quelques théorémes
connus, d’un usage trés-fréquent dans la mesure des
Lignes, des Surfaces et des Solides, et qui ne se trou-
voient pas assez expressément énoncés dans les Elé-
mens d’Euclide....

L’ouvrage est terminé par des notes ol I'on rap-
porte et Yon discute quelques objections et quelques
corrections proposées par Robert Simson.

L’auteur, dans sa Préface, annonce un {ravail sem-
blable, qu’il a commencé , sur Archiméde. Nous pen-
sons que la Classe, en approuvant celui qu’il vient de
faire sur Fuclide, doit engager le citoyen Peyrard 3
terminer la traduction , non moinsimportante, ei bien
plus difficile , d’ Archiméde. '

Signé LAGRANGE ¢« DELAMBRE.

La Classe approuve le Rapport et en adopte les con-
clusions. '

Signé DELAMBRE, Secrétaire perpétuel.
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PREFACE.

Lorsqus je fus nommé Bibliothécaire
de T’Ecole Polytechnique , je formai le
projet de donner au public une traduc-
- tion littérale des @uvres d’Euclide et -
d’Archimeéde, les deux plus grands Géo-
meétres de 'antiquité. Je pensois qu’il étoit
en quelque sorte de mon devoir de con-
sacrer mes momens de loisir 3 des travaux
qui fussent analogues & ceux de I’Ecole
Polytechnique. Je publierai, dans le cou~
rant de Pan x111, une traduction littérale
des @uvres complétes d’Archiméde; cette
traduction sera accompagnée d’'un Com-
mentaire pour faciliter Vintelligence des
endroits difficiles (1). Je fais paroitre au-

+ (1) La souscription pour la traduction littérale des.
@uvres complétes d’Archiméde , avec un commen-~.
taire et des planches, par #. Peyrard, Bibliothécaire
de ’Ecole Polytechnique, est ouverte d’ici au 1¢" ven~
démiaire an xir. Cet ouvrage sera imprimé par.
Crapelet ,sur caractére dit sainl-augustin, formatzn-4°.
papier fin d’Angouléme. Prix. 36 fr., et en papier
vélin 72 fr. Tous les exemplaires seront numérotés
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jourd’hui la traduction des Livres de la
Géométrie d’Euclide, auxquels j’ai ajouté
un Traité du Cercle, .du Cylindre, du
Coéne et de la Sphére; la mesure des Sur-
faces et des Solides. Fai traduit Euclide
littéralement, et méme mot & mot, quand
Ie génie de la langue frangaise a pu me le
per.fhettre. Dans mon Supplément , j’ai
adopté les principes d’Archiméde , et je
me suis. conformé, autant qu’il a été en
mon-pouvoir, & laméthode et & la marche
d’Euclide. Dans les notes qui accompa-
gnent ce Supplément, je me suis appliqué
a éci_atircir quelques endroits obscurs; je
rapporte et je discute quelques objections
proposées par Robert Simson. Je fais voir
dans ces notes que Robert Simson est’

et livrés suivant Pordre des souscriptions. La liste des
souscripleurs sera: imprimée en éle du volume, Il ne
sera-pas-tiré- un seul exemplaire au-dela du nombre
des souscriplions; ainsi il sera absolument impossible
de gen’ pr’ocixrer autrement qu’en souserivant, Cet
ouvrage paroftra: dans le courant de 'an xnr. On
souscyit & Paris, chez-I'Editeur, 4 I'Ecole Polytech-
nigue , et chez F. Louis, Libraire , rue de Savoie,
n° 12, o o



PREFACE. xj
tombé dans une erreur trés-grave au su]et
de la définition x du Livre xr.

Au lieu du Supplément que j’ai com-
posé pour servir de suite a la Géoméirie
d’Euclide, je devois donner la traduction
littérale du Traité du Cylindre et de la
Sphére et du Traité de la mesure du Cer-
cle &’ Archiméde; mais ayant fait réflexion
que ces deux Traités ne sont pas assez
élémentaires ,je me suis décidé & composer
un Traité succinct du Cercle, du Cylin-
“dreydu Coneé et de la Sphére, qui fitala
portée de ceux qui apprennent les ma-
thématiques, et dont toutes les proposi-
tions fussent rigoureusement démontrées.

La démonstration d’Archiméde, qui
regarde la mesure de la sphére, est telle-
ment compliquée, qu’il faut la plus grande
contention d’esprit pour la comprendre;
Ia .démons‘tration que je lui substitue est
courte et. facile 4 saisir, et cependant elle
a toute la rigueur qu’on peut exiger. :

. Je ne ferai pas I’éloge d’Euclide; on se
méfie toujours de I’éloge d’un auteur fait
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par son traducteur. Je laisserai parler deux -,
illustres Géomeétres, Montucla et Bossut.

5

« C’est sur-tout & ses Elémens qu'Euchde
doit la célébrité de son nom. Il ramassa dans
cet ouvrage , le meilleur encore de tous ceux
de ce genre, les vérités élémentaires de la Géo-
métrie , découvertes avant lui. Il y mit cet en~
chainement si admiré par les amateurs de la
rigueur géométrique , et qui est tel, quil n'y a
aucune proposition -qui n’ait des rapports né-
cessaires avec celles qui la précédent ou qui la
suivent. En vain divers Géométres , & qui.l'ar-
rangement d’Euclide a déplu, ont tiché de le
réformer , sans porter atteinte & la force des .
démonstrations. Leurs efforts impussans ont
fait voir combien il est difficile de substituer a la
chaine formée par'ancien géométre, une chaine
aussi ferme et aussi solide. Tel étoit le sen-
timent ‘de l'illustre M. Leibnitz, dont l'an-
torité .doit étre d'un grand poids en ces ma-
tiéres; et M. Wolf, qui nous I'apprend, con- -
vient d’avoir tenté inutilement d’arranger les
vérités géométriques dans un ordre différent,
sans supposer des choses qui n’étoient point
encore démontrées, ou sans se reldcher beau-
coup sur la solidité de la démonstration. Les
Géomeétres anglais , qui semblent avoir le mieux,
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conservé le gotit de.la rigoureuse géométrie,
ont toujours pensé ainsi; et Euclide a trouvé
chez eux de zélés défenseurs dans divers Géo~
meétres habiles. L’ Angleterre voit moins éclore
de ces ouvrages, qui ne facilitent la science
qu’en Pénervant; Euclide y est presque le seul
auteur élémentaire connu, et 'on n’y manque
pas de Géomeétres. :

» Le reproche de désordre fait & Euclide,
m’oblige & quelques réflexions sur Yordre pré-
tendu qu’affectent nos auteurs modernes d'élé-
- mens, et sur les inconvéniens qui en sont la

suite. Peut-on regarder comme un véritable
ordre, celui qui oblige & violer la condition
la plus essentielle & un raisonnement géomé-
trique , je veux dire, celte rigueur. de dé-
monstration , seule capable de forcer un esprit
disposé & ne se rendre qu'a I'dvidence méta-
_physique? Or rien n’est plus commun chez les
auteurs dont on parle , que ces atteintes portées
3 la riguenr géométrique. Mais il leur falloit
nécessairement se relicher jusqu’a ce point, ou
commencer  traiter d’'un certain genre d’éten-
due, avant que d’avoir épuisé ce qu’il y avoit &
dire d'un autre plus simple, et ils ont mieux
aimé ne démontrer qu’'a demi, c’est-a-dire , ne
point démontrer du tout, que de blesser un
prétendu ordre dont ils étoient épris.
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» Il'y améme , 4 mon avis, une sorte de pué-
rilité dans cette affectation de ne point parler
d’ungenre de grandeur, des triangles, par exem-~
ple, avant que d’avoir traité au long des lignes
et des angles : car pour peu que, s’astreignant
a cet ordre , on veuille observer la rigneur géo-
métrique, il faut faire les mémes frais de dé-
monstrations, que si 'on efit commencé par ceé
genre d’étendue plus composé , et d’ailleurs si
simple , qu’il ’exige pas qu'on s’y éléve par
degrés. Jose aller plus loin, et je ne crains
point de dire que cet.ordre affecié va drétrécir
Yesprit, et 4 Paccoutumer a une marche con-
traire & celle du génie des découvertes. Clest
déduire laborieusement plusieurs vérités parti-
culi¢res, tandis qu’il n'étoit pas plus difficile
d’embrasser tout:d'un coup le:trone, dont elles
ne sont que les branches. Que sont en effet la
plupart:de ces propositions sur les perpendi~
culaires :et-les obliques , qui remplissent ‘plu-
sieurs sections des .ouvrages dont on parle,
sinon autant de -conséquences fort simples de
la propriété du triangle isoscéle ? Il ‘étoit bien
plus lumineux ,;et méme plus court, de com=~
mencer 4 démontrer cette propriété, et d'en-dé-
duire ensuite toutes ces autres propositions ».
( Histoire des Mathématiques, par J. ¥. Mon~-
TUCLA. Paris, an vi1, tom. 1, pag. 205.)
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« Jamais livre de science n’a en un succés
comparable i celui des Elémens d’Euclide. IIs
ont é1é enseignés exclusivement pendant plu-
sieurs siécles dans toutes les écoles de mathé-
matiques , traduits et commentés dans toutes les
langues; preuve certaine de leur excellence ».
( Essai sur UHistoire générale des Mathematzques ,
par Cu. Bossu. Paris, 1802 tom. 2 Pag.45.)

. B, Ilest indispensable de faire les correcﬁons in-

d'Euchde. '
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ELEMENS
.
GEOMETRIE
DEUCLIDE.

LIVRE PREMIER,
DEFINITIONS.

1. Lz point est ce qui n’a aucune partie.

2. La ligne est une longueur sans largeur.

3. Les extrémités d’'une ligne sont des points.

4. La ligne droite est celle qui est toute éga~
lement interposée entre ses points (1).

5. Une superficie est ce qui a longueur et
largeur seulement.

(1) Dans la suite nous dirons une droite au lieu de
dirve une ligne droite. ' '

A



2 . ELEMENS

6. Les extrémités d'une superficie sont des
lignes.

7. Une superﬁcle pleine est celle qui est
également interposée entre ses lignes droites.

8. Un angle plan est I'inclinaison mutuelle de
deux lignes qui se touchent dans un plan et qui
ne sont point placées dans la méme direction.

9. Lorsque des lignes droites comprennent
un angle , I'angle s’appelle rectiligne.

10. Lorsqu’une droite tombant sur une droite
fait les angles de suite égaux entr’eux, chacun
des angles égaux est droit. La droite tombante
est dite perpendiculaire i celle sur laquelle elle
tombe.

11. L'angle obtus est celul qui est plus grand
que P'angle droit. ,

12. L’angle aigu est celui qui est plus petit
que 'angle droit. )

13. On appelle terme on Lmite ce qui est
I'extrémité de quelque chose."

14. On appelle figure ce qui est compris
entre une ou plusieurs limites.

15. Le cercle est une figure plane comprise
dans une seule ligne qu’on appelle circonfé-
rence ; toutes les droites menées & la circon-
férence d'un seul point de ceux qui sont placés
dans les figures, sont égales entr’elles, .
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16. Ce pdint se nomme le centre ducercle.
17. Le diamétre du cercle est une droite
menée par le centre et terminée de part et
d’autre par la circonférence du cercle ; le

diamétre partage le cercle en deux parties
égales.

18. Un denn-cercle est une figure compmse
entre le diamétre et la portion de la circonfé-
rence qui est interceptée par le diamétre.

19. Un segment de cercle est une portion du
cercle comprise entre une droite et la circon-
férence du cercle. :

20. Les figures rectilignes sont celles qui sont
terminées par des droltes. ;

21. Onappelle trilatéres ou trianglesles figures
terminées par trois droites.

2. Quadrilatéres, celles qui sont terminées
. par quatre. ‘

23. Multilatéres ou polygones, celles qui sont
terminées par phis de quatre droites.

24. Parmi les figures trilatéres, celle qui est
terminée par trois cOtés égaux se nomme trians
gle équilatéral. '

25. Celle qui a seulement deux c6tés égaus
se nomme triangle isocéle.

26. Celle dont tous les c6tés sont inégaux se
nomme triangle scalen.e

2



4 . ELEMENS

27. Parmi les figures trilatéres, celle qui aun
angle droit se nomme triangle rectangle.

. 28, Celle qui a un angle obtus se nomme
triangle amblygone ou triangle obtus-angle.

29. Celle qui a ses trois. angles aigus, trian-
gle oxygone ou triangle acutangle.

30. Parmi les figures quadrilatéres , celle qui
ses cotés dgaux et ses angles droits, se nomme
quarré..

31. Celle qui a ses angles droits , mais quin’a
pas ses cotés égaux , se nomme quarré oblong
ou rectangle.

. 32. Celle qui a ses c6tés égaux, mais quin’a
pas ses angles droits, se nomme rhombe. .

33. Celle dont les cotés et les angles opposés
sont égaux , mais dont tous les cotés ne sont pas
égaux et dont les angles ne sont pas droits, se
nomme rhomboide.

34. Les autres quadrilatéres, ceux-la excep-
tés, se nomment trapézes (1).

35. Enfin, les paralléles sont des droites qui,
dtant placées sur un méme plan, et qui étant

_ (1) On nomme aujourd’hui trapéze un quadrilalére
dont deux de ses cOiés seulement sont paralléles, et
les autres quadrilatéres, exceplé le trapéze et les qua-
.. drilatéres dont parie Euclide, se nomment ordinaire-
ment quadrilatéres simplement dits. '
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prolongées de part et d’'autre  I'infini, ne se
rencontrent nulle part.

DEMAN>DES. Ow t\w’k\.(mﬁ

1. Condulre une droite d'un point quelcon—
que 4 un point quelconque.

2. Prolonger continuellement , selon sa di-
rection, une droite finie.

3. D’un point quelconque et avec un inter-
valle quelconque décrire une circonférence de
cercle.

Notions communes ow axiomes.

1. Les quantités qui sont égales 4 une méme
quantité sont égales entr elles.

2. 81 & des quantités égales on aloute des
quantités égales, les tous seront égaux.

3. 81 de quanuités égales on retranche des
quantités égales , les restes seront égaux.

4. Si & des quantités inégales on ajoute des -
quantités égales, les tous seront inégaux.

5. Si de quantités inégales on retranche des
quantités égales, les restes seront inégaux.

6. Les quantités qui sont doubles d’une méme
quantité sont égales entr’elles.

7- Les quantités qui sont les moitiés d'une
méme quantité sont égales entr'elles.

3

3
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6 ELEMENS
- 8. Les choses qui se conviennent mutuelle~"
ment sont égales entr’elles.

9. Le tout est plus grand que sa partie.

10. Tous les angles droits sont égaux (1).

11, Si une droite tombant sur deux droites
fait les angles intérieurs du méme c6té plus
petits que deux droits, les deux droites pro-
longées a I'infim se rencontreront du cété ot
les angles sont plus petits que deux droits.

12. Deux droites ne renferment point un
espace.

PROPOSITION PREMIERE.

PROBLEME.

#

Sur une droite donnée et finie, construire
un triangle équilatéral.

Soit AB (fig. 1) la droite donnée et finie : il
faut construire sur la droite AB un triangle
équilatéral.

.Du centre A et avec un intervalle AB, dé-
crivez la circonférence BCD (dem. 3 ); ensuite
du centre B et avec 'intervalle BA décrivez la
circonférence ACE ; et du point C, oules cir-

(1) Dans quelques manuscrits les axiomes 10 et 11
se tronvent placés parmi les demandes.
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conférences se coupent mutuellement, con-~
duisez aux points A, B, les droites CA, CB
(dem. 1).

Car puisque le point A est le centre du cer~
cle CDB, ladroite AC sera égale 2 la droite AB
(déf. 15); de plus , puisque le pomnt B est le
centre du cercle CAE, la droite BC sera égale
4 la droite BA; mais il a été démontré que la
droite CA étoit égale a la droite AB: donc cha-
cune des droites CA, CB est égale a la droite
AB; or les quantités qui sont égales 4 une méme
quantité sont égales entr’elles; donc la droite
CA estégale i ladroite CB: donc les trois droites
‘CA, AB, BC sont égales entr’elles.

Dong le triangle ABC (déf. 24 ) est équila~
téral , et de plus il est construit sur'la ligne
donnée et finie AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION I1.
PROBLEME.

D’un point donné conduire une droite égale & unc
droite dounée.

Soit A (fig. 2 ) le point donné et BC la droite
donnée : il faut conduire du point A une droite
égale a la droite BC.

Conduisez du point A au point B la droite

4
‘4
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AB (dem. 1); sur cette droite construisez le
triangle équilatéral DAB (prop. 1), et pro-
longez les droites AE , BF dans la direction
des c6tés DA ,DB; du centre B et avecPinter-
valle BC , décrivez la circonférence CGH
(deim. 3); et du centre D et avec l'intervalle
DG décrivez ensuite la circonférence GKL.

En effet, puisque le point B est le centre du
cercle CGH, la droite BC sera égale ala droite
BG (déf. 15); de plus, puisque le point D estle
centre du cercle GKL, la droite DL sera égale
a la droite DG ; mais la droite DA est égale &
la droite DB : donc la droite AL sera égale a la
droite BG (axiome 3 ) ; mais il a été démontré
que la droite BC est égale 4 la droite BG: done
les droites AL, BC sont égales chacune ala
droite BG. Mais les quantités qui sont égales &
une méme quantité sont égales entr’elles : donc
la droite AL est égale a la droite BC.

Donc du point donné B on a conduit une

droite AL égale a la Iigne donnée BC; ce qu’il
falloit faire.
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PROPOSITION IIL
PROBLEME.

Deux droites inégales étant données , retrancher
de la plus grande une droite égale & la plus.
petite.

Soient AB et C (fig. 3) les deux droites iné-
gales données dont la plus grande soit AB : il
faut de la plus grande AB retrancher une droite
qui soit égale i la plus petite C.

Du point A conduisez une droite AD égale
4 la droite C (prop. 2), et du centre A et avec
un intervalle AD décrivez la circonférence DEF
(dem. 3).

Puisque le point A est le centre du cercle
DEF, la droite AE sera égale a la droite AD;
mais la droite C est égale & la droite AD : donc
les deux droites AE, C sont égales chacune &
la droite AD : donc la droite AE est égale a la
droite C.

Donc les deux droites inégales AB, C ayant
été données, il a été retranché de la plus grande
AB une droite AE égale & la plus petite C; ce
qu'il falloit faire. '
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P._ROPOSITION V..
THEOREME.

S? deux cétés d'un triangle sont égaux & deux
cétés d'un autre triangle chacun & chacun , et si
les-deux angles compris entre les cétés égaux
de ces deux triangles sont aussi égaux, la base
de Uun sera égale & la base de Uautre ; ces deux
triangles seront égaux, et les autres angles com-
pris entre les cotés égaux de ces deux triangles
seront aussi égaux entr'eux,

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig. 4)
dontles deux c6tés AB, AC sont égavx aux deux
cdtés DE, DF chacun 4 chacun, c’est-a-dire ,
le c6té AB égal au c6té DE, et le c6té AC au
c6té DF; que Pangle BAC soit aussi égal a
Pangle EDF : je dis que la base BC est égale a
la base EF, que le triangle ABC est égal au
iriangle DEF, et que les autres angles compris
entre les c6tés égaux de cés deux triangles sont
aussi égaux chacun & chacun; 'angle ABC égal
4 I'angle DEF, et I'angle ACB égal a I'angle
DFE.. |

Car si le triangle ABC est appliqué sur le
triangle DEF, le point A étant posé sur le point
D, ladroite AB surladroite DE, le point B tom-
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bera sur le point E, parce que la droite AB est
égale 4 la droite DE ¢ mais la droite AB s'appli~
quant exactement sur la droite DE, la droite AC
s'appliquera de méme exactement sur la droite
DF, parce que P'angle BAC est égal & T'angle
EDF; le point C tombera sur le point F, parce
que Ja ligne AC est égale & la ligne DF ; mais le
point B tombe sur le point E: donc la base BC
est égale 4 labase EF, car si le point B tombant
sur le point E, et le point C sur le point F, la
base BC ne s’applique pas exactement sur la
base EF, il faut nécessairement que deux lignes
droites comprennent un espace, ce qui est 1m-
possible (axiome 12); done labase BC s’appli-
quera exactement sur la base EF, et lui sera
égale ; donc aussi le triangle entier ABC s’ap-
pliquera exactement sur le triangle entier DEF
et lui sera égale. Par conséquent les autres an-~
gles de I'un des triangles s’appliqueront exac~

" tement sur les autres angles de Pautre triangle
et seront par conséquent égaux aussi entr’cux ;
c’est-a-dire I'angle ABC égal I'angle DEF, et
Pangle ACB égal a I'angle DFE.

Donc si deux c6tés d'un triangle sont égaux a
deux c6tés d'un autre triangle chacun 4 chacun,
et si les deux angles compris entre les c6tés
égaux de ces deux triangles sont aussi égaux, la
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base de I'un sera égale i la base de I'autre; ces
deux triangles seront égaux, et les autres angles -
compris entre les c6tés égaux des deux trian-
gles seront aussi égaux entr’eux ; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION V.
THEOREME.

Dans les triangles isocéles les angles placés sur
la base sont égaux entr'eux, et les cdtés égaux
étant prolongés , les angles placés au~dessous
de la base seront aussi égaux entr’eux.

Soit le triangle 1socele ABC (fig. 5) dont le
c6té AB est égal au c6té AC; prolongez les
droites AB, AC, vers Detvers E (dem. 2):je
dis que I'angle ABC est égal 1 'angle ACB et que
I'angle CBD est encore égal a 'angle BCE.

Car prenons sur la droite BD un point quel-
conque F, et de la droite AE retranchons la
droite AG égale a la droite AF, qui est plus
petite que la droite AE (prop. 3), et condui-
sons les droites FC et GB.

Puisque la droite A F est égale ala droite AG
et la droite AB a la droite AC, les deux droites
FA, CA seront égales aux deux droites GA, BA
chacune 4 chacune; mais ces droites compren-
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nent l'angle commun FAG: donc (prop. 4) la
base FC sera égale dlabase GB; le triangle AF C

“sera égal au triangle AGB et les autres angles
compris entre les c6tés égaux de ces deux
triangles seront aussi égaux entr’eux , c¢’est-a-
dire, l'angle ACF égal 4 'angle ABG, et angle
AFC i I'angle AGB; mais comme la droite A F
est égale 4 la droite*AG et la droite AB 4 la
droite AC, la droite BF ¢galera la droite CG
(axiome 3 ); mais il a été démontré que la droite
FC est égale i la droite GB : donc les deux droites
BF, FC sont dgales aux droites CG, GB cha~
cune & chacune ; mais Pangle BFC est égal a
Pangle CGB et la droite BC est la base com-
mune de ces deux triangles : donc le triangle
BFC sera égal au triangle CGB et les autres
angles compris entre les cotés égaux de ces
deux triangles seront aussi égaux chacun a cha-
cun (prop.4) : donc langle FBC est égal &
Vangle GCB, et I'angle BCF égal aussi a I'an-

* gle CBG. Mais comme il a été démontré que

‘Tangle total ABG étoit égal a 'angle total ACF

“et que Iangle CBG étoit aussi égal a I'angle
'BCF, Pangle restant ABC (axiome 3 ) et Iangle
restant ACB placés sur la base seront égaux. Il
a été démontré aussi que les angles FBC et GCB
placés au-dessous de labase etoient aussi égaux.
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‘Donc dans les tmangles 1socéles les angles
placés sur la base sont égaux entr’eux, et les
cbtés éganx étant A_prolonges » les angles placés
au-dessous de la base seront aussi égaux entre
eux; ce qu'il falloit démontrer.,

PROPOSITION VI
Tnﬁonﬁmn.--.

-8i deux angles d’un triangle sont égaux entr'eux,
les cotés opposés & ces angles égaux seront aussi
égaux entr’eux.

Soit le triangle ABC (fig. 6) ayant P'angle
ABC égal a I'angle ACB : je dis que le céié
AC est égal au c6té AB.

Car si le c6té ACn’est pas égal au c6té AB,
I'un d’eux sera plus grand que l'autre. Soit AB
le plus grand ; retranchez de AB qui est le plus
grand c6té (prop. 3) la droite DB égal au plus
petit c6té AC, et menez la droite DC.

. Pusque DB est égal a la droite AC,, et que
Ja droite BC est le c6té commun, les deux
droites DB, BC sont. égales aux deux droites
AC, CB chacune & chacune ;'mais I'angle DBC
est égal & angle ACB : donc la base D C est
égale 4 la base AB et le triangle ABC égal au
triangle DCB; c’est-3-dire que le plus grand est
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égal au plus petit : ce qui est absurde. Doncla
droite AB n’est pas plus grande que la droite
AC, donc elle lui est égale.

Donc si deux-angles d’un triangle sont égaux
entr'eux, les c6tés opposés aux angles égaux
seront aussi égaux entr'eux ; ce qu’il falloit dé-
montrer.

PROPOSITION VIIL
THEOREME.

Ayant conduit par les extrémités d'une droite
deux droites qui se rencontrent ; il est impossi~
‘ble de mencr des mémes extrémités deux autres
droites qui leur soient égales chacune & cha-
cune , si le point o se rencontrent les deux
derniéres draites est placé du méme cdté et n’est
pas le méme que celui ou se rencontrent les deux
premiéres.

- Supposons qu’il soit possible de conduire par
les extrémités A, B de la droite AB (fig. 7), deux
.droites AD, DB égales chacune & chacune i
deux autres droites AC, CB conduites aussi par
les mémes extrémités A, B, et se rencontrant
au point C qui ‘est placé du méme cbté et qui
n’est pas le méme que celui ol se rencontrent
les deux droites AD, DB, de maniére que
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les deux dioites CA, DA partant de la méme
extrémitéA soient égales entr’elles, et que les
deux droites CB, DB partant de la méme extré-
mité B soient aussi égales entr’elles; conduisez
la droite CD.

Puis donc que la droite AC est égale 4 la

droite AD, 'angle ACD est égal 2'angle ADC
(prop. 5); d'olt il suit que Pangle ADC est plus
grand que 'angle DCB, et que Fangle CDB est
beaucoup plus grand que DCB; de plus puis-
que la droite CB est égale 4 la droite DB, I'an-~
gl'e CDB sera 'égal 4 'angle DCB; mais il’a été
démontré qu’il est beaucoup plus grand, ce qui
est impossible.
- Donc ayant conduit par les extrémités d’une
droite deux droites ui se rencontrent, il est
nnpossxble de conduire par les mémes extré-
mités deux autres droites qui leur soient egales
chacune & chacune , lorsque le point ol se ren-
contrent ces deux derniéres droites est placé .
du méme cété et n’est pas le méme que celui
ol se rencontrent les deux premiéres; ce quil
falloit démontrer.
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PROPOSITION VIIL
THEOREME.

Si deux cdtés d'un triangle sont égaux & deux
cdtés d’un autre triangle,, chacun & chacun, &t 'si
la base de Vun est dgale & la base de ' autre,
les deux angles compris entre les cotés égaur

*

seront aussi egaux

Soient les deux tr'angles ABC,DEF (fiv. 8)
ayant les deux cétés AB, AC égaux aux .cotés
DE, DF, chacun a chacun, c’est-a-dire le
coté AB e"al au ¢Oté DE, et le cété AC égal
au c6té DF; que la base BC soit aussi égale &
la base EF: je dis que I'angle BAC est égal a
Iangle EDF.

Car si le triangle ABC est apphque sur le
triangle DET, le point B sur le'pomnt.E, et la
droite BC sur la droite EF, le point G tombera
sur le point F, parce que la droite BC est égale -
4 la droite EF. La droite B C s’appliquant exac- .
tement sur la droite EF, les droites BA, AC
s'appliqueront exactement sur les droites DE,
DF : car s1 la base BC s’appliquant exactement
sur la base EF, les ¢6tés BA, AC ne s’appli-
quant pas exactement sur les cotés DE, DF,
et prenoient une autré position comme EG,

B
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GF, il seroit possible , aprés avoir conduit par
les extrémités d'une droite deux droites qui se
rencontrent, de mener par les mémes extré-
mités deux autres droites qulleur seroient «.gales
-chacune a chacune , lors méme que le point oty
“se rencontroient les deux derniéres seroit placé
du méme c6té et ne.seroit pas le méme que
celui ot se rencontrent les deux premiéres ;
mais cela est impossible ( prop.7 ) : donc la
'l')‘lz;se B'C's’appliquant exactement sur la base
EF, il est impossible que les c6tés AB, AC ne
gappliquent pas exactement sur les ¢c6tés ED,
DF : done ils s’appliquent exactement les uns
sur les autres : donc Pangle BAC s’applique
exactement sur Pangle EDF : donc il lui est
égal.

. Si donc-deux cétés d'un triangle sont égaux
i deux c6tés'd’'un autre triangle, chacun & cha-
¢tin’; et si la base de I'un est égale 4 la base de
Vautre-, les deux angles compris entre les ¢6tés
éganx seront égaux ; ce qu'il falloit démontrer. -
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PROPOSITION IX,
PROBLEME.,

Partager un angle rectiligne donné en deux parties
égales.

Soit BAC (fig. 9) Yangle rectiligne donné :
il faut le partager en deux parties égales.

Prenez sur la droite AB un poinit quelcon-
que D, retranchez de la droite A€ la droite AE
égale 4 la droite AD (prop.3), conduisez la
dr01te DE, surladroite DE construisez le trian-
gle équilatéral DEF (prop. 1), et conduisez la
droite AF.

Puisque la droite AD est égale & la droite
AFE et que la droite AF est commune, les deux
droites DA, AF seront égales aux deux droites
EAAF, chacune a chacune mais la base DF
est égale A la base EF : don¢ I'angle DAF est
égal 3 'angle EAF (prop. 8): donc 'angle rec-
uhgne donne BAC est partagé en deux parties

égales par la ligne AF ; ce quil falloit faire,
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PROPOSITION X.
PROBLEDME.

Partager une droite donnée et finie en deux
parties égales.

Soit AB (fig. 10) la droite donnée et finie :
il faut partager cette droite AB en deux parties
égales. '

Construisez sur cette Ilgne un triangle équi-
latéral ABC ( prop. 1), et partagez 'angle ACR
en deux parties égales (prop.g) : je dis quela
droite AB est partagée en deux parties égales au
point D. ' ;

Car puisque la droite AC est égale & la droite
CB, et que la droite CD est commune, les deux
droites AC , CD sont égales aux deux droites -
BG, CD, chacune a chacune ; mais I'angle ACD
" est égal & Iangle BCD.: donc la base AD est
egale ala base BD (prop 4)-

Donc la dr01te donnée et finie AB est par—
tagée en ‘deux: parties‘égales au point D; ce

qu'il falloit faire.
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PROPOSITION XI
PROBLEME,

Sur une droite donnée et d’'un point donné dans
cette ligne , conduire une droite qui fasse deux
angles droits avec la droite donnée.

Soit AB (fig. 11) ladroite donnée et Cle point
*donné dans cette droite : il faut par le, poi‘nt C
conduire i la droite AB une drone qui fasse
deux angles droats. ,

Prenez dans la ligne AC un pomt quelconque
D, faites CH egale aCD-(prop.3), construisez
sur la droite DE un triangle équilatéral FDE
(prop.1), et menezladroite FC: jedisquela
droite CF, conduite par le pont G sur, la,ydroue‘
dounée AB, fait deux angles droits aveé elle.

‘Car puisque la droite C D est égale & la droite
CE et que la droite FC est commune;, les deux
- dreites DC, CF sont égales aux deux droites
EC,CF, chacune a chacune; mais la base DF
est eaale a la base EF : donc 'angle DCF est
égal al ané,le ECF ( prop.8). Or ces deux angles’
sont de suite ; mais quand une droite fait avec’
une antre les angles de suite égaux entr’eux,
chacun des angles égaux est drait (déf. 10)7
donc chacun des angles DCF, FCE est droit.,

[oa

3
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Donc la droite FC, condyite par le point G
sur la droite AB, fait deux angles droits avee
la droite AB; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XIL
PROBLEME.

Sur une droite donnée et indéfinie et d’'un point
iplacé hors d’elle, mener une perpendiculaire.

Soit AB: (fig.12) la droite donnée et indé-
finie , et C Je point donné placé hors de cette
droite : il faut sur cette droite donnée et indé-
finie AB, con;luire du point donné C, pris hors
de cette droite, une droite perpendiculaire.

- Prenez de 'autre c¢été de la droite AB un
point ‘quelconque D, et du centre C et avec un
intervalle CD décrivez une circonférence EFG
(dem. 3 ), partagez la droite EG en deux par-
ties égales au point H (prop. 10), et condui-
sez les droites CG, CH, CE : je dis que sur la
" droite indéfinie AB et du point donné C placé
hors de cette droite on a mené une perpendicu-
laire CH.

Car puisque la droite GH est égale a la droite
HE, et queladroite C H est commune , les deux
droites GH , HC sont égales aux deux droites
EH, HC, chacune a chacune; mais la base CG
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est aussi égale i la base CE (déf. 15) : done.
I'angle CHG est égal & Pangle EHC (prop.8).
Or ces deux angles sont de suite ; mais lors—
qu'une droite tombant sur une droite fait avec -
elle les angles de suite égaux entr’eux , chacun
de ces angles est droit, et la droite tombante
est dite perpendiculaire a celle sur laquelle elle
tombe. '

Donc on a conduit une perpendiculaire CH
sur la droite indéfinie AB, du point donné C,
qui est placé hors de cette droite ; ce qu'il fallois
faire. .

PROPOSITION XIII.
THEOREME.

Si une droite placée sur une autre droite fait des
angles, elle fera avec elle ou deux angles droits.
oudeux angles égaux & deux angles droits.

Qu’une droite quelconque AB ( fig. 13) placée
sur une droite DC fasse les angles CBA, ABD:
je dis que les angles CBA , ABD ou seront droits
ou égaux a deux droits.

Car si 'angle CBA est égal & I'angle ABD,
ces deux angles seront droits (déf. x0). Sile
contraire arrive , du point B conduisez la droite
BE de maniére qu’elle fassé deux angles droits
avec la droite DC (prop. 11). Puisque I'angle

4
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CBE est égal aux deux angles CBA; ABE, si
on ajoute un angle commun EBD, les angles
CBE, EBD seront égaux aux trois anglés CBA,
ABE, EBD. De plus, comme Fangle DBA est’
égal aux deux angles DBE, EBA, si on ajoute
un angle commun ABC, les angles DBA, ABC’
seront égaux aux trois angles DBE , EBA, ABC;
oril a été démontré que les angles CBE , EBD
sont aussi égauix a ces trois angles : donc puis-
que les choses qui sont égales 4 une méme
chose sont égales entr’elles, les angles CBE ,
EBD seront égaux aux anhgles DBA, ABC;
mais les angles CBE , EBD sont deux’ angles
droits ; donc les angles DBA, ABC sont égaux.
a deux angles drouts.

Donc si une droite placée sur une autre droite
forme des angles , elle fera ou deux angles droits
ou deux angles égaux a deux droits; ce qu'il
falloit démontrer.
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PROPOSITION X1V,
THEOREME.

S:i dans un"point quelconque d’une ligne droite ,
deux: droites placées de différens cotés font avec
elle deuxr angles de sitite égaux é deux droits ,
ces deux droites seront dans la méme direc- .
tion , c’est-a~dire qwelles ne formeront qu'une .

seule et méme droite. /
. i

Que dansun point B (fig. 14) de la ligne droite
AB les deux droites BC, BD placées de diffé-
rens c6tés fassent avec elle les angles de suite
ABC, ABD égaux i deux droits : je dis que la
droite BD est dans la direction de la droite CB.

Car si la droite BD n’est point dans la diréc-
tion dela droite BC, supposons que la droite BE
soit dans la direction de la droite BC (dem. 2).

Puis donc que la droite AB est placée sur la
droite CBE, les angles ABC, ABE seront
égaux 4 deux droits.( prop. 13 ); mais les angles
ABC, ABD sont égaux 4 deux droits par suppo-.
sition : donc les angles CBA, ABE sont égaux

- aux angles CBA, ABD. Otez l'angle commun
ABC, Yangle restant ABE sera égal & langle.
restant ABD, c’est-3-dire que le plus petit sera
¢gal au plus. grand; ce qui est impossible. La.
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droite BE n’est donc pas dans la direction de
la droite BC. Nous démontrerons de la méme
maniére qu'il n’y en a point d'autre qui soit
dans la direction de BC, si ce n’est BD. Donc
la droite CB est dans la direction BD.

Donc si dans un point d’une ligne droite, deux
droites placées de différens cotés font avec elle
deux angles de suite égaux & deux droits, ces
deux droits seront dans la méme direction; ce
qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XV.
THEXOREME.

Si deux droites se coupént mutuellement , elles
Jont les angles au sommet égaux entr’eux.

Que les deux droites AB, CD (fig. 15) se
. coupent mutuellement au point E : je dis que
Pangle AEC est égal & 'angle DEB, et l’angle
CEB egal a P’angle AED,

Car puisque la droite AE est placée sur la
droite CD, faisant les deux angles CEA, AED,
les angles CEA , AED sont égaux a deux droits
( prop. 13 ). De plus, puisque la droite DE est
placée sur la droite AB ; faisant les deux angles
AED, DEB, les angles AED, DEB sont égaux
a deux droits (prop. 13 ). Maisil'a été démon~
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tré que les angles CEA, AED sont égaux &
deux droits : donc les angles CEA, AED sont
égaux aux angles AED, DEB. Retranchez I'an-
gle commun AED, l'angle restant CEA éga-
lera I'angle restant BED. On démontrera de
la méme maniére que-les angles CEB, DEA
sont égaux entr’eux.

Donc 'si deux droites se coupent mutuelle-
‘ment, elles feront les angles au sommet égaux
entr’eux ; ce qu'il falloit démontrer.

COROLILATIRE.

De-]a il suit manifestement que quel e soit
le nombre des lignes qui se coupent en un
point, les angles au point de section sont égaux
3 quatre angles droits.

PROPOSITION XVL
THEOREME.

Ayant prolongé un cdté d'un triangle quelcongue,
Vangle extérieur est plus grand que chacun des
angles intérieurs et opposés.

Soit le triangle ABC (fig. 16 ), prolongez
le c6té BC jusqu’en D : je dis que Pangle exté-
rieur ACD est plus grand que chacun des angles
intérieurs et opposés CBA , BAC.
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Partagez la droite AC en deux parties dgales
en E (prop. 10); et aprés avoir conduitla droite
BE, prolongez-la jusqu’'en F, faites la droite
EF égale a la droite BE (prop. 3), conduisez
la droite F C et prolongez AC jusqu'en G.

Puisque la droite AE est égale 4 la droite
EC et la droite BE égale aussi a la droite EF, l
les deux droites AE, EB seront égales aux
deux droites CE; EF; chacune 2 chacune;
Yangle AEB est égal i 'angle FEC (prop. 15),
puisqu’ils sont opposés au sommet; donc la
base AB est égale 4 la base FC (prop. 4); le
triangle ABE est égal au triangle FEC, et les
angles opposés & des cOtés égaux sont égaux
chacun 4 chacun : donc I'angle BAE est égal a
I'angle ECF (ax.g); mais I'angle ECD est plus
grand que 'angle ECF : donc I'angle ACD est
plus grand que Pangle BAE. Si on partage le
c6té BC en deux parties égales,, on démontrera
de la méme maniére que Yangle BCG, c'est-
d~dire P'angle ACD (prop. 15), est plus grand
que Pangle ABC.

Donc, ayant prolongé un cété d’'un triangle
quelconque , l'angle extérieur est plus grand
que chacun des angles intérieurs et opposés ; ce
qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVIIL
THEOREDME.

Deux angles d'un triangle quelconque, de quel-
" que maniére qu'ils soient' pris , sont moindres
que deux droits.

Soit le triangle ABC (fig. 17) : je dis que
deux angles du triangle ABC, de quelque ma-
niére. qu’ils soient pris, sont moindres que
deux droits. Prolongez la droite BC jusqu’en D
(dem. 2). L’angle extérieur ACD du triangle
ABC est plus grand que 'angle intérieur et op-
posé ABC (prop. 16). Donc si nous ajoutons un.
angle commun ACB, les angles ACD, ACB
seront plus grands que les angles ABC,, BCA;
mais les angles ACD, ACB sont égaux 4 deux
droits.(prop. 13) : donc les angles ABC, BCA

. sont moindres que deux droits. On démontrera
de la méme maniére que les angles BAC, ACB
sont aussi moindres que deux droits; on dé-
montrera encore la méme chose par rapport
aux angles CAB, ABC.

Donc deux angles d’un triangle quelconque,
de quelque maniére qu'ils soient pris, sont
moindres que deux angles droits; ce qu'il falloit
démontrer.
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PROPOSITION XVIIIL-

THEOREME.

Dans tout triangle, un plus grand cdété est opposé
& un plus grand angle.

- Soit le triangle ABC (fig. 18) ayant le c6té
AC plus grand que le c6té AB : je dis que I'an-
gle ABC est plus grand que 'angle BCA:

Puisque le c6té AC est plus-grand que le
c6té AB, faites la droite AD égale au c6té AB
(prop. 3 ), et conduisez la ligne BD.

L’angle ADB , qui est un angle extérieur du
triangle BDC, est plus grand que I'angle inté-
rieur et opposé DCB (prop. 16 ); mais I'angle
ADB est égal 4 I'angle ABD (prop.5), parce
que le c6té AB est égal au c6té AD : donc P'an~
gle ABD est plus grand que I'angle ACB : donc
Fangle ABC est beaucoup plus grand que I'an-
- gle ACB.

Donc dans un triangle quelconque, un plus
grand cOté est opposé 4 un plus grand angle ;
ce qu'il falloit démontrer. - '
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PROPOSITION XIX.

THEOREME.

Dans tout triangle , un plus grand angle est opposé
| * & un plus grand cdté.

Soit le triangle ABC (fig. 19 ) ayant I’angle
ABC plus grand quel'angle BCA : je dis que le
c6té AC est plus grand que le c6té AB.

Car s'il n’est pas plus grand , le c6té AC est
égal au c6té AB, ou bienil est plus petit. Or le
coté AC n’est pas égal au coté AB, car alors
Yangle ABC seroit égal A'angle ACB (prop 5);
or I'angle ABC n’est point egal & Pangle ACB:

" donc le c6té AC ne sera pas égal au c6té AB.
Le c6té AC n’est pas cependant plus petit que
le c6té AB, car alors I'angle ABC seroit plus
petit.que I'angle ACB (prop.18); or langle
ABC n’est pas plus petit que 'angle ACB; donc
le c6té AC ne sera pas plus petit que le c6té AB.
Mais il a été démentré qu’il ne lui est pas égal :
donc le c6té AC est plus grand que le c6té AB.

Donc dans un triangle quelconque, un plus
grand angle est opposé & un plus grand c6té;
ce qu'il falloit démontrer. ot
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PROPOSITION X X.
THEOREME.

. Deux cdtés dun triangle quelconque, de quelque
maniére qu’ils soient pris, sont plus grands que
le coté restant.

Car soit le triangle ABC (fig. 20) : je dis que
deux c6tés du triangle ABC, de quelque ma-
niére qu'ils solent pris , sont plus grands que le
coté restant ; c’est-a~dire que les cotés BA, AC
sont plus grands que.le c61é BC; les c6tés AB,
BC plus grands que le c6té AC, et les cotés
BC, CA plus grands que le c6ié AB.

- Prolongez le c6té AB jusqu’au point D, faites
la droite DA égale a la droite CA (prop.3), et-
conduisez la droite DC.

Puisque la droite DA est égale 4 la droite AC,
I'angle ADC sera égal al'angle ACD (prop. 5);
mais I'angle BCD est plus grand que I'angle
ACD (ax.g): donc I'angle BCD est plus grand
que Pangle ADC : donc, puisque dans le triangle
DCB, I'angle BCD.est plus grand que 'angle
BDC, et qu'un plus grand cété est opposé a
un plus grand angle (prop. 19), le c6té DB sera
plus grand que le c6té BC; mais la droite DB
est égale aux cétés AB, AC; donc les cétés
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AB, AC sont plus grands que le c6té BC. Nous
démontrerons de la méme maniére que les c6tés
AB,BC sont plus grands que le c6té CA, etles
c6tés BC, CA plus grands que le c61é AB.
Donc deux cétés d'un triangle quelconque,
de quelque maniére qu'ils soient: pris, sont
plus grands que le c6ié restant; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XX
THEOREME.

Si des extrémités d'un cdté d'un triangle on méne
deux droites qui se rencontrent dans ce trian-
gle, ces deux droites seront plus courtes que
les deux autres cdtés du triangle , mais elles
comprendront un angle plus grand.

Des extrémités B, C (fig. 21) du ¢6té BC,
menez en dedans du triangle ABC les deux
droites BD, DC : je dis que les droites BD, DC
seront plus petites que les deux autres cétés
BA, AC du triangle ABC, et que cependant
elles comprendront un angle BDD plus grand
que l’angle BAC.

Prolongez la droite BD jusqu’au point E.

Puisque deux c6tés d’un triangle quelconque
sont plus grands que le c6té restant (prop. 20),
les deux c6tés AB, AE du triangle ABE sont

| G
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plus grands que le cété BE. Donc st nous ajous
tons une droite commune EC, les c6tés BA, AC
seront plus grands que les droites BE, EC. De
plus, puisque les deux c6tés CE, ED du trian-
gle CED sont plus grands que le c6té CD, s
nous ajoutons une droite commune DB, les
droites CE, EB seront plus grandes que les
droites CD, DB; mais on a démontré que les
c6tés BA, AC sont plus grands que les droites
BE, EC : donc les c6tés BA, AC sont beau-~
coup plus grands que les c6tés BD, DC.

Mais comme un angle extérieur d’un trian~
gle quelconque est plus grand qu’un des angles
intérieurs et opposés ( prop. 16 ), 'angle BDC,
qui est un angle extérieur du triangle CDE,
est plus grand que I'angle CED. Par la méme
raison I'angle CEB, qui est un angle extérieur
du triangle ABE , est plus grand que I'angle
BAC ; mais il a été démontré que I'angle BDG
est plus grand que I'angle CEB : donc l'angle
BDC est beaucoup plus grand que I'angle BAC.

Donc si des extrémités d’un ¢6té d’'yn trian-
gle quelconque on méne deux droites gui se
rencontrent dans ce triangle, ces deux droites
seront plus petites que les deux autres c¢étés du
triangle, et cependant elles comprendront un
plus grand angle; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXII.
PROBLEME.

Avec trois droites égales & trois droites données
construire un triangle ; il faut que deux de ces
trois droites , de quelque maniére qu’elles soient
prises, soient plus grandes que la troisiéme.

Soient données les trois droites A, B, C
(fig. 22), dont deux , de quelque maniére qu’on
les prenne, soient plus grandes que la troi-
siéme ; c’est-i-dire les droites A, B plus grandes
que la droite C, les droites A et C plus grandes
que B, et enfin les droites B et C plus grandes
que A : 1l faut avec trois droites égales aux
droites A, B, C construire un triangle.

Supposons la droite DE terminée en D et
indéfinie vers E ; faites la droite DF égale a la
droite A (prop.3), la droite FG égale 4 la
droite B et la droite GH égale a la droite C;
ensuite du centre F et avec l'intervalle FD.
décrivez la circonférence DKL (dem.3), du
centre G avec U'intervalle GH décrivez la cir- -
conférence KLH, et conduisez les droites K F,
KG : je dis que le triangle KF G est construit
avec trois droites égales aux droites A, B, C. .

Car puisque le point F est le centre du cercle

2
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DKL, la droite FD est égale 4 la droite FK
(déf. 5); mais la droite FK est égale i 1a droite
"A : donc la droite KF égale la droite A. De
plus , puisque le point G est le centre du cercle
LKH, la droite GH est égale a la droite GK;
mais la droite GH est égale & la droite C : donc
la droite KG égale la droite C; orla droite KG
est égale & la droite B : donc les trois droites
KF, FG, GK égalent les trois droites A, B, C.
Donc le triangle KFG a été construit avec
trois droites KF, FG, GK qui sont égales aux
trots droites données A, B, C; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXIII.
PROBLEME.

Sur une droite donnée et & un point donné dans
cette droite, construire un angle égal ¢ un angle
donné.

Soit AB (fig. 23 ) la droite donnée et A le
point donné dans cette droite ; que DCE soit
l’%mgle donné : il faut sur la droite donnée AB
et au point donné A construire un angle rec-
‘tiligne égal 4 I'angle rectiligne donné DCE.

Soient pris dans 'une et Pautre ligne CD, CE
deux points quelconque D, E; conduisez la
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droite DE, et avec trois droites. égales aux
droites CD, DE, CE, construisez le triangle
AFG (prop. 22) , de maniére que la droite CD
soit égale 4 la droite AF, la droite CE égale 4 la
droite AG, et la droite DE égale i la droite FG.

Puisque les deux droites DC, CE sont égales
aux deux droites FA, AG, chacune i cha-
cune, et que la base DE est égale & la base
FG, langle DCE sera égal & l'angle FAG
(prop. 8).

Dong¢ Fangle rectiligne FA G a été construit
égal a'langle rectiligne DCE sur la droite

donnée AB, et au point donné A dans cette
droite.

PROPOSITION XXIV.
THEOREME.

St deux triangles ont deux cotés égaux & deux
cdtés, chacun a chacun, et st U'un des angles com~
> > o)
pris entre ces cétés égaux est plus grand que
Uautre, labase de l'un de ces triangles sera aussi
plus grande que la base de Uautre.

Soient les deux triangles ABC , DEF (fig. 24)
dont les deux cétés AB, AC sont égaux aux
deux c6tés DE, DF, chacun a chacun, c’est-
a-dire le c6té AB égal au coté DE et le coté

3
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AC au cété DF; que langle BAC soit plus
grand que l’angle EDF : je dis que la base BC
est plus grande que la base EF.

Car puisque Yangle BAC est plus grand que
Uangle EDF, construisez sur la droite DE et
au point D un angle EDG égal 4 I'angle BAC
( prop. 23); faites la droite DG égale & I'une
ou 4 l'autre des droites AC, DF (prop. 5) , €t
conduisez les droites GE), FG

Puisque la droite AB est égale a la droite
DE, et la droite AC i la droite DG, les deux
droites BA , AC seront égales aux deux'droites
ED, DG, chacune 4 chacune; mais I’angle BAC
est égal par construction & I'angle EDG : donc
la base BC sera égale a la base EG (prop.4).
De plus, puisque la droite DG est égale i la
droite DF, et Pangle DFG égal i I'angle DGF
(prop.5), donc'angle DFG sera plus grand que
Pangle EGF : donc Pangle EFG sera beau-
coup plus grand que I'angle EGF ; mais puisque
Yangle EF G du triangle EF G est plus grand
que I'angle EGF, et qu'un angle plus grand
est opposé a un cété plus grand (prop. 19),
le c6té EG est plus grand que le c6té EF;
‘mais le c6té EG est égal au ¢6té BC par cons-

“truction : donc le ¢6té'BC est plus grand que
le ¢6té EF. :
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~ Donc si deux triangles ont deux c6tés égaux
a deux cdtés , chacun i chacun, et si Pun des
angles compris entre ces cbtés égaux est plus
grand que P'autre , la base de 1'un de ces trian-~
gles sera plus grande que la base de Fautre.

PROPOSITION XXV.
THEOREME.

Si deux triangles ont deux cdtés égaux chacun i
chacun, et si la base de L'un est plus grande que
la base de Uautre, ils auront aussi les angles
compris entre les cités égaux plus grands Uun
que Dautre.

Soient ABC, DEF (fig. 25 ) deux triangles
qui aient les deux cétés AB, AC égaux aux deux
¢6tés DE, DF, chacun & chacun, c’est-a-dire le
c6té AB égal au c6té DE, et le c6té AC égal
au c6té DF; que la base BC soit plus grande
que la base EF : je dis que 'angle BAG est plus
grand que EDF.
~ Car si 'angle BAC n’est pas plus grand que
I'angle EDF, il lui est égal , ou il est plus petit;
or 'angle BAC n’est pas égal a langle EDF,
car alors la base BC seroit égale & la base EF
(prop. 4 ) ; mais elle ne luj est pas égale ; donc
Fangle BAC n’est pas égal & I'angle EDF. L’an~

4
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gle BAC n’est pas plus petit que Pangle EDF
car s'il étoit plus petit, la base BC. seroit plus
' petite que la base EF (prop. 24 ); or elle n’est
pas plus petite : donc ’angle BAC n’est pas plus
petit que 'angle EDF. Mais il a été démontré
qu’il ne lui est pas égal : donc I'angle BAC est
plus grand‘ que Pangle EDF.

Donc si deux mangles ont deux cétés égaunx,
chacun & chacun, et si la base de 'un est plus
grande que la base de l'autre, ils auront aussi
les angles compris entre les cotés égaux plus
grands Pun que lautre ; ce qu'il falloit dé-
montrer.’

PROPOSITION XXVIL
I Tn,ﬁoni‘amn.

Si deux trzangles ont deux: angles égaurx, chacun
& chacun, s’ils ont de plus un cdté égal & un
cdté, ou celui qui est adjacent aux angles égaux
ou celui qui est opposé ¢ un des angles égaux, ils |
auront les autres cotés égaux , chacun & chacun

et le troisiéme angle de Uun sera encore égal au
troisiéme angle de Uautre. '

Soient ABC, DEF (ﬁg. 26) deux triangles
qfui aient les deux angles ABC, BCA égaux aux
deux angles DEF , EFD, chacun a chacun,
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c'est-d-dire I'angle ABC égal 4 'angle DEF et
Pangle BCA égal 4 Pangle EFD; que ces deux
triangles aient aussi un c6té égal i un c6té, et
d’abord celui qui est adjacent aux angles égaux,
c’est-d-dire le c61é BC égal au coté EF : je dis
quils auront les autres cotés égaux aux. autres
cOtés , chacun a chacun , Cest-a-dire le.c6té AB
égal au c61é DE, et le c6té AC égal au coté DF;
Je dis de plus que P’angle BAGC sera encore égal
al'angle EDF.

_Car si le c6té A B n’est pas égal au ¢6té DE,
Pun de ces c6tés sera plus grand que Pautre.
Soit AB le plus grand cété; faites la droite GB
égale au c6té DE (prop.3), et conduisez la
droite GC.

Puisque le c6té BG est égal au c6té DE; et
le c6té BC égal au c61é EF, les deux c6tés BG,
BC sont égaux aux deux cétés DE, EF, chacun
a chacun ; mais I'angle GBC est égal a Fangle
DEF : donc la base GC est égale 4 la base DF
(prop. 4); le triangle GCB est égal au trian-
gle DETF, et les autres angles qui sont oppo-
sés & des clOtés égaux sont aussi égaux entre
eux : donc I'angle GCB est égal a 'angle DFE;
mais I'angle DFE est supposé égal a angle
BCA : donc l’anglé BCG est égal al'angle BCA,
cest-a-dire que le plus petit est égal au plus
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grand, ce qui est impossible : donc les c6tés AB
et DE ne sont pas inégaux : donc ils sont égaux;;
mais le c6té BC est égal au c6té EF : donc les
deux c6tés AB, BC sont égaux aux deux cétés
DE, EF, chacun & chacun; mais 'angle ABC
est égal a Pangle DEF : donc la base AC est
égale a la base DF (prop.4), et le troisiéme
angle BAC est égal au troisiéme angle EDF.

Supposons a présent que les cotés qui sont
opposés aux angles égaux solent égaux , c’est-
a-dire le c6té AB égal au c6té DE : je dis que
les autres c6tés de 1'un de ces triangles sont
encore égaux aux autres c6tés de l'autre trian-
gle; c’est-a-dire que le c6té AC sera égal au
c6té DF, le c6té BC égal au c6té ET, et le troi-
sitme BAC égal aussi au troisiéme angle EDF.

Car si le c61é BC n’est pas égal au c6té EF,
Tun de ces c6tés sera plus grand que Pautre.
Supposons s'il est possible que BC soit le plus
grand ; faites BH égal au c61é EF (prop.3), et
conduisez la droite AH,

Puisque le c61é BH est égal au c6té EF et le
c6té AB-égal au c6té DE, les deux c6iés AB, BH
seront égaux aux deux c6tés DE, EF, chacun
a chacun ; mais ces c6tés comprennent des an-
gles égaux : donc la base AT est égale dlabase
DF (prop. 4);le triangle ABH est égal au trian-
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gle DEF, etles autres angles qui sont opposés
& des cOtés égaux seront aussi égaux, chacun 4
chacun : donc Pangle BHA est égal 4 I'angle
EFD; mais par supposition angle EFD est
¢égal 4 Pangle BCA : donc V'angle BHA est égal &
1’angle BCA, c'est-a-dire que I'angle extérieur
BHA du triangle ACH est égal 4 'angle BCA
intérieur et opposé ; ce qui est impossible
(prop. 16) : donc les c6tés BC et EF ne sont
pas inégaux : donc ils sont égaux. Mais le c6té
AB est égal au c6té DE : donc les deux cotés
‘AB, BC sont égaux aux deux cétés DE, EF,
chacun & chacun ; mais ces c6tés comprennent
des angles égaux : donc la base AC est égale &
labase DF (prop. 4); le triangle ABG est égal
au triangle DEF, et le troisiéme angle BAC égal
aussi 4 un troisiéme angle EDF.

Donc si deux triangles ont deux angles égaux,
chacun & chacun, et un c6té quelconque égal
4 un c6té, ou celui qui est adjacent aux angles

"égaux , ou celui qui est opposé & un des angles

"égaux , les antres cotés sont égaux aux autres
cdtés, chacun i chacun, et ces deux triangles
auront un troisiéme angle égal & un troisiéme
‘angle ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVIL
THEOREME.

Si une droite tombant sur deux autres droites fait
les angles alternes égaux entr'eux, 'ces deux
droites seront paralléles.

Que la droite EF (fig. 27) tombant sur les
deux droites AB, CD fasse les angles alternes
AEF, EFD égaux entr’eux : je dis que la droite
AB est parallele a la droite CD. |

Car si elle ne lui est pas parallele, les dr01tes
AB, CD étant prolongées se rencontreront ou
du c6té BD ou du c6té AC. Prolongez ces
droites , et supposons qu’elles se rencontrent
du ¢6té BD au point G.

L’angle AEF, qui est hors du triangle EGF,
«est plus grand que langle intérieur et opposé
EFG ( prop. 16) ; mais par supposition il lui
est egal ce qui est impossible : donc les droites
AB, CD prolongées du c6té BD ne se rencon~
treront point. On démontreroit de la méme ma-
niére qu’elles ne se rencontreront pas non plus
du e6té AC; or les droites qui ne se rencontrent
d’aucun cété sont paralléles (déf. 25) : donc la
droite AB est paralléle & la droite CD.

Donc si une droite tombant sur deux autres
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droites fait les angles alternes égaux entr’eux,
‘ces deux droites’ seront paralléles ; ce ‘qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXVIIL
THEOREME.

Si une droite tombant sur deux autres droites fait
“un angle extérieur égal & un angle intérieur
apposé et placé du méme cdté, ou bien si elle
JSait les angles intérieurs et placés du méme coté
égaux a deux droits, ces deux droites seront
paralléles.

Que la droite EF (fig. 28) tombant sur les
deux droites AB, CD fasse l'angle extérieur
EGB égal a I'angle intérieur opposé et placé
du méme c6té GHD, ou bien les angles inté-
rieurs et placés du méme co6té BGH, GHD
égaux A deux droits : je dis que la droite AB
est paralléle a la droite CD.

Car puisque Yangle EGB est égal a angle
GHD, et que 'angle EGB est égal al'angle AGH
(prop. 15), I'angle AGH sera égal a I’angle
GHD; mais ces angles sont alternes: donc la
droite AB est paralléle ala droite CD (prop. 27).

De plus, puisque les angles BGH , GHD sont
~égaux a detix droits, et que les angles AGH,
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BGH sont encore égaux 4 deux droits (prop. 13),-
- les angles AGH , BGH seront égaux aux angles

BGH, GHD. Donc si nous retranchons I'angle

commun BGH, I'angle restant A G H sera égal a

Pangle restant GHD; mais ces deux angles sont

alternes : donc la droite AB est paralléle 4 la

droite CD (prop. 27). '

Donc si une droite tombant sur deux autres
droites fait un angle extérieur égal a un angle
intérieur 6pp0sé et placé du méme c6té, ou si
elle fait les angles intérieurs et placés du méme
c6té égaux 4 deux droits, ces droites seront
paralleles ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THEOREME.

7 une droite tombe sur deux paralléles , les angles
alternes sont égaux entr’eux , Uangle extérieur
est égal & Vangle intérieur opposé et placé du
méme coté, et les angles intérieurs placés du
méme cdté sont égaux & deux droits.

Si la droite EF (fig. 28) tombe sur les paral-
léles AB, CD, je dis que les angles alternes
AGH, GHD seront égaux entr'eux, l'angle
extérieur EGB sera égal i l'angle intérieur
opposé et placé du méme cété GHD, et les
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angles intérieurs et placés du méme c6té BGH,
GHD seront égaux i deux droits. |
Car si I'angle AGH n’est pas égal & I'angle
GHD, l'un de ces angles sera plus grand. Que
'Tangle AGH soit le plus grand; puisque I'angle
AGH est plus grand que 'angle GHD, si on leur
ajoute un angle commun BGH, les angles AGH,
BGH seront plus grands que les angles BGH,
GHD ; mais les angles AGH, BGH sont égaux
a deux droits (prop. 13 ) : donc les angles BGH,
G HD sont moindres que deux droits ; mais
deux droites étant prolongées 4 I'infini du cété
ol les angles intérieurs sont plus petits que
deux droits se rencontrent entr’elles (ax. 11 ):
donc les droites AB, CD prolongées a l'infini
se:rencontreront ; mais elles ne se rencontre-
ront pas puisqu’elles sont paralléles : donc les
angles AGH, GHD né sont point inégaux ,
donc ils sont égaux. Mais I'angle AGH est '
égal & Yangle EGB (prop. 15) : donc l'angle
EGB sera égal a I'angle GHD. Donc si nous
ajoutons un angle commun BGH, les angles
EGB, BGH seront égaux aux angles BGH,
GHD; mais les angles EGB , BGH sont égaux
4 deux droits (prop. 13): donc les angles BGH,
GHD sont égaux a deux droits.
Donc si une droite tombe sur deux paralléles, -
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Iés angles alternes sont égaux entr’eux’, I angle,
extérieur est égal 4 Pangle intérieur opposé et
placé du méme c6té, et les angles’intérieurs
placés du méme c6té sont égaux a deux dr01ts,
ce’ qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXX.
THEOREME.

Les droites qui sont pamlleles & une méme droite
- sont paralléles entr elles

Que chacun des paralléles AB, CD (fig. 2g) |
soit parallele aladroite EF : je dis que la droite
AB est paralléle a la droite CD. :

- Conduisez sur ces droites la droite GK.

Puisque la droite GK tombe sur les paralléles
‘AB, EF, l'angle AGH est égal a Yangle GHF
(prop. 27). De plus puisque la droite GK tombe
sur les paralléles EF, CD, Pangle GHF est égal
a Pangle GKD (prop. 28). Or il a été démon-
~tré que l'angle AGK est égal a I'angle GHF :
donc l'angle AGK est égal a I'angle GKD;
mais ces angles sont aiternes : donc la droite
AB est paralléle i la droite CD (prop. 29).

'Donc les droites qui sont paralléles & une
méme droite sont paralléles entr’elles; ce qu’il
falloit démontrer.



DPEUELIDE 40
PROPOSITION XXXI
PROBLEME.

Par un point donné conduire une droite paralléle
@ une droite donnée.

Soit A (fig. 50) le point donné et BC la droite-
donnée : il faut par lé point A conduire une
droite paralléle 4 la droite BC.

Prenez sur la droite BC un poiiit quelconque
D, et mériez AD ; construisez sur la droite DA
et en un point A un angle DAE égal 4 I'angle
ADC, et prolongez la droite AF dans la direc+
tion de EA. ’

~ Puisque la droite AD tombant sur les deux

droites BC, EF fait les angles alternes EAD,.
ADC égaux entr’eux, la droite B'C sera paral=
1éle 4 la droite EF (prop. 27).

Donc par le point donné A, Ia droite EAF
a été menée paralléle i la droite donnée BC}
ce qu'il falloit faire.
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“PROPOSITION XXXII.
mnéonﬁﬁm

_Jjarzt.pt'oiongé un coté d’un triangle quelconquc ’
Langle extérieur est égal aux deux angles in-
iéneurs et opposés, et les trois angles intérieurs
du triangle sont égaux & deux droits.

Soit le trlangle ABC (fig. 31); prolonuez
le c6té BC en D : je dis que l'angle extérieur
ACD est égal aux deux angles intérieurs et
opposés CAD, ABC, et que les trois. angles
intérieurs ABC, BCA CAB sont egaux adeux
droits.

Menez par-le point C la droite CE paralléle
a la droite AB (prop. 21 ):

Puisque la droite CE est paralléle a la droite
AB et que la droite AG tombe sur ces deux
‘drottes , les angles alternes BAC, ACE sont
égauz entr’eux (prop. 29 ). De plus , puisque la
droite AB est paralléle i la droite CE et que
" la droite BD tombe sur ces deux droites, Fan-
gle extérieur ECD est égal a I'angle intérieur
et opposé ABC. Or il a é1é démontré que I'an-
gle ACE est égal & I'angle BAC : donc I'angle
extérieur total ACD est égal aux deux angles
extérieurs et opposés BAC , ABC.
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Donc si on ajoute un angle commun ACB, .
les angles ACD, ACB seront égaux aux trois
angles ACB,BCA, CAB; malsles angles ACD,
ACB sont égaux & deux droits (prop. 13): donc
les angles ACB, CBA , CAB sont égaux a deux
droats.

Donc, ayant prolongé un ¢6té de tout trian~
gle, Pangle extérieur est égal aux deux angles
intérieurs et opposés , et les trois angles inté-
rieurs du triangle sont dgaux X deux droits ; -
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIII
THEOREME.

Les droites qui joignent des mémes cdtés des droites
égales et_paralléles sont elles-mémes égales et
paralléles.

Soient AB, CD (fig. 32) deux droites égales
et paralléles joignez-les des mémes cbiés par
les droites AC, BD : je dis que les droites AC '
BD sont aussi eﬂales et paralléles.

Menez la drone BC. ,

Puisque la droite AB est paralléle 4 la droite
CD et que la droite.BC tombe sur ces. deux
droites , les angles alternes ABC, BCD sont
égaux ( prop. 29 ). De plus, puisque la droite

2
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'AB est égale 4 la droite CD et que la droite BC .
est commune aux deux triangles BCA, BDC,

les deux droites AB, BC sont égales aux deux

droites CD, BC; mais I'angle ABC est égal &
T'angle BCD : donc la base AC est égale & la base

BD, le triangle ABC est égal au triangle BCD, et
les autres angles qui sont opposés & des cités

égaux sont égaux, chacun i chacun : donc I'an-
gle ACB est égal 4 Iangle CBD. Puisque la
ligne droite BC tombant sur deux droites AC,

BD fait les angles alternes égaux entr'eux, la
droite AC est paralléle 4 la droite BD et lui est
égale (prop. 27).

Donc les droites qui joignent des mémes cdiés
deux droites égales et paralléles, sont elles—
mémes égales et paralléles; ce qu’il falloit dé~
_montrer. '

PROPOSITION XXXIV.
THEOREME.

Les cétés et les angles opposés des parallélogram-
mes sont égaux, et la diagonale les partage en
deux parties égales.

Soit ACDB (fig. 32) uw parallélogramme et
BC sa diagonale : je dis que les c6tés et les
angles opposés du parallélogramme ACDB sont
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égaux, et que sa dxagonale BC le partage en
deux | partles égales.

Car puisque la droite AB est paralléle a Ja
droite CD et que la droite BC tombe sur ces
deux droites , les angles alternes ABC, BCD.
seront égaux enir’eux (prop.29). De plus,
puisque la droite AC est paralléle a la droite BD
et que la droite BC tombe sur ces deux droites,.
les angles alternes ACB', CBD sont égaux entre
eux : donc les deux triangles ABC, CBD- ont
deux angles ABC, BCA égaux aux deux angles
BCD, CBD, chacun & chacun, ils.ont de plus un
e6té commun BC adjacent 4 des angles égaux:
donc ils.auront les.autres c6tés égaux aux autres.
¢6tés, chacun a chacun (prop. 26), et le troi-
siéme angle égal au troisiéme angle : donc le
c61é AB est égal au coté CDy, et Fangle BAC
égal 4 I'angle: BDC. Puisque l'angle- ABC est
égal A I'angle BCD,.et I'angle CBD égal 4 Van~
gle: ACB;, Fangle total ABD sera égal a I’angle.
total ACD:. Mais il a été démontré que I'angle-
BAC est égal d 'angle BDC..

Done les c6tés et les angles opposés des pa--
rallélogrammes sont égaux entr’enx..

Je dis de plus que la diagenale- partage les.
parallélogrammes en deux parties égales. Car
puisque-la droite AB est égale a la droite CD-

N
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et que la droite BC est commune aux deux
© triangles, les deux droites AB, BC seront egales
aux droites DC, CB , chacune & chacune ; mais
l’angle ABC est égal 2 'angle BCD : donc la
base AC est' égale & la base BC (prop. 4), et
le triangle ABC égal au triangle BCD."
Donc la diagonale BC partage le parallélo-
- gramme ACDB en deux parties égales ; ce qu'il
- falloit démontrer.

PROPOSITION XXXV.
THEOREME.
Les parallélogrammes qui sont construits sur la

méme base et entre les mémes paralléles sont
égaux entr'eux.

Soient les parallélogrammes ABCD, EBCF

(fig. 33 ) construits sur la méme base BC et

~ entre les mémes parz ralléles AF, BC : je dis'que

le parallélogramme ABCD est égal au parallc-
logl amme EBCF. '

Car puisque A B CD'est un parallélogramme,,

la droite A D est égale & la droite BC (prop.34),

et par laméme raison la droite EF est aussi égale

" aladroite BG: donc la droite AD est égale 2 la

* droite EF : donc, si on ajoute une droite com-

mune DE, la droite totale AL sera égalesa Ia
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droite totale DF ( axiome 2); mais Ia droite AB
est égale i la droite D€ : donc les deux droites
EA, AB sont égales aux deux droites FD, DG,
chacune A chacune ; mais l'angle extérieur FDC
est égal & I'angle intériear EAB (prop. 2g):
donc la base EB est égale ala base FC (prop.4 ),
et le triangle EAB égal au triangle FDC; donc
- si l'on retranche la partie commune DGE, le
trapéze restant ABGD sera égal an trapéze res-
tant EG CF. Donc si on leur ajoute le triangle -
commun GBC, le parallélogramme total ABC D
sera égal au parallelogramme total EBCF.

Donc les parallelogrammes constraits sur les
mémes bases et entre les mémes paralléles sont
égaux entr’eux ; ce  qu il fallmt demontrer

PB.OPOSITION XXXVI
TH o KEME.

Les parallélogrammes construits sur des bases
égales et entre les mémes paralléles sont égaux
entr'eux.

Soient les parallélogrammes ABCD, EFGH
(fig. 34) construits sur des bases égales BC,
F G et entre les mémes paralléles AH, BG : je
dis que le parallélogramme ABCD esi cgal an
parallélogramme EF GH.

4
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_ Conduisez les droites BE, CH.

Puisque la droite BC est égale & la droite FG
et la droite FG égale 4 la droite EH, la droite
BC sera égale 3 la droite EH ; mais les droites
BC, EH sont paralléles et joignent les droites
BE, CH; or les droites qui joignent des mémes
c6tés deux droites égales et pai-alléles. sont égales
( prop. 33 ) : donc les droites EB, CH sont
égales et-péralléles : donc EBCH est un paral-
1élogramme, et ce parallélogramme est égal an
paraliélogramme ABCD (prop.35); carilala
méme base BC que lui,etil est construit entre les
mémes paralléles. Par la méme raison le paral-
1élogramme EF G H est égal au parallélogramme
EBCH ; donc le parallélogramme ABGD est
égal an parallélogramme EFGH.

Donc les parallélogrammes construits sur des
bases égales et entre les mémes paralléles sont
égaux ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVII,

Ees triangles construits sur la méme base et entre
les mémes paralléles sont égaux.,

Soient les triangles ABC, DBC (fig. 55)
construits sur la méme base BQ et entre les
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mémes paralléles AD, BE :je dis que le trian~
gle ABC est égal au triangle DBC,

Prolongez de part et d’autre la droite AD
vers les points E, F, et par le point B con-
duisez une droite BE paralléle a la droite CA
(prop.31), et par le point C conduisez aussi
une droite CF paralléle 4 BD,

Les figures EBCA, DBCF sont des parallé-
logrammes, et le parallélogramme EBCA est
égal au parallélogramme DBCF (prop.35);
car ils sont construits P'un et V'autre sur la méme
base et entre les mémes paralléles; mais le trian-
gle ABC est la moitié du parallélogramme
EBCA; car la diagonale AB le partage en deux
parties égales; le triangle DBC est la moitié
du parallélogramme DBCF, car la diagonale
DC la partage en deux parties égales (prop.34);
mais les moitids des quantités égales sont égales
entr’elles ; done le triangle ABC est égal au
triangle DBEC,

Donc les triangles construits sur ]améme base
et entre les mémes paralléles sont égaux entre
eux ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXXVIII
THEOREME.

Les triangles ‘construits sur des bases égales et .
entre les mémes paraliéles sont égaux entre
L CUX . ‘ '

Soient les triangles ABC, DEF (fig. 36)
construits sur des bases égales BC, EF et entre:
les mémes paralléles BF, AD : je dis que le
triangle ABC est égal au triangle DEF.

* Car prolongez de part et d’autre la droite AD
vers les points G, H; par le point B eonduisez
la droite BG paralléle 4 la droite CA (prop.31),
et par le point F conduisez aussi la droite FH
paralléle a la droite DE, :

Les figures GBCA, DEFH sont des paral-
1élogrammes ; mais les parallélogrammes GBCA,
DEFH sont égaux entr’eux ( prop. 36), car ils
sont construits sur des bases égales et entre les
mémes paralléles. Or le triangle ABG est la
moitié du parallélegramme GBCA, car la dia-
gonale AB le partage en deux parties égales
( prop. 34); le wriangle FFD est la moitié du
parallélogramme DEFH, car la diagonale DF
le partage en deux parties égales; mais les
moitiés des quantités égales sont égales entre
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elles : donc le tnangle ABC est égale au man— '
gle DEF.

Done les trlangles construits sur des bases
‘égales et entre les mémes paralléles sont égaux
entr’eux ; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION. XXXIX.

¢

THEOREME.

Les triangles égaux qui sont construits sur laméme
base et qui sont placés du méme cdté sont com-
pris entre les mémes paraliéles.

Soient les deux triangles égaux ABC, DBC
(fig. 37 ) construits sur la méme base BC et
placés du méme c6té: je dis que ces deux trian-
gles sont compris entre les mémes paralleles,

Conduisez la droite AD : je dis que la drone
AD est parallele a la droite BC.

“Car st la droite AD n’est pas paralléle a la
droite BC, conduisez par le point A une droite
AE parallele 3 la droite BC (prop. 31 ), con-
duisez ensuite la droite EC.

Le triangle ABC est égal au triangle EBC
(prop. 37), car ces deux triangles sont cons-
* truits sur'laméme base BC, et compris entre les
mémes paralléles BC, AE. Mais'par hypothése
le triangle ABC est égal au triangle DBC : donc
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. le triangle DBC est égal au triangle DBC, c’est
a-dire que le plus grand est égal au plus petit,
ce qui ne peut se faire : donc la droite AE n’est
point paralléle 4 la droite BC. Nous démontre~
rons de méme que toute autre droite, excepté
AD, nepeut étre paralléle ABC: donc la droite
AD est paralléle 4 la droite BC.

Donc les triangles égaux qui sont construits
sur la méme base et qui sont placés du méme
c6té sont compris entre les mémes paralléles ;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XL.
THEOREME.

Les triangles égaux qui sont construits sur des
bases égales et qui sont placés du méme cdté
sont compris entre les mémes paralléles.

Soient les triangles égaux ABC, CDE (fig.38)
construits sur des bases égalesBC, CE et placés
du méme c6té: je dis gu’ils sont compris. entre
les mémes paralléles. Conduisez la droite AD:
je dis que la droite AD est paralléle & la droite BE.

- Car si la droite AD n’est pas paralléle a la
" droite BE , conduisez par le point A la droite
AF parallele a la droite BC, et condulsez en=.
suite la dr01 FE.
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Le triangle ABC est égal au triangle FCE -
( prop. 38) ; car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales et compris entre les
mémes paralléles BE; AF ; mais le triangle ABC
est égal au triangle DCE : donc le triangle DCE
est égal au triangle FCE, c'est-d-dire que le
plus grand est égal au plus petit, ce qui ne peut
étre : donc la droite AF n’est point paraliéle &
la droite BE. Nous démontrerons de la méme
maniére que toute autre droite, excepté AD,
ne peut étre paralléle 2 BF : donc la droite AD
est paralléle 3 la droite BE.

Donc les triangles égaux qui sont construits
-sur des bases égales et qui sont placés du méme
c6té sont compris entre les mémes paralléles ;
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XLI.
THEOREME.

Si un parallélogramme et un triangle ont la méme
base et sont compris entre les mémes paralléles ,
e parallélogramme est double du triangle.

En effet, que le parallélogramme ABCD
et le triangle EBC (fig. 39 ) aient la méme
base et soient compris I'un et Pautre entre les

mémes paralléles BC, AE ; je dis que le paral-
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lélogramme ABCD est doulﬂe du triangle
BEC.
Conduisez la droite AC. Le tnangle 'ABC est

égal au triangle EBC (prop.37), car ces deux.
triangles sont construits sur la méme base BC
et compris entre les mémes paralléles BC, AE;
mais le parallélogramme ABCD est double du
triangle ABC, car la dlaﬂonale AC partage ce pa-
rallélogramme en deux parties égales (prop. 34):
donc le parallélogramme ABCD est aussi dou-
~ ble du triangle EBC.

Donc si un parallélogramme et un trlangle
-ont la méme base et sont compris entre les
mémes paralléles, le parallélogramme sera dou-~
ble du triangle ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XLII
PROBLEME.

Construire dans un angle donné, un parallélo~
gramme égal & un triangle donné.

Soit ABC (fig. 40) le triangle donné et D
P’angle donné : il faut construire un parallé]o-
gramme qui Soit égal au triangle ABC dans
un angle égal & I’angle donné D.

Partagez la droite BC en deux parties égales
au point E et conduisez la droite AE; sur la
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droite EC et au point E construisez un angle
CLEF égal & I'angle D ( prop. 23 ), par le point
A conduisez une droite AG paralléle  la droite
EC (prop. 31), et par le point C conduisez
aussi une droite CG paralléle i la droite FE :
la figare FECG sera un parallélogramme.

Puiscue la droite BE est égale 4 ladroite EC,
le triangle ABE sera égal au triangle AEC
(prop.38), car ces deux triangles sont cons-.
truits sur des bases égales BE,EC, et compris
entre les mémes paralléles BC, AG : donc le
triangle ABC est double du triangle AEC ; mais
le parallélogramme FECG est double du trian-
gle AEC, car ils ont la méme base et ils sont
compris entre les mémes paralléles : donc le
parallélogramme FECG est égal au triangle
ABC (ax.6), et il a un angle égal & Pangle D.

Donc le parallélogramme FECG a été cons-
truit égal au triangle ABC dans un angle CEF
égal & Iangle douné D ; ce qu'il falloit faire.
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YufOoREME -

Dans tout parallélogramne , les complémens des

‘ parallélogrammes qui sont autour de la diagad+
nale sont égaux‘ entreusx.

Soit le parallélogramme ABCD (fig.41) dont
ACestla diagonale autour de laquelle soient les

'parallelogrammes EH, FG, et les parallélo-

grammes BK, KD qu’on‘ appelle" complémens :

" jé dis que le complément BK est égal au com=

plément KD.

. Car puisque la figure ABCD est un parallé«
logramme dont la droite AC est la diagonale ;
le triangle ABC est égal au trisngle ADC
(prop. 34). De plus, puisque la figure EKHA

- est un parallélogramme dont la droite AK est

la diagonale, le triangle AEK est égal au trian~
gle AHK; le triangle KFC est égal au triangle
KGQC, par la méme raison : done puisque le
triangle AEK est égal au triangle AHK, et que
le triangle KF C est aussi égal au triangle KFC ;
le triangle AEK, réuni avec le triangle KGC,
est égal au triangle AHK réuni avec le triangle
KFC; mais le triangle total ABC est égal au
triangle total ADC : dong les restes BK, KD,
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qion: appelle complemens ‘sont- egaux entre
eux (axmme 3.

‘Donc dans- tout parallelogramme les com-
plémens des parallélogrammes qui sont. autour
de'l4 diagonale sont égaux entr’eux:; ce qu 1l
falloit demontrer

| P,ROPOSITION XLIV.

vy

PROBLEME. _

r

Sur une droite doninée et dans un. angle donné ,
wriconstruire un parallélogramme qui_soit' egal a
cun triangle donné. . 8!

- Soient ‘donnés la droite AB (ﬁg 42) le ‘
triangle C et angle D : il faut sur la-droite AB-
et ‘dans un tfiangle égal 4 Panglé D) ‘constritire
i parallelogramme égal au triangle donne C.

> Construiséz un parallelogramme BEFG ega]
au triangle C; dans un angle EBG'égal 4 I'an-
gle D (prop. 42); placez la drone BE dans la
direction de la droite AB; prolongea Ia droite
FGversH; et par le point A conduisez Ia' droite
AH para]lele 2 la droité BG ou 4 la‘droite EF
(prop.31), et menez la droite GB. Puisque la
droite HF tombe sur les paralleles AH, EF,
les angles AHF, HFE sont égaux & deux an-
gles droits (prop 29) : donc les angles BHG

E
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GFE sont moindres que deux angles droits;
mais les droites qui sont prolongees 3 l'infini
du ¢6té olt les angles intérieurs sont moindres
que.deux angles droits se rencontrent (ax. 11):
donc les droites HB, FE se rencontreront étant
prolonoees que ces deux droites soient pro-
longées ( dem.2), et supposons (u’elles se ren-
contrent en K ; par le point K-conduisez la
droite KL paralléle 4la droite EA ou 4 la droite
FH ( prop. 51) et prolongez les droues AH,
GB vers les points L, M. .

* La figure HL KF est un parallelogrammc
dont HK est la diagonale ;. autour de la diago-
nale HK sont les parallélogrammes AG, ME,
et les parallelourammes LB, BF, qu'on nomme,
complemens denc le parallelogramme LB est
eual an parallelogramme BF (prOP 43 ); mais
le parallelogrdmme BF .est égal an tmangle C:
donq le pax\allqlogramme LB sera egal au trian~
gle C;et puisque-l 1 an;.)le GBE est égal 4 I'angle
ABM (prop, 15) et que l'angle GBE est égal
a l’angle D lan!g]e ABM sera égal a I'angle D.

Donc sur- la drmte donnee AB et;dans un
Angle ABM egal i Tangle D, le par: allelpgr.;lr‘xpne
LB.aété coustruu; egal au tmanale donné C; ce

qu ’il fallou falre
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PROPOSITION XLV.
PROBL EME.

Construire , dans un angle donné, un parallélo-

gramme qui soit égal & une figure rectiligne
- donnée.

Soit ABCD (fig. 45) la figure recnhgne
donnée et E I'angle domné : il faut, dans un
angle égal 4 I'angle E , construire un parallélo-
gramme qui soit égal  la figure ABCD.

--Conduisez la droite DB, et construisez dans
Vangle HKF égal 4 I'angle E, un parallélo-
gramme FH qui soit égal au triangle ADB, et
sur la droite GH construisez ensuite dans l’an=
gle GHM égal a I'angle K, un parallelogramme ,
GM qui soit égal au tnangle DBC.. A

. Puisque l'angle E est égal-a chacun des an-
gles HKF, GHM, l’angle GHM sera égal.-a
l’angle HBXKF : donc si nous leur ajoutons 'an~
gle commun KHG, les angles FKH, KHG
seront égaux aux angles KHG, GHM. Mais
les angles FKH, KHG sont égaux 4 deux an-
gles droits (pr op- 29) donc les angles KHG,
G HM seront égaux & deux angles dr01ts Mals
puisque les deux droites KH, HM , placées de

différens ¢otés ; font sur la drone GH et au
2
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point H de cette droite , deux angles de suite
égaux i deux droits, ladroite KH est dans Ia
direction de la droite HM (prop. 14); et puis-
que la droite HG tombe sur les paralléles KM,
FG, les angles alternes MHG, HGF sonit
égaux (prop 29); donc sinous ]eur ajoutons
Yangle conimun HGL, les angles MHG, HGL
séront égaux aux angles HGF, HGL. Mais
les angles: MHG, HGL sont égaux & deux-
arigles- dreits ( prop. 29 ) ; ‘donc les angles*
HGF, HGL seront aussi égaux a deux angles -
droits ;- donc la droite FG est dans la direc-
tion de la droite. GL; et puisque la dtoite KF
st égale -ét ‘paralléle. 4 la droite HG, et que
Ja droite  HG est aussi égale ‘et paralléle & la-
. droite ML, la:droite KF sera égale et paral-
léle a4 la droite ML ( ax. 1 et prop. 30). Mais
~ces deux:droites sont jointes -ensemble par les
droites KM, FL : donc les droites KM, FL
sont égales: et paralléles ( prop. 33 ) : donc la
figure KTFL M estiun parallélogramme ; mais
comme le’ triangle: ABD est égal au parallélo-
gramme HF, et que le triangle ABC est égal au -
parallélogramme GM, la figure totale ABCD-
sera égale au parallélogramme total KFLM.
Donc le parallélogramme KFLM a été cons-'
uuit égal & la' figure rectiligne ABCD; dins’
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Yangle- FK M:égal a l’augle donné E ;. ce qu'il
~ falloit faire.

 PROPOSITION vXLVI.
"PROBLEME
Décrire un quarré sur une droite do:zrzéé.

Soit AB (fig. 44) la droite donnée : il faut
décrire un quarré sur cette droite.
~ Du point A, donné dans la droite AB, con-
duisez une droite A C perpendiculaire & la droite
AB (prop. 11); faites la droite AD égale 4 la
- droite AB (prop. 31); par-le pointD conduisez
..1a droite DE paralléle-ala droite AB'( prop.31),
et par le point B conduisez aussi ung dr01te BE
paralléle 2 la droite AD. o
La figure ADEB est un, parallélogramme :

donc la droite AB est egale 4 la droite DE, et
Ja droite AD égale 4 la droite BE; mais la
droite AB est égale a la droite AD : donc les
quatre droites BA, AD, DE, EB sont égales
-entr’elles : donc le parallélogramine ADEB est
-équilatéral. Je dis de plus, qu'il est rectangle,
.car puisque la droite AD tombe sur les paral-
1éles AB, DE, les angles BAD, ADE sont égaux
a deux droits (prop. 29); mais I'angle BAD est
droit par construction:; donc Farigle ADE es

”

<
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droit aussi. Mais lés c6tés et angles opposés des
parallélogrammes sont égaux ( prop. 34 ) ; done
chacun des angles opposés ABE, BED est droit,
et par consequent le parallélogramme ADEB est
rectangle ; mais nous avons démontré qu'il étoit
équilatéral. '

Dongc le parallélogramme ADEB est un quarré
déerit sur la droite AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XLVIL
rTHEOREME.
Dans les triangles réct_é;ngles,- le quarré decrit sur
le coté opposé & langle droit est égal aux

quarrés construits sur les cotés qui comprennent
Langle droit.

~Soit ABC (fig.'45) 'un triangle rectangle
dont I angle droit est BAG : je dis que le quarre
construit sur le c6té BC est egal aux quarrés
construits sur les cétés BA, AC.

Construisez le quarré BDEC sur le c6té BC;
construisez aussi les deux quarrés GB, HC sur
les c6tés BA, AC, et par le point A conduisez
une droite AL paralléle A 'une ou a Pautre des
droites BD, CE; conduisez ensuite les droites
‘AD; FC.

Pulsque ‘chacun des angles BAC, BAG est
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droit ; et que les:deux droites AC, AG, placées
de partet d’autre de Ja droite BA, font au poing
A, avec la droite. AB, deux angles de suite
égaux 4 deux angles droits, la droite CA est
dans la direction de la droite AG : la-droite
AB est dans Ia direction de la droite AH:, par
la méme raison ; et puisque I'angle DBC est
égal 4 Pangle FBA (axiome 10), élant droits
I'un et l'autre, si nous leur ajoutons un angle
commun ABC, I'angle total DBA sera égal a
I'angle total FBC; mais les deux droites DB,
BA étant égales aux deux droites CB, BF, cha~
cune A chacune, et 'angle DBA égal & 'angle
FBC, la base AD sera égale ala base FC, et le
triangle ABD égal au triangle FBC (prop. 4).
Or le parallélogramme B1L est double du trian-
gle ABD ( px‘bp. 41 ), car ils ont la méme base
BD et sont compris entre les mémes paralléles
BD, AL. Le quarré GB est aussi double du
tridngle FBC, car ils ont la méme base FB et
sont: compris entre les mémes paralleles FB,
GC; mais les quantités qui sont doubles -de
quantités égales sont égales entr’elles : donc le
parallélogramme BL est égal au quarré GB.

Ayant conduit les droites AE; BK; nous dé-
montrerons de la méme maniére que le paral-
lélogramme CL est égal au quarré HC = donc

A
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16 quarré'total BDEC est égal-auk deux quariés
- GB; HC; mais le quarré BDEC est -construit
“sur‘le coté BC; et les quarrés GB, HC sont
construits'sur les c6tés BA, AC : donc lé quarré
"BE, constiuit sur-le -¢6té BC, est égal-aux
: quarres ‘construits sur les c6tés BA, AC.

~ Donc dans les tuangles rectangles le quarré
construit sur le coté oppose a l’angle droit est
' .egal aux deux quarrés construits sur les cotés
" qui comprennent Pangle‘droit; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XLVIIL

'rnr.onﬁnn:.

Sl le quarré qui est construzt sur un des cdtés
d’'un trzangle est. égal aux quartes construits
.sur les autres cdtés du trzangle l’angle com~=
pris entre ces deu.z' derniers cdtés est droit.

Que- le quarré construit' sur un c6té BGC
(fig. 46 ) d'un triangle ABC, soit égal aux
quartés construits sur les deux autres cdtés
~ BA, AC: je dis que I'angle BAC est droit.

Conduisez ‘du point A une droite AD per-
pendiculaire sur la droité AC (prop. 11); faites
.-ladroite AD égile-d]a droxte BA, et conduisez
“Ja-droite DC... - b

O
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Car puisque la droite DA est égale 4 la droite
AB, le quarré construit sur DA sera égal an
quarré construit sur AB. Donc si nous ajoutons
un quarré commun, celui gui est.construit sur
AC, les quarrés construits sur DA, AC seront
égaux aux quarrés construits sur BA , AC. Mais
le quarré construit sur DC est égal aux quarrés
construits sur DA, AC (prop. 47), car I'angle
DAC est droit. Or le uarré construit sur BG
.est supposé égal aux quarrés construits sur BA,
AC : donc le quarré construit sur DC est égal &
celui qui est construit sur BC : donc le c6té DG
‘est égal au ¢6té CB; et comme le c6té AD est
égal au c61é AB et que le coté AC est com-.
mun, les deux c6tés AD, AC sont éganx aux
deux cétés BA, BC, chacun & chacun ; mais la
base DC est égale Alabase CB; donc'angle DAC
est égal a I'angle BAC (prop. 8); mais 'angle
DAC est droit : donc I'angle BAC est droit aussi.
Donc si le quarré construit sur un ¢6té d'un
triangle est égal aux quarrés construits sur les
deux autres c6tés, 'angle compris par ces deux
derniers cOtés sera droit; ce qu'il falloit dé-
montrer.

. FIN DU pnnm‘mk LIVRE.
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"DEFINITIONS.

1. Tou'r parallélograrme rectangle est dit
contenu sous les deux droites qm comprennent
un augle droit.

2. Dans tout parallélogramme , on appelle
gnomon la réunion de I'un quelconque des pa-
rallélogrammes décrits autour de la diagonale
avec les deux complé‘mens.

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

§i Uon a deux droites, et si Uune d’elles est par-
tagee en un certain nombre de partws > | le rec-
tangle compris sous ces deux droites est égal

. aux rectangles compris sous la droite qui wa
point été partagee , et sous chacun des segmens
de Uautre.

. Soient deux droites A, BC (fig.47), et que
la droite BC soit partagée d'une maniére quel-
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conque aux points D, E : je dis que le rectangle
compris sous lés droites A, BC est égal au rec-
tangle compris sous les droites A, BD, au
rectangle compris sous les droites A, DE, et
au rectangle compris sous les droites A, EC.

Conduisez parle point B la droite BF perpen-
diculaire sur la droite BC (prop. 11.1)%*; faites
la droite BG égale 4 la droite A, et par le point
G conduisez la droite GH paralléle 4 la droite
BC (prop.31.1); par les points D, E, C, con-
duisez ensuite les droites DK EL, CH, pa-
ralléles A la droite BG.

Le rectangle BH est égal aux rectangles BK,
DL, EH; mais le rectangle BH est compris
sous les droites A, BC, car il est compris sous
les droites GB, BC, dont la droite BG est égale
ala droite A; le rectangle BK est compris sous
les droites A, BD, car il est compris sous les
droites GB, BD, dont la droite GB est égale ala
droite A ; le rectangle DL est compris sous les
droites A, DE, puisque DK, c’est-3-dire BG,
est égale & la droite A; et enfin, le rectangle
EH est compris sous les droites A, EC : donc
le rectangle compris sous les droues A, BC est

"* Le premier nombre indique la. proposmon yetle
second indique le livre.
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. -égal.an rectangle compris sous les droites A,

-BD, du rectangle compris sous les droites A,

.DE ; et enfin au rectangle compris sous les.
- droites A, EC.

*. Donc sil'on a deux droites, et sil'une d’elles.
-est partagée en un certain nombre de parties,
e rectangle compris sous ces deux droites est

égal aux rectangles compris sous la droite qui
-n’a point été partagée et sous chacun des seg-
-mens de Pautre ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION IL
THEOREME.

. 8¢ une droite est partagée d’'une maniére quel-
conque en deux parties , le rectangle compris
sous la droite totale et sous Tun et l’_autt;e seg=
ment, est égal au quarré de la droite enticre.

Que ladroite AB (fig. 48 ) soit partagée d'une
- maniére quelconque au point C : je dis que le
-rectangle.compris sous les droites AB, BC, avec
le rectangle. compris sous les droites BA ; AC,
. est égal au quarré de la droite AB.
Sur la droite AB construisez le quarré ADEB
( prop- 46. 1), et par le point C conduisez la
. droite CF paralléle 4 'une et aFautre des droites
AD, BE ( prop. 31.1)...

’
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Le quarré AE est égal aux rectangles-AF;
CE ; mais le quarré AE est construit sur la
droite AB; le rectangle AF est compris. sous -
les droites BA, AC, car il est. compris sous les
droites DA, AC, dont la droite AD est égale'a
AB; et enfin le rectangle CE est compris sous
les droites AB, BC, puisqueé la droite BE est
égale 4 la dreite AB; donc le rectangle compris
sous les droites BA, AC, avec le rectangle com-~ -
pris sous les- dr01tes AB, BC, est égal au-quarré -
de la droite AB. )
Donc si une droite est partagée d'une ma--
niére quelconque en deux parties , les rectan-
gles compris sous la-droite totale et sous cha-
cun des segmens sont égaux au quarré construit
sur-la droite totale; ce qu’il falloit démontrer. . 4

PROPOSITION 1IL
THEOREME:

Si une droite est partagée d’'une maniére quel~
conque en deux parties, le rectangle compris
sous la droite totale et Uun des segmens, est égal
au rectangle compris sous les segmens et ay
quarré formé sur le segment premiérement pris.

Que la droite AB (fig. 49) soit partagée en
un point quelcongue C : je dis que le rectangle
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compris sous les.droites AB, BC est égal an-
rectangle compris sous les drones AC, CB; et
au quarré de la droite BC.

- Sur la droite BC construisez le quarré CDEB
(prop. 46. 1), prolongez en F ladroite ED; et
par 'le'point A conduisez la droite ‘AF. paral-
léle 4 l'une ou a I'autre des droites CD BE
(prop 31.1). ‘

Le rectangle AE est certainement égal- aux
rectangles AD, CE; mais le rectangle AE est
compris sous les droites AB, BC, car il est
compris sous les droites AB, BE, dont la drdite
BE est égale & la droite BC; le rectangle AD
est compris sous les droites AC, CB, puisque
la:droite DC'est égale 4 la:droite CB; et enfin
le quarré DB ‘est -construit sur la droite BC :
donc le rectangle compms sous les droites AB,
BC est egal au rectanﬂle comprls sous les dr01tes
AC, CB et au quarré de la droite BC.

Donc si une droite est partagée d'une ma-
mere quelconque en deux parties, le reciangle
comprls sous la droite totale et sous un des
segmens, est égal au rectan«rle compris sous les
segmens et au quarré construit sur le segment
premiérement pris ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION IV.
‘THEOREME.

St une drozte est partagée d’ une maniére quel-
conque en deua. parties, le quarre construit sur
la droite enticre est égal aux quarrés formés
sur les deu.i segmens et au double du rectangle
compris sous ces deux segmens.

‘Que la droite AB (fig. 50) soit partagee d une
maniére quelconque au point C : je dis que le
quarré construit sur AB est. égal aux quarrés
construits sur AC, CB, et au :double du rec-
tangle compris sous les segmens'AC,'CB.: -

_ Construisez le quarré ADEB sur la droite AB-
" (prop.46. 1), conduisez la droite. BD; par le
point C conduisez la droite CGF paralléle al'une
ou i l'autre des droites AD, BE(prop: 31. 1),
et par le point G conduisez la droite HK paral-
l¢le 4 T'une ou & l'autre des droites AB, DE.

Puisque la droite CF est parallcle a Ia droue-
AD, et que la droite BD tombe sur. ces deux
droites, Pangle extérieur BGC sera égal i an-.
gle intérieur et opposé ADB.(prop. 29. 1) ; mais
Yangle ADB est égal 2 'angle ABD (prop. 5:1),
parce que le c6té BA est égal au c6té AD; done
Pangle CGB est égal & I'angle GBC : donc le
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c6té BC est égal au c6té CG (prop. 6. 1); mais -
le c6té CB est égal au coté GK (prop.34.1), et
le c6té CG égal au c6té BK : donc le c6té GK
est égal au ¢6té GC : donc le quadrilatére CGKB
est equllatere J ¢ dis de plus qu'il est rectan-
gle; car pulsque la droite CF est parallele ala
droite BK, et que la droite CB tombe sur ces
deux droites, les anglesKBC, GCB sont égaux
a deux droites (prop. 29. 1); mais Fangle KBG
est droit ( déf. 30..1) : donc Langle GCB est
droit aussi : donc les angles -opposés CGK,-
GKB seront encore droits (prop.34.1) : donc
le quadrilatére CGXKB est rectangle. Mais on a
démontré.qu'il étoit équilatére ; donc ce qua~
drilatére ‘est un quarré- et ce ‘quarré est cons-
truit sur la droite BC.' Par la méme raison le:
quadrilatére HF- est encore un-quarré qui est
construit sur HG, ¢’est-d-dire sur AC. Donc'HF,*
CK.sont deux quarrés construits sur AC, CB;- -
et puisque le rectangle A G est-égal au rectangle’
GE (prop.43:1),.et que ce rectanglé AG est
compris sausles droites AC, CB;, GC étant égal-
4 CB, le rectangle GE sera égal & un rectangle -
qui .est compris sous lés droites'”AC, GB : donc
les rectangles'A G, GE sont égaux.au double
du rectangle qui est.compris ‘sous les - droites.
AC;:CB; mais les quarrés HF ; CK sont cons-
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truits sur les droites AC, CB : donc les quatre
figures HF, CK, AG, GE sont égales aux,
quarrés construits sur AC, CB et au double du
rectangle compris sous les droites AC, CB}
mais les quatl'e figures HF, CK, AG, GE com-~
posent toute la figure ADEB qui est le quarré
construit sur AB; donc le quarré construit sur.
AB est égal aux quarrés construits sur AC, CB,
et au double du rectangle compris sous les
droites AC, CB.

- Donc si une droite est partagée d’'une ma-
niére quelconque, le quarré de la droite en-
tiére est égal au quarré des segmens et au
double du rectangle compris sous ces segmens;
ce qu'il falloit démontrer.

AUTREMENT.

Je dis que le quarré construit sur la droite
AB est égal aux quarrés construits sur AC, CB
et au double du rectangle compris sous AC, CB.

En effet, puisque dans la méme figure le
c6té BA est égal au c6té AD, angle ABD sera
égal al'angle ADB (prop. 5. 1); et comme les
trois angles d’un triangle quelconque sont égaux
i deux droites (prop. 32.1), les trois angles
ABD, ADB,BAD du triangle ABD seront
égaux i deux droits. Mais Tangle BAD est

F



82 ELEMENS .
droit ; donc les deux autres angles ABD, ADB"
“sont égaux & un angle droit; or. ces deux angles
sont” égaux entr’eux : done chacun des angles
ABD, ADB est égal a la moitié d'un angle
droit. Mais I'angle BC G est droit , car il est égal
a I'angle. intérieur et oprosé BAD : donc l'an-
gle restant CGB est la moitié d’'un angle droit; .
donc P'angle CGB est égal 4 Pangle CBG : donc
le c6té BC est égal au c61é CG (prop. 34.1);
mais CB est égal 2 KG, et CG.égal auss1 4 BK
(prop. 34. 1) : donc le quadrilatére. CK: est
équilatére ; mais il a un angle droit : done ce
quadrilatére est un quarré , et ce quarré est cons-
truit sur le segment CB. Le quadrilatéere HF
est un quarré , par la méme raison, et ce quarré
est construit sur le segment AC : donc les qua-
drilatéres CK, HF sont deux quarrés, et ces
deux quarrés sont, construits sur les segmens .
AC, CB. De plus, puisque le rectangle AG est
égal au rectangle EG (prop. 31. 1), et que le
rectangle AG est.compris sous les droites AC,
CB, car la droite CG est égale 4 la droite CB,
le rectangle EG est égal au rectangle compris
sous les droites AC, CB : donc les rectangles
A G, GE sont égaux au double du rectangle qui
seroit compris sous les droites AC, CB, mais les
quarrés CK, HF sont égaux-i ceux qui seroient
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construits sur les segmens AC, CB : donc les
quatre figures CK, HF, AG, GE sont ‘égales
aux quarrés comstruits sur les segmens AC,
CB, et au double du rectangle compris sous
ces mémes segmens. Mais les figures CK, HF,
AG, GE composent toute la figure AE qui est
le quarré construit sur AB.

Donc le quarré formé sur la droite AB est
égal aux quarrés formés sur les droites'AC,
CB, et au double du rectangle compris sous
les mémes droites AC, CB; ce quil falloit dé- -

* montrer. ‘ :
COROLLAIRE.
11 suit de 1a que, dans les quarrés, les parallé- '.

logrammes qui sont autour de la diagonale sont
toujours des quarrés.
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. PROPOSITION V.
. - - ocTnanftOREME.

Sz um’ droite est coupée en deux parnes ega‘leo.
‘et en deux parties inégales, le rectangle com~
pris sous les deux segmens inégaux de la droite
entwre avec le quane dela droite quz est placée
entre les pomts de section , est égal au quarré de

la moitié de cette drozte.

Qu’une droite quelconque AB( ﬁg 51) soit
coupée en deux parties égales au point C et en
deux parties inégales au point D : je dis que le
rectangle compris sous les droites AD, DB,
avec le quarré construit sur CD, est égal au
quarré construit sur CB.

Sur la droite BC construisez le quarré CEF B
(prop. 46. 1), et conduisez la droite BE; par le
point D conduisez la droite DHG paralléle a 'une
ou & I'autre des droites CE, BF (prop. 31. 1);
par le point H conduisez la droite KL M paral-
1éle 4 Pune ou & Pautre des droites CB, EF,
et enfin par le point A conduisez la droite AK
paralléle 4 'une ou autre des droites CL, BM.

Puisque le complément CH est égal au com-
plément HF (prop. 43. 1), si nous ajoutons a
chacun de ces complémens le quarré DM, le
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rectangle total CM sera égal au rectangle total
DF ; mais le rectangle CM est égal au rectan-
gle AL (prop.36.1), puisque la droite AC est
égale 4 la droite CB : donc le rectangle AL est
égal au rectangle DF ; donc si nous ajoutons
le rectangle CH & chacun de ces deux rectan-
gles,le 1'ectaligle total AH sera égal aux rectan-
gles DF, DL; mais le rectangle AH est com-
pris sous les droites AD, DB, puisque la droite
DH est égale a la droite DB; or les rectangles
FD, DL forment le gnomon NOP : donc le
gnomon NOP est égal au rectangle compris
sous les droites AD, DB; donc si nous ajoutons
i chacune de ces deux quantités le quarré LG
qui est égal au quarré de CD (corol. 4.2), le
gnomon NOP et le quarré LH seront égaux au
rectangle compris sous les droites AD, DB, et
au quarré construit sur CD; mais le gnomon
NOP et le quarré LG forment tout le quarré
CEFB qui est construit sur CB : donc le rec-~
tangle compris sous AD, DB, avec le quarré
construit sur CD, est égal au quarré construit
sur CB. : '

Donc si-une droite est coupée en deux par-
ties égales et en deux parties inégales, le rec~
tangle compris sous les deux segmens inégaux
de la droite totale avec le quarré de la droite

3
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" '-"q'ui'est placée entre les deux i)ﬁints de section,
est egal au quarré de la moitié de cett° droite ;
'ce qu 1l fa]]oxt démontrer. = - -

-;PROPOSITION VI
TH'.EOREME.

Siuneligne drozte est coupée endeux parties égales,
et si on lui ajoute directement une droite quel-
conque , le rectangle compris sous une droite
composée de la premiére droite et de la droite
ajoutée, et sous la droite ajoutée, avecle quarré
de la moitié de la premiére ligne droite , est égal
au quarré d’une droite composée de la moitié de
la premiére ligne droite et de la droite ajoutée.

Qu’une ligue droite quelconque AB (fig. 52)
soit coupée en deux parties égales au point C;
qu’on lui ajoute directement uné droite quel-
conque BD : je dis que le rectangle' ’(’:ompris
sous AD, DB, avec le quarré de ]a droite CB,
est égal au quarré de CD.

Sur la droite CD décrivez le quarré CEFD
(prop- 46. 1); conduisez la droite DE; par le
point B conduisez la droite BHG paralléle 4 'une
ou i Pautre des-droites CE, DF (prop. 31. 1);

- par le point H conduisez la droite KLM paralléle
aI'une ou a Pautre des droites AD, EF, et enfin
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par le pomt A conduisez la droite AK parallele
* "3 Pune ou & Tautre des droites CL DM.

Puisque la droite AC est égale i la droite
CB, lerectangle AL sera egal au rectangle CH
" (prop. 36. 1) ; mais le rectangle CH est egal au
rectanglé HF ( prop. 43. 1) : donc le rectangle
AL sera égal au rectangle HF ; donc si nous
ajoutons & chacun de ces rectangles le rectangle
CM, le rectangle total AM sera égal au gnomon
NOP; mais le rectangle AM est compris sous
les droites AD, DB, car DM ‘est égal 2 DB
(corrol 4.2); donc le gnomon NOP est égal
a un rectangle qu1 est compris sous les drones
AD, DB; donc si nous a]outons a chacune de
ces deux quantités le quarré LG qui est égal a
quarré construit sur CB, le rectangle compris
sous les droites AD, DB avec le guarré cons-
truit sur BC sera égal au gnomon NPO et au
‘quarré LG. Mais le gnomon NPO et le quarré
LG composent le quarré total CEFD qui est
construit sur CD : done le rectangle COlan‘lS
sous AD, DB avec le quarré construit sur BC
est égal au quarré construit sur CD,

Donc si une ligne droite est coupee en deux
parties égales, et si on lni ajoute dn‘ectement
- une droite quelconque, le rectangle compns
- sous une droite composée de la prennere ‘higne

4
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droite-et de la droite a)outée et sous la droite
a]outee avec le quarré de la moité de la pre~
miére ligne droite, est égal au quarré d’'une
droite composée de la moitié de la premiére-
ligne ‘droite et de la droite a]outee ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION VII.
'rnré'onﬁmn.

Si une droite est partagée en deux parties d’'une
maniére quelconque, le quarré de la droite en-
ticre et le quarré de Uun de ses segmens égalent
le double .du rectangle compris sous la droite
entiére et ce segment et le quarre de lautre
segment.

Qu'une droite quelconque AB (fig. 53 ) soit
partagée d’une maniére quelconque au point C:
je dis que le quarré de AB et le quarré de BC
sont égaux au double du rectangle conipris sous
AB, BC, et au quarré de AC,

-Sur AB décrivez le quarré ADEB ( prop. 46. 1)
et construisez la figure.

. Puisque le rectangle AG est égal au rectan-
gle GE (prop. 43. 1), si nous ajoutons a I'un
et a Pautre le quarré CF, le rectangle AF sera
égal au rectangle CE : donc les rectangles AF,
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CE sont doubles du rectangle AF; mais les
rectangles AF , CE composent le gnomon
KLM et le quarré CF : donc le gnomon KLM
et le quarré CF sont doubles du rectangle AF;
mais le double du rectangle compris sous les
droites AB, BC est double du rectangle AF, car.
la'droite BF est égale & la droite BC (cor. 4. 2):
donc le gnomon KLM et le quarré CF sent
égaux au rectangle compris sous les droites
AB, BC; donc si nous ajoutons i ces quantités
le quarré HN , qui est construitsur la droite AC,
le gnomon KL M et les quarrés CF, HN seront
égaux au double du rectangle compris sous AB,
BC, et au quarré de AC; mais le gnomon KLM
et les quarrés CF, HN forment le quarré total
ADEB et le quarré CF qui sont construits sur
AB, BC : donc les guarrés de AB et de BC
sont égaux au double du rectangle compris sous
AB, BC, et au quarré de AC.

Donc si une droite est partagée en deux
parties d’'une maniére quelconque, le quarré
de la droite entiére et le quarré de I'un de ses
segmens sont égaux au double du rectangle
compris sous la droite entiére et ce segment,
et au quarré de 'autre segment ; ce qu’il falloit
démontrer.
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,PRVO.POSITION»VIII;
THEORKME.

Si une droite est partagée en deux parties d'une
maniére quelconque, le quadruple du rectangle
compris sous la droite enticre et un de ses seg-
meis , avec le quarré de Uautre segment, est égal
au quarré construit sur la droite entiére et le
premier segment , considérés comme. ne formant
gw'une seule droite.

~ Que la droite AB (fig. 54) soit partagée en
deux parues d’une maniére quelconque ‘au
point C : je dis que le quadruple du rectangle
~ compris sous les droites AB, BC avee le quarré
de AC, est égal au quarré construit sur les
droites AB, BC, considérées comme ne for-
mant qu’une seule droite. '
Prolongez la droite DB dans la direction de
AB; faites BD égal 3 CB; décrivez sur AD le
gquarré AEF D (prop.46. 2), et construisez une
double figure. '
Puisque la droite CB est égale a la droite
BD, et que la droite CB est égale a la droite
GK (prop. 34. 1), et la droite BD égale aussi
a la droite KN, la droite GK sera égale 2 la
droite KN; la droite QR est égale & la droite
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RP par la méme raison. Puisque CB est égal
‘2 BD, et GK égal-h KN, le rectangle CK sera
égal au rectangle BN, et le rectangle GR égal
au rectangle KP (prop.36.1); mais le rectangle
CK est égal au rectangle RN (prop.43.1), car
ils'sont les complémens du parallélogramme CP:
donc le rectangle BN est égal au rectangle GR :
donc les quatre rectangles BN, KC, GR, RN
sont égaux entr’eux : done ils sont le quadruple
" diarectangle CK. De plus, puisque CB est égal
aBD et que BD est égal & BK, c'est-d-dire &
CG (34.1), et CB égal 4 GK, c’est-d-dire &
GQ, la droite CG sera égale i la droite GQ;
or QR est égal & RP : donc le recangle AG
‘est égal au rectangle MQ (prop. 36. 1), et
le rectangle QL égal au rectangle RT ; mas
le rectangle M Q "est” égal au rectangle QL
( prop. 43. 1), puisqu’ils sont les complémens
du parallélogramme ML : donc les rectangles
AG, RF sont égaux : doncles quatre rectangles
AG, MQ, QL, RF sont égaux entr’enx , et
sont par conséquent quadruples du rectangle
AG. Mais on a démontré que les quatre quarréds
CK; BN, GR, RN, étoient quadruples du
quarré CK : donc les huit figurés qui compo-
sent le gnomon STV sont quadruples du rec-
tangle AK, et puisque le rectangle AK est
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compris sous les droites AB, BD j car BK est
- égal A BD (cor.4.2), le quadruple du rec-
tangle AK sera compris sous les droites AB,
BD; mais il a été démontré que le gnomon
STV est quadruple du rectangle AK ; donc le
rectangle qui est compris sous les droites AB,
BD est égal'au gnomon STV ; donc si nous ajou-
tons & ces quantités égales le quarré OH qui est
égal au quarré de AC (cor. 4. 2), le quadruple
du rectangle compris sous les droites AB, BD,
et le quarré de AC seront égaux an gnomon
STV et au quarré OH; mais le gnomon STV
et le quarré OH comprennent tout le quarré
AEFD qui est décrit sur AD : donc le qua-
druple du rectangle compris sous les droites
AB, BC et le quarré de AC est égal au quarré
construit sur les droites AB, BC considérées
comme ne faisant qu’une seule droite.

Donc si une droite est partagée en deux par-
ties égales d’'une maniére quelconque ; le qua-
druple du rectangle compris sous la droite en-
tiére et un de ses segmens et le quarré de I'autre
segment , sont égaux au quarré construit sur la
droite entiére et le premier segment, consi-
dérés comme ne formant qu’une sedtle droite ;
ce qu'il falloit démontrer.
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'PROPOSITION IX.
THEOREME.

Si une droite est partagée en deux parties égales
et en deux parties inégales, les quarrés des.
segmens inégaux sont doubles du quarré de la

. moitié de cette droite et du quarré de la droite
interceptée entre les points de section..

Que la droite AB (fig. 55) soit partagée en
deux parties égales au point C et en deux par-
ties inégales au point D : je dis que les guarrés
de AD, DB sont doubles des quarrés de AC,
CD. '

Du point C conduisez une droite CE qui soit
perpendiculaire & la droite AB (prop. 11.1);
faites la droite EC égale 4 I'une ou 4 l'autre des
droites AC, CB, et menez les droites EA, EB;
par le point D conduisez la droite DF paralléle
4 la droite EC (prop. 31. 1), et par le point F
conduisez la droite FG paralléle 4 la droite AB,
et menez la droite AF.

Puisque la droite AC est égale A la droite
CE, l'angle. EAC sera égal 4 'angle AEC
(prop. 5. 1); et puisque I'angle ACE est drott,
les angles AEC, EAC seront égaux a un angle
droit (prop. 32. 1); mais ces deux angles sont
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e'gaui: entr’eux : donc chacun des angles AEC,
EAC est la moitié d'un angle droit. Par la
méme raison, chacun des angles CEB, EBC
est aussi la moitié d’'un angle droit : donc I'an-
gle total AEB est droit. Puisque I'angle GEF
est la moitié d’'un angle droit et que 'angle
EGF est droit, caril est égal i angle intérieur
et opposé ECB (prop. 29. 1), l'angle EFG
sera la moitié d'un angle droit : donc I'angle
GEF est égal a 'angle EF G : donc le c6té EG
est égal au c6té GF (prop. 6. 1). De plus, puis-
que I'angle EBD est la moitié d’un angle droit,
et que I'angle FDB est droit, car il est égal .4
Yangle intéricur et opposé ECB, l'angle BFD
sera la moitié d’un angle droit : donc.langle
FBD est égal & 'angle DFB : donc le c6té DF
est égal au c61é DB (prop, 6. 1). Puisque .la
droite AC est égale 3 la droite CE, le quarré
de AC sera égal au quarré de CE : donc les
quarrés de AC, CE sont doubles du quarré. .
de AC; mais le quarré de EA est egal aux
quarrés de AC, CE (prop. 47. 1), puis I'angle
ACE est droit : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus puisque
EG est egal 4 GF et que le quarre de EG est
égal au quarré de GF, les quarrés de EG GF“
seront doubles du quarré de GF ; mais le quarré
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de EF est égal aux quarrés de EG, GF
(prop. 47. 1) : donc le quarré de EF est dou-
ble du uarré de GF; mais la droite GF est
égale a la droite CD (prop. 34. 1) : donc le
quarré EF est double du quarré de CD; mais
le quarré de AE est double du quarré de AC:
donc les quarrés de AE, EF sont doubles des
quarrés de AC, CD; or le quarré de AF est
égal aux quarrés de AE, EF (prop. 47.1),
puisque I'angle AEF est droit : donc le quarré
de AF est double des qguarrés de AC, CD;
mais les quarrés de AD, DF sont égaux au
quarré de AF (prop. 47. 1), car 'angle ADF
est droit : donc les quarrés de AD, DF sont
doubles des quarrés de AC, CD; or. la droite
DF est égale a la droite DB : donc les quarrés
de AD, DB seront doubles des quarrés de AC,
CD. -

Donc st une droite est partagée en deux
parties égales et en deux parties inégales, les
quarrés des deux segmens inégaux sont doubles
du, quarré de la moitié de cette droite et du .
quarré de la droite interceptée entre les deux.
points de section; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION X.
THEOREME.

St une ligne droite est coupée en deux parties
égales , et si on Wi ajoute directement une
droite ;]delconque, le quarré d’une droite com~
posée de la ligne-droite entiére et de la droite
ajoutée, et le quarré de la droite ajoutée, sont

Adouble;s du quarré de la moitié de cette ligne
droite et du quarré d’une droite composée de
la moitié de cette ligne droite et de la droite
ajoutée , comme ne faisant qu'une seule droite.

Que la droite AB (fig. 56 ) soit partagée en
deux parties égales au point C, et quon hu
ajoule directement une droite quelconque 3D:
je dis que les quarrés de AD, DB sont doubles
'des quarrés de AC, CD.

Du point G conduisez la droite CE perpen~
diculaire sur AB (prop. 11.1); faites la droite
CE égale 4 I'une ou 4 I'autre des droites AC;
CB; menez les droites AE, EB; par le point
E conduisez la droite EF paralléle 4 la droite
AD); et-par le point D conduisez la droite DF
paralléle a Ja droite CF. Puisque la droite EF
tombe sur les parallélesEC, FD, les angles CEF,
EFD sont égaux & deux droits (prop. 29.1):
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donc les angles FEB, EF D sont moindres que - .
deux angles droits ; or deux droites se rencon-
‘trent quand elles sont prolongées a I'infini du
c6té ot elles forment deux angles moindres que
deux droits (ax. 11) : donc les droites EB,
FD, prolongées du cété BD, se rencontreront.
Prolongez ces droites, et supposons qu’elles se
rencontrent au point G ; menez la droite AG.
Puisque la droite AC est égale 3 la droite
CE, l'angle AEC sera égal a4 I'angle EAC
(prop. 5. 1) ; or I'angle ACE est droit : donc
chacun des angles EAC, AEC est la moitié
d’un angle droit (prop.52.1). Par la méme
raison , chacun des angles CEB, EBC est la
moitié d’un angle droit : donc I'angle AEB est
droit. Puisque I'angle EBC est la moitié d’un
angle droit, I'angle DBG est aussi la moitié
d’'un angle droit (prop. 15.1). Mais Vangle
BDG est droit (prop. 29. 1), car il est égal a
V'angle alterne DCE : donc 'angle DGB est la.
moitié d’'un angle droit : donc I'angle DGB-est
égal 4 I'angle DBG : donc le c6té BD est égal
au c6té GD (prop.6.1). De plus; puisque
Pangle EGF est la moitié d’'un angle droit, et
que I'angle EF D est droit, car il est égal 4 'an~
gle opposé ECD (prop. 34. 1), angle FEG
itié d’'un angle droit : donc l'angle
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EG Fuest:égal Alangle FEG : donc le ¢6té GF
est-égal au c6té EF (prop.. 6.1); et comme la
droite’EC est égale a la droite CA, le guarré de
EC est égal-au quarré de AC : donc les quarrés
de EG, CA sont doubles du guarré de GA. Or
leiquarré deE A est égal aux quarrés de EC,
CA<( prop.47.1) : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus . puisque la
droife GF est.égale.a la droite EF, le quarré
de. F G est. égal au quarré de FE: donc les
quarrés de FG, FE sont doubles du quarré de
. EF; or le quarré de EG est égal aux quarrés
" de GF, FE ( prop: 47. 1) : donc le quarré de
EG est.double du quarré de EF ; mais la droite
ET est égale a la droite CD : done le quarré
_ de EG est double du quarré de CD; mais on
a démontré que le quarré de EA est double du
quarré de AC': donc les quarrés de AE, EG
sont doubles-des quarrés de AC, CD ; mais le
quarré de AG est égal aux quarrés de AE, EG
.(prop.47.1) : donc le quarré de A G est double
des quarrés de AC, CD. Or les quarrés de AD,
D G sont égaux au quarré de AG (prop. 47.1):
.donc les quarrés de AD, DG sont doubles des
* -quarrés de AC, CD; mais la droite, DG est
- égale 2 la.droite DB : donc les quarrés de AD,
~DB sont doubles des quarrés de AC, CD.
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Donc si une ligne droite est partagée en deux
parties égales, et si on lui ajoute directement
une droite quelconque , le quarré d’une droite
composée de la ligne droite entiére et de la
droite ajoutée, et le quarré de la droite ajoutée;
scnt doubles du quarré de la moitié de la ligne
droite et au quarré d’une droite composée de
la moitié-de la ligne droite et de la droite
ajoutée comme ne faisant qu’une seule droite ;
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XI.
PROBLEME.

Partager une droite donnde de maniére que le
. rectangle compris sous la droite entiére et Uun
~ de ses segmens , soit égal au quarré de lautre

segment.

Soit AB (fig. 57) la droite donnée : il faut
partager la droite AB de maniére que le rec—
tangle compris sous la droite entiére et I'un de
ses segmens , soit égal au quarré de I'autre seg—-
ment.

Sur la droite AB décrivez le quarré ABDC
(prop. 46. 1), partagez la droite AC en deux
parties égales en E (prop. ro. 1), et menez la
droite BE ; ayant prolongé ensuite la droite CA

2
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vers F, faites la droite EF égale ala droite BE
(prop. 3. 1), décrivez sur AF le quarré FH,
et prolongez la droite GH vers K : je dis que
la droite AB est partagée en H de maniére que
le rectangle compris sous AB et BH est égal au
quarré de AH.

- ‘Puisque la droite AC est coupée en deux
parties égales en E, 51 nous lui ajoutons directe-
ment la droite AF, le rectangle compris sous les
droites GF, F A et le quarré de AE, pris ensem-
ble, seront égaux au quarré de EF (prop.6.2);
thais la droite EF est égale & la droite EB :
donc le rectangle compris sous CF, FA et le
quarré de AE, pris ensemble, sont égaux au
quarré de EB; mais les quarrés de BA, AE
sont égaux au quarré de EB (prop. 47.1), car
Tangle BAE est droit; donc le rectangle com-
pris sous CF, FA avec le quarré de AE est égal
aux quarrés de BA, AE. Donc, si on retran-
che le quarré de AE qui est commun, le rec-
tangle compris sous CF, FA sera égal an quarré
de AB; mais le rectangle FK est compris sous
les droites CF, FA, puisque la droite AF est
égale i-la droite FG, et le quarré de AB est
égal au quarré AD : donc le rectangle FXK est
égal au quarré AD : donc, si I'on retranche le
rectangle commun AK , le quarré F H sera égal
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au rectangle HD ; mais le rectangle HD est
compris sous les droites AB, BH, puisque AB
est égal 2 BD et que FH est le quarré de AH:
donc le rectangle compris sous AB, BH sera
égal au quarré de AH.

Donc la droite AB est coupée au point H, de
maniére que le rectangle compris sous AB, BH
est égal au quarré de AH; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XI1L
THEOREME.

Danss les triangles obtuk' angles , le quarré du cdté
opposé a Uangle obtus est égal aux quarrés des
deux cotés qui comprennent l’aﬁéle obtus ; et
au double du rectangle compris sous le cété de
Uangle obtus qui est prolongé jusqu'a la >per-
pendiculaire abaissée du sommet de Uangle
opposé et sous la droite interceptée entre la
perpendiculaire et le sommet de Uangle obtus.

Soit ABC (fig. 58) un triangle obtus angle
dont langle BAC est obtus; du point B con-
duisez une perpendiculaire BD sur le c6té pro-
longé CA : je dis que le quarré de BC est égal
aux quarrés de BA, AC, et an double du rec-
tangle compris sous les droites CA, AD.

Puisque la droite GD est coupée d’une ma-

5
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niére quelconque au point A, le quarré de CD
sera égal aux quarrés de CA, AD, et au double
du rectangle compris sous les droites CA, AD
(prop. 4. 2): donc si on ajoute & ces quantités
égales le quarré de DB, les quarrés de CD, DB
seront égaiix aux quarrés-de CA, AD, DB, et
au double du rectangle compris sous les droites
CA, AD; mais le quarré de CB est égal aux
quarrés de CD, DB (prop. 47.1), car I'angle
CDB est droit, et le quarré de AB est égal aux
quarrés de AD, DB : donc le quarré de CB est
égal aux quarrés de CA, AB, et au double du
rectangle compris sous les droites CA, AD.
Donc dans les trlangles obtus angles le quarré
du cé6té opposé a langle obtus est égal aux
quarrés des deux c6tés qui comprennent Van~
gle obtus et au double du rectangle compris
sous le c6té de Tangle obtus qui est prolongd
jusqu’a la perpendlculalre abaissée du sommet
de I'angle opposé et sous la droite i interceptée
entre 1a perpendiculaire et le sommet de l’angle
-obtus; ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION XIIL ;

’PHﬁOREM‘E.r SRR

U 1 ! H EUREEEN
Doans les triangles acutangles, le quan'e d’un cote-.

un angle ajgu est égal -a "

. OPRosé & un angle ajgu est dgal ‘aux quarrés
_.des op’tés qui_comprennent cet -angle, aigu moins
le double du rectangle compris sous, lg cdté de

. Vangle aigu.sur lequel tombe la perpendicu-
.. laire, qbaiésde du sammet de l’qngle opposé. et
: sous la dyoite uzterceptce entre cet angle aigu

tla perpendzgulazm. e e

'Sowle mangle acutangle ABC ( figy 59) dont
Dangle B est aigu'y du point A-conduisez'sur la
droite BC la-perpendiculaire: AD 'z ‘je dis'¢ue
le quarré de AC égale'les quatrés:de CB, BA;
moins le double du rectangle compris sons‘ies
droites CB, BD. - e e

Puisque la droite CB est coupée; d'uuhe 'ma-
niére quelconque ‘au ‘point D, les quarrés-de
CB, BD seront égaux au double du rectangle
compris sous les droites CB, BD, et au quarré
de DC (prop.7.2) : donc si nous ajoutons a
ces quantités égales le quarré de AD, les quarrés
de CB, BD, DA seront égaux au double du
rectangle compris sous les droites CB, BD, et
aux quarrés de AD, DC; mais le quarré de AB

4
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est égal aux quarrés de BD, DA ( prop. 47.1),
car I’ ngle ADB est droit, et le quarré de AC
est egal aux quarrés de. AD DC : donc les
quarres de CB, BA sont égaux au quarré de AG
et'au rectangle comprls sous les droites CB,
BD : done le’ quarre de AC égale les quarrés
de CB, BA, moins le double du rectangle ‘com~
pris sous CB BD.

Donc dans les w 1angles acutangles le quarre
d'un’ c6té' opposé & un angle algu est égal au
quarré des deux autres c6tés qui compren-
nent l'angle aigu moins le double du rectan-

‘gle compris sous le c6té de -l'angle: aigia.:sur
lequel tombe Ia perpendlculalre abalbsee:dli
sommet de Fangle opposé et sous la droité in-
terceptee entre la perpendiculaire et cet angle

aigu (1).

. (x)- Cette proposition est encore vraie, lors méme
que Pangle. A est droit ou obtus. . - -
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PROPOSITION XIV.
: .:pnonnﬁ-.mi;;

s 12 1 aqe
Construire un quarré égal & une JSigure rectiligne
donnée.

Soit A (fig.60) la figure rectiligne donnée :
il faut construire un quarré qui soit égal & cette
figure. 4

Construisez un rectangle BD égal a la figure
rectiligne donnée A (prop.45. 1). Sile c61é BE
étoit ' égal au coté ED, on auroit déja fait ce
qu'on proposoit car le quarré BD auroit été
construit egal ala ﬁgure rectiligne A. Si Xgu
contraire, Pun des c6tés BE, ED est plus grand
que l’autre et sile c6té BE est le plus grand,
prolongez—le vers F, et faites, EF égal 4 ED
(prop.3.1); ayant ensuite partagé la droite F B
en deux parties égales au point G, du point G
et avec un intervalle égal a 'une ou & l'autre
des droites GB, GF, décrivez Ia demi-circon=~
férence BHF (dem.3 ), prolongez DE jusqu’en
H, et menez la droite GH.

Puisque la droite BF est partagée en deux
parties égales- au point G et en deux parties
inégales au point E, le rectangle compris sous
les droites BE, EF et le quarré de EG, seront:
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~ égaux au quarré de GF (prop. 5. 2); mais In
droite GF est eo'ale 4 la droité GH : donc le
rectangle compris sous les. droites BE, EF et
le quarre de EG seront égaux au quarre de
G H ; mais les quarres de HE, GE sont égaux
au quarré de GH (prop. 47. 1) : donc le rec-
tangle compns sous les.droites BE, EF et le
quarre de GE, pris ensemble sont égaux aux
quarrés de HE, GE: donc, si nous retranchons
le: quarré: commun GE, le rectangle compns
sous les droites BE , EF sera egdl au quarré de
EH; mais le rectangle compris sous les-droites
BE, EF ‘est le .parallélogramme BD, puisque
lagflroue EF est égale a la droite ED : donc le
parallélogramme BD est égal:an quarré de HE;
or le parallélogranime BD. est égal, par cons-
truction , A la figure rectiligne A : donc la figure
rectlho'ne A ‘est egale au qual're construit sur
la drone EH. o

Ponc. le quarré construxt sur: la dr01te EH
est égal-i la figure rectiligne donnée A ce qu ‘il
fallOIt f'alre. : :‘:":(';' : :

: g g e
FIN DU SECOND LIVRE.
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LIVRE TIL.

DEPINITIONS.

1. Lixs cercles égaux sont ceux dont les: dia~
meétres sont égaux, ou ceux dont les droites
menées des centres aux circonférences sont
égales.

2. Une droite qui touchant le cercle et qui
étant prolongée ne le coupe point, est appéle’e
tangente du cercle. i

3. Les cercles qui se touchant ne se cou-
pent point , sont appelés cercles tangens.

4. Dans le cercle on. dit que les droites sont
également éloignées du centre, lorsque les per-
pendiculaires menées du-centre sur ces droites
sont égales.

5. On dit qu'une droite est plus éloigrfée du
centre lorsque la perpendiculaire qul tombe sur
elle est phis grande. :

6. Un segment de cercle ‘est une ﬁgure ¢qui
est comprise entré une droite et la éirconfé-
vence du cercle,
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7 L’angle du segment est celui qui est com-
Pl‘ls par une droite et la circonférence du cercle.

8.Un angle est dans le segment, lorsque 'on
prend un point quelconque dans la circonfé-
rence du segment, et que 'on conduit de ce
point deux lignes droites aux extrémités de la
droite qui est la base du segment ; 'angle est
compris par les deux lignes droites qui ont été
menées‘d’un point de la circonférence.

9. Mais lorsque les droites qui comprennent
Yangle embrassent une porlion de la circonfé-
rence, cet angle est dit appuye sur la circon-
férence.

=10, Un secteur.de cercle est une ﬁgure com-
prise entre deux rayons qui font un angle au
centre et la portion de la eirconférence qu’em-
brassent ces deux rayons.

-11.Les segmens des cercles sont semblables,
lorsqu'ils recoivent des angles égaux ou lorsque
les angles qu’ils contiennent sont égaux entre

eux (1),

(1) Une droite menée du centre 4 la circonférence
se nomme rayon. Une droite menée d’un point de la
circonférence & une autre se nomme corde, On nomme
are une portion de la cixconférence,
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PROPOSITION PREMi‘ERE.
PROBLEME.

T'rouver le centre d’un cercle donné.

Soit ABC (fig. 61 ) le cercle donné : il faut
trouver le centre du cercle ABC. ‘

Conduisez dans le cercle une droite . quel-
conque AB, partagez-la en deux parties égales
au point D (prop. 10. 1); du point D élevez une
perpendiculaire DC sur AB (prop. 11. 1), pro-
longez la droite DC jusqu’en E., et partagez CE
en deux parties égales au point F : je dis que le
point F est le centre du cercle ABC.

Car supposons que le point F ne le soit pas,
et gue ce soit le point G, si cela est possible.
Conduisez les droites GA, GD, GB. Puisque
Ia droite AD est égale & la droite DB et que la
droite DG est commune, les deux droites AD,
DG seront égales aux deux droites DB, DG,
chacune & chacune ; mais la base GA est égale
a la base GB, puisque ce sont deux droites
menées du centre 4 la circonférence (déf. 15.1):
donc l'angle ADG est égal & l'angle GDB
(prop. 8. 1); mais lorsqu'une droite tombant
sur une autre droite fait avec elle les angles de
suite égaux, chacun de ces angles égaux est’
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droit (:déf.1e. 1) done l’aﬂgle’GD‘B est droit;
‘mais 'angle FDB est droit aussi : done I'angle
FDB est égal a I'angle GDB; c’est-i-dire que
le plus.grand est égal au plus petit, ce qui est
impossible : donc le point G n’est pas le centre
du cercle ABC. On démontrera de la méme
maniére que tout autre pomt , excepté le pomt
F, n’est pas le centre du cercle. y

Donc le poiat F est le centre du cercle.
COROLLAIRE,

. De 14 il suit évidemment cue s1 dans un cer-
cle une droite en coupe une autre en deux
parties égales en faisant avec elle deux angles
droits, le centre du cercle est placé dans la
droite secante.

PROPOSITION II
THEORGEME.

Si Von prend deux points quelconques dans la
circonférence d'un cercle, la droite qui joint ces
. deux points tombera dans le cercle.

Soit le cercle ABC (fig. 62 ) ; qu'on prenne
deux points quelconques A, B, dans la.circon-
férence de ce cercle : je dis que la droite qui
est menée du point A au point B, tombe dans
le cerdcle. v : ~
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Si cette droite ne tombe pas dans le cercle,
supposons, s'il est possible, qu’elle tombe en
dehors, en AFB par exemple; cherchez le cen-
tre du cercle ABC (prop. 1.3), supposons que
D soit ce centre ; menez les rayons AD, DB,
et prolongez DF jusqu’en E.

Puisque la droite DA est égale a ]a droite DB,
Pangle DAE sera égal a I'angle DBE (prop. 5. 1)
et puisque I'on a prolongé un cété AEB du
triangle DAE , I'angle DEB sera plus grand que
* Pangle DAE (prop. 16. 1); mais I'angle DAE
est égal al’angle DBE : donc I'angle DEB est plus
grand que 'angle DBE ; mais le plus grand c6té
est opposé 4 un plus grand angle (prop. 18.1):
donc la droite DB est plus grande que la droite
DE; mais la droite DF est égale 4 la droite DB:
donc la droite DF est plus grande que la droite
DE; c'est-a~dire que la plus petite surpasse la
plus grande, ce qui est impossible : doncladroite
menée du point A au point B ne tombe pas hors
du cercle. Nous démontrerons de la méme ma-
niére qu'elle ne tombe pas dans la circonfé-
rence : donc elle tombe en-dedans du cercle.

‘Donc si I'on prend deux points quelconques
de la circonférence, la droite qui joint ces
deux points tombe en-dedans du cercle; ce
quil falloit démontrer.
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PROPOSITION IIL
‘ THI‘BORﬁ'M'E.

Si dans un cercle une droite qui passe par le centre
coupe en deux parties égales une droite qui ne
passe pas par le centre , la premiére droite cou-

' pgi’a la seconde & angles droits ; et si la pre-
miére coupe la seconde & angles droits, elle la
coupera en deux parties égales. .

Soit le cercle ABC (fig. 63 ); supposons que
Ia droite CD menée dans le cercle par le centre
coupe la droite AB, qui ne passe pas par le
centre, en deux parties égales au point F: je
dis que la premiére droite coupe la seconde &
angles droits. '

Cherchezle centre du cercle ABC (prop.1.5);
supposons que son centre soit le point E, con-
duisez les droites EA, EB.
~ Puisque la droite AF est égale i la droite

FB et que la droite FE est commune, les deux
droites AF, FF sont égales aux deux droites
FB, FE; mais la base EA est égale a la base
EB : doncl'angle AFE sera égal 4 langle BFE
(prop. 8. 1); mais lorsqu'une droite tombant
sur une'autre droite_fait les angles de- suite
égaux entr’eux, chacun de ces angles est.droit:
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donc chacun des angles AFE, BFE est droit:
donc la droite CD, menée par-le centre et cou-
pant en deux parties égales la droite AB qui ne
passe pas par le centre, coupe la droite AB A
angles droits.

Si la droite CD coupe la droite AB a angles
droits , je dis qu’elle la coupe aussi en deux
parties égales, c’est-3-dire que la droite AF est
£gale 4 la droite FB.

Faites la méme construction ; puisque la
droite EA est égale 4 la droite EB, I'angle
EAF sera égal 4 I'angle EBF (prop 5.1);
mais l'angle droit AFE est égal & I'angle droit
BFE : donc les deux triangles EAF, EBF
auront deux angles égaux 4 deux angles , chacun
A chacun, et un ¢6té égal 2 un c6té, c’est-a-dire
un c6té commun qui est opposé & un des angles
égaux : donc ces deux triangles auront les autres
cOtés égaux aux autres cotés ( prop. 26. 1) :
donc la droite AF est égale a la droite BF.

Donc si dans un cercle une droite qui passe
par le centre coupe en deux parties égales une
autre droite qui ne passe pas par le centre,
la premiére coupera la seconde A angles droits;
et si la premiére coupe la seconde 2 angles
droits, elle la coupera en deux partles égales ;
ce qu’ll falloit démontrer.

H
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R A SR
., PROPOSITION 1V.

G e Tnéonnmn. '

Sz dans un cercle deu.x‘ droites qui ne passent
. point par le centre se coupent, elles ne se cou-
peront point en deux parties égales.

Soit le cercle ABCD ( fig. 64), et supposons
que les deux droites AC, BD, qui ne sont point
condultes par le centre ; se coupent mutuelle-
ment au point E ; ]e dis qu elles rie e coupént
pomt en deux partles egales. A

Supposons s’il est possﬂ)le qu elles se cou-
penten deux parties égales , de maniére que AFE
soit egal 3 EC et BE égal A ED : prenez le
centre du cercle ABCD, et supposons que son
centre soit le pomt F; menez FE,

Pulsque la droite FE; conduite par le  centre,
coupe en deux parties egales la droite AC (Illl
n’est pomt conduite par le centre, la premiére
coupera la seconde 2 angles droits ( prop.3.3):
donc l'angle FEA est droit. De plus, puisque
la droite FE coupe en deux parties égales la
droite BD qui n’est pas conduite par le centre,
Ia premlere coupera la seconde a anglesdroits*:
donc I'angle FEB est droit. Mais on a démon-
té que Pangle FEA est droit aussi : donc Pan-
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gle FEA est égal 4 l'angle FEB; c’est-d~dire
que le plus'petit est égal au plus grand, ce qui
est impossible : donc les droites AC, BD ne
se coupetit point en deux parties égales.

Donc si dans un cercle deux droites qui ne
sont poilit conduites par le centre se coupent
mutuellement , elles ne se couperont point en
deux parties égales ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION V.
YHEOREME:

St deux cercles se coupent mutuellement, ils
r'auront pas le méme centre.

Que les deux cercles ABC, CDG (fig. 65).
se coupent mutuellement aux deux points B, C =
je dis qu’ils n’auront pas le méme centre.

Supposons , s'il est possible, qu'ils aient le
méme centre et que ce centre soit le point E;
.aprés avoir conduit la droite EC, conduisez la
droite EF G d’une maniére quelconque. .. -

Puisque lé point E est le centre du ceréle
ABC, la droite EC sera égale a la droite EF
(déf. 15. 1). De plus, puisque’le point E est
le centre du cercle CDG, la droite EC sera
égale 4 la droite EG. Mais on a démontré que
la droite EC est égale & la droite EF : donc la

2
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droite EF est égale 4la droite EG; ¢’ést-d-dire
que 'la plus petite est égale a la plus: grande ’
¢e qui est impossible. Donc le point E n’est:
pas le centre des cercles ABC, CDG.

Donc si deux cercles se 'coupent mutuelle-
ment , ils n’auront pas le méme centre ; ce qu'il
falloit démontrer.

PROPOSITION VI
THEOREME,

Sz deux cercles se touchent intéricurement , ils
- nauront pas le méme centre.

Que les deux cercles ABC, CDE (fig.66)
se touchent intérieurement aun point C : je diy
qu’ils n’auront pas le méme centre.

Supposons que cela se puisse etqueleurcentre
soit le point F; aprés avoir conduit la droite
- FC, conduisez d’'une maniére ‘quelconque la
droite FEB.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC, la droite FC est égale A la droite FB.
De plus, puisque le point F est le centre du
cercle CDE, la droite FC est égale a la droite
FE. Mais on a démontré que la droite FC est.
égale 'a la droite FB : donc la droite FE est
‘égale a la droite FB; c'est-a~dire que la plus
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petlte est égale a la plus grande , ce qui est
impossible : donc le point F n’est point le. centre
des cercles ABC, CDE.

* Donc si deux cercles se touchent intérieure-
ment ; ils n’auront pas le méme centre ; ce qu’il
fallmt démontrer. : e

PROPOSITION VIL
THEOREME.

Si dans le diamétre d’un cercle on prend un point™
quelconque qui ne soit pas. le centre de ce cere
cle, et si de ce point on conduit des droites &
la circonférence , la plus grande sera celle qui
passera par le centre, et la plus petite sera le
reste du diamétre ; quant aux autres droites ,
celle qui sera plus proche de celle qui passe par
le centre sera plus grande que celle qui en est
plus éloignée; et enfin duméme pbfnt on ne peut
conduire de part et d’autre de la plus petite que
deux draites qui soient égales.

Soit le cercle ABCD (fig.67), que AD soit
son diamétre , prenez un point quelconque F qui
ne soit pas le centre de ce cercle, que le centre
du cercle soit le point E; du point F condui~
sez 4 la circonférence ABCD les droites FB,
FC, FG: je dis que la droite FA est la plus

3
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grande, que la:droite FD est-la plus petite, et
que parmi les autres la droite FB est plus grande
que la droite FC, et que la droité FC est plus
grande queila drone EG..

Conduisez les droites BE,, CE, GE.

Puisque deux c6tés d’un trmngle sont plus
grands que le c6té restant (prop. 21.1), les
droites 'EB, EF seront plus grandes que la
droite BF; mais la droite AE est égale & la
droite BE : donc les droites BE , EF sont égales
3y lﬁ’débil'e:" AF : donc Ia droue AT est. plus
grande que la droite BF. De ‘plus, puisquie la
dréite BE ‘est égale & la droite CE et que la
droite EF est'commune, les deux droites BE,
EF sont eﬂéles aux deux droites CE, EF; mais
langle BD]." est plus grand que lanéle CEF:
donc la base BF est plus grande que la base CF
( pr b’p“‘% Y3 par la mémc ruison la base CF
est p'lus "rande que Ia base FG. '
e plus puisque les ‘droites’ Gl" FE sont
plus grandes que la droite EG et que la droite
TG est égale i Ia droite ED, les droites GF, FE
seront plus:grandes que la droite ED : donc si
on-retranchp la droite commime EF, la droite
restante GF:sera plus grande que la droite res-
rtante FD :‘donc la droite FA estla plus grande;,
etiladroite:F D la plus petite : done la droite FB
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cst plus grande que la droite FC, etla droite FG
plus grande queila droite FG. -

. Je dis aussi que du point F, on ne peut con~
duire dla circonférénee: ABCD, de part et d’autre
de la plus petite F D, que deux droites égalés ;
car sur la droite EF-et an. point donné.E pris;
sur cette droite consirnisez I angle FEH égal
d I'angle GEF (prop. 23. 1), et conduisez la
droite FH. Puisque la droite GE est e’galle ala
droite EH et que la*droite EF est commune: ;.

les deux droites G E, EF sont égales aux deux
~ droites HE, EF; mais Pangle GEF est égal &
I'angle HEF  par .construciion : done la base:
I'G sera égale dlabase FH (prop. 4. 1) : je dis
que du point I on ne peut conduire une autre
droite égale & FG. Car supposons que cela se
puisse , et que ce soitla droite FK; puisque la
droite FK est égale 4 FG, et que FH est aussi
¢gale 4 FG, la droite FH sera égale a la droite
FK, c’est-a-dire que la droite qui est plus prés
. de celle qui passe par le centre est égale a celle
qui en est plus éloignde ; ce qui ne peut étre.

AUTREMEN T.

Conduisez la droite EX; puisque la droite
GE est égale aladroite EK, que la droite FE
est commune , et que la base GF est égale i la

4
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Base FK, I'angle GEF sera égal a 'angle KEF
(prop. 8. 1); mais 'angle GEF est aussi égal &
Pangle HEF : donc Pangle HEF sera égal a
Iangle KEF, c'est-a-dire que le plus petit est
€gal au plus grand; ce qui est impossible : donc
par le point F on ne peut pas conduire 2 la cir-
conférence une autre droite qui soit égale AGF :
donc on n’en peut conduire qu'une seule.
Dong si dans le diamétre d’un cercle on prend
un point quelconque qui ne soit pas le centre
de ce cercle, et si de ce point on conduit des
droites a la circonférence , la plus grande sera
eelle qui passe par le centre, et la plus petite
sera le reste du diamétre ; ‘quant aux autres
droites, celle qui sera plus proche de celle qui
passe par le centre sera plus grande que celle
qui en est plus éloignée; et enfin du méme
point on ne peut conduire de part et d'autre
de la plus petite que deux droites qui soient
égales ; ce qu’il falloit démontrer.



DPEUCLIDE. 1§33
"PROPOSITION VIIL
THEOREME.

Si Pon prend un point quelconque hors d'un cer=
cle, et si de ce point on conduit a ce cercle plu-
sieurs draites dont Yune passe par le centre et
dont les autres passent par-tout ow Uon voudra ;
parmi les droites qui vont & la circonférence
concave , la plus grande est celle qui passe par
Ze centre; celle qui est plus prés de celle qui
passe par le centre est plus grande que celle
qui s‘en éloigne davantage; mais parmi les
droites qui vont & la circonférence convexe,
la plus petite est celle qui est comprise entre le
point pris hors du cercle et-le diamétre ; et celle
qui est plus prés de la plus petite est plus courte
que celle qui s’en éloigne dayantage ; enfin de
ce point on ne peut mener & la circonférence
et de part et d’autre de la plus petite que deux
droites qui soient égales.

Soit le cercle ABC (fig.68), et hors de ce
cercle soit pris un point quelconque D; de ce
point menez i ce cercle les droites DA, DE, DF,
DC, et supposons que DA passe par le centre:
je dis que de toutes les droites qui vont 4 la cir-
conférence concave AEF C, ladroite DA, qui
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passe par, le centre, est la plus grande et que
celle quii est plus prés de celle qul passe par le
centre est plus grande que ¢elle quis’en éloigne
davantage , c’est-2-dire que la droite DE est plus
grande que la droite DF, et la droite DF plus
grande que la dr01te DC; mals parmii les dr oites
qui voit a la circonférence convexe HLKG
celle qui est comprise entre le pomt D et le
diamétre AG est la plus petite, et celle qui
est plus prés de Ta plus peute est tou]ours plus
courte cue celle qui S'en elowne "davantage ;
c’est-d-dire que la droite DK’ est plus ‘courte
que la droite DL, et'la dl 01te DL plus courtc
que | la droite D PI ‘ '

Cherchezle centre du'cercle ABC (prop I. 5),
supposons que M soxt ce oentre condulsez les
droites ME MF MC MK, ML, MH."

Pul,sque la dr01te AM est égale ala droite
EM, si nous leur ajoutons une droite: com-
mune M D, la droite AD sera égale aux droites
E.M, MD; mais les droites EM M D sont plus
gr andes que la droite ED ( prop. 20. 1) : donc
la droite AD est plus grande que la droite:ED.
De plus , puisque la droite ME est égale a la
droite MF, et que la droite MD esti commune,
les droites EM , M D seront égales-aux droites
MF ,-MD; mais' Pangle EMD est plus grand
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que I'angle FMD : donc la base ED sera plus
grande que la base FD (prop. 24. 1). Nous dé-
montrerons de la méme maniére que la droite
FD est plus grande que la droite CD : donc la
droite DA est la plus grande, la droite DE est
plus grande que la droite DF, et la droite DF
plus grande que la droite CD. -~

Deé plus, puiscue les droites MK, KD sont
plus grandes que.la droite MD (prop.20.1),
et que la droite MG est égale i la droite MK,
Ia droite restante KD sera plus grande que la
droite restante GD : donc la droite GD est plus
petite que la droite KD : donc elle est la plus
petite. Si des extrémités du cété MD du trian-
_ gle MLD on conduit intérieurement les droites
MK, KD les droites. MK, KD seront plus
petltes que les droites ML, LD (prop.21.1)3
mais. la droite MK est eaale 4 la droite ML :
donc la droite restante DK est plus petite que
la droite restante DL. Nous démontrerons de
Ja méme maniére que la droite DL est plus
pente que la droite DH : donc la droite DG
est la plus petite, et la droite DK est plus petite
que la droite DL, et la droite DL plus petite
que la droite DH.

Je dis encore que du point D on ne peut con-
duire au cercle, de part et d’autre de la plus
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petite, que deux droites égales. Construisez sur
la droite MD, et au point donné M, un angle
DMB égal a 'angle KMD, et conduisez DB.
Puisque la droite M X est égale 4 la droite MB
et que la droite MD est commune, les deux
droites KM, MD sont égales.aux deux droites
BM, MD, chacune & chacune; mais l'angle
KMD est égal 4 'angle BMD : donc labase DK
est-égale & la base DB (prop. 4. 1) : je dis qu’il
est impossible de conduire du point D au cer-
cle. ABC une autre droite qui soit égale a la
droite DK. Supposons que cela se puisse et
que cette droite soit DN ; puisque la droite DK
est égale 4 la droite DN et la droite DB égale
aussi 4 la droite DK, Ia droite DB sera égale a la
droite DN, c’est-a-dire que la droite qui est plus
pres de la plus petite est égale & la droite qui
s'en éloigne davantage; ce qui a été démontré
impossible.

AUTREMENT.

Conduisez la droite M N ; puisque la droite
KM est égale ala droite MN, que la droite MD
est commune et que la base DK est égale 3 la
base DN, I'angle KMD sera égal i 'angle DMN
(prop. 8. 1); mais 'angle KMD est égal a I'an-
gle BMD : donc I'angle BM D est égal a I'angle
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BND, c'est-a~dire que le plus petit est égal an
plus grand, ce qui est impossible : donc il est
impossible de conduire du point D au cercle
ABC, et de part et d’autre de la plus petite
droite GD, plus de deux droites égales.

Donc si I'on prend un point quelconque hors
d’un cercle, et si de ce point on conduit & ce
cercle plusieurs droites dont I'une passe par le
centre et dont les autres passent par-tout ou
Yon voudra; parmi les droites qui vont i la cir-
conférence concave, la plus grande est celle
qui passe par le centre ; celle qui est plus prés
de celle qui passe par le centre est plus grande
que celle qui s’en éloigne davantage ; mais
parmi les droites qui vont & la circonférence
convexe, la plus petite est celle qui est com-
prise entre le point pris hors du cercle et le
diamétre ; et celle qui est plus prés de la plus
petite est plus courte que celle qui s’en éloigne
davantage ; enfin de ce point on ne peut mener
4 la circonférence, et de part ‘et dautre de la
plus petite, que deux droites qui soient ecales ;
ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION IX.
THEORLEME,

Si dans un cercle Pon prend un point quelconque,
et si parmi les droites menées de ce point & la
circonférence il y en a plus de deux: qui soient
égales entrelles , ce point sera le centre du
cercle.

Soit le cercle ABC (fig. 69 ), que dans ce
cercle I'on prenne le point D et qu’il y ait plus
de deux droites.égales entr’elles qui aillent de
ce pont a la circonférence , c’est-a~dire les
droites DA, DB, DC : je dis que le point D est
le centre du cercle ABC.

Conduisez les droites AB, BC, et partagez~
les en deux parties égales aux poimnts E, F
(prop. 10. 1); conduisez les droites ED, DF,
que vous prolongerez vers les points G, K, H, L.

Puisque la droite AE est égale 4 la droite EB,
et que la droite D -est commune, les deux
droites AE, ED seront égales aux deux droites
BE, ED; mais la base DA est égale 4 la base
DB : donc Pangle AED est égal a I'angle BED
(prop.8. 1), et par conséquent chacun des
angles AED, BED est droit : donc la droite
GK, qui coupe la droite AB en deux parties
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dgales, la coupe aussi i angles droits ; mais lors-
que dans un cercle une droite coupe une auire
droite en deux parties égales et i angles droits,
le centre du cercle est placé dans la droite
sécante ( cor. 1.3) : donc le centre du cercle
ABC sera dans la droite GK; par la méme
raison le centre du cercle ABC sera placé dans
la droite HL ; mais les droites GK , HL n’ont.
qu'un seul point commun qui est le point D :
donc le point D est le centre du cercle ABC.

Donc si dans un cercle on prend un point
quelconque, et si parmi les droites mendes de
ce point a la circonférence il y en a plus de
deux qui soient égales entr’elles , ce pomnt sera
le centre du cercle.

AUTREMENT.

Dans le cercle ABC (fig. 70) soit pris un
point quelconque D, et que parmi les droites
menées du point D & la circonférence ABC il
y en ait plus de deux qui soient égales entre
elles, c'est-a-dire les droites DA, DB, DC: je
dis que le point D est le centre du cercle ABC.

Supposons, s'il est possible , que le point D
ne soit pas le centre du cercle ABC, et suppo-
sons que le centre de ce cercle soit le point £,
conduisez ladroite DE et prolongez-laversF, G.
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La droite F G sera un diamétre du cercle ABC.
Sil'on prend dans le diamétre FG du cercle
ABC un point D qui ne soit pas le centre de-
ce cercle, la drmte DG sera la plus grande de
toutes, et la droite DC sera plus grande que la
droite DB, et la droite DB plus grande que la
droite DA (prop. 7.3); mais ces droites sont
‘égales, ce qui ne peut étre : done le point E
n’est pas le centre du cercle ABC. Nous dé-
montrerons de la méme maniére qu'il n’y a pas
d’autre point, excepté le point D, qui soit le
centre du cercle ADC : donc le point D est le
centre du cercle ABC.

PROPOSITION X.
TAEOREME.

Une circonférence de cercle ne peut couper la
circonférence dun autre cercle qu'en deux
points.

Supposons que cela puisse arriver, et que la
circonférence du cercle ABC (fig. 71) coupe la
circonférence du cercle DEF en plus de deux
points : savoir, aux points B, G, H; conduisez
les droites BG, BH, et partagez-les en deux
parties égales aux points K, L; par les points
K, L, conduisez les droites KC, LM perpen~
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dlculalrés sur B G BH, et prolOndez—les vers
les Pomls A,E.

Puisque dans le cercle ABC la droite AC
coupe la droite BH en deux parties égales ‘et 3
angles draits, le centre du cercle ABC sera 'piace'
dans la droite AC (corol. 1. 3). De pl'us" ‘Ppuis-
que dans le méme cercle ABC la- droite NO
coupe la droite BG en deux partles egales et
angles droits, le centre du cercle ABC sera
placé dans la droite NO. On a démontré que .
le centre est placé dans la droite AC, et les
deux droites AC, NO ne se rencontrent quw'au
seul point O : done le point O est le centre du
cercle ABC. Nous démontrerons de la méme
manicre que le point O est le centre du cercle
DEF : donc les deux cercles ABC, DEF, qui -
se coupent mutuellement, auront le méme
centre O; ce qui est impossible (prop.5.3).

Donc la circonférence d'un cercle ne peut
pas couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux pomts ; ce qu'il fa1101t dé-
montrer.

AUTREMEN T,
Car que la circonférence du cercle ABC
(fig. 72) coupe la circonférence du cercle DEF

en plus de deux points, savoir, aux points B,
1
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-G, F; prenez le centre du cercle ABD, et que
son centre soit le point K ; menez les droites
KF, KG,KB. |
Pulsqu,e dans le cercle DEF on a prls un
‘point K, et que parmi les droites qui vont de
.ge.point i la circonférence DEF ilyena plus
de denx qui sont égales entr'elles, savoir,
les droites KB, KF, KG, le pomt K sera le
.centre du cercle DEF (prop. 9.3 ); mais le
point X est le centre du cercle ABC : donc ces
deux circonférences , ui se coupent , auront le
.méme centre ; ce qui est impossible (prop.5.3).
. Donc une circonférence de cercle ne peut
pas. couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux poinis ; ce qu’il falloit dé-
montrer.

PROPOSITION XI.
THEOREDME.

St deux circo:gférencgs de cercle se touchent inté-

' ricurement » et st on prend leurs centres, la
droite qui joindra leurs centres ira au point
de contact si elle est prolongée.

Que les deux cercles ABC, ADE (fig. 73)

se touchent intérieurement au point A ; qu’on
prenne leurs centres, que le- point F soit le
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centre du cercle ABC, et que le point G soit
le centre du cercle ADE : je dis que la droite
menée du point G au point F ira au point de
contact A, si elle est prolongée.

Supposons ; 5’1l est possible , que cette droite
étant prolongée n’aille pas au point de contact
et qu'elle ait la position FGDH; menez les
droites AF, AG. ‘ ,

Puisque les drou:es AG, GF sont plus grandes
que la droite FA ( prop. 20. 1), c’est-a-dire que
la droite FH, car la droite FA est égale ala
droite FB pulsqu ’elles partent du méme centre:
donc si on éte ladroite commune FG, la droite’
'AG sera plus grande que la‘droite GH, mais la
droite AG est égale 4 la droite GD r donc la
droite GD est plus grande que la droite GH;
c’est-a-dire que la plus- petite surpasse la plus
grande ce qui est impossible : donc la droite
menée du pomt F au point G ne peut pas passer
autre part quau point de contact A : donc elle
passe au point de contact.

Donc si deux cercles se touchent intérieu-
rement, la droite qui ]omt leurs centres passera
par le point de contact, si elle est prolongce ]
ce qu’il falloit demontrer.
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Supposons que la droite menée du point G
au point F ait la position GF C et qu'elle soit
prolongee dlrectement wvers le pointH, et qu ’on
méne les droites AG, AF: .

Pulsque les droites AG GF sont plus gr andes ‘
que la droite AF, et que la droite AF est égale
4 la droite CF, ou bien a la droite FH, si I'on
retranche la droite commune FG, la droite
restante AG sera plus grande que la droite res-
tante GH; mais AG est égal 4 GD : donc la
droite GD est plus grande que la droite GH,
c'est-a-dire que la plus petite surpasse la plus
grande; ce qui est impossible. Si le centre du |
grand cercle est hors du petit cercle, nous
dénrontrerons de méme quil s’en suit une
absurdité.

PROPOSITION XIL
THEORLEME.

Si deu.z' circonférences de cercle se touchent exté-
1 rleurement la droite qui joindra les deux
A centres passera par le’ point de contact.

. Queles circonférences des deux cercles ABC,
ADE (fig. 74) se touchent extérieurement an
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point A; qu’on prenne leurs centres, que le
centre du cercle ABC soit le point F, et que
le centre du cercle ADE soit le point G : je
dis que la droite qui est conduite du point F
au point G passe par le point de contact.

Supposons, s'il est possible , que le contraire
arrive, et que cette droite ait la position FCDG;
conduisez les droites AF, AG.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC, la droite FA sera égale & la droite FC.
De plus, puisque le point G est le centre du
cercle ADE, la droite AG sera égale a la droite
GD; mais on a démontré que la droite FA est
égale & la droite FC : donc les droites FA, AG
sont égales aux droites FC, DG : donc la droite
totale F G est plus grande que les droites FA,
AG; mais, au contraire, elle est plus petite
( prop. 20. 1), ce qui est impossible : donc la
droite menée du point F au point G ne peut
pas passer autre part qu’au point de contact :
donc il faut nécessairement qu’elle passe au
point de contact.
~ Donc si deux circonférences de cercles se
touchent extérieurement, la droite qui joindra
leurs centres passera par le pomt de comact ’
ce quil falloit démontrer.
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"PROPOSITION XIIL
THEOREME.

Une circonférence de cercle ne peut pas toucher
une autre circonférence de cercle en plus d’un
point, soit qu’elle la touche intérieurement, soit
'qu’élle la touche extérieurement. '

Car si cela est possible , supposons d’abord
que la circonférence du cercle ABDC (fig. 75)
touche intérieurement la circonférence du cer-
‘cle EBF D en plusieurs points , savoir aux points
B, D.

Cherchez les centres des cercles ABDC,
EBFD; que le point G soit le centre du pre-
mier et le point H le centré du second.

La droite qui est conduite du point G au
point H passera par les points B, D (prop. 11.3).
Qu’elle ait Ja position BGHD; puisque le point
G est le centre du cercle ABDC, la droite BG
est égale A la droite GD : donc la droite BG
est plus grande que la droite HD, et la droite
BH beaucoup plus grande que la droite HD.
De plus, puisque le point H est le centre du
cercle EBF D, la droite BH est égale a la droite
HD; mais on a démontré qu’elle est beaucoup
plus grande , ce qui est impossible : donc une
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circonférence de cercle ne touche pomt inté=
rieurement une autre circonférence de cercle:
en plus d’un point.

Je dis encore quil est 1mposs1ble gt’une cir-
conférence de cercle touche extérieurement
une autre circonférence de cercle en plus d’un
point ; car si cela étoit possible, il faudroit que
la circonférence du cercle A CK touchit exté-
rieurement la circonférence du cércle ABDC
en plus d'un point, aux points A, C, par éxem-
ple; conduisez la droite AC.

Puisque dans la circonférence des cercles
ABDC, ACK on a pris deux points quelconques
A, C, la droite qui joint ces deux points tom—
bera intérieurement dans I'une et l'autre des
deux circonférences ( prop. 2.3 ); mais la droite
qui tombe dans le cercle ABDC tombera hors
du cercle ACK (déf.3.3), ce qui est absurde :
donc une circonférence de cercle ne touche
point extérieurement une autre circonférence
de cercle en plus d’un point. On a démontré
qu'une circonférence ne touche point inté-
rieurement une autre circonférence en plus
de deux points. -

Donc une circonférence de cercle ne touche
point une autre circonférence de cercle en plus
d'un point; soit qu’elle la touche- intérieure~

4
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ment, soit qu'elle la touche extérieurement;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION X1V.
THEOREME,

Dans une circonférence de cercle les drotes égales
sont également éloignées du centre, et celles qui
sont eégalement éloignées du centre sont égales.

Soit le cercle ABDC (fig. 76) et que les
droites AB, CD, prises dans sa circonférence,
soient égales : je dis que ces deux droites sont
également éloignées du centre.

Cherchez le centre du cercle ABDC, et que
ce centre soit le point E; de ce point conduisez
les droites EEF, EG perpendiculaires sur les
droites AB, CD, et menez les droites AE , EC.

Puisque la droite EF, menée par le centre,
coupe a angles droits la droite AB, ¢uin’est pas
menée par le centre, elle la coupe en deux
parties égales (prop. 3.3) : donc la droite AF
est égale a la droite FB, et par conséquent la
droite AB est double de la droite AF. Par la
méme raison la droite CD est double de la
droite CG; mais la droite AB est égale a la
droite CD : donc la droite AF est égale 4 la
droite CG : et puisque la droite AE est égale
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.&la droite EC, le quarré de la droite AE est
égal au quarré de la droite EC; mais l'es'qkuarrés
des droites AF, FE sont égaux au quarré de la
droite AE: (prop. 47.1); car angle AFE est
droit; et les quarrés des droites EG, GC sont
égaux au quarré de la droite EC, puisque I'an-
gle CGE est droit : donc les quarrés des droites
AF, FE sont égaux aux quarrés des droites
CG, GE; mais le quarré de la droite AF est
égal au quarré de la droite CG, puisque la
droite AF est égale a la droite CG : donc le
quarré restant de la droite FE est égal au
quarré restant de la droite EG : donc la droite
I'E est égale & la droite EG; mais dans un cer-
cle les droites sont dites également éloignées
du centre lorsque les perpendiculaires menées
du centre sur ces lignes sont égales (déf. 4.3):
.donc les droites AB, CD sont également éloi-
gnécs du centre.

Supposons actuellement que les droites AB,
CD soient également éloignées du centre; c’est-
a-dire , supposons que la droite FE soit égale
a la droite EG : je dis que la droite AB est
égale a la droite CD.

Avec les mémes constructions nous démon-
trerons également que la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et que la droite CD est
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double aussi de la droite CG. Puisque la droite
AE est égale 4 la droite EC, le quarré de la droite
AE sera égal au quarré de la droite EC; mais
les quarrés des droites EF , FG sont égaux au
quarré de la droite de AE (prop. 47.1), etles
quarrés des droites EG, GC égaux au quarré
de la droite EC : donc les quarrés des droites
EF, FA sont égaux aux quarrés des droites
EG, GC; mais le quarré de la droite EG est
égal au quarré de la droite EF, car la droite
EG est égale a la droite EF : donc le quarré
restant de la droite AF est égal au quarré res-
tant de la droite CG : donc la droite AF est
égale i la-droite CG ; mais la droite AB est dou- -
ble de la droite AF, et la droite CD double de
la droite CG : donc la droite AB sera égale &
Ia droite CD.

Donc dans une circonférence de cercle les
droites égales sont également distantes du cen-
tre, et les droites également distantes du centre
sont égales; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XV.
THEOREME.

Dans une circo;gférence de cercle le diamétre est
la plus grande de toutes les droites , et la droite -
qui est plus prés du centre est plus grande que
celle qui en est plus éloignée.

Soit le cercle ABCD (fig.77 ) dont le dia-
métre est la droite AD et dont le centre est le
point E; que la droite BC soit plus prés du
centre E que la droite FG : je dis que la droite
AD est la plus grande de toutes, et que la droite
BC est plus grande que la droite FG.

Conduisez du centre les droites EH, EK
perpendiculaires sur BC, F G. Puisque la droite
BC est plus prés du centre que la droite FG,
la droite EK sera plus grande que la droite EH
(déf. 5.3) ; faites la droite EL égale ala droite
EH, et par le point L conduisez la droite LM *
perpendiculaire sur EK, prolongez la droite
LM vers le point N, et menez les droites EM,
EN, EF, EG.

Puisque la droite EL est égale a la droite
EH, la droite MN sera égale 4 la droite BC
(prop. 14.3). De plus, puisque la droite AE
est égale i la droite EM et la droite ED égale
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ala droite EN, la droite AD sera égale aux
droites ME, EN ; mais les droites ME, EN
sont plus grandes que la droite MN : donc la
droite AD est plus grande que la droite MN;
mais la droite MN est égale & la droite BC:
donc la droite AD est plus grande que la droite
BC; et puisque les deux droites ME, EN sont
égales aux deux droites FE, EG, et que I'an~
gle MEN est plus grand que I'angle FEG, la
base MN sera plus grande que la base FG
(prop. 24. 1). Mais on a démontré que la droite
MN est égale & la droite BC : donc la droite BC
est plus grande que la droite FG : donc le dia-
métre AD est la plus grande de toutes les
droites, et la droite BG est plus grande que la
droite FG. |

" Donc dans une circonférence de cercle le
. diamétre est la plus grande de toutes les droites,
et la droite qui est plus prés du centre est plus
grande que celle qui en est plus éloignée; ce

?

qu'il falloit démontrer.
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PROPOS»ITION‘ XVI
THEOREME.

Une droite perpendiculaire au diamétre d’un cercle
et menée par une de ses extrémités , tombe hors
dece cercle ; il estimpossible qu’ily ait une droite
dans Uespace qui est compris entre cette perpen—
diculaire et la circonférence ; Uangle du demi-
cercle est plus grand qu’aucun 'angle rectiligne
aigu , et Vautre angle est plus petit qu’aucun
-angle rectiligne aigu.

Soit le cercle ABC (fig. 78) dont le point D
est le centre et la droite AB le diamétre : je dis
que la perpendiculaire 4 la droite AB, menée
par le point A, tombe hors du cercle.

Car si cela n’est point; supposons s’ est
possible qu'elle tombe en-dedans et qu’elle
ait la position AC; conduisez la droife DC.

- Puisque la droite DA est égale ala droite DC
r angle DAC sera égalal’ angle ACD (prop.5.1);
mais Vangle DAC est droit : donc Pangle ACD
est droit aussi : donc les angles DAC , ACD
sont égaux 4 deux angles droits, ce qui _est im-
possible (prop. 17. 1) : donc la perpendiculaire
an diamétre AB, menée par le point A ne tombe
point dans le cercle. Nous démontrerons de -
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la méme maniére qu’elle ne tombe point sur la
circonférence : donc il est nécessaire qu’elle
tombe en-dehors, et qu'elle ait une position
comme la droite AE.

Je dis qu’il est impossible quil y ait une
droite dans I'espace qui est compris entre la
droite AE et la circonférence CHA.

Car si cela est -possible , supposons qu'il
y ait une droite qui ait la position FA; du
point D menez une droite DG perpendiculaire
aFA. ‘ ‘

Puisque Pangle AGD est droit et que I'angle
DAG est plus petit qu'un angle droit, la droite
AD sera plus grande que la droite DG ; mais la
droite DA est égale 4 la droite DH : donc la
droite DH est plus grande que la droite AG,
c'est-a-dire que la plus petite surpasse la plus
grande , ce qui est impossible : donc il est im-
possible qu’il y ait une droite-dans P’espace qui
est compris entre cette perpendiculaire et la
circonférence.

Je dis de plus, que Pangle du demi-cercle
qui est compris par la droite BA et la circon-
férence CHA est plus grand ¢u’aucun angle
rectiligne aigu, et que l'angle restant compris
par la circonférence CHA et la droite AE est
plus.petit qu'aucun. angle rectiligne aigu. -
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Car sl y a un angle rectiligne plus grand
que Pangle compris par:la droite BA et par la
circonférence CHA, ou §'il y a un angle recti-
ligne plus petit que I'angle compris par la cir-
conférence CHA et par la droite AE,, suppo-
sons que dans I'espace compris entre la circon-
férence CHA et la droite AE, il y ait une droite
quelconque qui fasse un angle plus grand que
celui qui est compris par la droite BA et la cir-
conférence CHA, savoir, un angle compris par
deux droites, et qu’il y ait un angle plus petit que
celui qui est compris par la circonférence CHA
et la droite AE ; mais il 'y en a point : done il
n'y a point d’an\gle aigu qui, étant compris par
des droites ;soit plus grand que I'angle compris
par la droite BA et la circonférence CHA, ni
d’angle plus petit que celui qui est compris par
la circonférence CHA et la droité AE; ce qu'il
falloit démontrer. ' ' '

COROLLATIRE.

11 suit manifestement de la que la droite per-
pendiculaire au diamétre, et menée d'une de
ses extrémités , touche la circonférence , et que
cette droite ne la touche qu’en un seul point,
parce que nous avons démontré que les droites
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: t{ue rencontre le: cercle en deux: pomts entrem
dans le cercle (prop 2.3). B

PROPOSITION XVII

e PRO‘BLEME. ‘
D un. pomt donne conduzre une drozte quz touche
. ’, la czrconfét ence dun cercle donne

“Smt A (fig. 79) un point donné quelconque
et BCD le. cercle donng ; il faut conduire.du
pomt A une droite qul tou,che Ia, circonférence
du .celcle BCD EREERE

- Prenez le centre de ce cercle condulsez Ia
drolte AL; du eentre,E et aycc un. intervalle
EA decnvez la clrconference AFG ( dem. 3);
. par le point | D condulsez une perpendxculalre
DF surla drou;e EA, et menez les droites EBF,
AB :je dls que la drone AB menée du ‘point A,
touche la circonférence du cercle BCD. }

Puisque le point E est le centre des cercles
BCD, AF G, ladroite E A sera égale ala droite
EF et la droite ED égale i la droite EB : donc
les deux droites A‘E EB sont égales aux deux
drmtes FE ED; maxs ces drones comprennent
un- angle commun qul est en E: donc la basev
DF est egale 3 la base AB le trlangle DEF
dgil “al wiangle EBA, et les autres angles de
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Tun de ces triangles sont égaux aux' autres
angles de P'autre triangle (prop. 4.1 ) : donc
Vangle EB A est égal alangle EDF ; mais I’an~
gle EDF est droit: donc l'angle EBA est droit
aussi. Mais la droite EB est un rayon, et la per-
pendiculaire 4 une des extrémités d'un diamétre
touche le cercle (prop. 16.3) : donc la droite
AB touche le cercle.
~ Done la droite AB, qui a été menée par le
point A, touche le cercle BCD; ce qu ‘il falloxt
faire. .

- pnop'osmi.o.w' "X’V‘I“;_I:I.’ .
| THEORﬁMEa

Sz une droite touche la czrcorgference d’un cercle s
et si. du centre on méne une drozte au, point de
contact , cette dernidre droite sera perpendz-
culaire sur la premiére.

Queta droite DE (fig. 80 Jtouche au point C
la circonférence du cercle ABC; prenez le cen-
tre F de ce cercle, et de ce centre conduisez
1a droite F @ au point C : je dis quela droite FC
est perpendiculaire sur la droite DE;

Car s elle ne Vest pas,; dir point F conduisez

la. droxte FG perpendmulaxre sur-la droite DE

(prop. 13.1
 SEENON «
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' Puisque Pangle FGC est droit, I'angle GCF
sera aigu (prop 17.1); mais un plus grand an-
gle est opposé i un plus grand c6té (prop. 19. 1):
donc la droite FC est plus grande que la droite
FG; or la droite FC est égale 4 la dr01te FB:
'dong¢ la droite FB est plus grande que la droite
FG; c’est-d-dire que la plus petite surpasse la
plus grande ; ce qui est impossible : donc la
droite FGn’est pas perpendiculaire sur la droite
DE. Nous démontrerons'd’une maniére sembla~
ble qu’il n’y a point d’autre droite, excepté FC,
qui soit perpendiculaire sur la droite DE: donc
la droite FC est perpendiculaire sur Ia droite DE.

Done si une droite touche une circonférence

de cercle et si du centre on méne une droite
au pomt de contact , cette derniére droite sera
perpendlculau'e sur Ia premlere ce qu 1 falloit
‘démontrer.

PROPOSITIO;N XIX

Ciry o

’I‘H'EOREME.

—../A:?

'Sz une dro;te toz;che le ccrcle et si. par le pomt de'
contact on lui- méne une perpendiculaire, cette
. . perpendiculaire passera par le centre;, ;"
: i
" “Qu’une droite DE/(fig::81.) touehe lecercle
ABC au point C ; par le point C condniséZ une
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perpendiculaire sur la droite DE : ]e dis que la
perpendlculalre ‘AC passera par le centre. Car
si cela nest pomt supposons, s il est possible ,
que le centre soitle pomt F, et menons la dr01te

Pulsque la droite DE touche le cercle ABC
et que la droite FC a éié menée du centré au
point de contact, la:droite FC sera perpendi-
culaire sur la dr01te DE ( prop. 18.3) : dong
langle FCE est droxt mais Pangle ACE, esy
droit aussi : donc l’angle FCE est égal a I'angle
ACE, clest-a-dire que le. plus petit est égal.an
plus grand ce qui est impossible : donc le point
F n’est pas le-centre du gercle:ABC. Nous de-
montrerons d’une maniére semblable quil 0’y
a aueun autre pomt qui puisse éwre le centre

du cercle 4 moins qullv pe soit placé- dans.la,
droxte AC o

L I '~u~’~

Donc 81 une droife toyche. up cere]e et si par
le. pomt de contact on, lui méne; une perpens.
dlculdlre cette perpendlculame passera, par],q;
centre;;, ce qu ‘il falloit démontrer. . .1

......
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PROPOSITION xx

Gl

»%“‘33 THEOREME
SOTINY
Dans le cercle > la ngle au centre est double de

ry ,f ‘angle & la-circonférence, quand ils ont pour
., base la méme portion dé la circonférence.

e

. 'Son le' cercle’ ABC' (ﬁg 82), que Pangle

BEC soit au centre de ¢cé’cercle; que I'angle
BAC soit & la clrconference et que ces deux
angles aient pour base 14 méme portion de Ia
éirconférence BC : je dis que l’angle BEC est
double de l’augle BAC.

Condulsez la llgne AE et prolongez—la ]us-
q en F.

Puisque la droite EA est égale i la droite EB,
Vingle EAB sera égal l’angle EBA (prop.5.1)+
donc les angles EAB, EBA sont doubles de
angte EAB; misis l’angle BEF est bgal’ attx
angles EAB, ‘EBA’(prop.52.1); donc Latigle
BEF ‘ést dotible’ de Yangle EAB. L’angle FEC
est double de I'angle FAC; par 1a Hiémé raison;
donc I'angle total BEC est double de I'angle
total BAC. .

Que Yangle BAC change de position et qu’il
devienne BDC ; conduisez la droite DE et pro-
longez-la jusqu’en G. Nous démontrerons sem-



DEUCLIDE. 149
blablement que l'angle GEC est double de Pan.-
gle GDC ; mais 'angle GEB est double de I'an~
gle GDB : donc Pangle restant BEC est. double
de Pangle restant BDC. .

Donc dans le ‘cercle, 'angle au centre est
double de I'angle 4 la circonférence, quand ils
ont pour base ]a méme portion de la circon~
férence ; ce qu’il falloit démontrer.

 PROPOSITION XXI.
THEOREME.

Les angles placés dans un méme segment de cercle
sont égaux entr'eux. ’

~ Soit le cercle ABCD (ﬁg. 83 ) et que les
angles BAD, BED soient placés dans le méme
segment BAED : je dis que ces angles sont
égaux entr’eux.

Prenonsle centre ducercle ABCD (prop. 1.3),
et que ce centre soit le point F; menez les
droites BF, FD.

Puisque l’angle BFD est au centre, que Yan-~
gle BAD est 4 la circonférence, et que ces deux
angles ont pour base la méme portion de la
circonférence, I'angle BF D sera double de I'an-
gle BAD (prop. 20.3); 'angle BFD est double
aussi de Pangle BED, par la méme n:%ison : done
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‘}"angle BAD est egal & l'angle BED' ( ax. 7)

- Done 168 angles places' dans: le méme seg-
. filent'dé‘dercle ; sont egaux entr’eux ; ce quil
falloit demontrer P

Yo ey i

PROPOSITION XXII.
THEOREME '

Les angles opposés des quadrilatéres inscrits dans
" des tercles sont égaux & deux droits.

. Soitle cercle ABCD ('ﬁg 84) et que le qua—v
dmlatere ABCD soit mscnt dans ce cercle : je
dis que les angles opposés de ce quadrilatére
sont égaux a deux droits.

" Conduisez les droites-AC, BD.

Pulsque les trois’ anules de tout triangle sont
égaux & deux droits ( prop.32.1), les trois
angles CAB,ABC,BCAdu trlangle ABC seront
égauk a deux angles droits ; mais I'angle CAB
ést égal & Dangle BDC (prop.21.3), car ces
deux angles sont placés dans le méme segment
BADC; I'angle ACB est égal 4 l'angle ADB,
parce que ¢es deuix ‘angles sont placés dans le
mérne segment s ‘donc langle total ADC est
€ al aux anvles BAC ACB; donc sinous ajou-
to&xs e anble comuiun ABC, les angles ABC,
ﬁAC ‘ACB seront égaux aux angles ABC,
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ADC; mais les angles ABC; BAC, ACB sont
égaux A deux droits : donc les angles ABC
ADC sont égaux a deux angles droits. Nous
démontrerons semblablement que les’ angleb
BAD, DCB sont aussi égaux 4 deux droits.

Donc les angles opposés des ¢uadrilatéres
inscrits dans des cercles sont égaux a deux
droits ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIIL
THEOREME. |

Sur une méme droite, on ne peut pas décrire du
méme cdté deux segmens de cercles semblables
et inégaux.

Supposons que cela soit possible ; décrivez du
méme cité et sur la méme droite AB (fig. 85)
deux segmens de cercle ACB, ADB semblables
et inégaux, et conduisez la droite ADC et les
droites CB, DB.

Puisque le segment ACB est semblable au
segment ADB, et que les segmens de cercles
semblables sont ceux qui recoivent des anu]esA
égaux (déf.11.3), Pangle ACB sera égal X
Pangle ADB, c’est-a-dire qu'un ang]e intér reur
est égal A un angle extérieur ; ce qul est impos~

sible (prop. 16. 1). ,
4
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Donc sur une méme droite on ne peut pas
décrire du méme c6té deux segmens de cercles
semblables etinégaux ; ce qu’il falloit démontrer.

" PROPOSITION XXI1V.
THEOREME.. ‘

Sur des droites égales, les segmens de cercles
semblables sont égaux entreux.

Que sur les droités égales AB, CD (fig. 86)
solent décrits les segmens de cercles sem-
blables AEB, CFD : je dis que le segment
AEB est égal au segment CFD.

Car le segment AEB étant appliqué sur le
segment CFD, le pomt A sur le point C et la
droite AB sur la droite CD, le point B s’appli-
quera sur le pont D, pulsque la droite AB est
egale 2 la droite CGD; mais la droite AB s’appli-

uant exactement sur la droite CD, le segment
AEB s’appliquera exactement sur le segment
CFD; car s1 la droite AB s’appliquant exacte-
ment sur la droite CD, le segment AEB ne s’ap-
plique pas exactement sur le segment CFD,le
segment AEB changera de position et prendra-
par exemple la position CHGD; mais une cir-
conférence de cercle ne peut couper-une autre
circonférence de cercle en plus de deux points
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(prop. 10.3), et la circonférence CHGD coupe
la'circonférence CFD en plus de deux points ,
savoir, aux points C, G, D, ce qui est impos-
sible; ‘donc la droite AB sappliquant exacte-
meit' sur la droite CD, il est impossible que le
segment AED ne s’applique pas exactement sur
le segment CFD : donc le premier' segment
s'appliquera exactement sur le second : done
il'lui sera égal.
Donc, sur des droites égales, les segmens de
cercles semblables sont égaux entr’eux ; ce quik
falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
. PROBLEME

Un segment de cercle étant donné, décrire
-le cercle dout il est segment.

Soit ABC (fig.87,88,89)le sggment de cer-
cle donné : il faut déerire le cercle dont ABC
est le segment. '

Coupez la droite AC en deux parties- égales
au point D (prop. 10. 1), du point D conduisez
la perpendiculaire DB sur AC (prop. 1r1.1),
et menez la droite AB; I'angle ABD est ou plus
grand que langle BAD, ouil lui est egal ou il
est plus petit.
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Supposons d’abord quiil:soit plus grand ; sur
la- droite donnée BA; (fig.'87 ) et.'an point
donné A faites I'angle BAE égal a I'angle ABD
(‘prop. 23..1), prolongez la droite, DB jus-
qu'en, E, et conduisez la droite EC. Puisque
I'angle ABE est égal a I'angle BAE,.la droite
BE sera égale 4 la droite EA (prop.6.1), et
puisque la droite AD est égale 4 la droite DC
et que la droite DE est commune, les deux
droites AD, DE sont égales aux deux droites
CD, DE, chacune & chacune ; mais I’'angle ADE
est égal & 'angle CDE, car ils sont droits 'un et
Yautre ; donc labase AE est égale & la base EC
(prop. 4. 1). Mais il a été démontré que la
droite AE est égale a la droite EB : donc la
droite BE est égale & la droite EC : donc les
trois droites AE, EB, EC sont égales entre
elles : donc la circonférence de cercle décrite
du point E comme, cenire, et avec un inter-
valle égal a I'une des droites AE, EB, EC,
passera par les autres points, et le cercle sera
déerit - donc un segment de cercle ayant été
donné, on a déerit le cercle dont il est seg-
ment ( prop. 9. 3). Il est évident que le seg-
ment ABC est plus petit qu'un demi-cercle,
puisque le centre E est placé en-dehors de ce
segment.
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. Si Pangle ABD (fig. 88) est égal & Tangle
BAD, la droite AD étant égale & chacune des
droites BD, DC, les trois droites DA, DB, DC
seront égales entr’elles; le point D sera le centre
du cercle entier ( prop. 9. 5), et le segment\
ABC sera un demi-cercle.

Mais si I'angle ABD (fig.89) est moindre
que 'angle BAD, et si sur la droite BA et au
point A donné dans cette droite , on fait 'angle
BAE égal 4 'angle ABD, le centre E sera en~
dedans du segment ABC et sur la droite DB, et
le segment sera plus grand qu'un demi-cercle.

Donc étant donné un segment de cercle, on
a décrit le cercle dont il est segment ce qu’il
falloit faire.

PROPOSITION XXVI
THEOREBME.

Dans des cercles égaux des angles égaux s’ap-
puient sur des arcs égaux , soit qu'ils soient
placés & leurs centres ou bien & leurs circon-
Jérences.

Soient ABC, DEF (fig. go) des cercles
égaux , qu'aux centres de ces cercles soient les
angles égaux BGC, EHF, et qu’a leurs circon-
férences soient les angles égaux BAC, EDF :
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je dis que I'arc BKC est égal 4 Yare ELF

Conduisez les droites BC, EF

Puisque les cercles ABC, DEF sont égaux,
leurs rayons seront égaux : doncles deux droites
BG, GC sont égales aux deux droites EH,
HF; mais les angles G, H sont égaux : donc la
base BC est égale a la base EF (prop.4.1).
Puisque Pangle A est égal & I'angle D, le seg-
ment BAC sera semblable au segment EDF
(déf. 1r.3); mais ces segmens sont placés sur
les droites égales BC, EF, et les segmens sem-
blables, qui sont placés sur des droites égales,
sont égaux entr’eux (prop. 24.3): doncle seg-
ment BAC est égal au segment EDF ; mais le
cercle entier ABC est égal au cercle entier
DEF : donc le segment restant BKC est égal
au segment restant ELF : donc I'arc BKC sera
égal a 'arc ELF,

Donc, dans les cercles égaux, des angles égaux
s’'appuient sur des arcs égaux, soit qu’ils soient
placés aleurs centres ou i leurs circonférences ;
ce qu'il falloit démontrer. :
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PROPOSITION XXVIL
THEOREME.

Dans les cercles égaux , les angles qui s’appuient
sur des arcs égaux sont égaux entreux’ , soit
qu'ils soient placés & leurs centres ou bien &
leurs circonférences. ' '

Que  dans les cercles égaux ABC, DEF
(fig. 91 ) les angles au centre BGC, E_HF et
les angles 4 la circonférence BAC, EDF s'ap-
puient sur les arcs égaux BC, EF : je dis que
I'angle BGC est égal 4 'angle EHF, et I'angle
BAC égal & 'angle EDF.

Car si I'angle BGC est égal a I'angle EHF,.
il est évident que I'angle BAC est égal & I'an-
gle EDF (prop. 20.3); car si cela n’est pas, P'un.
de ces angles est nécessairement plus grand que
Yautre. Supposons que I'angle BGC soit le plus
grand. Sur la droite. BG et au point G faisons
Yangle BGK égal & I'angle EHF (prop.23,1);
or les angles égauxs’appuient sur-des arcs, _ége}ux
lorsqu’ils sont placés:an centre (prop.26.3):
donc I'arc BK est égal 3 V'arc EF, maisLarc EF
est égal & I'are BC : donc.larc BK est égal &
Yarc BC, c'est-a-dire que le plus petit est égal
au plus grand ; ce qui est impossible’: donc les
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angles BGC, EHF ne sont pas inégaux : donc
ils sont égaux mais langle en A est la moitié
de langle BGC et P'angle en D la moitié de
Iangle EHF (prop. 20. 5) donc I'angle en A
est egal a 'angle en ' D.

Donc, dans les cercles égaux, les angles qui
s appulent sur des arcs égaux sont égaux entre
eux, soit qu'ils soient placés a leurs centres ou
‘bien & leurs circonférences; ce qu ’il falloit de-
montrer. :

\PROPOSITION XXVIII
THEOREME.

Dans lesi cercles égaux, des cordes égales sou-
tendent des arcs égaux , le plus grand arc étant:
égal au plus grand et le. plus petit égal au plus
petlt oo

Sment ABC, DEF (ﬁ ‘92 ) ‘deux cercles
égaux, et BC, EF deux cor des égales qul SOU~.
tendent les deux grands arcs BAC EDF, étlés
deuxpetits arcs BGC EHF: ]e dls que 1é-grand
arc BAC est-égal aun vrand arc EDF, et que le
petlt arc BGC est ecal an petlt arc EHF, "+

- Prenez les centres K, L de ces certles
(prop. 1. 5), et menez lee drmtes BK, KC,
EL,LF. -
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* Puisque ces cercles sont égaux;, leurs rayons
seront égaux : doné les deux ‘droites BK, KC
sont égales aux deux droites EL;, LF ; mais la
base BC est egale 4 la base EF : donc. Tangle
BKC est egal a l’angle ELF (prop. 8. 1), or
les angles égaux s’appuient -sur ‘des arcs égaux
quand ils sont placés'aux centres (prop. 26. 5)
donc I'arc BGC est égal a I'arc EHF; mais la
circonférence entiére ABC est égale dla circon-
férence entiére DEF : done Yarc restant ABGC
est égal A l'arc restant EDF.

Donc, dans des cercles egaux des cordes
égales soutendent des arcs égaux, le plus grand
arc étant égal an plus grand, et le plus petit
egal au plus peut ce qu ’il falloit demontrer

PROPOSITION XXIX
THEOREME.

Dans des cercles. égaux des cordes égales
soutendent des ,arcs egaux

Sment les cercles égaux ABC, DEF (ﬁg 92) ;
que dans ces cercles sdient prxs'les arcs égaux
BGC, EHF, et menez les cordes BC; EF : je
dis que la corde BC est égalerala:corde EF.

" Drenezles centres K, L. des cercles, et menez
les droites BK, KC; EL, LF. -
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~Puisque Yarc BG C est égal 2 'arc EHF, Pan
gle BKC est égal 4 'angle ELF (prop.27.3);
et puisque les cercles ABC, DEF sont égaux,
leurs rayons seront égaux : donc les deux droites
BK;, KC sont égales aux deux droites EL, LF;
mais ces droites comprennent des angles égaux :
donclabaseBCestégale alabase EF (prop.4.1).

Donc, dans des cercles égaux, des cordes

égales soutendent des arcs égaux ; ce quil falloit
démontrer.

PROPOSITION XXX.
PROBLEME.,, -

Partager un arc donné en deux partzes egales.

Soit ADB (fig.93 ) un arc donné : il faut
partagér Parc ADB en deux parties.

Menez la corde AB, et partagez-la en deux
parties égales en C (prop. 10.1); du point C
élevez une perpendiculaire CD sur la corde' AB
(prop. 11.1), et menez les droites AD, DB."

Puisque la droite AGC ‘est :égale a la droilc
CB, et que la droite CD est commune, les deux
droites AC} CD sont égales. aux deux droites
BC, CDj; mais. Pangle ACD est égal:a Pangle
BCD car ils sont droits 'un et I'autre ; done
la base AD est égule 4 labase. DB.(prop. 4.1 )5
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or les cordes égales soutendent des arcs égaux,
le plus grand arc étant égal au plus grand, et
Je plus petit égal au plus petit ( prop.28.3);
mais I'un et I'autre des arcs AD, DB est moin-
dre qu'une demi-circonférence : donc I'arc AD
est égal a I'arc DB,

Doncarc donné a été partagé en deux parties
égales ; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XXX
' *THEOREME.

Dans un cercle , Vangle qui est compris dans le
demi-cercle est droit ; celui qui est compris dans
un segment plus grand est plus petit qu'un angle .
droit, et celui qui est compris dans un segment
moindre est plus grand qu’un angle droit. L’an-
gle d’un plus grand segment est plus grand qu’un
angle droit, et celui d’un segment moindre est
plus petit gw'un angle droit.

Soit un cercle ABCD (fig. g4 ) dont le dia~
‘métre est BC et le centre le point E. ; menezles
‘droites BA, AC, AD, DC : je dis que ’angle
-qui est compris dans lé¢ demi-cercle BAGC est
droit; que 'angle compris dans le segment ABC
plus grand qu'un demi-cercle, savoir, I'angle
ABC est plus petit qu'un angle droit, et que

Vangle compris dans le segment ADC plus petit
L
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qu’un demi-cercle, savoir ,'angle ADC est plus
grand qu’un angle droit.

: Conduisezladroite AE, et prolongez BAvers F.
- Puisque la droite BE est égale aladroite EA,,
I'angle EAB sera égal 4 'angle EBA (prop. 5. 1).
De plus, puisque la droite EA est égale  la
droite EC, I'angle ACE sera égal i 'angle CAE :
donc I'angle total BAC est égal aux deux angles
ABC, ACB; mais P'angle extérieur FAC du
triangle ABC est égal aux deux angles ABC,
ACB (prop.32.1) : donc I'angle BAC est égal
4 Iangle FAC : donc chacun de ces angles est
‘droit (prop. 10. 1) : donc Pangle BAC, compris
‘dans le demi-cercle BAG, est droit.
" Puisque les deux angles ABC, BAC du trian-
gle ABC sont plus petits que deux droits
( prop. 17.1), et que Pangle BAC est droit,
I'angle ABC sera plus petit qu'un angle droit,
et cet angle est compris dans le segment ABC
- plus grand qu’un demi-cercle. .
Puisque le quadrilatére ABCD est placé
_.dans un cercle , et que les angles opposés des
quadrilatéres décrits dans les cercles sont égaux
.4 deux angles. droits (prop.a2.3), les angles
ABC, ADC sont égaux 4 deux angles droits;
‘mais-Yangle ABC est plus petit qu'un angle
+droit: donc 'angle restant ADC est, plus grand
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¢u'un angle droit, etﬁcet;angl’e est compris dans
le segment ADC plus petit qu'un demi-cercle.

Je dis en outre que I'angle d’'un plus grand
segment , compris par Yarc ABC et la droite
AC, est plus grand qu'un angle droit, et que
I'angle d'un segment moindre , compris. par
l’arc ADC et la droite AC, est moindre qu’un
angle droit, et cela est certainement évident;
car puisque P'angle compris par les droites BA
AC est droit, I'angle compris par Farc ABC et
la droite AC sera plus grand-qu’un angle droit.
De plus, puisque 'angle compris par les droites
CA, AT est droit, ’angle compris par la drétie-
CA et 'arc ADC sera plus petit qu'un angle droit.

Donc, dans un cercle, I'angle compris dans
un demi-cercle est droit ; celui qui est compris
dans un plus grand segment est plus petit qu'un
angle droit , et celui qui est compris dans un
segment plus petit est plus grand qu’un angle
droit. De plus,T’ angle d’un plus grand segment
est plus grand qu'un angle droit, et langle
d’un segment moindre est plus petit ; ce e qu il
falloit démontrer.

AUTREMENT&

. On démontre que I'angle BAC est dmu; ;- Puis-
que Pangle AEC est dauble de I'angle BAE,

2
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car il est égal aux deux angles intérieurs et
opposés (prop. 32. 1); mais I'angle AEB est
double de I'angle EAC : donc les angles AEB,
AEC seront doubles de 'angle BAC ; mais les
angles AEB, AEC sont égaux & deux angles
droits (prop 13.1) : donc Pangle ABC est
drou; ce qu'il falloit démontrer. .

COROLLAIRE.

De 13 il suit manifestement que si I'un des
angles d’un triangle est égal aux deux autres,
. cet angle  sera droit, parce que son angle de
suite est égal aux deux autres; or quand deux
angles de suite sont égaux, ces deux angles
sont droits 'un et Pautre (déf. ro. 1).

"PROPOSITION XXXIL
THEOREDME.

8¢ une droite touche la circonférence d'un cercle,
et si du pomt de contact on conduit une corde,
les angles que cette corde fait avec la tangente
seront égaux aux angles qui sont placés dans
les segmens alternes du cercle.

Que la droite EF (fig. 95 ) touche la circon-
férence du cercle ABCD au point B, et que
du point B soit conduite la corde BD d'une ma-~
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niére quelcongue : je dis que les angles que Ia
corde BD fait avec la tangente EF sont égaux &
ceux qui sont compris dans les segmens alternes
du cercle ; c’est-i-dire que 'angle FBD est égal
a l'apgle compris dans le segment DAB, et que
Pangle EBD est €gal 4 I'angle qui est compris
dans le segment DCB. '

D’un point B conduisez la droite BA perpen~
diculaire sur EF (prop. 11. 1), et dans Farc
BD prenez un point quelconque C et menez les
cordes AD, DC, CB.

Puisque la droite EF touche la circonférence
du cercle ABCD au point B, et que ladroite BA
a été menée du point de contact B perpendicu~
laire sur la tangente EF, le centre du cercle
ABCD sera placé surladroite BA (prop.19.3):
doncl'angle ADB, compris dans le demi-cercle,
est droit (prop.31.%3) : donc les angles restans
BAD, ABD sont égaux 4 un angle droit; mais
I'angle ABF est droit par construction : done
Pangle ABF est égal aux angles BAD, ABD
(ax. 10) : done si on retranche I'angle com-
mun ABD, P'angle restant DBF est égal & celui
qui est compris dans le segment alterne du
cercle , c’est-a-dire & I'angle BAD. Actuelle-
ment , puisque le quadrilatére ABCD est ins- -
crit dans le cercle, ses angles opposés sont

3
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égaux 3 deux droits (prop. 22.3) : dénc leés
ahgles DBF, DBE seront égaux aux anglés
BAD, BCD (prop. 13. 1); mais on a démorni-
tré que I'angle BAD est égal & I'angle DBF :
donc I'angle restant DBE sera égal & celdi qui
est compris dans le segment alterne du cercle
DCB, c’est-a-dire a I'angle DCB.

" Donc siune droite touche la circonférence
d’un cercle , et si du point de contact on con-
duit uné corde, les angles que cette corde fera
avec la tangente seront égaux i ceux qui sont
‘compris dans les segmens alternes ; ce qu'il
fallmt démontrer

PROPOSITION XXXIII

TnEOREME.

1

-Sur une droite donnée , décrire un segment de
cercle quz recoive un angle égal & un angle
.. donné.

"Soit AR (fig. 96, 97, 98) Ia droite donnde
et, C r augle donne : il faut sur la droite donnée
AB déecrire un segment de cercle qui recoive
um angle égal A ¥ angle donné C. I anvle C est
axgu ou dr01t ou obtus. ) ' .
“Supposons.d’abord qué’ cet angle soit aigu)
comme dans la figiire §6; sur ld droite AB et
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au point A construisez un angle BAD égal &
Pangle C (prop. 23. 1) ; Pangle BAD-sera aigu:
Du point A conduisez la droite AE perpendicu-
laire surla droite. AD (prop. 11. 1); partagez AB
en deux parties égales au point F (prop. 10. 1)
et du point F conduisez la droite F G perpendi=
culaire sur la droite AB, et menez la droite GB.
Puisque la droite AF est égale & la droite FB et
que la droite F G est commune, les deux droites
AF, F G sont égales aux deux droites FB, F G
Pangle AFG est égal A Pangle GFB : donc la base
AG est égale a la base GB (prop. 4. 1) : done
la circonférence décrite du centre G et avec
Pintervalle AG passera par le point B. Décri-
vea cette circonférence et qu'elle soit ABE,
et menez la droite EB. Puisque du point A,
extrémité du diamétre AE, on a conduit sur
la droite AE une. perpendiculaire AD, cette
perpendiculaire AD touchera la circonférence
(prop. 16. 3); et puisque ladroite AD touche la
circonférence du cercle ABE, et que du point
de contact qui est en A on a conduit une corde
AB, Yangle DAB sera égal & 'angle qui est dans
le segment alterne du cercle (prop. 32.3);
¢’est-d-dire 4 Pangle AEB; mais 'angle DAB est
égal al'angle C : donc Pangle C-sera égal a Fan,
gle AEB : donc sur la droite donnée AB, on 2

4
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déerit un segment de cercle AEB qui regoit ur
angle AEB égal a langle donné C.

Supposons ensuite que I'angle C soit droit,
et qu'il faille décrire sur la droite AB un seg-
ment de cercle qui recoive un angle égal 4 I'an=
gle droit C. Construisez un angle BAD égal &
Yangle droit C (prop. 23. 1), comme dans la
figure 97; partagezladroite AB en deux parties
égales au point T (prop. 10. 1), et du centre F
et avec un intervalle égal & I'une ou & I'autre des
droites AF, FB, décrivez la circonférence de
cercle AEB. La droite AD est tangente a la cir-
conférence ABE ( prop. 16.3), parce que I'an-
gle BAD est droit, et ’angle BAD est égal 4 'an-
gle qui est compris dans le segment AEB, car
cet angle est droit, puisqu’il est compris dans
un demi-cercle (prop.3:.3); maisl'angle BAD
est égal 4 I'angle C : donc on a décrit sur la
droite AB un segment de cercle AEB qui recoit
un angle égal a I'angle droit C.

Enﬁn que Pangle C (fig. g8) soit obtus;
sur la droite AB et au point A construisez un
angle BAD égal a l'angle C, comme dans la
figure g8 (prop. 23. 1), et econduisez la droite
AE perpendiculaire ala droite AD ( prop.11. 1) ;
partagez la droite AB en deux parties égales au
point F (prop. 10. 1) ; conduisez sur AB Ia per=
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péndiculaire F G, et menez la droite GB. Puis-
que la droite AF est égale 4 la droite FB et que la
droite FG est commune, les deux droites FG,
AG sont égales aux deux droites BG, FG; mais
I'angle AFG est égal a 'angle GFB : donc la base
AG est égale 4 la base GB (prop.4.1): done
la circonférence de cercle décrite du point G
avec l'intervalle AG passera par le point B. Que
cetie circonférence ait la position AEB; puis-
qu'on a mené la droite AD perpendiculaire
3 Pextrémité du diamétre AE, la droite AD
touchera la circonférence (prop. 16.3), et
parce que la droite AB a été menée du point
de contact qui est en A, I'angle BAD est égal
a celui qui est compris dans le segment alterne-
du cercle. Mais l’angle BAD est égal & I'angle
C : donc I'angle qui est dans le segment AHB
. sera égal 4 'angle C: donc on a déerit sur la
droite AB un segment de cercle AHB qui recoit
un angle égal a angle C; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XXXIV.
 PROBLEME,

D’un cercle donné , retrancher un segment qui
recoipe un angle égal & un angle donné.

Soit ABC (fig. 99 ) le cercle donné, et D
Pangle donné : il faut du cercle ABC retran-
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cher un segment ‘qui recoive un angle égal a

Pangle donné D. '
Menez une droite EF qui touche le cercle

‘ABC au point B (prop. 17.3), et sur la droite

FE et au point B, pris dans cette droite, faites

I'angle FBC égal 4 Pangle D (prop. 23. 1).

. Puisque la droite EF touche le cercle ABC
‘et que la droite BC a été menée du point de
contact B, I'angle FBC sera égal i celui qui est
compris dans le segment alterne du cer¢le BAC
( prop- 32. 3) ; mais P'angle FBC est égal 4 ’an-
~ gle D : donc Pangle qui est compris dans le seg-
nient BAC sera égal & I'angle D.

‘Done d'un cercle donné ABC on a retran-
ché le segment BAG qui recoit un angle égal
& l’anfrle donné D; ce quil falloit faire.

PROPOSITION XXXV
THFORE ME.

Si dans un g‘ercle , deux cordes se ‘coupen.‘t. mu’iuei—
lement , le rectangle compris sous les segmens
de lune de .ces: cordes est égal au rectangle
comprzs sous les segmens de Uautre.

'Que dansle cercle ABCD (fig. 100) les deux
.cordes AC, BD) se coupent mutuellgment au
pomnt E : ]e dis que le rectangle compris sous
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les droites. AE, EC est .égal 4 celui qui est
compris sous les droites DE, EB.

- 8i les droites AG, BD passent par le cantre,
de maniére que le point E soit le centre din
cercle ABCD, il est évident que les droites
AE; EC, DE, EB éiant égales, le rectangle
compris ‘sous les droites AE, EC est égal &
celui qui est compris sous les droites DE , EB.
- Si les droites AC, DB (fig. ror) ne passent
pas par le centre,, prenez le céntre du cercle
ABCD (prop.1.3), que ce centre soit le
point F; du centre F conduisez les droites FG,
FH perpendiculaires sur les droites AC, DB
{ prop. 12. 1), etmenezles droites FB, FC, FE.
Puisque la droite GF menée par le centre
cst perpendiculaire sur la droite AC qui n’est
pas menée par le centre, la droite GF coupe
la droite AC & angle droit, et la partage en
deux parties égales (prop. 3.3) : done la droite
AG est égale ala droite GC. Puisque la droite
AC est coupée en deux parties égales au point G},
et en deux parties inégales au point E, le rec-
tangle compris'sous les droites AE, EC; avec
le quarré de GE, est égal au quarré de GG
(prop. 5. 2) : donc si nous ajoutons i ces quan-
tités le quarré de GF, le rectanglé:compris sous
les droites AE, EC, avec les quarrés de GE,
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GF, est égal aux quarrés de CG, GF. Mais
le quarré de FE est égal aux quarrés de EG,
GF (prop. 47. 1), et le quarré de FC égal aux
quarrés de CG, GF : donc le rectangle com-
pris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de FE, est égal au quarré de FC. Or la droite
FC est égale i la droite FB : donc le rectangle
compris sous les droites AE, EC, avecle quarré
de EF, est égal au quarré de FB. Par la méme
raison le rectangle compris sous les droites DE,
EB, avec le.quarré de FE, est égal au quarré
de FB. Mais on a démontré que le rectangle
- compris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de FE, est égal au quarré de F B : donc le rec-
“tangle compris sous les droites AE, EC, avec le
quarcé de FE, est égal au rectangle compris
sous les droites DE, EB, avec le quarré de FE:
donc si on retranche le quarré de FE, qui est
commun, le rectangle restant compris sous AE,
EC sera égal au rectangle restant compris sous
DE, EB. _

Done si dans un cercle deux cordes se cou-
pent mutuellement , le rectangle compris sous
les. segmens de I'une sera égal au rectangle
.compris sous les segmens de lautre ce qu’il
fallon démontrer.
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PROPOSITION XXXVL/
Tnﬁoiﬁﬂm

Si Uon prend un point quelconque hors d’'un cer-
cle, et si de ce point on méne deux droites dont
Pune coupe le cercle et dont Uautre lui soit tan~
gente, le rectangle compris sous la sécante en-
tiére et le segment extérieur qui est intercepté
par ce point et larc convexe sera égal au
quarré de la tangente.

Que hors du cercle ABC (fig. 102) soit pris
un point quelconque D, et que de ce point
soient menées deux droites DCA, DB; que la
droite DCA coupe le cercle ABC, et que la
droite AB lui soit tangente : je dis que le rec~
tangle compris sous AD, DC est égal au quarré
de DB, soit que la droite DCA passe par le
centre ou non. ,

Supposons d’abord qu’elle passe par le centre
du cercle ABC, et que ce centre soit le point F;
menez la droite FB. L’angle FBD sera droit
(prop. 18.3). Puisque la droite AC est coupée
en deux parties égales au point F et que la
droite CD lui est ajoutée, le rectangle compris
sous les droites AD, DC, avecle quarré de FC, )
sera‘égal au quarré de FD (prop. 6. 2); mais
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la droite FC est égale a la drmte FB: donc le
rectangle compris sous AD, DC, avec le ¢ quarré:
de F B, est égal au quarré de F.D; mais le quairé
de F D est égal aux quarrés des droites FB, BD
(prop. 47. 1); car Pangle FBD est droit : donc
le rectangle compris sous AD, DC, avec-le
quarré de FB, est égal aux quarrés des droites
FB, BD. Donc si on retranche le quarré de FB,
qui est commun, le rectangle compris sous les
droites AD, DC sera egal au quarre de la tan-
gente DB.

- Supposons a présent .que la dr01te DC A
- (fig. 103 ) ne passe pas -par le centre du cercle
ABC; prenons le centre E, et du point E con-
duisous sur la droite A C la perpendiculaire EF
(prop. 12.1), et menons les droites EB, EC, ED.
Puisque P'angle EF D est droit, et que la droite
EF menée par le centre coupe i angles droits
la droite AC quin’est pas menée par le centre,
la droite EF coupera la -droite AC en deux
parties égales (prop..3.3) : donc la droite AF
est égale A la droite FC. De plus, puisque la
droite AC est coupée en deux parties égales au
point F et que la droite CD.lui est ajoutée,, le
rectangle compris sous les droites AD, DC, avec
le quarré de FC, sera égal au quarré de FD
(prop. 6. 2): donc si on ajoute & ces deux quan-
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iités le quarré de FE, le rectangle compris sous
les droites AD, DC, avec les quarrés des droites
CF,FE, est égal aux quarrés de DF, FE. Mais
_ le quarré de DE est égal aux quarrés de DF, FE
(prop. 47. 1), car l'angle EFD est droit, et le
quarré de CE est égal aux quarrés CF, FE :
donc le rectangle compris sous les droites AD,
DC; avec le quarré de CE, est égal au quarré
de ED; mais la droite CE est égale a Ia droite
EB : donc le rectangle compris sous les droites
AD, DC, avec le guarré de EB, est égal an
quarré de ED; mais les quarrés de EB, BD
sont égaux au quarré de ED (prop.47.1),
puisque I'angle EBD est droit : done le rectan-
gle compris sous les droites AD, DC, avec le
quarré de EB, est égal aux quarrés de EB,BD:
donc si on retranche le quarré de EB, qui est
commun, le rectangle restant compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré de DB.

. Done si hors du cercle on prend un point
quelconque, et si de ce point on méne. deux
droites dont I'une coupe le cercle et dont Pautre
lui soit tangente, le rectangle compris sous la
sécante entiére et le segment extérieur qui est
intercepté par ce point et I'arc convexe sera
égal au quarré de la tangente; ce qu’il fallait
démountrer.
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“"PROPOSITION XXXVII.
THEOREME.

Si Uon prend un point quelconque hors d’'un cer~
- cle, et si de ce point on méne deux droites dont
Pune coupe le cercle et dont Uautre tombe sur

. sa circonférence, et-si le rectangle compris sous
la sécante totale et le segment extérieur inter-
cepté entre ce point et Uarc convexe est égal
au quarré de la droite qui tombe sur la circon-

Jérence, cette derniére droite sera tangente ¢
la czrcorgference.

- Que hors du cercle ABC (fig. 104 ) soit pms
un point quelconque D, et que de ee point on
méne les deux droites DCA, DB dont la droite
DCA coupe le cercle et dont la droite DB
tombe sur sa circonférence; si le rectangle
compris sous les droites AD, DC est égal an
quarré de DB : je dis que la droite DB est tan-
gente au cercle ABC.

Conduisez la droite DE de maniére qu'elle
soit tangente au cercle ABC (prop. i7.3), et
prenez le centre du cercle ABC (prop.1.3),
que le point F soit ce centre; menez les droites
FE, FB,FD;angle FEDseradroit (prop. 18.3).
* Puisque la droite DE touche le cercle ABC
et que la droite DCA la coupe, ¢ rectangle
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compris sous AD, DC sera égal au quarré de DE
(prop. 36. 3 ) ; mais le rectangle compris sous
AD, DC est supposé égal au cuarré de DB:
donc le quarré de DE sera égal au quarré de
DB, et par conséquent la droite DE sera égale
i la droite DB. Mais la droite FE est égale 4 la
droite F B : donc les deux droites DE, EF sont
égales aux deux droites DB, BF, et la base
FD est commune : donc Yangle DEF est égal
a I'angle DBF‘ (prop. 8. 1); mais 'angle DEF
est droit : donc I'angle DBT est droit aussi;
mais la droite FB prolongée est un diamétre,
et la droite qui est perpendiculaire & I'extré--
mité d'un diamétre est tangente au cercle
(prop. 16. 3 ). On démontreroit la méme chose
si le centre étoit placé sur la droite AC.

Donc sil'on prend un point quelconque hors
d'un cercle, et si de ce point on méne deux
droites dont I'une coupe le cercle et dont 'autre
tombe sur la circonférence , et si le rectangle
compris sous la sécante totale et le segment exté-
rieur intercepté par ce point et I'arc convexe
estégal au quarré deladroite quitombe surla cir-
conférence, ceite derniére droite sera tangentc
ala circonférence ; ce qu’il falloit démontrer.

FIN bU TROISIEME LIVRE.

M
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LIVRE IV.

L et et e L A el Sl e o 2 aaad

DEFINITIONS.

r. Unx figure rectiligne est dite inscrite dans
une figure rectiligne , lorsque chaque angle de
la figure inscrite touche chaque c6té de celle
dans laquelle elle est inscrite. |

a. Semblablement une figure est dite cir-
conscrite autour d’une figure , lorsque chaque
c6té de la figure circonscrite touche chaque
angle de la figure autour de laquelle elle est
circonscrite.

3. Une figure rectiligne est dite inscrite dans
un cercle, lorsque chacue angle de la figure
inscrite touche la circonférence de ce cercle.

4. Une figure rectiligne est dite circonscrite
autour d'un cercle lorsque chaque c6té de la
figure circonscrite touche la circonférence de

_ce cercle. w =

5. Semblablement un cercle est dit inserit
dans une figure rectiligne, lorsque la circonfé-
rence du cercle touche chaque c6té de la figure
daus laquelle elle est inscrite.
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6. Un ceicle est dit circonscrit autour d’une
figure rectiligne , lorsque la circonférence du
cercle touche chaqﬁe angle de la figure autour
de laquelle elle est circonserite.

7. Une droite est dite appliquée dans un cer-
cle, lorsque ses extrémités sont dans la circon-
férence de ce cercle. - '

PROPOSITION PREMIERE.
P.R.O BL EME.

Doans un cercle donné, appliquer une droite égale
& une droite donnée gui ne soit pas plus grands
que le diamétre.

Soit ABC (fig. 105) le cercle donné, et D la
droite donnée moins grande que le diamétre de
ce cercle : il faut dans le cercle ABC appliquer
une droite égale a la droite D.

Conduisez le diamétre BC du cercle ABC.
Sila droite BC est égale 4 la droite D, on a déja -
fait ce que 'on proposoit: car on a appliqué
dans le cercle ABC une droite égale 4 la droite
D. Si, au contraire , la droite BC est plus grande
que la droite D, faites la droite CE égale 2'la
droite D ( prop.3.1), et du centre C et avec
I'mtervalle CE décrivez la circonférence AEF:
{dem. 3, et conduisez la droite CA (dem. 1),

2
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. Puisque.lg point C est le centre dn cercle
AEF, la droite CA sera égale 2 la droite CE;
mais la droite D est égale 4 la droite CE : donc
la droite D sera égale i la droite CA.

Donc; dans le cercle donné ABC on a appli-
qué la droite CA égale 4 la droite donnée D qui
. est moindre que son diamétre ; ce qu’il falloit
faire.

PROPOSITION Il
PROBLEME.

Dans un cercle donné , inscrire un triangle qui
soit équiangle avec un triangle donné.

Soit ABC (fig. 106) le cercle donné et DEF
~ le triangle donné : il faut dans le cercle ABC
inscrire un triangle qui soit equlanﬂle avec le
trlangle donné DEF,

Conduisez la droite- G AH de maniére qu’elle
touche le cercle ABC au point A, et sur la
droite AH et au point A faites 'angle HA C égal
dTangle DEF. (prop 23, 1). De plus, sur la
drone GAetau pomt A faites 'angle GAB égal
~ail’angle FDE, et'menez la droite BC.

Puxsque ladroite HAG touche le cercle ABC
et'que la droite AC a' été menée du point de
© contact, I'angle HAC est égal & celui qui- est

¥



DEUCLID B 181
placé dans le segment alterne du cercle, Cesi=
a-dire & I'angle ABC (prop. 32. 3); mais l'an~ -
gle HAC est égal 2 Pangle DEF :'donc I'angle
ABC est égal & Iangle DEF. Par la méme

- raison I'angle ACB est égal a Pangle FDE":

-~

donc I'angle restant BAC sera égal a I'angle res-
tant EF D (prop. 32. 1) : donc le triangle ABC
est équiangle avec le triangle DEF, et il est
inscrit dans le cercle ABC (déf. 3. 4).

Donc dans le cercle donné on. a inscrit un
triangle équiangle avec un triangle donné; ce
qu'il falloit faire.

PROPOSITION III.
"PROBLEME.

Autour d’un cercle circonscrire un triangle
équiangle avec un triangle donné.

Soit ABC (fig. 107 ) le cercle donné et DEF
le triangle donné : il faut autour du cercle ABC
circonscrire un triangle équiangle avec le trian--
gle donné DEF.

Prolongez la droite EF de part et d’autre
vers les points H, G ( dem. 2), prenez le centre
K du cercle ABC (prop. 1.3) ; conduisez d’une
maniére quelconque la droite KB, faites sur la
droite KB et au point K un angle BK A égal 4

: 3
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Pangle DEG, et Pangle BKC égal 2 Pangle DFH
(prop.23.1); parles pointsA . B, C conduisezles
droites LAM, MBN, NCL de maniére qu’elles
soient tangentes au cercle ABC (prop. 17.3).
Puisque les droites LM, MN, NL touchent

le cercle ABC aux points A, B, C et que les
droites KA, KB, KC sont menées du centre K
aux points A, B, C, les angles seront droits aux
points A, B, C (prop. 18.3); et puisque les
quatre angles du quadrilatére AMBK sont égaux
a quatre angles droits (prop. 32. 1), car ce qua~
drilatére peut se diviser en deux triangles; mais
parmi les angles de ce quadrilatére , les angles
KAM, KBM sont droits : donc les angles restans
A KB, AMB seront égaux a deux angles droits;
mais les angles DEG, DEF sont égaux a deux
droits (prop.13. 1) : donc les angles AKB, AMB
sont égaux aux angles DE G , DEF ; mais 'angle
DEG est égal a I'angle AKB : donc I'angle res-
tant AMB sera égal aI'angle restant DEF. Nous
démontrerouns semblablement que 'angle LNM
est égal 4 Pangle DFE : donc Fangle restant
MLN est égal a I'angle EDF (prop.32.1):
donc le triangle LMN est équiangle avec le
triangle DEF, et il est circonscrit autour du
cercle ABC (déf. 4. 4). _

. Donc un triangle equiangle avec un triangle
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‘donné a été circonsciit autour du cercle donne ;
‘ce qu’ll falloit faire.

PROPOSITION 1IV.
PROBLEME,

Inscrire une circonférence de cercle dans
un triangle donné.

Soit ABC (fig. 108) le triangle donné : il
faut dans le triangle ABC inscrire un cercle.

Partagez en deux parties égales les angles
ABC, BCA par les droites BD, CD qui se
rencontrent au powmt D, et du point D con~
duisez sur les droites AB, BC, CA les perpen-
diculaires DE, DF, DG (prop. 12.1).

Puisqjue Pangle ABD est égal 4 I'angle CBD,
car I'angle ABC a été partagé en deux parties
égales, et que I'angle droit BED est égal 4 Pan-
gle droit BFD, les deux triangles EBD, DBF
auront deux angles égaux a deux angles et un
c6té égal b un c6té, car BD, quii est opposé i deux
angles égaux , est commun : donc ils auront les
autres cotés égaux aux autres c6tés (prop. a6, r):
‘donc le c6té DE sera égal au c6té DF Par la
-méme raison le c¢6té DG sera égal au c6té DF:
donc la circonférence décrite du pomnt D avec
un intervalle égal & une des droites DE, DF,

4
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DG passera par les autres points et touchera les
droites AB, BC, CA, parce que les angles sont
droits en E, F, G; car si cette circonférence
coupoit ces droites, la perpendiculaire a I'ex-
trémité d’'un diamétre tomberoit dans le cer-
cle; ce qui est absurde ( prop. 16. 3). Donec
la circonférence décrite du point D avec un
intervalle égal & une des droites DE, DF, DG
ne coupera point les droites AB, BC, CA : donc
elle les touchera, et cette circonférence sera
inscrite dans le triangle ABC (déf. 5. 4).
Donc dans le triangle donné ABC on a ins-
crit la circonférence de cercle EF G ; ce qu'il

falloit faire.
PROPOSITION.V,

PROBLEME.

Autour d’un triangle donné décrire une circon-
Jérence de cercle.

Soit ABC (fig. 107 ) le triangle donné : il faut
autour du triangle donné ABC décrire une cir-
conférence de cercle.

Partagez les c6tés AB, AC en deux parties
égales aux points D, E (prop. 10.1), et des
points D, E conduisez sur les droites AB, AC
les perpendiculaires DF, EF (prop. 11.1);
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ces perpendiculaires se rencontreront ou dans
le triangle ABC, ou dans la droite BC, ou hors
du triangle ABC.

Supposons d’abord cue ces perpendiculaires
se rencontrent dans le triangle au point F;
menez les droites BF, FC, FA; puisque la
droite AD est égale A la droite DB, et que la
perpendiculaire DF est commune, la base AF
sera dgale & la base FB (prop. 4. 1). Nous dé-
montrerons semblablement que la droite CF
est égale i 1a droite FA : donc la droite BF est
égale 4 la droite T'C : donc les trois droites FA,
FB, FC sont égales entr’elles : donc si du centre
F et avec un intervalle égal 4 une des droites
FA, FB, FC on décrit une circonférence, cette
circonférence passera par les autres points, et
cette circonférence sera décrite autour du trian~
gle ABC (déf. 6. 4), décrivez la cir conference
ABC.

Supposons act_uellement. que les droites DF,
EF serencontrentdans ladroite BCetau pointF,
comme dans la figure 108; menez la droite AF.
Nous démontrerons semblablement que le point
F est le centre de la circonférence circonscrite
autour du triangle ABC. h

Supposons enﬁn que les droites DF , EF se
rencontrent hors du triangle ABC, au point I
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comme dans la figure 109 ; menez les droites
AF, FB, FC. Puisque la droite AD est égale a
la droite DB et que la perpendiculaire DF est
commune, la base AF sera égale i la base FB
prop. 4. 1 ). Nous démontrerons semblable-
‘ment que la droite CF est égale 4 la droite FA :
donc la droite BF est égale & la droite FC:
'donc si du centre F et avec un intervalle égal
2 une des droites FA, FB, FC on décrit une
circonférence, elle passera par les autres poixits,
et cette circonférence sera circonscrite autour
du triangle ABC ; décrivez done la circonfé-
rence ABC.

Donc une circonférence de cercle a été cir-
conscrite autour du triangle donné; ce ¢u'il
falloit faire.

COROLLAIRE.

Il est évident que si le centre du cercle tombe
dansle triangle, etsil'angle ABC estcompris dans
un segment plus grand qu’un demi-cercle, cet
angle sera moindre qu’un angle droit. Sile centre
du cercle tombe surla droite BC, si ¢et angle est
compris dans un demi-cercle , cet angle sera
droit ; si enfin le centre du cercle tombe hors du
triangle ABC, et si cet angle est compris dans
un.segment plus petit qu'un demi - cercle ,.cet
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angle sera plis grand qu’un angle droit +'donc.si
le triangle donné est acutangle, lesdroites DF, EF.
se rencontreront dans le triangle ; si ce triangle:
aunangle droit BA G, les droites se rencontre-
ront dans la droite BC ; s1enfin cet angle aun.

angle obtus, ces droites se rencontreront hors:
du triangle ABC. k

PROPOSITION VL.
PROBLEME,

Décrire un quarré dans un cercle donné.

Soit ABCD (fig. 110) le cercle donné : il
faut décrire un quarré dans le cercle ABCD.

Conduisez les diamétres AC, BD du cercle
ABCD de maniére qu'ils soient perpendicu~
laires 'un sur P'autre (prop. 11. 1 ); menez les
droites AB, BC, CD, DA.

Puisque la droue BE est égalealadroite ED,
car le point E est le centre, et que la droite EA.
est commune et perpendiculaire sur BD , la
base AB sera égale & la base AD (prop.4.1).
Par la méme raison, chacune des droites BC,CD
est égale a chacune des dr01tes BA,AD: donc le
quadrilatére ABCD est equllatere Je dis-anssi
qu’il estrectangulaire ; car pmsquelaligne droite
BD est un diamétre du cercle ABCD, la figure.
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DAD sera un demi-cercle : done l’angle BAD
est droit (prop.31.1); par la méme raison
chacun des angles ABC, BCD, CDA sera droit
aussi : donc le quadrilatére ABCD est rectan-
gulaire ; mais on a démontré qu'il est équila-
tére : donc ce quadrilatére est un quarré, et ce
quarré est inscrit dans le cercle ABCD.

Donc on a inscrit le quarré ABCD dans le
cercle donné ABCD ; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VII.
PROBLEME.
Cz';ionscrirq un quarré & un cercle donné.

Soit ABCD (fig. r11) le cercle donné : il
faut cwrconscrire un quarré autour du cercle
ABCD.

Conduisez dans le cercle ABCD les deux
diamétres AC, BD de maniére qu'ils soient per-
pendiculaires I'un sur Pauntre ; et par les points
A, B, C, D conduisez les droites FG, GH,
HK, KF de maniére qu’elles soient tangentes
du cercle ABCD (prop. 17.3).

Puisque la droite FG est tangente du cercle
ABCD, et que la droite EA a ét¢ conduite du
centre E au point de contact qui est en A, les
angles seront droits en A (prop.18.3). Par la -
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méme raison les ;mgles seront droits en B, C, D,
Puisque I'angle AEB est. droit et que’ I'angle
EBG est droit aussi, la droite GH sera paral-
léle 4 la droite AC (prop. 28.1). Par la méme
raison la droite AC est paralléle i la droite FK.
Nous démontrerons semblablement que I'une et
Pautre des droites GF, HK est paralléle a la droite
BED : donc les figures GK, GC, AK, FB,
BK sont des parallélogrammes : donc la droite
GF est égale a'la droite HK (prop.34.1), et
la droite GH égale & la droite FK; et puisque
la droite AC est égale & la droite BD, que la
droite AC est égale & 'une et 4 I'autre des
droites GH, FH, et que la droite BD est égale
a 'ine et & l'autre des droites GF, HK, les
droites GH, F K seroit égales aux droites GF,
HXK : donc le quadrilatére FGHK est équila-
tére, et je dis u’il est rectangulaire ; car puisque
le quadrilatére GBEA est un parallélogramme,
et que Pangle AEB est droit, I'angle AGB
sera droit aussi (prop. 34. 1). Nous démon-
trerons semblablement que les angles qui sont
placés vers les points H, K, F sont des angles
droits : donc le quadrilatére FGHK  est rec~
tangle. Mais.on a démontré qu’il est équilatére ;
donc le quadrilatére est un quarré, et il est cir-
~ conscrit autour du cercle ABCD.
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. Donc on a circonscrit un quarré autour dit
.cercle donné ; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VIIL
PROBLEME.
Inscrire un cercle dqnsl i;n quarré donné.

"Soit ABCD (fig. 112) le quarré donné : il
faut inscrire un cercle dans le quarré ABCD.
Coupez en deux parties égales 'une et Pautre
desdroites AB, AD aux points F, E (prop: 10. 1),
etpar le pointE conduisezladroite EH parallélea
T'une et 4l'autre desdroites AB, CD (prop.31.1),
et par le point F conduisez aussi la droite F K
paralléle & I'une et & l'autre des droites AD,
BC : donc chacune des figures AK, KB, AH,
HD, AG, GC, BG, GD estun para]lelo"ramme ,
et leurs cOtés opposés sont égaux (prop. 34.1).
Puisque la droite AD est egale a la droite AB,
que la droite AE est la moitié de AD et la
droite AF la moitié de AB, la droite AR sera
égale 4 la droite AF. Mais les c6tés qui leur
sont opposés sont égaux : donc la droite FG
est égale a la droite GE. Nous démontrerons
semblablement que les droites GH, GK sont
¢égales aux droites FG, GE, chacune a cha-

cune : donc les quatre droites GE, GF, GH,
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GK sont égales entr’elles : donc le cercle dé-
crit du centre G avec un intervalle égal & une-
des droites GE, GF, GH, GK passera par les
autres points, et sera tangent aux droites AB,
BC,CD, DA, parce que les anglesen E, F,-
H, X sont droits ; car si la circonférence cou~
poit les droites AB, BC, CD, DA, la perpen—
diculaire a 'extrémité d’'un diamétre entreroit
dansle cercle ; ce qui est absurde ( prop. 16.3):
donc la circonférence de cercle déerite du cen-
tre G avec un intervalle égal 4 une des droites
GE, GF,GH, GKne coupera point les droites
AB, BC, CD, DA : donc elle sera tangente a
ces droites, et elle sera inscrite dans le quarré
ABCD (déf. 5. 4).
Donc on a inscrit une circonférence de cer-
cle dans le quarré donné; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION IX.
-pnoBLi:mE.

Circonscrire un cercle autour d’un quarré donné.

Soit ABCD (fig. 113) le quarré donné : il
faut autour de ce quarré ABCD circonscrire
une- circonférence de cercle.

Menez les droites AC, BD qui se coupent
mutnellement au point E.
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. Puisque la droite DA est égale 1 la droite
AB et quela droite A C.est commune, les deux
droites DA, AC sont égales aux deux droites
BA,AC;labase DC est égale alabase BC:donc
Tangle DAC est égal 2 'angle BAC (prop.8.1):
donc I'angle DAB est coupé en deux parties
- égales par la droite AC. Nous démontrerons
semblablement que chacun des angles ABC
BCD, CDA est coupé en deux parties égales
par les droites AC, DB : donc puisque I'angle
DAB est égal a I'angle ABC, que I'angle EAB
est la moitié de 'angle DAB , et l'angle EBA
la moitié de Iangle ABC, langle EAB sera
égal a I'angle EBA : donc le c6té EA est égal
au c6té EB (prop. 6. 1). Nous démontrerons
semblablement que les droites EC, ED sont
égales aux droites EA, BB, chacune & cha-
cune : donc les quatre droites EA, EB; EC,
ED sont égales entr’elles : donc la circonfé-
‘rence de cercle décrite du centre E avec un
intervalle égal 4 une des droites EA, EB, ED
passera par les autres points et elle sera circons-
crite autour du quarré ABCD; circonscrivez le
cercle ABCD.

Donc on a circonserit un cercle autour d'un
quarré donné ; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION X.

PROBLEME.

Construire un triangle isocéle qui ait chacun des
angles de sa base double du troisiéme angle.

Soit la droite AB (fig. 114); que cette droite
soit coupée en un point C de maniére que le
rectangle compris sous les droites AB, BC soit
égal au quarré de CA (prop. 11.2); du centre
A et avec l'intervalle AB décrivez la circonfé-
rence BDE (dem. 3); dans le cercle BDE
menez Ja corde BD égale 4 la droite AC qjul est
moindre que le diamétre de ce cercle(prop.1.4),
‘et ayant conduit les droites DA, DC, circons-
crivez la circonférence ACD autour du trian-
gle ACD (prop. 5. 4).

‘Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal an quarré de la droite AC et
que la droite AC est égale i la droite BD, le
rectangle compris sous les droites AB, BC sera
é€gal au quarré de BD : puisque le point B est
pris hors du cercle ACD et que du point B on
%'mené un cercle ACD), les droites BCA, BD,
dbnt T'une coupe le cercle et dont I’ autre ne le
coupe point, et puisque le 1ectangle comprls
sous' les droites AB, BC est égal au quarré ‘de
BD, la droite BD scra tangente au cercle ACD

N
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(prop. 37.3)..Donc, puisque la droite BD est
, tangente et que la corde DC a été menée du
point de contact D, I'angle BDC sera égal &.
-celui qui est compris dans le segnient alterne du
cercle, c’est-a-dire aI’angle DAC (prop.32.3).
Mais , puisque F'angle BDG est égal & Pangle
DAC, sinous ajoutons un angle commun CDA,
T'angle total BDA sera égal aux deux angles
CDA, DAC. Mais Pangle extérieur BCD est
) .gal‘aux deux angles CDA DAC (prop.32.1):
donc P’angle BDA est égal é I'angle BCD; mais
Yangle BDA est égal a1’angle CBD (prop.5.1),
puisque le c6té AD est égal au ¢6té AB : done
Pangle DBA sera égal  Pangle BCD : donc les
* trois angles BDA, DBA, BCDsont égaux entre
eux ; et puisque Pangle DBC est égal a I'angle
BCD, le c61é BD sera égal au c6té DC(prop.6.1);
mais le c6té BD est supposé égal au c6té CA:
donc le c6té AC est égal au .cdté CD : done
* Tangle CDA est égal 4 'angle DAC (prop. 5. 1):
"donc les angles CDA,, DAC pris ensemble, sont
"double de I'angle DAC ; mais I'angle BCD est
égal aux angles CDA, DAC (prop.32.1): dong
Yangle BC D est double de I'angle DAC; mais
Pangle BCD est égal & chacun des angles BDA,
DBA: donc chacun des angles BDA, DBA est
double de l'angle DAB. Lo
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-:Donc on a construit un triangle- isocéle ADB
dont chacun des angles de sa. base BD est dou=
ble du troisiéme anble ce qu'il faflmt faire, i,

PROPOSITION XL °

PBOBLﬁME C e

i [N oy
Dans un cercle donné, mscrlre un pentagane

: equzlaté’ral et equmng{e.. :

NN
Soit ABCDE (fig. 115:) le cercle. donne 1l
faut inscrire dans ce gergle un pentagone eqm—
latéral et équiangle. - - . 1 0o
Soit le triangle isocéle FGH, ayant chacun
des angles de sa baseG,: H double de Pangle' F
{ prop. 10. 4) Inscrivez dans;le. cercle ABCDE
un triangle ACD equlangle aved le triangle FGH -
(prop.2.4), de maniere, que’ langleCAD soit
égal 4 T'angle F, et de maniére.que: chieun des
angles ACD, CDA soit égaka chacun des: .anglés,
G, H qui sont placés sur la-base GH..Chacun(des..
angles ACD, CDA:sera dduble de 'angle CA Dy;
Parta"ez chacun des angles ACD, CDA.en .delim
parties égales par les droites CE, DB ( prop. g. 1), -
et menez les droites AB, BC, DE, EA.
Puisque chacun des angles AC D, CDA est
double de P'angle CAD, et que chacun de ces
angles est coupé en deux parties égales par les
2
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droites CE, DB, les cing angles DAC, ACE,
ECD, CDB BDA sont égaux entr’ eux ; mais
des: ngles egaux sont appuyes sur des arcs égaux
(prop. 26. 3 ) : donc les cing arcs AB,, BC, CD,
DE, EA sont égaux ; mais des cordes égales
soutendent des arcs égaux{ prop. 29.3 ) : donc
les cinq cordes AB, BC, CD, DE, EA sont
egales entr’elles : donc le pentagone ABCDE
-est équilatéral. Je dis qu'il est aussi équiangle ;
car puisque 'arc AB est égal & l'arc DE, si
Yon ‘ajoute un arc commun BCD), Parc total
ABCD sera égal & I'arc total EDCB. Or l'an-
gle AED est appuyé sur Parc ABCD et 'angle
BAE est appuyé sur Yarc EDCB': donc I'an-
gle BAE est égal 3 Yangle AED (prop. 27.53);
par la méme raison chacun des angles ABC,
BCD, C DE'es; égal a chacun des angles BAE,
AED: doncle pentagone ABCDE est équian-
glé; maisil a été demontrq qu’il est equllateral
«»:Donc-dans un cercle donné, on a inscrit un
pentagone equllateral e equlangle ; ce quik
fallolt fau'e. R
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PROPOSITION XIT.
PROBLEME,

Circonscrire @ un cercle donné un pentagone.
équilatéral et équiangle.

- Soit ABCDE (fig. 116) le cercle donné : il
faut A ce cercle circonscrire un pentagone équi-
latéral et équiangle.

Supposons que les pomts A, B, C, D, E soient
les sommets des angles d’un pentagone inscrit
daus ce cercle (prop. 11. 4 ), de maniére que
les arcs AB, BC, CD, DE, EA soient égaux ;
par les points A, B, C, D, E, conduisez au
cercle les tangentes GH, HK, KL, LM, MG
{prop. 17.3); et ayant pris le centre F du cer-
cle ABCDE, menez les droites FB, FK, FC,
FL, FD.

_Puisque la droite KL touche le cercle ABCDE
au point C, et que la droite FC a été menée
du centre F au point de contact C, la droite FC
sera perpendiculaire sar KL (prop. 18.5):
donc chacun des angles FCK, FCL est droit;
chacun des angles FBH, FBK, FDL, FDM
est droit par la méme raison. Puisque Fangle
 FCK est droit, le quarré de Ja droite F K est égal
aux quarrés des droites FC, CK (prop. 47. 1).

-3
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Le quarré de la droite FK est égal aux quarrés
des droites FB, BK, par la méme raison :
donc les quarrés des droites FC, FK sont
égaux aux quarrés des droites FB, BK; mais
le quarré de la droite FC est égal au quarré
de la droite FB : donc le quarré restant de la
droite CK sera égal an quarré restant de la droite
BK : donc la droite CK est égale a la droite BK.
Puisque la droite FB est égale 4 la droite FC
et que la droite FK est conunune, les deux
droites BF, FK sont égales aux deux droites
CF, FK; mais labase BK est égale dlabase CK :
donc I'angle BFK est égal a i'angle KFC, et 'an-
gle BKF alangle FKC (prop.8. 1): donc 'an-
gle BFC est double de I'angle KFC et I'angle
BKC double de'angle FKC. Parlaméme raison
Tangle CFD est double de I'angle CFL; et I'an-
gle CLD double de 'angle CLF. Puisque l'are
BC est égal a 'arc CD, 'angle BFC sera égal
a langle CF D ( prop. 27.3); mais l'angle BFC
est double de 'angle KF C, et I'angle DFC dou-
ble de 'angle LF C : donc I'angle KF C est égal
aTangle CFL : donc les deux triangles FKC,
FLC ont deux angles égaux i deux angles,
chacun i chacun, et un c6té égal & un cé6té,
‘puisque le c6té F C leur est commun : donc ces
deux triangles ont leurs autres c6tés égaux aux
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autres cdtés, et Iangle restant égal & Pangle res-
tant (prop. 26. 1 ) : donc la droite KC est égale’
aladroite CL et 'angle FKC égal aI'angle FLC.
La droite KL sera double de la droite KC,
puisque la droite KC est égale a la droite CL.
Par Ja méme raison la droite HK sera double de
Ia droite BK. De plus , puisqu’on a démoniré
que la droite BK est égale & la droite KC, que
la droite KL est double de la droite KC et Ia
droite HK double de la droite BK, la droite HK
sera égale 4 la droite KL. Nous démontrerons
semblablement que chacune des droites’ GH,
GM, ML est égale 2 'une ou aI'autre des droites
HK, KL : donc le pentagone GHKLM est
équilatéral. Je dis aussi quil est équiangle ; car
puisque Pangle FKC est égal 4 I'angle FLC,
et qu’on a démontré que I'angle HKL est dou-

“ble de I'angle FKC et I'angle KL.M double aussi
de I'angle FLC, I'angle HKL sera égal 4 I'an~
gle KLM. Nous démontrerons par une raison
semblable que chacun des angles KHG, HGM
GMH est égal 41'un ou 4Vautre des angles HKL,
KLM : donc les cing angles GHK, HKL, KLM,
LMG, MGH sont égaux entr’eux : donc le ‘pen-
tagone GHKLM est équiangle. Nous avons dé-
montré qu'il est équilatéral, et il est circonscrit
au cercle ABCDE; ce quil falloit faire.

' 4
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PROPOSITION XIII.
PROBLEME.

Dans un pentagone équilatéral et équiangle ,
inscrire un cercle.

Soit ABCDE (fig. 117) le pentagone équi-~
latéral et équiangle donné : il faut inscrire un
cercle dans le pentagone ABCDE.

Partagez chacun des angles BCD, CDE en deux
parties égales par les droites CF, DF (prop.9.1);
et du point F ou les deux droites CF, DF se ren~
contrent,, menez les droites FB, FA, FE, Puis-
que la droite BC est égale 4 la droite CD et que
la droite FC est commune, les deux droites BC,
CF sont égales aux deux droites DC, CF; mais
I'angle BCF est égal a 'angle DCF : donc la
base BF est égale 4 la base DF (prop.4.1);
Ie triangle BF C est égal au triangle DCF et les
autres angles qui soutendent des cétés égaux
dans ces deux triangles sont égaux entr’eux
(prop. 4. 1) : donc I'angle CBF sera égal & 'an-
gle CDF; et puisque I'angle CDE est double

‘de 'angle CDF et que l'angle CDE est égal
4 Pangle ABC et ’angle CDF égal i I'angle CBF,
I'angle CBA sera double de I'angle CBF, et par
conséquent I'angle ABF sera égal al'angle FBC :



DEUCLIDE. a0z,

donc V'angle ABC est partagé en deux parties
égales par la droite BF. Nous démontrerons
semblablement que chacun des angles BAE,
AED est partagé en deux parties égales par les
droites FA, FE. Actuellement du point F con-
duisez sur les droites AB, BC, CD, DE, EA
les perpendiculaires FG, FH, FK, FL, FM.
Puisque I'angle HCF est égal a 'angle KCE et
que I'angle droit FHC est égal & I'angle droit
FKC, les deux triangles FHC, FKC auront
deux angles égaux A deux angles et un cété
égal 3 un c6té; savoir, le c6té commun FC qui
soutend un des angles égaux : donc ces deux
triangles auront les autres c6tés égaux aux autres
cbtés (prop.26.1), etlaperpendiculaire FHsera
égale 4 la perpendiculaire FK. On démontrera
semblablement que chacune des droites FL,
FM, FG est égale 4 I'une ou al'autre des droites
FH, FK : donc les cinq droites FG, FH, FK,
FL, FM sont égules entr’elles : donc si du
centre F et avec un intervalle égal & une des
droites FG, FH, FK, FL, FM on décrit une
circonférence de cercle, cetie circonférence
passera par les autres points et touchera les
droites AB, BC, CD, DE, EA, parce que les
angles sont droitsenG, H, K, L, M; en effet, si
au lien de les toucher, elle les.coupoit, la per-
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pendiculaire menée & Pextrémité d'un diameétre-
entreroit dans le cercle ; ce qui a é1é démontré
absurde (prop. 16.3) : donc la circonférence
décrite du centre F avec un intervalle égal &
une des droites FG, FH, FK, FL, FM ne cou-
pera point les droites AB, BC, CD, DE, EA:
donc elle les touchera. Decnvez Ia c1rconfe-
rence GHKLM.

" Donc on a inscrit une circonférence de cercle
dans un pentagone équilatéral et équiangle; ce
qu'il falloit faire.

PROPOSITION XIV.

PROBLEDME.
\

Circonscrire une circonférence de cercle & un
pentagone équilatéral et équiangle donné.

Soit ABCDE (fig. 118) un pentagone équi-
latéral et équiangle : il faut A ce pentagone cir-
conscrire une circonférence de cercle.

Partagez en deux parties égales chacun des
angles BCD, CDE par les droites CF, FD
(prop. 9. 1), et du point F ol ces droites se
rencontrent , menez aux points B, A, E les
droites FB, FA, FE. Nous démontrerons,
comme dans la proposition précédente, que
chacun des angles CBA, BAE , AED est coupé
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en deux parties égales par les droitesBF, FA, FE.
Puisqi:.e I'angle BCD est égal 4 'angle CDE, et
que I'angle FCD est la moitié de 'angle BCD,
et Pangle CDF la moitié de I'angle CDE, I'an-
gle FCD sera égal i I'angle FDC : donc le c6té
FC est égal au c6té FD (prop. 6. 1). On démon-
trera semblablement que chacune des droites
FB, FA, FE est égale & chacune des droites FC,
FD : donc les ¢ing droites FA, FB, FC, FD, FE
sont égales entr’elles : done la circonférence
décrite du point F et avec un intervalle égal a
une des droites FA, FB, FC, FD, FE passera
par les autres points et sera circonscrite au
pentagone équilatéral et équiangle ABCDE.
Décrivez la circonférence ABCDE.

Donc une circonférence de cercle a été cir-
conscrite & un pentagone équilatéral et équian-

gle; ce quil falloit faire.
PROPOSITION XYV,
PROBLEME.

Inserire dans un cercle donné un hexagone équi-
latéral et équiangle.

‘Soit ABCDEF (fig. 119) le cercle donné : il

faut dans ce cercle inscrire un hexagone équi-

latéral et équiangle.
Menez le diaméwre AD du cercle ABCDEF,
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prenez le centre G de ce cercle, et du centre D
avec 'mtervalle DG décrivez la circonférence
EGCH (dem. 3); menez les droites EG,CG,
prolongez-les vers les points B, F, et menez
_ les droites AB, BC, CD, DE, EF, FA:je dis
que I'hexagone ABCDEF est équilatéral et
équiangle.

Puisque le pomnt G est le centre du cercle
ABCDEF, la droite GE sera égale a la droite GD.
De plus, puisque le pomt D-est le centre du
cercle EGCH, la droite DE sera égale a la
droite DG ; mais on a démontré que la droite
GE est égale 4 la droite GD : donc la droite GE
est égale & la droite ED : donc le triangle EGD
est équilatéral : donc ses trois angles EGD,
GDE, DEG sont égaux entr’eux , puisque dans
les triangles 1socéles les angles 4 la base sont
égaux entr’eux (prop. 5.1 ); mais les trois
angles d’un triangle sont égaux a deux droits -
(prop.32. 1) : donc Vangle EGD est le tiers
de deux angles droits. On démontrera sembla-
blement que Pangle DGC est le tiers de deux
angles droits ; donc, puisqu’une droite CG tom-
bant sur la droite EB fait les angles de suite EGC,
CGB égaux 4 deux droits (prop. 13.1), I'angle
restant CGB sera le tiers de deux angles droits :
donc les angles EGD, DGC, CGB sont égaux
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entr’eux ; mais les angles BGA, AGF, FGE
sont- égaux aux angles EGD, DGC, CGB,
parce que ces angles sont opposés par le sommet
(prop. 15. 1) : donc les six angles EGD, DGC,
CGB, BGA, AGF, FGE sont égaux entr’eux;
mais des angles égaux s’appuient sur des arcs
égaux (prop. 26. 3 ) : donc les six arcs AB, BC,
CD, DE, EF, FA sont égaux entr’eux ; mais des
arcs égaux sont soutendus par des cordes égales
(prop. 29. 3) : donc les six cordes sont égales
entr’elles : donc 'hexagone ABCDEF est éiqui-
latéral. Je dis qu'il est équiangle , car puisque
Parc AF est égal 4 'arc ED, si nous leur ajou-
" tons 4 chacun I'arc ABCD, l'arc total FABCD
sera égal 4 Parc total EDCBA : donc, puisque
I'angle FED s’appuie sur arc FABCD et que
Yangle AFE s’appuie sur I'arc EDCBA, l'an-
gle AFE est égal a Pangle DEF ( prop. 27.3).
On démontrera semblablement que’les autres
angles de I'hexagone ABCDEF sont égaux
chacun 4 I'un ou a lautre des angles AFE,
FED : donc 'hexagone ABCDEF est équian~
gle. Mais on a démontré qu'il est équilatéral, et
il est inscrit dans le cerclé ABCDEF. -

- Donc on a inscrit un hexagone équilatéral et
équiangle dans un eercle donné; ce: qu Sk fa’-lloxt
faive. . ) LN



206 ELEMENS"

WCOROLLAIRE.

Kl

11 suit manifestement. de la que le coté de
Phexagone est égal au demi-diamétre du cercle.
Si par les points A, B, C, D, E, F nous me-
nons des tangentes au cercle, on circonscrira
"2 ce cercle un hexagone équilatéral et équion-
gle ,"en suivant la méthode que nous avons
donnée pour le pentagone; c’est aussi de la
‘'méme maniére que nous inscrirons et que nous
circonscrirons une circonférence ‘de cercle i
‘un hexagone donné.

PROPOSITION XVI.
PROBLEME.

Inscrire dans un cercle donné un qumdecagorfc
équilatéral et équiangle. .

Soit ABCD (fig. 120) le cercle donné : il
faut dans ce cercle inscrire un quindécagone
équilatéral et équiangle.

Inscrivez dans le cercle ABCDle c6té AC
d’un triangle équilatéral et le c6té AB d’un pen-
tagone équilatéral. Puisque la circonférence en~
tiére ABCD doit éwre partagée en quinze parties
égales , V'arc ABC qui est la troisiéme partie de
la circonférence en contiendra cing, et Varc'AB
qui est le cinquiéme de Ia circonférence en con=
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tiendra trois : donc larc restant BC en con-
tiendra deux. Partagez I'arc restant BC en deux
parties égales au point E ( prop. 30.3), chacun
des ar¢s BE , EC sera la quinziéme partie de
1a circonférence du cercle ABCD : donc si 'on
porteune des droites BE, EC surla circonférence
ABCD autant de fois qu’on le pourra (prop. 1.4),
on aura un quindécagone équilatéral et équian-
gle qui sera inscrit dans cette circonférence ;
ce qu’il falloit faire. , -

En suivant la méthode que nous avons donnée
pour le penlagone, si par les points de division
d’'un cercle on conduit des tangentes & ce cer-
cle, on circonscrira & ce cercle un quindéca-
gone équilatéral et équiangle. En suivant la
méme méthode, nous mscrirons et nous cir-
conscrirons une circonférence de cercle & un
quindécagone équilatéral et équiangle donné. .

’

"FIN DU QUATRIEME LIVRE.

1
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PPN

- LIVRE VI

DEFINITIONS.

1. Liss figures rectilignes semblables sont
celles dont les angles sont égaux chacun A
chacun et dont les c6tés placés autour des angles
égaux sont proportionnels.

2. Les figures sont réciproques lorsque les
antécédens et les conséquens des raisons se
trouvent dans I'une et Pautre figure.

3. Une droite est dite coupée en extréme et
moyenne raison lorsque la droite totale est au
plus grand segment comme le plus grand seg-
ment est au plus petit.

4. La hauteur d’une figure est une perpen-
diculaire menée de son sommet sur sa base.

5. On dit qu'une raison est composée de rai-
sons lorsque les quantités des raisons multi-
Pliées entr’elles produisent la quantité de cette
raison,
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PROPOSITION PREMIERE,
THEOREME.

Les triangles et les parallélogrammes qui ont
la méme hauteur sont entr’ewx comme leurs
bases. ’

Soient les triangles ABC, ACD (fig. 121)
et les parallélogrammes EC, CF qui ont la
méme hauteur, savoir, la perpendiculaire me-
née du point A sur la droite BD : je dis que le
triangle ABC est au triangle ACD et que le
paralle'logramine EC est au parallélogramme CF
comme la base BC est 4 la base CD.

Prolongez la droite BD de part et d’autre
versles points H, L, et faites les droites BG, GH
égales chacune a la base BC; faites aussi les‘
dr01tes DK, KL égales chacune 4 Ia base CD,

et menez les droites AG, AH, AK, AL.
" Puisque les droites CB, BG, GH sont égales
entr'elles, les triangles AGH, AGB, ABC seront
égaux entr’eux (prop. 38. 1) : donc le triangle
AHC contient le triangle ABC autant de fois
que la base HC contient labase BC. Par ]a méme
raison le triangle ALC contient le triangle ACD
autant de fois que la base L.C contient la base CD.
Silabase HC est égale ala base CL, le triangle
. O
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AHC sera égal au triangle ABC ( prop. 38. 1);
si la base HC surpasse la base CL, le triangle
AHC surpassera le triangle ALC, et si cette
_base est plus petite le triangle sera plus petit.
Ayaut donc quatre quantités , savoir , les deux
bases BC, CD et les deux triangles ABC, ACD,
on a pris des équimultiples de la base BC et du
triangle ABC, savoir, la base HC et le trian-
gle AHC; on a pris aussi d’autres équimultiples
de la base CD et du triangle ACD, savorr, ld
base CL et le triangle ALC; et I'on a démontré
que si la base HC surpasse la base CL, le trian-
gle AHC surpassera le triangle ALC; que si la
base HC est égale 4 la base CL, le triangle AHC
sera égal au triangle ALC, et que si la base HC
est plus petite que la base €L, le triangle AHC
sera plus petit que le triangle ALC : donc le
triangle ABC est au triangle ACD comme la
base BC et la base CD (déf. 5.5).
- Puisque le parallélogramme EC est double
du triangle ABC, que le parallélogramme FG
est double aussi du triangle ACD (prop.41.1),
et & cause que les parties ont entr’elles la méme
raison que leurs équimultiples (prop. 15.5), le
parallélogramme-E€ sera un parallélogramme
FC commeTe triangle ABC est un triangle ACD:.
donc puisqu’on a démontré que le triangle ABC.
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est au triangle ACD comme la base BC estila
base CD; et 4 cause que le parallélogramme EC
est au parallélogramme FC comme le triangle
ABC est au triangle ACD, le parallélogramme
EC sera au parallélogramme F C comme la base
BC est & la base CD (prop. 11.5). ‘

Donc les triangles et les parallélogrammes
qui ont la méme hauteur sont entr’eux comme
leurs bases ; ce qu'’il falloit démontrer.

PROPOSITION IL
THEOREME.

Si Uon conduit une droite qui soit paralléle & un
des cétés d’un triangle , cette droite coupera
proportionnellement les cétés de ce trz'ahgle; et
si deux cétés d'un triangle sont coupés propor-
tionnellement, la droite qui joindra les sections
sera paralléle au c8té restant du triangle,

Que I'on méne la droite DE (fig. 122) de
maniére qu’elle soit paralléle & un des c6tés du
triangle ABC : je dis que CE est 3 EA comme
BD est a DA.

Menez les droites BE; CD.

Le triangle BDE est égal au. trxangle CDE
(prop.37.1), parce qn'ils ont la méme base et
qu’ils sont compris entre les mémes parall¢les.

2
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Mais deux-quantités égales ont la méme raison
avec une méme quantité (prop.7.5): doncle
triangle CDE est au triangle ADE comme e
trianglee BDE est au triangle ADE. Mais le
triangle BDE est au triangle ADE comme BD
esta DA : car ces deux triangles , qui ontlaméme
hauteur, savoir, la perpendiculaire menée du
point E sur Ja base AB, sont entr’eux comme
leurs bases (prop.1.6). Par la méme raison le
triangle CDE est au triangle ADE comme CE
est AEA : donc BD est 4 DA comme CE est
aEA (prop.11.5).

Si les cétés AB, AC du triangle ABC sont
coupés proportionnellement aux points D, E de
maniére que BD soit 3 DA comme CE est A EA,
et sil'on méne la droite DE : je dis que la droite
DE est paralléle a la droite BC.

‘Faites la méme construction. Puisque BD
est 3 DA comme CE esta EA, que BD est 2 DA
comme le triangle BDE est au, triangle ADE
(prop. 1.6), et que CE est # EA comme le
wiangle CDE est an triangle ADE; le triangle
BDE sera au triangle ADE comme le triangle
CDE est au triangle ADE (prop. 11.5): donc
chacun des triangles BDE , CDE a la méme
-raison avec le triangle ADE : donc le triangle
BDE est égal au triangle CDE (prop. 9. 5),
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et ils ont la méme base. Mais des triangles égaux |
et construits sur la méme base sont compris
entre les mémes paralléles ( prop. 3. 1) : donc
la droite DE est paralléle A la droite BC.

Donc si 'on conduit une droite qui soit pa-
rallele & un des c6tés d'un triangle , cette droite
coupera proportionnellement les ¢6tés de ce
triangle ; et siles cotés d’'un triangle sont coupés
proportionnellement, la droite qui joindra les
sections sera paralléle au c6té restant de ce
triangle ; ce qu’il falloit démontrer. !

PROPOSITION IIL
THEOREM E.

S un angle d'un triangle est partagé en deux par-
ties égales , et si la droite qui partage cet angle
coupe la base , les segmens de la base auront
la méme raison que les autres cétés de ce trian—~
gle; et si les segmens de la base ont la. méme

. raison que les autres c6tés du triangle, la droite
qui est mende du sommet a la section partagera
Vangle de ce triangle en deux parties égales.

Soit le triangle ABC (fig. 123 ), que I'an-
gle BAC soit partagé en deux parties égales par
la droite AD : je dis que BD est 2 DC comme
BAesta AC. o

3
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- Par le point C menez la droite CE paralléle
ala droite DA (prop.31.1); prolongez la droite
BA jusqu’a ce qu'elle rencontrera la droite CE
au point E.

Puisque la droite A C tombe sur les paralléles
AD, EC, I'angle ACE sera égal & 'angle CAD .
(¢ prop. 29. 1); mais I'angle CAD est supposé
égal 3 angle BAD : donc l’angle BAD sera égal
alangle ACE. De plus, puisque la droite BAE
tombe sur les paralléles AD, EC, P'angle exté-
vieur BAD est égal & I'angle intérieur AL C
( prop. 29. 1). Mais on a démontré que I'angle
ACE est égal a'angle BAD : donc I'angle ACE
sera égal 4 'angle AEC : donc le c6té AE sera
égal au c6té AC (prop. 6. 1 ). Puisque la droite
AD est paralléle 4 un des c6tés du triangle BCE,
savoir , au ¢6té EC, la droite BD sera & la droite
DC comme la droite BA est & la droite AE
(prop. 2.6). Mais la droite AE est égale & la
droite AC : donc la droite BD est a la droite
DC comme la droite BA est a la droite AC
(prop-7-5).

Supposons a présent que la dl oite BD soit &
la droite DC comme la droite BA est a la droite
AC; menez la droite AD : je dis que Tangle
BAC est partagé en deux parties égales par la
droite AD.
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Faites la méme construction. Puisque BD
est 3 DC comme BA est 3 AC, et que BD est
4 DC comme BA est & AE (prop 2.6), car
]a droite AD est par alléle & un des cotés du
triangle BCE, savoir, au c6té EC, il est’ évie
dent que BA sera a AC comme BA est Y AR :
donc la droite AC est égale & la droite AL
(prop.9.5) : donc I'angle AEC est égal 3 Pan-
. gle ACE (prop. 5:- r), miis I'angle AEC: est
- égal & Pangle extérieur BAD {prop.2g.1), et
Yangle ACE égalal’ angle alterne CAD:: done
- Vangle BAD ‘sera égal &' langle CAD : donc
: lanﬂle BAC est partagé ‘en deuk parues égales
par la droite AD. SN .
Donc si un angle-d'un tmangle est partage en
deux parties égales, et si la droite quipartage
cet angle- coupe: Ja base les'segmens delaibase
: auront’ la mémé raison: ¢ue les autres cOtés de
e tmangle ‘et si lés segmeits de-la base ont:la.
éime raison que- les ‘autres. c6tés du trlangle,
. 1a droite’ qui‘est menée dii sommet 3 la section
& Ia base Partage Patigle' dé'ce triangle en deuix
partres egales ce qﬁ’ﬂ falléit'démontrer. 1

n,.,:t, I A e 3.'.#’!.:‘:‘;” [
t
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PROPOSITION IV.
"TrHEOREME.

‘Dans les tﬁangles équiangles , les cdtés qui sont
autour des angles égaux sont proportionnels ;

" et on appelle cétés. homologues ceux qui sou~
tendent des angles egau.z .

Soient les triangles équiangles ABC, DCE
(fig. 124 ) dont Tangle ABC soit égal a I'angle
DCE, I’angle ACB égal  I'angle DEC, et V'an-
gle BAC égal a Fangle CDE : je dis que dans
les:deux triangles ABC; DCE, les cdtés quisont
autour des angles égaux sont proportionnels,
et que les cOtés'qui soutendent des angles égaux
sont:homologues..

.-Platez le, c6té BC dans la direction de CE ;
puisque les angles ABC., ACB sont moindres
que: deux angles. droits ( prop. 17.1), et que
Iangle-ACB est égal.a l'angle DEC, les angles
ABC , DEC seront plus petits que deux-angles
droits: s donc les. ,deux‘ droites BA, ED étant
prolongées, sexeneontreropt entr’elles: (ax. 11);
et supposons qu’elles se rencontrent au point F.

Puisque 'angle DCE est égal & 'angle ABC,
Ia droite DC sera paralléle 3 la droite BF
(prop- 38. 1). De plus, puisque I'angle ACB
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est égal & I'angle DEC, la droite AC sera pa-
ralléle 4 la droite FE. Donc la figure FACD est
un parallélogramme : donc la droite FA est
égale 4 la droite FD et la droite AC égale a la
dro:lte FD (prop.34. 1); et puisqu'un des cotés
du triangle FBE, savoir, le c6té AC est paral-
léle au c¢6té FE, le c6té BA sera au cété AF
comme le c6té'BC est au c6té GE (prop. 2.6).
Mais la droite AF est égale 4 ladroite CD: donc
BA est 3 CD comme BC est a CE (prop.7.5),
et, en alternant, AB est 3 BC comme CD est &
CE (prop. 16.5). De plus, puisque la droite
CD est paralléle 4 la droite BF, la droite BC
sera a la droite CE comme la droite FD est 2
la droite DE. Mais la droite DF est égale i la
droite AC : donc BC est & CE comme AC est
AED, et en alternant, BC est 4 CA comme CE
est 2 ED; mais puisqu’on a démontré que AR
est & BC comme DC est 2 CE, etque BCest &

CA comme CE est A ED, la droite BA sera a
1a droite AC comme CD est 3 DE (prop. 22. 5)

Donc dans les triangles equlanéles Ies- cotcs
qui sont auteur des anﬂles égaux sont propor-
tionnels, et]es cotés qui soutendent des angles
£égaux sont: homologues i ce. qu’ll falloit dé-
montrer. i :
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PROPOSITION V.
THEOREME.

Si deurx trianglt;s ont leurs cotés proportionnels,
ces deux triangles seront équiangles , et les an-
gles soutendus pc;r les cdtés homologues seront
égaux. -

Soient deux triangles ABC, DEF (fig. 125)
dont les c6tés soient proportionnels, de ma-
niére que AB soit &4 BE€ comme DE esta EF,
que BC soit & CA comme EF est 4 FD et que
BA s0it 3 AC comme ED est 4 DF : je dis que
les triangles ABC, DETF sont équiangles et que
les angles soutendus par les c6tés homologues
sont égaux, savoir, I'angle ABC égal a l'angle
DEF, I'angle BCA égal 2 'angle EF D, et enfin
Pangle BAC égal & I'angle EDF.

‘Construisez sur la droite EF et aux points
E, F l'angle FEG égal & I'angle ABC et I'an-
gle EFG e«ral 4 Pangle BCA (prop. 23. 1) le
troisiéme ancle BAGC sera égal au troisiéme
angle EGF (p1 op. 32.1) : donc les triangles
ABC, EGF sont équiangles : donc dans les deux
iy 1ang1es ABC, EGF, les c6tés qui sont autour

des angles égaux sont proportionnels et les cétés
| qui soutendent les angles égaux sonthomologues

4
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(prop. 4.6) : donc AB est 4 BC comme GE-
est 3 EF; mais AB est 2 BC comme DE est a
EF : donc DE est A EF comme GE est 4 EF
( prop. 11.5) : donc l'une et 'autre des droites
DE, GE ont la méme raison avec la droite EF :
donc la droite DE est égale a la droite GE
( prop.9.5). Ladroite DF scra égale & la droite
GF, par laméme raison. Donc, puisque la droite
EG est égale i la droite DE, et que la droite
EF est commuhe, les deux droites DE, EF sont
égales aux deux droites GE, EF ; mais la base
DF est égale & 1a base GF : donc 'angle DEF est
égal  'angle GEF (prop. 8. 1); donc le triangle
DEF est égal au triangle GEF et les autres angles
qui sont soutendus par les c6tés éganx sont en-
core égaux : donc I'angle DT E est égal a angle
GFE et I'angle EDF égal aI'angle EGF . Puisque
-DEF est égal al'angle GET et que I'angle GEF
est égal a I'angle ABC, par construction , I'an-
gle ABC sera égal 4 angle DEF. Par la méme
raison I'angle ACB sera égal a I'angle DFE et
Pangle A égal A l'angle D : donc les triangles
ABC, DEF sont équiangles. '
~ Donc si deux triangles ont leurs cétés pro-
portionnels , ces deux triangles seront équian-
gles, et les angles soutendus par les c4tés homo-
logues seront égaux ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION VI
THEOREME.

Si dewax triangles ont un angle égal aun angle,'et '
si les cités qui sont autour des angles égaux
sont proportionnels , ces deux triangles seront
équiangles et les angles soutendus par les c6tés
homologues seront égaux.

- Soient les deux triangles ABC, DEF
(fig. 126), ayant un angle BAC égal 4 un angle
EDF, et ayant de plus les c6tés qui sont autour
des angles égaux proportionnels entr’eux, de
maniére que BA soit 4 AC comme ED est &
DF : je dis que les triangles ABC, DEF sont
équiangles et que I'angle ABC est égal 4 'angle
DEF et l'angle ACB égal a I'angle DFE.

Sur la droite DF et aux points D, F cons-
truisez I’'angle FDG égal a I'un ou & l'autre des
angles BAC, EDF et angle DFG égal a I'an-
gle ACB (prop. 25. 1). L’angle restant B sera
égal 4 'angle restant G (prop. 32. 1) : donc les
triangles ABC, DGF sont équiangles: donc BA
est 2 AC comme GD est 3 DF (prop. 4.6);
mais on suppose que BA est 4 AC comme ED
est 4 DF : donc ED est 3 DF comme GD est
4 DF (prop. 11.5) : donc le c6té ED est égal
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au c6té DG (prop. 9. 5); mais le coté DF est
commun : donc les deux droites ED, DF sont
dgales aux deux droites GD, DF; mais 'angle
EDF est égal i I'angle GDF : donc labase EF est
égale i la base FG (prop. 4. 1); donc le triangle
DEF égal au triangle GDF et les autres angles
qui sont soutendus par les cotés égaux sont en-
core égaux : donc I'angle DF G est égal a I'angle
DFE et Pangle G égal a Pangle E. Mais I'angle
DFG est égal a Pangle ACB, par construction :
donc I'angle ACB est égal 4 DF E; mais I'angle
BAC est supposé égal & I'mgle EDF : donc
Yangle restant B est égal 4 l'angle restant E
{prop. 32. 1) : donc les deux triangles ABC,
DEF sont équiangles.

Donc si deux triangles ont un angle égal a
un angle, et si les c6tés qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels, ces deux
triangles seront équiangles, et les angles sou-
tendus par les cdtés homologues seront égaux ;
ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION VII.
THEOREME.

St deux triangles ont un angle égal & un angle,

i les cdtés placés autour de deux autres angles
sont proportionnels entreux, et si chacun des
angles restans est en méme tems ou plus petit
ou n'est pas plus petit qu'un angle droit, les
triangles seront équiangles et les angles adja-
cens aux cétés proportionnels seront égaux.

Soient les deux triangles ABC, DET (fig. 127)
ayant un angle égal & un angle, savoir, I'angle
BAC égal a I'angle EDF et les c6tés qui sont
autour de deux autres angles ABC , DEF propor-
tionnels entr’eux , de maniére que DE soit 4 EF
comme AB est 4 BC, et que chacun des deux
autres angles ACB, DT E soit plus petit qu'un
angle droit : je dis que les triangles ABC, DEF
sont équiangles, que I'angle ABC est égal 4 F'an-
gle DEF, etFangle ACB égal al'angle DFE.

Car si I'angle ABC n'est pas égal & langle
DET, I'un d’eux sera plus grand. Que I'angle
ABC soit le plus grand. Construisez sur la droite
AB et au point B un angle ABG égal 4 I'angle
DEF (prop.=25.1).

Puisque I'angle A est égal & I'angle D et I'an-
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gle ABG égal i I'angle DEF, I'angle AGB sera
égal 4 Pangle DFE (prop. 32.1) : donc les trian-
gles ABG, DEF sont équiangles : donc AB est
4 BG comme DE est 3 EF (prop.4.6); mais
par supposition DE est 4 EF comme AB est
4 BC: donc ABest & BC comme AB-est 2 BG
(prop.11.5) : donc la droite AB a la méme
raison avec chacune des droites BC, BG : donc
la droite BC sera égale i la droite BG et par
conséquent I'angle BGC est égal 4 I'angle BCG-
(prop. 5. 1) mais on a supposé que I'angle C
est plus petit qu'un angle droit : done I'angle
BGC est plus petit qu’un angle droit et par con-
séquent I'angle de suite AGB est plus grand.
qu'un angle droit { prop. 13. 1) ; mais on a dé-
montré que P'angle AGB est égal 4 I'angle F :
donc angle F est plus grand qu’un angle droit ;
mais on a supposé quil étoit plus petit quun.
angle droit, ce qui est absurde : donc les angles,
ABC, DEF ne sont pas inégaux : donc ils sont
égaux ; mais Pangle A est égal al'angle D : done
'angle C est égal 4 'angle F : donc les triangles
ABC, DEF sont égaux.

Supposons A présent que 'un et Vautre des
angles C, F n’est pas plus petit qu'un angle droit :
je dis encore que les triangles ABC, DEF sont

équiangles. ,
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'Ayant fait Ja méme construction, nous ;Ié—
montrerons semblablement que le c6té BC est
égal au c6té BG et I'angle C égala I'angle BGC;
mais.I'angle C n’est pas plus petit qu'un angle
droit : donc I'angle BGC n’est pas plus petit
qu'un angle droit : donc deux angles du trian-
gle BGC ne sont pas plus petits que deux angles
droits, ce qui est impossible (prop. 17.1): donc
les angles ABC, DEF ne sont pas inégaux :
donc ils sont égaux ; mais l'angle A est égal &
I'angle D : donc I'angle G est égal & l'angle F
(prop. 32. 1) : donc les triangles ABC, DEF
sont équiangles.

Dongc si deux triangles ont un angle égal 4 un
angle, si les cdtés placés autour de deux autres
angles sont proportionnels entr’eux, et si cha-
cun-des angles restans est en méme tems plus
petit ou n’est pas plus petit qu'un angle droit,
les triangles seront équiangles et les angles adja-
cens aux c6tés proportionnels seront égaux ;

_ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION VIIL -
THEOREME:

Si dans un triangle rectangle on conduit une
perpendiculaire de Uangle droit sur la base , les
triangles placés autour de la perpendiculaire
sont semblables au triangle total et semblables
eritr'eux.

Soit le triangle rectangle ABC (fig. 128 ) dont
I'angle BAC est droit; du point A conduisez la
perpendiculaire AD sur la base BC : je dis que
les triangles ABD, ADC sont semblables au
triangle total ABC et semblables entr’eux.

Car puisque Pangle BAC est égal & I'angle
ADB, étant droits I'un et P'autre, et que I'angle
B est commun aux deux triangles ABC, ABD,
Yangle restant ACB sera égal 4 I'angle restant
BAD (prop.32. 1) : donc les deux triangles
ABC, ABD sont équiangles : donc le c6té BC
qui soutend l'angle droit du triangle ABC, est
au ¢61é BA qui soutend I'angle droit du triangle
ABD comme le c61é AB qui soutend I'angle C
du triangle ABC, est au c6té BD qui soutend un
angle égal i 'angle C, c’est-a-dire I'angle BAD
du triangle ABD, et enfin comme le c6té AC
est au cété AD qui soutend un apgle B commun

’ P

>
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a ces deux: triangles : donc les triangles ABC,
ABD sont équiangles, et les c6tés placés autour
a des angles égaux sont proportionnels ertre
‘eux (prop. 4.6): doncle triangle ABC est sem-
Jblable au triangle ABD (déf. 1.6). Nous dé-
monirerons que de méme le triangle ADC est
semblable au triangle ABC : donc chacun des
triangles ABD, ADC est semblable au triangle
totdl ABC.

Je dis de plus que les tmanOIes ABD, ADC
'sont semblables entr’eux.

Car puisque l'angle droit BDA est égal &
I'angle dr oit ADC, et a cause qu’il a é1é dé-
montré que lanfrle BAD est égal & lanole C,
Yangle restant B sera égal T’ anﬂle restant DAC
‘(prop.32.1): done les deux trlané,les ABD,
ADC sont cqumnoles : donc le coté BD.du
‘triangle ABD, (qui soutend Vangle BAD est au
c6té DA du Li‘ianglé ADC, qui soutend Pangle
C égal 4 Pangle BAD, comme le c¢6té AD du
triangle ABD qui soutend 'angle B est au cdié
‘DC du triangle ADC qui soutend Pangle DAC
égal 4 Pangle B, et comme le ¢6té BA qui sou-
‘tend I'angle droit ADB est au c6té AC qui sou-
T‘tend r ang,le dl 01t ADC ( prop. 4. 6) donc le
' tuanvle ABD est semblable au triangle ADC
( def I. 6)
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Dong si dans un triangle rectangle, ‘on €on-
duit une perpendlculalre de I’ ansle droit sur la
bdse les triangles placcs autour:de la perpen-—
‘ dlculalre sont semblables au triangle total et
semblables entr’eux ; ce qu'il falloit demonu rer.

COROLLAIR]}.

Il suit de Ia que , dans un triangle rectangle
la per-pend_lculalre conduue de l’angle d;mt, sur
la base, est moyenne proportionnelle entre les
' segmens de la base, et que chaque c6té de'angle
droit est moyen proportionnel entre la base et
le segment qui lui est contigu.

PROPOSITION IX.
PROBLEME,

D’une droite donnée- retrancher une partie
demandée.

Soit AB (fig. 129)la droite donnée : il. faut

de la droite AB retrancher une partie demandée.
Que la partie demandée soit le tiers de cette
~droite’; du’poin'f A conduisez une droite quel-
conque AC qui fasse avec la droite AB un angle
quelconque'; prenez sur la droite’ AC un point
quelconque D et faites les droites DE, E.C
égales ‘chacune 2 la droite AD (prop. 3. 1);
«conduisez ensuite la droite BC et parle point D

2
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conduisez la droite DF paralléle & la droite BC
(prop. 3r.1).. ’
Puisqu’on a conduit la droite F D paralléle &
un des c6tés du triangle ABC, savoir, au ¢6té
BC, la droite CD sera 4 la droite DA comme
la droite BF est & la droite FA (prop.=2.6);
mais la droite CD est double de la droite DA :
‘donc la droite BF est double de la droite FA :
donc la droite BA est double de la droite AF.
Donc on a retranché de la droite donnée AB
sa troisiéme partic demandée; ce qu'il falloit
faire.

PROPOSITION X.
PROBLEME.

Partager une droite donnée qui w’est point par-
: tagé’c_e de la méme maniére qu’une autre droite
donnée est partagée.

Soit AB (fig. 130 ) la droite dounde qui n'est
point partagée et AC la droite donnée qui est
partagée: il faut partager la droite AB qui n’est
pas partagée de la méme maniére que la droite
AC est partagée.

Que la droite AC soit partagée aux points
D, E, et que les droites AC, AB soient placées
de maniére qu’elles comprennent un angle
‘quelconque. Conduisez la droite BC, et par les
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pomnts D, E, conduisez-les .droites DF, EG
paralléles & la droite BC (prop. 31. 1), et par
Iz point D conduisez la droite DHK paralléle
a la droite AB. L

Les figares FH, HB sont des parallélo-
grammes , et par conséquent la droite DH est
égale A la droite FG et la droite HK égale a la
droite GB (prop. 34. 1); et puisqu’on a conduit
la droite HE paralléle & un des cétés du triangle
DKC, savoir, au ¢6té KC la droite CE sera &
la droite ED comme la droite KH est 4 la droite

HD (prop. 2.6); mais puisque la droite KH est
égale A la droite BG et que la droite HD est
égale a la droite GF, la droite CE est a la droite
ED comme la dreite BG est 4 la droite GF. De
plus, puisqu’on a conduit la droite F D paralléle
4 un des c6tés du triangle AGE, savoir au ¢6té
EG, la droite ED sera a la droite DA comme
la droite GF est & la droite F A. Mais on a dé-
montré que la droite CE est & la droite ED
comme la droite BG est a la droite GF : donc Ia
droite CE est & la droite ED comme la droite BG
est 4 Ia droite GF, et la droite ED est 4 la droite
DA comme la droite GF est a la droite FA.

Donc la droite donnée AB, qui n’est parta-~
gée, a été partagée de la méme maniére que
la droite donnée AC; ce qu’il falloit {aire.

3 .
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PROPOSITION ‘{I
PROBLI‘ME.:’..-‘

Deux droztes etant donneec trouvér une tr omeme

pmportwnnelle.

Sotent AB, AC (ﬁc. 151) les deux dl oites
donndes ; ; placez-les de maniére qu’elles coms-
prennent un ang]e'@e]cont[ue.: il faut trouver
une troisiéme ,p'ropor,tionnelle aux droites AB,
AC. .

Pro]ongez les droites AB, AC vers les pomls‘
D, E; faites la droite BD eorale 3 ]a drpite- AC;
menez la droite BC, et, par __le point D menez la
droite DT paralléle ala droite BC (prop.3t1.1).

Puisque la droite BC est parallele 4 nn des
c6tés du triangle ADE , savoir au c6té. DE, la
droite AB sera a la droite BD comme la droite
AC est a la droite CE (prop.2.6); mais Ia
droite BD est égale & la droite AC : donc la
droite AB est a la. droite. AC comme la droite
AC est a la droite CE. _ ,

Donc les deux droites AB, AC ayant été don-
nées, on a trouvé une troisiéme proportion~
nelle CE; ce quil falloit faive. .. -
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PROPOSITION XIL
PROBLEME.

Z'rois droites étant données , trouver une qua—

triéme proportionnelle.

Soient A, B, C (ﬁg. I.’.) ) les trois droites.
données, il faut trouver une quatmune propor-
tionnelle aux trois droites’ A, B "C.,

Menez les deux droites DE DF compre—

nant un angle quelconque LDI* Ilutes la droite
DG égale A la droite A lade oue GE égale & ](l
droite B ct la droite DH égale 4 la dr01te C.
Menez la droite GH, et par le. pomt E menez
la droite ET par allcn,  Ia droite GH.

Puisque la droite GH est parallcle dun deg
chtés du tr1an<r]c DEF, savoir au coté OF, la
droite DG sera d la droite GE comme la dr01tc
DH est i la droite HF (prop d.6) Mzus la
droite DG est égale & la droite A, la droite GE‘
égale a la droite B, et la dr01te DH cgale a.la
droite C : donc ]a droite A est ala cholte B
comme la droite C est i la drone HF ;

Donc trois'droites A, B, C éiant donndes , On
a trouvé une quatriéme proportiomiel]e HF; ce
quil falloit fare.
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PROPOSITION XIIL
PROBLEME.

Deux droites étant données , trouver une moyenne
proportionnelle.

Soient AB, BC (fig. 133) les deux droites
données ; il faut trouver une moyenne propor-
tionnelle enire ces deux droites.

Placez ces deux droites dans laméme direc-
tion, et sur la droite AC décrivez le demi-cercle
ADC, du point B élevez la perpendiculaire AC
et menez les droites AD, DC (prop. 11.1).

Puisque Pangle ADC est dans un demi-cercle,
cet angle est droit (prop. 31.3); et puisque
dans le triangle rectangle ADC on a conduit de
Langle droit la droite DB perpendiculaire sur la
base , la droite DB sera moyenne proportion-
nelle entre les segmens de la base AB, BC
(corrol. 8.6). v

Donc les deux droites AB, BC ayant été
données, on a trouvé une moyenne propor-
tionnelle DB; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XIV.
pnont.i:_ME.-

Si deux parallélogrammes égaux ont un angle
égal & un angle, les cotés qui sont placés autour
des angles égaux sont réciproquement propor~
tionnels ; et si deux. parallélogrammes ont un
angle égal & un angle, et si les cotés qui sont
placés autour des angles égaux sont récipro-
quement proportionnels , ces deux parallélo-
grammes sont dgaux entr'eux.

Soient AB, BC (fig. 134 ) deux parallélo-
grammes éganx , ayant deux angles égaux en B.
Placez la droite BE dans la direction de DB;
Ja droite BG sera dans la direction de FB
(prop. 14. 1) : je dis que les ctés des parallé-
logrammes AB, BC qui sont placés autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-
nels, c’est-a-dire que DB est 4 BE comme GB
est a BF.

Achevez le parallélogramme FE.

Puisque le parallélogramme AB est égal au
parallélogramme BC et que EF est un troisiéme
. parallélogramme , AB sera 4 FE comme BC est
a FE (prop.7.5); mais AB est 3 FE comme
DB est a BE (prop.1.6); ¢t BC est & FE
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comme GB est a BF: donc DB est i BE comme
GB est A BF (prop 11.5 ): donic les cétés des
p’u‘a]]elogrammes AB, BC qui sont autour des
ancles egaux sont 1'ec1pr0quemem pl‘OPOl‘thl]-—
ne]s. :

Suppos'ons a pre’sent‘ que les c6tés qui sont
autour des angles égaux soient réciproquement
proportionnels, c’est-i-dire que DB soit 4 BE
comme GB est 3 BF : je dis que le parallélo-
gramme AB est égal au parallélogramme BC.

Puisque DB est A BE comme GB est & BF -
que DB est & BE comme le’ parallélogramm
AB est au parallélogramme FE (prop. 1.6), et
que. GB est & BF comme le parallélogramme
BC est au parallélogramme FE, AB sera & FE
comme BC est AFE (prop.11.5): donc le pa~
rallélogramme AB est égal au parallélogramme
BC, (prop. 9.5). , '

" Donc st dcux para]leloorammes ¢gaux onl; un

ngle égal 3 un angle, les c6tés qui sont autour
des angles égaux sont réciproquement propor-~
tionnels; ct si-deux parallélogrammes out un
angle égal & un angle, ct si les cHtés qui sont
autour des, angles égaux sont réciprocuement
proportionnels, ces deux parallélogrammes sont
¢gaux ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XV

THE OREME.

8¢ deux triangles égaux ont un angle.égal & un
angle, les cdtés placés autour des angles égaux
sont reczproquement proportionnels; et si cleux

triangles ont un dngle égal & un angle, et s

les cdtés placés autour de ces angles égaux sont

réciproguement proportionnels , ces deux: trian-
gles sont égaux entr'eux. . : '

Soient ABC, ADE (fig. 155) des trlanvles
égaux , ayant un angle égal & un angle, savoir,
Pangle BAC égal & I'angle DAE : je dis que les

. ¢6tés des triangles ABC, ADE placés autour
des angles dgaux sont réciproquement 'prOpor
"uonnels entr’eux , ¢’est-i-dire que ' CAestda AD
comme EA est'a AB. iy

Placez ces triangles de maniére que la droxte
C A soit dans la diréction de la droite AD; la
droite EA sera dans la direction de la droite AB
(prop. 14. 1). Menez la droite BD.

Puisque le triangle ABC est égal au triangle
ADE et que ABD est un autre triangle , le-trian~
gle CAB sera au triangle BAD comme le trian-
gle ADE est au triangle BAD (prop. 7.5) ; mais
le triangle C AB est au triangle BAD comme CA
est 4 AD (prop. 1.6), et le triangle EAD est
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au triangle BAD comme EA est 4 AB : donc CA
est 3 AD comme EA est & AB (prop. 11.5):
donc les c6tés des triangles ABC, ADE, qui
sont autour des angles égaux , sont réciproque-~
ment proportionnels.

Supposons a présent que les c6tés des trian-
gles ABC, ADE soient réciproquement pro-
portionnels , c’est-a-dire que CA soit 4 AD
comme EA est 4 AB : je dis que le triangle ABC
rest égal au triangle ADE. Menez BD.

Puisque CA est 4 AD comme EA est a AB,
que CA est i AD comme le triangle ABC est
-au triangle BAD (prop. 1.6); et que EA est
4 AB comme le triangle EAD est au triangle
BAD, le. triangle ABC sera au triangle BAD
comme lé triangle EAD est au triangle BAD
(prop. 11.5) : donc I'un et autre des triangles
ABC, ADE ont la méme raison avec le triangle
BAD: donc le triangle ABC est égal au triangle
EAD (prop.g.5).

Donc si deux triangles égaux ont un angle égal
aun angle , les c6tés placés autour de ces angles
égaux sont réciproquement proportionnels; et
si deux triangles ont un angle égal A unangle, et
si les c6tés placés autour des angles égaux sont
réciproquement proportionnels, ces deux trian-
-gles seront é'gaux; ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION XVL

THEOREME.

8¢ guatre droites sont proportionnelles , le rectan-
gle compris sous les deux droites extrémes est
égal au rectangle qui est compris sous les deux
droites moyennes ; et si le rectangle compris sous
deux droites extrdmes est égal & celui qui est
compris sous deux droites moyennes , ces quatre
droites sont proportionnelles.

Soient AB, CD, E, F (fig. 156 ) quatre droites
proportionnelles de maniére qu’on ait AB est &
CD comme E est & F : je dis que le rectangle
compris sous les droites AB, F est égal au rec-
tangle compris sous les droites CD, E.

Des points A, C et sur les droites AB, CD éle-
vez les perpendiculaires AG , CH (prop. 11.1);.
faites la droite AG égale 4 la droite F et la droite
CH égale 4 1a droite E, et terminez les parallé~
logrammes BG, DH.

Puisque AB est 2 CD comme E est & F et
que E est égal a CH et F égal 1 AG, AB sera
2 CD comme CH esta AG (prop.7.5): done
les c6tés des parallélogrammes BG, DH placés
autour des angles égaux sont réciproquement,
proportionnels ; mais lorsque les .cotés des
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- parallélogrammes -écuiangles qui sont autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels , ces parallélogrammes sont égaux entre
eux (prop. 14.6) : donc le parallélogramme
BG est égal au parallélogramme DH; mais le
parallélogramme BG est compris sous les droites
AB, F; car AG est égal 4 F, et le parallélo-
gramme DH est compris sous les droites CD, E;
puisque CH est égal 3 E : donc le rectangle
compris sous les droites AB, F est égal & celum
qui est compris sous les droites CD, E.,

Si le rectangle compris sous les droites AB,
F est égal s celui qui est compris sous les droites
CD, E :je dis que ces quatre droites sont pro-
portionnelles, c’est-a-dire que AB est & CD
comme E est a-F.

Faites la méme construction ; le rectangle
conipris sous les droites AB, F est égal & celui
qui est compris sous les droites CD, E ; mais le
. ieétangle BG est compris sous les droites AB,F';
car AG est égal A F et le rectangle DH est com-
pris sous les droites CD, E, car CH est égal
4 E : donc le parallélogramme BG est égal au
parallélogramme DH et ces deux parallélo-
grammes sont équiangles. Mais les cétds des
- parallélogrammes égaux et équiangles placés
“autour des angles égaux ‘sont réciproquément
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proportionnels (prop. 14.6) :‘donc AB esta CD
.comme CH est 4 AG; mais CH est égal AE et
AG égal AT : donc AB estséy' CD comme E est
aF. ' '

Donc si quatre droites sont PI‘OPOI‘thDIle]IEb,
le rectangle compris sous les droites extrémes
est égal au rectangle compris sous les droites
~ moyeunes; et si un rectangle compris sous deux
droites extrémes est égal 4 un rectangle compris
sous deux droites moyennes, ces quatre droites
sont proportionnelles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XVII.
THEOREME.

S trois droites sont proportionnelles , le rectangle
- compris sous les droites extrémes est égal au
quarré de la droite moyenne; et si un rectangle
compris sous deux droites extrémes est égal au
quarré d’'une droite moyenne , ces ilOl.}‘ droites
sont proportionnelles.

Soient AE, BG, C (ﬁg 137 ) tr01s drmtes
proporuonuclles de maniére que I'on ait AE
est 2 BG comme BG est 2 C : je'dis que le rec-
tangle compns sous les droites AE; C ebt eual
au quarré de BG.

Faites la droite D égale 4 la droite BG.
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ulsque AE est 4 BG _comme BGestaCet
; que BG est.égal ' D, la droite AE serad la
.droite. BG comme la dr01te D est & la droite C;
mais si quatre droites sont propor tionnelles, le
' rectang]e compms sous les droites extrémes est
égal & celui qui est compris sous les droites
moyennes ( prop. 16.6) : donc le rectangle
compris sous les droites AE, C est égal & celui
qui est compris sous les droites BG, D. Mais le
rectangle compris sous les droites BG, D est
~ égal au quarré de BG, car la droite BG est égale
A la droite D : donc le rectangle compris sous
les droites AE, C est égal au quarré de BG.
Si le rectangle compris sous les droites AE, C
est égal au quarré de BG : je dis que AE est &
BG'comme BG est a C.
« +Faites la méme construction. Puisque le rec-
tangle compris sous les droites AE, C est égul
au quarré de BG et que le quarré de BG est un
rectangle compris-sous les droites BG, D, -car
BG est égal 3 D, le rectangle compris sous les
droites AE, C est-égalaur ectangle compris sous
les dr01tes BG D. Mais si un rectangle compris
sous deux droites extrémes est gal Aun rectangle
compris sous deux droites moyennes , .es quatre
droites. seront proportionnelles (prqp 16 6)

..........
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€gal A D: donc AE est 4BG comme BG esta C.
Done si trois droites sont proportionnelles,
le rectangle compris sous les droites extrémes
sera égal au quarré de la droite moyenne; et si
un rectangle compris sous deux droites exirémes
est égal au quarré de la droite moyenne, ces
trois droites seront proportionnelles, ce qull
falloit démontrer.

PROPOSITION XVIIL
PROBLE ME.

Sur une droite donnée, décrire une figure recti-
ligne semblable & une autre et semblablement
placée.

Soit AB (fig. 138) la droite donnée et CE la
figure donnée : il faut sur la droite AB décrire
une figure semblable & la figure CE et sembla-
blcment placée. :

Menez la droite DF, et sur la droue AB et aux
points A, B faites I'angle GAB égal & Pangle C,
et 'angle ABG égal & 'angle CDF (prop.23.1);
I'angle restant CF D sera égal 4 I'angle restant
AGB (prop.32.1):doncles triangles FCD, GAB
sont équiangles : donc FD est 4 GB comme FC
est 2 GA, et comme CD est 3 AB (prop. 4.6).
Construisez ensuite sur la droite BG et aux points

Q
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B, G Pangle BGH égal 4 'angle DFE et I'angle
GBH égal A 'angle FDE; I'angle E restant sera
¢égal a Pangle Hrestant : donc les triangles FDE,
GBH sont équiangles : donc FD est 8 GB comme
FEestaGH, et commeED est A HB (prop.4.6).
Mais on a demontre que FD est a GB comme
FCesta GA, et comme CD est 2 AB : done
FC est a GA comme CD est 1 AB, comme FE
est 4 GH, et comme ED est 8 HB (prop.11.5).
Mais l'angle CFD est égal a I'angle AGB par
construction, et'angle DFE égal a 'angle BGH :
douc langle total CFE est égal 4 I'angle total
AGH. Par la méme raison , I'angle CDE est égal
a I'angle ABH, I'angle C égal 4 Pangle A et
Iangle E égal & I'angle H : donc les figures AH,
CE sont équiangles, et elles ont les c6tés oppo-
sés aux angles égaux proportionnels entr’eux:
donc les deux figures AH, CE sont semblables
(déf. 1.6).

Donc, sur la droite AB on a décrit la figure
AH semblable ala figure CE et semblablement
placée ; ce qu’il falloit faire..
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PROPOSITION XIX,
THEOREME.

Les triangles scmblables sont entr’eux en raison
doublée des cotés homologues.

Soient ABC, DEF (fig. 139) deux triangles
semblables , ayant I'angle B égal & I'angle E.
Supposons que AB soit 3 BC comme DE est a
EF, de maniére que le c6té BC soit 'homo-
logue du c6té EF (déf. 12.5) : je dis que les
triangles ABC, DEF sont entr’eux en raison
doublée des c61és BC, EF.

Prenez une troisiéme proportionnelle BG
(fig. 138 ) aux droites BC, EF, de maniére
que BC soit A EF comme EF est 4 BG, et
menez la droite GA (prop. 11.6). :

Puisque AB est 4 BC comme DE est 4 EF,
s1 'on rechange les places des moyvens, on aura
AB est 4 DE comme BC est AEF (prop. 16.5);
mais BC est A EF ‘coninie EF est 4 BG : done
ABestd DE comme EF est i'BG (pro.11.5):
donc les c6tés des trianglés ABG, DEF pla-
cés autour des angles égaux sont réciproque-
ment proportionnels. Mais deux triangles sont
égaux entr’eux lorsqu’ils ont un angle. égal a
un angle et lorsque les c6tés placés autour des

2
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angles égaux sont réciproquement proportion-
nels (prop. 15.6) : donc le triangle ABG est
égal au triangle DEF. Mais puisque BC est 2 EF
comme EF estaBG, et que lorsque trois droites
sont proportionnelles, la premiére et la troisiéme
sont entr’elles en raison doublée de la premiére
et de laseconde (déf. 10.5), les droites BC et BG
seront entr’elles en raison doublée de BC et de
EF; mais BC est 4 BG comme le triangle ABC
est au triangle ABG (prop. 1.6): donc le trian-
gle ABC et le triangle ABG sont entr'eux en
raison doublée de BC et de EF ; mais le triangle
ABG est égal au triangle DEF : donc le triangle
ABC et le triangle DEF sont entr’eux en raison
doublée de BC et de EF (prop.7.5).
Donc les triangles semblables sont entr’eux
" en raison doublée des c¢btés homolorrues ce
qu'll falloit demonlrer
COROLLAIRE

Ii smit manifestement de 12 que si trois droites
sont proportionnelles, la premiére sera a la troi-
siéme comme triangle décrit sur la premiére est
triangle semblable qui est décrit semblablement
sur la seconde , puisqu’il a été démontré que CB
est & BG comme le triangle ABC est au triangle
ABG.,, cest-2-dire au triangle DEF.
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PROPOSITION XX.
THEOREME.

Les polygones semblables peuvent se diviser en
triangles semblables , égaux en nombre et ﬁro-
portionnels aux polygones ; et ces polygones
sont entr'eux en raison doublée de leurs cdtés
homologues.

Soient ABCDE, FGHKL (fig. 140) deux
polygones ‘semblables et que le c6té AB soit
Yhomologue du c6té FG : je dis que les poly-
gones ABCDE, FGHKL peuvent se diviser en
triangles semblables , égaux en nombre et pro-~
portionnels aux polygones, et que les polygones
ABCDE, FGHKL sont entr'eux en raison
doublée des c6tés AB, FG.

Menez les droites BE, EC, GL, LH.

Puisque le polygone ABCDE est semblable
au polygone FGHKL, I'angle BAE est égal &
I'angle GFL; mais BA est 4 AE comme GF est a
FL : donc, puisque ces deux triangles ont un
angle égal a un angle et que les cétés placés
autour des angles égaux sont proportionnels,
les triangles ABE, FGL seront équiangles
(prop. 6. 6), et par conséquent semblables
‘(prop. 4.6) : donc I'angle ABE est égal a 'an-
‘ 3
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gle FGL ; mais I'angle total ABC est égal a
T'angle total FGH, & cause de la similitude des
polygones : done P'angle restant EBG est égal
a Pangle restant LG H; mais & cause de la simi-
litude des triangles ABE, FGL, EB est A BA~
comme LG est & GF, et a cause de la similitude
des polygones, AB est 4 BC comme FG est aGH,
EB sera 4 BC comme LG est a GH (prop.22.5),
c’est-d~dire que les c61és placés autour des an-
gles égaux EBC, LG H seront proportionnels :
donc les triangles EBC, LGH sont éqniangles
(prop. 6. 6), et par conséquent semblables .
( p‘rop. 4.6). Par la méme raison, les triangles
ECD, LHK sont encore semblables : donc les
polygones ABCDE, FGHKL sont divisés en
triangles semblables et égaux en nombre.

Je dis de plus ue ces triangles sont propor-
tionnels aux polygones, c’est-a-dire que ces
triangles sont entr’eux comme les antécédens
ABE, EBC, ECD sont aux conséquens FGL,
LGH, LHK; je dis encore que les polygones
ABCDE, FGHKL sont en raison doublée des
c6tés homologues, c’est-a-dire en raison dou--
blée des cotés AB, FG.

Menez les droites AC, FH.

Puisqu’ cause de la similitude des polygones
Pangle ABC est égal 2 Vangle FGH, et que AB
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est 2 BC comme FG est & GH, les triangles
ABGC, FGH seront équiangles (prop.6.6):
donc l'angle BAC est égal & I'angle GFH et

Iangle BCA égal a I'angle GHF. De plus, puis-
que I'angle BAM est égal 4 I'angle GFN et qu'il
a été démontré que P'angle ABM est égal 4 I'an-
gle FGN, I'angle restant AMB sera égal & I'an-
gle restant FNG ( prop. 32. 1)) : donc les denx
triangles ABM , FGN sont équiangles. Nous dé-
montrerons semblablement que les deux trian-
gles BMC, GNH sont équiangles : donc AM
est A MB comme FN est ANG, et BM esta MC
comme GN est & NH (prop. 4.6) : donc AM
-est & MC comme FN est A NG (prop. 22.5);
mais AM est A MC comme le triangle ABM est.
au triangle MBC, comme le triangle AME est
au triangle EMC, car ils sont entr’eux comme:
leurs bases (prop. 1.6), mais un seul des an-
técédens est & un seul des conséquens comne
tous les antécédens sont i tous les conséquens.
(prop. 12.5) : donc le triangle AMB est au
triangle BMC comme le triangle ABE est aw
triangle CBE ; mais AMB est 2 BMC comme
AM est A MC : donc AM est & MC comme le
triangle ABE est au triangle EBC (prop.11.5).
Paﬁ la méme raison FN est # NH comme le
triangle FGL est au triangle GLH ; mais AM

4
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est 4 MC comme FN est 4 NH : donc le trian-
gle ABE est au triangle BEC comme le trian-
gle FGL est au triangle GLH (prop. 11.5):
ou bien en échangeant les places des moyens,
le triangle ABE est au triangle FGL comme le
triangle BEC est an triangle GLH (prop. 16.5).
Nous démontrerons semblablement , aprés avoir
mené BD, GH, que le triangle BEC est au trian-
gle GLH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK ; mais puisque le triangle ABE est an
triangle FGL comme le irnangle EBC est au
triangle LGH et comme le triangle ECD cst
au triangle LHK , un des antécédens sera 4 un
des conséquens comme tous les antécédens
seront 4 tous les conséquens (prop.12.5):
donc le iriangle ABE est au triangle FGL
comme le polygone ABCDE est au polygone
FGHKL; mais les triangles ABE , FGL sont
entr’eux en raison doublée des c6tés AB, FH;
car les triangles semblables sont en raison dou-
blée des cotés homologues (prop.19.6) : donc
les polygones ABCDE, FGHKL sont enraison
doublée des c6tés homologues AB, FG.

Donc les polygones semblables peuvent éure
divisés en un méme nombre de triangles sem-~
blables et proportionnels aux polygones ; et les
polygones semblables sont entr’eux en raison
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doublée des cotés homologues ; ce qu'il falloit
démontrer. '

| COROLLAIRE I.

On démontrera de la méme maniére gue les
quadrilatéres semblables sont en raison doublée
des c6tés homologues ; mais cela a été démontré
pour les triangles semblables ( corol. 19.6):
donc généralement les figures reciilignes sem-
blables sont enir’elles en raison doublée des
cdtés homologues.

COROLLAIRE ITI.

Si nous prenons une troisiéme proportion-
nelle O aux deux droites AB, FG, les droites
AB, O seront en raison doublée des droites AB,
FG (déf. 10.5); mais les polygones et les qua-
drilatéres sont entr’eux en raison doublée des
c6tés homologues , c’est-i-dire en raison dou-
blée des c6tés AB, FG; I'on démontre cela pour
les triangles ; il est donc généralement évident
que si trois droites sont proportionnelles , la
premicére et la troisiéme sont entr’elles en raison
doublée de la figure décrite sur la premiére , ct

de la figure semblable décrite semblablement
sur la seconde.
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AUTREMENT.

" Nous démontrerons autrement et plus briéve-
ment que les triangles sont proportionnels aux
polygones de la maniére suivante :

Soient les polygones ABCDE, FGHKL
(fig. 141). Menez BE, EC, GL, LH : je dis
que le triangle ABE est au triangle FGL comme
le triangle EBC est au triangle LGH et comme
le triangle CDE est au triangle HKL.

Puisque les triangles ABE, FGL sont sem-
blables, les triangles ABE, FGL sont en raison
doublée des c61és BE, GL (prop. 19.6). Par
la méme raison les triangles BEC, GILH sont
en raison doublée des c6tés BE, GL : donc le
trinngle ABE est au triangle FGL comme le
\ triangle EBC est au triangle LGH (prop. 11.5).
‘De plus, puisque le triangle LBC est semblable

au triangle LGH, les triangles EBC, LGH

sont en raison doublée des droites CE ;HL

(prop. 19.6). Par la méme raison les triangles

ECD, LHK sont en raison doublée des droites

CE, HL : donc le triangle EBC est au trian-

gle LGH comme le triangle ECD est au trian-

gle LHK (prop. 11.5); mais on a dcmonlre
que le triangle EBC est au triangle LGH comme
le triangle ABE est au triangle FGL : donc le
trianglé ABE est au triangle FGL comme le
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triangle BEC est au triangle GLH et comme le
triangle ECD est au triangle LHK : donc un
des antécédens est 4 un des conséquens comme
tous les antécédens sont & tous les conséquens
(prop. 12.5); etlereste comme danslapremiére
démonstration ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI.
THEOREDME.

Les figures rectilignes qui sont semblables & une
méme figure rectiligne sont semblables entre
elles.

Que chacune des figures rectilignes A, B
(fig. 142) soit semblable & la figure rectiligne
C : je dis que la figure rectiligne A est sémbla-
ble 4 la figure rectiligne B.

Car puisque les figures rectilignes A et B sont
semblables, ces deux figures sont équiangles
et les c6iés placés autour des angles égaux
sont proportionnels (déf.1.6). De plus, puis-
que les figures rectilignes B, C sont semblables ,,
ces deux figures sont équiangles et les cotés
placés autour des angles égaux sont propor-
tionnels : donc l'une et I'autre des figures rec-
tilignes A, B sont équiangles avec la figure recti-
ligne C; et les c6tés placés autour des angles
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égaux 'sont proportionnels : donc les figures
rectilignes A, B sont équiangles (ax. 1), et les
cotés placés autour des angles égaux sont pro-
portionnels ( prop. 11.5) : donc les figures
rectilignes A, B sont semblables (déf. 1.6);
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXII.
Tnﬁonﬁmn.

S quatre droites sont proportionnelles , les figures
rectilignes semblables , construites semblable-
ment sur ces droites , seront proportionnelles ;
et si les figures rectilignes semblables et cons-
truites semblablement sur ces droites sont pro-
portionnelles , ces droites seront proportion—
nelles.

~ Soient AB, CD, EF, GH (ﬁg 143) quatre
drones propornonnelles de maniére que ABsoit
4 CD comme ET est 4 GH. Soient décrites sur
les droites AB, CD les figures rectilignes sem-~
blables et semblablement placées KAB, LCD,
et sur les droites EF , GH soient décrites les
ﬁguresi semblables et semblablement placées
MF, NH: je dis que la figure rectiligne KAB
est a la figure rectiligne LCD comme la figure
rectiligne MF est a la figure rectiligne NH.
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Prenez une troisiéme proportionnelle O aux
droites AB, CD, et une troisiéme proportion~
nclle P aux droites EF, GH (prop.11.6).
Puisque AB est 4 CD comme EF esta GH et
que CD est 4 O comme GH est 4 P, AB sera
2 O comme EF est a2 P (prop.22.5); mais AB
est 4 O comme la figure rectiligne KAB est 4 la
figure rectiligne LCD (cor. 2. prop.20.6), et -
EF est & P comme la figure rectiligne MF est
a la figure rectiligne NG : donc KAB est 4 LCD
comme MF est 4 NH (prop.r1.5).

Si la figure rectiligne KAB est 4 la figure rec-
tiligne LCD comme la figure rectiligne MF est
a la figure reétiliane NH : jedis que ABest a
CD comme EF est 4 GH. ’

‘Prenons une quatriéme proportlonnelle aux
trois droites AB, CD, EF de maniére que l'on
ait AB est a CD comme EF esta QR (prop. 12.6),
ct sur QR décrivez la figure rectiligne SR de
maniére qu’elle soit semblable & I'une et &
I'autre des figures MF, NH, et semblablement
placée (prop. 18. 6)

Puisque AB est 2 CD comme EF est:a QR
que les figures rectilignes KAB, LCD décrites
sur les droites AB, CD sont semblahles et sem-
blablement placées, et que les figures rectili-
gnes MF, SR décrites sur les droites EF, QR
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" sont semblables et semblablement placées , Ia
figure rectiligne KAB est 4 la figure rectiligne
L.CD comme MF est & SR, ainsi que dans la
preriére partie de cette proposition ; mais on
suppose que la figure rectiligne KAB est 4 la
figure rectiligne LCD comme la figure rectili-
gne MF est a la figure rectiligne NH : donc
la figure rectibgne MF a la méme raison avec
T'une et Pautre des figures rectihgnes NH, SR
(prop. 11.5) : donc la figure rectiligne NH
est égale 4 la figure rectiligne SR (prop.g.5);
mais la figure rectiligne NH est semblable & la
figure SR et semblablement placée : donc GH
est égal 4 QR (lem. suiv. ), et puisque AB est &
CD comme EF est 4 QR et que QR est égal AGH,
AB sera & CD comme EF esta GH (prop.7.5).

Donc si quatre droites sont proportionnelles,
les figures rectilignes semblables, construites
semblablement sur ces droites, seront propor-
tionnelles ; et s1 les figures rectilignes sembla-
bles et semblablement construites sur ces droites
sont proportionnelles, ces droites seront pro-
portionnelles; .ce quil falloit démontrer.

P
)

LEMME.
by i P .

‘Si- des figures rectilignes sont égales et sem-
blables ; nous démontreronis de cette maniére
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que leurs c6tés homologues sont égaux entre
eux. .

Supposons que les figures rectilignes NH,
. SR soient égales et semblables, et que HG soit
a GN comme QR est 4 QS : je dlS que QR est
égal & GH.

Car si ces droites sont inégales, une d'elles
sera plus grande ; supposons que la droite QR
soit plus grande que la droite HG. Puisque QR
est 4 QS comme HG est i GN, si on échange
les places des moyens, QR sera & HG comme
QS est A GN (prop. 16.5); mais QR est plus
grand que HG : donc QS sera plus grand que GN :
donc la figure rectiligne RS est plus grande que
la figure recti]igne HN (prop. 20.6); mais elle
lui est égale, ce qui est impossible : donc les
droites QR , GH ne sont pas inégales : donc
elles sont égales; ce qu'il falloit demontrer.

PROPOSITION XXIII.
' THEEOREME.
Les parallélogrammes équiangles sont entr’eux
en raison composée des cdtés.

Soient les parallclogrammes équiangles AC,
CF (ﬁg 144), ayant l'angle BCD égal A l’angle
ECG :je dis que les paralleloarammes AC,CF
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sont .entr’eux en raison composée des cotés,
c’est-a-dire , en raison composée de la raison
de BC a4 CG et de la raison DC 4 CE.

Placez la droite BC dans la direction de la
droite CG; la droite DC sera placée dans la
direction de CE (prop. 14. 1). Achevez le pa-
rallélogramme D G ; prenez une droite quel-
conque K, de maniére que BC soit 4 CG comme
KestaLet que DCsoit 8 CE comme L est
aM (prop 12.6).

- Les raisons de K a L etde L & M sont les
méres que les raisons des ctés, c’est-a-dire
de BC 4 CG et de DC & CE; mais la raison
de K &3 M est composée de la raison de Ka L
et de la raison de L & M (déf. 5.6) : donc les
droites K et L sont entr’elles en raison com~
posée des cotés; et puisque BC est 3 CG comme
le parallélogramme AC est au parallélogramme
CH (prop.1.6), et que BC est 4 CG comme K
esti L, K sera 3 L comme le parallélogramme
AC est au parallélogramme CH (prop. 11.5).
De plus, puisque DC est & CE comme le paral-
1élogramme CH est au parallélogramme CF, et
que DC est 2 CE comme L esta M (prop.1.6),
L sera-d M comme le parallélogramme CH est’
an parallélogramme CF (prop.11.5): donc
‘puisqu’il a été démontré que K est &4 L comme
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le parallélogramme A C est au parallélogranime:
CH, et que L est 2 M .comme le parallélogramme
CH est au ‘parallélogramme CF, K sera 3. .M
comme le parallélogramme AC est au parallé~
logramme CF (prop. 22.5). Mais les droites K
et-M sont en raison composée des c6tés : donc
les parallélogrammes‘AC CF sbnt entr’enx en
raison composée des cétés.

Donc' les parallelogrammes equlangles sont
entr’eux en raison composée des c6tés; ce qu’il
falloit démontrer. 2

PROPOSITION XXIV.
THEOREME.

Dans tout parallélogramme , les parallélogrammes
placés autour du diamétre sont semblables au
parallélogramme total et semblables entr’eux.

Soit le parallélogramme ABCD (fig. 145)
dont AC est le diamétre ; qu’autour du diamétre
AC soient les parallélogrammes EG, HK : je
dis que les parallélogrammes EG , HK sont sem-
blables au parallelooramme total ABCD et sem-~
blables entr’eux.

Car puisque la droite EF est parallele a un
- des c6tés du tnangle -‘ABC, savoir au ¢6té BC,
la droite BE sera a la droite E A comme la droite

R
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CFesti ladroite FA (prop. 2.6). Deplus, puis~
que la droite FG est paralléle.2 un'des cotés du
triangle ACD, savoir au c6té CD; la-droite CF
“serad la droite FA comme la droite DG est A la
droite GA ; mais on a démontré que CF est A FA
comme BE est3 EA : donc BE esta EA comme
DG est 3 GA ('prop. 11.5); ajoutant les con-
séquens aux antécédens (prop.18.5), BA sera
2 AE comme DA est 4 AG, et enfin en échangéant
les places des moyens (prop.16.5), BA sera &
AD comme AE est 3 AG : donc les c6tés des
parallélogrammes ABCD, EG qui comprennent
un angle commun BAD sont proportionnels.
Puisque GF est parallele 4 DC, I'angle AGF
est égal a 'angle ADC (prop. 29. 1), et Pangle
GFA égal a Pangle DCA; mais I'angle DAC est
commun aux deux trianglesADC; AGF : donc
les triangles ADC, AGF sont équiangles. Les
triangles ABC, AFE sont équiangles, par la
méme raison.: donc le parallélogramme total
ABCD et le parallélogramme E G sont équian-
gles : donc AD est 4 DC comme AG est 4 GF
(prop.4.6), et AC est & CB comme AF est &
FE, et de plus CB est 4 BA comme FE est a
EA : donc puisqu'on a démontré que DC est
2 €A comme GF est 4 FA et que AC est 2 CB
comme AF est A FE, DC sera a CB.comme GF
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est 4 FE (prop. 22.5); donc les c6tés des paral-
lélogrammes ABCD, EG qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels : donc. le pa-
rallélogramme ABCD est semblable au paral-
Iélogramme EG (déf. 1.6). Le parallélogramme-
ABCD est semblable au parallélogramme KH,
par la méme raison : donc chacun des parallé-
logrammes EG , HK est semblable au parallé-
logramme ABCD ; mais les figures qui sont
semblables chacune 4 une autre figure, sont
semblables entr’elles ( prop.21.6) : donc le
parallélogramme E G est semblable au parallé-
logramme HK.

Donc, dans tout parallélogramme , les pa-
rallélogrammes placés autour du diamétre sont
semblables au parallélogramme total et sembla-
bles entr’eux; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XXV,

PROBLEDME.

Construire une figure semblable & une figure donnée
et égale & une autre figure aussi donnée.

Soit ABC (fig. 145)la figure donnée, i laquelle
il faut construire une figure semblable, et D la
figure 4 laquelle il faut la faire égale : il faut

2
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construire une figure qui soit semblable 3 la
figure ABC et égale a la figure D.

Construisez sur la droite BC un parallélo~
gramme BE qui soit égal au triangle ABC,
(prop. 44 et 45. 1), et sur la droite CE et dans
Pangle FCE qui est égal 4 'angle CBL, cons-
truisez un parallélogramme CM égal 3 lafigure D;
la droite BC sera dans la direction de CF, et la
droite LE dans la direction de EM (prop. 14. 1).
Prenez une moyenne proportionnelle GH entre
les droites BC, GF (prop.13.6), et sur cette
moyenne proportionnelle GH, construisez une
figure KG H semblable 4 la figure ABC et sem-
blablement placée ( prop. 18.6).

Puisque BC est 2 GH comme GH est 4 CF,
et puisque, lorsque trois droites sont propor-
tionnelles, la premiére est 4 latroisiéme comme
1a figure qui est construite sur la premiére est &
la figure semblable construite sur la seconde
et semblablement placée ( cor. 2. prop.20.6),
la droite BC sera a la droite CF comme le trian~
gle ABC est au triangle KGH; mais BC est
CF comme le parallélogramme BE est au paral-
1élogramme EF (prop. 1.6), et le triangle ABC
est au triangle K GH comme le parallélogramme
BE est au parallélogramme EF : donc en chan-

geant les places des moyens (prop. 16.5), le
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triangle ABC sera au parallélogrammeBE comme
le triangle KGH est au parallélogramme EF ;
mais le triangle ABC est égal au parallélogramme
BE, par construction : donc le triangle KGH est
égal au parallélogramme EF ; mais le parallélo-
gramme EF est égal 4 la figure D : donc le
triangle K G H est aussi égal  la figure D; mais
le triangle KGH est semblable au triangle ABC,
par construction.

Donc on a construit une figure KGH sem-
blable 4 la figure ABC et égale & une autre
figure donnée; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXVI
THEOREME.

Si d’un parallélogramme on retranche un paral-
lélogramme qui soit semblable au parallélo-
gramme entier et semblablement placé , et qui
ait avec lui un angle commun, ces deux pa-
rallélogrammes seront placés autour du méme
diamétre.

Que du parallélogramme ABCD ( fig. 147)
on retranche le parallélogramme AEF G sem-
blable au parallélogramme ABCD et sembla-
blement placé et ayant avec lui un angle com~

mun DAB : je dis que les parallélogrammes
3



262 ELEMENS
ABCD, AEFG sont placés autour du méme
diamétre.

Car si celan’est point, supposons, si cela est
possible, que la droite AHC soit leur diamétre,
et par le pomnt H conduisons la droite HK pa-
rallele & 'une et & Tautre des droites AD, BC.

Puisque les parallélogrammes ABCD, KG
sont placés autour du méme diamére, le parval-
lélogramme ABCD sera semblable au parallé-
logramme KG (prop.24.6): donc DA estd AB
comme GA esta AK (déf. 1.6); mais & cause
de la similitude des parallélogrammes ABCD,
EG, la droite DA est 4 la droite AB comme la
droite GA estiladroite AE:donc GA est i AE
comme GA est & AK (prop. 11.5) : donc la
droite GA a la méme raison avec chacune des
droites AK , AE : donc la droite AK sera égale
a la droite AE (prop.g.5), c’est-d-dire que la
plus petite sera égale ala plus grande, ce qui est
impossible : donc les parallélogrammes ABCD,
KG ne sont point placés autour du méme dia-
métre : donc les parallélogrammes ABCD,
AEF G sont placés autour du méme diamétre.

Donc §1 d’un parallélogramme on retranche
un parallélogramme qui soit semblable au pa-
rallélogramme total et semblablement placé, et
qui ait avec Ini un angle commun, ces deux
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parallélogrammes seront placés autour duméme
diametre ; ce qu’il falloit démontrer.
3 cequ

PROPOSITION XXVII.
THEOREME. ‘

De tous les parallélogrammes qui sont appliqués
sur la méme droite et qui sont défaillans de pa~
rallélogrammes semblables au parallélogramme
décrit sur la moitié de cette droite et sembla-
blement placés que Wi, le plus grand est celui
qui est appliqué sur la moitié de cette droite et
qui est semblable & son défaut (1).

Soit la droite AB (fig. 148), que cette droite
soit coupée en deux parties égales au point C,

(1) Un parallélogramme est dit appliqué sur une
droite lorsqu’il est décrit sur cette droite.

Un parallélogranime est dit défaillant d’un parallé- |
logramme lorsqu’il est décrit sur une partie de la base
d’un autre parallélogramme, sous les mémes angles et
entre les mémes paralléles; le parallélogramme dont il
est défaillant se nomme son défant. Soit AO le paral-
lélogramme que l'on considére; le parallélogramme
AD sera le parallélogramme défaillant et son défaut
sera le parallélogramme CO.

Un parallélogramme est dit excédent d’un parallé-
logramme lorsqu’il est décrit sur la base prolongée d’un
autre parallélogramme, sous le méme angle et entre

4
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et que sur cette droite AB soit appliqué le pa-
rallélogramme AD qui.est défaillant du paral-
lélogramme CE semblable & celui qui est dé-
crit sur la moitié de AB, c’esi-a-dire sur AC :
je dis que de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur la droite AB et qui sont défaillans
de parallélogrammes semblables au parallélo~
gramme CE gtAsemblahIement placés quelui, le
plus grand est le parallélogramme AD. En effet,
appliquez sur la droite AB le parallélogramme
AF défaillant du parallélogramme KH sembla-
ble au parallélogramme CE et semblablement
placé que lui : je dis que le parallélogramme AD
est plus grand que le parallélogramme AF.
Puis le parallélogramme CE est semblable

au parallélogramme KH, ces deux parallélo-
grammes seront placés autour du méme dia-
métre (prop. 26. 6). Menez leur diamétre DB
et décrivez la figure.

Puisque le parallélogramme CF est égal au
parallélogramme FE (prop. 45. 1), sil’on ajoute

les mémes paralléles; le parallélogramme dont il sur-
passe le parallélogramme que I'on considére se nomme
son excés.

Soit AO le parallélogramme que I'on considére; le
'parallélogramme A E sera le parallélogramme excé~
dent et le parallélogramme K E sera son exces.
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& chacun le parallélogramme KH, le paraliélo-
gramme total CH sera égal au parallélogramme
total KE. Mais CH est égal 4 CG (prop. 36. 1),
parce que la droite AC est égale ala droite CB.
Donc GC est égal A EK : donc si nous ajou-
tons & chacune de ces quantités le parallé-
logramme CF, le parallélogramme total AF
sera égal au gnomon LMN : dong le parallélo-
gramme CE, c’est-a-dire le parallélogramme
AD, est plus grand que le parallélogramme AF
(prop 36. 1).

Partageons de nouveau la droite AB (fig. 149)
en deux parties égales au point G, et appliquons
sur cette droite le parallélogramme AL défal-
lant du parallélogramme CM, et de plus apph-
quons sur la droite AB le parallélogramme AE
défaillant du parallélogramme DF, semblable-
ment posé et semblable au parallélogramme
qui est décrit sur la moiié de AB, c'est-a-dire
au parallélogramme CM. Je dis que le paral-
lélogramme AL qui est appliqué sur la moitié
de la droite AB est plus grand que le parallé-
logramme AE.

Car puisque les parallélogrammes DF et CM
sont semblables , ces deux parallélogrammes
sont autour du méme diamétre (prop. 26. 6).
Soit EB leur diamétre et décrivez la figure.
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Attendu que LF est égal A LH (prop. 36.1),
car FG est égal da GH, LF sera plus grand que
EK. Mais LF est égal 2 LD (prop. 43. 1) : donc
DL est plus grand ue EX : donc si nous ajou-
* tons i chacun de ces deux parallélogrammes le
parallélogramme KD, le parallélogramme total
AL sera plus grand que le parallélogramme
total AE.

Donc de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur la méme droite et qui sont dé-
faillans de parallélogrammes semblables au pa-
rallélogramme décrit sur la moitié de cette
droite et semblablement placés que lui, le plus
grand est celui qui est appliqué sur la moitié de
cette droite et qui est semblable & son défaut;
ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVIIL
PROBLEME.

Sur une droite donnée appliquer un parallélo=
gramme qui soit égal & une figure rectiligne
donnée et qui soit défaillant d'un parallélo-
gramme semblable & un autre parallélogramme
donné; il faut que la figure rectiligne donnée,
& laquelle on doit substituer une figure qui lui
soit égale, ne soit pas plus grande que le paral-
lélogramme qui est appliqué sur la moitié de la
droite donnée; les défauts du parallélogramme
appliqué sur la moitié¢ de cette droite et de celui
qui doit étre défaillant d’un parallélogramme
semblable étant semblables entr’eux.

Soit AB (fig. 150)la droite donnée 4 laquelle
il faut appliquer un parallélogramme égal i la '
figure rectiligne donnée C, que cette figure soit
plus petite que le parallélogramme appliqué sur
la moitié de la droite AB, les défauts étant sem-
blables, et que le parallélogramme auquel le
défaut doit étre semblable soit D. Il faut sur
la droite AB appliquer un parallélogramme qui
soit égal 4 la figure rectihgne donnée C et qui
soit défaillant d'un parallélogramme semblable
au parallélogramme D.
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Coupez la droite AB en deux parties égales
au point E (prop. 10. 1), et sur EB décrivez le
parallélogramme EBFG semblable au parallélo-
gramme D et semblablement placé quelui ( prop.
18.6), et terminezle parallélograinme AG. Le
parallélogramme A G est égal 4 la figure G, ouil
est plus grand que cette figure. Si le parallélo-
gramme A G est égal i lafigure C, on a fait ce qui
¢étoit proposé ; car on a appliqué sur la droite AB
un parallélogramme AG égal 4 la figure rectiligne
donné C et défaillant d'un parallélogramme EF
semblable au parallélogramme D. Au contraire,
si le parallélogramme HE n’est pas égal a la
figure rectiligne C, ce parallélogramme sera plus
grand que cette figure. Mais HE est égal A EF :
donc EF est plus grand que C. Constrmisez le
parallélogramme KLMN de maniére que ce
parallélogramme soit égal & I'excés du parallé~
logramme EF sur la figure C, et semblable an
parallélogramme D et semblablement placé que
lui (prop. 25.6) ; mais EF est semblable 4 D:
donc le parallélogramme KM sera semblable
au parallélogramme EF. Que la droite LXK soit
I'homologue de la droite GE et la droite LM
T'homologue de la droite GF. Puisque le pa-
rallélogramme EF est égal aux deux figures C,
KM, le parallélogramme EF sera plus grand
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que le parallélogramme KM : donc la droite GE
est plus grande que la droite KL, et la droite
GF plus grande que la droite LM ( prop. 20.6).
Faites la droite GO égale & la droite LK, et la
droite GP égale aladroite LM (prop. 3. 1), et ter-
minez le parallélogramme OGPQ (prop. 31. 1).
Le parallélogramme OP sera égal et semblable
au parallélogramme KM (prop. 24. 6 ); mais le
parallélogramme KM est semblable au parallé-
logramme EF : donc le parallélogramme OP est
semblable au parallélogramme EF (prop. 21.6):
donc ces deux parallélogrammes sont autour du
méme diaméire (prop. 26. 6). Soit GQB leur
diamétre et décrivez la figure.

‘Puisque le parallélogramme EF est égal aux
deux figures C, KM, et que OP est égal a KM,
le gnomon restant VXY sera égal i la figure
restante C; et & cause que PR est égal 4 OS
(prop. 43. 1), si I'on ajoute & chacun de ces
deux parallélogrammes le parallélogramme RS,
le parallélogramme total PB sera égal au paral-
lélogramme total OB. Mais OB est égal 4 TE
(prop. 36. 1), parce que le c6té AE est égal
au c6té EB : donc TE est égal 2 PB : donc
si on ajoute & chacun de ces deux parallélo-
grammes TE, PB le parallélogramme OS, le
parallélogramme total T'S sera égal au gnomon.
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total VXY. Or on a démontré que le gnomon
VXY est égal a C : donc le parallélogramme
TS est égal i la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite AB un
parallélogramme TS qui est égal & la figure
rectiligne donnée C et qui est défaillant d’'un
parallélogramme RS semblable & un parallélo-

gramme D, puisque RS est semblable &4 PO;
ce quil fallowt faire.

PROPOSITION XXIZX.
PROBLEME.

Applz’quer sur une droite donnée un parallélo=
gramme qui soit égal & une figure rectiligne
donnée et qui soit excéden{: d’un parallélo~

gramme semblable & un autre parallélogramme
donné. '

Soit AB (fig. 151 ) la droite donnde A laquelle
il faut appliquer un parallélogramme qui soit
égal & une figure rectiligne donnée C et qui
soit excédent d'un parallélogramme semblable
au parallélogramme D : il faut sur la droite
AB appliquer un parallélogramme qui soit égal
4 la figure rectiligne C, et qm soit excédent
d’un parallélogramme semblable au parallélo-
gramme D.
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Partagez la droite AB en deux parties égales
au point E ( prop. g. 1), sur la droite EB dé-
crivez le parallélogramme EL semblable au pa-
rallélogramme D et semblablement placé que
lui, et construisez le parallélogramme GH égal
aux deux figures EL, C, et semblable au paral-
lélogramme D et semblablement posé que lui
(prop.25.6); le parallélogramme GH sera sem-
semblable au parallélogramme E L. Que le c61é
KH soit 'homologue du c6té FL etle c6té KG
I'homologue du cété F E. Puisque le parallélo-
gramme GH est plus grand que le parallélo-
gramme EL, la droite KH sera plus grande
que la droite EL et la droite KG plus grande
que la droite FE. Prolongez FL et FE jusqu’a
ce que la droite FLM soit égale 4 la droite KH
et jusqu’a ce que la droite FEN soit égale a la
droite KG ( prop. 3. 1), et terminez le paral-
1élogramme MN. Le parallélogramme MN sera
égal et semblable au parallélogramme GH ; mais
le parallélogramme E L est semblable an pa-
rallélogramme GH : donc le parallélogramme
MN sera semblable au parallélogramme EL
(prop. 21. 6) : donc les deux parallélogrammes
FL, MN seront autour du méme diamétre

(prop. 26.6). Conduisez leur diagonale FO et
terminez la figure.
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Puisque le parallélogramme GH est égal aux
deux figures EL, C et que MN est égal A GH, le
parallélogramme MN sera égal aux deux figures
EL, C : donc, si I'on retranche le parallélo-
gramme commun EL, le gnomon restant ZYX
sera égal 4 la figure rectiligne G ; ct puisque EA
est égal A EB, le parallélogramme AN sera égal
au parallélogramme NB (prop. 36. 1), ¢’est-a~
dire au parallélogramme LP ( prop. 43. 1):
donc si nous ajoutons a chacun de ces deux
parallélogrammes le parallélogramme EO, le
parallélogramme total AO sera égal au gnomon
total ZY X ; mais le gnomon ZY X est égal i ]a
figure rectiligne C : donc le parallélogramme
AO est égal-i la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite donnée AB
un parallélogramme AO qui est égal 4 la figure
rectiligne C et qu1 est excédent d’un parallélo-
gramme QP semblable au parallélogramme D,
parce que le parallélogramme QP est sem-
blable au parallélogramme LE; ce qu’il falloit

faire.
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PROPOSITION XXX.
PROBLEME.

Couper une droite finie et donnée en moyenne
et extréme raison.

Soit la droite AB (fig. 152) finie et donnée:
il faut couper cette droite AB en moyenne et
extréme raison.

Sur la droite AB construisez le quarré BC
(prop. 46. 1), et sur la droite AC appliquez tin
parallélogramme CD qui soit égal au quarré BC
et dont le parallélogramme excédent AD soit.
semblable au quarré BC ( prop. 29. 6).

La figure BC est un quarré : donc la figure AD
sera aussi un quarré; et puisque BC est égal a
CD, si I'on retranche la partie commune CE,
la figure restante BF sera égale i la figure res-
tante AD; mais ces deux figures sont équian—
gles : donc les c6tés des figures BF, AD qui
sont autour des angles égaux sont réciproque-~
ment proportionnels (prop. 14.6) : donc FE
est & ED comme AE est & EB; mais FE est:
égal 4 AC (fig.34. 1), c'est-a-dire 2 AB et ED
est égal 3 AE : donc AB est 2 AE comme AE
est 2 EB; mais AB est plus grand que AE : donc

AE est plus grand que EB.
S
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Donc la droite AE a été coupée au point E
en moyenne et extréme raison, et sa partie AE
est son plus grand segment; ce quil falloit
faire.
AUTREMEN T.

Soit AB (fig. 153) la droite donnée : il faut
couper cette droite en moyenne et extréme
raison.

Partagez la droite AB au point C de maniére
que le rectangle compris sous les droites AB,
BC soit égal au quarré de AC (prop. 11.2).

Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de AC, AB sera &
AC comme AC est 2 CB (prdp. 17.6) : donc
la droite AB a été coupée en moyenne et ex-
tréme raison (déf. 3.6); ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XXXI.
THEOREME.

- Dans les triangles rectangles, la figure construite
' sur le coté qui soutend Pangle droit est égale
aux figures semblables qui sont décrites semw
blablement sur les c6tés qui comprennent Uan=
gle droit.

Soit le triangle rectangle ABC (fig. 154) dont
Pangle BAC est droit : je dis que la figure cous-
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truite sur BC est égale aux figures semblables
décrites semblablement sur les c6tés BA , AC.

Conduiscz sur BC la perpendiculaive AD.

Puisque dans le triangle ABC on a conduit
de I'angle A sur la base BC la perpendiculaire
AD, les triangles ABD, ADC placés autour de
la perpendiculaire sont semblables au triangle
total ABC et semblables entr’eux { prop. 8.6).
Puisque le triangle AB G est semblable au trian-
gle ABD, CB sera a BA comme AB est 4 BD;
mais lorsque trois droites sont proportionnelles,
la premiére droite est & la troisiéme comme la
figure construite sur la premiére droite est a la
figure sembluble construite semblablement. sur
la seconde (prop. 2. cor. 20.6) : donc CB est
4 BD comme la figure consiruite sur CB est 4
la figure semblable construite semblablement
sur BA. Par la méme raison, BC est 4 CD
comme la figure construite sur BC est 4 la figure
décrite sur CA : done BC est 4 BD plus DC
comme la figure construite sur BC est aux figures
semblables qui sout décrites semblablement sur
BA, AC; mais BC est égal 3 BD plus DC (1):

(1) En effet, si I'on ajoute les deux pr_oporlions'
CB:BD::BE:BF,etBC:CD :: BE:CG,etsil’on
divise les antécédens par deux, on aura la proportion

BC:BD+4-CD :: BE: BF - CG.

2
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‘donc la figuré construite sur BC est égale aux
figures semblables qui sont décrites semblable-
ment sur BA, AC.

Donc dans les triangles rectangles, la figure
qui est construite sur le c6té qui soutend 'an-
gle droit est égale aux figures semblables qui
sont semblablement décrites sur les cétés qui
comprennent I'angle droit; ce qu’il falloit dé-
.montrer.

- AUTREMENT.
. Puisque les figures semblables sont entre
elles en raison doublée des cotés homologues
(prop. 23.6), la figure construite sur BC et
celle qui est construite sur BA seront entr’elles
en raison doublée des c6tés BC, BA; mais le
quarré construit sur BC ct le quarré construit
sur BA sont en raison doublée de BC, BA
(prop. 1. cor.20.6) : donc la figure construite
sur BC est & celle qui est construite sur BA
comme le quarré de BC est au quarré de BA
(prop. 11.5). Par la méme raison la figure
construite sur BG est & celle qui est construite
sur CA comme le quarré de BC est au quarré
de CA : donc la figure construite sur BC est
aux figures construites sur BA, AC comme le
quarré de BC est aux quarrés de BA et de AC.
Mais le quarré de BC est égal aux quarrés de
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BA et de AC (prop.47.1) : donc la figure cons-
Aruite sur BC est égale aux figures semblables
qui sont semblablement décrites sur BA et sur
AC; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIL

THEOREME.

Si deux triangles qui ont deux cdtés proportion-
nels & deux cdtés sont disposés selon un angle
de ananiére que leurs cotés homologues soient

paralléles, les autres cdtés formeront une seule
droite.

Soient les deux triangles ABC, DCE (fig. 155)
qui aient les deux c6tés BA, AC proportionnels
aux deux c6tés CD, DE de maniére que BA soit
a4 AC comme CD est & DE, et que AB soit pa-
ralléle 4 DC et AC paralléle aussi & DE : je dis
ue BC et CE ne formeront qu’une seule droite.

Puisque AB est paralléle 2 DC et que AC
tombe sur ces deux droites, les angles alternes
BAC, ACD sont égaux entr’eux (prop. 29. 1).
Par la méme raison, I'angle CDE est égal a I'an-
gle ACD : donc Pangle BAC est égal 4 I'angle
CDE; et puisque les deux triangles ABC, ACE
ont deux angles égaux en A eten D, et que les
c6tés qui comprennent ces deux angles éganx

5
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sont proportionnels, c’est-i~dire que BA est &
AC comme CD est a DE, les triangles ABC,
DCE seront équiangles (prop. 6.6) : done
Pangle ABC est égal 4 'angle DCE. Mais on a
~démontré que Pangle ACD est dgal a 'angle
BAC : donc 'angle total ACE est égal aux deux
angles ABC, BAC : donc, si nous ajoutons
chacune de ces deux quantités I'angle ACB, les
angles ACE, ACB scront aux angles BAC,
ACB, ABC; mais les angles BAC, ACB, ABC
sont égaux & deux angles droits (prop. 32. 1):
donc les angles ACE, ACB sont égaux & deux
angles droits : donc avec une droite quelcon-
que AC et au point C les deux droites BC, CE
placées de différens cotés font les angles de
suite ACE, ACB égaux 4 deux angles droits :
donc les deux droites BC, CE ne forment qu'une
seule droite (prop. 14. 1).

Donc si deux triangles qui ont deux c6tés
proportionnels & deux c6tés sont disposés selon
un angle de maniére que leurs cétés homolo-
gues soient paralléles, les autres coiés for-
meront une seule droite; ce quil falloit dé-
montrer.
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’

PROPOSITION XXXIIIL
THEOREME.

Dans les cercles égaux , les angles sont propor-
tionnels aux arcs qu’ils comprennent, soit que
ces angles soient placés aux centres ou bien
aux circonférences. Il en est de méme des sec-
Teurs qui sont placés aux centres.

Soient les cercles égaux ABC, DEF (fig.156),
que les angles BGC , EHF soient placés & leurs
centres G, H, et que les angles BAC, EDF
soient placés i leurs circonférences : je dis que
Parc BC est & Parc EF comme 'angle BGC est
a Pangle EHF, comme I'angle BAC est & I'ans
gle EDF et comme le secteur GBC est au sec~
teur HEF.

Faites les arcs de suite CK, KL, ete. égaux
chacun a I'arc BC; faites aussi les arcs de suite
FM, MN, ectc. égaux chacun & I'arc EF, et
menez les rayons GK, GL, HM, HN.

Puisque les arcs BC, CK, KL sont égaux
entr’eux , les angles BGC, CGH, KGL sont
aussl égaux entr’eux (prop. 27.3): donc larc
BL est multiple de 'arc BC autant de fois que
I'angle BGL est multiple de 'angle BGC. Par
la méme raison , 'arc EN est muluple de I'arc

4
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EF autant de fois que Pangle EHN est multiple
de I'angle EHF. Done si Parc BL est égal &
Parc EN, Pangle BGL sera égal 4 I'angle EHN
(prop. 27.3), si lare BL est plus grand que
Tarc EN, l'angle BGL sera plus grand que
Pangle EHN, et si 'arc BL est plus petit que
Yarc EN, Pangle BGL sera plus petit que P'an-
gle EHN. Ayant donc quatre quantités, savoir
les arcs BC, EF et deux angles AGC, BHF,
on a pris des équimultiples de Tarc BC et de
I'angle BGL, savoir, I'arc BL et 'angle BGL;
‘on a pris aussi des équimultiples de Parc EF et
de langle EHF, savoir, 'arc EN et Pangle
EHN; mais on a démontré que siFarc BL sur-
passe 'arc EN ) I'angle BG L surpassera I'angle
EHN; que si l'arc BL est égal & l'arc EN,
T'angle BGL sera égal a I'angle EHN, et que
s1 Parc BL est plus petit que I'arc EN, 'angle
BGL sera plus petit que Pangle EHN : done P'are
BC est & I'arc EF comme Yangle BGC est &
Yangle EHF (déf.5.5); mais langle BGC est
3 Pangle EHF comme I'angle BAC est 4 Pangle
EDF (prop. 15.5), car ils sont doubles les uns
des autres ( prop. 20.3 ) : donc Varc BC est &
I'arc EF comme I'angle BGC est 4 Pangle EHF,
et comme I'angle BAC est & I'angle EDF.
Donc dans des cercles égaux, les angles sont
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proportionnels .aux arcs’, soit que ces angles
solent placés aux centres ou bien aux circon-
{érences ; ce qu'il falloit démontrer.

Je dis de plus gue Parc BC est & Parc EF:
comme le secteur GBC .est au secteur HEF,

* Menez les droites BC, CK (fig. 157), et ayant
pris sur les arecs BC, CK, les points O, P, con-
duisez les droites BO, OC, CP, PK.

Puisque les deux droites BG, GC sont égales
aux deux droites CG, GK, et qu’elles com-~
prennent des angles égaux, la base BC sera
égale & la base CK : donc le triangle GBC est
égal au triangle GCK (prop. 4. 1); et & cause
que Parc BC est égal & 'arc CK, et que le reste
CAB de la circonférence qui compléte le cercle
entier ABC est égal au reste KAC de la cir-
conférence quicompléte le méme cercle (ax. 3),
PangleBOC sera égalaYangle CPK (prop.27.5):
donc le segment BOC est semblable au segment
CPK (déf. 11.3), et ces deux segmens sont
placés sur des droites égales ; mais les segmens
semblables cui sont placés sur des droites égales
sont égaux (prop. 24.3) : donc le segment BOC
est égal au segment CPK ; mais le triangle BGC
est égal au triangle CGK : donc le secteur total
G BC sera égal au secteur total GCK (ax. 2).
Par la méme raison, le secteur GKXL sera égal 2
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I'un ou a I'autre des secteurs GKC, GCB: done
les trois secteurs GBC, GCK, GK L sont égaux
entr’eux. Les secteurs HEF, HFM, HMN
sont pareillement égaux entr’eux : doncarc BL
est multiple de I'arc BC auntant de fois que le
secteur GBL est multiple du sectear GBC. Par
la méme raison , I'arc EN est multiple de I'are
EF autant de fois que le secteur HEN est mul-
tiple du secteur HEF : donc d’aprés ce que on
vient de voir , si I'arc BL est égal 4 'arc EN,
le sectear GBL sera égal au secteur HEN; si
Yarc BL surpasse 'arc EN, le secteur GBL
surpassera le secteur HEN, et si I'arc BL est
plus petit que I'arc EN, le secteur GBL sera
plus petit que le secteur HEN. Ayant donc
quatre quantités, savoir les deux arcs BC, EF
et les deux secteurs GBC, HEF, on a pris des
équimultiples de I'arc BC et du secteur GBC,
savoir, 'arc BL et le secteur GBL; on a pris
aussi des équimuluples de I'arc EF et du sec-
tear HEF, savoir, 'arc EN et le secteur HEN;
mais on a démontré que si I'arc BL surpasse I'arc
.EN, le secteur GBL surpassera le secteur HEN,
que silarc BL est égal & 'arc EN, le sectemr
GBL sera égal aa secteur HEN, et que si Varc
BL est plus petit que I'arc EN, le secteur GBL
sera plus petit.que le secteur GEN : donc Varc
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BC est & I'arc EF comme le secteur GBC est
au secteur HEF (déf. 5.5).

COROLLAIRE.,

Il est évident qu’un secteur est a-un autre
secteur comme l'angle du premier secteur est
4 Pangle du second secteur (prop. 11.5).

FIN DU SIXIEME LIVRE.
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LIVRE X1

DEFINITIONS.

1. Un solide est ce qui a longueur, largeur
et épaisseur.

2. Un solide est terminé par des surfaces.

3. Une droite est perpendiculaire surun plan
lorsqu’elle fait des angles droits avec toutes les
droites qui la rencontrent et qui sont dans ce
‘plan. ‘ ,

4. Un plan est perpendiculaire sur un plan,
lorsque les perpendiculaires menées dans un
seul plan sur la commune section des plans
sont perpendiculaires sur I'autre plan.

5. L’inclinaison d’une droite sur un plan est
Pangle aigu compris par cette méme droite et
par la droite qui joint le point du plan que la
premicére droite rencontre et le point de ce plan
(ue rencontre la perpendiculaire menée sur ce
plan de l'extrémité supérieure de la premiére
droite. '
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6. L’inclinaison d'un plan sur un plan est
Pangle aigu compris entre les perpendiculaires
sur leur commune section, menées d’'un point
de cette commune section dans l'un’ et dans
Yautre plan.

7. Linclinaison d’un plan sur un plan et
égale a P'inclinaison d’un autre plan sur un autre
plan, lorsque les angles de leurs inclinaisons
sont égaux entr’eux.

8. Les plans paralléles sont ceux qui, étant
prolongés, ne se rencontrent point.

9. Les solides semblables sont ceux qui sont
contenus dans le méme nombre des plans sem-
blables.

10. Les solides semblables et égaux sont
ceux qui sont contenus dans le méme nombre
de plans semblables et égaux.

11. Un angle solide est I'inclinaison de plus
de deux droites les unes vers les autres, qui se
renconirent et qui ne sont pas dans le méme
plan.

AUTREMEN T.

Un angle plan est celui qui est compris par
plus de deux angles plans qui ne sont pas dans
le méme plan et qui sont construits dans le
méme point.

12. Une pyramide est un solide compris sous
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des plans qui , tant construits sur un seul plan ,
se réunissent dans un méme point.

13. Un prisme est un solide compris sous des
plans , dont deux plans opposés sont égaux,
semblables et paralléles, et dont les autres plans
sont des parallélogrammes.

14. Une sphére est un solide compris sous
la surface décrite par 'arc d'un demi-cercle
qui tourne autour du diamétre immobile jus-
qu’a ce qu’il soit revenu au méme endroit d’otr
il étoit paru.

15. L'axe de la sphére est cette droite immo-
bile autour de laquelle tourne le demi-cercle.

16. Le centre de la sphere est le méme que
celui du demi-cercle.

17. Un diamétre de la sphére est une droite
menée par le centre et terminée de I'un et de
Yautre c6té par la surface de la sphére.

18. Un coéne est un solide compris sous la
superficie décrite par deux c6tés d’un triangle
rectangle tournant autour d'un des céiés de
Pangle droit qui reste immobile , jusqu'a ce
qu’il soit revenu au méme endroit d’ott il étoit
parti. Si le c6té immobile est égal a lautre c6té
de Yangle droit, le cone est rectangle; s'il est
plus petit, il est obtus-angle, et §'il est plus
grand, le cone est acutangle.
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19. L’axe. du céne est la droite immobile
autour de laquelle tourne le triangle rectangle.

20. La base du céne est le cercle déerit par
un des c6tés qui tournent.

21. Un cylindre est un solide compris sous
la surface décrite par trois c6tés d’'un parallé-
logramme rectangle tournant autour dn qua-
wriéme c6té qui reste immobile jusqu’a ce que
ce rectangle soit revenu au méme endroit d’oit
il étont parti.

22. L'axe du cylindre est la droite immobile
autour de laquelle tourne le parallélogramme.

23. Les bases du cylindre sont les cercles
décrits par les deux c6tés opposés du parallé-
logramme qui se meuvent.

24. Les cOnes et les cyhndres semblables
sont ceux dont les axes et dont les diameétres
des bases sont proportionnels.

25. Un. cube est un solide compris sous six
quarrés égaux.

26. Un tétraédre est un solide compris sous
quatre triangles égaux et équilatéraux.

27. Un octaédre est un solide compris sous
huit triangles égaux et équilatéraux.

28. Un dodécaédre est un solide compris
sous douze pentagones égaux, équilatéraux et

€quiangles.
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~39. Un icosaédre est un solide compris sous
vingt triangles égaux et équilatéraux.

PROPOSITION PREMIERE,

THEOREME.

Une partie d’une droite ne peut étre dans un plan

et une autre partie de cette droite hors de ce
. plan.

Supposons , si cela peut se faire, qu'une
partie AB (fig. 158 ) de la droite ABC soit dans
un plan et une autre partic BC hors de ce
plan. '

Prolongez la droite AB dans le plan sur
lequel elle est placée; soit BD le prolonge-
ment de cette droite; les deux droites ABC,
ABD auront une partie commune AB, ce qui
est impossible , car deux droites ne peuvent se
rencontrer qu’en un seul point, autrement elles
sc confondroient.

Donc une partie d’une droite n’est point dans
un plan et une autre partie de cette droite hors
de ce plan; ce qu’il falloit démontrer. -
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\ PROPOSITION IL
| TufoRENE

8 deus droites se coupent, elles sont dans .
seul plan ; tout t'r"iahgle est aussi placé dans
un seul plan.

Que les deux droites AB, CD (fig. 159) se
coupentthutuellement au point E : je dis que les
droites AB, CD sont dans un seul plan; je dis

aussi qué tout triangle est placé dans un seul

' plan. . ' -

Prenez sur les droites EB, E C-deux points
quelconques F, G ; menez CB/FG et FH, GK:
je dis d’abord que le triangle EBC est placé:
dans un seul plan; car si la partie FHC ou la
partie GBK du triangle EBC est dans un plan
et autre partie dans vn antre plan, une partie
de I'une des droites EC, EB sera dans un plan
et ’'autre partie dans un autre plan; mais si une
partie FCBG du triangle E CB est dans un plan
et I'autre partie dans un autre plan, une cer-
taine partie de'l'une et de.l'autre des droites
EC, EB sera dans un plan et certaine autre
* partie dans un autre plan; ce qui a été démon-
tré absurde : donc le triangle EBC. est dans un
seul plan; mais I'un et Vautre des droites EC,

T
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EB sont; dans le méme plan .que le triangle
BCE, et les droites AB CD sont dans le\meme
plan que I'une et que l'auire dés droites EC, EB
(prop..1..11) : donc les droites AB, CD sont
dans un seul plan et tout_triangle est aussi
place dans un seul plan ce qu 11 falloit dé-
montrer.

PROPOSITION ITL .
.  THAOREME.

Si deux plans se coupent mutuellement , leur coni-
mune section est une ligne droite.

Que les deux plans AB, BC (fig. 160) se con-
pent:mutuellement et que léur commune sec-
tion soit DB : je dis que la ligne DB est une
llgne droite. :

.. Car si cela n’est point, du point D au point
B et sur le plan AB conduisez la droite DEB,
¢t sur le plan BC conduisez la dr oite DFB; les
éxtrémités des deux droites DEB, DF B seront
les mémes, et'ces deux droités reuf‘ermeront
un-espace; ce qui est absurde (ax. 12): donc
les'lignes DEB, DFB ne sont’pas des lignes
droites. Nous demontrerons semblablement que
toute’ autre: hgne rnenée: du point D air po1nt B
nést pomt ‘uiie- ligne droite , excepté la bgoe
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DB, ¢ "ést-a-dire la commune secuon des plans
AB, BC. '
: Donc sideux plaris se é’oiipént ratuellement 5
léur commune section sera une ligne droue ce
qu'il f‘allou démontrer,

 PROPOSITION IV

THEOREME:
81 deite droites se coupent mutuellement, la droité
qui sera ;Jerpe'ndz;'culairc sur ces deux droites

& leur section’ commune ; le sera aussi sur 1é

plan qui passera par ces deusx droites.

Que les deux droites AB, CD (f’g 361) sé
coupent mutiiellement au pomt E et que la
droite EF leur soit perpendlculalre au point E:
je dis que la droite EF est aussi perpendxcu—
lan‘e sur le plan qui passe par les droites AB CD.

Prenez lés dioites AE, EB, CE, ED euales
entr'elles. Par le pomt E étsurle plan AB cons
duisez d’'uné maniére quelconque une droue
GEH imenez AD, CB, et ensuite d'un pomt
quelconque F COHdUlSeZ les dr01tes FA FG
AE ED sont egales aux deux dr01tes CE )
EB et que ces droltes comprennent des ansles
dgaux (prop. 15.1), Ia base 'AD sera “égale &

2v
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la base CB (prop. 4. 1), le triangle AED égal
au triangle CEB, et langle DAE égal 2 Pangle
EBC; mais I'angle AEG est égal 4 'angle BEH
(prop. 15. 1) : donc les deux wriangles AGE,
BEH ont deux angles égaux & deux angles, cha- '
cun i chacun ; mais les cétés AE, EB adjacens
a des angles égaux sont égaux entr’eux : donc les
autres cdtds de ces triangles seront aussi égaux
entr’eux (prop.26.1): donc GE est égal a EH
et AG égal A BH; et puisque AE est égal A EB
et que la perpendiculaire ¥ E est commune, la
base FA sera égale 4 la base B (prop. 4. 1).
Par la méme raison, FC sera aussi égal & FD. De
plus , puisque l‘a droite AD est égale a la droite
CB et la droite TA égale ala droite FB, les deux
droites FA , AD seront égales aux deux droites
FB, BC, chacune a chacune; mais on a dé-
montré que la base FD est égale 4 la base FC:
donc l'angle FAD est égal a.l'angle FBC
(prop. 8. 1) ; mais on a démontré' de plus que
AG est égal a BH et FA est eéal a FB: done
les deux droites FA AG sont égales aux deux
droites FB, BH; mais ona demontre que Pan-
gle FAG est égal a l’antrle FBH : donc la base
FG est egale ala base FH (prop 4 1); ; et puis-
quon a demontre encore que GE est egal a
EH etd cause que la drone EF est commune,
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Ies deux droites GE , EF seront égales aux deux
droites HE., EF; mais la base F H est égale a la
base FG: doncl'angle GEF est égal al'angle HEF
(prop. 8. 1) : donc I'un et Pautre des angles.
GEF, HEF sont droits : dong la droite FE fait:
des angles droits avec la droite GH, de quelque
maniére que la. droite GH soit menée dans le
plan AB par le point E. Nous démontrerons.
semblablement que la droite FE fait des angles:
droits avec toutes les: droites. qui la rencontrent
et (ui sont, dans le- plan: AB; mais une-droite
est perpendiculaire sur un plan-lorsqu’elle fait

“ des angles droits avec toutes.les. droites. qui‘la
rencontrent et ui, sont placées dans ce plan
(déf. 3. 11) : donc la droite EF est perpen—
diculaire sur le planr AB; mais le plan AB est
celui qui passe: par les deux droites AB, CD:-
donc Ja droite FE est. perpendicudaire sur le-plan:
qu1 passe par les.droites,AB, €D:-

Donc si deux droites. se- coupent mutuelle—
meut, et si-une droite-est perpendiculaire sur
ces deux droites & leur commune section ; cette
droiie sera aussi perpendiculaire sur-le plan qui
passe par ces deux droites ; ce-qu'il falloit dé-
montrer.. - C
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PROPOSITION W

THEOREME.

¢

8% trois droites se rencontrent et si une droite leur
est perpendiculaire & leur.commune section, ces.
trois droites seront dans un seul plan.

Si une droite AB (fig. 162 ) est perpendicu-
laire. sur trois droites BG, BD, BE aun point de.
contact B : je dis que les trois droites BC, BD,,
BE sont dans un seul plan.

Car.supposons, si cela est possible, que BD,
BE soieint dans un plan et BC dans un autre
plan élevé au-dessous-du premier ; faites passer
un plan par les droites AB, BC; la commune.
‘section de ce plan avec le plan inférieur sera
une ligne droite (prop. 3. 11); que cette droite
soit BF. Il est évident que les trois droites AB
BC,BF sont.dans le plan qui passe par les droites
AB, BC : donc, puisque la droite AB est perpen-
diculaire sur'une etdautre des droites BD, BE ,
cette droite sera perpendiculaire sur le plan qui
passe par. DB, BE (prop. 4. 11); mais le plan qui
passe par DB ‘BE est le plan iuférieur : donc la
_ droite AB est perpendiculaire sur le plan infé-
rieur : donc cette droite sera perpendiculaire sur.
toutes les droites qui la rencontrent et qui sont
dans ce plan (déf. 3. 11) ; mais cette perpendi-
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culaire est rencontrée dans le'plan inférieur par
la droite BF : donc I'angle ABF est droit; mais
on a supposé que P'angle. AR Clest droit ::done
les.deux angles ABF, ABC, placés.dans le méme
plan , sont égaux entr’euk ; ec qui est impossible
(ax.'9) : don€ la droite BC n'est pas-dans.iin
plan élevé au-dessus. de celui qui passe par:les,
droites BD., BE : donc les trois droites:BC:, BD,,
BE sont dans un-seuliplani i+ oL i un it

- Done si-trois droites se reiicostrent, et siilune
droite leur est:perpendiculaire.i leur commune
section, ‘ces. trois: droit€s séront dans .un. seul
plany-ce gail falloit démbntéers, - .

PROPOSITIO\N' VI

LI

TH:I’:‘(M\‘EME. IR S

l‘ H oy N .y
VRN .;. -.1;0 \.,L..

Sz deuxr droztes sont cr cndzculazres .iw, lem m(a
7’ 1B ‘1
plan 7 €6s; deua dt oLtes seront. pamlleles.

Que led-deinx drmtesAB -CD: (figi-x63 ) soieint:
perpondiculpires. sur4n. meme) p].m* e dis.que-
AB espparalléle- & CDooe - 70 Dl et
Suppoesdns que: ces. perpendiculaires reneon=.
trent cé-plan- aux: p@mts B, D;-menesz la droite
BD;.condiisez dans. ce plan la' dbeite DE ) per-
pendiculaire‘sur BD, &t aprés.avoir fait DE égal
2. AB; menez les droites BE ;AE, A
. 4
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. Puistpue Ta:drgité ABlest:perpeniliculaire sur
le:plan BDE, elle est perpendiculaire sur toutes

- les:droites qui-la’ ¥eneontrent et qui sont dans
ce:plani(:déf. 3. 11°) ; 'mals cétte droite est ren-
contrée: par-'une et Pautre ‘des droites BD,
BE:qui sont dans:ce plan : dong les angles ABD,
ABE sont droits 'un et I'autre. Par la méme

, xaison,les angles CDB, CDE sont ausst droits
Pun et Yautre. Mais: puisque la droite AB est
égale & la droite DE et que la droite BD est
commune, les deux droites AB, BD sont égales
aux deux droites ED, DB; mais ces droites.com-~
prennent des anglesidroits : donc la base AD, est
egale a la base BE ( prop. 4. 1) et puisue la
droite AB'est egale i la-droite DE et la droite.
AD égale 2 la droite BE;, les deux droites AB,
BE sout égales aux deux dloxtes ED, DB; mas
15 bise AE est commune : dOnc l’anglc ABE
est égal & langle‘EDA ( prop. 8. 1); mais Tan-

gle:ABEest dr oity doncFangle EDA ést.droit
aussi;t done: Ia droite ED-est: perpendiculpire
sur la droite DA ; mais, Jadioite; ED. est per-
pendiculaire sus Pune et]'autre. des:droites BD,
DG : done ED.esy pefpendigulaire sy les trois
droites BD, DA, DC: . leur point.dé;contact :
‘donc les trois droites BD,, DA, . DC sont. dans
vn seul.plan (prop. 5 11); miais la droite AB est
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dans le méme plan que les droites BD, DA ,-car
tout triangle est dans un seul plan (prop. 2. 11):
donc les trois droites AB, BD, DC sont dans
un seul plan; mais les angles ABD, BDC sont
droits I'un et Pautre : donc la droite AB est pa-
ralléle & la droite CD (prop. 28. 1). ,

Donc si deux droites sont perpendiculaires
sur le méme plan, ces deux droites seront pa-
ralléles entrelles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION VII.
THEEOREME.

St deux droites sont paralléles, et si Uon prend
sur chacune de ces droites des points quelcon—
ques , la droite qui joindra ces points sera dans
le méme plan que les paralléles.

Soient AB, CD (fig. 164) deux droites pa-
ralléles, et soient pris dans ces droites des points
quelconques E, F : je dis que la droite qui joint
les points E, F est dans le méme plan que les
deux paralleles

Supposons que. ecla ne soit‘point, et suppo—
sons, si cela est possible, que cette droite soit
dans un plan élevé au-dessus du premier, et
qu’elle ait ; par exemdle, la position EGF; par
la ligne EGF ¢onduisez un plan qui fasse avec
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le plan inférieur une section qui sera une ligné
droite (prop.3. 11); que cette section soit EF :
il est évident que les deux droites EGF, EF
renfermeront un espace, ce qui est impossible
(ax.12) : donc la droite conduite du point E
au point F n’est point dans un plan élevé au-
dessus du premier : donc elle est dans celui qui
passe par les paralléles AB, CD.

Donc si deux droites sont paralléles, et siFon
prend dans P'une et 'autre de ces paralléles des
points quelconques, la droite qui joindra ces
points sera dans le méme plan que les paral-
léles ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION VIII.
.T}I:E’:ORIIASM'E.

Si deux droites sont paralléles , et si Fune d'elles
~ est perpendiculaire sur un plan, Uautre sera
ausst perpendiculaire sur ce plan..

. Soient. AB;CD (fig. 163 ) deux droites pa-
ralléles, et que I'une de ces droites AB soit per--
pendiculaire sur le p]an BED : je dis que l'autre
droite CD sera aussi pcrpendlculalre sur ce
plan. . SRR :
. Que les droites AB, €D rencontrent le plan
BED aux points B, D. MenezBD. Les droites AB,
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DC, BD seront dans le méme plan ( prop.7. 11).
Conduisez dans le plan BED la droite DE per-
pendiculaire sur BD; faites ensuite DE égal &
AB, et menez BE, AE, AD. Puisque AB est
perpendiculaire sur le plan AED, elle sera per~
pendiculaire sur toutes les droites qua la ren-
contrent et qui sont dans ce Plau (déf.3.11) >
donc les angles ABD, ABE sont droits I'un et
Vautre ; et. puiscue la droite BD tombe sur les
droites AB', €D, les angles ABD, CDB seront
égaux & deux angles droits (prop. 29. r). Mais,
Pangle ABD est droit : donc I'angle CDB est
droit aussi : done €D est perpendiculaire sur.
BD; et puisque la droite AB est dgale & la droite
DE, et que la droite BD est commune, les deux
droites AB, DB sont égales aux deux droites.
ED, DB; mais 'angle ABD est égal & I'angle
EDB, car ils sont droits I'un et autre : donc
la base AD est égale i la base BE (prop. 4. 1);
et puisque AB est égal 2 DE et BE égal A AD,
les deux droites AB , BE seront égales aux deux
droites ED, DA, chacune i chacune ; mais la
base AB est commune : donc 'angle ABLE cst
égal & I'angle EDA (prop. 8. 1); mais I'angle.
ABE est droit : donc l'ungle EDA est droit
aussi : donc ED est perpendiculaire sur DA ;
mais ED est aussi perpendiculaire sur BD : dong
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la droite ED sera perpendiculaire sur le plan qui
passe par les droites BD, DA (prop.4.11):
doncIa droite ED est perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce plan. Mais la droite DC est dans le plan qui
passe par les droites BA, AD, parce que les
droites AB, BD sont dans.le plan qui passe par
les droites BD , DA ( prop. 2. 11) ; mais la droite
DC est dans le méme plan que les droites AB,
BD (prop. 7. 11) : donc la droite ED est per-
pendiculaire sur DC : donc la droite €D est per-~
pendiculaire sur DE ; mais la droite CD est per-
pendiculaire sur la droite BD : donc la droite
CD est perpendiculaire sur les deux droites DE,
DB i leur point de rencontre D : donc la droite
CD est perpendiculaire sur-le plan-qui passe par
les draites DE, DB (prop. 4. 11); mais le plan
qui passe par les droites DE, DB est le plan
BED. : donc CD est perpendiculaire sur le plan
BED; ce qu'il falloit démontrey.
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PROPOSITION IX.
THEOREME,

Les droites qui sont paralléles & une méme droite,
sans étre dans le méme plan que cette autre
droite , sont cependant paralléles entr'élles.

Que l'une et P'autre des droites AB, CD
(fig. 165) soient paralléles & la droite EF, et
que les droites AB, CD e soient pas dans le
méme plan que la droite EF : je dis que la
droite AB est paralléle a la droite CD.

Prenez sur EF un point quelconque G, et de
ce point menez dans le plan qui passe par EF,
AB la droite GH perpendiculaire sur EF, et
dans le plan qui passe par FE, CD, menez
la droite GK perpendiculaire aussi sur FE:
puisque la droite ET est perpendicul;ﬁre sur
I'une et I'autre des droites GH, GK, la droite
EF sera aussi perpendiculaire sur le plan qui
passe par les droites GH, GK (prop. 4. 11);
mais. AB est paralléle 4 EF : donc AB est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les points
H, G, K (prop. 8. 11); par laméme raison CD
est perpendiculaire sur le plan qui passe par les
points H, G, K : donc lesvdrqites AB,CDsont
perpendiculaires I'une et I'autre sur le plan qui
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passe patles points H, G, K ; mais si deux droites
sont perpendiculaires sur un seul plan , ces deux
droites sont paralléles entr’elles (prop. 6. 11):
donc la droite AB est parallf le & la droite CD;
ce qu'il falloit d(,montl o

PROPOSITION X

THEOREME,
. ) N . -
- 8i deux droites qui sg touchent sont paralléles &
- deux dioites qui se touchent el qui ne sont pas
dans le méme plan, ces droites comprendront
des angles égaux. .

Que les deux droites AB, BC (fig. 166) qui
se touchent soient parall(.les aux deux droites
DE, ETF qui se touchent et qui ne sont pas dans
le méme plan : je dis que I'angle ABC est égal
a angle DEF.

Prenez les droites BA, BC, ED, EF égales
entr’elles , et menez les droites AD, CF, BE,
AC , DF. Puisque BA est égal et paralléle 2 ED;
AD sera égal et paralléle 3 BE (prop. 35. 1).
Par ]la méme raison CF sera égal et paralléle &
BE : donc les deux droites AD, CF sont égales
‘et paralléles chacune i la droite BE ; mais les
droites qui sont paralléles & une méme droite
sont paralléles envelles (prop. 9. 11) : donc Ja
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droite AD est paralléle et égale a la droite CT;
mais ces paralléles sont jointes par les droites
AC, DF : donc la droite AC est paralléle et
égale & la droite DF; et puisque les droites AB,
BC sont égales aux deux droites DE, EF, et
que la base AC est égale 4 la base DF, I'angle
ABC sera égal & 'angle DEF (prop. 8. 1).

Donc si deux droites qui se touchent sont
paralléles & deux droites qui se touchent et qui
ne sont pas dans le méme plan, ces deux droites
comprendront des angles égaux; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XI.
PROBLEME.

D’un point donné hors d’un plan, mener une
perpendiculaire sur ce plan.

Soit A (fig. 167) le point donné hors d'un
plan , soit BH le plan douné : il faut du point A
mener une perpendiculaire sur ce plan.

Dans le plan donné, conduisez une droite
BC d'une maniére quelconque, et du point A
menez la droite AD perpendiculaire sur B(C
(prop. 12.1). Sila droite AD est aussi perpen-~
diculaire sur ce plan, on aura fait ce qui étoit
proposé; si cela n'est pas, du point D et dans le
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plan donné menez sur BC la perpendiculaire DI
(prop.11.1), et du point A menez sur DE la
perpendiculaire AF (prop. 12. 1), et enfin par le
point F conduisez la droite GH paralléle 4 BC.
Puisque BC est perpendiculaire surl'une et sur
Tautre des droités DA, DE, la droite BC sera per=
pendiculaire sur le plan qui passe par les droites
ED, DA, et paralléle dladroite GH (prop: 4.11);
mais si deux droites sont paralléles et si I'une
d’elles est perpendiculaire & un plan, Tautre
droite est aussi perpéndiculaire i ce méme plan
(prop. 8. 11): donc GH est perpendiculaire sur
le plan gui passe par ED, DA, et par conséquent
perpendiculaire sur toutes les droites qui se
rencontrent dans ce plan (déf. 3. r1); mais la
droite AF rencontre la droite G H dans le plan
qui passe par ED, DA : donc la droite GH est
perpendiculaire sur AF : donc AF est perpen~
diculaire sur GH; mais AF est perpendiculaire
sur DF, par construction : donc la droite AF est
perpendiculaire 4 Pune et i Pautre des droites
GH, DE ; mais si une droite est perpendiculaire
au-point de contact sur deux droites qui se ren-
contrent, elle sera aussi perpendiculaire sur le
plan qui passe par ces deux droites (prop.4.11):
donc FA est perpendiculaire sur le plan qui passe
par ED, GH; mais le plan qui passe par ED,
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G H estlé plan BH : donc la droite AF ‘gst per-
pendiculaire sur le plan BH.
Donc du point donné A, pris au-dessus d’un
plan, on'a- mené une perpendlculalre AF sur ce
plan; ce qu'il falloit faire. -

PROPOSITION XIL

PROBLE M E.
D’un point dqnhé dans un plajn db{nné , élever
une perpendiculaire sur ce plan.

Soit EF (fig. 168 ) le plan donné, et soit A
le point donné dans ce plan : il faut du point A
élever une perpendiculaire sur ce plan.

D’un point quelconque B, pris au-dessus du
plan donné.; menez une perpendiculaire BG
sur ce plan‘(prop. 51. 11), et par le point A
menez AD paralléle 4 BC (prop. 31. 1).

Puisque les deux droites AD, CB sont paral-
léles et que BC, 'une de ces droites ; est perpen-
diculaire sur le plan donné, Pautre droite AD sera
aussi perpendiculaire sur ce plan (prop. 8. 1),

Donc, d’'un point donné dans un plan donné;
on a élevé une perpendlculatre sur ce plan ce
q‘u il falloit: fau'e. ' :
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P"R"‘OPOS'ITION XIix
THEOREME.

D un point donné dans un plan donne on ne peut
élever du méme coté.deux perpendiculaires sur
ce plan.

Supposons que “cela’ soit poééii)le; du point
donné A (fig. 169) pris dans le plan donné,
élevez du méme c6té les deux perpendiculaires
AB, AC sur ce plan ; conduisez un plan par les
deux droites BA, AC; ce plan fera au point A
avec le plan donné ‘une section qui sera une
ligne. droite (prop.5.11); que cette section
soit DAE; les droites AB, AC, DAF seront
dans le méme plan; mais puisque CA: est per-
pendiculaire sur le plan donné, elle sera per-
pendiculaire sur toutes les drpites quila rencon-
trent et qui sont dans le plan donné (déf. 3. 11);
mhais la droite DAE, qui est dans le plan donné,
renconire la. droite CA : donc I'angle CAE est
droit. I’angle BAE est droit , par la méme rai-
son; donc Yangle CAE et V'angle BAE qui sont
dans le méme: plan sont égaux entr'eux, ce qui
est: 1mposs1ble (ax.9):..

Donc, d’un point donne dans un plan donné,
. on ne peut élever deux perpendlculalres sur ce
plan; ce e ’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIV.

THEOREME.

Les plans sur lesquels une méme droite est perpen~
diculaire sont paralléles entr’eux.

Que la droite AB (fig. 170) soit perpendi-
culaire sur I'un et I'autre plan CD, EF : je dis
que ces plans sont paralléles.

Car si cela n’est point, ces plans étant pro-
longés se rencontreront et leur section sera une
ligne droite '( prop. 3. 1r1). Que cette section
soit GH; ayant pris dans cette section un point
quelconque K, menez AK, BK. Puisque la
droite AB est perpendiculaire sur le plan EF,
cette droite sera perpendiculaire sur la droite
BK qui est placée dans le prolongement du plan
EF (déf. 3. 11) : donc I’angle ABK est droit,
L’angle BAK est droit, par la méme raison :
donc les deux angles ABK, BAK du triangle
ABK sont égaux a deux angles droits; ce qui
est impossible (prop. 17.1) : donc les plans-
CD, EF étant prolongés, ne se rencontreront
point entr’eux : donc les plans CD, EF sont
paralléles.

Donc les plans sur lesquels une méme droite
est perpendiculaire sont paralléles entr’eux ; ce
qu’il falloit démontrer. -

2
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PROPOSITION XV.
THEOREME.

Si deux droites qui se rencontrent sont pm'alléles'
a deux droites qui se rencontrent et qui ne sont
pas dans le méme plan, les plans qui passeront
fmf‘ ces droites seront pqmll_éleé.

‘Que les droites AB, BC (fig. 171) qui se ren-
contrent soient paralléles avec deux droites DE,
EF qui se rencontrent et qui ne sont pas dans
le méme plan : je dis que les plans qui passent
par les droites AB, BC et par les droites DE, EF
ne se rencontreront point s’ils sont prolon 9és,

Du pomnt B menez sur le plan qui passe par
les droites DE, EF la perpendiculaire BG qui
rencontre ce plan au point G (prop.11.11);
par le point G menez la droite GH paralléle &
la droite ED et la droite GK paralléle & la droite
EF (prop. 31. 1). Puisque la droite BG est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les droites’
DE, EF, elle sera perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce méme plan (déf. 3. 11); mais cette droite
est rencontrée par I'une et Pautre des droites
GH, GXK qui sont dans le plan qui passe par les
droites DE, EF : donc les angles BGH, BGK
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sont droils I'ua et lautre; et puisque BA est
paralléle & la droite GH, les angles GBA, BGH
seront égaux & deux angles droits (prop. 29. 1);
mais 'angle BGH est droit : donc 'angle GBA
sera droit : donc GB est perpendiculaire sur
BA. Par la méme raison, BG est perpendicu-
aire sur BC : done puisque la droite BG est
perpendiculaire sur les denx droites BA, BC
qui se coupent mutucllement , la droite BG
sera perpeundiculaire: sur le plan qui passe par
les deux droites AB, BC (prop. 4.11). Par
Ta méme raison, la droite BG est perpendicu=
Taire sur le plan qui passe par les droites GH,
G K. Mais le plan qui passe par les droites GH,
GK est le méme que celui qui passe par les
droites DE, EF : donc la droite BG est per-
pendiculaive sur le plan qui passe par les droites
DE, EF. Mais on a démoniré que la droite
BG est perpendiculaire sur le plan qui passe
par les droites AB, BC, et cette droite est en-
core perpendiculaire sur Je plan qui passe par
les droites DE, EF : donc la droite BG est per-
pendiculaire: sur I'un et Tautre des plans qui
passent par les droites AB, BC et par les droites
DE, EF; mais les plans sur lesquels une méme
droite est perpendiculaire sont paralléles entre
eux ( prop. 14. 11 ) : donc le-plan.qui passe par

3
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les droites AB, BC est paralléle i celui qui passe
par les droites DE, EF.

Done si deux dro1tes qui se rencontrent sont
paralleles % deux droites qm se rencontrent et
qui ne sont pas dans le méme plan, les plans
qui passeront par ces droites seront paralléles
entr’eux ; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XVL
THEOREM E.

St deux plans paralléles sont coupés par un plan
quelconque , leurs communes sections seront
paralléles.

Que les deux plans paralléles AB,CD (fig. 172)
soient coupés par un plan quelconque EFGH,
et que leurs communes sections soient EF, GH :
je dis que EF est paralléle 3 GH

Supposons que cela ne soit point ; prolongez
les droites EF, GH, ces droites se rencontre-
ront ou du c6té des ponts F, H, ou du cété
des poinis E, G. Prolongez ces droites du c6té
des points F, H, et supposons qu’elles se ren~
contrent au point K ; puisque EFK est dans le
plan AB, tous les points pris dans EFK seront
dans le méme plan; mais le pomnt K est un des
points pris sur EFK : donc le point K est dans
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Ie plan' AB. Par la méme raison , le point K est
dans le plan CD : donc les plans AB, CD pro-
longés , se rencontreront entr’eux ; mais ces.
deux plans ne se rencontreront point puisqu’ils
sont paralléles : donc les droites EF, GH pro- ’
longées ne se rencontreront point du c6té des
points F, H. Nous démentrerons semblable-
ment (ue les droites EF, GH prolongées ne
se rencontreront point du e6té des points E, G.
Mais les droites qui ne se rencontrent d’aucun
e6té sont paralléles (déf.35. r) : donc les droites.
EF, GH sont paralléles.

Donc si deux plans paralléles sont coupés par
un plan quelconque , leurs communes sections,
seront paralléles entr’elles ; ce qu’il falloit dé-.
montrer..

PROPOSITION XVIIL
THEOREME.

Si deux droites sont coupées par des plans pa~
ralléles , elles seront coupées proportionnel-.
lement..

Que les deux droites AB, €D (fig. 173) soient
coupdes par les plans paralleles GH, KL, MN
aux points A, E, B, C, F, D: je dis que AE
est 3 EB comme CF est 4 FD.

4
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Menez les drmtes AC,BD,; AD; supposons
quela droite A.D rencontre le plan KL au point
0 ; et conduisez les droites EO, OF, Puisque
les deux plans paralléles KL, MN sont coupés.
“par le plan EBDG, leurs sections EO, BD
sont:paralléles (prop. 16. 11); puisque les deux
plans’ paralléles GH; KL sont coupés par le
plan AOFC, leurs sections communes AC, FO
sont paralléles, par la méme raison. Mais puis-
Jue EO est paralléle a un des cotés du triangle
ABD, savoir au ¢6té BD, le c6té AE sera au
c6té EB comme le c6té AO est au c6té OD
{prop. 2. 6). De plus, puisque le c6té OF est
paralléle & un des c6tés du triangle ADC, savoir
au ¢6té AC, le c6té AO est au c6té OD comme
le c6té CF est au co6té FD. Mais on a démontré
que le c61é AO est an c61é OD comme le c61é
AE est au c6té EB : donc le ¢6té AE est an
¢6té EB comme le ¢6té CF est au c6té FD
(prop. 11.5).

Donc si deux droites sont coupées par des
plans paralléles, ces droites seront coupées pro-
pertionnellement ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVIIL
THEOREME.

Si une drotte est perpendiculaire sur un plan , tous
les plans qui passent par cette droite sont per-
pendiculaires sur ce méme plan.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 174) soit
perpendiculaire sur un plan : je dis que tous les,
plans qui passent par cette droite sont perpen-
diculaires sur ce méme plan.

Par la droite AB conduisez le plan DE, et
que la droite CE soit la commune section dn
plan DE et du plan donné; sur la droite CE
prenez un point uelconcue F; de ce point et
dans lc plan DE conduisez la droite FG per-
pendiculaire sur la droite CE. Puisque la droite
AB est perpendiculaire sur le plan donné, cette
droite sera perpendiculaire sur toutes les droites
qui la rencontrent et qui sont dans ce plan
(déf. 3. 11) : donc la droite AB est perpendi-
culaire sur la droite CE : donc I'angle ABF est
droit; mais I'angle GFB est droit aussi : donc AB
est paralléle 4 FG (prop. 28. 1); mais AB est
perpendiculaire sur le plan donné : donce FG sera
perpendiculaire sur ce méme plan (prop.8.11);
mais un plan cst perpendiculaire sur un plan,
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lorsque les droites menées dans 'un de ces
plans sont perpendiculaires sur lear commune
section et sur l'autre plan (déf. 4. 11) : donc la
droite F G menée dans le plan DE et perpendi~
culaire sur la droite CE, commune section des
plans , est aussi perpeundiculaire sur le plan
donné : done le plan DE est perpendiculaire:
sur le plan donné. Nous démontrerons sembla-
blement que tous les autres plans qui passent
par la droite AB sont aussi perpendiculaires sur
le plan donné.

Donc si une droite est perpendiculaire sur
un plan, tous les plans qui passeront par cette
droite seront perpendiculaires sur ce méme
plan; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XIX.
THEOREME.

8¢ deux plans qui se coupent mutuellement sont
perpendiculaires sur un plan, leur commune
section sera aussi perpendiculaire sur ce plan.

Que deux plans AB, BC (fig. 175) qui se
coupent mutuellement soient perpendiculaires
surun plan donné, et que leur commune section
soit BD : je dis que la droite BD est perpendi-
culaire sur le plan donné.
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Supposons que cela ne soit point ; du point D
menez dans le plan AB la droite DE perpendicu-
laire sur la droite AD (prop. 11. 1), et du point D
et dans le plan BC menez la droite DF perpen-
diculuire sur la droite CD. Puisque le plan AB
est perpendiculaire sur le plan donné et que la
droite DE a été menée dans le plan AB perpen-
diculaire 4 la commune section AD de ces ‘p]an.s,
la droite DE sera perpendiculaire sur le plan
donné. Nous démontrerons semblablement que
DF est perpendiculaire sur le plan donné : done
du point D on a mené du méme c61é deux per-
pendiculaires sur le plan donné ; ce qui est im~
possible (prop. 13. 11) : donc du point D on
ne peut pas mener d’autres droites qui soient
perpendiculaires sur le plan donné, si ce n’est
la commune section DB des plans AB, BC.

Donc s1 deux plans qui se coupent mutuelle-
ment sont perpendiculaires sur un plan donné,
leur commune section sera perpendiculaire sur
ce plan; ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION X X.

THEOREME.

S: un angle solide est compris sous trois angles
plans , deux de ces angles, de quelque ma—
A\ >
niére qu'on les prenne, sont plus grands que le
troisiéme.

Que I'angle solide A (fig. 176) soit compris.
sous les trois angles plans BAC, CAD, DAB:
je dis que deux quelconques des trois angles
plans BAC, CAD, DAB, de quelque manicre
qu’on les prenne, sont plus grands que Pangle
restant. ‘ .

Car si les angles BAC, CAD, DAB sont
égaux entr’eux , il est évident que deux quel-
conques de ces angles, de quelque manicre
qu’'on les prenne, sont plus grands que I'angle
restant. Supposons que ces trois angles ne sont
point égaux entr’eux, et que I'angle BAC est le .
plus grand. Sur la droite AB et au point A fai-
sons dans le plan qui passe par BAC 'angle BAE
égal A I'angle DAB (prop. 23. 11). Faisons AE
égal & AD (prop.3.1), menons ensuite par le
point E la droite BEC qui coupe les droites AB,
AC aux points B, C, menons aussi les droites DI,
DC. Puisque ladroite DA est égale dJa droite AY:
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et que la droite AB est commune, les deux
droites DA, AB sont égales aux deux droites
AE, AB; mais I'angle DAB est égal & I'angle
BAE : donc la base DB est égale & la base BE
(prop.4.1); et pmisque les deux droites DB, DC
sont plus grandes que la droite BC et que la droite
DB est égale & la droite BE, la droite restante
DC sera plus grande que la droite restante EC;
mais puisque la droite DA est égale a la droite
AE, que la droite AC est commune et que la
base DC est plus grande que la base EC, I'an-
gle DAC sera plus grand que l'angle EAC,
(prop. 25. 1). Mais I'angle DAB est égal a I'an-
gle BAE, par construction : donc les angles
DAB, DAC sont plus grands ¢que I'angle BAC.
SiI'on prend deux autres angles quelconques,
nous démontrerons semblablement qu'ils sont
plus grands que I'angle restant.

Donc si un angle solide est compris-sous trois
angles plans, denx quelconques de ces angles,
de quelque manic¢re qu’on les prente , sont plus
grands que le troisiéme; ce qu’il falloit dé-
montrer.
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PROPOSITION XXI.
THEOREME.

Tout angle solide est compris sous des angles plans
S P gles p
qui sont moindres que quatre angles droits.

Soit I'angle solide A (fig. 177) compris sous
les angles plans BAC, CAD, DAB: je dis que
les angles BAC, CAD, DAB sont moindres
que quatre angles drous

Dans chacune des droites AB, AC, AD , pre-
nez des points quelconques B, C D, et menez
BC, CD, DB. Puisque Iangle solide B est com-
pris sous les trois angles plans CBA, ABD,
CBD, deux quelconques de ces triangles sont
plus grands que I'angle restant (prop. 20. 11):
donc les angles CBA , ABD sont plus grands que
Iangle CBD. Par la méme raison, les angles
BCA, ACD sont plus grands que I'angle BCD, et
les angles CDA, ADB plus grands que Pangle
CDB : doncles six angles CBA,ABD, BCA, ACD,
ADC., ADB sontplus grands que les trois angles
CBD,BCD, CDB. Mais les trois angles CBD,
BCD, CDB sont égaux & deux angles droits
(prop.32. 1) : donc les six angles CBA, ABD,
BCA,ACD, ADC, ADB sont plus grands que
» deux angles droits ; mais puisque les trois angles
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de chacun des triangles ABC, ACD, ADB sont
égaux & deux angles droits , lesneuf angles CBA,,
ACB, BAC, ACD, DAC, CDA, ADB, DBA,
BAD de ces trois triangles sont égaux 4 six angles
droits ; mais les six angles ABC, BCA, ACD,
CDA; ADB, DBA sont plus grands que deux
angles droits : donc les angles restans BAC, CAD,
DAB qui contiennent 'angle solide sont plus
petits que quatre angles droits.

Donc tout angle solide est compris sous des
angles plans plus petits que quatre angles droits ;
ce qu’il falloit démontrer. '

PROPOSITION XXII
THEOREME.

Si Pon a trois angles plans, dont deux de ces
angles, de quelque maniére qu'on les prenne,
sont plus grands que Uangle restant, et si ces
angles sont compris par des cétés égaux, on
jpourra construire un triangle avec les droites
-qui joignent ces cdtés égaux.

Soient les trois angles plans ABC, DEF,
GHK (fig. 178) dont deux de ces angles, de
quelque maniére qu'on les prenne, sont plus
grands que I'angle restant, c’est-a-dire que les
deux angles ABC, DEF sont plus grands que
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Yangle GHK, que les deux angles DEF, GHK
sont plus grands que 'angle ABC, et enfin que
" les deux angles GHK, ABC sont plus grands

que 'angle DEF; que les droites AB, BC, DE, .

EF,GH, HK soient égales; menez AC, DF,
GXK: je dis qu'on peut construire un triangle
avec des droites égales aux droites AC, DF, GK;
c’est-ii-dire que deux quelconques des droites
AC, DF, GK, de quelque maniére qu’on les
prenne, sont plus grandes que la droite restante.
Si les angles ABC, DEF, GHK sont égaux
entr’eux, il est évident qu’on pourra construire
un triangle avec des droites égales aux droites
AC, DF, GK qui sont alors égales entr’elles. Au
contraire, si ces angles ne sont point égaux, sur
la droite HK et au point H, faites 'angle KHL
égal & I'angle ABC (prop. 23. 1); faites aussi
la droite HL égale 4 une des droites AB, BC,
DE, EF, GH, HK, et menez les droites GL,
KL. Puisque les deux droites AB, BC sont
_égales aux deux droites KH, HL, et que I'an-
gle B est égal a 'angle KHL, la base AC sera
égale 4 Ja base KL (prop. 4. 1) ; et puisque les
angles ABC, GHK sont plus grands que I'an-
gle DEF et que I'angle ABC est égal 3 Pangle
KHL, l’@glé GHL sera plus grand que I’an-
gle DEF. De plus, puisque les deux droites
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GH, HL sont égales aux deux droites DE, EF
et que 'angle GHL est.plus grand que Pangle E,
la base GL sera plus grande que la base DF
{ prop. 24. 1); mais les droites GK, KL sont
plus grande‘s que la droite GL (prop. 20.1).:
donc, 4 plus fortc raison, les droites GK, KL
sont plus grandes que la droite DF ; mais KL
est égdl 4 AC : donc les droites AC', GK sont
plus grandes que la droite restante DF Nous
démontirerons semblablement que les droites
AC, DF sont plus grandes que la droite GK;
et que les droites GK , DF sont aussi plus grandes
gue la droite AG : donc on peut construire un
triangle avec des droites égales aux droites AC;
DF, GK (prop.22.1).

AUTREMENTT.

Soient donnés les irois angles plaiis ABC,
DEF, GHK (fig. 179) dont deux de ces angles,
de quelque marniére qu’on les prenne, sont plus
grands que l'angle restant; que ces angles soient
COM:pris par des droites égales AB, BC, DE,
IEF, GH, HK. Menez les droites AC DF,GK:
je dis" (u’on peut-construire un triangle avec des
droites égaies aux droites AC, DF, GK; c’est-
i-dire que deux de ces droites , de quelque ma-,
ni¢re qu'on les prenne, sont plus grandes que

X
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Ia droi'té restante. Si les angles ABC, DEF
GHK sont égaux, les dr01tes AC, DF, GK
séront égales entr'elles (prop. 4 1) , €t deux
de ces droites seront p]us erandes que la droite
~ restante. Au contraire, si ces angles ABC DEF,
GHK sont inégaux , et s1 1 anvle ABC est plus
grand que I'un et que I'autre des anglesE, H, la
droite ACseraplusgrande quel'une et que 'autie
des droites DF, GK (prop. 24. 1); etil est évi-
dent que la droite AC avec I'une ou avec l'autre
des droitesDF, GK sera plus grande que la droite
restanté. Je dis que les droites DF, GK sont
plus grandes que la droite AC. Sur la droite AB
et au point B construisez I'angle ABL dgal &
I'angle GHK (prop. 25. 1); faites la droite BL
égale 4 une des droites AB, BC, DE, EF,
GH, HK, et menez AL, LC. Puisque les deux
droites AB, BL sont égales aux deux droites
GH, HK, chacune & chacune, et qu’elles com-~
prennent des angles égaux , la base AL scra égale
i la base GK (prop. 4. 1); et puisque les angles
E, H sont plus grands que I'angle ABC et que
Pangle GHK est égal a I'angle ABL, I'angle
restant E sera plus grand que I'angle LBC. De
plus, puisque les deux droites LB, BC sont
égales aux deux droites DE, EF, chacune &
chacune, et que l'angle DEF est plus grand
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que Parigle LBC, la base DF sera plus grande
que la base LC (prop. 24. 1 ). Mais on a dé-
montré que la droite GK est égale a la droite
AL : donc les droites DF, GK sont plus grandes
qué les droites AL, LC ; mais les droites AL, 1.C
sont plus grandes que la droite AC (prop.20.1):
donc A plus forte raison les droites DF, GK
sont plus grandes que la droite AC : donc deux
des droites AC, DF, GK, de quelque maniére
qu’on les prenne, sont plus grandes que la droite
restante.
~ Donc on peut construire un triangle avec
trois. droites égales aux droites AC, DF, GK
(prop. 22. 1) ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIII.
PROBLEME.

Construire uir angle solide avec trois angles plans
dont deux de ces angles , de quelque maniére
quon l'e's: prenne, sont plus gmnds que Pangle
restant ; il faut que ces trois angles soient plus
petits que quatie angles droits.

Soient donnés les trois angles plans ABC,
DET, GHK (fig. 180) dont deux de ces angles,,
de quelque maniére qu’onles prenne , solent plus
grands que Pangle restant ; que ces.trois angles

"
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soient plus petits que quatre angles droits : il
faut avec des angles égaux aux angles ABC,
DEF, GHK construire un angle solide.

Faites les droites AB, BC, DE, EF, GH,
HK égales entr'elles et menez AC, DT, GK.
On peut avec des droites égales 4 AC, DF, GK
construire ui triangle (prop. 23. 11). Cons=
truisez le triangle LMN (prop. 22. 1) de ma-~
niére que LM soit égal 2 AC, MN égal A DF
et LN égal 2 GK. Décrivez ensuite une circon=
férence de cercle LMN autour du triangle LMN
(prop. 5. 4); prenez le centre de ce cercle qui
sera ou dans le triangle LMN ou sur un de ses
¢cbtés, ou hors de ce triangle.

Quc le centre du cercle soit d’abord dans le
triangle , et que ce centre soit O; menez LO,
MO, NO : je dis que AB est plus grand que LO;
car sl cela w’est point, la droite AB sera égale &
la droite LO ou plus petite que cetie droite.
Supposons-d’abord qu’ellelui soit égale. Puisque
AB est égal A LO et que AB est égal 2 BC, LO
sera égal 3 BC; mais LO est égal a OM : done
les deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites LO, OM, chacune & chacune ; mais Ja
base AC est supposée égale & la base LM : donc
P'angle ABC est égal & 'angle LOM (prop. 8. 1).
P'ar Ja méme raison , 'angle DEF est égal & an~
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gle MON et Pangle GHK égal 4 Pangle NOL =
donc les trois angles ABC, DEF, GHX sont
égaux aux trois.angles LOM, MON, NOL; mais.
les trois angles LOM , MON , NOL sont égaux &
¢uatre angles droits : donc les trois angles ABC,
DEF, GHX sont égaux 4 quatre angles; mais
on les a supposés plus petits. que quatre. angles.
droits, ce qui est absurde : donc la droite AB,
n'est pas égale i la droite LO :je dis de plus que.
la droite AB ’est pas plus petite que la droite.
LO. Car supposons, si cela est possible, qu’elle.
soit plus petite , et que la droite AB soit égale i,
la.draite OP et la droite BC égale & la droite OQ;
menez PQ. Puisque la droite. AB est égale a la
droite BC, la droite OP sera égale-d la droite OQ :
donc la droite restante PL sera égale-d la droite
restante. QM : done la droite. LM est-paraliéle
4 la droite PQ (prop.2.6): dong les triangles.
LMO, PQO sont équiangles : donc OL est &
LM comme OP est:a. PQ ( prop. 4. 6); et'en.
échangeant les places des moyens, LO est A OP-
comme LM est & PQ (prop. 16.5); mais:LO:
est plus.grand que OP ::dong EM est plus grand
que PQ; mais LM est €gal & AC, .par cons~
truction :.donc AC seralplus.grand que PQ; et
puisque les deux droites - AB ,BC sont égales.
aux deux droites PO, O-Q et:que la base AC
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est plus grande que la base PQ, 'angle ABC sera
plus grand que Pangle POQ (prop. 24. 1). Nous
démontrerons semblablement que angle DEF
est plus grand que 'angle MON et 'angle GHK
plus grand ‘que Fangle NOL : donc les trois
angles ABC, DEF, GHK sont plus grands que
les angles LOM, MON, NOL; mais les. angles:
ABC, DEF, GHK sont supposés plus petits
que quatre angles droits : donc & plus forte
raison les trois angles LOM , MON., NOL sont
plus petits que quatre anrrles droits;; mais ces.
trois. angles sont égaux & quatre angles droits,
ce qui.est absurde : donc la droite AB n’est pas
plus petite que la droite LO., On a démontré
qu’elle ne lui est point égale : donc la droite AB
est plus grande:que-la droite LO. Du point O.
élever. une perpendiculaire OR sur le plan du
cercle LMN (prop. 12.:11). Supposons que le
quarré de OR soit égal 2 Texcés du quarré de
AB sur le quarré de LO(lem. suiv.), et menons
les droites RL, RM ,; RIN: Puisque la droite OR
est perpendiculaire sur/le plan du cercle LMN,
cette droite-seral perpendiculaire sur chacune
des droites 1:0;, iM'O;, NO (déf. 3. 11); et
-puisque L O estiégal &y QM et que la.droite OR
-est commune et, {uielleiest. perpendiculaire sur
- ces deux: droites., Taibase LR sera égale i la
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base RM (prop. 4. 1). Par la méme raison, la
droite RN est égale & l'une et & lautre -de_s,
droites RL, RM : donc les trois droites RL,
RM, RN sont égales entr’elles. Puisque le
quarré fait sur OR est égal a I'excés du quarré
de AB sur le quarré LO, le quarré de AB sera
¢égal aux quarrés des droites LO, OR; mais le
quarré'de RL est égal aux quarrés des droites
LO, OR (prop.47.1), car I'angle LOR est
droit : donc le quarré de la droite AB est égal
au quarré de la droite. RL : donc la droite AB
est égale & la droite RL; mais chacune des
droites BC, DE, ET, GH, HK est égale 4 la
droite AB, et chacune des droites RM, RN est
¢gale dla.droite AL : done chacune des droites
AB,BC,DE,EF, GH, HK est égale 4 char
cune des droites RL, RM, RN; mais puisque
les deux droites LR, RM sont égales aux deux
droites AB, BC et que la base LM est égale a
la base AC, l'angle LRM sera égal & langle
ABC (prop. 8. 1). L’angle MRN sera égal &
Yangle DEF et 'angle LRN égal a I'angle GHK ,
par la méme raison : donc avec les trois angles
plans LRM, MRN, LRN, qui sont égaux aux
trois angles donnés, on a construit un angle
solide R qui est compris sous les angles LRM,.

‘MRN, LRN..
4.
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“Quc'le centre du cercle soit présentement sur
un des cétés, savoir, sur le c6té MN (fig. 181),
- ét que le céntre de ce cercle soit le pomt O;
mene% OL : je dis de nouveau que AB est plus
grand que LO; carsi cela n'est point, la droite
AB sera égale 4 la droite LO ou bien elle sera
plus petite que cette droite. Supposons d’abord
qu’elle lui soit égale; les deux droites AB BC;
c’est-a-dire les deux droites DE, EF, sont
égales aux deux droites MO, OL, c’est-i-dire
i la droite MN ; mais la droite MN est supposée
égale a la droite DF : donc les droites DE, EF
sont égales & la droite DF, ce qui ne peut étre
( prop. 20. 1) : donc la droite AB n’est point
égale & la droite LO. On démontreroit sem-
blablement qu’clle n’est pas plus pette, car de
cette supposition il s’ensuivroit une plus grande
absurdité : donc la droite AB est plus grande
(que la droite L.O. Si I'on meéne la droite RO
perpendiculaire sur le plan du cercle, et si 'on
‘suppose que le quarré de OR soit égal & I'excés
du quarré de AB sur le quarré¢ LO (lem. suiv. ),
le probléme sera résolu.

Que le centre du cercle soit enfin hors du
triangle LMN (fig. 182), et que le centre de
ce cercle soit O; menez LO, MO, NO : je dis
que la droite AB est plus grande que la droita
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LO; car si cela n’est point, elle lui sera égale
ou plus petite. Supposons d'abord qu’elte lui
soit dgale ; dans cette supposition les deux
droites AB, BC sont égales aux deux droites
MO, OL, chacune 4 chacune ; mais la base AC
est aussi égale 4 la base ML : donc I'angle ABC
est ¢gal a I'angle MOL (prop. 8. 1}. L’angle
GHK est égal & I'angle LON, par la méme
raison : dofic I'angle total MON est égal anx
deux angles ABC, GHK; mais les angles ABC,
GHK sont plus grands ¢ue 'angle DEF : done
Pangle MON est plus grand ¢ue I'angle DEF;
et puisque les deux droites DE, EF sont égales
aux deux droites MO, ON, et que la base DF
est égale ala base MN, Pangle MON sera égal
4 I'angle DET (prop. 8. 1) ; mais on a démon~
tré qu’il est plus grand, ce qui est absurde :
donc la droite AB n’est pas égale i la drotte LO,
Nous démeontrerons de suite qu’elle n’est pas
plus petite , donc clle est nécessairement plus
grande. Si nous menons de nouvean la droite
OR perpendiculaire sur le plan du cercle, et si
nous supposons cette perpendiculawe égale a
une droite dont le quarré soit égal & Yexeés du
¢quarré de la droite AB sur le quarré de la droite
LO (lem.suiv.), le probléme sera résolu. Je dis
§ présent que la droite AB n’est pas plus petite
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quize la droite LO. Supposons, si cela est possi=
ble ,-qu’elle soit plus petite; faites OP égal:a AB
et OQ égal 4 BG et menez PQ. Puisque AB ést

égal a BC, la droite OP sera égale & la droite

0Q : dong la droite restante PL sera dgale i la

droite restante QM : donc la droite LM est pa-

ralléle i la droite QP (prop.2.6): donc les deux

triangles LM O, QOP sont équiangles. : donc

LO est 2 LM comme OP est a PQ (prop. 4.6),

et en échangeant les plans des moyens , LO est
a OP comme LM est & PQ; mais LO est plus
grand que OP : done LM est plus grand que PQ;

mais LM est égal & AC par construction i done
AC sera plus grand que PQ; mais puisque les
deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites PO, O Q, chacune a chacune, et que la
base AC est plus grande que la base PQ, I'an-
gle ABC sera plus grand que Iangle PO Q
(prop. 25. 1). Sil'on prend la droite OV égale
a chacune des droites OP, 0Q), et sil’'on méne
PV., nous démontrerons semblablement que
Yangle GHK est plus grand que.l'angle POYV.
Sur la droite LO et au point O, pris sur cetle
droite , construisez I'angle LOS égal a l'angle
ABC et langle LOT égal & l'angle GHK;
faites chacune des droites OS, OT égale i Ia
droite PO, et menez PS, PT, ST. Puisque les.
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denx droites"AB, BC sont égales aux deux
droites PO, OS, et que Iangle ABC est égal &
l’dnglq POS, la base AC, c’est-3-dire la droite
LM, sera égalc & la base PS (prop. 4. 1). La
droite LN sera égale i la droite PT, par la méme
raison; et puisque les deux dreoites ML, LN
sont égales aux deux droites PS, PT et que
Yangle MLN est plus grand que l'angle SPT, .
la base MN sera plus grande que la base ST
(prop. 24. 1) ; mais MN est égal 4 DF : done
DF sera plus grand que ST : donc puisque les
deux droites DE, EF sont égales aux deux
droites SO, OT et que la base DF est plus-
grande que la base ST, I'angle DEF sera plus
grand que SOT (prop. 25. 1); mais 'angle SOT
est égal aux angles ABC, GHK : donc I'angle
DLF est plus grand que les angles ABC, GHK :
mais 1l est au contraire plus petit; ce qul est
impossible.

L EMME,

Nous allons faire voir de quelle maniére on
fait sur RO un quarré qui soit égal i l'excés
du quarré de la droite AB sur le quarré de la
droite LO.

Soient les droites AB, LO (fig. 183 ) que
AB soit la plus.grande, et sur cette droite dé-
crivez la demi—circonférence ABC, ) et appliquez,
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dans 'la demi-circonférence ABC une droite AC
égale A la droite LO et menez la droite BC.
Puiscjue P'angle ACB est compris dans le demi-.
eercle ABC, I'angle ACBsera droit { prop.31.3 )
donc le gquarré de la droite AB est égal aux
quarrés des droites AC, CB (prop. 47. 1)+
donc le quarré de AB surpasse le quarré de.
AC du quarré de CB; mais ACest égal ALO:
donc le quarré de AB surpasse le‘quarré de LO:
du quarré de CB : donc si nous faisons la droite
OR égale 4 la droite CB, le quarré de la droite
AB surpassera le quarré de la droite LO du
quarré de la droite OR; ce que nous voulons,
falre

PROPOSITION XXIV,
THEOREME.

St un solide est compris sous des plans paralléles,
les plans opposés sont des parallélogrammes
s égaux. '
~ Quie le solide CDHG (fig. 184) soit compris,
sous les plans paralléles AC, GF, AH, DF,
FB, AE : je dis que les plans opposés sont des.
parallelogrammes égaux. '
Pulsque les deux plans paralleles BG, CE
sont coupés, par le plan AC, ldurs communes.
sections soni Paralleles (prop 16. 11): donc la’
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droite AB est paralléle 3 la droite DC. De plus,
puisque les deux plans paralléles BF, AE sont
coupds sur le plan AC, leurs communes sections
sont parall¢les : donc la droite AD est paralléle
A la droite BC; mais on a démontré que la
droite AB est paralléle i la droite DC : dong l¢
plan AC est un parallélogramme. Nous démon-
trerons semblablement que chacun des plans
DF,FG, GB,BF, AE est un parallélogramme.

Menez les droites AH, DF. Puisque AB est
paralléle & DC et BH paralléle & CF, les deux
droites AB, BH ¢ui se rencontrent seront pa~
ralléles aux deux droites DC, CF qui se ren=
contrent et qui ne sont pas dans le méme plan :
donc ces droites comprendront des angles gaux
(prop. 10. 11) : donc I'angle ABH est égal
I'angle DCF; et puisque les deux droites AB,
BH sont égales aux deux droites DC, CF
(prop. 34. 1), et que I'angle ABH est égal &
I'angle DCT, la base AH sera égale 4 la base
DF (prop. 4. 1), et le triangle ABH égal aun
triangle DCF ; mais le parallélogramme BG est
double du triangle ABH et le parallélogramme
CE double aussi du triangle DCF (prop.34.1):
donc le parallélogramme BG sera égal au paral-
lélogramme CE. Nous démontrerons sembla-
blement que le parallélogramme AC est égal au
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parallélogramme GF et le purallélogramme AE
égal au parall(,looramme BF.

Donc si un solide est compris sous des 'p]ans
paralléles , les plans opposés sont des parallé=
logrammes égaux ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
THEOREME.

S: un parallélipipéde est coupé par un plan pa-
P pp pe p P P
ralléle a des plans opposés , les solides obtenus
par cette section seront enlr’eux comme leurs

bases.

Que le parallélipipéde ABCD (fig. 185) soit
coupé par un plan VE paralléle aux plans op-
posés RA, DH : je dis que le solide ABFV est -
au solide EGCD comme la base AEFX est &
la base EHCF,

Prolongez de part et d’autre la droite AH et
prenez autant de droites égales que vous vonu-
drez HM, MN égales chacune & la droite EH;
prenez aussi autant de droites gne vous voudrez
AK, KL égales chacune 4 la droite AE et ache-
vez les parallélogrammes LP, KX , HY, MS, et
les parallélipipédes AQ ; KZ, DM, MT. Puisque
les droites LK, KA, AE sont égales entr’elles,
les parallélogrammes LP, KX, AF seront égaux
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entr’eux (prop. 38. 1). Les parallélogrammes
KO, KB, AG sont aussi éganx entr’eux , ainsi que
les parallélogrammes LZ, KQ, AR (pro.24.11);
car ces parallélogrammes sont opposés. Par la
méme raison , les parallélogrammes EC, HY
MS sout encore ¢gaux entr’éux , ainsi que les
parallélogrammes HG, HI, IN et les parallé-
logrammes DH, MA’, NT : done trois plans des
solides LQ, KR, AV sont égaux a trois plans;
mais trois plans sont égaux & trois plans oppo-
sés : donc les trois parallélipipédes LQ, KR,
AV seront égaux entr’eux (déf. 10.11). Les
trois parallélipipédes ED, DM, MT sont égaux
entr’eux, par la méme raison : donc la hase LF
est multiple de la base AF autant de fois que
le parallélipipéde LV est multiple du parallé-
lipipéde AV. Par la méme raison la base NF
est muliiple de la base HF autant de fois que
le parallélipipede NV est multiple du parallé-
lipipéde HV. Enfin si la base LF est égale i la
base NF, le parallélipipéde LV sera égal au pa-
rallélipipéde NV ; silabase LF surpasse la base
NTF, le parallélipipéde LV surpassera le paral-
lélipipéde NV, et si la base LF est plus petite
que la base NF, le parallélipipéde LV sera plus
petit que le parallélipipéde MV, On a donc
quatre quantités, savoir, les deux bases AF, FH
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et les deux parallélipipédes AV, VH, et I'on 4
pris des équimu]tiples de la base AF et du pa<
rallélipipéde AV, savoir, la base LF et le paral-
lelipipéde LV ; on a pris aussi des équinmlliples'
de la base HF et du parallélipipéde HV, savoir,
la base NF et le parallehplpede NV. Mais on a
démontré que si la base LF surpasse la base
NF, le parallehpxpede LV surpassera le paral-
lehplpede NV; que s1 la base LV est égale a la
base NV, le parallélipipéde LV sera wal au
parallehplpede NV, et que si la base LV est
plus petite que la base NV, l¢ par allehplpede
LV sera plus petit que le parallchplpede NV:
donc le parallélipipéde AV est au parallélipi-
péde VH comme la base AF est 4 la base FH
( déf. 5. 5); ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVI
' TROBLEME.

Sur une droite donnée et & un point donné dans
cette droite, construire un angle solide égal &
un angle solide donné.

Soit AB (fig. 186) ladroite donnée, A le pomt
donné danss cette droite, et DI'angle solide donné
et compris sous les plans EDC, EDF, FDC:
i faut sur la droite donnée A B et au point A
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donné dans cette droite construire un angle
solide égal a I'angle solide donné D. ’

Prenez dans la droite DF un point quelcon-
que F, et de ce point menez une perpendicu-
laire FG sur le plan qui passe par les droites ED,
DC (prop. 11. 11); que la perpendiculaire FG
rencontre le plan DEC au point G; menez la
droite DG. Ensuite sur la droite AB et au point
donné A pris dans cette droite construisez 'angle
BAL égal alangle EDC (prop. 23. 1), etl'an-
gle BAK égal a'angle EDG ; faites ensuite AK
égal 4 DG (prop. 3. 1); du point K menez KH
perpendiculaire sur le plan qui passe par BAL
(prop. 12. 11), faites enfin la droite KH égale
i la droite GF et menez la droite HA : je dis
que langle solide A, compris sous les angles
BAL,BAH, HAL, est égal a 'angle solide D,
compris sous les angles EDC, EDF, FDC.

Faites AB égal & DI et menez les droites
HB, KB, FE, GE. Puisque la droite TG est
perpendicalaire sur le plan EDC, cette droite
* sera perpenchculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent et qui sont dans ce plan (déf. 3. 11):
donc chacun des angles FGD, FGE est droit;
chacun des angles HKA , HKB est droit, parla
méme raison; et puisque les deux droites KA,
AB sont égales aux deux droites GD, DE,

Y
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chacune i chacune, et que ces droites com-
prennent des angles égaux, la base BK sera
égale a.la base EG ( prop. 4. 1); mais la droite
K H est égale 4 la droite GF, et les angles HKB,.
FHE sont droits I'uti et I'autre : donc la droite
'HB est égale 4 la droite FE. De plus, puisque
les deux droites AK, KH sont égales aux deux
droites DG, GF, et que ces droites compren-~
nent des angles droits, la base AH sera égale 4 la
base DF ; mais la droite AB est égale 4 la droite-
DE : donc les deux droites HA , AB sont égales
aux deux droites FD, DE ; mais la base HB est
égale & la base FE : donc I'angle BA H sera égal
a I'angle EDF. L'angle HAL est égal 4 I'angle
FDC, parlaméme raison; en effet, faites ladroite
AL égale ala droite DC, et menezles droites KL,
HL, GC, FC. Puisque I'angle total BAL est
égal 2 Pangle total EDE et que Pangle BAK est
égal 4 angle EDG, I'angle restant KAL sera
égal a I'angle restant GDC;; et puisque les deux
droites KA, AL sont égales aux deux droites
GD, DC, et qu'elles renferment des angles
égaux, la base KL sera égale 4 la base GC
(prop. 4. 1); mais la droite KH est égale i la
droite GF : donc les deux droites LK, KH sont
égales aux deux droites CG , GF ; mais ces deux
droites renferment des angles droits : donc la



PEUELIDE 35
base H, est égale 21a base FC. De plus, puis=
que les deux droites HA, AL sont égales aux
deux droites FD, DC et que la base HL est
égale A la base FC, I'angle HAL sera égal 3
Pangle FDC (prop.8. 1); mais 'angle BAL est
égal al'angle EDC : donc, sur une droite donnée
et a un point pris dans cette droite, on a cons-
truit un angle solide égal A un anglé solide donné;
ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XXVIL
PROBL ¥ mE.

Sur une droite donnée décrire un'paml'lélzpz})édé
gui soit semblable & un parallélipipéde donné
et semblablement placé que lui

Soit AB ( fig. 187 ) la droite donnée et DC le
parallélipipéde donné : il faut décrire sur la
droite AB un parallélipipéde qin soit semblable
au parallélipipéde donné DC et semblablement
placé que lui. .

Sur la droite AB et au point A donné dans
cette droite construisez un angle solide qui soit
compris sous les angles solides BAH, HAK,
KAB et qui soit égal & I'angle solide C, de ma-
niére que I'angle BAH soit égal 4 'angle ECF,
'angle BAK ¢égal 4 'angle ECG et l'angle KAH

2
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égal a I'angle GCF, et ensuite faites en sorte
que EC soit 4 CG comme BA est 4 AK, et que
GC soit  CF comme KA est & AH (prop.12.6):
EC seraa CF comme BA est it AH(prop.22.5);
terminez le parallélogramme BH et le parallé-
Jlipipéde AL.

Puisque EC est 3 CG comme BA est 3 AK,
les c6tés qui sont autour des angles égaux ECG,
BAK scront proportionnels : donc le parallélo-
gramme G I sera semblable au parallélogramme
KB (prop. 4.6). Par la méme raison, le paral-
lélogramme G F sera semblable au parallélo-
gramme KH, et le parallélogramme FE sembla-
ble au parallélogramme HB : donc trois paral-
lélogrammes du parallélipipéde CD sont sem-
blables & trois parallélogrammes du parallélipi-
péde AL ; mais trois parallélogrammes sont
égaux et semblables a trois parallélogrammes
opposés (prop. 24. 1) : donc le parallélipipede
total CD sera semblable au parallélipipéde total
AL.

Donc, sur la droite AB, on a construit un
parallélipipéde AL qui est semblable & un pa-
rallélipipéde donné CD.et semblablement placé;
ce quil falloit faire.
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PROPOSITION XXVIIIL
THEOREME.

Si un parallélipipéde est coupé par un plan selon
les diagonales de deux plans opposés , le pa-
rallélipipéde sera coupé en deux parties égales
par ce plan.

Que le parallélipipéde AB (fig. 188)soit coupé
par le plan CDEF selon les diagonales des deux
plans opposés CF, DE : je dis que le parallé-
lipipéde AB sera coupé en deux parties dgales
par le plan CDEF.

Puisque le triangle CGF est égal au triangle
CBF (prop. 34. 1) et le triangle ADE égal au
triangle DEH, de plus, puisque le parallélo-
gramme CA est égal au parallélogramme BE
(prop. 24. 11), car ces deux parallélogrammes
sont opposés , et puisque le parallélogramme
GE est aussi égal ‘au parallélogramme CH, le
prisme compris sous les deux triangles CGF,
ADE et sous les trois parallélogrammes GE,
AC, CE, scra égal au prisme compris sous les
deux triangles CFB, DEH, et les trois parallé-
logrammes CH, BE, CE, car ils sont compris
sous des plans égaux en nombre et en grandeur
(déf. 10. 11) : donc le parallélipipéde total AB

3
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est coupé en deux parties égales par le plan.
CDEF ; ce qu'il falloit démontrer. :

PROPOSITION XXIX,
THEOREME,

Les parallélipipédes qui ont la méme base et la
méme hauteur, et dont les droites insistentes
sont placées dans les mémes droites , sont égaux.
entreux.

Que les parallélipipédes CM, CN (fig. 189)
atent la méme base AB et la méme hauteur , et
que les droites insistentes AF, AG, LM,LN,
CD, CE,BH, BK soient dans les mémes droites
FN, DK : je dis que le paralléhipipéde CM est
égal au parallélipipéde CN.

Car puisque chacune des figures CH, CK est |
un parallélogramme , la droite CB sera dgale 4
chacuue des droites DH, EK (prop. 34. 1) :
donc la droite DH sera égale a la droite EK,
Retranchez la partie commune EH, la drone
restante DE sera égale a la droite restantc HK
donc le triangle DEC est égal au triangle HKB
(prop.8.1),etle parallelo«rl amme DG égal au
par allélogramme HN (prop. 36. 1). Parla méme:
raison le trlanéle AFG est égal au triangle LMN,
Mais le parallélogramme CF est égal an parallé..
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Togramme BM et le parallélogramme CG égal
au parallélogramme BN ( prap. 24. 11), car
ces parallélogrammes sont opposés : done le
prisme contenu sous les deux triangles AF G,
DEC et sous les trois parallélogrammes AD,
DG, GC est égal au prisme conteriu sous les
deux triangles LMN, HBK et sous les trois
parallélogrammes BM, NH, BN (déf. 10. 11):
donc si nous ajoutons a chacun de ces prismes
le solide dont une des bases est le parallélo-
gramme AB et dont 'autre base est le parallé-
logramme GEHM, le parallélipipéde total CM .
sera €gal au parallélipipéde total CN.
i Donc les parallélipipédes qui ont la méme
base et la méme hauteur, et dont les droites in-
sistentes sont placées dans les mémes droites,
sont égaux entr’eux ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXX,
THEOREME,

Les parallélipipédes qui ont la méme base et la
méme hauteur , et dont les droites insistentes.
ne sont point placées dans les mémes. droites,
sont égaux entr’eux.

Soient CM, CN (fig. 190 ) des parallélipipédes
‘qu ont la méme base AB et la méme hauteur,

4
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et dont les droites insistentes AF, AG, LM,
LN, CD, CE, BH, BK ne sont point placées
dans les mémes droites : je dis que le parallé-
lipipéde C M est égal au parallélipipéde CN.
Prolongez les droites NK, DH et les droites
GE, FM, et que ces droites se rencontrent aux
pomnts P, R, Q, O. Menez AO, LP, CQ,
BR. Le parallélipipede CM, dont la base est le
-parallélogramme ACBL opposé au parallélo-
gramme FDHM, sera égal au parallélipipéde
CP dont la base est le parallélogramme ACBL
opposé au parallélogramme OQRP (pr.29.11),
car ces deux parallélogrammes ont la méme base
et la méme hauteur, et leurs droites insistentes
AF,AO0,LM, LP,CD, CQ, BH, BR sont
dans les mémes droites FP, DR; mais le-paral-
lélipipéde CP dont la base est le parallélo-
gramme ACBL opposé au parallélogramme
OQRP est égal an parallélipipéde CN dont la
base est le parallélogramme ACB L opposé au
parallélogramme. GEKN (prop. 29. 11); car
ces deux parallélipipédes ont la méme base et
12 méme hauteur , et leurs droites insistentes
AG, AO,CE, €Q, LN, LP, BK, BR sont dans
les mémes droites GQ, NR : donc le paralléli-
pipéde CM est égal au paralléhpipéde CN.
Donc les parallélipipédes qui ont la méme
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base et la méme hauteur, et dont les droites
insistentes ne sont point placées dans les mémes

droites , sont égaux entr'eux ; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXXI.
THEOREME.

Les parallélipipédes qui ont des bases égales et le
méme hauteur, sont égaux entr’eux.

Que les parallélipipédes AR, CF (fig. 1g1)
aient des bases égales AB, CD et la méme hau-
teur : je dis que le parallélipipéde AE est égal
au parallélipipéde CF.

D’abord que les droites insistentes HK, BE,
AG,LM,PQ, DF, CO, RS soient perpen-
diculaires sur les bases AB, CD, et que angle
. ALB ne soit pas égal & langle CRD. Con-
duisez la droite RT dans Ia direction de la droite
CR, et faites sur la droite RT et au point R
pris dans cette droite Yangle TRV égal & I'an-~
gle ALB (prop. 23. 1), faites la droite RT égale
a la droite AL et la droite RV égale a]a droite
LB; par le point V conduisez la droite YV pa-
ralléle 4 la droite RT, achevez la base RY et le
parallélipipéde ZV. Puisque les deux droites
TR, RV sont égales aux deux droites AL, LB
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et qu'elles comprennent des angles égaux, le
. parallélogramme RY sera égal et semblable au
parallélogramme HIL. De plus, puisque RT est
€gal & AL et RS égal 4 LM et que ces droites
comprennent des angles égaux, le parallélo-
gramme RZ sera égal et semblable au paral-
1élogramme AM. Le parallélogramme SV sera
égal et semblable au parallélogramme LE, par
la méme raison : donc wrois parallélograimmes
du parallélipipéde AE seront égaufn et ‘sem—-
blables & trois parallélogrammes du parallélipi-*
péde ZV : donc puisque trois parallélogrammes
sont égaux et semblables & trois parallélogram-
mes opposés ( prop. 24. 11), le parallélipi-
peéde total AE sera égal au parallélipipéede total
ZV. Prolongez DR, YV, et que ces droites se
rencontrent au point A'; par le pont T con-
duisez la droite T'T' parallele & la droite DA/,
et prolongez TT', PD jusqu'a ce quelles se
rencontrent au point B/, et complétez les paral-
1élipipédes A'Z, RI. Le parallélipipéde ZA' qui
a pour base le parallélogramme RZ opposé au
parallélogramme A'Q’ est égal au parallélipi-
péde ZV qui a pour base le parallélogramme
RZ opposé au parallélogramme VX, attendu
que ces deux parallélipipédes ont la méme base
RZ et la méme hauteur, et que les droites in-
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sistentes RA’, RV, TT', PY, SS', SN, 2Q', ZX
sont placées dans les mémes droites A’Y, §'X;
mais le parallélipipéde ZV est égal au parallé-
Lipipéde AE : donc le parallélipipéde AE est
égal au parallélipipéde ZA’. Mais le parallélo-
gramme RVYT est égal au parallélogramme
A'T (prop.35. 1), car ces deux parallélogram-
mes ont ]a méme base RT et sont compris entre
les mémes paralléles RT, A'Y, et le parallélo-
gramme RV YT est égal au parallélogramme CD
parce que le parallélogramme CD est égal au
parallélogramme AB : donc le parallélogramme
AT sera égal au parallélogramme CD; mais DT
est un autre parallélogramme : donc la base CD
‘est 4 la base DT commie la base A'T est 4 la base
DT (prop.7.5); et puisque le parallélipipéde
CI est coupé par le plan RF paralléle aux plans
opposés, la base CD sera & la base DT comme
le parallélipipéde CF est au parallélipipéde R1I
(prop. 25. 11). Par la méme raison , puisque le
parallélipipéde A'I est coupé par le plan RZ
paralléle aux plans opposés ,. la base A'T sera a
la base DT comme le parallélipipéde A Z est
au parallélipipéde RI; mais la base CD est 4 la
base DT comme la base A'T est & la base TD:
donc le parallélipipéde CF est an parallélipi-
péde RI comme le parallélipipéde A’'Z est au
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parallélipipéde RI (prop. 15.5) : donc puisque
chacun des parallélipipédes CF, A’'Z a laméme
raison avec le parallélipipéde RI, le paralléli-
pipéde CF sera égal an parallélipipéde A’Z
(prop. 9. 5); mais on a démontré que le pa-
rallélipipéde A’Z est €gal au parallélipipéde AE :
donc le parallélipipéde AE est égal au parallé-
lipipéde CF.

" Supposons & présent que les droites insis-
tentes AG, HK, BE, LM, CO, PQ, DF,
RS (fig. 192) ne soient point perpendiculaires
sur les bases AB, CD : je dis encore que le pa-
rallélipipéde AE sera égal au parallélipipéde CF.

Des poinis K, E, G, M, Q,F,0, S con~
duisez sur les plans LN, A’D les perpendicu-
laires KN, ET, GV, MX, QY ,FZ, 0A’, SI qui
rencontrent ces plans aux pomts N, T, V, X,
Y,Z,A’, 1 (prop.11.11), et menez les droites
NT,VX,NV,TX,YZ,YA', A'Y, ZL. Le pa-
rallélipipéde KX sera égal au parallélipipéde QI
{ prop. 31. 11) parce que les parallélipipédes
KX, QI ont des bases égales KM, QS, et la
méme hauteur, et que leurs droites insistentes
sont perpendiculaires sur leurs bases. Mais le
parallélipipéde KX est égal an parallélipipéde
AE (prop. 30. 11), et le parallélipipéde Q¥
égal au parallélipipede CF, puisqu’ils ont la
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méme base et la méme hauteur, et que leurs
droites insistentes ne sont pas dans les mémes
droites : donc le parallélipipéde AE est égal
au parallélipipéde CF.

Donc les parallélipipédes qui ont des bases
égales et la méme hauteur , sont éganx entr’eux;
ce qu'il falloit démontrer. '

"PROPOSITION XXXIL
THEOREDME.

Les parallélipipédes qui ont la méme hauteur sons
entr'eux comme leurs bases.

Soient AB, CD (fig. 193 ) deux parallélipipédes
qui aient l]a méme hauteur : je dis que ces pa-
rallélipipedes sont entr’enx comme leurs bases,
c'esi-i-dire que le parallélipipéde AB est au
parallélipipéde CD comme la base AE est & la
base CF.

Appliquez sur FG un parallélogramme FH qui
soit égal au parallélogramme AE (prop. 45.1),
et sur la base F H construisez le parallélipipede
GX dont la hauteur soit la méme que celle dua .
parallélipipéde CD. Le parallélipipéde AB sera
égal au parallélipipéde GK (prop.31.11), car
ces paralléhpipédes ont des bases égales AE,
FH et la méme hauteur. Puisque le ‘paralléli-
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pipéde CK est coupé par un plan DG paralléle
aux plans opposés, le parallélipipéde HD sera
an parallélipipéde DC comme la base HF est
A la base CF (prop. 25. 11 ); mais la base FH
est égale & la base AE et l¢ parallélipipede GK
égal an par allélipipéde AB : donc le parallélipi-
péde AB est au parallehplpede CD comme la
base AE est & la base CF.

Donc les pamllehplpedes qui ort Ta méme
hauteur sont entr'eux comme leurs bases ; cé
qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIII.
"THEOREM E.

Les parallélipipédes semblables sont entreux en
raison triplée de leurs cités homologues.

Soient AB, CD (fig. 194 ) deux parallélipi-
pédes semblables et que le c6té AE soit I'ho=
mologue du c6té CF : je dis que les parallélipi=
pédes AB, CD sont entr’eux en raison triplée
des cbtés AE, CF.

Menez les droites EK, EL, EM dans la
direction des droites AE, GE., HE ; faites EK
égal A CF, EL égal 4 FN et EM égal 3 FR;
achevez le parallélogramme KL et le parallé=
lipipéde KP. Les deux droites EK, EL sont
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égales aux deux droites CF, FN; l'angle KEL
est égal 3 Pangle CFN, parce que 'angle AEG
est égal & CFN, a cause de la similitude des
parallélipipédes AB, CD : donc le parallélo-
gramme KL sera égal et semblable au parallé-
logramme CN. Par la méme raison, le paral-
1élogramme KM est égal et semblable au paral-
lélogramme CR, et le parallélogramme PE égal
et semblable an parallélogramme DF : donc trois
parallélogrammes' du parallélipipéde KP sont
égaux et semblables & trois parallélogrammes
du parallélipipéde CD : donc puisque trois pa-
rallélogrammes sont égaux et semblables & trois
parallélogrammes opposés (prop. 24.11), le
parallélipipéde total KP sera égal et semblable
au parallélipipéde total CD (déf. 10.11). Ache- -
vez le parallélogramme GK, et sur les bases
GK, KL construisez deux parallélipipédes EO,
LQ qui aient Ja méme hauteur que le parallé-
lipipéde AB. Puisqu’a cause de la similitude
des parallélipipédes AB, CD le c61é AE est an
c6té CF comme le c6té EG est au coté FN
comme le c6té B est au c6té IR, et puisque
FCestégal A EK, le c6té FN estégala EL,
et que FR est égal au c6té EM, AE sera au
c61é EK comme le cOté GE est au ¢été EL et.
comme le e61é HE est au c6té EM. Mas AE
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‘est 2 EX comme le parallé]ogramlme AG est au
-parallélogramme G K (prop.1.6), et GE est &
EL comme le parallélogramme GK est au pa-
rallélogramme KL, et, de plus, HE esta EM
comme le parallelowamme QE est au parallé-
logramme KM : donc le parallélogramme AG
est au parallélogramme GK comme le parallé-
logramme G K est au parallélogramme KL et
comme le parallélogramme QE .est au parallé-
logramme KM. Mais AG est 4 GK comme le
‘parallchplpede AB est au parallélipipéde EO
(prop.32.11), et GK est i KL comme le pa-
rallélipipéde OE est au parallélipipéde QL, et
de plus QE est 3 KM comme le parallélipipéde
QL est au parallélipipéde KP : donc le paral-
Iélipipéde AB est au parallélipipéde E O comme
le parallélipipéde EO est au parallehplpede QL
et comme le pamllehplpede QL est au parallé-
hplpede KP; mais si I'on a quatre quantités de
suite qui soient proportionnelles, la premiére et
la quatriéme seront entr’elles en raison triplée
de la premiére et de la seconde (déf. 11.5):
donc les parallélipipédes AB , KP sont entr’eux
en raison triplée des parallélipipédes AB, EO;
mais AB est 3 EO comme le parallélogramme AG
est au parallélogramme GK et comme la droite
AE est a la droite EK (prop. 1.6) : donc les
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parallélipipédes AB, KP sont en raisen triplée
. des droites AE , EK. Mais le parallélipipéde KP
est égal au parallélipipéde CD et la droite EK
€gale 4 la droite CF : donc les parallélipipédes
AB, CD sont en raison triplée des c6tés homo-
logues AE, CF; ce qui falloit démontrer.

COROLULAIRE.

1l suit manifestement de 1a, que si quatre
droites sont proportionnelles, la premiére sera
a la quatriéme comme le parallélipipéde cons-
truit sur la premiére est au parallélipipéde sem-
blable et semblablement construitsurlaseconde,
puisque la premiére et la quatriéme droite sont
en raison triplée de la premiére et de la seconde.

PROPOSITION XXXIV.
THEOREME.

Les bases des parallélipipédes égaix sont pro=
portionnelles aux hauteurs ; et les parallélipi-
pédes dont les bases-sont réciproquement pro-
portionnelles aux hauteurs sont égaux entr’eux.

Que les parallélipipédes AB, CD (fig.195)
solent égaux : je dis que leurs hases sont réci-
proquement proportignnelles A leurs hauteurs;
c'est-i-dire que la base EH est 4 la base NQ

Z
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‘comme la hauteur du parallélipipéde CD est 3 2
~ la hauteur du parallélipipéde AB.

Supposons d’abord que les droites insistente_s
AG, EF, LB, HK, CM, NO, PD, QP soient
‘perpendiculaires sur les bases : je dis que la
base EH est 4 la base NQ comme CM est 3 AG.
Si la base EH est égale 4 la base NQ et le pa-
rallélipipéde A B égal au parallélipipéde CD, la
hauteur CM sera égale  la hauteur AG ; car si
les bases. EH, NQ étant égales, les hauteurs
AG,CM n’étoie_nt pas égales, le parallélipi-
péde AB ne seroit point égal au parallélipipéde
CD (prop. 3r1. 11); mais ces deux parallélipi-
pédes sont supposés égaux : donc les hauteurs
&M, AG ne sont pas inégales : donc elles sont
égales : donc la base EH est 4 la base NQ
comme CM est 4 AG, d’ott il suit évidemment
que les bases des parallélipipédes AB, CD sont
réciproquement proportionnelles a leurs hau~
teurs.
_ Supposons & présent que 1a base EH ne soit
pas égale & la base NQ et que la base EH soit la
plus grande; puisque le parallélipipéde AB est
égal au parallélipipéde CD, la hauteur CM
sera plus grande que la hauteur AG ; car si cela
n’étoit point, les paralléhipipédes AB, CD ne
seroient pas égaux (prop. 31. 11); mais ils sont,
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supposés égaux. Faites CT (fig. 196) égal a
AG et sur la base NQ construisez un parallé-
lipipéde X C dont la hauteur soit CT. Puisque
le parallélipipéde AB est égal au parallélipipéde
CD et que X.C est un autre parallélipipéde avec
lequel les deux parallélipipédes égaux AB, CD
ont la méme raison (prop. 7.5), le paralléli~
pipéde AB sera au parallélipipéde CX comme
le parallélipipéde CD est au parallélipipéde
CX; mais le parallélipipéde AB est au paralléli-
pipéde CX comme la base EH est i Ja base NQ
(prop. 32. 11), car les parallélipipédes AB, CX
sont égaux en hauteur, et le parallélipipéde CD
est au parallélipipéde CX comme la base MQ
est 4 la base QT (prop. 25.11), et comme le
c6té MC est an ¢6té CT (prop. 1.6) : done la
base EH est 4 la base NQ comme le ¢6té MC
est au c6té CT; mais CT est égal 4 AG : donc
Ia base EH est 4 la base NQ comme le ¢6té MC
est au c61€ AG: donc les bases des parallélipi-
pédes AB, CD sont réciproquement propor-
tionnelles aux hauteurs.

Supposons ensuite que les bases des paral-
Iélipipédes AB, CD soient réciproquement pro-
portionnelles aux hauteurs, c’est-a-dire que la
base EH soit a la base NQ comme la hauteur
du parallélipipéde CD est i la hauteur du pa-

2
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rallélipipéde AB : je dis que les parallélipipédes
AB, CD sont-égaux entr’eux,

Que les droites insistentes soient encore per-
pendiculaires sur les bases. Si la base EH est
égale i la base NQ et si la base EH est & la base
NQ comme la hauteur du parallélipipéde CD
est & la hauteur du parallélipipéde AB, {a hau-
teur du parallélipipéde CD sera égale & la hau-
teur du parallélipipéde AB. Mais les paralléli-
pipédes qui ont des bases égales et la méme
hauteur sont égaux entr'eux (prop.3r.r1r):
donc le parallélipipéde AB sera égal au paral-
1élipipéde CD. '

Mais supposons que la base'EH ne soit point
égale & la base NQ et que E H soit la plus grande
base; la hauteur du parallélipipéde CD sera plus
grande que la hauteur du parallélipipede AB,
c’est-a-dire que CM sera plus grand que AG;
faites CT égal 2 AG, achevez également le pa-
rallélipipéde CX. Puisque la base EH est 4 la
base NQ comme le c6té CM est au coté AG et
que AG est égal 3 CT, la base EH sera a la
base NQ comme le c6té MC est au cété CT.
Mais la base EH est 4 la base NQ comme le
parallélipipéde AB est au parallélipipéde CX
(prop. 3. 11), car les parallélipipédes AB, CX
sont égaux en hauteur; mais le c6té MC estaw
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¢6té CT (prop. 1.6), comme la base MQ est
i la base QT et comme le parallélipipede CD
est au parallélipipéde CX (prop. 25.11); donc
le parallélipipéde A B est au parallélipipede CX.
eomme le parallélipipéde CD-est au parallélipi-
péde CX : donc I'unr et Pautre des parallélipi~
pédes AB, CD ont la méme raison avec le pa-
rallélipipéde CX : donc le parallélipipéde AB
sera égal au parallélipipéde CD (prop.9.5);
ce qu’il falloit démontrer.

Supposons maintenant que les droites insis~
tentes FE, BL, GA, KH, ON, DP, MC,PQ
{fig. 197 ) ne soieut point perpendiculaires sur-
les bases des parallélipipédes. Des points F, G,
B,K, O, M, D, R conduisez sur les plans des
bases EH, NQ des perpendiculaires qui ren-~
contrent ces plans aux pomts S, T, V, X, Y,
Z,B', A, et achevez les parallélipipédes FX,
OA' (prop.1r.11):je dis que les bases des
parallélipipédes égaux AB, CD sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs, c’est-
a-dire que la base B H est & la base NQ comme
la hauteur du parallélipipéde CD est & la hau-
teur du parallélipipéde AB. Mais le paralléli-
pipéde AB est égal au parallélipipéde CD; le
parallélipipéde BT est dgal au parallélipipéde-
AB (prop. 30. 11), car ils ont la méme base FK

3
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et la méme hauteur, et leurs droites insistentes
ne sont point placées dans les mémes droites ;
et le parallélipipéde DC est dgal aussi au paral-
lélipipéde DZ, car ces deux parallélipipédes
ont la méme base OR et la méme hauteur, et
leurs droites insistentes ne sont point dans les
mémes droites : donc le parallélipipéde BT est
€gal au parallélipipéde DZ. Mais nous venons de
voir que lesbases des parallélipipédes égaux dont
les hauteurs sont perpendiculaires sur les bases
sont réciproquement proportionnelles aux hau~
teurs : done la base FK est 4 1a base OR comme
la hauteur du parallélipipéde DZ est a la hau-
teur du parallélipipéde BT. Mais la base FK
est égale & la base EH (prop. 24.11), et la base
OR égale a la base NQ : donc la base EH est
a la base NQ comme la hauteur du parallélipi-
peéde DZ est 4 la hauteur du parallélipipéde BT.
Mais les hauteurs des parallélipipédes DZ, BT
sont les mémes que celles des parallélipipédes
DC,BA: donc la base EH est a la base NQ
comme la hauteur du parallélipipéde DC est a
la hauteur du parallélipipéde BA : donc les bases
des parallélipipédes AB, CD sont réciproque-
ment proportionnelles 4 leurs hauteurs.

~ Supposons enfin que les bases des parallélipi-
pédes AB, GD soient réciproquement propor~
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tionnelles aux hauteurs, c’est-i-dire que la base
EH soit 4 la base NQ comme la hauteur du
parallélipipéde CD est a la hauteur du paral-
Iélipipéde AB : je dis que le parallélipipéde AB
est égal au parallélipipede CD.

Faites la méme construction. Puisque la base
EH est a la base NQ comme la hauteur du pa-
rallélipipéde CD est & la hauteur du paralléhi-
pipéde AB, que la base EH est égale a la base
FK etlabase NQ égale ala base OR, la base FK
sera & la base OR comme la hauteur du paral-
lélipipéde CD est a la hauteur du parallélipi-
péde AB. Mais les hauteurs des parallélipipédes
AB, CD sont les mémes que celles des paral-
Yélipipédes BC, DZ : donc la base FK est a la
base OR comme la hauteur du parallélipipéde
DZ est & la hauteur du parallélipipéde BT:
donc les bases des parallélipipédes BC, DZ sont
réciproquement proportionnelles aux hauteurs.
Mais nous avons démontré que les paraltélipi-
pédes qui ont leurs hauteurs perpendiculaires
sur les bases et qui ont leurs bases récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs sont
égaux entr'eux : donc le parallélipipéde BT
est égal au parallélipipéde DZ. Mais le paral-
Iélipipéde BA est égal au parallélipipéde BT
(prop. 30. 11 ), car ces deux paralléhpipédes

4
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ont la méme base FK et la méme hauteur, et
leurs droites 1nsistentes ne sont point dans les
mémes droites; et outre cela le parallélipipéde
DZ est égal au parallélipipede DC, puisque ces
deux parallélipipédes ont la méme base OR et
1a méme hauteur, et que leurs droites insistentes
ne sont pas dans les mémes droites : donc le
parallélipipéde AB est égal au parallélipipéde
CD; ce qu'l falloit démontrer.

PROPOSITION XXXV.
THEXEOREME.

Si des sommets de deux.angles égaux on méne
au-dessus de leurs plans des droites qui fassent
avec leurs cdtés des angles égaux chacun &
chacuiv; si dans ces droites on prend des points
quelconques , si de ces points on mene des per~
pendiculaires sur les plans des angles donnés ,
et st des points ou ces perpendiculaires rencon—
trent ces plans on méne des droites aux sommets
des angles donnés, les angles compris par ces
droites et par celles qu’on a d’abord menées des
sommets des angles au-dessus de leurs plans
seront égaux entreux.

Soient les deux angles égaux BAC, EDF
(fig. 198} ; des points A, D menez au-dessus
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des plans de ces angles les droites AG, DM qui
fassent avec les c6tés de ces mémes angles des
angles égaux chacun 4 chacun, savoir, I'angle
GAB égal 4 angle MDE et 'angle GAC égal
aPangle MDF'; prenez sur les droites AG, DM
des points quelconques G, M; des points G, M
menez sur les plans BAC, EDF les perpendi-
culaires GL, MN qui rencontrent ces plans aux
points L, N, et menez les droites LA, ND : je
dis que I'angle GAL est égal 4 'angle MDN.

Faites la droite AH égale 4 la droite DM, et
par le point H menez la droite HK paralléle 4
la droite GL. Puisque la droite GL est perpen=
diculaire sur le plan BAC, la droite HK sera aussi
perpendiculaire sur le plan BAC (prop. 8. 11);
des points K, N conduisez sur AB, AC, DF,
DE les perpendiculaires KB, KC, NF, NE et
menez HC, CB, MF, FE. Puisque le quarré de
la droite HA est égal aux quarrés™des droites
HK, KA et que les quarrés des droites KC,
CA sont égaux au quarré de la droite KA
(prop. 47. 1), le quarré de la droite HA sera
égal aux quarrés des droites HK , KC, CA. Mais
le quarré de la droite HC est égal aux quarrés
des droites HK, KC : donc le quarré de la
droite HA sera égal aux quarrés des droites

HC, CA : donc I'angle HCA est droit. L'an-
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gle DFM est droit, par la méme raison : done
Pangle ACH est égal i Pangle DF M. Mais
Yangle HAC est égal & Pangle MDF : done
Ies deux triangles MDF, HAC ont deux angles
égaux & deux angles, ehacun 3 chacun, et un
cdté égal d un c6té, cest-a-dire les cotés sou-
tendus par des angles égaux , savoir, le cété
AH qu est égal au c6té DM par comstrue—
tion : done ces deux triangles ont les autres.
¢btés égaux aux autres -cétés , chacun i chacun
(prop. 26. 1) : done AC est égal A DF. Nous
démontrerons semblablement que AB est égal
a DE. Menez les droites HB, ME. Puisque le
quarré de la droite AH est égal aux quarrés des
droites AK, KH et que les quarrés des droites
AB, BK sont égaux au quarré de la droite AK,,
les quarrés des droites AB, BK, KH seront
égaux au quarré de la draite AH. Mais le quarré
de la droite BH est égal aux cuarrés des droites
BK, KH, car Pangle HKB est droit & cause que la
dreite HK esi perpendiculaire sur le plan BAC
- donc le quarré de la droite AH esi égal aux
quarrés des droites AB, BH : donc angle ABH
estdroit. L’angle DEM est droit, par la méme
raison ; mais 'angle BAH est égal & Pangle EDM,
par supposition, et la droite AH est égale i la
droite DM : donc la droite AB est égale a la
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droite DE ; done puisque AC est égal a DF et
AB égal 2 DE, les deux droites CA, AB sont
égales aux deux droites FD, DE; mais I'angle
CAB est égal 4 I'angle FDE : donclabase BC
est égale i la base EF (prop. 4. 1), le triangle
égal au 't.riang]e et les autres angles égaux aux
autres angles : donc I'angle ACB est égal 4 'an-
gle DFE; mais l'angle droit ACK ecst égal a
Pangle droit DFN, par construction : donc
Pangle restant BCK est égal a Vangle restant
EFN. Par la méme raison I'angle CBX est égal
a I'angle FEN : donc les deux triangles CBK,
FEN ont deux angles égaux & deux angles,
chacun & chacun, et un c6té égal 4 un cété,
c’est-a-dire les c6tés quisontadjacens A des angles
égaux,, savoir, le c6té BC qui est égal au c6té EF :
donc ces deux triangles auront les autres cHtés
égaux aux autres cotés (prop. 26. 1) : donc le
c6té CK est égal au ¢6té FN ; mais AC est égal A
DF : donc les deux droites AC, CK sont égales
aux deux droites DF, FN et ces droites com-
prennent des angles droits : donc labase AK est
égale 4 la base DN (prop. 4.1); et puisque la
droite AH est égale 4 la droite DM, le quarré de
AH sera égal au quarré de DM ; mais les quarrés
des droites AK , KH sont égaux au quarré de la
droite AH (prop. 47. 1), ear I'angle AKH est
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droit et les quarrés des droites DN, NM sont
égaux au. quarré de la droite DM, parce que
Iangle DNM est droit : donc les quarrés des.
droites AK , KH sont égaux aux quarrés des
droites DN, NM; mais le quarré de AK est
égal au quarré de DN : donc le quarré de KE
est égal au quarré de NM : donc la droite HK
est égal a la droite MN : donc puisque les deux
droites HA , AK sout égales aux deux droites.
MD, DN, chacune a chacune, et qu'on a dé-
montré que labase HK est égale 4 labase NM,
Yangle HAK sera égal 4 I'angle MDN ( prop.8.1);
ce quil falloit démontrer.

COROLLAIRE.

Il suit manifestement de Ia que si deux angles
sont égaux a deux angles et que si des sommets.
de ces angles et au-dessus de leurs plans un méne
des droites qui fassent avec les c6tés des angles
qonnés des angles égaux chacun i chacun, les.
perpendiculaires menées de ces droites sur les
plans des premiers angles sont égales entr’elles,
si les points d’ou elles partent sont également
£loignés des sommets de ces angles.



DPEUCLIDE, 565

PROPOSITION XXXVI
THEOREME.

Si trois droites sont proportionnelles , le paral-
lélipipéde construit avec ces trois droites est
égal au parallélipipéde construit avec la droite
noyenne ; il faut que ce dernier parallélipi-
péde, qui sera équilatéral, soit équiangle avec
le premier parallélipipede.

Soient trois droites proportionnelles A, B, C
(fig. 199), de maniére que A soit 4 B comme B
est & C : je dis que le parallélipipéde construit
avec les trois droites A, B, C est égal au paral-
{shpipéde construit avec la droite B; il faut que

ce dernier parallélipipéde, qui sera équilatéral ,
* soit équiangle avec le premier parallélipipéde.

Soit I'angle solide E compris sous les trois
angles plans DEG, GEF, FED ; faites chacune
des droites DE, GE, EF égales 4 la droite B,
et achevez le parallélipipéde E K. Faites ensuite
LM égal & A, sur la droite LM et au point L
construisez un angle solide qui étant compris
sous les plans NLO, OLM, MLN soit égal &
Pangle solide E (prop. 26. 11); faites LO égal &
B, et LN égal 4 C. Puisque A est 3B comme B
est 4 C, gue A est égal A LM, que B est égal &
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chacune des droites LO, EF, EG, ED et que C
est égal 4 LN, la droite LM sera 4 la droite EF
comme la droite DE est & la droite LN : done
les cotés placés autour des angles égaux MLN,
DEF sont réciproquement proportionnels : don¢
le parallélogramme M N est égal au parallélo-
gramme DF (prop. 14.6); et puisque les deux
angles DEF, NLM sont égaux, que les droites
LO, EG qui sont égales entr’elles et qui sont
menées au-dessus des plans des angles égaux
DEF, NLM font avec leurs c6tés des angles
égaux , chacun & chacun, les perpendiculaires
mendes des points G, O sur les plans DEF,
NLM seront égales entr’elles (corol. 35. 11):
done les parallélipipédes LH, EK ont la méme
hauteur. Mais les paralléhpipédes qui ont des
bases égales et lainéme hanteur sont égaux entre
eux ( prop. 31. 11) : donc le parallélipipéde HL
est égal au parallélipipéde E K. Mais le parallé-
- lipipéde HL a été construit avec les trois droites
A, B, C, et le parallélipipéde EK a été cons-
truit avec la droite B : donc le parallélipipéde
construit avec les trois droites A, B, C est égal
au parallélipipéde construit avec la droite B,
lequel est équilatéral et équiangle avec le pre-
mier parallélipipéde.

. Doncsi trois droites sont proportionnelles, le
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yparallélipipéde construit avec ces trois droites
‘est égal au parallélipipéde construit avec la
droite moyenne , et ce dernier parallélipipéde
est équilatéral et équiangle avec le premier
parallélipipéde ; ce qu’il falloit démoutrer.

PROPOSITION XXXVII
THEORSEME.

8¢ quatre droites sont proportionnelles, les paral-
lélipipédes semblables et semblablement cons-
truits sur ces droites sont proportionnels , et si
des parallélipipédes semblables et semblable-
ment construits sur quatre droites sont propor=
tionnels , ces droites seront aussi proportion-
nelles entr’elles.

Soient quatre droites proportionnelles AB ;
CD, EF, GH (fig. 200 ), de maniére que AB
soit 2 CD comme EF est 3 GH; construisez
sur les quatre droites AB, CD, EF, GH les
parallélipipédes semblables et semblablement
posés KA,LC, ME, NG :je dis que KA est
a4 L.C comme ME est A NG.

Puisque le paralléhipipéde KA est semblable
au parallélipipéde L.C, les parallélipipédes KA,
L C seront entr’eux en raison triplée des cétés
AB, CD (prop.33.11). Par la méme raison,
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les parallélipipédes ME, NG seront entr’eux
en raison triplée des c6tés EF, GH. Mais, par
hypothése, AB est A CD comme EF est 3 GH:
donc AKX est & LC comme ME est 4 NG.

Si le parallélipipéde AK est au parallélipi-
péde LC comme le parallélipipéde ME est au
parallélipipéde NG : je dis que la droite AB est
a la droite.CD comme la droite EF est a Ia
droite GH. '

Puisque les parallélipipédes AK, LC sont
entr’eux en raison triplée des c6tés AB, CD,
et que les paralléhpipédes ME, NG sont aussi
en raison triplée des c6tés EF, GH, et i cause
que AK est 4 LC comme ME est A NG, la
droite AB sera a la droite CD comme la droite
EF est i la droite GH.

Donc si quatre droites sont proportionnelles,
les parallélipipédes semblables et semblable-
Tent construits sur ces quatre droites seront
proportionnels ; et si quatre parallélipipédes
construits sur quatre droites sont proportion-
nels , ces quatre droites seront aussi propor-
tionnelles ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXXVIIL"®

THEOREME.

Si un plan est perpendiculaire sur un autre plan,

et si dun point pris dans un de ces plans on
conduit une perpendiculaire sur Uautre plan ,
cette perpendiculaire tombera sur la section
commune des plans.

Que le plan CD (fig. 201 ) soit perpendicu~
laire sur le plan AB, que leur commune section
soit AD, et que dans le plan CD soit pris un
point quelconque E : je dis que la perpendicu-
Jaire menée du point E sur le plan AB tombe
sur la droite AD.

Que cette perpendiculaire tombe, si cela est
possible , hors de Ja commune section des plans;
qu'elle ait, par exemple, la position EF et
qu’elle rencontre le plan AB au point F; du
point F et dans le plan AB conduisez la droite
FG perpendiculaire sur DA (prop. 10.1), cette
droite sera certainement perpendiculaire sur le
plan CD (déf. 4. 11). Menez EG.

Puisque la droite F G est perpendiculaire sur
le plan CD et qu’eile rencontre la droite EG
qui est dans le plan CD, I'angle F GF sera droit-
(def. 3. 11). Mais la droite EF est perpendicu-

Aa
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laire sur le plan AB ; donc I'angle EFG est droit :
donc le triangle EFG a deux angles droits, ce
qui est absurde ( prop. 1. 1) : donc la perpen-
diculaire menée du point E sur le plan AB ne
tombe pas hors de la droite DA : donc elle
tombe sur la droite DA.

Dong si un plan est perpendiculaire sur un

_autre plan, et si d'un point pris dans un de ces
plans on méne une droite perpendiculaire sur
Yautre plan, cette droite sera perpendiculaire
sur la commune section des plans; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXXIX.
THEOREME.

8¢ dans un parallélipipéde on coupe en deux
parties égales les cités des plans opposés , et si
par leurs sections on méne des plans, la com~
mune section de ces plans et le diamétre du
parallélipipéde se couperont mutuellement en
deux parties €gales.

Que dans le parallélipipéde AF (fig. 202)
les cotés des plans opposés CF, AH soient
coupés en deux parties ¢gales aux points K, L,
M,N, O, Q, P, R, et par les sections de ces
¢b1és soient conduits les plans KN, OR; que
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la commune section de ces plans soit VS, et que
le diamétre du parallélipipéde soit DG : je dis
que les droites VS, DG se coupent en deux
parties égales , c’est-a-dire que VT est égal a
TS et DT égal a TG.

Menez DY, VE, BS, SG. Puisque DO est
paralléle 2 PE, les angles alternes DOV, VPE
sont égaux entr’eux ( prop. 29. 1); et puisque DO
est égal A PE, OV égal 4 VP et que ces droites
comprennent des angles égaux , la base DV sera
égale 4 la base VE, le triangle DOV égal au
triangle VPE | et les autres angles égaux aux
autres angles : donc l'angle OVD est €gal &
I'angle PVE : donc la ligne DVE est une ligne
droite (prop. 14.1). Par la méme raison, la
ligne BSG est aussi une ligne droite, et la droite
BS est égale a la droite SG. Puisque la droite
CA est égale et paralléle 2 DB et que la droite
CA est aussi égale et paralléle & la droite EG,
la droite DB sera égale et paralléle 4 ladroite EG
(pr.3o0. 1); mais ces droites sont jointes par les
droites DE,, BG : donc la droite DE est paralléle
a la droite BG (prop. 33. 1); mais on a pris dans
chacune de ces droites des points quelconques
D,V,G, S et on a mené les droites DG, VS : donc
ces droites sont dans un seul plan (prop.7.11):
donc puisque la droite DE est parall¢le la droite

2
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BG, les angles EDT, BGT sont égaux, car ils
sont alternes {prop. 29. 1); mais 'angle DTV
est égal a I'angle GT' S (prop. 15.1) : donc les
deux triangles DTV, GTS ont deux angles égaux
a deux angles, un c6té égal & un c6ié, ces cotés
soutendant des angles égaux, c’est-a-dire que
le c6té DV est égal au c61é GS, car ces cités
sont les moitiés des droites DE , BG : donc ces
deux triangles auront les autres cotés égaux aux
autres cotés (prop. 26. 1) : donc DT est égal
ATG et VT égal a TS.

Donc si dans un parallélipipede on coupe en
deux parties égales les c6tés des plans opposés,
et si par leurs sections on méne des plans, la
commune section de ces plans et le diamétre du
parallélipipéde se couperont mutuellement en
deux parties égales ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XTI
Tﬁﬁonl‘smz.

Si deux prismes sont égaux en hauteur, si Pun
d’eux a pour base un parallélogramme et I autre
un triangle, et si le parallélogramme est double
du triangle, ces prismes seront égaux.

Soient ABCDEF, GHELMN (fig. 203)
des prismes égaux en hauteur, que 'un d’eux
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ait pour base le parallélogramme AF et autre
le triangle GHK, et qué le parallélogramme
AF soit double du triangle GHK : je dis que le
prisme ABCDEF est égal au prisme GHKLMN.
Achevez les parallélipipédes AO, GP. Puis-
que le parallélogramme AT est-double du trian-
gle GHK et le parallélogramme HK double aussi
du triangle GHK, le parallélogramme AF sera
égal au parallélogramme HK. Mais les parallé-
Lipipédes qui ont des bases égales et la méme
hauteur sont égaux'entr’eux (prop.3r.11):
donc les parallélipipédes AO, GP sont égaux;
mais le prisme ABCDEF est la moitié du pa-
. rallélipipéde AO et le prisme GHKLMN la -
moitié du parallélipipéde GP : donc le pristie
ABCDEF est égal au prisme GHKLMN.
- ‘Donc si deux prismes ont la méme hauteur,
si I'un: d’eux a pour base un parallélogramme
et l'autre un triangle, et si le parallélogramme
est double du triangle , ces deux - prismes sont
égaux ; ce qu’il falloit démontrer..

FIN DU ONZIEME LIVRE.
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.PROPOSITION PREMIKRE.
TH%OREME.

Les pq{ygones semblables inscrits dans des cer-
cles sont entr’eux comme les quar/es des dia~
metres .

: l‘

Somm les cerclés ABCDE, FGHKL
(fig. 204 ) dans lesquels: sont décrits les poly-
gones semblables ABCDE, FGHEKL; queles
diamétres de:ces:cercles soient BM, GN : je
dis que le pblygoné ABCDE est au polygone
FGHEKL comme le quarre de BM est-au quarré
de GN.

Menez BE, AM, GL, FN. Pulsque le po-
lygone ABC D E est semblable au polygone
FGHKL, que I'angle BAE est égal a I'angle
GFL (déf. 1.6) et que BA est 2 AE comme
GF est 2 FL, les deux triangles BAE, GFL
ont un angle égal 4 un angle, savoir, I'angle
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BAE égal a I'angle GFL et les c6tés placés
autour de ces angles sont proportionnels entre
eux : donc les deux triangles ABE, FGL sont
équiangles (prop.6.6): donc I'angle AEB est
égal & I'angle FL G, mais 'angle AEB est égal
a l'angle AMB (prop. 21.3), car ils sont ap-
puyés sur le méme arc et I'angle FL G est aussi
égal a I'angle FNG : donc I'angle AMB est égal
alangle FIN G ; mais I'angle droit BA M est égal
a I'angle droit GFN : donc P'angle restant est
égal a I'angle restant : donc les deux tnangles
ABM,FGN sont équiangles : donc BM est &
GN comme BA est 4 GF (prop. 4. 6). Mais les
quarrés des droites BM, GN.sont en raison
doublée des droites BM, GN ( prop. 20.6),
et les polygones ABCDE, FGHKL sont en
raison doublée des coiés BA, GF : done le
polygone ABCDE est au polygone FGHKL
comme le quarré de BM est au quarré de GN.
Donc les polygones semblables mnscrits dans
des cercles sont entr’eux comme les quarrés des
diamétres ; ce quil falloit démontrer.
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"PROPOSITION IIL
THEOREME.

Les cercles sont entr’eux comme les qum'rc'y
de leurs diamétres.

Soient les cercles ABCD, EFGH (fig: 205)
et que leurs diamétres soient BD, FH : je dis
que le-cercle ABCD est au cercle EFGH
comme le quarré de BD est au quarré de FH.

Si cela n’est point, le quarré du diamétre BD
sera au quarré du diamétre FH comme le cer-
cle ABCD est & une surface plus grande ou &
une surface plus petite que le cercle EFGH.
Supposons d’abord que cette surface soit plus
petite et qu'elle soit S. Dans le cercle EFGH
décrivez le quarré EFGH; le quarré décrit
dans ce cercle est plus grand que la moitié du
cercle EFGH, parce que si par les points E,
F, G, H nous menons des tangentes a ce cer-
cle, le quarré EF GH sera la moitié du quarré
circonscrit { prop. 47. 11, prop. 1. 3) : mais un
cercle est plus petit que le quarré circonscrit :
donc le quarré EFGH est plus grand que la
moitié du cercle EF GH. Partagez les arcs ET,
FG, GH; HE en deux parties égales aux points
K, L, M, N, et menez les droites EK, KF,



DEUCLIDE. Bn7
FL,LG, GM, MH, HN, NF. Chacun des
triangles EKF, FLG, GMH , HNE est plus
grand que la moitié du segment dans lequel il
est placé; parce que si par les points K, L,
M, N nous menons des tangentes au cercle,
et si sur les droites EF, FG, GH, HE et
entre ces tangentes nous construisons des pa-
rallélogrammes , ‘chacun des triangles EKF,
FLG,GMH, HNE sera la moitié du paral-
1élogramme dans lequel il est placé (pr.37.1).
Mais chaque segment est plus petit qu'un
parallélogramme : donc chacun des triangles
EKF,FLG, GMH, HNE est plus grand
que la moitié du segment dans lequel il est
placé. Si nous partageons ensuite les arcs res-
tans en deux parties égales, et si nous joignons
leurs extrémités par des droites , et si nous con-
tinuons toujours de faire laméme chose, il nous
restera certains segmens de cercles dont la
somme sera ‘moindre que l'excés du cercle
EF GH sur ’espace S; car nous avons démon-
tré dans le premier théoréme du dixiéme Livre
que deux quantités inégales étant donndes, si
Ton retranche de la plus grande quantité une
partie plus grande que la moitié de cette quan-
tité, si on retranche ensuite de ce qui reste une
partie-plus grande que la moitié de ce reste, et
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si 'on continue toujours de faire la méme chose,
il reste enfin une certaine quantité qui est moin-
dre que la plus petite des quantités données.
Supposons qu’on ait pour reste les segmens du
cercle EF GH placés sur les cordes EX, KF,
FL, LG, GM, MH, HN, NE, et que ces
segmens sotent moindres que I'excés du cercle
EFGH sur I'espace S, il est évident que le po-
lygone EKFLGMHN sera plus grand que I'es~
pace S. Décrivez dans le cercle ABCD un po~
lygone AOBP C QDR semblable au polygone
EKFLGMHN; le quarré de BD sera au quarré
de FH comme le polygone AOBPCQDR
est au polygone EKFLGMHN (prop. 1.12);
mais par supposition le quarré de BD est au
quarré de FH comme le cercle ABCD est &
Yespace S : donc le cercle ABCD esta I'espace S
comme le polygone AOBPCQDR est au poly-
gone EKFLGMHN, et en échangeant les
plans des moyens, le cercle ABCD est au po-
lygone qui lui est inscrit comme l'espace S est
au polygone EKFLGMHN; mais le cercle
ABCD est plus grand que le polygone qui lui est
‘inscrlt : done Pespace S est plus grand que le po-
lygone EKFLGMHN ; mais, par supposition,
il est au contraire plus petit, ce qui est impossi-
ble : donc le quarré de BD n’est point au quarré
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de FH comme le cercle ABCD est 4 un espace
quelconque plus petit que le cercle FFGH. Nous
démontrerons semblablement que le quarré de
FH n’est point au quarré de BD comme le cer-~
cle EFGH est @ un espace quelconque plus
petit que le cercle ABCD. Je dis ensuite que
le quarré de BD n’est point au quarré de FH
comme le cercle ABCD est & un espace quel-
conque plus grand que le cercle EFGH; car si
cela est possible , supposons que le quarré de
BD soit au quarré de FH comme le cercle
ABCD est 4 un espace plus grand, et suppo-
sons que S soit cet espace. En mettant les anté-
cédens 4 la place des conséquens et les consé-
quens 4 la place des antécédens, le quarré de FH
sera au quarré de BD comme I'espace S est au -
cercle ABC D ; mais on démontrera plus bas que
T'espace $ est au cercle ABCD comme le cercle
EFGH est 4 un espace quelconque plus, petit
que le cercle ABCD : donc le quarré de FH
est au quarré de BD comme le cercle EFGH
est & un espace plus petit que le cercle ABCD,
ce qui a été démontré impossible : donc le
quarré de BD n’est pas au quarré de FII comme.
le cercle ABCD est 3 un espace quelconque

plus grand que le cercle EFGH. Mais on a
démontré que le quarré de BD n’est point au
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quarré de FH comme le cercle ABCD est %
un espace quelconque plus petit que le cercle
EFGH : donc le quarré de BD est au cuarré
de FH comme le cercle ABCD est au cercle
EFGH. |
Donc les cercles sont entr’eux comme les
quarrés des diamétres ; ce qu'il falloit démon-
wer.

LEMME.

Si Pespace S est plus grand que le cercle
EFGH (fig.206) : je dis que I'espace S est
au cercle ABCD comme le cercle EFGH est
4 un espace quelconque plus petit que le cer-
cle ABCD. |

Car supposons que l'espace S soit au cercle
ABCD comme le cercle FFGH est 4 un espace
T : je dis que P'espace T est plus petit que le
cercle ABCD; car puisque I'espace S est au
cercle AB €D comme le cercle EFGH est a
Fespace T, en échangeant les plans des moyens,
Pespace S sera au cercle EF GH comme le cer-
cle ABCD est a Yespace T (prop. 16.6). Mais
par supposition I'espace S est plus grand que le
cercle EFGH : donc le cercle ABCD est plus:
grand queTespace T ; et par conséquent I'espace:
S gst au cercle ABC D comme le cercle EFGH
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est a un espace quelconque plus petit que le
cercle ABCD. h

PROPOSITION II1.
THEOREME.

Toute pyramide triangulaire (1) peut se diviser
en deux pyramides triangulaires égales et sem-
blables entrelles et semblables & la pyramide
totale, et en deux prismes égaux qui sont plus
grands que la moiti¢ de la pyramide entiére.

Soit une pyramide dont la base soit le trian-
gle ABC (fig. 207 ) et dont le sommet soit le
point D : je dis que la pyramide ABCD peut se
diviser én deux pyramides triangulaires égales-
et semblables entr’elles et semblables 4 la py-
ramide totale, et en deux prismes égaux qui
sont plus grands que la moitié de la pyramide
totale.

Partagez les c6tés AB, BC, CA, AD, DB,
DC en deux parties égales aux points E, F,
- G, H, K, L, et menezles droites EH, EG, GH,
HK, KL, LH, EK, KF, FG. Puisque AE
est égal 4 EB et AH égal 4 HD, la droite EH
sera paralléle 4 la droite DB (prop. 2.6). La

(1) Une pyramide tmangulalre est celle dont la base
est un triangle.
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droite HK est paralléle & la droite AB, par la
méme raison : donc la figure HEBK est un
parallélogramme : donc HK est égal 3 EB
(prop. 34. 1). Mais EB est égal & AE : done
AE sera égal A HK. Mais AH est égal 4 HD:
donc les deux droites AE, AH sont égales aux
deux droites KH, HD, chacune & chacune;
mais angle EAH est égal 4 Pungle KHD
(prop. 29. 1) : donc la base EH est égale 4 la
base KD (prop. 4. 1) : donc le triangle AEH
est égal et semblable au triangle HKD. Par la
méme raison , le triangle AHG est égal et
semblable au triangle HL.D. Puisque les deux
droites EH, HG qui se touchent sont paral-
léles aux deux droites KD, DL qui se touchent
et quine sont pas dans le méme plan, ces droites
comprendront des angles égaux (prop. 10.11):
donc ’angle EHG est égal a 'angle KDL. De
plus, puisque les deux droites EH, HG sont
égales aux deux droites KD, DL, chacune A
chacune , et que Pangle EHG est égal a I'angle
KDL, la base EG sera égale i la base KL :
donc le triangle. EHG est égal et semblable an
triangle KDL, Par la méme raison, le triangle
AEG est égal et semblable au triangle HKL:
donc la pyramide dont la base est le triangle
AEG ct dent le sommet est le point H est égale
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et semblible 4 la pyramide dont la base est le
wriangle HKL et dont le sommet est le point D.
Puisque la droite HK est paralléle 4 un des
¢61és du triangle ADB , savoir, au c6té AB, le
triangle ADB sera équiangle avec le triangle
DHK (prop. 29. 1) : donc ces deux triangles
auront leurs c6tés proportionnels ( prop. 4.6),
et seront par conséquent semblables. Par la
méme raison, le triangle DBC est semblable au
triangle DKL et le triangle ADC est semblable
aussi au triangle DHL. Mais puisque les deux
droites BA, AC qui se touchent sont paralléles
aux deux droites KH, HL qui se touchent et
qui ne sont pas dans le méme plan, ces droites
comprendront des angles égaux (prop. 10. 11):
donc I'angle BAC est égal 4 I'angle KHL. Mais
BA esta AC comme KH est 3 HL : donc le
triangle ABC est semblable au triangle HKL
(prop.6.6) , et par conséquent la. pyramide
dont la base est le triangle ABC et dont le
sommet est le point D est semblable 4 la pyra-
mide dont la base est le triangle HKL et dont
le sommet est le point D. Mais nous avons dé-
montré que la pyramide dont la base est le
triangle HKL et dont le sommet est le point D
est semblable & la pyramide dont la base est le
triangle AE G et dont le sommet est le point H:
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~ donc la pyramide dont la base est le triangle
ABC et dont le sommet est le point D est sem-
‘blable a la pyramide dont la base est le triangle
AEG et dont le sommet est le point H : donc
Pune et I'autre des pyramides AEGH, HKLD
sont semblables 3 la pyramide totale ABCD.
Puisque BF est égal a FC, le parallélogramme
EBFG sera double du triangle GFC (pr. 41.1):
mais deux prismes de méme hauteur dont

‘P'un a pour base un parallélogramme et dont
I'autre a pour base un triangle sont égaux entre
eux lorsque le parallélogramme est double du
triangle (prop. 40. 11) : donc le prisme com-
pris sous les deux triangles BKF, EHG et sous
les trois parallélogrammes EBFG , EBKH,
KHGT est égal au prisme gui est compris sous
les deux triangles GFC, HKL et les trois pa-
rallélogrammes KFCL , LCGH, HKFG. Mais
il est évident que chacun de ces prismes et celui
dont la base est le parallélogramme EBFG op-
posé 4 la droite HK et celui dont la base est le.
triangle G F C opposé au triangle KL H est plus
grand que chacune des pyfmides dont les bases
sont AEG, HKL et les sommets les points H,
D; puisque sinous menons les droites EF, EK,
le prisme dont la base est le parallélogramme

EBF G opposé & la droite HK est plus grand
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que la pyramide qui a pour base le.triangle.
EBF et pour sominet le point.K. Mais la
pyramide qui a pour base le triangle EBF et
pour sommet le point K est égale & la pyramide
qui a pour base I triangle AEG et pour sommet -
le point H (déf. 10. 11), car elles- sont com-
prises sous des plans égaux et semblables : donc
le prisme qui a pour base le parallélogramme
EBFG opposé a la droite HK est plus grand
que la pyramide qui a pour base le triangle ARG
et pour sommet le point H. Mais le prisme qui
a pogi‘ base le parallélogramme EBF G opposé
a la droite HK est égal au prisme qui a pour
base le triangle G F C opposé au triangle HKL;
etla pyramide qui a pour base le triangle AEG
et pour sommet le point H est égale 4 la pyra-
mide qui a pour base le triangle HKL et pour
sommet le point D : doncles deux prismes dont
nous venons de parler sont plus grands que les
deux pyramides qui ont pour bases les trian-
gles ARG, HKL et pour sommets les points
H, D : donc la pyramide totale qui a pour base
le triangle ABC et pour sommet le point D a é1é
divisée en denx pyramides triangulaires égales
et semblables entr'elles et semblables  Ia py-

ramide totale et en deux prismes égaux qui
Bh'
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sont plus grands que la moitié de la pyramide
totale ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION 1V,

THEOREME.

$i deux pyramides triangulaires de méme hauteur
sont divisées l'une et Uautre en deux pyramides
égales entrelles et semblables & la pyramide
totale et en deux prismes égaux , si ces nou-
velles pyramides sont divisées de la méme ma-
niére et ainsi de suite , la base de Uune de ces
pyramides sera & la base de Uautre pyramide
comme tous les prismes de Uune de ces pyra-
mides sont & un méme nombre de prismes con-
tenus dans Uautre pyramide.

Soient deux pyramides triangulaires de méme
hauteur qui aient pour bases les triangles ABC,
DEF (fig. 208) et pour sommets les points
G, H; que chacune de ces pyramides soit divi-
sée en deux pyramides égales entr'elles et
semblables aux pyramides totales et en deux
prismes égaux, que ces nouvelles pyramides
soient divisées de la méme maniére et ainsi
de suite : je dis que la base ABC sera 4 la
base DEF comme tous les prismes contenus

dans la pyramide ABCG sont au méme nombre

~
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de prismes contenus dans la pyramide DEFH,
Puisque BO est égal 4 OC et AL égal &
LG, la droite AB sera paralléle i la droite OL
(prop.2.6), et le triangle ABC sera semblable
au triangle LOC (prop. 4.6 ). Le triangle DEF
sera semblable au triangle RXF, par la méme
raison ; et puisque la droite BC est double de
la droite CO et la droite EF double aussi de
la droite F X, Ia droite BC sera & la droite CO
comme la droite EF est a la droite FX, Muis
les figures rectilignes semblables et semblable-
ment posées ABC, LOC ont été décrites sur
les droites BC, CO, et les figures rectilignes
semblables et semblablement posées DEF,
RXF ont été décrites sur les droites EF, FX :
donc le triangle ABC est au triangle LOC
comme le triangle DEF est au triangle RXF
. (prop. 22.6), et en échangeant les plans des
" moyens, le triangle ABC est au triangle DEF
comme le triangle LOC est au triangle RXF,
Mais on démontrera plus bas que le triangle
LOC est au triangle RXF comme le prisme -
qui a pour base le triangle LOC opposé A PMN
est au prisme qui a pour base le triangle RXF
opposé 4 STV : donc le triangle ABC est ay
triangle DEF comme le prisme qui a pour base
le triangle L.OC opposé & PMN est au prisme
2
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quia pour hase le triangle RXT opposé a STV,
et puisque les deux prismes qui sont dans la
pyramide ABCG sont égaux entr’eux et que les
deux prlsmes qu sont dans la pyramlde DEFH
sont aussi égaux entr’'eux , le prisme quia pour
base le parallélogramme KLOB opposé a la
droite MP sera au prisme qui a pour base le
triangle LOC opposé &8 PMM comme le prisme
qui a pour base le parallélogramme EQRX
opposé a la droite ST est an prisme qui a pour
base le triangle RXF opposé &4 STV : donc,
en ajoutant les conséquens aux aniécédens
(prop. 15.5), les prismes KBOLMP, LOCMNP
sont au prisme LOCMNP comme les prismes
QEXRST, RXFSTV sont au prisme RXFSTV,
et enfin en échangeant les places des moyens,
les prismes KBOLPM, LOCPMN sont aux
puames QEXRST, RXFSTV comme le
prisme LOCMNP est au prisme RXFSTYV.
Mais on a démonuré que le prisme LOCMNP
est au prisme RXFSTV comme la base LOC
est & la base RXF et comme la base ABC est
a la base DEF : donc le triangle ABC est au
triangle DETF comme les deux prismes qui sont
dans la pyramide ABCG sont aux deux prismes
qui sont dans la pyramide DEF H. Sinous par-
tageons de Ja méme maniére les nouvelles pyra-
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‘mides, savoir les pyramides PMNG, STVH, la
base PMN sera & la base STV comme les deux
prismes de la pyramide PMNG sont aux deux
prismes de la pyramide STVH. Mais la base
PMN est 4 ld base STV comme la base ABC
est & la bass DEF : donc la base ABC est 4 Ia
base DEF comme les deux prismes de la pyra-
mide ABCG sont aux deux prismes de la py-
ramide DEFH, comme les deux prismes de la
pyramide PMNG sont aux deux prismes-de la
pyramide STVH ct comme les quatre prismes
sont aux (uatre prismes. On démontrera la
méme chose pour tous les autres prismes qu’on
obtiendra par la division des pyramides AKLO
et DQRS, et en général de toutes les pyra-
.mides égales en nombre; ce qu’il falloit dé-
montrer,
L EMME. _

Nous démontrerons de la maniére suivante
que le triangle LOC" est au triangle RXF
comme le prisme qui a pour base le triangle
LOC opposé 4 PMN, estle prisme qui a pour
base le triangle RXTF opposé 4 STV.

Dans les mémes figures imaginez des perpen-
diculaires mendes des points G, H sur les plans
des triangles ABC, DEF. Ces perpendiculairés
seront égales entr’elles, parce qu’on a supposé

ol

o3
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ces pyramides égiles en hauteur. Puisque la
droite GC et la perpendiculaire menée du point
G sont coupées par les plans paralléles ABC,
PMN, ces deux droites seront coupées pro-
portionnellement (prop. 11. 11). Or la droite
GC est coupée en deux parties égales au point
N par le plan PMN : donc la perpendiculaire
menée du point G sur le plan ABC est cou-
pée en deux parties égales par le plan PMN.
Par la méme raison, la perpendiculaire menée
du point H sur le plan DEF est coupée en
deux parties égales par le plan STV, Mais les
perpendiculaires menées des points G, H sur
les plans ABC, DEF sont égales entr'elles:
‘donc les perpendiculaires menées des triangles
PMN, STV sur les triangles ABC, DEF sont
égales entr’elles : donc les prismes qui ont pour
bases les triangles LOC, RXF opposés 3 PMN,
STV sont égaux en hauteur : donc les parallé~
lipipédes qui sont décrits sur les prismes égaux
en hauteur dont nous venons de parler sont
entr’eux comme leurs bases, et il en sera de
méme de leurs moitiés, c’est-a-dire que les
bases LOC, RXF seront entr’elles comme les
prismes dont nous avons parlé ; ce qu’il falloit
démontrer.
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PROPOSITION V.
Tnﬁonﬁmﬁ.

Les pyramides triangulaires qui ont la méme
hauteur sont entr’elles comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
triangles ABC, DEF (fig. 208 ) et dont les
sommets sont les points G, H aient la méme
hauteur : je dis que la base ABC est a la base
DEF comme la pyramide ABCG est i la pyra-
mide DEFH.

Car si cela n’est point, la base ABC sera a la
base DEF comme la pyramide ABCG est 4 un
solide plus petit que la pyramide DEFH ou a
un solide plus grand. Supposons d’abord que la
base ABC soit 4 la base DEF comme la pyrd—,—
mide ABCDH est & un solide plus petit et que
ce solide soit Y. Divisez la pyramide DEFH
en deux pyramides égales entr’elles et sembla-
bles 4 la pyramide totale, et en deux prismes
égaux ; les deux prismes seront plus grands que
la moitié de la pyramide totale ( prop.3.12).
Que les nouvelles pyramides obtenues par
cette division soient partagées de la méme ma-
niére jusqu’a ce qu'on ait obtenu de la pyra-
mide DEFH certaines pyramides qui soient

4
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plus petites que I'excés de la pyramide DEFH
sur le solide Y. Qu’on cherche ces pyramides,
et qu'elles solent par cxemple DQRS, STVH,
les prismes restans de la pyramide DEFH seront
plus grands que le solide Y. Partagez sembla-
blement la pyramide ABCG en autant de par-
ties” que la pyramide DEFH. La base ABC
sera & la base DEF comme les prismes de la
pyramide ABCG sont aux prismes de la pyra-
mide DEFH (prop.4.12); mais par suppo-
-sttion la base ABC est 4 la base DEF comme
la pyramide ABCG est au solide Y : donc la
pyramlde ABCG est au sohde Y comme les
'prismes de la pyramide ABCG sont aux prismes
‘de la-pyramide DEFH, et en échangeant les
plac(\s des moyens, la pyramide ABCG est aux
prlsmes qu’elle renferme comme le solide Y est
aux prismes de la pyramide DEFH. Mais la
pyramide ABCG est plus grande que les prismes
‘qu'elle renferme : donc le solide Y est plus
grand que les prismes que renferme la pyra-
- mide DEFH; mais, au contraire, il est plus
peut ce qm ne peut. étre : done la' base ABC
‘n’est pomt a la base DEF comme la pyramide
ABCG est A un solide quelconque plus petit que
la pyramlde DEFH. Nous démontrerons sens-
blablementique la base DEF n’est point A Ia base
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- ABC comme la:pyramide DEFH est-a un
solide quelconque plus petit que la pyramide
*ABCG. Je dis enfin que la base ABC n’est
point 4 la base DEF comme la pyramide ABCH
est 4 un solide plus grand que la pyramide
DEFH; car supposons, si cela est possible,
que la base ABC soit 4 la base DEF comme la
pyramide ABCG est a un solide quelconque
plus grand que la pyramide DEFH et que ce
solide soit Y. En metiant les antécédens a la
place des conséquens et les conséquens & la
place des antécédens, la base DEF sera 4 la
base ABC comme le solide Y est 4 la pyramide
- ABCG. Mais le solide Y est i la pyramide ABCG
comme la pyramide DEFH est a2 un solide
quelconque plus petit que la pyramide-ABCG,
ainsi que cela a été démontré : donc la base
DEF est 4 la base ABC comme la pyramide
DEFG est a un solide quelconque plus petit
que la pyramide ABCG, ce qui est absurde :
donc la hase ABC n’est point i la base DEF
comme la pyramide ABCG est 4 un solide quel-
- conque plus grand que la pyramide DEFH.
Mais on a démoniré que labase ABC n’est point
a la base DEF comme la pyramide ABCG est
a un solide quelconque plus petit que la- pyra-
" mide DEFH : donc'la base ABC est & la base
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DEF comme la pyramide ABCG est 3 Ia py-

" ramide DEFH.

Donc les pyramides triangulaires qui ont
la méme hauteur sont entr’elles comme leurs-
bases; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION VI
THEOREDME.

Les pyramides qui ont la méme hauteur et qui
ont des polygones pour bases sont entrelles
comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
polygones ABCDE , FGHKL (fig. 209) et
dont les sommets sont les points M, N aient la
méme hauteur : je dis que labase ABCDE est &
la base FGHRL comme la pyramide ABCDEM
est a la pyramide FGHKLN.

Partagez la base ABCDE en triangles et que
ces triangles soient ABC, ACD, ADE ; par-
tagez aussi la base FGHKL en triangles et que
ces triangles soient FGH, FHK,FKL, et sup-
posons que chacun de ces triangles soit la base
d’une pyramide qui ait la méme hauteur que
les deux pyramides qu’on avoit d’abord. Puisque
le triangle ABC est au triangle ACD comme
la pyramide ABCM est & la pyramide ACDM
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(prop.5.12), si I'on ajoute les conséquens
aux antécédens, le quadrilatére. ABCD sera au
triangle ACD comme la pyramide ABCDM est
a la pyramide ABCM (prop. 18.5); mais le
triangle ACD est au triangle ADE comme la
pyramide ACDM est a la pyramide ADEM :
donc la base ABCD sera ala base ADE comme
la pyramide ABCDM est ala pyramide ADEM
(prop. 22.5) : donc en ajoutant les conséquens
aux antécédens, la base ABCDE sera 4 la base
ADE comme la pyramide ABCDEM est & la
pyramide ADEM. Par ]la méme raison, la base
FGHEKL est 4 la base FKL comme la pyra-~
mide FGHKLN est 4 la pyramide FKLN; et
puisque ces deux pyramides triangulaires ont la
méme hauteur, la base ADE sera 4 la base FKL
comme la pyramide ADEM est  la pyramide
. FKLN : donc puisque la base ABCDE est &
la base ADE comme la pyramide ABCEM est
a la pyramide ADEM, et que la base ADE est
a la base FKL comme la pyramide ADEM est
ala pyramide FKLN, labase ABCDE sera i la
base FKL comme la pyramide ABCDEM est
a la pyramide FKLN (prop. 22.5); mais la
base FKL est 4 labase FGHKL comme la py-
ramide FKLN est 4 la pyramide FGHKLN :
donc la base ABCDE est 4 la base FGHKL
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‘comme la pyramide ABCDEM est.4 la pyra-
mide FGHKLM. '

Donc les pyramides qui ont la méme hau-
teur et dont les bases sont des polygones sont
entr’elles comme leurs. bases; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION VIL
THEOREDME.

Tout prisme triangulaire peut se diviser en trois
L0 P
ramides triangulaires égales entr’elles.
Pyr <]

Soit un prisme dont la base soit le triangle
ABC opposé au triangle DEF (fig. 210) : je
“dis que le prisme ABCDEF peut étre partagé
en trois - pyramides triangulaires égales entre
elles.
Menez les droites BD, EC, CD. Puisque
la figure ABED est un parallélogramme dont
BD est Ia diagonale, le-triangle ABD sera égal
au triangle EDB (prop:34.1) : donc la pyra-
‘mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale a la pyramide qui
- a pour base le triangle ED B et pour sommet le
- point C (prop. 5. 12); mais la pyramide qui a
‘ pour base le triangle EDB et pour sommet le

point C est égale a la pyramide qui a pour base
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le triangle EBC et pour sommet le point D,
car elles sont comprises dans les mémes plans:
donc la pyramide qui a pour base le triangle
ABD et pour sommet le point C est égale 4 Ia
pyramide cui a pour base le triangle EBC et
pour sommet le point D. De plus, puisque la
figure FCBE est un parallélogramme qui a pour
diagonale la droite CE, le triangle ECF est égal
au triangle CBE (prop. 34. 1) : donc la pyra-
mide qui a pour base le triangle BEC et pour
sommet le point D est égale a la pyramide qui
a pour: base le triangle ECF et pour sommet
le point D (prop. 5. 11). Mais on a démontré que
la pyramide qui a pour base le triangle BCE et
pour sommet le point D, est égale & la pyra-
mide-qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C : donc la pyramide ¢ui a pour
base le triangle CEF et pour sommet le point D
est égale & la pyramide qui a pour base le trian-
gle ABD et pour sommet le point C : donc le
prisme ABCDET a été partagé en trois pyra-
mides triangulaires égales entr’elles. La pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le poiut C est égale a la pyramide qui
a pour base le triangle CAB et pour sommet
le point D; car ces pyramides sont comprises
sous-les mémes plans ; mais on a démontré que -
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la pyramide qui a pour base le triangle ABD et
pour sommet le point C est la troisiéme partie
du prisme qui a pour base le triangle ABC op-
posé au triangle DEF : donc la pyramide qui a
pour base le triangle ABC et pour sommet le
point D est la troisiéme partie d’un prisme qui
ala méme base , savoir, le triangle ABC opposé
au triangle DEF; ce quil falloit démontrer.

COROLLAIRE.

11 suit manifestement de la que toute pyra-
mide est la troisiéme partie d'un prisme qui a
la méme base et la méme hauteur ; car une des
bases du prisme étant une figure rectiligne quel-

“conque, la base opposée sera une figure égale
et semblable , et ce prisme pourra étre divisé en
prismes qui auront des bases triangulaires et
dont les bases opposées seront des triangles.

PROPOSITION. VIII.
THEOREME.

Les pyramides semblables qui ont des bases trian-
gulaires sont entr’elles en raison triplée de leurs

cétés homologues.
Soient deux pyramides semblables et sem-
lablement placées qui aient pour bases les
triangles ABC, DEF (fig. 211) et pour sommets
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les points G, H : je dis que les pyramides ABCG,
DEFH sont entr’elles en raison triplée des c6tés
BC, EF.

Achevez les parallélipipédes BGML, EHQP.
Puisque la pyramide ABCG est semblable a la
pyramide DEFH, I'angle ABC sera égal & I'an-
gle DEF (déf. 9. 11), I'angle GBC égal-dan-
gle HEF, I'angle ABG égal a I'angle DEH et
AB sera a DE comme BC est a EF et comme
BG est 2 EH : donc, puisque AB est a DE
comme BC est 4 EF et que les cotés placés
autour d’angles égaux sont proportionnels, le
parallélogramme BM sera semblable au paral-
lélogramme EQ. Par la méme raison , le paral-
lélogramme BN sera semblable au parallélo-
gramme ER et le parallélogramme BK sembla-
ble au parallélogramme EO : donc les trois pa-
rallélogrammes BM , KB, BN sont semblables
aux trois parallélogrammes EQ, EO , ER ; mais
les trois parallélogrammes MB, BK, BN sont
égaux et semblables aux trois parallélogrammes
opposés et les trois parallélogrammes EQ, EO,
ER sont aussi égaux et semblables aux trois
-parallélogrammes opposés (prop. 24. 11): donc
les parallélipipédes BGML , EHQP sont com-
pris dans des plans semblables et égaux en nom-
bre : donc le parallélipipéde BGML est sem-
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blable zu parallélipipéde EHQP (déf. g. 11).
Mais les parallélipipédes semblables sont entre

eux en raison triplée de leurs c6tés homologues

(pr.33.11) : donc les parallélipipédes BGMH,

EHQP sont ent’eux en raison triplée des

c6tés homologues BC, EF; mais le paralléli-

pipéde BGML est au parallélipipéde EHQP

comme la pyramide ABCG est 4 la pyramide
DEFO (prop.15.5), car une pyramide est la

sixiénie partic d’un parallélipipéde , puisqu’un

prisme triangulaire qui est la moitié d’un paral-

Iélipipéde est triple d’'une pyramide : donc les

pyramides ABCG, DEFH sont entr’elles en

raison triplée des c6tés BC, EF; ce qu il falloit

démontrer. :

COROLULATIRE.

De 14 il suit évidemment que les pyramides
semblables qui ont des polygones pour bases
sont entr’elles en raison triplée de leurs c6tés
homologues ; car ces pyramides peuvent étre
diviséeés en pyramides triangu]aircs puisque les
polygones semblables qui sont les bases de ces
pyramides peuvent étre divisés en un méme
nombre de triangles semblables entr’eux et pro-
portionnels a ces polygones : donc une des pyra-
mides triangulaires contenue dans:la premiere
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pyramide est & iine autre.des pyramidés triangus-
laires contenue danslaseconde pyramide comme
la:somme.de toutes les pyramides triangulaires
contenyies dans la premiére pyramide est & la
somme - de ‘toutes les pyramides trianguldires
contenues dans lautre pyramide, c’est-a-dire
comine une des pyramides quia pour base un
polygone est 4 'autre pyramide qui a aussi pouf
base un polygone. Mais les pyramides triangu«
laires, semblables sont entr’elles’ en naison. trie
plée de leurs c6tés homologites : done les'pyra-
mides semblables qui ont ’pour bases des polys+
gones sont entr elles en raison trlpleexde*leurs

cotés. homologues. BUL e
PROPO‘SIT'iON Ix, 0
SR THEonE"‘M"E. s ""'"5

et an e s CDVITD T

Les bases des p,ymmzdes egqlps quz onq de,s' bases
triangulaiygs: sant .méciproguement pr QPQ"‘.‘,QF"
nelles aux, hauteurs :EZe £65; p‘)(mmz"c_lg;{ 5 ¢t les
pymmzde,s‘ ‘z;rfqngulmre,s,;(/m ont des Bases, réci-

proquement, prqpqﬂzonnellqy & . leurs. hqutem's
. sont égales eniy: elles. W ; v

P N TN S S ) i

- 'Soiéf - deux: lpyrainlﬂ\es‘ égales (iull alent les
bases u’xangulaires ABGy DDF Qﬁg 1212) ¢t dont
les' somimets:sotent les'points:Gj H «je dis-que

Ce
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les bases des pyramides ABCG; DEFH sont récie
proquement proportionnelles aux hauteurs de
ces pyramides, c'est-a-dire que la base ABC est
i la base DEF comme la hauteur de la pyra-
mide DEFH est & la hauteur de la pyramide
ABCG.. o

. Achevez les para]lehplpedes BGML, EHQP.
Puisque la pyramide ABCG est égale i la py-
ramide DEFH, que le parallélipipéde BGML
est sextuple de la pyramide ABCG et que le
parallélipipéde EHQP est aussi sextuple de la
pyramide DEFH, le parallélipipéde BGML
sera:égal au parallélipipede EHQP (pr.15.5).
Mais les bases des parallélipipédes égaux sont
réciproquement proportionnelles aux hauteurs
de ces parallélipipédes ( prop.34. 11) : donc la
base BM est a la base EQ comme la hauteur du
parallélipipéde EHQP est i la hauteur du pa~
rallélipipéde BGML. Mais la base BM est 4 la
base EQ comme le triangle ABC est au triangle
DEF : doncle triangle ABC est au triangle DEF
¢omme 12 hauteur du parallélipipéde EHQP
est 4 la hautéur'du parallélipipéde BGML. Mais
la hauteur du parallélipipéde EHQP est la
.méme quela hauteur de la pyramide DEFH,
et la hauteur du para]]ehplpede BGML est la
méme qie la hauteur de la pyramide ABCG :
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donc la base ABC est 4 la base DEF comme
la hauteur de la pyramide DEFH est 4 la hauteur
de la pyramide ABCG : donc les bases des py-
ramides ABCG, DEFH sont réciproquement
proportionnelles a.leurs hauteurs. '

Si les bases des pyramides ABCG, DEFH
sont réciproquement proportionnelles 4 leurs
hauteurs, clest-i-dire que si la base ABC est'd
la base DEF comme la hauteur de la pyramide
DEF H est 4 la hauteur de la pyramide ABCG :
je dis que la pyramide' ABCG sera egale ¥la
pyramide DEFH. " ' ey

Faites la méme construction. Puisque la base
ABC est a la-base DEF comme la hauteur de
la pyramide DEFH est 4 la hauteur de la py=
ramide ABCG et que la base ABC est 2 la base
DEF comme le parallélogramme BM est au
parallélogramme EQ, le parallélogramme BM
sera au parallélogramme EQ comme la hauteur
de la pyramide DEFH est 4 la hauteur de la
pyramide ABCG. Mais la hauteur de la pyra-
mide DEFH est la méme que la hauteur du
parallélipipéde EHQP, et la hauteur de la:py-
ramide ABCG est la méme que la hauteur du
parallélipipéde BGML : donc la base BM-est-
a la base EQ comme la hanteur du parallélipi=
péde EXQPiest i la hanteur du parallélipipede

‘ 2
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BGML; mais les parallélipipédes qui ont leurs
bases, récip‘roquem‘gut-px‘opertioﬁnélles a leurs
h@uteurs sont égaux eptr’eux (pr.34. r1): done
le. pardllehplpede BGML est égal au parallé-
lipipéde EHQP.. Mais la pyramide ABCG est
la sixiéme partie du parallé]ipfpéde BGML et
la pyramide DEF H-est; ausm la sixiépe partle
du, parallélipipéde EHQP tdonc. la pyramxde
ABCG est égale d la pyramide. DEFH.

. :Donc les bases-des- pyramides.égales qui oni
dES bases tnanoulan €5 50Nt - 1'e01pr0quement
proportionnelles aux hauteurs de':  cési, pyra=
mides; et -les: pyramides: triangulaire$ qui ont

* dés -hases. rééiproquenient - proportionnellés;
leurs, hautewrs : sont; egales entr ellesx .ce-qu’il
fallon démoritrer, - ’f ORI f,,n EORE PR

P"R 0 PO s 1 T I 0 N ‘{

CROE A IR SO

VR F 94 LAROYY 0 R'E M E. [N AR R o
! SRLEVS N 1! Ll l. 1y “.;.’»; [ SLAEY)

Un t_:one est la troisiéme partie d’un gylmdre qm.
‘a la meme base et une hauteur égaley . .

“II [
- Qunn' céne a1tvla méme base quiun, cylmdre 5
savoir,:le cercle ABCD. (fig. 215 ) étivine! haw-
~ teur égalez je dis que ce:conevestilaigoisidme,
- partie de ce ‘c"ylindrer P o O g
»Car sile cylmdde west pasletripld dis "cﬂne il
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sera plus grand que le triple ou plus petit; sup-
posons d’abord qu’il soit plus grand que le tri-
ple. Décrivez dans le cercle ABCD le quarré
ABCD; le quarré ABCD sera plus grand que la
moité du cercle ABCD. Sur le quarré ABCD
élevez un prisme qui ait la méme hauteur que
le cylindre ; ce prisme sera plus grand que la
moitié du cylindre ; parce que si I'on circons-
crit un quarré au cercle ABCD, le quarré ins-
crit sera la moitié du quarré circonscrit; mais
les parallélipipédes , c’est-a-dire les prismes
élevés sur ces bases ont la méme hauteur:
dounc ces prismes sont entr’cux comme leurs
bases : donc le prisme élevé sur le quarré ABCD
est la moitié du prisme élevé sur le quarré cir-
conscrit au cercle ABCD; maisle cylindre est
plus petit que le prisme élevé sur le quarré cir-
conscrit an cercle ABC D : donc le prisme élevé
sur le quarré ABCD, qui a une hauteur égale &
celle du cylindre , est plus grand que la moitié
dui cylindre. Partagez les ares AB, BC, CD, DA
en deux partics égales aux points E, F, G, H,
et ' menez les droites AL, EB, BF, FC CG
GD, DH, HA; chacun des erngles AE]’ ,
BFC CGD DHA sera plus grand que le demi-
segment du cercle ot il est placé, comme nous
Pavons démoirtré plus haut ( prop. 2. 12); sur

3
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' chacun de ces triangles élevons des prismes qui
aient une hauteur égale i celle du cylindre ;
chacun de ces prismes sera plus grand que la
moitié du segment respectif du cylindre, parce
que si par les points E, F, G, H on méne des
paralléles aux droites AB, BC, CD, DA, et si
sur les droites AB, BC, CD, DA et s1 entre ces
paralléles on construit des parallélogrammes sur
lesquels on éléve des parallélipipédes qui aient
la méme hauteur que le ¢ylindre, les prismes
qui auront pour bases les triangles AEB, BFC,
CGP, DHA seront les moitiés de chacun de
ces parallélipipédes. Mais les segmens du cylin-
dre sont plus petits que ces parallélipipédes :
donc les prismes qui ont pour bases les triangles
AEB, BFC, CGD, DHA sont plus grands que les
moitiés des segmens respectifs du ¢ylindre. Par-
tageons les arcs restans en deux parties égales,
joignons leurs extrémités par des droites, sur
chacun de ces triangles élevons des prismes qui
aient Ja méme hauteur que le cylindre, et con-
tinuons de faire la méme chose jusqu’a ce qu’il
reste certains segmens du cylindre qui soient
plus petits que Pexcés du cylindre sur le triple
du céne (prop. 1. 10 ). Supposons que les seg-
mens restans du cylindre soient AE, EB, BF,
FC, CG, GD, DH, HA; il est évident que le
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prisme restant qui a pour base le .polygone
AEBF CGDH et qui a la méme hauteur que le.
cylindre sera plus grand que le triple du cone;
mais le prisme qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a la méme hauteur que
le cylindre, est triple de la pyramide qui a pour
base le polygone AEBFCGDH et qui ale
méme sommet que le cone (prop. 7. 12):
donc la pyramide qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a le méme sommet que
le céne est plus grande que le cone qui a pour
hase le cercle ABCD; mais au contraire la py=-
ramide est plus petite , car le céne comprend la
pyramide ; ce qui est impossible : donc le cylin=
dre n’est pas plus grand que le triple du céne.

Je dis & présent que le cylindre n’est pas plus
petit que le triple du céne; car s'il pouvoit arri-
ver que le cylindre fiit moindre que le triple
du céne, le cone seroit plus grand que la troi-
siéme partie du cylindre. Dans le eerele ABCD
décrivons le quarré ABCD; le quarré ABCD
sera plus grand que la moitié du cercle ABCD.
Sur le quarré ABCD élevez une pyramide qui
ait le méme sommet que le cone, cette pyra-
mide sera plus grande que la moitié du céne ;
parce que si nous circonscrivons un quarré au
eercle ABCD, le quarré ABCD sera la moitié

4 :
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du.quairé circonscrit 4 ce'cercle, ainsiquenous*
Favons démontré; et si sur ces .quiarrés nous
élevons des parallélipipédes, ¢’est=a~dire des:
prisme5; celui qui sera élevé sur-le-quarré ins-
crit dans le cerclé serala moitié du prisme élevé
sur le quarré circonscrit, car ces parallélipipédes
sont entr’enx comme leurs bases (prop. 32.11);

mais: leurs troisiémes parties sont aussi ‘entre
elles: comme leurs bases : donc la pyramide-
qui‘a‘pour base le:quarré ABCD est la moitié
deda pyramide qui a pour base le quarré cir-
conscrit au cercle. Mais Ja pyramide élevée:
sur le quarré circonscrit -au cercle -est plus
grande-que le céne, car elle le'.comprend :

donc-la pyramide qui a pour base le quarré
ABCD et qui ale méme sommet que le cone
est plus  grand -que la moitié du céne. Par-
. tagéziles arcs AB, BC, CD, DA en deux par-
ties'égales aux pomnts E ; F, G, H, et menez les.
droites AE, EB, BF, FC,CG, GD, DH, HA,

Chacun des triangles AEB, BFC, CGD, DHA
sera plus grand que la-moitié du segment res-
pectif du cercle ABCD; sur chacun des trian-
gles AEB,; BFC, CHD, DHA élevez des py-
ramides qui aient le méme sommet que le cone;

chacune de ces pyramides sera plusigrande que

la moitié du segment respectif du .eéne: Par-
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tageons les‘arcs réstans en,deux parties.égales,
etjoighons leurs extrémités par.des droites; sur
chacun dé! ces: triangles €levons une- pyramide
qui ait le: méme sommet: que le. céne et conti-
nuons de faire la méme chose; il restera enfin
certaines portions' de cone quiserpont moindres
que l'excés du cone sur la wr 01s1eme partle du
cylindre ( prop- 1. 10). Qu'on alt ces poruons
restantes du céne .et qu'elles solent celles qui
ont pour bases les segmens AE, EB, BF,
FC, CG, GD, DH, HA. La pyramide res-
tante qui a pour base le polygone AEBFCGDH
et qui a le méme sommet que le cone est plus
grande que la troisiéme partie du cylindre.
Mais la-pyramide qui a pour base le polygone

AEBFCGDH et qui a le méme: sommet que
le cbne, est la troisiéme partie du prisme qui
a pour base le polygone AEBFCGDIH ét qui
a la méme hauteur que le cylindre (pr.7.12):
donc le prisme qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a la méme hauteur que le
cylindre est plus grand que le cylindre qui a
pour base le cercle ABCD; mais le prisme est
au contraire plus petit que le cylindre , car le
cylindre comprend ce prisme ; ce qui est impos-
sible : donc le cylindre m’est pas plus petit que
le triple du:céne; mais on a. démontré. qu'il
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n’est-pas plus grand que le triple : done le cy-

lindre est le triple du céne et par conséquent

le céne est la troisiéme partie du cylindre.
Donc un céne est la troisiéme partie d’un

cylindre qui a la méme base et une hauteur

égale; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XI.
THEOREME,

Les cnes et les cylindres qui ont la méme hauteur
sont entr’'eux comme leurs bases.

Que les cones et les cylindres dont les bases
sont, les cercles ABCD, EFGH (fig. 214),
- dont les axes sont les droites KL, MV, et dont
les diamétres des bases sont les droites AC, EG
aient la méme hauteur : je dis que le cercle
ABCD sera au cerecle. EFGH comme le cone
AL est au céne EN. :

Car si cela n’est point, le cercle ABCD sera
au cercle EFGH comme le cone AL sera & un
solide quelconque plus petit ou plus grand que
le céne EN. Que le cercle ABCD soit d’abord
au cercle EFGH comme le comne AL est an
solide plus petit que le céne EN; que ce solide
soit O, et que I'excés du cone EN sur le solide
Q soit égal au solide Z, le cone EN sera égal aux
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solides O, Z. Dans le cercle EFGH décrivons le
quarré EFGH ; ce quarré sera plus grand que la
moitid de ce cercle. Surle quarré EFGH élevons
une pyramide qui ait la méme hauteur que le
cone. Cette pyramide sera plus grande que la
moitié du c¢dne ; car si nous décrivons un quarré
autour du cercle EFGH, et si sur ce quarré nous
élevons une pyramide qui ait l]a méme hauteur
que le céne, la pyramide inscrite sera la moitié
dP la pyramide circonscrite , parce que ces py-
ramides sant comme leurs bases (prop. 6. 12);
mais le cone est plus petit que la pyramide oir-
conscrite : donc la pyramide qui a pour base le
quarré EF GH et qui a le méme sommet que le
cone est plus grande que la moitié du céne. Par«
tageonsles arcs EF, FG, GH, HE en deux parties
égales aux points P,Q,R, S, et menons les
dreites HP, PE, EQ, OF, FR, RG, GS, SH;
chacun des triangles HPE , EQF, FRG, GSH
sera plus grand que la moitié du segment respec~
iif du cercle. Sur chacun des triangles HPE,
EQF, FRG, GSH élevons une pyramide qui ait
la méme hauteur que le céne; chacune de ces
pyramides sera plus grande que la moitié du seg-
ment respectif du cone. Si donc nous partageons
en deux parties dgales les arcs restans et si nous
jaignons les extrémités de ces arcs par des
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droites ,. et si sur chacun des triangles: nous
élevons des pyramides qui aient la méme hau-.
teur.que le cone, et si nous continuons de faire
la méme chose, il restera enfin certains seg-
mens du céne qui seront plus petits que le
solide Z (pr. 1. 10). Supposons que I'on ait ces
segmens €t (ue ces Segmens soient ceux qui ont
pour bases les segmens circulaires HP, PE, EQ,
QF, FR, RG, GS, SH. La pyramide restante
qui a pour base le polygone HPEQFRGSS et qui
a la méme hauteur.que le céne sera plus grande
que le solide O. Dans le cercle ABCD décrivons
un polygone DTAVBXCY qui soit semblable
au polygone HPEQFRGS et semblablement
placé, et sur le polygone DTAVBXCY élevons
une pyramide qui ait la méme hauteur que le
céne AL. Puisque le quarré de AC est au quarré
de EG comme le polygone DTAVBXCY est au
polygone HPEQFRGS (pr. 20.6, pr.1.12), et
que le quarré de AC est au quarré de EG comme
le corcle ABCD est au cercle EFGH (pr.2.12),
le cercle ABCD sera au cercle EF GH comme
le polygone DTAVBXCY ‘est au polygone
HPEQFRGS (prop. r1.5). Mais par suppo-
sition le cercle ABCD est au cdercle EFGH
comme le cone AL est au solide O, et le poly-
gone DTAVBXCY estau polygone HPEQFRGS
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comme la pyramide qui a pour base'le polygone
DTAVBXGEY et poursommet le poirt L ést ¥la
pyramide quiapour base le polygone HPEQFGS
et pour sommet le point N (prop. 6. r2’) :'donc
1é céne AL est au solide' O comme la pyramide
qui a pour base le polygone DTAVB XCY et
pour sommet-le point L. est & la pyramide qui
a pour base le polygone HPEQFRGS: €t pour
sommet le point:N : donc’en échangeant - les
plans des moyens ; le cone AL éstd la pyra-
mide qui lui.est inscrite  comme-le solide:O
est & la pyramide inscrite;dans lei edne EN:
Mais le cone AL est plus grandique-la pyra-
mide qui lui est inscrite : donc le 's'olide O est
plus gl rand que la pyramlde qul est inscrite dans
le cone EN'; mais le solide O ‘est au contrairé
plus petit que la pyramide-inscrite dans le-¢6né
EN, ce qui est une absurdité : donc le cercle
ABCD n’est point au cercle EFGH conime le
céne AL est 4 un solide quelconqueplus petit
que le céme EN. On démontrera- sembl8blexs
ment quele cercle EF‘GH | est poiiit au’ cef
cle ABCD comme le céne' EN est i unr soh&e’
quelconque plus petit-que le eéné’ AL, -«
- Je disa présent que le: certle ABCD®’ est pomt
au cercle: EF G H-comme 1e'¢6n& AL est 4 ¥n
solide quelcontme plus grind-que le-cone EN.
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Supposons que cela soit possible et que le cet=
cle ABCD soit au cercle EFGH comme le
cone AL est a un solide plus grand que le c6ne
EN et que ce solide soit 0. Mettons les con-
séquens & la place des antécédens et les antécé-
dens 4 1a place des conséquens, le cercle EFGH
sera au cercle ABCD comme le solide O est au
céne AL, Mais le solide O est au céne AL
comme le céne EN est 4 un solide quelcon-
que plus petit que le cone AL : donc le cercle
EFGH est au cercle ABCD comme le céne
‘EN est a un solide plus petit que le céne AL}
ce que nous avons démontré impossible : donc
le cercle ABCD n’est point au cercle EFGH
comme le cone AL est & un solide quelconque
plus grand que le cne EN. Mais on a démon~
iré que le cercle ABCD n’est point au cercle
EFGH comme le cone AL est 4 un solide plus.
petit que le céne EN : donc le cercle ABCD
est au cercle EFGH comme le céne AL est
au cédne EN. Mais un cone est 3 un cone comme
un cylindre est 4 un cylindre , car un cylindre
est le triple d’'un céne (prop. ro.12): done
les cercles. ABCD, EFGH sont entr’eux comme
les cylindres qui ont ces cercles pour bases et
qui ont des hauteurs:égales a celles des cénes.
~Donc les cones et les cylindres qui ont la-

\
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méme hauteur sont entr’eux comme leursbases;
ce quil falloit déniontrer. :

PROPOSITION XT1
Tnﬁonﬁmm

Les cdnes et c_ylmdres semblables sont entr’euz'
en raison triplée des diamétres de leurs bgzses .

Que les cones et les cylindres qui ont pour
bases les cercles ABCD, EFGH (fig. 215),
pour diamétres de leurs bases les droites BD,
FH et pour axes les droites. KL, MN soient
semblables entr’eux : je dis que le céne qui a
pour base le cercle ABCD et .pour sommet le
point L, est au cone qui a pour base le cercle
EFGH et pour sommet le point N en raison
triplée de BD a FH.

Car si le cone ABCDL n'est point au c6ne
EFGHN en raison trlplee du diamétre BD au
diamétre FH, le cone ABCDL sera 4 un solide
quelconque plus grand ou plus petit qu€ le
céne EFGHN en raison triplée' du diamétre
BD au diamétre. FH. Supposons d’abord que
le céne ABCDL soit & un solide O plus petit,que
le céne EFGHN en raison triplée du diamétre
AD au diamétre FH; dans le cercle EFGH
décrivons le quarré EF GH; le quarré EFGH
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serasplus petit'que la moitié du-cerele-EFGH.
Ensuite sur le quarré'EFG‘H -élevez! une pyra-
mide qul a;g, la meme hauteur que le cone;
cette pyramlde Sera plus grande que la moitié
du céne. Partagez les;ares EF,FG, GH, HE
en deux parues\egales aux points P, Q, R S,
et'menez Iés drmies EP, PF, FQ QG GR
RH, HS, SE chacun ‘dés trisngles EPF,
FQG:,- GRHEHS3E sera: plus- rgtrand quie la
moitié du segment respectif. duicercle EEG H.
Sur: chiacuir dé ces triangles’élevez des: pyra-
‘mides qui aient le méme sommet que le cone’;
chagunie de oés>pyramidgs sera plus grande. que
fa moitié dusegnieiit respectifidu cone. Si nous
partageons’ lesiares: restans en - deux parties
égales ; si fiolis joignons les.extrémités de ces
arcs par des droites et si nious €lévons sur icha-
diin:de ‘ces ‘m*mgles des pyrémldes qui-aient le
fitéme sommet 'q'ue ‘le dbne et si nous. conti-
nhions de faive- 1d ' méme chose';iil restera enfin
eerthins s segmens de cbne quiseront plus petits
giie Texcés du’ rcdine EF GHN sur le solide O
(prop. 1. 10) ‘Supposons- quie T'on -ait ces ség-
méhs, ’que"ces Segmens solent ceux/qui‘sont
8levés sur les segmiens circulaitrs EPR, PF,/FQ,
QG ;:GR,RH, HS; SE; la:pyramide restante
gui’ & pour base:le Polygone EPFQ GRHS: é1
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pour sommet le point N sera plus grande que
Ie solide O ; dans le cercle ABCD décrivez un
polygone ATBVCXDY qui soit semblable an
polygone EPFQGRHS et semblablement placé.
Sur le polygone ATBVCXDY élevez une py-
ramide qui ait le méme sommet que le cone;
que LBT soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
ATBVCXDY et dont le sommet est le point L,
que NFP soit un des triangles qui compren-~
nent la pyramide dont la base est le polygone
EPFQGRHS et dont le sommet est le point
N, et enfin menez les droites KT, MP. Puis-
que le cone ABCDL est semblable au céne
EFGHN, la droite BD sera 4 la droite FH
comme l'axe KL est & I'axe MN (déf. 24. 11);
mais BD est &8 FH comme BK est 4 FM™: done
BK est 3 FM comme KL est 3 MN : donc en
échangeant les plans des moyens, BK sera a KL
comme FM est & MN. Mais les angles BKL,
FMN sont égaux parce qu'ils sont droits,, et ces
angles égaux sont compris par des c6tés propor-
tionnels : donc le triangle BKL est semblable au
triangle FMN (prop. 6.6). De plus, puisque
la droite BK est & la droite KT comme la droite
FM est i la droite MP et que ces droites com-
prennent les angles égaux BKT, FMP, car la

' Dd
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portionr.des quatre angles, droits placés an cen
tre H que comprend I'angle BKT est la méme
portion des quatre angles droits placés au een-
tre M que comprend I'angle FMP : donc puis-
que les c6tés qui comprennent les angles égaux
BKC, FMP sont proportionnels, le triangle
BKT est semblable au triangle FMP (prop.6.6).
De plus, puisqu’'on a démontré que BK est &
KL comme FM est 3 MN, et & cause que BK
est égal A KT et FM égal 4 MP, la droite KT
sera a la droite KL comme PM est 3 MN. Mais
les cotés qui comprennent les angles droits
TKL, PMN sont proportionnels : donc le
triangle LKT est semblable au triangle NMP.
Mais a cause de la similitude des triangles
BKL, FMN la droite LB est & la droite BK
comme la droite NF est a’'la droite FM, et
A cause de la similitude des triangles BKT,
FMP la droite KB est 4 la droite BT comme
la droite MF est 4 la droite FP: donc la droite
LB est 4 la droite BT comme la droite NF est &
la droite FP (prop. 22.5). De plus, & cause
de la similitude des triangles LTK, NPM la
droite LT est a la droite TK comme la droite
NP est 4 la droite PM,, et & cause de la simi-
litude des wiangles KBT, PMF la drojte KT
est & la droite TB comme la droite MP est & la
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droite PF : donc la droite LT sera a la~droite
TB comme la droite NP est a la droite PF. Mais
on a démontré que TB est 3 BL comme PF est
AFN:doncTLestaLBcommePNestaNF:
donc les c6téds des triangles LTB, NPF sont
proportionnels : donc les triangles LTB, NPF
sont équiangles et par conséquent semblables
entr’eux (prop. 5. 6) : donc la pyramide qui a
pour base le triangle BKT et pour sommet le
point L est semblable i la pyramide qui a pour
base le triangle FMP et pour sommet le point N
(déf. g. 11); car ces deux pyramides sont com-
prises sous des plans semblables et égaux en
nombre ; mais les pyramides semblables qui ons
des bases triangulaires sont entr’elles en raison
triplée de leurs cdtés homologues (prop. 8. 12):
donc les pyramides BKTL, FMPN sont entre
elles en raison triplée des droites BK, FM. Si
nous menons des droites des ponts A, Y, D,
X, C, Vau point K et des pomnts E, S, H, R,
G, Q au point M, et si sur les triangles que ces
droites forment avec les c6iés des polygones
inscrits nous élevons des pyramides qui aient
les mémes sommets que le c6ne, nous démon-
trerons semblablement que chaque pyramide
du polygone ATBVCX DY est i chaque pyra-
mide du polygone EPFQGRHS en raison triplée

2

-5
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. ‘du obté BK:au c6té homologue FM, c’estd-dire
du diameétre BD an diamétre FH, Mais un seul
des antécédens est 3 un seul des conséquens
comme tous les antécédens sont a tous les con-
: sequens (prop. 12:5): donc la pyramide BKTL
est i la pymmxde FMPN comme la pyramide
totale qui a pour base le polygone ATBVCXDY
etpour sommet le point L est i la pyramide totale
qui a pour base le polygone EPFQGRHS et
pour somrmet le pointN : donc la pyramide quia
pourbaselepolygone ATBVXDYetpoursommet
fe point L est & la pyramide qui a pour base le
. ‘polygone EPFQGRHS en raison triplée du dia-
métre BD au diamétre F H. Mais on a supposé
que le cone qui a pour base le cercle ABCD
et pour sommet le point L est au solide O en
raison triplée de BD & FH : donc le céne qui
a pour base le cercle ABCD et pour sommet
le point L est au solide O comme la pyramide
qui a pour base e polygone ATBVCXDY et
pour sommet le point L est & la pyramide qui
a pour base le polygone EPFQGRHS et pour
sommet le pomnt N : done, en échangeant les
places des moyens ( prop. 16. 5), le céne qui
a pour base le cercle ABCD et pour sommet
le point L est & la pyramide qui a pour base le
polygone ATBVCXDY et pour sommet le
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point N comme le solide O est i la pyramide
qui a pour base le polygone EPFQGRHS et,
pour sommet le point N. Mais le cone qui a
pour base le cercle ABCD et pour sommet le,
point L est plus grand que la pyramide ins-
crite; carle cone la comprend : doncle solide O
est plus grand que la pyramide qui a pour base-
le polygone EPFQGRHS et pour sommet le
point N ; mais au contraire ce solide est plus
+ petit que cette pyramide; ce qui est impossible:,
donc le cdne qui a pour base le cercle ABCD
et pour sommet le point L n'est point & un
solide quelconque plus petit que le coéne qui
a pour base le cercle EFGH et pour sommet
le point N ‘en raison triplée de BD 4 FH.
Nous démontrerons semblablement que le céne
EFGHN n’est pomt 4 un solide quelconque
plus petit que le cone ABCDL en raison triplée
de FH 4 BD. Je dis enfin que le cone ABCDH
n’est point 4 un solide quelconque plus grand
que le cone EFGHN en raison triplée de BD
4 FH; car §'il peut arriver que le cone ABCDL,
soit & un solide O plus grand que le céne
EFGHN en raison triplée de BD & FH, en
~ mettant les conséquens. 3 la place, des anté-
cédens et les antécédens & la place aes consé-
quens, le solide O sera au cone ABCDEL

3
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“en raison triplée de FH 4 BD. Mais le solide O
est au cone ABCDL comme le cone EFGHN
est & un solide plus petit que le céne ABCDL:
donc le' cone EFGHN est & un solide quel-
conque plus petit que le céne ABCDL en rai-
son triplée de FHABD, ce qui a été démontré
impossible : donc le cone ABCDL n’est point
4 un solide quelconque plds grand que le céne
EFGHN en raison triplée.de BD & FH. Mais
on a démontré que le céne ABCDL n’est point
A un solide quelconque plus petit que le cone
EFGHN en raison triplée de BD 4 FH : done
le cone ABCDL est au céne EFGHN en
raison triplée de BD 4 F H; mais un céne est a
un autre céne comme un cylindre est 4 un
autre cylindre ; ear un cylindre qui a la méme
base qu’im cone et une hanteur égale est triple
de ce céne, puisqu’on a démontré qu’un céne
est la troisiéme partie du cylindre qui a la
méme base et une hauteur égale (prop.11.12):
donc ces cylindres semblables sont entr’eux en:
raison triplée des droites BD, FH.

Donc les cdnes et les cylindres semblables
sont entr’eux en raison triplée des diamétres des
bases ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIIL
THEORE M E. RETII RS

Si un cylmdre est coupe par un plan parallcle
aux plans opposés, Uun de ces cylmdles sera

- & Pautre cylindre comme Uaxe du premier.est
@ Vaxe du-second. ‘ R B

Que le cylindre AD (ﬁ«r 2 16) soit. coupe par
un plan GH paralléle ‘aux plans opposés AB,
CD, et que ce plan rencontre 'axe EF au point
K :je dis que le cylindré BG est au oylindre
GD comme 'axe EXK.est 4 'axe KF.: or "

Prolongez de part et d’antre Yaxe EF yefs
les points L., M, et prenez antant de droiteﬂ(jue
vous voudrez EN NL égales chacune;h: laxe
EK ; prenez aussi antant:de droites que-vous
voudrez FO, OM égales chacune a l'u;e L Kr
par les points L, N, O ,;M conduisez des[pjans
paralléles aux plansv AB, CD, ct dans’les plans
qui- passent par les points L., N, O,.M &t
autour des centres L, N.; O, M imaginez des
cercles PQ, RS, TV, XY égaux aux cercles
AB, CD; imaginez ensuite les cyhndires QR,,
RB, DT, TY. Puisque les axes LN, NE,
EK sont égaux enur’eux, les cylindres QR,
RB, BG scront entr’eux. comme leurs bases

4
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(prop. 11.12); mais les bases sont egales : done
les ‘cylindres QR, RB, BG sont dégaux entre
eux. Puisque les axes LN, NE, EK sont égaux
entr'eux, que les cylmdres QR, RB, BG sont
aussi égaux entr’ eux ‘et que le nombre ‘des
" axes LN NF EK ‘st égal au nombre des
cylmdres QR, RB,BG, l'axe KL sera mul-
tiple de I'axe EK autant de fois que le cy-
lindre: QG est multiple du cylindre GB. Par la
méme raison , 'axe MK est muliiple de. I'axe
KF:autant de fois que:le cylindre Y G est mul-
tif)le"du cylindre:\GD. Si Vaxe KL est égal
a l'axe KM ;le cylindre QG sera égal au cylin-
dne .8 Y ;osiPaxe KL est plus grand que Paxe
K,'Mv_‘t,le'cylmdre QG sera plus grand que le
cylihdre G Y, et-si I'axe KL est plus petit que
Laxe KM, le cylindre QG sera plus: petit que
1¢ cylindre GY. On a done quatré quantités,
‘Waveir;les ases EX;, KF et les cylindres BG,
GD} etiPon:a pris des"equim'ultiples de Taxe
EXK/et du cylindre BG; savoir; I'axe: K et le
cylmdre QG; on a pris aussi des.équimultiples
dé Taxe KF. et du cylindre GD, savoir, laxe .
KM et le cylindre GY; on a demontrc aussi
que si Paxe KL surpasse I'axe. KM, le cylm—
dre Q G surpassera le cylindre GY, que si I'axe
KL est égal a 'axe KM, le cylindre.QG sera
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¢gal au cylindre GY, et que sil'axe KL est plus.
petit que I'axe KM, le cylindre KM sera plus
petit que le cylindre GY : donc 'axe EK est &
Yaxe KF comme le cylindre BG est au eylindre
GD (déf. 4.5); ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XI1IV.
THEOREME.,

Les cones et les cylindres qui ont des bases égales
sont entr'eux comme leurs hauteurs.

Que les cylindres FD, EB (fig. 217 ) aient
des bases égales AB, CD : je dis que le cylin-
dre EB est au cylindre FD comme Yaxe GH
est 4 'axe KL.

‘Prolongez I'axe KL vers le point N, faites
LN égal & I'axe GH et autour de Yaxe LN ima-
ginez le cylindre C M. Puisque les cylindres
EB, CM ont la méme hauteur, ces cylindres
sont entr’eux comme leurs bases (prop. 11. 12);
mais leurs bases sont égales : donc. les cylindres
EB, CM seront égaux entr’eux. Mais puisque
le cylindre F M ‘est coupé par le plan CD pa=-
ralléle aux plans opposés, le cylindre CM sera
au cylindre F D comme I'axe LN est & I'axe KL.
Mais le cylindre CM est égal au cylindre EB et
laxe LN égal a l'axe GH : dowrc le.cylindre EB
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est au cylindre F D comme P'axe G H est i Iaxe
KL (prop. 13. 12); mais le cylindre EB est
au cylindre FD comme le céne ABG est au
céne CDK, car les cylindres sont triples des
cénes (prop. 10. 12): donc Paxe G Hest i axe
KL comme le cone ABG est au cone CDK et
comme le cylindre EB est au cylindre FD; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION X V.
THEOREM E.

Les bases des cdnes ou des cylindres égaux sont
réciproquement proportionnelles aux hauteurs
de cdnes de ces cylindres ; et lorsque les bases
des cones ou des cylindres sont réciproquement
proportionnelles aux hauteurs , les cones ou les
cylindres sont égaux entreux.

- Que les cones et les cylindres dont les bdses
sont les cercles ABCD, EFGH ( fig. 218),
dont les diamétres des bases sont les droites
AC, EG et dont les axes sont les droites KL,
MN qui sont en méme tems les hauteurs des
cénes et des cylindres soient égaux entr'eux;
achevez les cylindres AO, EP : je dis que les
bases de ces cylindres AO, EP sont récipro-
fuement. propertionielles aux hauteurs; c’est-
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a~dire que la base ABCD est & la base EFGH
comme la hanteur M N est 4 la hauteur KL.-

La hauteur KL est égale 4 la hauteur' MN
olt elle lui est inégale ; qu’elle lui soit d’abord
égale. Puisque le cylindre AO est égal aun cylin-
dre EP et que les cones ou les cylindres qui
ont Ia méme hauteur sont entr’eux comme leurs
bases (prop. 11. 12), la base ABCD sera égale
a la base EFGH : donc les bases sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs , c’est-
d-dire que ABCD est 4 EFGH comme la hau-
teur MN est & ]a hauteur K L. Supposons a pré-
sent que la hauteur KL ne soit point égale a la
hauteur MN et que la hauteur MN soit la plus
grande. De la hauteur MN retranchez la droite
QM égale 4 la droite KL et par le point Q
coupez le cylindre EP par le plan STV pa-
ralléle aux cercles opposés EFGH, RPX, et
imaginez un cylindre ES dont la base soit le
cercle EFGH et la hauteur l'axe QM. Puisque
par supposition le cylindre AO est égal au cy-
lindre EP et que ES est un autre cylindre, le
cylindre AO sera au cylindre ES comme le cy-
lindre EP ‘est au cylindre ES (prop.7.5). Mais
le cylindre AO est au cylindre ES comme la base
ABCD estalabase EFGH (prop. 11.12), car
les cylindres AO, ES ont la méme hauteur;
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maisle cylindre EP est au cyli_ndré ES comme la

hauteur MN est 4 la hauteur MQ (prop: 13. r2),

car le cylindre EP est coupé par le plan TVS
paralléle-aux plans opposés ; ‘mais la base ABCD

est 4 la base EF GH comme la hautenr MN est

a la hauteur MQ, et la hauteur MQ est égale’
‘3 la-hauteur KL : donc la base ABCD est 4 la

base EFGH comme la hauteur MN est a la

hauteur KL : donc les bases des cylindres AO, -
EP sont réciproquement proportionnelles aux
hauteurs de ces cylindres.

A present que les bases des c¢ylindres AO,
EP soient réciproquement proportionnelles anx
hauteurs de ces cylindres, c’est-a-dire que la
base ABCD soit & la base EF GH comme la
hatteur MN est 3 la hauteur KL : je dis que
le cylindre AO est égal au cylindre EP..

. Faites laméme construction. Puisque la base
ABCD est ala base EF GH comme la hauteur
MN est 4 la hauteur, KL et puisque la hauteur
KL est égale & la-hauteur MQ , 1a base ABCD
sera 4 labase EF GH comme la hauteur MN est
a la hauteur MQ; mais la base ABCD est 4 la
.base EF GH comme le cylindre AQ.est au cy—
Jindre ES (prop. 11.12), car ils ont la méme
‘:_hz,m.t,e.ur et la hauteur M N est  la hautéur MQ
comme -le cylindre EP-est -au cylindre ES
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{prop. 13. 12) : donc le cylindre AO est au
cylindre ES comme le cylindre EP est au cy-
lindre ES : donc le cylindre AO est égal au cy-
lindre EP (prop.9.5) : la démonstration sera
laméme pour les cones;.ce qu’il falloit démon-
trer.

PROPOSITION XVI.
PROBLEME.

Deuzx cercles concentriques étant donnés , décrire
dans le plus grand un polygone dont les cotés
sotent e gaux et pazrs en nombre et qul. ne tou-
che point le plus petit cercle.

Soient les deux cercles ABCD, EFGH
(fig. 219 ) ayant le méme centre K : il faut
dans le plus grand cercle ABCD décrire un
polygone dont les c6tés soient égaux et pairs
en nombre et qui ne touche point le plus petit
cercle EFGH..

Par le centre K menez la droite BD; par le
point G menez la droité AG perpendiculaire
sur BD et prolongez cette droite vers le point
C. La droite AC touchera le cercle EF GH
(prop. 16. 3).. Partagez la demi-circonférence
BAD en deux. parties égales et sa moitié en
deux parties égales, et ainsi de suite jusqu’a
ce qu'il reste un arc. plus petit que are AD
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{prop. 1. 10). Quon ait cet arc et que cet arc
soit LD; par le point L. conduisez sur BD la
perpendiculaire LM ; prolongez cette perpen—
diculaire vers le point N et menez les droites
LD, DN; la droite LD sera égale a la droite
DN ; et puisque la droite LN est paralléle 4 la
droite A C et que la droite A C touche le cercle
EFGH, la droite LN ne touchera point le cer-
cle EFGH, a plus forte raison les droites LD,
DN ne toucheront point ce méme cercle : donc
si Pon applique a la circonférence ABCD, &
la suite les unes des autres, des droites égales
& la droite LD (prop. 1.4, on décrira un
polygone dont les cdtés seront égaux et pairs
en nombre et qui ne touchera point le cercle

EFGH; ce quil falloit. faire.
PROPOSITION XVII
PROBLEME.

Deua sphéres concentriques étant données, dé-
crire dans la plus grande un polyédre qui ne
touche point la surface de la plus petite.

Imaginez deux sphéres qui aient le méme
centre A ( fig. 220) : il faut dans la plus grande
sphére décrire un polyédre quine touche point
la surface de la plus petite.
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. Faites passer.un plan quelconque par le centre
de ces sphéres, les sections seront des'cercles,
parce qu'une sphére étant engendrde par un
demi-cercle qui tourne autour de son diamétre °
immobile (déf. 14. 11), dans quelque position
que nous concevions ce demi-cercle, le plan -
prolongé de ce demi-cercle produira nécessai-
rement une circonférence de cercle sur la sur-
face de la sphére ; et.il est évident que cette
circonférence sera celle d’'un grand cercle,
parce que le diamétre deJa sphére, qui est anssi
celui du demi-cercle, est la plus grande de
toutes les droites menées dans le cercle ou
dans la sphére( prop. 15.3 ). Supposons-en
conséquence que BCDE soit un cercle de la
plus grande sphére et que FGH soit un cercle
de la plus petite ; menez leurs diamétres BD,
CE de maniére qu'ils soient perpendiculaires
I'un sur Pautre. Les deux cercles BCDE,
FGH ayant le méme centre , décrivez dans le
plus grand BCDE un polygone dont les c6tés
solent égaux et pairs en nombre et quine teuche
point le plus petit cercle FGH (prop. 16. 12);
que les c6tés de cé polygone qui sont dans le
quart de cercle BE soient BK, KL, LM, ME;
menez la droite K A que vous prolongerez vers
N; au point A et surle plan du cercle BCDE
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élevez la perpendiculaire AO qui rencontre la
. surface de la sphére au point O, et par la droite
AO et par chacune des droites BD, KN con-
duisez deux plans qui, d’aprés ce que nous
avons dit, produiront denx grands cercles dans
la surface de la sphére. Supposons qu'on ait
ces deux grands cercles et que BOD, KON
en soient les moitiés, et que BD, KN en soient
les diametres. Puisque la droite OA est perpen~
diculaire sur le plan du cercle BCDE, tous les
plans qui passeront par cette droite AO seront
perpendiculaires sur le plan du cercle BCDE
(prop. 18. 11) : donc les demi-cercles BOD,
KON sont perpendiculaires sur ce méme plan;
et puisque les demi-cerclesBED, BOD, KON
sont égaux, car leurs diamétres EC, BD, KN
sont égaux entr’eux , les quarts de leurs circon-
férences BE , BO, KO seront égaux entr’eux :
donc les quarts de cercle BO, KO contien-
. dront chacun autant de c6tés du polygone ins-
crit que le quart de cercle BE, et les c6tés
contenus dans les quarts de cercles BO, KO
seront égaux aux cétés BK, KL, LM, ME,
chacun 4 chacun. Menez les c6tés BP, PQ,
QR, RO, KS, ST, TV, VO et conduisez les
droites SP, TQ, VR, et des points P, S abais-
~ sez des perpendiculaires sur le plan du cercle
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BCDE; ces perpendiculaires tomberont dans
les communes sections BD » KN des plans
des demi-cercles BOD, KON (prop. 38. 11),
puisque ces plans sont perpendiculaires sur
le plan du cercle BCDE, par construction ;
que ces perpendiculaires tombent donc sur ces
communes sections et que ces perpendiculaires
solent PX, SY et menez la droite XY. Puis-
quon a pris les arcs égaux BP, KS dans les
~ demi-circonférences égales BOD, KON et
qu'on a mené les perpendiculaires PX, SY, la
droite P X sera égale 4 la droite SY et la droite
BX égale a la' droite KY. Mais la droite totale
BA est égale A la droite totale KA : donc la
droite restante X A est égale a la droite restante
YA: donc BX estd XA comme KY estia YA:
donc la droite XY est paralléle a la droite KB
(prop.2.6); et puisque chacune des droites
PX, SY est perpendiculaire sur le plan dua
cercle BCDE, la droite PX sera paralléle 3 la
droite SY (prop. 6. 11); mais on a démontré
que ces droites sont égales : donc les droites
YX, SP sont égales et paralleles (pr.33. 11);
et puisque la droite Y X est parallele a la droite
SP et aladroite KB, la droite SP sera paralléle
a la droite KB ( prop. 9. 11); mais ces droites

Ee
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sont jointes par les droites BP, XS : donc le
quadrilatére KBPS est dans un seul plan, car
si deux droites sont paralléles et si dans cha-
cune de ces droites on prend des points quel-
conques , les droites qui joignent ces points
sont dans le méme plan que ces paralléles
(prop. 7. 11 ). Par la méme raison I'un et
Tautre des quadrilatéres SPQT, TQRV sont
dans un seul plan; mais le triangle VRO est
aussi dans un seul plan (prop. 2. 11) : donc si
des points P, 5, Q, T, R, V on congoit des
droites menées an point A, on aura construit
entre les arcs BO, KO un certamr polyédre
composé des pyramides dont les bases seront
les quadrilatéres KBPS, SPQT, TQRV et le
triangle VRO et dont le sommet commun sera
le point A. Si sur chacun des c6tés KL, LM,
ME nous faisons la méme construction que
nous avons faites sur le c6té KB, si nous faisons
ensuite la méme chose dans les autres quarts
* de cercle et dans Yautre hémisphére , nous au-
rons inscrit dans la sphére un certain polyédre
qui sera composé des pyramides dont les bases
sont les quadrilatéres KBPS, SPQT, TQRYV et
Ie triangle VRO, et les quadrilatéres etles trian-
gles correspondans & ces quadrilatéres ct & ce
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triangle et dont le sommet comtaun sera le
point A, : -

Je dis & présent que ce polyédre ne touche
point la surface de la petite sphére danslaquelle
est le cercle FGH. Du point A menez la dvoite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatére
KBPS (prop.11.11), que cette perpendicu-
laire rencontre ce plan au point Z et menez les
droites BZ, ZK.. Puisque AZ est perpendicu=
kaire sur le plan du quadrilatére KBPS, elle
sera perpendiculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent et qui sont dems ce plan (déf. 3. 11):
donc AZ est perpendiculaire sur 'une et I'autre
des droites BZ, ZK ; mais puisque AB est égal
4 AK, le quarré de AB sera égal au quarré de
AK; mais les quarrés des droites AZ , ZB sont
égaux au quarré de AB (prop. 47.1), car angle
en Z est droit par construction, et les quarrés
de AZ, ZK sont égaux au quarré de AK : donc
les quarrés des droites AZ, ZB sont égaux aux.
quarrés des droites AZ, ZK. Retranchant le
quarré de AZ qui est commun, le quarré de BZ
sera égal au quarré de ZK : done la droite BZ
est égale & la droite ZK. On démontrera sem~
blablement que les droites menées du point Z
aux points P, S sont égales chacune 4 'une et
4 Pautre des droites BZ, ZK : donc le cercle

2
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décrit du centre Z et ayec un intervalle égal 4
une des droites ZB, ZK passera aussi par les
points P, § : donc le quadrilatére KBPS sera
inscrit dans un cercle ; et puisque la droite KB
est plus grande que la droite’ ¥ X' et que la
droite YX est égale A la droite SP, la droite
KB sera plus grande:que la droite SP. Mais la
droite KB est égale A l'une et & Tlautre des
droites KS, BP : donc I'une et 'autre des droites
KS, BP sont plus grandes que la droite SP.
Puisque le quadrilatére KBPS est déerit dans
un cercle et que les droites KB, BP, K8 sont
égales , que la droite PS est plus petite et que
la droite BZ est menéé.du centre du cercle, le
~ ¢uarré de KB sera plus grand que le double du
quarré de BZ'. Du point K menez la-droite KA’
perpendiculaire sur' BD. Puisque la droite BD
est, p]us petite que le double de DA’ et que DB
est & DA’ comme le rectangle compns sous DB,

BA’ est au rectangle compris sous DA/, A'B
{prop. i.6) , 81 Pon déerit un quarré sur. BA’/
ct:si sur A'D on compléte le parallélogramme
compris sousA'D, A’B, le rectangle compris sous
DB, BA' sera plus petit que le double de celui qui
est compris sous DA’, A’B. Menez la droite
KD, Le parallélogramme compris sous DB, BA’
sera 6gal au_quarré de KB (prop: 8.6),.et le
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paralﬁldgramme' compris sous DA, A'B ¢égal
au qoarré de KA’ : donc le quarré de KB est
plus pétit que le double du quarré de KA';
mais le” quarré de KB est plus grand que le
double du quarré de BZ : donc Ie quarré de
KA est plus grand que le.quarré de BZ ; ct puis-
que BA est égal & KA, le quarré de BA sera
égal au’ quarré de KA Mais les quarrés des
droites BZ, Z A sont égaux au quarré de la
droite BA ("prop. 47. 1), et les quarrés des
droites KA/, A’ A’égaux au quarré de la droite
KA : dong les quarrés des droites BZ, Z A sont
égaux aux quarrés des droites KA’, A’A ; mais
le quarré de KA’ est plus grand que le quarré
de BZ : donc le quarré de A’A est plus petit .
que le quairé de ZA : donc la droite AZ est
plus gi‘andé que la droite A A’ : donc la droite
AZ est i plus forte raison plus grande que la
droite AG ; mais la droite AZ est une perpendi-
culaire sur une des bases du polyédre et la droite
AG est un rayon de la plus petite spheére : donc
ce polyédre ne touche point la surface de la
plus petite sphére.

e

AUTREMENT

Nous allons demontrer autrement et d’une
wmaniére plus prompte que la droite AZ est plus -
3
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grande que la droite AG. Du point G conduisea
une perpendiculaire GL sur AG et menez AL.
Puisque si 'on partage en deux parties égales
Yarc EB et la moitié de cet arc en deux parties
¢égales et ainsi de suite, il restera enfin un cer-
tain arc plus petit que celui de la circonfé-
rence du cercle BCD qui est soutendu par une
droite égale 4 la droite GL (prop- 1.10). Qu'on
ait cet arc ct que cet arc soit KB, la droite KB
est plus petite que la droite GL; mais puisque
Ye quadrilatére BKSP est inscrit dans un cercle
et que les droites PB, BK, K§S sont égales et
que la droite PS est plus petite que chacune de
ces droites, I'angle BZXK sera obtus : donc Ja
droite BK sera plus grande que la droite BZ;
mais la droite GL est plus grande que BK par
construction : done 4 plus forte raison la droite
GL sera plus grande que la droite BZ et par con~
séquent le quarré de GL sera plus grand que le
quarré de BZ ; mais puisque la droite AL est égale
aladroite AB,le quarré de AL sera égal au quarré
~de AB; mais les quatrés des droites AG, GL sont
égaux au quarré de la droite AL et les quarrés
des droites BZ, ZA sont égaux aux quarrés de
la droite AB : donc les quarrés des droites AG,
GL sont égaux aux quarrés des droites BZ, ZA ;
wais le quarré de BZ est plus petit que le quarré
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de GL : donc le quarré de ZA est plus grand
que le quarré de AG : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AG.

Donc, deux sphéres concentriques ayant été
données, on a décrit dans la plus grande un po-
lyédre qui ne touche pas la surface de la plus
petite; ce qu'il falloit faire.

COROLLATIRE.

Sil'on décritdansune autre sphéreun polyédre
semblable a celui qui est décrit dans la sphére
BCDE, le polyédre décrit dans Ia sphére BCDE
sera au polyédre qui est décrit dans une autre
sphére en raison triplée du diamétre de la
sphére BCDE au diamétre de l'autre sphére;
car ayant divisé ces polyédres en pyramides
¢gales en nombre et dans le méme ordre, on
aura des pyramides semblables. Mais les pyra-
mides semblables sont en raison triplée des
cStés homologues ( cor. 8. 12) : donc la pyra-
mide qui a pour base le quadrilatére KBPS et
pour sommet le point A sera 4 la pyramide cor-
respondante de I'autre sphére en raison triplée
d'un c6té de la premiére au c6té homologue de
la seconde, c’est-a-dire en raison triplée du
rayon AB de la sphére qui a pour centre le
pomnt A an rayon de I'auire sphére. Semblable-

4
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ment chacune des pyramides comprises dans
la spheére qui a pour centre le point A sera &
chacune des pyramides du méme ordre com-
prise dans l'autre sphére en raison triplée du
rayon AB au rayon de P'autre sphére. Mais un
des antécédens est a un des conséquens comme
tous les antécé:lens sont a tous les conséquens
(prop. 12.5) : donc le polyédre total compris
dans la sphére qui a pour centre le point A est
au polyédre total compris dans l'autre sphére
en raison triplée du rayon AB au rayon de
Pautre spheére , ¢’est-a-dire en raison triplée du
diamétre AB au diamétre de P'autre sphére ; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XVIIIL
THEOREME.

Les sphéres sont entr'elles en raisons triplées

de leurs diameétres.

Imaginez les sphéres ABC, DEF (fig. 221)
dont les diamétres sont les droites BC, ET : je
dis que la sphére ABC est & la sphére DEF en
raison triplée du diamétre BC au diamétre E T,

Car si cela n'est point, la sphére ABC sera
. & une sphére plus petite ou 3 une sphére plus
grande que la sphére DEF en raison triplée de
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BC 4 EF. Supposons d’abord que la sphére ABC
soit 4 une sphére plus petite, savoir i la sphére
GHK en raison triplée de BC & EF. Imagincz
la sphére DEF placée autour du méme cen-
tre que la sphére GHK; décrivez dans la plus
grande sphere DEF un polyédre qui ne tou-
cue point la surface de Ia plus petite sphére
GHXK (prop. 17.12), et dans la sphére ABC
déerivez un polyédre semblable & celui qui est
décrit_dans la sphére DEF; le polyédre ins-
crit dans la sphére ABC sera au polyédre nscrit
dans la sphére DEF en raison triplée de BC a
EF (cor.17.12); mais, par supposition, la
sphére ABC est & la sphére GHK en raison .
riplée de BC 4 EF : done la sphére ABC est
la sphére GHK comme le polyédre inscrit dans
la sphére ABC est au polyédre inserit dans la
sphére DEF (prop. 11.5) : donc en échan-
. geant les places des moyens la sphére ABC sera
au polyédre inscrit dans ceite sphére comme
la sphére GHK est au polyédre inscrit dans Ia
sphele DEF; mais la sphcre ABC est plus
0r'mde que le polyédr e qui lu est mserit : done
la sphére GHK est plus grande que le polyé-
dre 1nscrit dans la sphére DET; mais au con-
traire il est plus petit, cav il est inscrit dans
cette sphére, ce qui est impossible : donc Ia
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- sphére ABC n'est point 4 une sphére plus petite
que Ja sphére DEF en raison triplée de BC 3
EF. Nous démontrerons semblablement que la
- sphére DEF n’est point & une sphére plus
petite que la sphére ABC en raison triplée de
EF 4 BC. Je dis de plus que la sphére ABC
n’est point & une sphére plus grande que la
sphére DEF en raison triplée de BCa EF; car
si cela peut se faire , supposons que la sphére
ABC soit 4 une sphére plus grande que la sphére
DEF, savoir a la sphére LMN en raison triplée
dé BCAEF; en meitant les conséquens a la
placé des antécédens et les antécédens & la
place des conséquens, la sphére LMN sera &
la sphére ABC en raison triplée du diamétre
EF au diamétre BC. Mais la sphére LMN est
4 la sphére ABC comme la sphére DEF est &
.une sphére plus petite que la sphére ABC, ainsi
que cela a été démontré, puisque la sphére LMN
est plus grande que-la sphére DEF : donc la
sphére DEF est & une sphére plus petite que
la sphére ABC en raison triplée de EF 4 BC;
ce qui a été démontré impossible : donc la
sphére ABC n'est point 4 une sphére plus
grande que la sphére DEF en raison triplée
de BC 4 EF; mais nous avons démontré que
la sphére ABC n’est point 3 une sphére plus
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petite que la sphére DEF en raison triplée de . -
AB 4 EF : donc la sphére ABC est 4 la sphére
DEF en raison triplée de AB & EF; ce qu'il
falloit démontrer.

FIN PU DOVZIEME ET DERNIER LIYRE.
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SUPPLEMENT

A LA GEOMETRIE D’EUCLIDE.

DEFINITIONS.

1. U cercle est une surface plane comprise
dans une seule ligne qu'on appelle circonfé-
rence et qui est telle que toutes les droites
mendes & cette ligne d'un des points qui sont
placés dans la figure sont égales entr’elles.

2. Ce point s'appelle le centre du cercle.

3. Un diamétre est une droite menée par le
centre et terminée des deux c6iés par la circon-
férence du cercle.

4. Un rayon est une droite menée du centre
ala circonférence.

5. Une corde est une droite menée d'un
point de la circonférence i un autre pomt sans
passer par le centre.

6. Un arc est une portion de la circonfé~.
rence.

7. Un secteur est une figure comprise entre
deux rayons qui font un angle et la circonfé-~
rence du cercle.
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8. Un ségment de cercle est une figure domn-
prise entre une corde et la circonférence du
cercle.

. 9..Les secteurs et les segmens circulaires
sont semblables lorsque les rayons qui com-
prennent leurs arcs sont égaux.

10. Un cylmdre est un sohde contenu sous
deux cercles égaux et paralléles et sous la sur-
face décrite par une droite qui se meut sur les
circonférences de ces cercles parallélement &
la droite menée par les centres de ces mémes
cercles, jusqu’a ce qu’elle soit revenue au
méme endroit d’'on elle étoit partie.

11. Les deux cercles égaux et paralléles
s'appellent les bases du cyhndre. ,

- 12, La surface décrite par cette droite s’ap-
pelle la surface convexe du cylindre.

13. La droite menée par les centres des deux
bdses s’appelle Paxe du cylindre.

14. Lorsque P'axe est perpendiculaire sur les
bases,, on.dit que le cylindre est droit; on dit
qu'll est oblique lorsque I'axe n’est point per-
pendiculaire sur les bases.

15. On peut définir le cylindre droit en d1-
sant, que le cylindre droit est un solide com-
pris sous la surface décrite par trois c6tés d’'un
parallélogramme rectangle tournant autour de
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son quatriéme c6té qui reste immobile jusqu’a
ce que ce rectangle soit revenu au méine en=-
droit d’ol1 il étoit parti.

16. Un cdne est un solide contenu sous un
cercle et sous la surface décrite par une droite
qui se meut sur la circonférence de ce cercle
en tournant autour d’'un pomt immobile placé
au-dessus de ce méme cercle, jusqu’d ce-que
cette droite soit revenue au méme endroxt d’our-
elle étoit partie. ‘

17. Cé cercle s’appelle la base du céne.

18. La surface décrite par la droite qui tourne
autour d’'un point immohile et sur la circonfé«
rence de la base s’appelle la surface convexe du
cbne. :

19. Lie point immobile s appelle le sommet
du céne, :

20. La droite menée du sommietsur le centre
. de sa base s’appelle I'axe ducéne.

21. Lorsque I'axe est perperidiculaire sur la
base, on dit que le céne est droit; on dit qu'il
est obhque lorsque I'axe n’est point perpendi=
culaire sur la base. S

22. On peut définir le céne droit en disant
que le cone droit est un'solide contenu sous la
surface décrite par deux c6tés d'un triangle
rectangle tournant- autour d’un des cotés de

Ff
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Pangle droit qui‘reste immobile jusqu’a-ce que
ce triangle soit revenu au méme cndroit d'elr’il
étoit parti. .

23, Les cylindres droits et les cones. droxts
_sgm;_semb]ables lorsque leurs axes et les dia-
meires de leurs bases sont proportionnels ;. les
:cylindres obliques et les - cénes obliques sont
semblables lorsque leurs axes et les diamétres
de leurs hgses. sont.proportiennels et giie leurs
axes sont également inclinés sur les: bases.

24. Uneg sphére ést un solide contenu sous
la surface -déetiteé par P'arc d'un demi-cercle
tournant dutour de son. diamétre immobile
jusqu’é ce quece demi-cercle soit revenu au
méme endroit d’out il étoit paru.

. .28, L'axe de la sphére est cette droite immo-
bile autour de laquelle tourne le demi-cercle.,

26. Les-extrémités de I'axe s appellem; les
péles de la sphére,. . '

. 27. Le centre:de-la ﬁphél‘e est le méme que
celul du demi-gércle. .- : S
.28, La surface deortte par la- derm-urcon-
férence est la surface de la sphére. :
- .20, On appelle zéne la surface déerite par
un arc qui est plus petit que la demi-circonfé-
rence et dont une des extrémités n’est pmnt
un des poles de 1a sphere. o

-
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30. Un secteur sphérique est un solide con-
tenu sous la surface décrite par I'arc et par un
des rayons d’un secteur circulaire tournant au-
tour de son autre rayon ]usqu a ce que ce sec-
teur circulaire soit revenu au méme endroit
d'ou il étoit parti.

31. Un segment sphérique est un solide con-
tenu sous la surface décrite par le demi-arc et
par la demi-corde d’'un segment circulaire tour-
nant autour d’un rayon perpendiculaire sur la
corde de cet arc jusqu'a ce que ce demi-seg-
ment circulaire soit revenu au méme endroit
d’ou il étoit parti.

32. On appelle calotte de sphere la surface
décrite par le demi-arc du secteur circulaire.

53. La hauteur d'un segment spherlque est
la partie du rayon immobile qui est comprise

entre I'arc et la corde du secteur circulaire.

34. Les secteurs et les segmens sphériques
sont semblables ]orsque les secteurs et les seg-
mens circulaires qui les ont engendreq sont

semblables.
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PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME,

Si un polygone est inscrit dans un cercle, il est
évident que le contour du polygone inscrit est
plus petit que la circonférence du cercle.

Car chaque c6té du polygone inscrit est plus
petit que I'arc qu’il soutend.
Archiméde, de la sphére et du cylindre
(prop. 1, liv. 1),
PROPOSITION 11
"THEOREME.

S7 un polygone est circonscrit & un cercle, le cone
tour de ce polygone est plus grand que la cir-
conférence de ce cercle.

Soit ABCDE (fig. 222) un polygone circons-
crit au cercle RSTVX : je dis que le contour
du polygone ABCDE est plus grand que la
circonférence du cercle RSTVX.

Car puisque les deux droites XA, AR com-
prennent Parc XR et qu'elles ont les mémes
extrémités X, R que cet arc, les deux droites
XA, AR sont plus grandes que P'arc XR. Pareil-
lement les deux droites RB, BS sont plus grandes
quel'arcRS. Les deux droites SC, CT sont aussi
plus grandes que Parc ST; les deux droites
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TD, DV plus grandes que Varc TV, et enfin
les deux droites VE, EX plus grandes que
Par¢ VX : donc le contour total du polygone
circonscrit est plus grand que la circonférende
enuere (1); ce qu'il falloit démontrer.

Archiméde, de la sphére et du cylindre
(prop. 2, liv. 1),

(1) 11 est évident que le contour du polygone ins-
crit dans un cercle est plus petit que la circonférence
de ce cercle ; mais il n’est pas également évident que le
contour du polygone circonscrit & un cercle soit plus
grand que la circonférence de ce cercle; et tous les
efforts que I'on feroit pour démonirer celte proposi-
tion, qui est cependant incontestable, se réduiroient
& démontrer qu’un polygone circonscrit est toujours
plus grand qu’un polygone inscrit. Pour démontrer
cette proposition , Archiméde pose en principe quwe
deux droites qui comprennent un arc et qui ont les
mémes extrémités que cet arc sont plus grandes que
cet arc; si Archimeéde n’a pas démontré ce principe,
qui n’est point évident par lni-méme , c’est par’ce qu’il
est impossible de le démontrer d’une maniére satisfai-
sante. Cest sans doute & cause du défaut de 1 ‘évidence
de cette proposition et & cause de I'impossibilité de la
@démontrer rigoureusement, qu’Euclide n’a point fait
usage de celle proposition, sans laquelle il lui a é1é
impossible de démontrer plusienrs théorémes impor~
tans concernant le cercle, le cylindre, le cone et la
sphére,

3
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' PROPOSITION 111
TnﬁOREME

Si deux gercles’sont, cor_zceﬁtriques et st les cdtés
d’un polygone régulier inscrit dans le plus grand
cercle netouchent point la circonférence du plus

. petit, le contour de ce polygone est plus grand
que la circonférence du plus petit cercle,

Soient FGHIK, LMNP Q (fig.222) deux
cercles concentriques et LMNPQ un polygone
régulier mscrit dans le plus grand, de maniére
que les cotés de ce polygone ne touchent poing
la eirconférence du plus petit cercle : je'dis que
1¢ contour du polgone LMNPQ est plus grand
qiie la circonférence FGHIK.

Du centre © menez sur les ¢61és du poly-
gone LUNPQ les perpendlculalres OR/, 09/,
OT', 0V, OX/, et par les points ou ces perpen-
diculaires rencontrent la circonférence FGHIK
menez les tangentes AB, BC, CD, DE, EA;
ces tanoentes ser ont les cotéa d’vn po]ygone
reguher circonscrit au cercle FGHIK.

Puisque dans les tr 1angles semblables LOM,
AOB le ¢6té' OL est plus grand que le coté
OA, le c6té LM sera plus grand que le céié
AB. On démontrera de la méme maniére que
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Ies autres c6tés du.polygone LMNPQ sont
plus grands que les cbtés; correspondans duipo=
lygone ABCDE : donc le. contour du pdlygane
LMNPQ est plus grand que le contour du:po=
lygone ABCDE:; mais le dontour du polygone
ABCDE est plus grand que la circonférence
FGHIK : donc a plus-forte raison le contour
du polygone LMNPQ est plus grand que la
circonférénce F GHIK.

Done 'si- deux .cercles ‘sqnt concentrigues
et si les c6tés d'un ‘polygone régulier inscrit
dans le:plusigrand cercle ne touchent ‘point
la circonférence du .plus petit ,le contour de
ce polygone sera plus .grand qile la eirconifé-
rence du plus peut cercle ;. ce qu 11 fallon dé=
montrer. . - b :

1

vy om

P R“bPOSIT"ION Iv. |
| PnoanzME

Deux cercles étant concentnques » znscnre dans
le plus gmnd un polygone régulier dun nombw

pazr de cdtés quz ne touche point la circonfé-
rence du plus petit.

Sment les deux cercles concentriques ABCD,
EFGH (fig.223) : il faut dans le plus grand
eercle ABCD inscrire un polygone régulier

4
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d'un riombre pair de ¢btés: quine touche pomt

le plus petit cercle EFGH.

- Par 'le centre: K conduisez la droite BD, ct
par;le point G menez la droité AG perpendicu~
laire sur la droite BD et prolongez cette droite
vers.l¢ pont C. La droite AC touchera le cer-
cle EFGH. Partagez la demi-circonférence BAD
eh deux parties égales:et sa moitié en deux
parties égales, et ainsi de suite jusqu’a ce qu'id
reste un arc plus petit que 'arc AD: Qu’on ait
cet arc et que cet arc soit:LD; du pomt L con-~
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM;
prolongez cette perpendiculaire vers le point N
et menez les droites: 1D, DN ; la.droite: LD
sera egale 4 la droite DN; et puisque la droite
LN est paralléle a la droite AC et que la-droite
AC touche le cercle EFGH, la droite LN ne
touchera point le cercle EFGH; et & plus forte
raison les droites LD, DN ne toucheront point
ce méme cercle EFGH donc si Pon applique
sur la cu'conference ABED, iIa suite Ies unes.
des ‘autres , des droites égales a la droite LD,
on 'déerira un polygoné régulier d'un nombre
pair de c6tés qui ne touchera point le cercle

- EFGH; ce qu’il falloit faire..
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PROPOSITION V,
PROBLEME,

Beux secteurs circulaires semblables et concen-
trigues étant donnés , inscrire dans le plus grand
une portion de polygone régulier qui ne touche
point Uarc du plus petit.

Soient les deux secteurs semblables et con-
centriques IKD, HKG (fig. 223) : il faut ins~
crire dans le plus grand une portion de polygone
régulier qui ne touche point I'arc du plus petit.

Par le centre K conduisez la droite BD et
par le point G-menez la droite AC perpendi~
culaire sur la droite' BD; partagez I'arc ID en
deux parties égales et sa moitié en deux parties
égales , et ainsi de suite jusqu’a ce quil reste
un arc plus petit que Parc AD. Qu’on ait cet
arc, et que cet arc soit LD; du.point L con-
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM,
prolongez cette perpendiculaire vers le point
N et menez les droites LD, DN ; la droite LD
sera égale a la droite DN ; et puisque la droite
LN est paralléle 4 la droite AG et,que la droite
A C touche le cerele EFGH, la droite LN ne
touchera point le cercle EF GH; et a plus forte
raison les droites LD, DN ne toucheront point
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le méme cercle EFGH : donc si Pon applique

sur Yarc 1D, A la suite les uns des autres des
- droites égales & la droite LD, on décrira une

portion de polygone régulier qui ne touchera
point Pare HG ; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION V L
PROBLEME.

Deiix cercles étant coneentriques ,- circonscrire aw
plus petit un polygone régulier dont les cotés
soient en nombre pair et ne rencontrent point
la circonférence du plus grand.

Soientlesdeunx cercles concentriques LMNPQ,
FGHIK (fig. 222): il faut au plus petit cercle
FGHIK circonscrire un polygone régulier dont
les c6tés soient pairs en nombre et ne rencon-
trent point la circonférence du plus grand cer-
cle LMNPQ.

Dans le grand cercle LM NP Q inscrivez un
polygone régulier dont les c6tés soient pairs en
nombre et ne touchent point la' circonférence
du plus petit eercle. Circonscrivez ensuite aw
plus petit cercle un polygone semblable au po-
lygone inserit, 1l.est évident que le polygone
circonscrit au plus petit cercle sera un poly-
gon¢ régulier dont les c6tés: seront pairs ‘em
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nombre et ne rencontreront point la circonfé-
rence du plus grand cerele j ce qu'il falloit faire.

PB.OPOSITION VIIL
'pnonnnmn.

Deux secteurs circulaires , semblables et concen-
triques étant donnés , circonscrire au plus petit
une portion de po{ygoma regulzel dont les cotés
ne rencontrent poznt l’mc du plus grand

Soient les deux. secteurs circulaires sembla-
bles et concentriques IKD, HKG (fig. 223 ) :
il faut circonscrire au plus petit une portion de
polygone régulier dont les c6tés ne rencon~
trent point l'arc du plus grand.

Dans le .plus grand secteur inserivez une
portion de polygone régulier dont les c6tés ne
touchent point Pare du plus petit secteur. Cir-
conscrivez ensuite 4 'arc du.plus petit secteur
une portion de polygone semblable & la portion
du polygone régulier inscrit dans le plus grand
secteur.

Il est évident que la porti'on de polygone
circonscrite au plus petit secteur sera une por-
tion de polygone régulier dontles c6tés ne ren-
contreront point larc du plus .grand secteur ;
ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION VIIL
THEOREME.

Les circonférences de cercles sont entrelles
comme leurs diamétres.

Soient les deux cercles ABCD, EFGH
(fig. 224) : je dis que le diaméire BD est au
diamétre FH comme la circonférence ABCD
est 4 Ia circonférence EF G H.

Car si cela n’est point, le diamétre BD sera
au diamétre F H comme la circonférence ABCD
est & une circonférence plus petite ou i une
circonférence plus grande que la circonférence
EFGH. Supposons d’abord, si cela est possi-
ble, que le diamétre BD soit au diamétre FH
comme la circonférence ABCD est & une cir-
conférence plus petite , savoir, a la circonfé-
rence concentrique RSTV. Inscrivons dans le
cercle EFGHun polygone régulier EIFKGLHM
dont les c6tés soient pairs en nombre et ne
touchent point la circonférence RSTV; ins-
crivons ensuite dans le cercle ABCD un poly-
gone ,semblable ANBOCPDQ, le diamétre
BD sera au diamétre FH comme le polygone
ANBOCPDQ est au polygone EIFKGLHM ;
mais par supposition le diamétre BD est au dia-
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meétre FH comme la circonférence ABCD est &
la circonférence RSTV : donc la circonférence
ABCD est a la circonférence RSTV comme
le polygone ANBOCPDQ est au polygone
EIFKGLHM : donc, en échangeant les places
des moyens, la circonférence ABCD sera au po-
lygone ANBOCPDQ comme le cercle RSTV
est au polygone EIF KGLHM; mais la circon-
férence ABCD est plus grande que le contour
du polygone ANBOCPDQ qui lui est inscrit :
donc la circonférence RSTYV est plus grande
que le contour du polygone EIFKGLHM ; mais
au contraire la circonférence RSTV est plus
petite que le contour du polygone EIFKGLHM ;5
ce qui est impossible : donc le diaméire BD
n’est point au diamétre FH comme la circon-
férence ABCD est & une circonférence plus
petite que la circonférence EF GH.

Je dis & présent que le diamétre BB n’est
point au diamétre FH comme la circonférence
ABCD est 4 une circonférence plus grande que
la circonférence EF GH. Car supposons que le
diamétre BD soit au diamétre FH comme la
circonférence ABCD est & une circonférence
plus grande que la circonférence EFGH, savoir,

- la circonférence concentrique R'S'T'V’. Cir=
conscrivons au cercle EFGH un polygone
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régulier dont les-c6tés soient pairs en nombre et
'ne rencontrent point la circonférence R’S'T' V",
Circonscrivons au cercle ABCD un polygone
semblable. Le diamétre BD est au diamétre FH
comme'le contour du polygone circonscrit au
cercle ABGD est au contour ‘du polygone cir-
conscrit au cercle EFGH; mais par supposi-
tion le diamétre BD est au diamétre EH comme
la circonférence ABCD est 3 la circonférence
R'S'T'V’ : donc la circonférence ABCD est a
la circonférence R'S'T'V' comme le contour
du polygone circonscrit au cercle ABCD est
au contonr du polygone circonscrit au cercle
EFGH : donc en échangeant les places des
moyens , la circonférence ABCD est au con-
tour du polygone qui lui est circonscrit comme
la circonférence R'S'T'V’ est au contour du
polygone circonscrit au cercle EFGH; mais la
circonférence ABCD est plus petite que le
contour du polygone qui lui est circonscrit:
donc la circonférence R'S'T'V’ est plus petite
qque le contour du polygone circonscrit aa cer-
cle EFGH; mais cette circonférence est au
contraire plus grande; ce qui est impossible :
donc le diamétre BD n’est point au diamétre FH
comme la circonférence ABCD est & une cir-
conférence plus grande que la circonférence
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EFGH; mais on a démontré que le diamétre
AD n’est point au diamétre FH comme la cir-
conférence ABCD est A une circonférence plus
petite quela circonférence EFGH : donc:le
diamétre AB est an diaméwre FH comme la
circonférence ABCD est 4 la circonférence
EFGH. |

Donc les circonférences de cercles sont entre
elles comme leurs diamétres; ce qu'il falloit dé-
montrer.

COROLLAIRE.

Puisque les circonférences de cercles sont
entr’elles comme leurs diamétres, et que par
conséquent les diamétres des cercles sont entre
eux comme leurs circonférences, il est évident
que si Pon connoissoit le diaméire d'un cer-
cle et sa circonférence , on trouveroit la cir~
conférence de tout autre cercle dont le dia~
métre seroit connu , en faisant la proportion
suivante : Le diamétre du cercle dont on con-
noit la circonférence est a la circonférence de
ce cercle comme le diamétre du cercle dont
on ne connoit pas la circonférence est 2 la cir-
conférence de ce cercle. $ilon vouloit trouver
le diamétre d'un: cercle dont on' connoitroit
la circonférence , oh feroit la proportion sui-
vante : La circonférence du cercle dont on
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connoit le diamétre est au diamétre de ce cercle
comme la circonférence connue du cercle dont
on ne connoit pas le diamétre est au diamétre
de ce cercle, Mais il est impossible de trouver
exactement la longueur de la circonférence d’'un
cercle dont le diamétre est connu ; et il est éga-
lement impossible de trouver exactement le
diamétre d’un cercle lorsque la longueur de sa
circonférence est donnée.

PROPOSITION'IX.
THEOREME.

Unr cercle étant donné, on peut lui circonscrire
un polygone régulier et lui inscrire un polygone
semblable, de maniére que la différence des
contours de ces deux polygones soit plus petite
gu'une droite donnée quelque petite qu’elle soit.

Soit ABCDEF (fig.225) le cercle donné et N
Ia droite donnée : je dis qu’on peut circonscrire
4 ce cercle un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de maniére que la diffé-
rence des contours de ces deux polygones soit
plus petite que la droite donnée N.

Circonscrivons au cercle. ABCDEF un po-
lygone régulier A'B’C'D'E'F! et inscrivons-lui
un polygone semblable, de maniére que leurs
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¢6tés soient paralléles, et du centre O menons
Ia droite OG’ perpendiculaire sur le c6té A'B’
du polygone circonscrit; cette droite sera aussi
perpendiculaire sur le c6té AB du polygone
inscrit , & cause que les cotés de ces deux poly-
gones sont paralléles. Puisque les contours des
polygones réguliers et semblables sont entr’eux.
comme les perpendiculaires menées de leurs
centres sur leurs cé6tés, le contour du poly ;
gone ABCDEF sera au contour du polygone
A'B'C'D'E'F’ comme la droite OG est 4 la
droite OG'. Si nous circonscrivons au cercle
ABCDEF un polygone régulier dont le nom--
bre des c6iés soit double, et si nous lui insa«
crivons un polygone semblable, si nous con-
tinuons de faire toujours la méme chose, et si
nous appelons P’ le contour d’un des polygones
circonscrits et P le contour du polygone ins-
crit qui lui est semblable; si nous appelons R’
la perpendiculaire menée du centre sur un des
¢6tés du polygone circonscrit et R la perpen-
diculaire menée du centre sur un des cé6tés du
polygone inscrit , nous aurons la proportion
suivante :
‘ PP:PuR:R
ou hien

PP—P:P::R—R:R.

Gg
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Cette derniere proposmon donnera I'équation
suivante :

P X (R’—R)

PeP=
R

Mais pulsque la quantité R’—R qui est la diffé-
vence de la perpendiculaire menée du centre
sur un c6té des polygones circonscrits et de la
perpendiculaire menée de ce méme centre sur
un c6té du polygone inscrit qui lui &st sembla-
ble diminue toujours & mesure que le nombre
des c61és des polygones circonscrits et inscrits
augmente, il est évident qu’en continuant de
circonscrire au cercle ABCDEF des polygones
réguliers dont le nombre des c6iés soit toujours
double et de lui inscrire des polygones sembla-
bles, il arrivera nécessairement que la quan-

., P . .
uté 7 % (R’ —R) deviendra plus petite que

la quantité N et par conséquent que la quantité
P'—P, c'est-i-dire que la différence des con-
tours d’un polygone régulier circonscrit et d'un
polygone scmblable inscrit.

Donc un cercle étant donné, on peut lui cir-
conscrire un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable, de maniére que la diffé-
rence des contours de ces polygones soit plus
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petite qu'une droite donnée N, quelque petite
qwelle soit; ce qu'il falloit démontrer.

COROLLAIRE.

' Puisqu’im 'c'ercle étant donné , on peut lui
circonscrire un poly one régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de maniére que la diffé-
rence des contours de ces deux polygones soit
plus petite qu’une droite donnée N, quelque
petite qu’elle soit; et puisque le contonr d’'un
polygone circonscrit est toujours plus grand
que la circonférence, et que le contour d'un
polygone inscrit est toujours plus petit que
cette méme circonférence, il est évident qu'on
peut, & plus forte raison, circonscrire i un
ccrcle ou lui inscrire un polygone régulier de
manicre que la différence du contour du poly-
gone . circonscrit ou du polygone inscrit et de
la circonférence de ce cercle soit plus petite
qu'une droite donnée N, quelque petite gu’elle
sont.
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PROPOSITION X.
vpn‘ol.-n_z.i;mn.

Trouver la circonférence approchée d'un cercle
dont on connoit le diamétre. ’

\

~ Soit ABCDEF (fig. 225) un cercle dont on
connoit le diamétre AD : il faut trouver la cir~
¢onférence approchée de ce cercle.

- Inserivons dans le ecercle ABCDEF un exa-
gone régulier et circonscrivons-lui un polygone
semblable , de maniére que les codtés de ces
deux polygones soient paralléles; du centre O
menons la droite OG’ perpendiculaire sur le
c6té A'B’ du polygone circonserit ; cette droite
sera aussi perpendiculaire sur le e6té AB,
parce que les cdtés de ces polygones sont pa-
ralléles.

Puisque les c6tés d'un hexagone régulier ins-
ctit dans un cerele sont éganx chacun au rayon
de ce cercle, le contour de 'hexagone inserit
dans le cercle ABCDEF sera égal an rayon OB
multiplié par six.

A cause que le triangle OGB est rectangle
en G et & cause que la droite GB est égale 4 la
moitié de la droite AB, le quarré de la droite
OG est égal au quarré du rayon OB moins le



A LA GEOM. DEUCLIDE. 46y
quarré de la droite de GB qui égal 4 la moitié
du rayon : donc la droite OG sera égale 4 la
racine quarrée de la différence du quarré du
rayon et du quarré de la moitié du rayon.

Les deux triangles AOB, A’OB’ sont sem-
blables : donc la droite O G est & la droite OG’
comme la droite AB est & la droite A'B’ : done
la droite A'B’ est,égale au produit de la droite
AB par la droite O G’ divisé par la droite OG :
donc le contour de Yhexagone régulier circonsa
crit au cercle ABCDEF est égal & ce prodmt
multiplié par six.

Le contour de Yhexagone inscrit dans le cer-
cle ABCDEF est plus petit que la circonférence
de ce cercle, et le contour de’hexagone circons-
crit & ce cercle est au contraire plus grand que
sa circonférence. Pour avoir une premiére va-
leur approchée de la circonférence du cercle
ABCDEF, ajoutons les deux quantités aux-
quelles les contours du polygone inscrit et du
polygone circonscrit sont égales , et prenons la
moitié de leur somme ; la moitié de la somme
de ces deux quantités sera la premiére valeur
approchée de la circonférence ABCDEF.

Pour avoir une seconde valeur qui soit plus
approchee de la circonférence ABCDEF, ins-
crivons dans cette circonférence un dodéca~

3
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gone régulier et circonscrivons-lui ensuite un:
polygone semblable , de maniére que les e6tés
de ces deux polygones soient paralléles. Pu
centre O menons un rayon perpendiculaire sur
un des cotés KH du dodécagone circonscrit ,
ce rayon sera aussi perpendiculaire sur le ¢6té
BG' du polygone inscrit, puisque les cétés de
ces polygones sont paralléles. |,

Puisque le triangle HG B est rectangle en G,
le quarré du c6té G'B est €gal au quarré de la
droite GB et au quarré de la droite GG’ : done
la droite G'B égale laracine quarrée de la somme
des quarrés de la droite BG qui est la moitié de
la droite AB'et de la droite GG’ qui est la diffé-
rence du rayon G'O et du rayon OG. Mulii-
phant cette racine par douze, on aura le con-
tour du dodécagone régulier inscrit dans le
cercle ABCDEF.

Le iriangle OgB étant rectangle en g, le
quarré de la droite Og sera égal au quarré du
rayon OB moins le quarré de la droite Bg : donc
la droite Og égale la racine quarrée de la diffé-
rence du quarré durayon OB et du quarré de
la droite Bg qui est la moitié de la droite BG'.

" Les deux triangles G'OB, HOK sont sem-
‘blables : donc la droite Og est a la droite Og’
comme la droite BG' est & la droite KH : donc
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la droite KH est égale au produit de la droite BG'
" par la droite Og' dwxse par la droite Og: donc
le contour du dodécagone régulier circonscrit
est égal & ce produit multlphe par douze.

i Connoissant les contours du dodecagoue ré-
gulier inscrit dans le cercle ABCDEF et du
dodécagone régulier semblable qui lui est cir-
conscrit , si I'on ajoute ces deux quantités et si
Ton divise leur somme par deux, la moitié de
la somme de ces deux quantités sera une se-
conde valeur qui sera plus approchée de la
circonférence ABCDEF. '

Si Pon continue d’inscrire dans la circonfé=
rence ABCDEF et de lui circonscrire des po-
lygones dont le nombre des cétés soit toujours
double, si I'on fait des opérations analogues &
celles que nous venons de faire, et si Pon’ re-
présente le rayon par un nombre quelconque,
on aura des valeurs qui seront de plus en plus
approchées de la' circonférence dont on con-~
noit le diamétre ou le rayon. C’est ainsi qu’Ar-
chimeéde a trouvé que la circonférence d’un
cercle dont le diamétre est 7 égale 22 4 pen de
chose prés, et qu'Adrien Métius a trouvé dans
la suite que la circonférence d’un cercle dont

le diamétre est x13 égale 355 & rés-peu de
chose prés. : '

4
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PROPOSITION XI.
- THEOREME,

Un cercle est égal & un triangle rectangle dont un
des cdtés de Uangle droit est égal & la circon-
- férence de ce cercle et dont Uautre cété de

Vangle droit est égal au rayon.

Soient le cercle ABCD (fig. 226 et un trian-
gle rectangle EF G dont le c6té FG soit égal &
la circoniférence de ce cercle et dont le c6té EF
soit égal & son rayon : je dis ¢jue le cercle ABCD
est égal au triangle EFG.

Car si cela n’est point, le triangle EF G sera
plus petit ou plus grand que le cercle ABCD.
Supposons d’abord que le triangle EFG soit plus
petit que le cercle ABCD, et qu'il soit égal &
un cercle plus petit, savoir au cercle HKLM.
Inscrivons dans le cercle ABCD un polygone
régulier dont les cétés soient pairs en nombre
et ne touchent point la circonférence HKLM;
du centre O menons sur le c6té AN la perpen~
diculaire OP, le polygone inscrit est égal & un
triangle rectangle dont un des cétés de I'angle
droit est égal & la somme des c6tés de ce po-
lygone et domt Pautre c6té de Fangle droit est
~ égal 2 la perpendiculaire PO. Mais le contour
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du polygone inscrit est plus petit que la cir-
conférence du cercle ABCD et la perpendicu-
laire PO est plus petite que le rayon de ce
cercle : donc ce polygone est plus petit que le
triangle EF G dont le c6té FG est égal i la cir-
conférence du cercle ABCD et dont le cété
EF est égal au rayon de ce méme cercle. Mais,
par supposition, le triangle EF G est égal au
cercle HKL M : donc le polygone inscrit est
plus petit que ce méme cercle ; mais au con-
traire il est plus grand; ce qui est impossible :
donc le triangle EFG n’est pas plus petlt que
le cercle ABCD

Supposons en second lien que le triangle
EF G soit plus grand que le cercle ABCD, et
qu’il soit égal au cercle H'K'L'M’. Circonseri=
vons au cercle ABCD un polygone régulier
dont les c6tés soient pairs en nombre et ne
rencontrent point la circoniférence H'K'L'M’;
du centre O menons au point de contact P’ le
rayon OP’. Le polygone circonscrit est égal &
un triangle rectangle dont un des c6tés de Van-
gle droit est égal au contour de ce polygone
et dont I'autre c6té de 'angle droit est égal au
- rayon OP’. Mais le contour du polygone cir-
conscrit est plus grand que la circonférence du
cercle ABCD: donc le polygone circonscrit est
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plus grand: que le triangle EFG dont le cété
F G est égala la eirconférence du cercle ABCD
et dont le ¢61é EF est égal au rayon de ce
méme cercle. Mais , par supposition, le triangle
EFG est égal au cercle H K'L'M': donc le po-
lygone circonserit est plus grand ¢ue le cercle
H'K'L'M’; mais au contraire ce polygone est
plus petit ; ce qui est impossible : donc le trian-
gle EFG n'est pas plus grand que le cercle
ABCD; mais on a démontiré qu'il n’est pas plus
petit : donc il lui est égal.

Done la surface d'un cercle est égale & un
triangle rectaugle dont un des ¢61ds de Pangle
droit est égal & la circonférence de ce cercle
et dont l'autre c6té de I'angle droit est égal i
son rayon ; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XII.
THEOREME.

Un secteur de cercle est égal & un triangle dont
un des cdtés de Uangle droit est égal a Uarc
compris par les deux rayons de ce secteur et dont
Vautre cété de Uangle droit est égal au rayon
de ce cercle.

Soit le secteur ANO ( fig.226) et le maug]e
rectangle EFG’ dont le c6té FG' de I'angle drait
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est égal & Parc AN et dont Yautre c6té EF de
Pangle droit est égal au rayon du cercle ABCD:

je dis que le trmnvle EF G est égal au secteur
ANO.

Prolongez le ¢6té FG' et faites le coté FG
égal A la circonférence du cercle ABCD, et
menez la droite EG'.

Puisqu’un cerele est 2 un secteur de ce cercle

" comme la circonférence entiére est  I'are com-
pris par les deux rayons de ce secteur, le cercle
ABCD est au secteur AN O comme la circon-
férence du cercle ABCD est & 'arc AN ; mais
la circonférence du cercle ABCD est égale ala
droite FG, par supposition, et I'arc AN égal
aussi 4 la droite F G’ : donc le cercle ABCD est
au secteur AN O comme la droite FG est a la
droite FG'; mais le triangle EF G est au trian-
gle EF G’ comme la droite FG est a la droite
FG : doncle cercle ABCD est au secteur ANO
comme le triangle EF G est au triangle EFG':
donc, en échangeant les plans des moyens, le
cercle ABCD est au triangle EF G comme le
secteur ANO est au triangle EF G’; mais le
cercle ABCD est égal an triangle EF G : done
le secteur ANO est égal au triangle EFG'.

Donc la surface d’un secteur est égale & un
triangle rectangle dont un des c6tés de I'angle
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droit est égal & 'arc compris par les rayons de
ce secteur et dont l'autre c6té de I'angle droit

est-égal au rayon de ce secteur ; ce qu il falloit
demontrer.

PROPOSITION XIIIL
THEOREME.

Les cercles sont entr’eux comme les quarrés
de leurs rayons.

" Soient les deux cercles ABCD, FGHK
(fig. 227 ) : je dis que le cercle ABCD est an
cercle FGHK comme le quarré du rayon AE
est au quarré du rayon FL. ‘

Supposons que le c6té NO de l'angle dron
du triangle rectangle MNO soit égal & la cir-
conférence du cercle ABCD, que Vautre c6té
MN de Pangle droit soit égal au rayon du méme
cercle : supposons ensuite que le c6té QR de
Pangle droit du triangle rectangle PQR soit
égal a'la circonférence du cercle FGHK et
que l'autre c61é PQ de P'angle droit du méme
triangle soit égal au rayon du méme cercle.

Puisque les droites NO, QR sont égales aux
circonférences des cercles ABCD, FGHC, que
les droites MIN, PQ sont égales aux rayons de
ces cercles, et que les circonférences des cer-
cles sont entr’elles comme leurs rayons, le c6té
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NO sera au cété QR comme le c6té MN est
au ¢6té PQ; mais les angles N, Q sont droits :
donc les deux triangles MNO, PQR sont sem-~
blables ; mais les triangles semblables sont entre
eux comme les quarrés de leurs c6tés homo-
logues : donc le triangle MNO est au triangle
PQR comme le quarré du c6té MN est an
quarré du c6té homolgue PQ; mais le cercle
ABCD est égal au trlangle MNO, le cercle
FGHK égal au triangle PQR, le c6té MN
égal au rayon AE, et le c6té PQ égal au rayon
FL : donc le cercle ABCD est au cercle FGHK
comme le quarré du rayon AE est au quarré du
rayon FL.

Donc les cercles sont entr’eux comme les
quarrés de leurs rayons; ce qu’il falloit dé-
montrer.

COROLLATIRE.

Il suit mauifestement de la que les secteurs
semblables sont aussi entr’eux comme les
quarrés de leurs rayons. En effet ces secteurs
sont égaux 2 des triangles rectangles semblables
gui sont entr’eux comme les quarrés de leurs
cbtés homologues ; mais parmi ces cdtés homo-
logues il en est qui sont égaux aux rayons de
ces cercles : donc les secteurs semblables sont
entr’eux comme les quarrés de leurs rayons.
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PROPOSITION XIV.
| THEOREME.

La surface convexe d’un cylindre droit est égale
& un rectangle dont la base est égale & la cir-
conférence de la base du cylindre et dont la
hauteur est égale & celle du cylindre. .

Soit le cylindre droit AQ (fig. 226) dont la
base est le cercle ABCD et dont la hauteur est
la droite OQ qui est en méme tems I’axe du cy-
lindre ; soit le rectangle RT dont la base ST
est ‘égale & la circonférence de la base de ce
cylindre et dont la hauteur RS est aussi égale &
celle de ce méme cyhndre : je dis que la sur-
face convexe du cylindre droit est égale au rec-
tangle RT.

Car si le rectangle RT n’est point égal i la
surface convexe de ce cyhndre, ce rectangle
sera plus petit on plus grand que la surface
convexe de ce méme cylindre.

Supposons d’abord que ce rectangle soit plus-
petit que la surface convexe de ce cylindre et
qu'il soit égal a la surface d'un cylindre plus
petit, savoir an cylindre HQ.

+ Dans la circonférence de la base du cylin«
dre AQ inscrivons un polygone régulier qui ne
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teuche point la circonférence de la base du
cylindre HQ. Imaginons que ce polygone soit
la base d’'un prisme droit inscrit dans le cylin-
dre AQ, la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases, est égale i un rectan-
gle dont la base est égale 4 la somme des c6tés
de la base de ce prisme et dont la hauteur est
la droite OQ. Mais le contour du polygone ins-
crit est plus petit que la circonférence ABCD:
dong la surface de ce prisme, sans y compren—
dre ses deux bases, est plus petite que le rec-
tangle RT. Mais, par supposition, ce rectangle
est égal a la surface convexe du cylindre HQ:
dongc la surface du prisme, sansy comprendre
ses deux bases, est plus petite que la surface
convexe du cylindre HQ. Mais au contraire la
surface de ce prisme, sans y comprendre ses
deux bases, est plus grande que la surface con-
vexe de ce cylindre : donc le rectangle RT
n’est pas plus petit que la surface convexe du
cylindre HQ.

Supposons en second lieu que le rectangle
RT soit plus grand que la surface convexe du
cylindre AQ et qu'il soit égal & la surface con-
vexe d’un cylindre plus grand, savoir au cy-
lindre H'Q; autour de la circonférence de la
base ABCD décrivons un polygone régulier



480 + SUPPLEMENT
dont Tes cbtés ne rencontrent point la circon-
férence de la base H'K' ML’ ; imaginons que ce
polygone soit la base d’un prisme circonscrit au
cylindre AQ; la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases, est égale & un rectan-
gle qui a pour base une droite égale & la somme
des c6tés de ce polygone et pour hauteur la
droite OQ; mais le contour du polygone cir-
conscrit est plus grand que la circonférence
ABCD : donc la surface de ce prisme, sans y
comprendre les deux bases, est plus grande
que celle du rectangle RT; mais par supposi-
i1on le rectangle RT est égal 4 la surface con-
vexe du cylindre H'Q : donc la surface de ce
prisme , sans y comprendre ses deux bases, est
plus grande que la surface convexe du cylindre
H'Q; mais au contraire la surface de ce prisme,
sans y comprendre les deux bases, est plus
petite que la surface du cylindre H'Q; ce qui
est impossible : donc le rectangle RT n’est pas
plus grand: que la surface convexe du cylindre
A Q. Mais nous avons démontré que ce rectan-
gle n’est pas plus petit que cette surface : donc
le rectangle RT est égal 4 la surface convexe
du cylindre AQ.

Donc la surface convexe du cylindre droit
est égale & un rectangle dont la base est égale
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2 la circonférence de labase de ce cylindre et
dont la hauteur est &galea celle de ce méinie
cylindre ; ce qu'il falloit démontrer.

COROLTLAIRE.

1l suit manifestement de 13 que les surfaces
convexes des cylindres droits et semblables sont
entr’elles comme les quarrés des diamétres de
leurs bases; car puisque lessurfaces convexesdes
«cylindres droits et semhlables sont égales a des
rectangles dont les’ bases sont égales aux circon-
férenices des bases de ces cylindres et dont les
hauteurs sont aussi égales aux hauteurs de ces
mémes cylindres, et puisque les circonférences
des bases des cylindres droits et sémblables sont
“proportionnelles aux hauteurs de ces mémes
cylindres , il est &vident que les rectangles qui
sont égaux aux surfaces convexes des cylindres
‘drotts et semblables, sont des figures semblables,
puisque leurs bases sont proportionnelles 4 leurs
hauteurs : donc ces rectanglés sont enti’eux
.comme les quarrés de leurs bases ; mais ces rec-
1angles semblables sont égaux aux surfaces ¢on-
vexes de ces cylindres et les bases de ees rec-
~tangles sont égales aux circonférences des bases
de ces mémes cylindres : donc les surfaces con-
vexes des cvlindres droits et semblables sont
Hh
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entr’elles comme les quarrés des circonférences
de leurs bases, et-par conséquent comme les
quarrés des diamétres de leurs bases. -

PROPOSITION XV,
THEORLEME.

“ Un eylindre droit ou oblique est égal & un pargl-
lélépipéde dont la base et la hauteur sont égales
& la base et & la hauteur de ce cylindre.

Soit le cylindre AQ (fig. 226) dontlabase est
le cercle ABCD et dont I'axe est la droite 0Q;
soit aussi un parallélépipéde RV (fig. 228 ) dont
Ia base et la hauteur soient égales & la base et
ala hauteur du cylindre AQ : je dis que le pa-
rallélépipéde RV est égal au cylindre AQ.

Car si le parallélépipéde RV n’est pas égal au
cylindre AQ, ce parallélépipéde sera égal 4 un
cylindre plus petit ou 2 un cylindre plus grand.

Supposons d’abord que le parallélépipéde RV
soit plus petit que le cylindre AQ et qu'il soit
égal & un cylindre plus petit, au cylindre HQ,

_par exemple. Dans la circonférence de la base
"ABCD inscrivons un polygone régulier qui ne
touche point la circonférence delabase HKLM,
et 1maginons que ce polygone régulier soit la
base d'un prisme inscrit dans le cylindre AQ.
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Puisque la base du polygone inscrit est plus
petite que la base du cylindre AQ et que la
base du cylindre AQ est égale-4 la base du pa-
rallélépipéde rectangle RV, la base du prisme
inscrit scra plus petite que la base du parallé-
Iépipéde RV; mais le prisme inscrit et le paral-
Iélépipéde RV ont la méme hauteur : donc le
prisme inscrit est plus petit que le parallélépi-
péde RV; mais nous avons supposé que le pa=
rallélépipéde RV étoit égal au cylindre HQ:
donc le prisme inscrit est plus petit que le
cylindre HQ; mais au contraire le prisme ins-
crit est plus grand que lé cylindre HQ, puisque
ce prisme contient ce cylindre; ce qui est im-
possible : donc le parallélépipéde rectangle RV.
n’est pas plus petit que le cylindre AQ.

Supposons & présent que le parallélépipéde
rectangle RV soit plus grand que le cylindre AQ
et qu’il soit ‘égal & un cylindre ‘plus grand, au
cylindre H'Q, par exemple. A la circonférence
de la base ABCD, circonscrivons un polygone
régulier dont les c6tés ne rencontrent point la
circonférence de la base H'K'L'M’, et imagi-
nons que ce polygone régulier soit ]2 base d'un
prisme circonscrit au cylindre AQ; la base du
prisme circonscrit est plus grande que labase du
cylindre AQ; mais Ia base du cylindre AQ est

2 -
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\'égale'a Iabase.du parallé'lépipéde rectangle RV :
donc la- base du prisme circonscrit est plus
grande que la base:du parallélépipéde rectangle
R V,; mais le prisme inserit et le parallélépipéde
rectangle RV .ont -la méme hauteur ; donc le
prisme eireonserit est plus grand que le paral-
leleplpéde rectangle RV ; mais nous avons sup-
posé que ce parallélépipéde rectangle étoit égal
au cylindre H'Q: donc le prisme circonserit est
plns’grand que le cylindre H’'Q; mais au con-
traire le prisme circonsorit est plus petit que le
eylindre H'Q, car ce prisme est contenu dans
ce cylindre; ce qui est impossible : dong le pa-
rallélépipéde rectangle RV n’est pas plus grand
que le cylindre AQ; mais on a démentré qu’il
n’est pas plus petit : done le parallélépipéde
rectangle RV est égal au cylindre AQ.

Donc un cylindre droit on oblique est égal
k un parallélépipéde dont la base et la. hawteur
50nt"<§gales a la base et a la hauteur de ¢e cy-
lindre; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSIFION XVE
THEOREME. '

Les cylindres droits ou obliques qui ont'des Sases-
égales sont entr’eux comme leurs hauteurs , et
ceux qui ont des hauteurs- égalés sont entr’eux-
comme leurs bases..

Car puisqu'un eylindre-est égal & un parallé--
Iépipéde dont la base-ét la hauteur sont égales:
i la base et & la liauteur de ce cylindre', # est:
évident que les:cylindres-sont entr’ent-cotime:
les parallélépipédesqui ontdes bases et des-hau--
teurs égales aux bases et aux hauteurs de ces:
cylindies. Mais les-parallélépipédes qui-ont des-
Bases: égales sont entr’eux comme leurs hau--
teurs : donc les ecylindres qui ont des-bases:
égales sont entr’eux comme- les- hauteurs- dés-
parallélépipédes qui ont des bases et des-hau--
teurs. égales.aux bases- et aux hauteurs.de- ces.
cylindres; c’est-a-dire que les cylindres qui'ont-
des bases égales- sont entr'eux: commé leurs:
Hauteurs: ’

Puisque.les eylindres sont entr'eux eomme-
les parallélépipédes qui ont des- bases-et. des-
hauteurs- égales . aux bases et aux hauteurs:de-
oes eylindres., et que les~parallélé'[')ipédes-»qyil

Oy
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ont des hauteurs égales sont entr’eux comme
leurs bases, il est évident que les.cylindres qui
ont des hauteurs égales sont entr’eux comme
les bases des parallélépipédes qui ont des bases
" et des hauteurs égales aux bases et aux hau-
teurs de ces cylindres ; c’est-a-dire que les cy-
lindres qui ont des hauteurs égales sont entre
eux comme letirs bases.

Donc les cylindres droits ou obliques qui ont
des bases égales, sont entr’eux comme leurs
" hauteurs, et ceux qui ont des hauteurs égales
sont entr'eux comme leurs bases ; ce qu’il falloit
démontrer. ' |

PROPOSITION XVIIL
THEXEOREME.

Les cylindres semblables , droits ou obliques, sont
entr’eux comme les cubes des diamétres de leurs
bases.

Que les cylindres qui ont pour bases les cer-
cles ABC, DEF (fig. 228), pour diamétres
de leurs bases les droites AC, DF, et pour
axes les droites GH, KL, solent semblables
entr’eux : je dis que ces deux cylindres sont
entr'eux comme les cubes des diamétres de

leuis‘Ba‘s‘eS‘ AC, DF.
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Construisez les deux parallélépipédes rectan—~
gles MP, RV dont les bases soient des quarrés;
que labase et la hauteur du premier soient égales
A la base et & la hauteur du eylindre AH, et que
la base et la hauteur du second soient égales &
la base et a la hauteur du cylindre DL.

Puisque le cercle ABC est égal an quarré
NP et que le cercle DEF est égal au quarré SV,
le cercle ABC sera au quarré NP comme le
cercle DEF est an quarré SV : donc, en échan-
geant les places des moyens, le cercle ABC sera
au cercle DEF comme le quarré NP est au
quarré SV. Mais le cercle ABC est au cercle
DEF comme le quarré du diamétre AC est.au
quarré du diamétre DF, et le quarré NP est
au quarré SV comme le quarré du c61é NO est - -
au quarré du c6té ST : donc le quarré du dia-
métre AC est au quarré du diamétre DF comme
le quarré du c61é NO est au quarré du c6té-ST:
donc le diamétre AC est au diameétre DF commeé
le c6té NO est au c¢6té ST. Mais puisque Ia
hauteur du cylindre AH est a la hauteur du
cylindre DL comme le diamétre AC est au dia-
meétre DF et que le e6té MN est égal a la
hauteur du cylindre AH et le c6té RS égal & °
Ia hauteur du cylindre DL, le diamétre AC
sera au diamétre DF comme le c6té MN est

4'.
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au c6té RS; mais on a démontré que le dia~
métre AC est au diamétre DF comme: le cété
NO est au c6té RS : donc le ¢6té NO est aw
e6té ST comme le ¢61é MN est au €616 RS :
donc les. cotés des- parallélépipédes rectangles.
MP, RV sont propertionnels : donc ces paral-
Iélépipédes sont semblables : donc les parallé-~
Iépipédes MP, RV sont entr’eux comme les:
eubes de leurs e6tés. homologues NO, ST'; mais:
le e6té NO est au e6té ST comme le diamétre
AC est au diamétre DF : donc le enbe du ¢6té
NO est au cube du ¢6té ST comme le cube dw
diametre AC est au ¢dté du diamétre DF :donc
fes parallélépipédes MP, RV sont entr’eux
comme les cubes des diaméires AC, DF; mais.
les parallélépipédes MP, RV sont égaux aux
cylindres AH, DL; ebacun 4 chacun : donc les
cylindres AH, DL sont entr’eux comme les cubes:
de leurs diamétres AC, DF.

Donc les eylindres semblables, droits ou obli~
ques, sont entr’cux comme les cubes des dia-
métres de leurs bases; ce qu'il falloit démon~
trer.
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PROPOSITION XVIIL
THEORSEME.

Ea surface convexe dun céne droit est egale dun
triangle lectangle dont un des cotés de langle
droit est égal & la circonférence de la base de
ce cone, et dont Uautre coté de Z’anglc droit est
égal au cité de ce méme cine.

Soit Ie cone droit AQ (fig. 229 ) dont Ia base
estle cercle ABCD et dont le sommet est le point
Q; soit aussi le wriangle rectangle EFG dont
un des c6tés FG de Pangle droit est égal & la
eirconférence de la base du céne AQ et dont
Fautre ¢6té de langle droit est égal au coté
de ce cone : je dis que la sarface convexe du
eéne AQ est égale au triangle rectangle EF G.

Car si le triangle rectangle EF G n'est pas
égal 4 Ia surface convexe du céne droit AQ, ce
triangle sera plus petit ou plus grand que la
surface convexe de ce céne.

Supposons d’abord que le triangle 1‘ectangle
EFG soit plus petit que la surface eonvexe dw
céne AQ, et quil soit égal a la surface convexe
du céne plus petit, 1a surface convexe du céne
HQ, par exemple. Dans la eirconférence de
fa base ABC D inscrivons un polygone régu-
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lier qui ne touche point la circonférence de la
base HRLM, et imaginons que ce polygone
régulier soit la base d'une pyramide inscrite
dans le céne AQ; la surface de la pyramide
AQ, sans y comprendre sa base, est égale 4 un
triangle rectangle dont un des cétés de I'an-
gle droit est égal au contour de la base de
cette pyramide et dont l'autre c6té de I'angle
droit est égal & la perpendiculaire menée du
sommet de cette pyramide str un des cotés de
sa base ; mais le contour de la base de la py-
ramide inscrite est plus petit que la circon-
férence de la base du céne AQ qui est égal A
un des cotés de Pangle droit du triangle EFG
et la perpendiculaire mende du sommet de la
pyramide sur un des c6tés de sa base est plus
courte que le coté du cone AQ qui est égal A
Tautre c6té de Vangle droit du triangle rectan-
gle EFG : donc la surface de la pyramide ins-
crite, sans y comprendre sa base, est plus petite
que le triangle rectangle EF G. Mais nous avons
supposé que le triangle rectangle EF G est égal
3 la surface convexe du céne HQ : done la sur-
face de la pyramide inscrite, sans y compren-
dre sa base, est plus petite que la surface con~
vexe du céne HQ; mais au contraire la surface:
de la pyramide inscrite, sans y eomprendre s -
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base, est plus grande que la surface convexe du
céne HQ; ce qui est impossible : donc le trian-
gle rectangle EF G n’est pas plus petit que la
surface convexe du cone AQ.

Supposons & présent que le triangle rectan~
gle EF G soit plus grand que la surface convexe
du cbéne AQ, et qu'il soit égal & la surface con-
vexe d’'un céne plus grand, 4 Ia surface convexe
du cone H'Q, par exemple ; autour de la circon-
férence de la base du céne AQ déerivons un
polygone régulier dont les c6tés ne rencontrent
pas la circonférence de la base du céne H'Q, et
imaginons que ce polygone soit la base d’'une
pyramide circonscrite au cdne AQ; la surface de
cette pyramide , sans y comprendre sa base, est
égale a un triangle rectangle dont un des c6tés
de 'angle droit est égal au contour de la base
de cette pyramide et dont 'autre c6té de angle
droit est égal 4 la perpendiculaire menée du
sommet sur un des cHtés de la base de cette
pyramide ; mais le contour de la pyramide cir-
conscrite au coéne AQ est plus grand que la
circonférence de la base du céne AQ, qui est
égal & un des 0étés F G de I'angle droit du trian-
gle rectangle EFG,, et la perpendiculaire menée
du sommet de la pyramide sur un c¢61é de sa base
est plus grande que le ¢6té du cone AQ qui est
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dgal 4 'autre c¢bté de I'angle droit : donela sur=
face de la pyramide circonscrite au céne AQ,.
sans y comprendre sa Base,, est plus grande que:
le triangle rectangle EFG ; mais nous-avons.supa-
Posé que le triangle rectangle EF G est égal 4 la:
surface convexe du cone H'Q : donc la surface-
de cette pyramide, sans y comprendre sa base,
est plus grande que la surface convexe du cdie-
H'Q; mais au contriire 1a surfice de cette pyra--
mide est plus petite que la surfice du céne H'Q;
ce qui est impossible : donc le triangle rectangle:
EF G n’est pas plus grand que la surface con~
vexe du cone AQ; mais nous avons démontré
que ce triangle n’est pas plus petit : donc le:
triangle rectangle EFG est égal 3 la surface
convexe du céne AQ.

Done la surface convexe du edne-droit, sans-
y comprendre sa base, est égale & un triangle:
rectangle dont un des c6tés de-Pangle droit est.
égal A la circonférence de la base de ce céne et
dont lautre cdté ‘de I'angle droit est égal au:
¢6té de ce méme cone; ce quil falloit dé-
montrer.

»
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PROPOSITION XIX.
THEOREM E.

La section de la surface convexe d’un cdne droit
ou oblique par un plan par allele a sa base est
‘une circonférence de cercle.

Coupez le céne ABRC ( ﬁg. 229) par un plan
FSG paralléle & la base BRC : je dis que la
section FSG de la surface convexe de ce cone
par ce plan est une circonférence de cercle.

Du centre O de la base du e6ne menez autant
de rayons que vous voudrez OB, OR, et par
Taxe AO et par les rayons OB, OR conduisez
les plans AOB, AOR, les sectioms AB, AR
de la surface convexe du céne par ces plans
seront des lignes droites, car leslignes AB, AR
se confondent nécessairement avec la droite
génératrice de la surface convexe du céne,
lorsque cette droite a une des positions AB, AR.
Le plan BRC étant paralléle au plan FSG, les
sections OB, PF de ces deux plans par le plan
AOB seront deux droites paralléles : donc les
deux triangles AOB, APF sont semblables :
donc I'axe AO est A 'axe AP comme le rayon
OB est au rayon PF. On démontrera de la méme
maniére que 'axe AO est a axe AP comme le
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rayon OR est au rayon PS : donc le rayon OB
est au rayon PF comme le rayon OR est au
rayon PS : donc, en échangeant les plans des
moyens , le rayon OB est au rayon OR comme
le rayon PF est au rayon P S ; mais le rayon OB
est égal au rayon OR : donc le rayon PF est
égal au rayon PS. On démontrera, de la méme
maniére , que toute autre section du plan FSG
par un plan qui passe par I'axe est égale & cha-
cune des droites PF, PS : donc la section de
la surface convexe du c6ne ABRC par un plan
pavalléle & la base de ce cbéne est une circon-
férence de cercle.

Donc la section de la surface convexe d’un
cone droit ou oblique, par un plan paralléle &
sa base, est une circonférence de cercle; ce
qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.
TaHfOoREME

La surface convexe d’un tronc de conedroit & bases
paralléles est égale & un rectangle qui a pour
‘hauteur une droite égale au cdté du tronc et pour
base une droile égale & la circonférence qui
résulte de la section de la surface convexe de
ce tronc par un plan paralléle aux deux bases
et mené & égale distance de ces deux bases.

Soit le tronc du céne droit BD (fig. 229 ) dont
les bases BRC, ETD sont paralléles : je dis que la
surface convexe de ce tronc de cone est égale
a un rectangle-qui a pour hauteur le c6té DC
du tronc BD et pour base une droite égale & la
circonférence qui résulte de la section de la
surface convexe de ce tronc par un plan pa-
ralléle aux deux bases et mené i égale distance
de ces deux bases. : o

Complétez le céne ABRC; sur le c6té AC et
au point G élevez la perpendicnlaire CH;; faites
la droite CH égale 4la circonférence de la base
BRC; menez la droite AH, et par le point D
menez la droite DK paralléle 4 la droite CH.

Puisque les triangles AOC, AQD sont ser-
blahles , la droite AC sera 4 la droite AD comme
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le rayon OC est au rayon QD. Mais les circonfé-
rences sont entr’elles comme leurs rayons : donc
la droite AC est 4 la dreite AD comme la cir-
conférenee BRC est 4 la circonférence ETD;
et i canse que les triangles ACH, ADK sont
semblables , la droite AC est 4 la droite AD
. comme la droite CH est a la droite DK : donc la
circonférence BRC est A la eirconférence ETD
comme la droite CH est 4 la droite DX : donc en
échangeant les places des moyens, la circon-
férence. BRC est a la droite CH comme la cir-
conférence ETD est 4 la droite DK ; mais la
circonférénce BRC est égale 4 la droite CH,
par supposition : donc la circonférence ETD
est égalé A la droite DK. Mais la surface con-
vexe du céne total ABRC est égale au triangle
rectanole total ACH et la surface convexe du
cdne AETD est égale au triangle rectangle ADK :
donc la surface convexe du tronc de céneBD est
égale au trapéze restant DCHK. Du miliende In
droue DC menez la droite GL paralléle 4 Pune
ou & Pautre des bases paralléles DK, CH; parle
point L, ott la droite &L rencontre le c6lé KH,
conduisez la droite MN paralléle au cété DC,
et prolongezla droite DK jusqu’ ce qu'elle ren-
contre la droite MN au point M. Puisque, par
construction, la droite DC est perpendienlaire
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su la droite CH, la droite DG sera égalé 4 la
distancé des deux bases paralléles DK, CH;; et
puisque la droite GL est égale ila droite CN, le
trapézé DCHXK sera égal au rectangle DCN M.
Mais 1ious avons démontré que la surface eon-
vexe du tronc de céne BD est égale au trapéze
DCHK : done la surface convexe du tronc de
céne BD est égale au rectangle DCNM.. Nous
démontrerons que la circonférence FSG est
égale 4 la droite GL, de la méme maniére que
nous avons démontré que la circonférerice ETD
est égale 2 la droite DK : donc la surface con-
vexe du cone BD est égale 3 un rectangle qui
a pour hase une droite égale 4 la circonférence
FSG et pour hauteur la droite DC.

Donc la surface convexe du tronc de céne
droit & bases paralléles est égale 4 un rectan<
gle qui a pour hauteur une droite égale au c6té
du trone de céne et pour base une droite égale
a la circonférence de cercle qui résulte de la
section de la surface convexe du tronc de céne
par un plan paralléle aux deux bases et mené
a égale distance de ces deux bases; ce quil
falloit démontrer: ‘
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PROPOSITION XXI.
| THEOREME.

‘La surface convexe d’un cdne droit est égale it
un rectangle qui a pour hauteur une droite égale
au cdté de ce cdne et pour base une droite égale
& la circonférence de cercle qui résulte de la
section de la surface convexe du céne par un

‘plan paralléle & la base du cdne et mené par
le milieu de son cété.

Soit un eéne droit ABRC (fig. 229) : je dis
que la surface convexe du céne ABRC est égale
a'un rectangle qui a pour hauteur une droite
égale au c6té de ce cone et pour base une droite
égale 4 la circonférence de cercle qui résulte de
la section de sa surface convexe par un plan
paralléle & sa base et mené par le milieu de son
ebté AC. '

“Sur le c6té AC et au point C élevons une
perpenticulaire CH, faisons cette droite égale
a la circonférence de la basé du cone et menons
la droite AH. ‘

Puisque nous avons démontré que la surface .
convexe d’'un céne droit est égale 4 un triangle
rectangle qui a pour base une droite égale 4 Ia
_ eirconference de sa base et pour hauteur une
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droite égale au c6té de ce.cone, le triangle ACH
sera égal & la surface convexe du cone, ABRC.

Du milieu de la droite AC menons la droité
DK ; nous démontrerons , comme dans la pro-
position précédente, que la droite DX est égale
a la circonférence ETD.

Pulsque les deux triangles ACH,ADK sont
semblables et que le c6té AC est double du c6té
AD, le ¢6té CH sera double dir c6té DK : done
le triangle ACH est égal & un rectangle qui a
pour basé la droite DK et pour hauteur la
droite AC, parce quun tiiangle est égal 3 un
rectanﬂe qui a ]a méme hauteur que ce trianglé
et qul a pour base une droite egale a la moiné
de Ia base de ce.-méme triangle. Mais le trxan—_
gle ACHest egal ala surface convexe du coné
droit ABRC : donc lé rect‘mg]e qui a pour
base la droite DK et pour hauteur la droite AC
est aussi éfral 4 la surface convexe du céne
droit ABRC mais la base de ce rectangle est
egale A la circonférence ETD et In hauteur de
ce méme rectangle est égale au c6té de ce cone.

Donc la surface convexe d’'un cone droit est
égale 3 un rectangle qui a pour hauteur une
droite égale au c6té de ce cone et pour base
une droite égale a la circonférence de cercle¢
qui résulte de la section de sa surface convexe

a
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par un plan parallele & sa base et mené par
le milieu de son cété; ce quil falloit dé-
montrer '

PROPOSITION XXII.
THEOREME.

Un cdne droit ou oblique est la troisiéme partie
d’un cylindre qui a la néme base et la méme
hauteur que ce céne. -

Soientle céne AQ (fig. 226) etle cylindre AQ
ayant la méme base et le méme axe : je dis que
le céne AQ est la troisiéme partie du cylin-
dre AQ.

Car si le tiers du cylindre AQ n’est pas égal
au cone AQ, le tiers de ce cylindre sera plus
petit ou plus grand que le céne AQ. Supposons
d’abord que le tiers de ce cylindre soit plus petit
quele cone AQ, et qu'il soit égal & un céne plus
petit, au cone HQ, par exemple. Dans la cir-
conférence de la base du céne AQ inscrivons
un polygone régulier aont les c6tés ne touchent
pas la circonférence de 1a base du céne HQ, et
imaginons que ce polygone régulier soit la base
d’un prisme inscrit dans le cylindre AQ et d’une
- pyramide inscrite dans le céne AQ.

. La pyramide inscrite aans le cone AQ est
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égale au tiers du prisme inscrit dans le.eylindre
AQ; mais le prisme inscrit est plus petit que le
cylindre AQ : donc la pyramide inscrite est plus.
petite que le tiers du cylindre AQ ; mais le tiers
du cylindre AQ est égal au céne HQ, par suppo-
sition : donc la pyramide inscrite est plus petite
que le cone HQ; mais au contraire cette pyra-
mide est plus grande , puisqu’elle le contient ;
ce qui est impossible : donc le tiers du cylin~
dre AQ n’est pas plus petit que le céne AQ,
Je dis & présent que le tiers du cylindre AQ
n’est pas plus grand que le cone AQ; car sup-
posons que le tiers du cylindre AQ soit égal &
un céne plus grand, au céne H'Q, par exems
ple; autour de la base du céne AQ décrivons
un polygone régulier dont les c6tés ne rencon-
trent point la base du céne H'Q, et imaginons
que ce polygone régulier soit la base d'un
prisme circonscrit au cylindre AQ et d’une py-
ramide circonscrite au céne AQ; la pyramide
circonscrite est égale au tiers du prisme cir-
‘conscrit; mais le prisme circonscrit est plus
grand que le cylindre AQ : done la pyramide.
circonscrite est plus grande que le tiers du cy-
lindre AQ ; mais le tiers du cylindre AQ est
égal au céne H'Q, par supposition : donc la
pyramide circonscrite est plus grande que:le
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¢buie H'Q ; mais au coutraire cette pyramide est’
plus petite que ce cone, puisque le céne con-
tient cétte pyramide ; ce qui est impossible :
donc le tiers du cylindre AQ n’est pas plus grand
que le céne AQ; miais nous avous démontré
quil n’est pas plus petit : donc le tiers du cylin~
dre AQ est égal au cone AQ,

Donc un céne droit ou oblique est le tiers
('un cylindre qui a la méme base et le méme
axe que ce ¢one; ce qu'il falloit démontrer.

COROLLAIRE 7.

Puisque les cylindres qui ont des bases égales
sont entr’eux comme leurs hauteurs, et que les
cylindres qui ont des hauteurs égales sont entre
eux comme leurs bases, et parce qu'un cone
est le tiers d’un cylindre qui a ]a méme base et
le méme axe que ce cone, et que les tiers sont
proportionnels aux tous; il est évident que les
cones qui ont des bases égales sont entr’eux
comme leurs hauteurs, et que ceux ui ont des
hauteurs égales sont entr’eux comime leurs bases.

COROLLAIRE II.

Puisque les cylindres semblables sont entre
eux comme'les cubes des diamétres de leurs
bases, et parce que les cones semblables sont
les ters de cylindres ‘semblables qui ont les
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mémes bases et les mémes axes, il -est encore
évident que les cones semblables sont entr’eux
comme les cubes des diamétres de leurs basés.

PROPOSITION XXIII.
THEOREM E.

8¢ un demi-polygone régulier d’'un nombre pair
de ctés tourne autour de son diamétre, la sur-
face décrite par un certain nombre de cités de
ce demi-polygone est égale a un rectangle qur _
a pour base une droite égale & la circonférence
inscrite dans le demi-polygone et pour hauteur la
portion du diamétre interceptée par deux droites
qui lui sont perpendiculaires et qui comprennent
les cdtés qui ont décrit cette surface; et la sur-
JSace décrite par tous les cétés du demi-polygone
est égale & un rectangle qui a pour basc une
droite égale & la circonférence inscrite dans ce

demi-polygone et pour hauteur le diamétre de
ce méme polygone.

Soit ABCDEFG (fig. 230) un demi-poly-
gone régulier dont la droite AG est le diamétre
et le pont H le centre; du centre H menez la
perpendiculaire HK sur un des c6tés CB de ce
demi-polygone, et des points B et E menez les.
droites BM, EO perpendiculaires sur le dia-

4
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meétre AG : je dis que la surface décrite par les
cités BC, CD, DE est égale 2 un rectangle
qui 2 pour base une droite égale & la circon-
férence inscrite et pour hauteur la droite MO :
je dis de plus que la surface décrite par tous
les cotés du demi-polygone est égale & un
rectangle qui a pour base une droite égale &
" la circonférence inscrite et pour hauteur le
diamétre AG.

Du point C et du milien du c6té €B menez
les droites CN, KL perpendiculaires sur le dia-
meétre AG, et du point B menez aussi une droite
BQ perpendiculaire sur la droite CN.

Le triangle HKL est semblable au triangle
BCQ; en effet, ces deux triangles ont chacun
un angle droit en L et en Q; Yangle HKL avec
Pangle BKL est égal & un angle droit; mais.
Pangle BCN est égal a Fangle BKL : done Pan-~
gle HKL avec Pangle BCN est égal 2 un angle
droit ; mais 'angle KHL avec Pangle HKL est
aussi égal 4 un angle droit : donc les deux angles.
KHL, BCN sont égaux entr'eux : donc les
deux triangles HKL, BCQ ont deux angles
égaux chacun i chacun : donc ils sont sem-
blables : donc la droite HX est a la droite KL,
¢omme. la droite CB est  la droite BQ ou 4 Ia
droite MN qui lui est égale. Mais les circon-
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férences sont proportionnelles & leurs rayons :
doncla circonférence qui a pour rayon la droite
HK est 4 la circonférence qui a pour rayon la
droite KL comme la droite CB est & la droite
MN; mais lorsque quatre droites sont propor-
tionnelles , le rectangle compris sous les deux
droites extrémes est égal au rectangle compris
sous les deux droites moyennes : donc le rec-
tangle compris sous la droite MN et sous une
droite égale 4 la circonférence qui a pour rayon
la droite HXK est égal au rectangle compris sous
le c616 CB et sous une droite égale i la cir-
conférence qui a pour rayon la droite KL;
mais le rectangle compris sous le c¢616 CB et
sous une droite égale a la circonférence qui a
pour rayon la droite KL est égal 2 la surface
convexe du tronc de céne déerit par le co1é
CB : donc le rectangle compris sous la droite
MN et sous une droite égale 3 la circonférence
qui a pour rayon la droite HK est gal 2 la
surface convexe du tronc de céne décrit par le
c6té CB. On démontrera, de la méme maniére,
(ue chacune des surfaces des troncs de céne
et des pyramides décrites par les autres cotés
AB,CD,DE,EF, FG est égale 2 un rectan~
gle compris sous la portion du diaméire inter-
cepté par les deux perpendiculaires qui com~
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prennent chacun des c6tés AB, CD, DE, EF,
FG et sous une droite égale & la circonférence
qui a pour rayon la perpendiculaire menée du
centre sur chacun des coés AB, CD, DE,
EF, FG. Mais les perpendiculaires menées du
centre du polygouc régulier sur les cotés de ce
polygone sont égales entr’elles : donc les cir-
conférences ui ont pour rayons ces perpendi- _
culaires sont aussi égales entr’elles, et par con-
séquent égales & la circonférence inscrite dans
le demi-polygone régulier ABCDEFG : donc
la surface convexe d'un tronc de céne décrite
par un c¢6té quelconque du demi-polygone est
égale 4 un rectangle compris sur la portion du
diamétre interceptée par les deux droites qui
lui sont perpendiculaires et qui comprennent
ce c6té, et sons une droite égale i la circonfé-
rence mscrite : donc les trois surfaces de troncs
de céne décrites par les trois cotés BC, CD,
DE sont égales & trois rectangles qui ont pour
bases des droites égales chacune & la circonfé-
rence inscrite et pour hauteur les droites MN,
NH, HO; mais ces trois rectangles sont égaux
2 un seul rectangle qui a pour-base une droite
¢gale a la circonférence inscrite et pour hau-
teur la droite MO, c’est-a-dire la portion du
diamétre interceptée par les deux droites BM,
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EO qui lui sont perpendiculaires et qui com~
prennent les c6tés BC, CD, EF : donc, par la,
méme raison, la somme des surfaces convexes
des troncs de cone et des deux pyramides dé~
crites par tous les cétés du demi-polygone est -
égale 4 un rectangle qui.a pour base une droite
égale a la circonférence inscrite et pour hauteur -
le diamétre du polygone. "

Donc st un demi-polygone régilier d’un nom-
bre pair de c6tés tourne autour de. son dia-
meétre , la surface décrite par un certain nom-
bre de c6tés de ce demi-polygone est égale i
un rectangle qui a pour base une droite égale a
la circonférence inscrite et pour hauteur la por-
tion du diamétre interceptée par deux droites
qui lui sont perpendiculaires et qui compren~
nent-les cotés qui ont déerit cette surface ; et
la surface décrite par tous les cétés du demi-
polygone- est égale & un rectangle qui a pour
base une droite égale a la circonférence ins-
crite et pour hauteur le diamétre de ce demi-
Polygone; ce qu’il falloit démeontrer.
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PROPOSITION XXIV.
THEOREME.

- La surface d’une sphére est égale & un rectangle
qui a pour base une droite égale a la circon-
Jérence d’un grand cercle de la sphére et pour
hauteur une droite égale & son diamétre.

Soit une sphére qui ait pour diamétre la droite
AB (fig. 231) et.pour centre le point C : je dis
. que la surface de la sphére qui a pour diamétre
la droite AB est égale & un rectangle Q qui a
pour base une droite égale & la circonférence
d'un grand cercle de cette sphére et pour hau-
teur une droite égale a son diamétre.

Car si ce rectangle n’est pas égal & la surface
de la sphére qui a pour diamétre la droite AB,
ce rectangle sera égal 4 la surface d’une sphére
plus petite ou i la surface d'une sphére plus
grande. Supposons d’abord que ce rectangle
soit égal 4 la surface d’une sphére concentrique
plus petite, a celle, par exemple, qm a pour
diamétre la droite KM.

~ Faisons passer un plan par le diamétre AB,
les sections des sphéres qui ont pour diamétres
les droites AB, KM par ce plan donneront les
deux demi-cercles ADEFGHB, KLM; car
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les droites menées du centre d’une sphére a la
section de sa surface par un plan qui passe par
son centre sont égales chacune au rayon de
cette sphére. Dans la demi-circonférence dont
AB est le diamétre inscrivons un demi-poly-
gone régulier dont les c6tés soient en nombre
pair et ne touchent point la circonférence du
demi-cercle KL M. Supposons que ce demi-
polygone fasse une révolution autour du dia=
métre AB; le contour de ce demi-polygone ré-
gulier décrira une surface égale 4 un rectangle
qui aura pour base une droite égale a la cir-
conférence inscrite dans ce demi-polygone ré-
gulier et pour hauteur une droite égale au
diamétre AB; mais le rectangle qui a pour base
une droite égale a la circonférence inscrite dans
le demi-polygone ADEFGHB et pour hauteur
une droite égale au diamétre AB est plus petit
que le rectangle Q qui a pour base une droite
égale 4 la circonférence ADEFGHB circons-
crite a ce demi-polygone régulier et pour hau-
teur le diamétre AB, parce que ces deux rec=
tangles ayant des hauteurs égales , le premier a
une base plus grande que celle du second : donc
la surface décrite par le contour du demi-poly-
gone inscrit est plus petite que la surface de la
sphere décrite par le demi~cercle KLM, c'est-
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a-dire que la surface de la sphére qui-a poii¢
diametre la droite KM , parce que nous avons
supposé que le rectangle Q étoit égal & la sur-
face de cette sphére ; mais au contraire la sur<
face décrite par les c¢6tés du demi-polygone
inscrit est plus grande que la surface décrite par
la demi-circonférence KLM, c’est-a-dire que
la surface de la sphére qui a pour diamétre la
droite KM, puisque le contour de ce demi-
polygone est plus grand. que la demi-circon(é-
rence KLM; ce qui est impossible : donc le
- rectangle Q n’est pas plus petit que la surface
de la sphére dont AB est le diamétre.

.Supposans en second lieu que le rectangle Q
soit égal a la surface d’'une sphére concentri~
que plus grande que celle dont le diamétre est
la droite AB et qu'il soit égal, par exemple, &
la surface de la sphére dont le diamétre est la
droite K'M'.

Faisons passer un plan par le diamétre K'M’;
les sections des sphéres dont les diamétres sont
les droites AB, K'M’ par ce plan donneront les
denx.demi-cercles ADEFGHB, K'L'M'. Cir~
conscrivons au demi-cercle dont AB est le dia=
métre un demi-polygone régulier dont les cotés

_soient en nombre pair et ne rencontrent pas
la demi-circonférence K'L'M’, et supposons
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que ce demi-polygone fasse une révolution
autour du diamétre A'B'.

Le contour de ce demi-polygone régulier dé-
crira une surface égale & un rectangle qui aura
pour base une droite égale a la circonférence
ADEF GHB et pour hauteur le diamétre A'B’;
mais le rectangle ui a pour base une droite .
égale 4 la circonférence ADEFGHB et pour
hauteur une droite égale au diamétre A'B’ est
plus grand que le rectangle Q qui a pour base
une droite égale & la circonférence ADEFGHB
et pour hauteur une droite égale 4 la droite AB,
parce que ces deux rectangles ayant des bases
égales, le premier a une hauteur plus grande
que celle du second : donc la surface déerite
par le contour du demi-polygone circonserit est
plus grande que la surface de la sphére décrite
par le demi-cercle KL’ M’, parce que nous avons
supposé que le rectangle Q étoit égal & la sur-
face de cette sphére. Mais an contraire la sur-
face décrite par le contour du demi-polygone
circonscrit est plus petite que la surface dé-
crite par la demi-circonférence K'L'M’, c’est-
a~dire que la surface dé la sphére qui a pour
diameétre la droite K'M', puisque le contour du
demi-polygone circonscrit est plus petit que la
demi-circonférence K'L'M’'; ce ui est impos~



512 . SUPPLEMENT

sible : doncle réctangle @ n'est pas plus grand
.que la surface de la sphére qui a pour dia~
métre la droite AB; mais nous avons démontré
que le rectangle Q .n’est pas plus petit que la
surface de cette sphére : donc lé rectangle Q
est égal & la surface de la sphére quia pour
‘diamétre la droite AB.

Done la surface d’une sphére est égale & un
rectangle qui a pour base une droite égale 4 la
circonférence d'un grand cercle de cette sphére
et pour hauteur le diamétre de cette méme

. sphere. _
COROLLAIRE:

11 suit évidemmerit de li que la surface de la
spheére est égale 4 la surface convexe du cylindre
droit qui lui est circonscrit. En effet, la surface
d’un cylindre droit est égale 4 un rectangle qui a
pour base une droite égale 4 la circonférence de
labase de ce cylindre et pour hauteur une droite
égale 3 la hauteur de ce méme cylindre ; mais la
* circonférence de labase du cyhindre circonscrit
est égale a la circonférence d’'un grand cercle de
la sphére et la hauteur du cylindre égale au dia-
métre de la sphére : donc la surface convexe du
cylindre circonscrit est égale 4 un rectangle qui
a pour base une droite égale a la circonférence
- de la sphére inscrite et pour hauteur une droite
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égale au diamétre de cétie méme:sphére : donc
la surface convexe du cylmdre circonscrit est
égale A la surface de la sphére-iiiscrite : donc la
surface de la sphére st égale A la surface: coni=
vexe du cylindre gui lui est circonserit. *
PROPOSITION XXV
THEoHEME
La surface convexe dun segment sphérique ést
égale & un rectangle qui a pour base yne droite
égale & la circonférence d'un grand cercle de
la sphére et pour hauteur une droite dgale & la
. hauteur du segmetit splzerzq‘ue. . '
Soit un segmoeit sphérique dont la surface
donvéxe soit decnte par Fare ADE (fig. 231)
- pendant que le- demicercle ADEFGHB fait
‘tine révolution sur son diamétre AB : je dis que
‘la surface cotivexe de ce segment est édgale a
un rectangle R qui a pour base:une droite égale
& la circonférence d’uit - grand cercle et pour
hautear une :droite egale a Ia hauteur AN du
' segment sphenque. Coen SRR
Car si le rectangle R n’est pas- egal a la ‘Sur-
face convexe de ce'segment sphérique, ce rec=
tangle sera plus peut ou p]us grand Supposons
d’abord qu’il soit plus petu et qu'il soit égal &
Kk
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1a surface convexé d’un segment sphérique sem«
blable d’une sphére plus petite ; savoir, 4 la sur-
face convexe d’vin segment sphérique semblable
-de la:sphére dont le diamétre €st la droite KM
et qui.a le méme. centre que- la sphére ou se
trouve. le segment décrit par 'arc ADE.

Parle diamétre AB et par Parc ADE faisons
passer un plan; la section de la sphére qui a
pour diamétre la droite KM, par ce plan , don-~
nera le demi-cercle KL M. Menons la droite
‘EC; il est évident que le segment sphérique
‘dont la surface convexe est décrite par 'arc KL
'sera semblable au segment dont la surface con-
vexe est décrité par l'arc ADE.
... -Dans I'arc ADE inscrivons une portion de
‘polygone régulier dont les cétés ne touchent
‘point I'arc KL ; cette portion.de. polygone ré-
gulier, en faisant une révolution antour du dia-
-meétre AB,, décrira une surface égale 4 un rec-
tangle. qui a pour base une droite égale a la
~circonférence inscrite dans cette portion de
:polygone et pour hauteur une droite égale 4 la
droite AN ; mais le rectangle qui a pour base
-une droite &gale & la circonférence inscrite et
“: pour hauteur une droite égale i la droite AN
-est plus ‘petit que le rectangle. R, qui a pour
.base une droite égale 4 la circonférence dont
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le diamétre ést la droite AB et pour hauteur une
droite egale 3 la droite AN, parce que ces deux
- rectangles ayant la méme hauteur, le premier
a une bage plus petite que celle du second. Mais
le rectangle R est égal, par supposition, i la
surface convexe du segment sphérique décrite
par l'arc. KL : donc la surface décrite par le
contour de la portion du polygone régulier
anscrit, dans 'arc ADE est. plus petite que la
surface convexe du segment sphérique décrite
par Parc KL; mais, aw.contraire, la surface
décrite par cette portion du polygone régulier
inscrit est plus grande que la surface du seg-
ment sphérique déerite par 'arc KL, parce que
.le contour de la portion du polygone régulier
inscrit dans I'arc ADE est plus grand que Larc
XL; ce qui est impossible : donc le rectangle R
.n’est pas plus petit que la surface du segﬁxxent
sphérique décrite par I'arc ADE.

Supposons en second lieu que le rectangle R
soit plus grand que la surface convexe du seg-
ment sphérique décrite par 'arc: ADE et qu’il
soit égal A la surface convexe d'un segment
sphérique semblable d’une sphére plus grinde;
savoir , a la surface d’'un segment sphérique
semblable de-la sphére dont le diamétre ést la
.droite K'M’ et qui a le méme centre gue la

a
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‘sphiére ol se trouve le segment décrit par P'are
ADE.. o o
Par le diamétre K'M’ et par I'arc ADE fai-
sonis passer un plan; la section de la sphére qui
:a pour diamétre “la; droite K'M’ par ce plan
donnera Je demi~cercle K'L'M’. Menons la
:droite CE et prolongeons-la jusqu’a ce gqu'elle
‘vengontre la demi-circonférence K'LIM' au
point L' ; il est évident que le segment sphé-
-rique dont la :surfice:convexe est.décrite par
Parc K'L’ sera” semblable au segment dont la
surface convexe est déerite par 'arc ADE.

. Circonserivons ¥¥arc ADE-une portion de
poly one retrulxer donit les cotés ne rencontrent
point l'arc K’L’ ; du point E’ menons la droite
‘E’0 perpendiculairé sur le diamétre K'M/, et
du point E la droite EI perpendiculaire sur la
droite '0. Le contour de cette portion de poly-
gone rewuher en faisant une révolution autour
du dlametre A'B’, décrira une surface égale a
un'réctangle-dorit la base sera égale 4 la: eircon-
‘férence du cercle ADEFGHB, et dontla hau-
téutisera la droite A'O. Mais la ¢irconférence
ADEFGHB ¢ a pour diamétre-1a droite AB
‘ést égale 3 la base du rectangle R et la“droite
A’O est plus grande «que la hauteur AN de ce
-éme rectangle; car la droite A’A est égale A
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lhypol,cnuse E'E du triangle rectangle E'EL;
mais lhypotenuse E'E est plus grande que le
¢6té El gui est égal & la.droite ON : donc Ia
droite A'A est plus grande que la droite. ON:
donc la droite AO- ayec la. droite A’A est plus
grande que la droite AO avec la droite ON:
donc la droite A’ O est plus grande que la droite
AN : donclerectangle qui apour base unedroite-
égale i la circonférence dont le diamétre est la
droite AB et pour hauteur la droite A’ O est plus
grand que le rectangle R qui a pour base une
droite égale a la.cu'co_nf'erence dont le diamétre:
est la droite AB et pour hauteur une droite égale.
a la droite AN, parce que ces deux rectangles.
ayant la. méme base , le premier a une hauteur
plus. grande que celle du second. Mais le rec-
tangle R est par supposmoneval a la surface-con-.
vexe du segment sphérique déerite parl'arc K'L:.
doncla surface décrite par le contour de-la por-.
tion du polygone régulier circonscrita 'arc ADIS
est plus grande que la surface convexe du.seg~
ment décrite par 'arc K'L/; mais.au.contraire la.
surface décrite par le contour de cette portion.
de polygone régulier est plus petite que la sur-
face du segment sphérique décrite par arcK'L/,
parce que le contour de la.portion.de ce poly~
gone régulier circonscrit & I'arc ADE est plus

3
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petit que P'arc K'L’; ce qui est impaossible :
donc le rectangle R n’est pas plus grand que la
surface du segment sphérique décrite par I'arc
ADE ; mais nous avons démontré qu’il n’est
pas pIuS_ petit : donc le rectangle R est égal &
la surface convexe du segment décrite par I'arc
ADE.

Donc la surface convexe d'un segment sphe-
rique est égale  un rectangle qui a pour base une
droite égale 3 la circonférence d'un grand cercle
et pour hauieur une droite égale i la hauteur
du segment sphérique; ce qu'il falloit démon-
trer.

PROPOSITION XXVI
THfoREME.

La surface d’une zo#e est égale & un rectangle qui

" a pour base une droite égale éla circonférence

d’un grand cercle de la sphére et pour hauteur

une draite égale a la portion d'un diamétre in=

- tercepté par deux droites qui-lui sont perpen-
diculaires et qui embrassent cette zone.

Soit la zone décrite par Pare EG (fig. 23 1);
des, extrémités de T'arc’ EG menez les deux.
drvoites EN, GP perpendicul;iires’_sur le dia-
wétre AB : je dis que la surface de la zone déw
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erite par Paré EG est égale 4 un rectangle qui &
pour base une droite égale i la circonférence-
dont la droite AB est le diamétre et pour hau-
teur la droite NP. )

Puisque la surface convexe du segment sphé-
rique décrite par 'arc ADEFG est égale a un
rectangle qui a pour base une droite égale a la
circonférence dont le diamétre-estla droite AB,
et pour hauteur la droite AP et que la surface
du segment sphérique décrite par 'arc ADE est
égale-a un rectangle qui a pour base une droite
égale a la circonférence dont la droite AB est le
diamétre et pour hauteurla droite AN, il est évi-
dent que la différence des surfaces convexes de
ces deux segmens sphériques sera égale i la difs
férence de ces deux rectangles qui ontla méme
base ; mais la différence des surfaces convexesde
ces deux segmens sphériques est égale 4 la zone
décrite parl’arc EFG et la différence de ces deux
rectangles est égale 4 un rectangle qui a pour
base une droite égale a la circonférence dont la
droite AB est le diamétre et pour hauteur la diffé-
rence des droites AP, AN, c¢’est-a~dire ladroite
NP; mais ladroite NP est la portion du diamnéire
intercepté par les droites EN, GP qui lui sont
perpendiculaires et qui comprennent 'arc EFG:
doue la surface de la zone décrite par I'arc EFG

4
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est égale & la surface d’'un rectangle qui a poup
base une droite. €gale a la circonférence dont
la dwite AB est le diamétre et pour hauteur la
portion du diamétre intercepté par les deux
droites EN, GP qui lui sont perpendiculaires
et qui comprennent I'arc EFG.

Donc la surface d’une zone est égale 2 un
rectangle qui a pour base une droite égale 4 la
circonférence. d'un grand cercle de la sphére
et pour hauteur une droite égale a la portion
‘d’'un diamétre intercepté par deux droites qui
lui sont perpendiculaires et qui embrassent cette
zone; ce qu'il falloit démontrer,

PROPOSITION XXVII
" THEOREME,

Les surfaces des sphéres sont entr'elles comme les
! A 14
quarrés de leurs diamétres.

Soient deux sphéres ABCD, FGHK (fig.227%):
je disque ces deux sphéres sont entr’elles comme.
les quarrés de leurs diamétres AC, FH.

Eneffet, la surface de la sphére est égaleaun,
rectangle qui a pour base une droite égale i la
circonférence d'un grand cercle et pour hauteur:
le diamétre de ce grand cercle ; etlasurface d'un,
grand cercleest égale aun 't.riangle rectangle dont
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nn des céiés de I'angle droit est égal A la circon-
férence, et dont Pautre c6té de ¥ angle droit est
¢gal & son rayon; mais ce trangle rectangle est
égal & un rectangle qui a pour base une droite
égale 4 la circonférence de ¢e grand cercle et
pour hauteur le quart du diamétre : donc la
surface de la sphére est quadruple d'un grand
cercle : donc la surface de la sphére est égale
a quatre grands cercles : donc la surface de la
sphére ABCD est 4 la surface dela sphére FGHEK,
comme quatre grands cercles de la premiére
sphére sont a quatre grands cercles delaseconde,
ou comme un grand cercle de la premiére est
aun grand cercle de la seconde. Mais ces cer-
cles sont enir’enx comme les quarrés de leurs
diamétres, et le diamétre d’un grand cercle est
le méme que le diamétre de la sphére : donc
les surfaces des sphéres ABCD, FGHK sont
entr’elles comme les quarrés de leurs diamétres.

Donc les surfaces des sphéres sont entr’elles
comme les quarrés de leurs diamétres ; ce qu'il
falloit démontrer. '
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"PROPOSITION XXVIIL
- THEOREME.

Deuax sphéres concentriques étant données , on
peut inscrire dans la plus grande un polyédre
dont les faces ne touchent point la circonfén
rence de la plus petite.

Imaginons deux sphéres qui aient le méme
centre A ( fig. 220) : je dis qu’on peut inscrire
dans la plus grande sphére un polyédre dont
les faces ne touchent point la surface de la plus
petite.

Faites passer un plan quelconque par le centre
de ces sphéres, les sections seront des grands
cercles de la sphére. Supposons en conséquence
que BCDE soit un cercle de la plus grande
- sphére et que FGH soit un cercle de la plus
petite ; menons les diamétres BD, CE de
maniére qu’ils soient perpendiculaires I'un sur
Yautre. Les deux cercles BCDE, FGH ayant
le méme centre , décrivons dans le plus grand
BCDE un polygone dont les c4tés soient égaux
et pairs en nombre et ne touchent point le plus
petit cercle F G H ; que les cdtés de cé polygone
qui sont dans le quart de cercle BE soient BK,
KL, LM, ME; menons le rayon KA que nous



A LA GEOM. D’EUCLIDE. 523

prolongerons vers N ; au point A et sur le plan
du cercle BCDE' élevons la perpendiculaire
A O qui rencontrera la surface de la sphére au
point O, et par la droite AO et par chacune
des droites BD, KN conduisons deux plans;
ces deux plans produiront deux grands cer~
cles dans la surface de la sphére. Supposons
qu’on ait ces deux grands cercles et que BOD,
KON en soient les moitiés, et que BD, KN
en soient les diamétres. Puisque la droite OA
est perpendiculaire sur le plan du cercle
BCDE, tous les plans qui passeront par cette
droite AO seront perpendiculaires sur le plan
du cercle BCDE : donc les demi-cercles BOD,
KON sont perpendiculaires sur ce méme plan;
et puisque les demi-cercles BED, BOD, KON
sont égaux, car leurs diamétres EC, BD, KN
sont égaux entr’eux , les quarts de leurs circon~
férences BE , BO, K O seront égaux entr’eux :
‘donc les quarts de cercle BO, KO contien-
dront chacun autant de c6tés du polygone ins-
crit que le quart de cercle BE, et les ¢otés
contenus dans les quarts de cercles BO, KO
seront égaux aux cdtés BK, KL, LM, ME,
chacun 4 chacun. Menons les cordes BP, PQ,
‘QR, RO, K8, ST, TV, VO et les droites
SP, TQ: VR, Des points P, S abaissons des
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perpendiculaires sur le plan du. cercle BCDE;
ces perpendiculaires tomberont sur les. com-
munes sections BD, KN des plans des demi~
cercles BOD; KON, puisque ces: plans sont
perpéndiculaires sur le plan du cercle BCDE,
par construction ; que ces perpendiculaires.tom-
bent donc sur ces communes sections et que
ces perpendiculaires soient PX, SY ; menes
la droite XY. Puisqu’on a pris les arcs égaux
BP, KS daus les demi-circonférences. dgales.
BOD, KON et que les droites PX, SY sont
perpendiculaires sur les diamétres BD, KN,
la droite PX sera égale & la droite SY et la
droite BX égale a la droite KY. Mais la droite.
totale B A est égale & la droite totale KA : donc:
1a droite restante X A est égale i la droite res-
tante YA : donc BX est 2 XA comme KY est
a YA :donc la droite XY est paralléle 4 la droite-
KB; et puisque chacune des droitesPX, SY est
perpendiculaire sur le plan du cercle BCDE, la.
droite PX sera paralléle & la droite SY; mais on.
a démontré que ces droites sont égales : donc-
les droites YX, SP sont égales et paralléles;
ét puisqué la droite YX est paralléle a la droite-
SP et ala droite KB, la droite SP sera paralléle
a la droite KB ( prop. g. 11) ; mais ces droites
sont. jointes par les droites BP, KS : donc le
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quadrilatére KBPS est dans un seul plan, car
s1 deux droites sont paralléles et si dans cha-
cune de ces droites‘on prend des points quel-
conques , les droites qui joignent ces points
sont dans le méme plan que ces paralléles. On
démontrera de la méme maniére, que la droite
TQ est paralléle & la droite SP et la droite VR
paralléle & la droite TQ : donc: chacun des
‘quadrilatéres SPQT, TQRV est dans un seul
‘plan ; mais le triangle VRO est aussi dans un
seul plan : donc si des points P, S, Q, T,
R, V on concoit des droites menées au point
A, on aura construit entre les arcs BO, KO
un certain polyédre composé des pyramides
dont les bases seront les quadrilatéres KBPS,
SPQT, TQRYV et le triangle VRO et dont
le sommet commun sera le point A. Si sur cha-
cun des c¢6tés KL, LM, ME nous faisons la
méme construction que nous avons faite sur le
c6té KB, sinous faisons ensuite la méme chose
dans les autres quarts de cercle EAD, DAC,
OAB et dans I'autre hémisphére , nous aurons
inscrit dans la sphére un certain polyédre qui
sera composé des pyramides dont les bases sont
les quadrilatéres:KBPS, SPQT, TQRV et le
triangle VRO, et’les quadrilatéres et les trian-
gles correspondans 4 ces quadrhatéres et a ce
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triangle et dont.le sommet commun sera le
point A.

Je dis-a présent que ce polyédre ne touche
point la surface de la petite sphére danslaquelle
est le cercle FGH. Du point A menons la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatére
KBPS, que cette perpendiculiire rencontre ce
plan au point Z et menons les droites BZ, ZK.
Puisque AZ est perpendiculaire sur le plan du
guadrilatére KBP S, elle sera perpendiculaire
sur toutes les droites qui la rencontrent et qui
sont dans ce plan : donc AZ est perpendiculaire
sur 'une et Yautre des droites BZ, ZK ; mais
puisque AB est égal 4 AK, le quarré de AB sera
égal au quarré de AK; mais les quarrés des
droites AZ , ZB sont égaux au quarré de AB, car
Pangle en Z est droit par construction, et les
quarrés de AZ, ZX sont égaux au quarré de AK:
donc les quarrés des droites AZ, ZB sont égaux

~aux quarrés des droites AZ, ZK : donc si I'on
retranche le quarré commun de AZ, le quarré
de BZ sera égal au quarré de ZK : donc la droite
BZ est égale ila droite ZK. On.démontrera sem-
blablement que les droites menées du point Z
.aux points P, S sont égales chacune a l'une et
-a Yautre des droites BZ, ZK : donc le cercle
décerit du centre Z et avec nn intervalle égal &

[y
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utie des droites ZB, ZK passera aussi par les
points P,-§ : done le quadrilatéere KBPS sera
inscrit dans un cercle ; et puisque la droite KB
est plus grande que la droite YX et que la
droite ¥X est égale 2 la droite SP, la droite
KB sera plus grande que la droite SP. Mais la
droite KB est égale & I'une et & lautre des
droites KS, BP : donc I'une et 'autre des droites
KS, BP 'sont plus grandes que la droite SP.

Puisque le quadrilatére KBPS peut étre ins-
crit dans un cercle, que les droites KB, BP,KS
sont égales et que chacune de ces trois droites
est plus grande que la droite PS, la droite KB
soutendra un arc plus grand que le quart de la
circonférence : donc I'angle KZB est obtus:
donc le quarré de KB est plus grand que les
quarrés des rayons KZ, ZB, c’est-a-dire que
le quarré de KB est plus grand que le double
du quarré du rayon BZ. .

Menons la droite KX. Puisque dans les trian-
gles KBX,, PBX les droites KB, BX sont égales
aux droites PB, BX, et que l’ang]e KBX est
égal & I'angle BBX, P'angle KXB sera égal &
Vangle PXB; mais 'angle PXB est droit : done
I'angle KXB est un angle droit. Puisque la droite
DB est plus petite que le double de DX et'que
DB est a DX comme le rectangle compris sous
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DB XB est an, Tectang gle hcomprls «jous DX,
}xB 51 sur DB on complete le rectangle com-
'pns sous DB, XB, et si sur DX on compléte le
rectangle compris sous DX, XB, le rectangle
compris sous DB, BX sera plus petit que le
double de celm qm est compris sous DX, XB.
Menez la droite KD. Ler ect.mgle compris sous
DB, X Bseraégalau quarré de KB, etle rectangle
compns sous DX, X B égal au quarré de KX.:
donc le quarre de KB est plus petit que le dou-
ble du quarré de KX ; mais le quane de KB
est plus grand que le doub]e du quarré de BZ:
donc le quarré de KX est plus grand que le
quarre de BZ; et pulsque BA est égal 1 KA, le
quarré de BA sera égal au quarre de KA. Mals
les quarres des droites BZ, ZA sont égaux
an quarré de la droite BA, et les quarrés des
droites KX, X A égaux au quarré de la drone
KA : donc les quarres des droites BZ, ZA sont
erraun aux quarrés des droites KX, XA male
le quarre de KX est plus grand que le quarre
de BZ : donc le quarre de XA est plus petit
que le quarré de ZA : donc Ia droite AZ est
plus gxande que ] Ia dr01te AX : donc la drone
AZest'h plus forte raison plus grandel que la
droite AG mais 14 drmte AZ ¢ est une perpendl-

VI

oulalre surune des ﬁ\ces du polyédre inserit, et

z T S A A
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ladroite AG estunrayou de la plus petite sphére:
donc la face de ce polyédre sur laquellela droite
AZ est perpendlculalre ne touche point la sur-
face de la pluas petite sphere.

Du centre A conduisons la droite AZ' per-
pendiculaire sur le plan du quadrilatére SPQT
et menez la droite PZ/.

Nous démontrerons, de la niéme maniére que
nous I'avons fait pour le quadrilatéere KBP'§,
que le point Z’ est le centre d'un cercle ‘cir-
conscrit au quadrilatére SPQT et que la droite
SP est plus grande que la droite T Q ; mais on
a démontré (ue la droite SP est paralléle a Ia
droite TQ : donc les quadrilatéres KBPS,
SPQT qui peuvent étre inscrits dans des cercles
out leurs cétés KB, SP, TQ paralléles entre
eux; mais les autres cétés BP, kS, P'Q, ST
de ces quadrilatéres sont égaux entr’eux, et le
c6té KB est plus grand que le edté SP et le
c6té SP plus grand que le cdte TQ : donc le
rayon BZ est plus grand que le: rayon PZ'
{lem. suiv.). Menex la droste AP ; cette droite
sera égale & la droite AB. Puisque 'angle AZ'P,
est droit, les quarrés des ‘droites AZ', Z'P
seront égaws au quarré de: la dvoite AP ou au
quarré de la droite AB; mais le quarré de la

-droite AB est égal aux quarrés des droites AZ,
Ll
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ZB donc ngquurres des droites [AZ 54/ Psdnt
egau‘x ‘aux quarrés des droites AZ;,\ZB. Mais
le quarré de Z'P, eStuplus petit -que: le. quamé
de ZB : donc le quarre .de la droite AZ' est
plus grand.que le quarré de AZ : donc la droite
AZ' est plus grande que;la droite A Z. Mais.on
a demontre ‘que la droite. AZ;est: plus. g nande
que Ia droite AG : dong la droite: AZ est,
plus forte raison plus grande que ladroite AG.
donc. le quadmlatere SPQT.ne touchelpmnt la
surface de la plus. petite sphére. : Par la méme
raison,, le  quadrilatére T QR:V.ne touche point
la surf'ace de.la plus petite sphére; il enjestide
meme du trlangle.VB.O (cm' Adulem. suiv.); et
11 en sera encore de méme.de; toutes les. autres
faces du polyédre inscrit,: donc les.faces.de.ce
polyedre ne touchent ;pomtila. surface. de, la
';plus petite spheére. . ... 0w e (3
.Donc , deux sphéres.. concentrlques: Staint
donnees on peut toujoprs,anserire.dans:laplus
,grande un po]yedre dont les,fices:ne; touchent
pas la surface de la plus»peute, ce. quhl falloit
demont;;gv. N P T N TR
S . LEMM kg b
5 lQue les|deux quadrllateres A;BCD,n EFGH
{Qgﬂ,gﬁzz)ds‘ggqgg 1mseritsidans.les eerclesABGD,
EBGH,; que Jes.cotdsiAB} DC woient paral-

-~
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18les') dinsh (qive’ e’ 68168° EF) ')H&"i"qh Tes
autres cbtés A B CB, BE ['GF 'soiéhit égafix
entr/eux-et-que le ¢6t8 AB'soit' plus grand que
le: c6té EF ¢t le ¢oté DC plus grand que le
cOté'HG : je dis que le 1ayon KA sela plué
grand!que:-le rayon EE:

i»Gar:si le rayon KA 'n’est pas plus gradd que
le rayon LE; le rayon KA sera égal au rayon
LE ou plus petit ; 'suppposons d’abord que le
rayon KA soit égal au fayon LE}; puistjue les
cercles ABCD;BF GH sont’ egaux et que les
cordes A'D, BC ‘sonit’ égales ‘aux ‘cordes’EH,
GF, les arcs- ADy BG seront égaux aix arcs
EH, FG; miais la droité ‘AB est plus grande
que la corde EF et la corde DC plus grandeé
que la-corde HG: done: V'atc AB est plus grand
que Yarc EF etTarc'DC plus grand que l'are
HG : donc la circonférence entiéré ABCD sera
plusgrande que la circonférencé entiére EFGH 3
miis' ces deux circonférétices sont égales; ce
qui‘est impossible : donc le rayon KA n’est
pas $gal au rayon LE:.- ot ey
Supposons en second heu que le rayon KA
soit plus petit que le rayon LE, et que ce rayon
soit égal 2 1a droite M. Du centre L avec Fin~
terville LM décrivons la circonférence MNOP ;
menonslesrayons LE{ EF, LG, EP et les cordes
a
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MN, NO, GP, PM. Te§ cordés MN; NO, OP,
PM seront paralléles avix ‘tordes EF; FG , GHy,
HE, et les premiéres seront’ plus petites que
" les derniéres : donc 'puisque la corde EH est
plus grande que la corde MP, la corde AD sera
-plus grande que la corde MP ; mais.les cercles
ABCD, MNOP sont éganx : donc-Yarc AD
est plus grand que I'arc MP; I'arc BC est plus
grand que Pare NO, par laméme raison; mais
la corde AB est plus grande que la corde EF,
et la corde EF est plus grz'inde que la corde
MN : done, a plus forte raison, la.corde AB est
plus grande. que la corde MN : dong; Tagc AB
est plus grand que Parc MN; Parc DC sera -
plus grand que Pare PO > par la méme raison:
donc la circonférence entidre ABCD est pl_us
grande que-la circonférence ‘entiére MN OP;
mais, au contraire, ces deux cirdonfér eiit':"és
sont egales ; ce qui est 1mposs1ble d6hé'1e
rayon ‘K An’est pas plis petit que 1é rayon Lﬂ‘.
mais nous avons démontré qu il ne Tui' eht' pas
égale : donc le rayon KA et nécessairerhent

plus grand que le rayon LE; ce qu’il falloit
démontrer.

COROLLAIRE X
 Sile cbié DC du quadrilatére ABCD étoit
egal au ¢6té HG du quadrilatére EFGH, et si

t’
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las autres céiés dw premier quadrilatére étoient
plus petits gue les autres c6tés du second , on
démontreroit semblahlement que le rayon KA
est iplus..grand .que le rayon LE.

il " COROLLAIRE II.

“1'Si'les deux triangles isoscéles ABC, DEF
(ﬁg235) sont inscrits dans des cercles, et si
‘1és' ¢6tés AC, CB! DF, FE sont égaux entre
€tk , etsile ¢6t6°AB est plus grand que le c6té
‘DE, on démbontrera, comme dans le lemme pré-
“&é dént‘ que le rayon du cercle circonscrit au
‘lﬁlangle ‘ABC'est plus grand que le rayon du
'”Cerclé blrconscnt au ‘triangle DEL.

ioye E

COROLLAIRE III.

et

Sl 1és deux trmngles 1sosceles ABC, DEF

& fm;
(,ﬁﬂ.,255 ) sont inscrits dans des cercles et si les

A

. 0tés.du premier sont plus petits que les cotés
du second .on démontrera semblablement que
]4: lrayon du cercle c1rconscr1t au tnanglc ABC

, e}st plus orand que le rayou du cercle circons-

crit au trlancle DEJ."

bl oo SV ey Lo
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i1 namlt & m ) lni s baoddy b """‘XV%”"

\l‘ll?[f ‘1 X-'X.'I

ERVRRS ) | H O'h ﬁ)M Ehl‘ foo vt hoveagr
|"-' |‘ N M R IEERE R oo YRR

Deu.z‘ secteurs spher;ques semblables et concen=,
(4] zques etant donnes? on peu; tou]ouro mscnre
dans le plus mnd un po{yedre dont les faces
ne touchent pas la surface du plus peut.

YT w\ 1!1( IR T bt

o
: Soxent deux secteurs sphéiigues semblables
-et concentriques dont les 'surfaces ont €té dé~
crites par deux arcs des quarts de cercle OBA ;
Q'GA;(fig. 220) pendant:que ces deux’ quarts
de: cercle ont fait: une révolittion antour ‘du’
rayon AO : jedis quon Ppeut’iriscrire 'dans’ le’
plus-grand un polyédre dont les faces ne'toux
"chent pointla suriace duiplus peut seclem‘ 5phe-
rigie. SRR " ‘
Complettons les sphéres et inscrivoﬁs danis la
plus grande un polyedre'dont' les faces ne tout
‘chent point ta surfuce de ]a plus petite, 11 peut
artiver ow que Pare qui-a déérit la surfice ‘du
- plus grand secteur cottienne exiictement un ot
plusieurs des arcsiégaux OR,RQ, QP, PBou
que-cet arc ne contienne 'qu’une partie din de
ces:arcs -égaux , ou bienqué ce méme arc con—
{lenne un ou plus1eurs de ces z{rcs egaux avecr
unrestes.’ S I



A LA 6EOMs D’EUCLIDE. §3%
Supposons d'abord ¢ue: 'arc quia- décrit:la
surface du secteur sphemque contienne exacte-
ment un ou plusieurs de-ces:arcs égaux ; il est:
évident qu'on aura inscrit dans le:plus: grand
secteur un polyédre dont les faces ne touche=
ront point’la surface du plus petit.

'Stpposons en second lieu que-I'arc qui-a dé-
crit la surface 'du’'plus grand secteur:sphérique
contienne I'are OR , avec un reste RQ'; faisons
Parc VT'.égal aVare-RQ',; etimenons lés cordés
VT'; F'Q’, Q'R, et faisons laméme chose.dans
les. autres. portions..de- faseaux -qui' composent
le:reste de la surface du secteur sphérique dés
crite par Pare.Q Q'.-Nous démontrerons abso~
lument de la:méme maniére’ que .nous lavons
faiv dans le- théoréme -précéderit, qiela per<
pendiculaire menée du centre A sur le quadri-
latére T'Q’RV. est plus - petite que la perpen~
diculaire menée du. centre-Asur le quadrilatére
SPQT: (cor. 1 dulem. précéd.), et nous -con-
clurons que le quadrilatére T’Q RV ne louche
pas la surface du plus petit secteur. :

‘Supposens enfin que Parc qui a déerit. Ia sur-
face du plus grand secteur.ne eontienne qu'une:
partie de l'arc.OR, la;partieiOR’, ‘parexemple;
faisens Lare QV'.égalia Parc OR’, menons les:
cordes OV’, V'R/, R'O, et faisons la:méme-

4
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cﬁbi@!‘ﬂaﬁs Fes aatdés: pdrﬁlbﬂ%’ de fiddaux yui’
compinsert le teste deliwurface di secteur sphis
rique déeritépar Yarc. OR'; néus'démontrerons-
éncors dé'da méme! maniérée (que nous Uavons.
fait! dans beithéondme précédény, que Ia perpen=
diculaire menéeda ééntreiAsr le‘ir‘iangleOV’R‘
estiplus petite gize la perpendiculaire mende dw
cenié! A suir le-quadrilatére TQRV! ( cor. 5 du
leti:iprécédy), evnoms:conclurons quele trian~
gl-OV'Ri'aetonche pas’ laisurface du. plus!petm
sedfetar, ol waioiabenies e TR e
' Doné'deux ‘secteurs' ‘sphé'r-iques» semblables
et“ooneentriques’ étant donnds , on ‘peut ins<
etirdi:dans-le-plus grand un'pelyédre dont les:
fares ne touchent pointdasurface du plus peutw

cequu ‘il falloit -démemirors iy o fa i
g

‘5"301)051'1‘101\5 "x'iggi

R )‘_rt
ol Huue, o xh 45,0 R E‘M £ R I T
n),a PRSI RAS L h\l\l i' AR NY RS ;:- [T 781

Lg,}spﬁqm est. gga(e &, une pyfan;;dg 7) l,angulau"qw
.doyt. la base, .est dgale. 4. lg. suiface dg.cette,
Aplere et dout Ja hauteur st égale au rayon
e cepte.méme PRTGy, iy o o caidl e

8oivlaisphiereABC /(figi 284); imaginens::
uné pyramide HIKE dontolabase FRE soit-
égalbido lausunface ! de 1oettesplieie et dont las:



A LAGEOM.,DIRUOLIDE. 537
hautenr: HI: soit, égale awy rayon de.getie méme
sphére : je,dis,que,'la;a?hére;ABChesn«égale. &
la. pyramlde BIKL. I R

-Car sila pyrarmde HIKL avest pas- ega]e a
la sphére ABG, cette pyramide sera plus petite
oui plus.igrande.; Supposons qu’elle soit plus
petite. et. qu’elle soit égale & une. sphére con-
centrique plus petite., savoir, ala sphére DEF.

Inscrivens dans la,sphére ABC un.polyédre
dont les .faces ne:iouchent point la surface de
la sphére DEF ; ce polyédre sera un assem-
blage:de pyramides qui.auront tontes leurs,som-
mets au-centre de;la sphere ABC. Si. 3, hau-
teur «de!chacune -de ces pyramides étoit égale
au, rayon-de la sphére , ce polyédre, seroit égal
4 une pyramide triangulaire qui auroit peour-
base une sur face égale i la surface du polyedre
inscrit et pour hatteur le rayon de-la’sphére ;
mais les hauteurs de: ces.pyramides sont cha~
cune plus petites que le rayon de la sphére ABC,
et la stirface de-ée polyédre est plus petite que'
la ‘surfice - de’ cette’ sphére : donc le polyédre
inscrit est plus petit que la pyramide triangi-
laire HIKL qui a pour base une surface égale &
la surfagede Jasphére, ABCret poufw Jhauteurune
dreite égale awrayon,de cette) sphére s mais la -
pyramide GHKI gsty par suppasition.; égale i
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lasphére DER 2 donglespolyédee inscrit -dans
la.sphére:ABC. est.plus petit que la sphére DEE;
mais ,-au.contrajre ,-le pdlyddre. inscrit dans la
-sphére ABC.est plus grind que la sphére DEF,
puisque ce polyédre contient.la sphére DEF;
«ce.qui est impossible : doucila,pyramide H1KL
n'est pas plus petite que:la sphére ABC.: 1 -
. ..Supposons, en second lieu: que la pyramide
HIKL. sait, phts granide: que la:sphere ABG et
qu'elle soit .égale & une-sphére. concentrique
plus: grande , savoir, &la sphére D'EF’... .
Inscrivons:dans la sphére D'E'F’ un polyédre
dont les faces netouchent point la surface! de
Ja.sphére: ABG; ce polyédreisera un:assem
blage.de pyramides:qui auront toutes:leurs som-
mets aw centre de la:sphére D'E/F’. §1 la hau-
teur de chacune de ces pyramides étoit-égale
au rayon de la sphére ABC, ce polyédre seroit
<€gal 2 une pyramide triangulaire qui auroit pour
base une surface égale alasurface de ce polyedre
et pour_hanteur une droite égale au rayon de
cette sphére ; mais les hauteurs de ces pyra=
midgs sont chacune plus grandes que le rayon
de.]a sphére ABC et la sunface de ce polyédre
est plus grande que. Ja surface.de la sphére ABC:
done ce polyédre. ingerit,est plus grand cue la
pyramide. HIK L, qui, a, pour-base une. surface,
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dgale 2la-surfate d+ ladphére ABC!ét poud havt-
teur ine droite dgale' au rayon de'dette sphére.
Mais la pyramide HIKL ést , par supposition’,
égale A la sphére’ D'E'F': donc le polyédre ins~
crit est plus grand que la sphére D'E'F’; mais,
du-contraire , le polyédre inscrit dans la sphére
D'EF’ est plus-petit que cette sphére ; car il est
contenu dans cette sphére ; ce qui est impos-
stble : donc la pyramide RIKL n’est pas plus
grande que la sphére ABC ; mais nous avons
démontré quielle n’est pas plus petite : done la
pyramide HIKI est: éghle & la sphére ABC.
'i»Donc .une sphére est égale 4 une pyramide
wriangulaire dont la base est égale: a la’ surface
de. cette sphere euv dont la-hauteur est égale au
rayon.de’ cette !mhéme:: sphere ; ce qu 11« falloit
démeontrer. i e
Hivtre +50 G @ R O'L L AST R B, o0 Lorin o
"' Puisque la surfacé-de’ la '$phiére”est- égale d
¢jitdtre grands ceicles’, 1¢ quart de'la sphére ést
égal & un ¢dne' qui & pour base un grand ¢ercle
et pour hauteur le rayon de cette sphe’re donc la
mioitié de la'sphére‘est egale 4 un’céné qui &' pour
base uni grand cercle et'pour hauteiir le ‘dis-
métre de'ld-sphére y'iis Te cylmdre citdons=
ciit'ést égal a troi§ ¢6nés Ul ofit pdhri base‘un'’
grarid cerclé et pout Hauteiie'1e didthétre de Rl
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spbere d\onc la, moitié de,la sphére est égale
au tiers du ,C.yhndr.e circonscrit,: dong la sphére

entiére est .égale aux.deux tiers du cylindre
circonscrit.

"PROPOSITION XXXL

b RE.O R M B
Corrargatie yEd i v vas
l'fnl secteur spherzque e;f eg‘ai }a yne p‘ylartlude
tnangulazre quz a pour Ibase une swface egale
a la surface sphenque de ce ;qcteur _et pour

PEES Y SP N RN KR A teiey

hauteur une drozte ég ale au 1ayon de ce memc

g ¢ e
.secteul.

Aherree et ey ‘,“‘(

. Soit. le spcteur sphenque( ABG. (ﬁg4,4254)..
je dis que ce secteur sphérique est égal 4 ,une
pyramide triangulaire, HIMN, qui. a: pour. base
une surface égale a la surface, sphérique.de.ce
secteur et pour .hauteur ung droite. égale, au
rayon de ce mMEME SECLEUN., Lin, . .yt e
1. Car. 8l cgtte pyramide, pest pas ¢gale.d ce
sectenr,. elle sera plus, peitg ou. plus, grande.
Supposons d’abord qu’elle soit plus petite. et
qu'elle soit égale 4 un secteur sphérique plus
petit, savoir au secteur sphérique DEG qui est
semblable au secteur sphérique ABG.

. Aprés avoir-inscrit dans le secteur sphérique
ABG une portion de polyédre qui’ ne touche
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point. la’ surfice ‘du’ Secttllt' sphétique DEG,
notis démontrerons’; comme dinsla proposition
précédente, qué'ld pyramide HIMN n’est pas
plus petite que le secteur ABG.

Nous supposerons en second lieu que cette
pyramlde est ega]e A un secteur spherlque plus
grand , savoir au secteur sphérique D'E' G’ qui
est semblable au secteur sphérique ABG.

Apres avoir inserit dans le'sectenr sphérique
D'F'G' une pOI‘thIl de polyédre dont les faces
ne touchent pomt la surface du secteur sphe—
rlque ABG on démontrera encore , comme
dansla proposition précédente, quela pyramlde
HIMN n’est pas‘plus grande que le'sécteut sphé-
rijué ABG/, et Fon conclura que cette pyra-
mide 'est égaleiau’ secteur sphérique ABG, et
que'par’ conséquent un sectevir sphérigue est
égal lirume’ pyramide triangilaire qui a pour base
une surface égale & la surface sphérique de’ce
secteut ‘et pour”hauteur une' droite égale au
rayon' de-ce’ meme"secteur ce: qu il Falloxt dé=
monitréy, - AR SR

nlq SITEN x.,{.;, RV . vose b

2 e R R R YL TOR TN L U S A A T I ppppyen
T noprodige aoise an obinhdoe

wipresilipe e e e wovs gk

wlbauor o i athoviog ol nomroy o DY A
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Zes spheres sont entr elles comme les cubes de leﬁr.e

rayons, et les secteurs sphel iques semblables sont
_ aussl entr'eux comme les cubes de leurs rayons,

Soiént les deux sphéres ABC, DEF (fig. 235):
jedis que ces deux sphéres sont entr’elles comme
Ies cubes de leurs rayons.

- ‘Supposons que la base dela pyramide GHKL
soitégale a la surface .de la sphére ABC et que
sa hanteur soit égale au.rayon de cette méme
sphére. Faisons. la droite'GM égale au'rayon
de la sphére DEF, et par le point M conduisoiis
un plan qui soit paralléle a la base de la pyra=-
mide GHKL; la section de cette pyramide par
ce-plan sera un triangle semblable au triangle
HXKE. Maisles triangles semblables sont. entre
eux comme les quarrés de leurs cétés homo=
logues :'donc le triangle HKL; est au triangle
MNO comme le quarré de la droite HK est
au quarré de la droite MN:; mais les triangles
GHK, GMN sont semblables : done la droite
HK est 4 la droite MN comme la droite GH
est & la droite GM : done le triangle HKL &st
au triangle MN:O comme:le: quarré de la droite
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GH est an quarre de la dr01te GM; mals la sur«
face de la sphere ABC est 3 la surface de la
sphére DEF comme le.quarré du rayon de la
sphere ABC est au quarré du rayon de la sphére
DEF, comme le quarre de la droite GH est au
quarré ‘de 1a droite GM : donc la surface de la
sphére ABC est 4 la surface de la sphére DEF
comme le triangle HK L est au triangle MNO:
donc, en échangeant les places des moyens; la
surface de la sphére ABC est au triangle HKL
comine la surface de la sphére DEF est au trian-
gle MNO ;.mais la surface de la sphére est égale,
par supposition, au triangle HKL : donc la sur-
face de la sphére DEF est égale au triangle
MNO, c’est-a-dire & la base de la pyramide
GMNO; mais le rayon-de cette sphére est égal
ala hauteur de cette méme pyramide:: donc la
sphére DEF est. gale a la pyramide GMNO;
mais les pyramides semblables GHKL;GMNQ
sont entr’elles comme les cubes de leurs han-
teurs GH, GM : donc les sphéres ABC, DEF
qui sont égales aux pyramides GHKL, GMN@
sont entr'elles comme les cubes des hauteurs
GH, GM de ces pyramides, c’est-i=dire
comme les cubes. des rayons des sphéres ABG,
DEF.1On démontreroit: d’'une maniére; sem~
blable que les. secteurs:sphériques semblables



544 SUPPLEMENT
sont aussi entr’eux comme les cubes de leurs
rayons.

Donc les sphéres sont entr’elles comme les
cubes de leurs rayons; donc les secteurs sphé-
riques semblables sont aussi entr'eux comme
les cubes de leurs rayons; ce qu’il faH01t dé-
montrer (1).

De la mesure des lignes, des surfaces et des
solides.

DEFINITIOTNS.

1. On mesure une quantité en déterminant
combien de fois cette quantité contient une
quantité connue.

2. On mesure une ligne, une surface et un
solide en déterminant combien de fois cette

(1) On pourroit démontrer de la maniére suivante
que les sphéres sont entr’elles comme les cubes de
Teurs rayons. Les sphéres inscrites dans des cylindres
sont égales aux deux tiers des cylindres dans lesquels
elles sont inscrites; mais les cylindres circonscrits &
des sphéres.sont des solides semblables : donc les cy-
lindres circonscrits 2 des sphéres sont entr’eux comme
les.cubes des rayons de leurs bases, c’est-a-dire comme
les cubes des rayons des sphéres; donc les deux tiers
‘de ces cylindres, c’est-a-dire les sphéres inscrites, sont
-aussi entr'elles comme les cubes de leurs rayons.
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tube connu ;. ces quahutes coiyhiies s appellent
un;les de mesurbs i e
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Deux rectang gles sont.entr’ eux, comme les. produits.
de leurs bases par.d leurs hauteurs. l

Soient les deux rectang]es DB, DF (fig. 236):
]e dlS que ]e rectangle DB est au rectangle DF
DB' par‘sa ‘hauteur DEC est Hii prodmt dela base :
DE du rectangle DF par sa haitéur G D.+

‘Placez Tt 'deux ‘reétb’ﬁgleS' DB'DF de "ma-'-
niére que'le coté DE soit ‘dans'la divection!dii
c6té AD et le ¢6té GD dans la direction ‘du
c'o't'e DC & terminez Te’ Tec tangle "A'G. Puis-

)Q UEresncy 2 i1 gtagdiyn v Wb oo
que Tos deux l'ectangles DB DH ont la' méme

basle KlD le rect@ngle DB est au rectanél(é DI-i .
cpmme,la hauleur DC, du .rectangle DB est.4 -
la hauteur DG du-rectangle DH ;:et & causeique):
les:deux rectangles DH D Flont'la méme hav=
teur' GD” le rectahglta DH st att réctaﬁg]e‘ PF- '_
commé'la b'zi's'e'AD du ré& an 1e DH’est 5 la as« :
DE du rectangle“]ji‘ﬁ Sil oﬁdﬁ;ultlphe cbaqu

toatd U ot Aoyt gaie wed e

n
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terine de la premiére proposition par chaque
terme de la setonde, les produits qui résulte~
ront de cette multiphication formeront encore
une proportion : donc le produit du rectangle
DB par le rectangle DH est au produit du rec-
tangle DF par le rectangle DH comme le pro-
duit de la base AD du rectangle DB par sa
hauteur DC est au produit de la base DE du
reetangle DF par sa hauteur DG : donc si I'on.
supprime le facteur DH qui est commun aux
deux premiers termes, le rectangle DB sera au
rectangle DF comme le produit de Iabase AD du
rectangle DB par sa hauteur DC est au produit
de la base DE du rectangle DF par sa hauteur
DG : donc les deux rectangles DB, DF sont

entr’eux comme les produits de leurs bases par

leurs hauteurs.

' Done deux rectangles quelconques sont entre
eux comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs ; ce qli’il falloit démontrer.
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PROPOSITION I1.
THﬁQRﬁIﬁE-

Un rectangle a pour mesure le produit de sa base
par sa hauteur (1).

Soit le rectangle AC (fig. 237) dont on veut
avoir la mesure ; que le quarré D soit Funité
de mesure. Multiplions le nombre qui exprime
combien de fois la base BC du rectangle AC .
contient le c6té du quarré D par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur AB du

i .

(1) Je ne dis point, comme on le dit ordipairement,
que la surface ou l'aire d’un rectangle, &ec.; car, en
parlant ainsi, ¢’est comme sifon disoit la surface d’upe
surface qui est terminée par quatre droites para alleles ’
ou bien Vaire d’une aire terminée par quatre droues
paralléles, &c. Clest par la méme raison que je ne dxs
point la solidité du parallélépipéde ou bien le volume
d’un parallélépipéde, parce que c’est comme si Pon
disoit la solidité d’un solide terminé par six parallé-
logrammes dont les parallélogrammes opposés sont
égaux et paralléles, ou bien le volume d’'un volume
terminé par six parallélogrammes dont les parallélo-
grammes opposés sont égaux et paralldles. Si je ne
m’exprime point ainsi, ¢’est pour me conformer a.
la maniére d’Euclide , et pour ne pas me servir d’'une
fagon: de parler que yien ne sauroit antoriser.

2
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rectangle AC contient le c6té du méme quarré
D (1) : je dis que ce produit exprime combiern
de fois le rectangle AC contient le quarré D.
‘Car puisque les rectangles sont entr’eux
comme les produits de leurs bases par leurs
hautéurs , le rectangle AC est au quarré I
comme le produit du nombre qui exprime -
combien de fois la base BC du rectangie' AC€.
contient le €6té du quarré D par Ie nombre qui
exprime eombien de fois la hauteur du recian-
gle AB contient le c6té du méme quarré D, est
au produit du nombre 1 que représente la base
. quarré D par le nombre 1 qui représente
aussi la hauteur de ce méme quarré. Mais le
produit du nombre 1 par Tui-méme est égal i 1:
donc le rectangle AC est au quarré D comme
le produit du nombre qui exprime combien de
fois la base BC du rectangle AC contient le c61é
du quarré D par le nombre qui exprime com-
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con~

(1) Il est inutile d’avertir quele nombre qui exprime
. ¢combien de fois la base dn rectangle AC contient le
cté du quarré D ou le nombre qui exprime com-=
bien de fois la hauteur du rectangle AC coutient le
cb1é de ce méme quarré, peut étre un nombre com-
mensurable,, on incommensurable, entier ou frac~
fionnaire ; ou méme une fraction.
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rient la hauteur de ce méme quarré, esta 1: done
le produit du nombre qui exprime combien de
fois ]a base BC du rectangle AC contient le c6té
du quarré D par le nombre qui exprime com-
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con~
tient le c6té de ce méme quarré, est lamesure
du rectangle AC, puisque ce produit exprime
combien- de fois le rectangle AC contient le
quarré D, pris pour unité de mesure : donc
pour avoir la mesure du rectangle AC, le quarré
D étant pris pour umité, il faut muliipher le
nombre qui exprime combien de fois la base
du rectangle AC contient le c61é du quarré D
par le nombre qui exprime combien de fois la
hauteur du rectangle AC contient le cété de
ce méme quarré, le produit de ces deux nom-
bres serala mesure du réctangle AC; ce quon
¢énonce en disant que le produit de la base du
rectangle AC par sa hauteur est la mesure de
ce rectangle.

Donc un rectangle quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur; ce qu’il
falloit démontrer.

COROLLAIRES.

1. Puisquun parallélogramme quelconque
est égal & un rectangle de méme base et de
3
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iliéme hauteur , il est évident qu'un parallé-
logratiiiie quélconiue a pour mesure le pro-
duit de 4 base par sa hauteur. -
2. Ui triaiigle éiant égal & la moitié d’un pa-
rallélogriintne de méme base et de méme hau-
" teur, il est viderit qu'un triangle a pour mesurs
Te produit de sa base par la moitié de sa hauteur.

3. Toute figure rectilighe pouvant se partager
en triangles, 11 est éyident qu’une figure rectili-
gie queiconqlm aurd pour mesure Ja somme
des produits de la base de cliacun des triangles
qui la composent pir la inoitié¢ de sa hauteur.

4. Puisqu’un polygone régulier peut étre par-
tagé en autant de triangles égaux et semblables
que lé polygone a de cot( 's , ¢n menant du
cenire des droites & tous les angles de ce poly-
gone, et puisque chacun de ces triangles a pour
thesuré le produit d'un des cotés du polygone
par T4 molié dune perpendiculaire menée du
centre sur_un des cdtés, il est évident qu'un
i‘)b‘l‘ygohb réguliér 4 pour mesuic le produit de
son ‘céntour par Ta hoitié d'une perpendiculaire
menée dft centre sur un de ses cHs:

5. Un cercle étant égal a un triangle qui a
pour base une droite eﬂale a la circonférence
d¢ ce cercle ‘¢t pour hn‘ute'ul' le rayon de ce
Hére cercle, il ‘est évident qu’un cercle a pouy
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mesure le produit de sa circonférence par la
moitié de son rayon. :

6. Un secteur circulaire étant égal 4 un trian-
gle qui a pour base uhe droite égale & 'arc de
ce secteur et pour hauteur le rayon de ce sec-
teur, il est évident qu’un secteur a pour mesure
le produit de son arc par la moitié de son rayon.

7. La surface convexe d'un cylindre droit
étant égale & un rectangle qui a pour base une
droite égale & la circonférence ‘de la base de ce
cylindre et pour hauteur une droite égale ala
hauteur du méme cylindre , il est évadent que
la surface convexe du cyhndre droit a pour me-
sure le produit de la circonférence de sa base
par sa hauteur. :

8. La surface convexe du cone droit étant
égale a un triangle qui a pour base une droite
égale & la circonférence de la base de ce céne
et pour hauteur une droite égale an c6té de ce
cone, il est évident que la surface convexe d'un
cone droit a pour mesure le produit de la cir-
conférence de sa base parla moitié de son c6té.

9. La surface de la sphére étant égale & un
rectangle qui a pour base une droite égaleala
circonférence d’'un de ses grands cercles et
pour hauteur le diamétre de la sphére, il est
évident que la surface de la sphére est égale

4
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au produit de la circonfét:ence d'un de ses
grands cercles par son diamétre.

10, La surface convexe d'un segment sphé-
-rique étant égale a un rectangle qui a pour base
une droite égale a la circonférence d'un grand
cercle de la sphére et pour hauteur une droite
¢gule & la hauteur du segment sphérique, il est
¢vident que la surface convexe d’'un segment
sphérique a pour mesure le produit de la cir-
conférence d’un grand cercle de la sphére par
la hauteur du segment sphérique.

PROPOSITION I11,
THEOREME.

Les parallélépipédes rectangles sont entr'eux
comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs.

Soient les deux parallélépipédes rectangles
BG, BO (fig.238) : je dis que le parallélépi-
péde BG est au parallélépipéde BO comme le
produit de la base BD du parallélépipéde BG
par sa hauteur AB est au produit de la base BM
du parallélépipéde BO par sa hauteur QB.

Placez les deux parallélépipédes BG, BO de
maniére que I'angle QBC soit commun ; prolon-
gez labase AG et terminez le parallglépipéde BS.
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Puisque les deux parallélépipédes rectangles
BG, BS ont la méme hauteur, le parallélépipede
BG est au parallélépipéde BS comme la base BD
du preniier est ala base BM du second ; et a cause
que les deux parallélépipédes rectangles BS,
BO ont la méme base BM, le parallélépipéde
BS est an parallélépipéde BO comme la hap-
teur AB du premier est i la hauteur QB du -
second. Si 'on multiplie chaque terme-de la
premiére proportion par chaque terme de la
seconde, les produits qui résulteront de cette
multiplication seront encore en proportion :
donc le produit du parallélépipéde BG par le
parallélépipéde BS est au produit du parallé-
lépipede BO par le. pard]leleplpede BS comme
Ja base BD du paral]( lépipéde BG par sa hau-
teur AB est au produit de la base BM du pa-
rallélépipéde BO par sa hauteur QB : donc si
Pon supprime le facteur BS qui est commun aux
deux premiers termes , le parallélépipede BG
seraau parallélepipéde BO comme le produit de
la base BD du premier par sa hauteur AB est au
produit dela base BM du second par sa hauteur
QB : donc les deux parallé]‘épipédes rectangles
BG, BO sont entr’eux comme les produits de
leurs bases par leurs hauteurs.
Doncles pa_ra]le’lépipédes rectangles sont enu]'e
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éux comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION 1V.
THEOREME.

Un parallélépipéde rectangle a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur.

Soit le parallélépipéde rectangle AD (fig. 239)
dont on veut avoir la mesure; que le cube F
soit I'unité de mesure. Muluplions le nombre
qui exprime combien de fois la base B.D con-
tient la base du cube F par le nombre qui
exprime combien de fois 12 hauteur AB con-
tient le c6té du cube F : je dis que ce produit
exprime combien de fois le parallélépipéde rec-
tangle AD contient le cube F.

Car puisque les parallélépipédes rectangles

sont entr’eux comine les produits de leurs bases
* par leurs hauteurs , le parallélépipéde AB est au
prime combien de fois la base BD du parallélé-
pipéde AD contient la base du cube F par le
nomibre qui exprime combien de fois la hautenr
AB du parallélépipéde AD contient la hauteurdu
cube ¥, est au produit de la base du cube T par
sa hauteur; mais la base du cube a pour mesure
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le produit du nombre 1 qui représente le cété
"de ce cube par le iombre 1 : donc le produit de
la base du cube par sa hauteur est égal au pro-
duit du quarré de 1 par 1 qui ést 1 : donc le
parallélépipéde AD est au cube F cothme le
produit du nombre qui exprime combien de
fois la base BD du parallélépipéde AB contient
1a base du cube F par le nombre qui éxprime
combien de fois ]a hauteur AB du parallélépi-
péde AD contient lahauteur du cube F, est a 1:
donc le produit du nombre qui exprite com-
bien de fois la base BD du parallélépipéde AD
contient la base du cube F par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur AB du p‘ai-
rallélépipéde AD contient le c6té de ce méme
cube, est la mesure du paralleleplpedeAD puis-
que ce produit exprlmc combien de fois lé cube
AD contient le ¢ube F pris pour unité de me-
sure : donc pour avoir Ia iivesure du paralélépi-
péde rectangle AD, il faut muliiplier le hombre
qui exprime combien de fois la base du paralié-
1épipéde rectangle AD contientla hase dn cube F
par le nombre qui exprifne combien de fois la
hauteur AB du parallélépipéde AD contient le
c6té du cube F, étle produiit dé ces deux nom-
bres sera la mesure du parallélépipédé AD; ce
qu'on f¢nonce cn disant que le prodﬁiz de la
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base du parallélépipéde AD par sa hauteur est
la mesure de ce parallélépipéde.

Donc un parallélépipéde rectangle quelcon-
uc a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur ; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLATIRES.

1. Puisqu’un parallélépipede quelconcue est
égal & un parallélépipéde rectangle de méme
basc et de méme hauteur, il est évident u'un
parallélépipéde quelconque a pour mesure le
produit de sa base par sa hauteur.

2, Un prisme triangulaire quelconque étant
la moitié d'un parallélépipéde qui a une base .
double et la méme hauteur, il est évident qu'un
Pprisme triangulaire quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur.

3. Un prisme quelconque pouvant étre par-
tagé en prismes triangulaires de méme hau-
teur, et chacun de ces prismes triangulaires
ayant pour mesure le produit de sa base par
.sa hauteur, il est évideat que le prisme total a
pour mesure le produit.de sa base par sa hau-
teur. ’

4. Un cylindre droit ou oblique étant égal &
\nn parallélépipéde qui a une base égale et la
méme hauteur, il est évident qu'un cylindre
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droit ou oblique a pour mesure le produit de
sa base par sa hauteur.

5. Une pyramide triangulaire étant égale au
tiers d’'un prisme de méme base et de méme
hauteur , il est évident qu'une pyramide trian—-
gulaire quelconque a pour mesure le produit de
sa base par le tiers de sa hauteur,

6. Une pyramide (uelconque pouvant étie
partagée en pyramides triangulaires de méme
hauteur, et chacune de ces pyramides triangu-
laires ayant pour mesure le produit de sa base
par le tiers de sa hauteur, il est évident que la
pyramide totale aura pour mesure le produit de
sa base totale par le tiers de sa hauteur.

7. Un solide quelconque terminé par des
surfaces planes pouvant se partager en pyra-
mides, il est évident que la mesure d'un solide
quelconque terminé par des surfaces planes sera
¢égale 4la somme des produits de la base de cha-
cunc de ces pyramides par le tiers de sa hauteur.

8. Un céne droit ou oblique étant égal an
tiers d'un cylindre de méme base et de méme
hauteur, il est évident qu'un céne quelconque
a pour mesure le produit de sa base par le tiers
de sa hauteur. : _

9. Une sphére étant égale & une pyramide
qui a une base égale i la surface de la sphére et
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pour hauteur le rayon de cette méme sphére,
il est évident que la sphére a pour mesure le
produit de sa surface par le tiers de son rayon.

10. Un secteur sphérique étant égal a une
pyramide qui a une base égale 4 la surface sphé-
rique de ce secteur et pour hauteur une droite
égale au rayon de la sphére, il est évident qu’un
secteur sphérique est égal au produit de sa sur-
face sphérique par le tiers de son rayon.

FIN DU SUPPLEMENT.
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NOTES.

LIVRE I.— DEFINITION 1V.

Cxrre définition d'Euclide a paru insignifiante &
plusieurs géométres; pour en comprendre le sens,
comparons une ligne droite avec une autre ligne qui
ait les mémes extrémités. Soit pour cet effet la droite
AFGE(fig.240) et la ligne ABCDE.

Laligne AB est également placée entre ses points
A et B, c’est-a-dire qu’elle ne s’avance ni vers la droite
ni vers la gauche, qu’elle ne va ni en haut ni en bas;
il en est de méme de la ligne BC; mais il n’en est pas
de méme de la ligne ABC, car cette ligne s’avance
vers B. La ligne CDE n’est pas-également placée entre
ses points Cet E, car elle y’avance vers D : donc la ligne
ABCDE n’est pas également placée entre ses points
A, B, G, E, car elle £avance taniét vers un endroit,
tantot vers un autre. La ligne A G HE est au coniraire.
également placée enlre ses poinis A et F, F et G, G
etE, Aet G,F et E, A et E, car elle ne s’avance
jamais vers aucun coté.

Selon Archimeéde, la ligne dr_oite est la plus courle
des lignes qui ont les mémes extrémités,

Selon Platon,, la ligne droite est celle dont les extré-
milés sont ombragées par les points intermédiaires. Ne
pourroit-on pas dire que la ligne droite est celle qui

penltourncr sur ses ex lt‘t‘mllt’b immobiles sans chan ger
de place?
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' LIVRE L —~pDEFINITION VIl

Cette définition est analogue & celle de la ligne droile
et peut par conséquent éure expliquée d’une maniére
analogue.

Selon Héron, la superficie plane est celle sur toutes
les parties de laquelle on peut appliquer une ligne
droite.

LIVREI —DEFINITION XXXIIIL

Cette définition renferme une condition superflue §
‘car si les cOlés opposés d’un quadrilalére sonl éganx s
les angles opposés sont niécessairement égaux. (Rt)bert
Simson. )

LIVRE . —Ax18ME vIIL

Cet axiéme veut dire que les lignes, q.ueAles surfaces
qui sappliquent exac¢tement les unessur les autres sont
.égales; queslés.angles dont les cotés s’appliquent exac-
tement les:uns sur les autres sont éganx, et que deux
solides sont égaux lorsque les faces de ’'un s’appliquent
exactement sur les faces de autre. Si I'on disoit que
les choses qui s’appliquent exactenment les unes sur les
autres sont égales’, on ne pourroit point se servir de
«cet axiome, lorsque ’on voudroit conclure que deux
solides dont les faces s’appliquent exaciemerit les unes
sur les autres, sont égaux entr’eux. :

LIVRE | 8 — PROPOSITION VII

Cette proposxtlon a deux cas, car il peut arriver que
le pomtD tombe dans letriangle ABC. Robert Simson
démontre le second cas; mais cela étoit inutile, car le
second cas est compris implicitement dans la proposi=
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tion xx1 du méme livre, ot Euclide démontre que les
deux droites BD, DC sont plus courtes que les droites
BA, AC;caril est évident que si les deux droites B D,
DCsont plus courtes que les deux droites BA, AC
les deux droites BD, DC ne seront point egales aux
deux droites BA, AC, chacune a chacune

LIVRE I.— PROFOSITION xxlv,pag 38, lig. 4.

Car puisque, &c. Zisez que parmi les droites DE, DF
Ia droite DE soit celle qui n'est pas plus grande que
la droite DF. Pulsque, &c. (Robert Simson ).

"LIVRETI — PROPOSITION XXXYV.

Robert Simson remarque que cetle proposition a
trois cas, et qu'Euclide ne démontre que Je cas o le
point E tombe entre le point D et le point F.

Les deux autres cas ont lieu lorsque le point E
(fig. 241 ) tombe sur le point D et lorsque le point E
tombe entre le point A et le. point. D (fig. 242). Voici
comment on peut démontrer ces deux. autres cas :

Aprés avoir démontré, pour. le second cas, que le

‘triangle ABD (fig. 241 ) est égal au triangle DCF, et
aprés avoir ajouté a chacun de ces deux triangles égaux
le triangle BCD, on conclura que le parallélogramme
ABCD sera égal au parallélogramme BCFD.

Aprés avoir démontré, pour le troisiéme cas ;quele
triangle ABE (ﬁg 242) est égal au triangle DCE ‘et
apres avoirajouté & chacun-de ces deux trian gles égaux
le quadrilatére BCDE, on conclura que le parallélo-
gramme ABCD sera égal au parallelogramme BCFE.

Nn
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L*[VRE IV. — COROLLAIRE DE LA PROPO-
Rl SITION XXV, pag. 206, hg. 1".

Hé;agone Lises hexagone equxlateral et éqmangle.
( Robert S;mson )

LIVRE VI. —DEFINITION II

Robert ‘Simsom trouve cette définilion obscure et
la remplace par la suivante :

"« Lies figures’, 1es tnanglea et les' par allelogrammes R
par exemple ysont réciproques lorsque les c4tés qui com-
prennent deux angles sont proportionnels, de ma-
niére qu’un cdié de la premiére figure est & un cété de
la seconde comme un autre coté de la seconde est & un
autre colé de la premlere . Je donne la préférence a
1a définition d'Euchda, mais j’approuve la définition
de Robert Slméon comme explication.

LIV-RE VI — DEFINITION V.

" Euclide entend par la quantité d’une raison le quo-
tient qui résulté de la division de I'antécédent par son
consequent ‘@0l ik suit 'que la quantité d'une raison
peut toujours étre reptésentée par une fraction dont le
numératenr est Panitécédent de la raison et dont le dé-
nohiiiiateur en est le conséquent. -

Soient les f-a’i:».‘d‘nd suivantes, a: b, ¢ ~d, e _/I Lies

‘.quanmep dﬁ cea M!-‘FON sont les—fractlona - dont

b C{, f
. I'.: } b « ace . . . ,

le produ;t estf‘.:l? fljz}ﬁlqul ‘meon la raison ace : bdf
qui est une raison composée des raisonaa: b,c:d, e: f.
11 est évident que 'antécédent ace de la raison com-
Pposée est égal au produit de tous les antécédens des
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iisons-composanies; et que le conséquent bdf de la
raison composée est égal au produit de lous les consé~
quens des raisons compesantes; d’ot il suit qu’on pour-
roit énoncer la définition v® de la maniére suivante: -

Une raigon coimposée de riisons est celle dont Pan«

" técédent est égal au produit de'tous les antécédens des

raisons composantes et dont le conséquent est égal au

-produit dé tous les conséqueéns des raisons compo-

‘santes. o . : S
LIVRE XL — DEI‘INITION X.

Cetie deﬁnmon nest pas proprement une défini-
tion , mais bien un théoréme qu'il faut démontrer. Je
donnerai }a démonstration de cette définition dans le
cas ou les angl_es solides ne sont pas compris par plus
de trois angles plahs; je ne démontrerai que ce cas,
parce que dans toutes les démonstrations qui sont ap-
puyées sur cetle définition, il n’est pas-question d’un
seul solide dont les angles solides soient compris pa#
plus de trois angles plans.

Robert Simson soutient que -la deﬁmtxon Xn est
pas vraie dans tous les cas, et que par conséquent un
grand nombre de démonsirations du xi° Livre et plu-
sieurs démonstrations du Livre x1r ont un fondement
ruineux; en conséquence il supprime cette définition
et la remplace par trois théorémes, qu’il met 4 la pujté
de la proposition xx11.

. Pour démontrer que la définition x est fausse dans
cerlains cas, Robert Simson suppose deux solides qui
ont le méme nombre, de faces semblables et égales,
mais dont I'un a un angle solide rentrant, tandis que
tous les angles solides de l'autre sont saillans, Mais

a
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nest-il pas évident qu’Euclide n’avoit en vue que lés
solides qui n’ont point d’angles rentrans? Etoit-il
nécessaire de 1'énoncer d’une: maniére expresse ?
Cette définition est vraie dans tous les cas, lorsque les
angles solides sont saillans. #oyez les notes qui sont
a la suite des Elémens de Géométrie de A. M. Le-~
gendre. .

Le théoréme que Robert Simson met a la place de.
celte définition est exprimé ainsi : « Les solides qui
sont contenus dans des plans semblables, égaux en
nombye et en grandeur et semblablement posés, et
dont les angles solides ne sont pas contenus par plus
de trois angles plans, sont égaux et semblables entre
eux ». '

Ce théoréme renferme une condition superflue ; de
. cela seul que deux solides sont terminés par le méme
nombre de faces égales et semblables, les faces de ces
‘solides sont également posées dans chaque solides.
c’est comme si ’on disoit que les triangles qui sont
terminés par des droites égales et semblablement posées
sont égaux et semblables.

Le théoréme de Robert Simson a deux cas ; car une
face du premier solide étant appliquée exactement sur
Ia face homologue du second, il peut arriver que les
autres faces du premier solide s’appliquent exactement
sur les autres faces du second solide, et il peut arriver
aussi que le premier solide soit placé hors du second.
Robert Simson ne démonire que le premier cas, et
il ne parle pas du second, qui sert de base aux dé-
monstrations xxvii et Xt du x1° Livre et aux dé-
monsirations 11 et Iv du xn® Livre : donc toutes
ces ‘démonstrations ont vérilablement un fondement
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rnineux par le moyen des corrections de Robert
Simson (1).

LIVRE XI.—FPROPOSITION XV,pag. 309, lig. 1.

Aprés cette- phrase, « et puisque BA est paralléle &
la droite GH», Robert Simson veut qu’on ajoute:
« car chacune de ces deux droites est paralldle i la
droite ED qui n’est pas dans le méme plan que ces
droites »,_

(1) Etonné que les Géomélres aient cru pendant treize siécles
que la définition x étoit vraie, Robert Simson 8’écrie, pag. 388:
Quid autem dicendum, si hec propositio non verasit? Nonne
confitendum est Geometras per mille tercentos annos in hic re
elementari deceptos fuisse? Et ex hoc quidam modestiam dis=-
cere dehemus, alque agnoscere quam parum nobis cavere pos~
‘sumus, que est mentis humanwe imbecillitas, ne in errores
incidamus eliam in principiis scienliarum qus inter maxime
certas merito ®slimantur. :

Mais que devons-nous dire si celle proposilion n’est pas
vraie? Ne devons-nous pas avouer que les Géométres ont 616
dans l'erreur pendant treize siécles au sujet de cetle proposi-
tion élémentaire ? Que cela nous apprenne & élre modestes et
& reconnoiire combien il nous est difficile d’éire toujours sur
nos gardes, et combien nolre esprit est foible, puisque nous
ne pouvons pas méme nous garantir de 'erreur dans les prin—
cipes des sciences qui passent avec raison pour les plus cer-
taines.

(52}
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: ~v. ». Les proposilions suivanles, qui sont la démonsira-
\ tion de la définitlion x, doivent éire mises aprés la propo-
silion XXII. .

PROPOSITION .

Si deux angles solides sont compris chacun par trois
angles plans, et si les angles plans du premier sont
égaux aux angles plans du second ,chacun & chacun,
~les plans des angles égaux seront également inclinés

- les uns sur les autres dans les deux solides. '

Soient les deux angles solides A et A’ (fig. 243); que
V'angle solide A soit compris par les trois angles plans
BAC, CAD, DAB; que I'angle solide A’ soit com-
pris par les trois angles plans B'A’C’, CA’D’,D'A'B’;
que 'angle BAC soil égal i ’angle B'A’C’, 'angle CAD
égal & l'angle C'A’D’ et I'angle DAB égal & T'angle
D'A’B’: je dis que les plans des angles égaux sont
également: inclinés les uns sur les autres dans les deux
angles solides. .

D’un point guelconque B de la droite AB menez
dans le plan BA D la droite BD perpendiculaire sur
Ia droite AB; du méme point B menez dans le plan
‘BAC la droite BC perpendiculaire sur la droite AB;
‘joignez les points C, D : faites la droite A’ B’ égale ala
droite A B, et du point B’ menez dans le plan A'B'D)’ .
la droite B'D’ perpendiculaire sur la droite A’ B/, et
dans le plan B' A’ C' la droite B’ C’ perpendiculaire
sur la droite A’ B’; joignez les points C’, D". La droite
A B étant égale a la droite A'B’, I'angle BA D égal a
Yangle B’ A’'D/, et 'angle ABD étant droit ainsi que
Pangle A’B'DY, les triangles ABD, A'B'D’ seront
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égaux : donc la droile BD est égale 3 la droite B'D’ et
la droite AD égale & la droite A’D'. La droite BC est
égale & la droile B’ C' et la droite AC égale & la droite
A’C’, par la méme raison. Mais I'angle CAD.est égal
a langle C' A’ D/, la droite A.C égale & la droile A’ C'*
et la droite A D égale 4 la droite A’ D': dong le trian-
gle CAD est égal au iriangle C'A' D’ : donc les denx
triangles BCD, B’ C'D’ ont leurs colés égaux cha- -
cun & chacun : donc ces deux triangles ont aussi
leurs angles égaux chacun a chacun : donc Pangle CBD
est égal a 'angle €’ B' D’ : donc 'inclinaison du plan
CBA cur le plan DBA est égale & Vinclinaison du
plan C’'B’A’ sur le plan D'B’A’. On démontrera de
la méme maniére, que les plans des autres angles égaux
sont également inclinés les uns sur les autres dans ces
deux angles solides. . :

Donc si deux angles solides sont compris chacun
par trois angles plans, el si les angles plans du pre-
mier sont égaux aux angles plans du second, chacun
a chacun, les plans des angles égaux seront également
inclinés les uus sur les auires dans les deux solides;
ce qu’il falloil démontrer.:

PROPOSITION B

Si deux angles solides soné compris chacun par trois
angles plans, et si les angles plans du premier sont
égaux aux angles plans du second , chacun d chacun,
ces angles solides seront égaux entr'eux.

Soient les angles solides A, A'; que les angles plans
BAC,CAD, DAB del'angle solide A soient égaux
aux angles plans B’A'C’, C'A'D’, D'A’B’ de 'angle

4
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solide A’, chaoun & chacun : je dis que I'angle solide’ A
sera égal a I'angle solide A'.

Appliquons exactement Yangle BAD sur son égal
B'A'D/, il peut arriver que les autres angles plans qui
sont-égaux dans les deux angles solides A, A’ soient
placés des mémes cdlés ou ne' sotent pas placés des
mémes cbiés. Supposons d’abord que Yangle BAD
étant appliqué exactement sur son égal B'A'D', les
autres angles plans qui sont égaux dans Jes deux angles
solides A, A’ soient placés des mémes cétés, Puisque
I'inclinaison du plan de Pangle BAC sur le plan de
P'angle BAD est égale a Pinclinaison du plan deVangle
B'A’'C' sur le plan de P'angle B'A’' D’ (pr. 4), le plan
delangle B A Cs’appliquera exactement sur le plan de
Pangle B’ A’C’; mais Yangle BAC est égal 4 l'angle
B'A’C’ : donc la droite AC s'applique exactement sur
la droite A’ C’; mais la droite AD est appliquée sur la
droite A’ D’ et la droite AC sur la droite A’ C’ : donc
Pangle plan D A C s’applique exactement sur I'angle
plan D'A’C’: donc les trois angles plans de I'angle
solide A s'appliquent exactement sur les trois angles
plans de Yangle solide A’ : denc les angles solides A.
et A’ sont égaux.

Supposons en second lieu quelesangles plans BAD,
dab, quisont égaux entr’enx, soient appliquésexacte-
ment Pun sar 'autre, la droite A B sur la droite ad et
1a droite A D sur la droite a b, et que les autres angles
plans qui sont égaux entr’eux ne soient pas placés des
mémes cdtés; il est évident, dans cetie supposition, que
_le plan BAC ne s'appliquera point sur le plan dac,
parce que 'inclinaison du plan BAC sur le plan BADx
n’est pas égale & Pinclinaison du plan dac surle plan
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dab. Le plan D A C ne sappliquera point sur le plan
bac, par la méme raison : donc les angles plans BAD,
dab élant appliqués exactement P'un sur l'autre, la
droite A B sur la droite ad et la droite AD sur la
droite a b, les aulres angles plans qui sont égaux dans
ces deux angles solides ne s apphqueront pas les uns
sur les autres.

Si l'on plagoit I'angle plan B A. D sur 'angle plan
bad, de maniére que le point A tombét sur le point @,
que la droite AB s’appliquat sur la droite ab, il est
évident que la droite A D s’appliqueroit sur la droite
ad; mais alors le plan de I'angle BAC auroit la posilion
bacd',etle plan de I'angle CAD auroit la positionC'ad,
de sorte que I’angle solide A seroit placé au-dessous du
plan abd. D’ont je conclus que le principe de super-
position ne peut pas éire employé pour démontrer
Pégalité de deux angles solides qui sont compris cha-
cun par lrois angles plans et dont les angles plans du
premier sont égaux aux angles plans du second, cha-
‘cun a chacun, lorsqu’ayant appliqué 'un sur I’autre
deux angles plans qui sont égaux, les autres angles
égaux de ces angles solides ne sont pas placés des
mémes cbtés (1) : donc, dans ce cas, 'on doit se con-
tenter de dire que deux angles solides qui sont compris
chacun par trois angles plans et dont les angles plans
du premier sont égaux aux angles plans dusecond sont.
égaux entr’eux, parce que leurs parlies constituantes,
leurs angles plans et leurs inclinaisons sont égales de
part et d’autre.

(1) Les angles solides égaux dont les angles plans ne pen-
vent point étre superposés les uns sur les aulres, s'appellent
solides symétriques.
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Dong si deux angles solides sont compris chacun
par trois angles plans, et si les angles plans du pre-
mier sont égaux aux angles plans du second, chacun
a chacnn, ces angles solides sont égaux entr’eux; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION C

Les solides qui sont contenus dans le méme nombre de
Jaces égales et semblables entr'elles et dont les angles
solides ne sont pas compris par plus de trois angles
+ plans sont égaux et semblables entr’eux.

Soientlessolides ABCDEF, A’'B'C'D'E'F’ (fig. 244)
dont les angles solides ne sont pas compris par plus de
trois angles plans et que ces solides soient contenus
sous le méme nombre de faces égales et semblables,
-¢’est-a-dive quc les facess ABC, DEF, BD, BE, EC

-soient semblables et égales aux faces A'B'C’, D'E'F,
B'D’, B'E', E'C' : je dis que ces solides sont égaux et
semblables.

Si I'on pose une face quelconque ABC du premier
solide sur la face homologue A’B’C’ du second, de

- maniére que les cotés de ces faces, qui sont des cdlés
homologues des faces égales et semblables BD, BE,
EC, B'D’, B'E, E'C’ soient appliqués exactement
les uns sur les antres, ces deux solides seront placés
du méme cdté sur le plan A’ B'C’, ot ils seront placés
Yun au-dessus et I'autre au-dessous du plan A’B'C’(1).
- Supposons d’abord que les deux solides ABCDET,

(1) Lorsque les solides sont placés I'nn au-dessus ct 'autre
au-dessous da plan A'B'C’, ils s'appellent solides symé-
rigaces.
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A’B' C’'D’'E'F soient placés du méme cété surle plan
A’B’C’. Puisque I'inclinaison du plan A F sur le plan
ABC est égale & I'inclinaison du plan- A’ F’ sur le
plan A'B'C’ (pr: A4), la face AY sappliguera exac-
tement sur la face A'F’ qui lui est semblable et égale.
Les autres faces du solide ABCD EF sappliqueront
exactementsur lesauniresfaces des solides A’'B'C’'D'E'F’,
parla méme raison: donc ces deux solidesseront égaux.
Mais les faces homologues sont également inclinées les
unes sur les autres dans ces deux solides( pr. 4): donc
les deux solides ABCDEF, A'B'C'D'E'F, qui sont
contenus dans le méme nombre de faces égales et sem-
blables, sont égaux et semblables entr’eux.

Supposons en second lieu que les solides ABCDEF,
abcdef soient placés I'un au-dessus et l'antre au~
dessous du plan @b ¢; il est eévident que dans ce cas
le principe de snperposijion ne peut pas étre employé
pour démontrer I’égalité de deux solides qui sont con-
tenus dans le méme nombre de faces égales et sembla-
bles entr’elles, et dont les angles solides ne sont pas
compris par plus de trois angles plans : donc I'on doit
se contenter de dire que ces deux solides sont égaux
el semblables, parce que leurs parties constituantes,
savoir , leurs faces, les inclinaisons de ces faces (pr. A4),
leurs angles solides ( pr. B ), sont parfaitement égales de
part et d’autre.

Donc les solides ‘qui sont contenus ‘dans le méme
nombre de faces égales et semblables entr’ellés, et dont
les angles solides ne sont pas compris par plus de trois
angles plans, sont égaux et semblables entr'enx ; ce
qu’il falloit démontrer.
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LIVRE XI. — rnorosrrxon xxXvi, pag 34/ 8 lzg g.

Selon Robert Simson et Clavius, Euchde auroil dﬁ
démontrer que les diagonales CF, DE sont paralléles;
ce qite Robert Simson démontre de la maniére sui-
vante :

« Soit le parallélipipéde AB (fig. 188) et que les
diagonales DE, CF joignent les extrémités des mémes
arétes; puisque chacune des arétes CD, FE est paral-
l¢éle & I'aréie G A qui n’est pas dans le méme plan, les
arétes CD, FE seront paralléles : donc les diagonales
CF, DE sont dans le méme plan que les arétes CDh,
FE, et sont ‘paralléles entr’elles : je dis, &e.

LIVRE XI. — rkoposi&'ION XXIX.

Celte proposition a trois cas, et Euclide n’en dé-
imontre qu’un seul. En effet, il peut arriver que la
‘droite M H tombe sur la droite G E ou bien entre la
. droite G E et la droite F D. Pour démontrer ces deux
derniers cas, on fera des raisonnemens analogues i
ceux qu’on a fails pour démontrer les deux derniers
cas de la proposition xxxv du 1%* Livre. oyez la note
sur celte proposition.

LIVRE XII — PROPOSITION XVIL

Cette démonstration est incompléte selon Robert
Simson et selon moi. Aprés avoir démontré quélle
quadrilatére BK.SP ne touchera point la surface de
la plus petite sphére, Euclide conclud que les faces du
polyédre inscrit ne toucheront point la surface de la
plus petite sphére. J’al complété cette démonstration
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d’Euclide. Zoyez la proposition xxvixx du Supplé-

ment, le Lemme et le deuxiéme Corollaire qui suivent
cette proposilion. |

FIN.

DE /IMPRIMERIE DE CRAPELET. .



~

ERRATA.
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& droites insistentes—arétes
11 idem. ‘
15 idem.

5¥ idem,

5% (dem.

y idem. .

13 d’abord - supposons d'a-
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13 droites insistentes ~arétes

g idem, .
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8% AE — le coté AE

& droites insistentes—~arétes
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8 droites insistentes—arcies

11 idem,

12 PQ~ RQ
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18 idem.
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6* qui ne touche — dont les
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8¥ idem,
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8 et menez —3; menez
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faces ne touchent

6 idem.
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