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RAPPORT

fait à la Classe des Sciences physiques et mathéÀ

mantiques de l’Institut national ,

par les citoyens LsanNGe et Dansmnne.

Séance du lundi 28 ventôse un x".

PEU d’ouvrages ont été aussi souvent traduits, oom-

mentés et reproduits, que les Elémens d’Euclide; mais
il n’est pas d’auteur avec qui ses traducteurs aient pris
d’aussi étranges libertés. Sous prétexte de donner aux

démonstrations plus de clarté et de simplicité, il n’est

presque pas de proposition dont ils n’aient changé ou

modifié les preuves. Pour ne parler que des traduc-
teurs français, il sulfit de jeter les yeux sur l’Euclide
de D901mues, réimprimé plusieurs fois successivement

P" 028mm et Audierne , pour voir que ces éditeurs
"hm Presque rien respecté dans l’auteur original, si
ce n’est 1’ ordre et l’énoncé des théorèmes. Mais malgré

tous leurs soins et leurs prétentions , ils n’ont pas fait

mulet le Véritable Euclide; on trouve même encore
quelque! 58711115 qui, soit montaison , soit par un goût
"Bleu trap exclusif pour les médiodes’des anciens,

Intendant que malgré les talens et les succès des au-
tel!" "macula. les Elémens d’Euclide sont, à quel-
Tm mardis près,.le meilleur ouvrage que nous ayons
e? ce genre. Sana prendre aucun parti sur cette ques-
u°nf °° Rem °°nclure au moins de leur opinion, que

h 1m03?" Peyrard a fait une chose utile en traduisant
fidelement un ouvrage dont nous n’avons pas eu de

traduction exacte depuis plus de deux, cents ans; et
5.
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dont les bonnes éditions, soit grecques soit latines, sont
assez rares , et à la portée de peu de savane , sans
compter les diflîcullés des deux langues , qui diminuent

encore assez considérablement le nombre des lecteurs.
Nous avons lu avec soin la nouvelle traduction , en la

com parantà l’original grec , du inoin’s quant à l’énoncé

de chaque proposition, et pour les parties essentielles
des démonstrations; car c’eût été un travail aussi long

qu’inutile que de suivre le traducteur dans des détails

qui ne peuvent se traduire de deux manières. Par-tout
le citoyen Peyrard nous a paru rendre avec exactitude
le sens et même les expressions de son auteur.

L’ouvrage d’Euclide, quelqu’eslimable qu’il soit,

est pourtant incomplet à plusieurs égards. Il y manque
sur-tout nombre de propositions importantes relatives
à la surface du Cercle, de la Sphère, du Cylindre et
du Cône, et à la solidité de ces trois derniers corps.
Le traducteur en a fait la matière d’un Supplément,
qu’il commence par deux propositions empruntées
d’Archimède, en avertissant dans une note que la
seconde lui paroit impossible à démontrer bien rigou-

reusement. Il ajoute que c’est sans doute pour cette
raison qu’Euclide n’a rien dit de la surface du Cercle
ni de celle de la Sphère. Il s’agit de prouver que le

contour du Polygone circonscrit est plus grand que
celui du Cercle. Pour y parvenir, Archimède avoit
posé en principe que de Jeux lignes concaves du même
côté et qui ont mêmes extrémités, celle qui environne

l’autre est la plus grande destiner. Il est vrai que ce
principe méritoit bien une démonstration , mais il
n’est pas prouvé que ce soit précisément cette diEicullé

qui ait arrêté Euclide. Quand il composa ses Elémens ,
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Archimède n’était peut-être pas né, il est bien pro-

habla au moins qu’il n’avoit encore publié nilson

Traité de la Sphère et du Cylindre, ni celui de la
mesure du Cercle. Les Théorèmes que contient cet
ouvrage étoient encore inconnus pour la plupart, et
la réputation qu’ils ont acquise à leur auteur, le prix
qu’il y attachoit lui-même, nous prouvent combien
on les avoit jugés difliciles. Il est donc tout simple
d’imaginer qu’Euclide les ignoroit entièrement; car
s’il les eût Connus, ils sont d’une telle importance,
qu’il auroit dû, ce me semble, les indiquer, sauf à con-

Venir de ce que la démonstration pouvoit renfermer
d’hypothétique.

Tous les Théorèmes sont démontrés dans le Supplé-

ment du citoyen Peyrard, à la manière d’Euclide’, et

en seiservant autant qu’il a été possible des proposi-
tions qui se trouvent dans les Elémens. Cèrdémons-

trations sont presque toutes indirectes, c’est-a-dire
qu’elles prouvent, non pas qu’une chose soit de tolle
ou de telle manièrefinais qu’il y auroit de l’absurdité

à la supposer autrement.... Quelques-unes, des dé-
monstrations du citoyen xPeyrard ressemblent beau-
coup à celles ’qu’on’tron’vo dans’l’puvrage du citoyen

Legendre; mais quand on compose in livre d’Elé-
mens, on ne s’impose pas l’obligation d’être toujours

neuf, toujours inventeur; tout le monde sait bien que
c’est la chose impossible. On trouvera du moins plu-
sieurs propositions importantes alunant. démontrées
d’une manière nouvelle; ainsi pour arriver au théo-

rème sur la solidité de la Sphère, le citoyen Peyrard
emploie la proposition xvn du livre 111°, et ce théo-
têtue paroit en effet un corollaire assez simple de cette

1



                                                                     

viij suiveur sur a L’INSTITUT:
proposition. La démonstration qu’elle fournit est plus
facile que celle d’Archimède. Mais cette proposition
n’étoit qu’imparfaitement démontrée dans Euclide.

Robert Simson y avoit relevé plusieurs omissions et
inexactitudes. Le citoyen Peyrard en a complété la
démonstration d’une manière qui ne laisse rien à

desirer. .Le Supplément est terminé par quelques théorèmes

connus, d’un usage très-fréquent dans la mesure des

Lignes, des Surfaces et des Solides, et qui ne se trou-
voient pas assez expressément énoncés dans les Blé.

mens d’Euclide. . . .

L’ouvrage est terminé par des notes où l’on rap-

porte et l’on discute quelques objections et quelques
corrections proposées par Robert Simson. l v

L’auteur, dans sa Préface, annonce un travail sem-
blable, qu’il a commencé , sur Archimède. Nous pen-

sons que la Classe, en approuvant celui qu’il vient de
faire sur Euclide, doit engager le citoyen Peyrard à.

4 terminer la traduction, non moinsimportante, et bien
plus diflicile , d’Archimèdeq

Signé LAGRANGE et DELAMBRE.

La Classe approuve le Rapport et en adopte les cana

closions. ’ i -sapé DELÀMBRE, 5mm" perpétuel.
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PRÉFACE
LORSQUE je fus nommé Bibliothécaire

de l’Ecole Polytechnique , je formai le
projet de donner au public une traduc-
tion littérale des Œuvres d’Euclide et
d’Archimède, les deux plus grands Géo-
mètres de l’antiquité. Je pensois qu’il étoit:

en quelque sorte de mon devoir de con-
sacrer mes momens de loisir à des travaux
qui fussent analogues à ceux de l’Ecole

Polytechnique. Je publierai, dans le cou-
rant de l’an xnI , une traduction littérale
des Œuvres complètes d’Archimède; cette

traduction sera accompagnée d’un Com-

mentaire pour faciliter l’intelligence des
endroits difficiles (1). Je fais paroître au-

(I) La souscription pourla traduction littérale des
Œuvrea complètes d’Archimède, avec un commen-

taire et des planches , par F. Peyrard, Bibliothécaire
de l’Ecole Polytechnique, est ouverte d’ici au l” ven-

démiaire au un. Cet ouvrage sera imprimé par
Gapelet,sur caractère dit saint-augustin , format ira-If.
papier fin d’Angoulême. Prix 36 fin, et en papier
vélin 7a fr. Tom les exemplaires seront numérotés
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jourd’hui la traduction des Livres de la.
Géométrie d’Euclide , auxquels j’ai ajouté

un Traité du Cercle, du Cylindre, .. du
Cône et de la Sphère; la mesure des Sur-
faces et des Solides. J’ai traduit Euclide
littéralement, et même mot à mot , quand
le génie de la. langue française a pu me le
permettre. Dans mon Supplément ,. j’ai
adopté les principes d’Archimède , etqje

me suis conformé, autant qu’il. a. été

mon pouvoir, à. la méthode et à la marche

d’Euclide. Dans les notes qui accompa;
gnent ce Supplément, je me suis appliqué

à. éclaircir quelques endroits obscurs; jet
rapporte et je discute quelques objections
proposées par Robert Simson. Je fais Voir

dans ces notes que Robert Simson. est

et livrés suivant l’ordre des souscriptions. La liste des

souscripteurs sera imprimée en tête du volume. Il ne
sera pas tiré un seul exemplaire au-delà du nombre
des souscriptions; ainsi il sera absolument impossible
de s’en procurer. autrement qu’en souscrivant. Cet
ouvragetparoîtra dans le courant de l’an xnI. On
souscrit à Paris, chez l’Editeur, à l’Ecole Polytech-

nique , et’chez F. Louis, Libraire, rue de «Savoie ,

N, Il," .7 A . . A q .
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tombé dans une erreur très-grave au sujet
de la définition x du Livre x1.

Au lieu du Supplément que j’ai com-
posé pour servir de suite à la Géométrie

d’Euclide , je devois donner la. traduction

littérale du Traité du Cylindre et de la
Sphère et du Traité de la mesure du Cer-
cle d’Archimède ; mais ayant fait réflexion

que ces deux Traités ne sont pas assez
élémentaires , je me suis décidé à composer

un Traité succinct du Cercle, du Cylin-
dre , du Cône et de la Sphère, qui fût à la.

portée de ceux qui apprennent les ma-
thématiques , et dont toutes les proposi-
tions fussent rigoureusement démontrées.

La démonstration d’Archimède , qui

regarde la mesure de la sphère, est telle-
ment compliquée, qu’il fautla plus grande

contention d’esprit pour la comprendre;
la démonstration que je lui substitue est
cOurte et facile à saisir, et cependant elle
a toute la rigueur qu’on peut exiger.

Je ne ferai pas l’éloge d’Euclide; on se

méfie toujours de l’éloge d’un auteur fait
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par son traducteur. Je laisserai parler deux
illustres Géomètres, Montucla et Bossut..J

a C’est sur-tout à ses Elémens qu’Euclide

doit la célébrité de son nom. Il ramassa dans

cet ouvrage , le meilleur encore de tous ceux
de ce genre , les vérités élémentaires de la Géo-

métrie, découvertes avant lui. Il y mit cet en-
chaînement si admiré par les amateurs de la
rigueur géométrique , et est tel, qu’il n’y a

aucune pr0position qui n’ait des rapports né-
cessaires avec celles qui la précèdent ou qui la
suivent. En vain divers Géomètres , à qui l’ar-

rangement d’Euclide a déplu , ont tâché de le

réformer , sans portér atteinte à la force des
démonstrations. Leurs efforts impuissans ont
fait voir combien il est difficile de substituer à la
chaîne formée parl’ancien géomètre, une chaîne

aussi ferme et aussi solide. Tel étoit le sen-
timent de l’illustre M. Leibnitz , dont l’au,-
torité doit être d’un grand poids en ces ma-
tières; et M. Wolf, nous l’apprend , con-
vient d’avoir tenté inutilement d’arranger les
vérités géométriques dans un ordre différent ,

sans supposer des choses qui n’étoient point
encore démontrées , ou sans se relâcher beau:-

coup sur la solidité de la démonstration. Les
Géomètres anglais , qui semblent avoir le mieux
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conservé le goût de la rigoureuse géométrie ,

ont toujours pensé ainsi; et Euclide a trouvé
chez eux de zélés défenseurs dans divers Géo-

mètres habilcs. L’Angleterrc voit moins éclore

de ces ouvrages , qui ne facilitent la science
qu’en l’énervant; Euclide y est presque le seul

auteurélémenlaire connu , et l’on n’y manque

pas de Géomètres. a
» Le reproche de désordre fait à Euclide ,

m’oblige à quelques réflexions sur l’ordre pré-

tendu qu’afl’ectent nos auteurs modernes d’éléL

mens , et sur les inconvéniens qui en sont la
suite. Peut-on regarder comme un véritable
ordre, celui qui oblige à violer la condition
la plus essentielle à un raisonnement géomé-

trique , je veux dire , cette rigueur de dél-
monstration , seule capable de forcer un esprit
disposé à ne se rendre qu’à l’évidence méta-

physique? Or rien n’est plus commun chez les
auteurs dont on’parle , que’ces atteintes portées

à la rigueur géométrique. Mais-liftent- falloit
nécessairement se relâcher jusqu’à ce point , ou

commencer à traiter d’un certain genre d’éteii-

due , avant que d’avoir épuisé ce qu’il y avoit à

dire d’un’autre plus simple, et ils ont mieux
aimé ne démontrer qu’à demi, c’est-à-dire , ne

’point démontrer du tout , que de blesser un
prétendu ordre dont ils étoient épris. i
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n Il y a même , à mon avis , une sorte de pué-

rilité dans cette aflectation de ne point parler
d’un genre de grandeur, des triangles, par exem-
ple , avant que d’avoir traité au long des lignes

et des angles : car pour peu que, s’astreignant
à cet ordre , on veuille observer la rigueur géo-
métrique , il faut faire les mêmes frais de dé-
monstrations , que si l’on eût commencé par ce
genre (l’étendue plus composé , et d’ailleurs si

sùnple; qu’il n’exige pas qu’on s’y élève par

degrés. J’ose aller plus loin, et je ne crains
point de dire que cet ordre affecté va à. rétrécir

l’esprit , et à l’accoutumer à une marche con-

traire à celle du génie des découvertes. C’est

déduire laborieusement plusieurs vérités parti-
culières, tandis qu’il n’était pas plus difficile

d’embrasser tout d’un coup le tronc , dont elles

ne sont que les branches. Que sont en efi’et la
plupart de,,ces propositions sur les perpendi-
culaires et les obliques, qui reinplissent plu-
sieurs sections des ouvrages dont pp parle ,
sinon autant de conséquences fort simples de
la propriété du triangle isoscèle? Il étoit bien

plus lumineux , et même plus court , de com-
mencer à démontrer cette propriété , et d’en dé-

duire ensuite toutes ces autres propositions ,3.
(flistoire des Mathématiques, par J. F. MON-
TUCLA. Paris, au vu , tom. 1, pag. :05.)
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« Jamais livre de science n’a eu un succès

comparable à celui des Elémens d’Euclide. Ils

ont été enseignés exclusivement pendant plu-

sieurs siècles dans toutes les écoles de mathé-

matiques , traduits et commentés dans toutes les
langues; preuve cerlaine de leur excellence n.
( Essai sur. I’Histbire générâtes des filatlxématiques,

par Cri. BosStrr. Paris, 1802 , tom. 1 , pag. 45.)

1v. a. Il est indispensable de faire les correclioml in-
. (liguées dans l’èndlà;’avnnt d’entreprendre la lecture

d’Éuclide; ’



                                                                     

aussçmwçsmssomnmssæwwmç

TABLE.
RAPPORT DE L’INSTITUT ....... pang

PRÉFACE ............................... v
LIVRE! ................................. x
LIVRE Il ............................... 70
LIVRE 111..... ....................... 101
LIVREIV .................... - ......... xfi
LIVRE v1 ............................ ses
LIVRE XL....; ................... huas].
LIVRE x11 ........................... 371t
SUPPLÉMENT ........................ M5
NOTES ................................. 559



                                                                     

mxææwsææææ æŒMæŒŒ NŒŒ sas Nx

ÉLÈMENS’

GÈOMÉTRIE

D’EUCLIDE.

LIVRE PREMIER.

DÉFINITIONS. ,
1. La point est ce qui n’a aucune partie.
a. La ligne est une longueur sans largeur.
5. Les extrémités d’une ligne sont des points.

4- La ligne droite est celle qui est toute éga-
lement interposée entre ses points

5. Une superficie est Ce qui a longueur et
largeur seulement. ,

il) Dans la suite nous dirons une droite au lieu de
dire une ligne droite.

A
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6. Les extrémités d’une superficie sont des

lignes.
7. Une superficie pleine est celle qui est

également interposée entre ses lignes droites.
8. Un angle plan est l’inclinaison mutuelle de

deux lignes qui se touchent dans un plan et qui
ne sont point placées dans la même direction.

9. Lorsque des lignes droites comprennent
un angle , l’angle s’appelle rectiligne.

l o. Lorsqu’unevdroite tombant sur une droite
fait les angles de suite égaux entr’eux , chacun

des angles égaux est droit. La droite tombante
v est dite perpendiculaire à celle sur laquelle elle

tombe. l -x I . L’angle, obtus eSt celui qui est plus grand
que l’angle droit.

12. L’angle aigu est celui qui est plus petit

que l’angle droit. l
15. On appelle terme ou limite ce qui est

l’extrémité de quelque chose, l

i4. On appelle figure ce qui est compris
entre une ou plusieurs limites. "

l5. Le cercle est une figure plane comprise
dans une seule ligne qu’on appelle circonfé-g
renée; toutes les droites menées à la circon-
férence. d’un seul point de ceux qui sont placés

dans les figures, sont égales entr’elles.
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t A 16. Ce point se nomme le centre du cercle.

17. Le diamètre du cercle est une droite
menée par le centre et terminée de part et
d’autre par la circonférence du cercle ; le
diamètre partage le cercle en deux parties

égales. ’18. Un demi-cercle est une figure comprise
entre le diamètre et la portion de la circonfé-
rence qui est interceptée par le diamètre.

19. Un segment de cercle est une portion du
cercle comprise. entre une droite et la circon-
férence du cercle.

20. Les figures rectilignes sontcelles qui sont

terminées par des droites. .
1 a 1 . On appelle trilatères ou triangles les figures

terminées par trois droites.

na. Quadrilatères, celles qui sont terminées
par quatre.

25 . Multilatères ou polygones, celles qui sont
terminées par plus de quatre droites.

24. Parmi les figures trilatères, celle qui est
terminée par trois côtés égaux se nomme trian-

gle équilatéral.

25. Celle qui a seulement deux côtés égaux

se nomme triangle isocèle.
26. Celle dont tous les côtés sont inégaux se

nomme triangle scalènen
a
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27. Parmi les figures trilatères , celle qui a un

angle droit se nomme triangle rectangle.
28. Celle qui a un angle obtus se nomme

triangle amblygone ou triangle obtus-angle.
29. Celle qui a ses trois angles aigus , trian-

gle oxygone ou triangle acutangle.
50. Parmi les figures quadrilatères , celle qui

ses côtés égaux et ses angles droits, se nomme
quarré.

5x . Celle qui a ses angles droits , mais qui n’a
pas ses côtés égaux , se nomme quarré oblong

ou rectangle. l l52. Celle qui a ses côtés égaux , mais qui n’a

pas ses angles droits , se nomme rhombe." I
55. Celle dont les côtés et les angles opposés

sont égaux , mais dont tous les côtés ne sont pas 1

égaux et dont les angles ne sont pas droits, se
nomme rhomboïde.

54. Les autres quadrilatères, ceux-là excep-
tés, se nomment trapèzes (x).

55. Enfin , les parallèles sont des droites qui,
étant placées sur un même plan, et qui étant

(t) On nomme aujourd’hui trapèzeun quadrilatère
dont deux de ses côtés seulement sont parallèles, et
les autres quadrilatères, excepté le trapèze et les qua- A
(trilatères dont parle Euclide, se nomment ordinaire-
ment quadrilatères simplement dits.

(a

-Q
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prolongées de part et d’autre à l’infini, ne se

rencontrent nulle part.

namaunzs.
1. Conduire une droite d’un point quelcon-

que à un point quelconque.
a. Prolonger continuellement , selon sa di-

rection , une droite finie.
5. D’un point quelconque et avec un inter-

valle quelconque décrire une circonférence de
cercle.

Notions communes ou axiomes.

I. Les quantités qui sont égales à une même
quantité sont égales entr’elles.

a. Si à des quantités égales on ajoute des
quantités égales , les tous serontégaux.

5. Si de quantités égales on retranchesdcs
quantités égales, les restes seront égaux.

4. Si à des quantités inégales on ajoute des
quantités égales , les tous seront inégaux.

5. Si de quantités inégales on retranche des
quantités égales, les restes seront inégaux.

6. Les quantités qui sont doubles d’une même

quantité sont égales entr’elles. i
7. Les quantités qui sont les moitiés d’une

même quantité sont égales entr’elles.

S
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8.-Les choses qui se conviennent mutuelle-o

ment sont égales entr’elles.

g. Le tout est plus grand que sa partie.
10. Tous les angles droits sont égaux
1 1. Si une droite tombant sur deux droites

fait les angles intérieurs du même côté plus

petits que deux droits , les deux droites pro-
longées à l’infini se rencontreront du côté ou

les angles sont plus petits que deux droits.
12. Deux droites ne renferment point un

esPace.

PROPOSITION PREMIÈRE.

P a o a L î: M E.

Sur une droite donnée et finie, construire
un triangle équilatéral.

Soit AB’ (fig. t) la droite donnée et finie : il

faut construire sur la droite AB un triangle
équilatéral.

Du centre A et avec un intervalle AB , dé-
crivez la circonférence BC D (dem. 5 ); ensuite
du centre B et avec l’intervalle BA décrivez la

circonférence ACE; et du point C , oilles cir-

.-
(I) Dans quelques manuscrits les axiomes 10 et 11

se trouvent placés parmi les demandes.
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conférences se coupent mutuellement , con-
duisez aux points A, B, les droites ÇA, CB
( dem. 1

Car puisque le point A est le centre du cer-
cle CDB , la droite AC sera égale à la droite A8

(déf. 15); de plus , puisque le point B est le
centre du cercle CAE , la droite BC sera égale
à la droite BA; mais il a été démontré que la

droite CA étoit égale à la droite A13: donc cha-

cune des droites CA , CB est égale à la droite.
AB ; or les quantités qui sont égales à une même

quantité sont égales entr’elles; donc la droite
Ç A est égale à la droite CB : donc les trois droites

CA , A8, BC sont égales entr’elles. i

Donc le triangle ABC (défi 24) est équila-

téral , et de plus il est construit sur la ligne
donnée et finie A8; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION Il.
PROBLÈME.

D’un point donné conduire une droite égale à une

droite donnée.

Soit A (fig. a) le point donné et BC la droite
donnée : il faut conduire du point A une droite

’égale à la droite BC.

Conduisez du point A au point B la droite
a.
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AB (dem. I ); sur cette droite construisez le
triangle équilatéral DAB (prop. 1) , et pro-
longez les droites AE , BF dans la direction
des côtés DA , DE; du centre B et avec l’inter-

valle B C , décrivez la circonférence C G H
(dem. 5); et du centre D et avec l’intervalle
DG décrivez ensuite la circonférence GKL.

En effet, puisque le point B est le centre du
cercle CGH , la droite BC sera égale à la droite
BG (défi 1 5); de plus, puisque le point D est le
centre du cercle GEL, la droite DL sera égale
à la droite DG; mais la droite DA est égale à
la droite DE: donc la droite ALisera égale à la
droite BG (axiome 5 ); mais il a été démontré

que la droite BC est égale à la droite BG: donc
les droites AL, BC sont égales chacune à la
droite BG. Mais les quantités qui sont égales à
une même quantité sont égales entr’elles : donc

la droite AL est égale à la droite BC.
Donc du point donné B on a conduit une

droite AL égale à la ligne donnée BC; ce qu’il

falloit faire. ’
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PROPOSITION lII.

PROBLÈME.

Deux droites inégales étant données, retrancher

. de la plus grande une droite égale à la plus
petite.

Soient AB et C (fig. 5) les deux droites iné-
gales données dont la plus grande soit AB : il
faut de la plus grande AB retrancher une droite
qui soit égale à la plus petite C.

Du point A conduisez une droite AD égale
à la droite C (prop. 2) , et du centre A et avec
unintervalle AD décrivez la circonférence DEF

(dem. 5 pPuisque le point A est le centre du cercle
DEF, la droite AE serai égale à la droite AD ;
mais la droite C est égale à la droite AD : donc

les deux droites AE, C sont égales chacune à
la droite AD : donc la droite AE est égale à la

droite C. i. W xi»
Boucles deux droites inégales AB, C ayant

été données , il a étéretranché de la plus grande

ABime droite AE égale à la plus petite C ; ce
qu’il falloit, faire.



                                                                     

Jo ÉLÉMENSI

PROPOSITION 1V;
THÉORÈME.

Si Jeux côtés d’un triangle sont égaux à Jeux

côtés d’un autre triangle chacun à chacun , et si

les angles compris entre les côtés égaur
de ces Jeux triangles sont aussi égaux , la base
de l’un sera égale à la base de l’autre ; ces deux

triangles seront égaux, et les autres angles cow
pris entre les côtés égaux de ces deux triangles

seront aussi égaux entr’eur. I

Soient les deux triangles ABC , DEF (fin. 4)
dont les deux côtés AB , AC sont égaux aux deux

côtés DE, DF chacun à chacun, c’est-à-dire ,

le côté Ali égal au côté DE, et le côté AC au

côté DE ; que l’angle BAC. soit aussi égal à

, l’angle EDF .- je dis que la base BC est égale à

la base EF, que le triangle ABC est égal au
triangle DE F, et que les autres angles compris
entre les côtés égaux de ces deux triangles sont
aussi égaux chacun à chacun; l’angle ABC égal

à l’angle DEF, et llangle ACE égal à l’angle

DF E. MCar si le triangle ABC est appliqué sur le
triangle DEF, le point A étant posé sur le point
D, la droite AB sur la droite DE, le point B tom-
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hem surle’point E, parce que la droite AB est
égale à la droite DE : mais la droite AB s’appli-

guant exactement sur la droite DE, la droite AC
s’appliquera de même exactement sur la droite
DF, parce que l’angle BAC est égal à l’angle

EDF; le point C tombera sur le point F, parce
que la ligne AC est égale à la ligne DF ; mais le

pointB tomhe sur le point E: donc la base BC
est égale à la base EF, car si le point B tombant

sur le point E , et le point C sur le point F, la
hase BC ne s’applique pas exactement sur la
base EF , il faut nécessairement que deux lignes

droites comprennent un espace , ce qui est im-
possible (axiome l a ); donc la base BC s’appli-

quera exactement sur la hase EF, ct lui sera
égale; donc aussi le triangle entier ARC s’ap-

pliquera exactement sur le triangle entier DE F
et lui sera égale. Par conséquent les autres an-
gles del’un des triangles s’appliqueront exac-

tement sur les autres angles de l’autre triangle
et seront par conséquent égaux aussi entr’eux;
c’est-à-dire l’angle ABC égal l’angle DEF, et

l’angle ACB égal à l’angle DF E.

Donc si deux côtés d’un triangle sont égaux à

deux côtés d’un autre triangle chacun à chacun ,

et si les deux angles compris entre les côtés
égaux de ces deux triangles sont aussi égaux , lu



                                                                     

u ÉLÉMENS
base de l’un sera égale à la base de l’autre; ces

deux triangles seront égaux ,et les autres angles se
compris entre les côtés égaux des deux. trian-
gles seront aussi égaux entr’eux; ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION V.
anéantira.

Dans les triangles isocèles les angles placés sur
la base sont égaux entr’euæ, et les côtés égaux

étant prolongés, les angles placés ais-dessous

de la base semnt aussi égaux entr’eur. ’

Soit le triangle isocèle ABC (fig. 5) dont le
côté A B est égal au côté A C; prolongez les

droites AB, AC, vers D et vers E (dem. 2 ) : je
dis que l’angle ABC est égal à l’angle ACE et que

l’angle CBD est encore égal à l’angle BCE.

Car prenons sur la droite BD un point quel-
conque F, et de la droite AE retranchons la
droite AG égale a la droite AF, qui est plus
petite que la droite AE ( pr0p. 5) , et condui-
sons les droites FC et GB.

Puisque la droite AF est égale àla droite AC
et la droite AB à la droite AC , les deux droites
FA , CA seront égales aux deux droites GA , BA
chacune à chacune; mais ces droites compren-
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nent l’angle commun FAG: donc (pr0p. 4) la
hase FC sera égale à la base GB; le triangle AFC

sera égal au triangle AGB et les autres angles
compris entre les côtés égaux de ces deux
triangles seront aussi égaux entr’eux , c’est-à-

dire, l’angle ACF égal à l’angle ABC , et l’angle

A F C à l’angle AGB; mais comme la droite A F

est égale à la droite AG et la droite AB à la
droite AC , la droite BF égalera la droite CG
(axiome 5) 5 mais il a été démontré que la droite

F C est égale. à la droite GB : donc les deux droites

BF, FC sont égales aux droites CG, GB cha-
cune à chacune; mais l’angle BF C est égal à

l’angle CGB et la droite BC est la hase com-
mune de ces deux triangles : donc le triangle
BFC sera égal au triangle CGB et les autres
angles compris entre les côtés égaux de ces
deux triangles seront aussi égaux chacun à cha-
cun ( prop.4) : donc l’angle FBC est égal à
l’angle GCB , et l’angle BCFVV égal aussi à l’an-

gle CBG. Mais comme il a été démontré que
l’angle total ABG étoit égal à l’angle total ACF

i et que l’angle CBG, étoit aussi égal à l’angle

BCF, l’angle restant ABC (axiome 5) et l’angle

restant ACB placés sur la hase seront égaux. Il
a été démontré aussi que les angles FBC et GCB

placés ait-dessous de la base çtoient aussi égaux.
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Donc dans les triangles isocèles les angles

placés sur la base sont égaux entr’eux, et les
côtés égaux étant prolongés, les angles placés

au-dessous de la base seront aussi égaux entre
eux; ce qu’il falloit démontrer. -

PROPOSITION VI.
THÉOnÈME.

Si deux angles d’un triangle sont égaux entr’eux ,

les côtés opposés à ces angles égaux seront aussi

égaux entr’eux.

Soit le triangle ABC (fig. 6) ayant l’angle
ABC égal à l’angle AC B : je dis que le côté

AC est égal au côté AB. i
Car si le côté AC n’est paségal au côté AB,

l’un d’eux sera plus grand que l’autre. Soit AB

’ le plus grand; retranchez de AB qui est le plus
grand côté (pr0p. 5) la droite DB égal au. plus

petit côté AC , et menez la droite DC.
Puisque DB est égal à la droite AC , et que

la droite BC est le côté commun, les deux
droites DE, BC sont égales aux deux droites
AC, CB chacune à Chacune; mais l’angle DBC
est égal à l’angle ACB : donc la hase DC est

régale à la base AB et le triangle ABC égal au

triangle DCB; e’est-à-direque le plus grand est
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égal au plus petit: ce qui est absurde. Donc la
droite AB n’est paspplus grande que la droite
AC, donc elle lui est égale.

Donc si deux angles d’un triangle sont égaux
entr’eux, les côtés opposés aux angles égaux

seront aussi égaux entr’eux; ce qu’il falloit dé-

montrer. oPROPOSITION vu.
l THÉORÈME.

Ayant conduit par les extrémités d’une droite

deux droites se rencontrent, il est impossi-
ble de mener des mêmes extrémités deux autres

droites qui leur soient égales chacune à cha-

cune a si point où se rencontrent les lieur
* «lainières droites est placé du même côté et n’est

pas le même que celui où se rencontrent les Jeux
premières.

Supposons qu’il soit possible de conduire par
les extrémités A, B de la droite A3 (Hg. 7), deux

droites AD, DB égales chacune à chacune à
deux autres droites AC Q CB conduites aussi par
les mêmes extrémités A, B, et se rencontrant
au point C est placé du même côté et qui
n’est pas le même que celui ou se rencontrent

les deux droites AD , DE , de manière que
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les deux droites CA , DA partant de la même
extrémité A soient égales entr’elles, et que les

deux droites CB , DB partant de la même extré-
mité B soient aussi égales entr’elles; conduisez

la droite CD.
Puis donc que la droite AC est égale à la

droite AD , l’angle ACD est égal à l’angle ADC

(pr0p. 5); d’où il suit que l’angle ADC est plus

grand que l’angle DCB , et que l’angle CDB est

beaucoup plus grand que DCB; de plus puis-
que la droite CB est égale à la droite DE , l’an-

gle CDB sera égal à l’angle DCB; mais il a été

démontré qu’il est beaucoup plus grand , ce qui

est impossible. l
Donc ayant conduit par les extrémités d’une

droite deux droites qui se rencontrent, il est
l impossible de conduire par les mêmes extré-

mités deux autres droites qui leur soient égales

chacune à chacune , lorsque le point où se ren-
contrent ces deux dernières droites est placé
du même côté et n’est pas le même que celui

ou se rencontrent les deux- premièreS; ce qu’il
falloit démontrer.
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PROPOSITION VIII.

THÉORÈME.

Si Jeux côtés d’un triangle sont égaux à Jeux

côtés d’un autre triangle, chacun à chacun, et si

la base de l’un est égale à la base de l’autre ,

le: Jeux angles compris entre les côtés égaux

seront aussi égaux.

Soient les deux triangles ABC , DEF (fig. 8)
ayant les deux côtés AB , AC égaux aux côtés

DE, DF , chacun à chacun, c’est-à-dire le
côté AB égal au côté DE, et le côté AC égal

au côté DF; que la base BC soit aussi égale à

la base EF: je dis que l’angle BAC est égal à
l’angle EDF.

Car si le triangle ABC est appliqué sur le
triangle DEF, le point B sur le point E , et la
droite BC sur la droite EF, le point C tombera
sur le point F, parce que la droite BC est égale
à la droite E F. La droite B C s’appliquant exac-

tement sur la droite EF , les droites BA , AC
s’appliqueront exactement sur les droites DE ,
DF: car si la base BC s’appliquant exactement
sur la base EF, les côtés BA, AC ne s’appli-
quant pas exactement sur les côtés DE , DF,

et prenoient une autre position comme EG,

I B
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GF, il seroit possible , après avoir conduit par
les extrémités d’une droite deux droites qui se

rencontrent, de mener par les mêmes extré-
mités deux autres droites quileur seroient égales

chacune à chacune , lors même que le point où
se rencontroient les deux dernières seroit placé
du même côté et ne seroit pas le même que
celui ou se rencontrent les deux premières;
mais cela est impossible ( pr0p. 7) : donc la
base BC s’appliquant exactement sur la base
EF, il est impossible que les côtés AB , AC ne
s’appliquent pas exactement sur les côtés E D ,

D F : donc ils s’appliquent exactement les uns

sur les autres : donc l’angle BAC s’applique

exactement sur l’angle EDF: donc il lui est

égal. .
Si donc deux côtés d’un triangle sont égaux

à deux côtés d’un autre triangle , chacun à cha-

cun , et si la base de l’un est égale à la base de

l’autre , les deux angles compris entre les côtés

égaux seront égaux; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION 1X.

PROBLÈME.

Partager un angle rectiligne donné en (leur parties
égales.

Soit BAC ( fig. 9) l’angle rectiligne donné :

il faut le partager en deux parties égales.
Prenez sur la droite AB un point quelcon-

que D , retranchez de la droite AC la droite AE
égale à la droite A D ( pr0p. 5) , conduisez la
droite DE , sur la droite DE construisez le trian-
31e équilatéral D E F (pr0p. I ) , et conduisez la

droite AF. iPuisque la droite AD est égale à la droite
AE et que la droite AF est commune , les deux
droites DA, AF seront égales aux deux droites
EA, AF, chacune à chacune; mais la base DF
est égale à la base EF : doncl’angle DA F est
égal à l’angle EAF ( pr0p. 8) : donc l’angle rec-

tiligne donné BAC est partagé en deux parties
égales par la ligne AF; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION X.
PROBLÈME.

Partager une droite donnée et finie en Jeux
parties égales.

Soit AB (fig. Io) la droite donnée et finie :
il faut partager cette droite AB en deux parties
égales.

Construisez sur cette ligne un triangle équi-
latéral ABC ( pr0p. 1), et partagez l’angle AGB

en deux parties égales (pr0p. g) : je dis que la
droite AB est partagée en deux parties égales au

point D.
Car puisque la droite AC est égale à la droite

CB, et que la droite CD. est commune , les deux
droites AC , CD sont égales aux deux droites,
BC, CD, chacune à chacune; mais l’angle AC D

est égal à l’angle BCD : donc la base AI) est
égale à la base BD (pr0p. 4).

Donc la droite donnée et finie AB est par.
tagée en deux parties égales au point D; ce
qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XI.

rnonnèmn.
Sur une droite donnée et d’un point donné dans

cette ligne, conduire une droite qui fasse Jeux .
angles droits avec la droite donnée.

Soit AB (fig. l x) la droite donnée et C le point

donné dans cette droite: il faut par le point C
conduire à la droite AB une droite qui. fasse

I deux angles droits. v i
Prenez dans la-ligne AC un point quelconqu

D, faites C E égale à C D (pr0p. 5) , construisez

sur la droite DE un triangle équilatéral F DE
(pr0p. 1 )i, et menez la droite FC :V je dis que la
droite CF, Conduite par le point C sur la droite
donnée AB’, fait deux angles droits avec elle.

Car puisque la droite C D est égale à la droite

CE et que la droite F C est commune , les deux
droites DC, CF sont .égaICSÈaux deux droites
EC , CF , chacune à chacune; mais la base DF
est égale à la base EF : donc l’angle DCF est
égal à l’angle E c F ( pr0p. 8). Or ces deux angles

sont de suite; mais quand une droite fait avec
une autre les angles de suite égaux entr’eux ,

Chacun des angles égaux 8512 dI’OIÎ. 10-):
donc chacun des angles D CF, .FCE est droit.

ï) s
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Donc la droite FC, conduite par le point (j

sur la droite AB, fait deux angles droits avec
la droite AB ; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XII.

I I paonnizmn.
Sur une droite donnée et indéfinie et d’un point

placé hors d’elle , mener une perpendiculaire.

Soit AB ( 12 la droite donnée et indé-
finie , et C le point donné placé hors de cette
droite : il faut sur cette droite donnée et indé-
finie AB , conduire du point donné C , pris hors
de cette droite, une droite perpendiculaire.

Prenez de l’autre côté de la droite AB un

point quelconque D , et du centre C et avec un
intervalle C D décrivez une circonférence EFG

( dem. 5 ) , partagez la droite EG en deux par-
ties égales au point H (pr0p. 10) , et condui-
sez les droites CG, CH, CE: je dis que sur la
droite indéfinie AB et du point donné C placé

hors de cette droite on a mené une perpendicu.
laire C H.

Car puisque la droite GH est égale à la droite
HE , et que la droite C H est commune , les deux
droites GH , HC sont égales aux deux droites
EH , HC , chacune à chacune; mais la base CG
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est aussi égale à la base CE (déf. t5) : donc.
l’angle CHG est égal à l’angle EHC (pr0p. 8).

Or ces deux angles sont de suite ; mais lors-
qu’une droite tombant sur une droite fait avec
elle les angles de suite égaux entr’eux , chacun

de ces angles est droit, et la droite tombante
est dite perpendiculaire à celle sur laquelle elle

tombe. IDonc on a conduit une perpendiculaire CH
sur la droite indéfinie AB , du point donné C ,
qui est placé hors de cette droite; ce qu’il falloit

faire. 2

PROPOSITION XIII.
THÉORÈME.

Si une droite placée sur une autre droite fait des
angles, elle fera avec elle ou «leur angles droit:
ou «leur angles égaux à deux angles droits.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 1 5) placée

sur une droite DC fasse les angles CBA , ABD:
je dis que les angles CBA , ABDou seront droits
ou égaux à deux droits.

Car si l’angle CBA est égal à l’angle ABD,

ces deuxangles seront droits ( déf. 10). Si le
contraire arrive , du point B conduisez la droite
B E de manière qu’elle fasse deux angles droits

avec la droite DC (pr0p. 1 1 Puisque l’angle
4
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CBE est égal aux deux angles CBA , ABE, si
on ajoute un angle commun EBD, les angles
CBE , EB D seront égaux aux trois angles CB A ,

ABE , EBD. De plus , comme l’angle DBA est

égal aux deux angles DBE; EBA, si on ajoute
un angle commun ABC , les angles DBA, ABC
seront égaux aux trois angles DBE , EBA, ABC;
Or il a été démontré que les angles CBE , EBD

sont aussi égaux à ces trois angles : donc puis-
que les choses qui sont égales à une même
chose sont égales entr’elles, les angles CBE ,
E B D seront égaux aux angles DB A , A B C ;

mais les angles CBE , EBD sont deux angles
droits; donc les angles DBA , ABC sont égaux

à deux angles droits. p
Donc si une droite placée sur une autre droite

forme des angles , elle fera ou deux angles droits
ou deux angles égaux à deux droits; ce qu’il
falloit démontrer.
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PROPOSITION XIV.

THÉORÈME.

Si dans un point quelconque d’une ligne droite,
(leur droites placées de difi’érens côtés font avec

elle Jeux angles de suite égaux à deux droits,
ces deux droites seront dans la même direc-
tion, c’est-à-dire qu’elles ne formeront qu’une

seule et même droite.

Que dans un point B (fig. 14) de la ligne droite
AB les deux droites BC, BD placées de diffé-
rens côtés fassent avec elle les angles de suite
ABC, ABD égaux à deux droits : je dis que la
droite BD est dans la direction de la droite CB.

Car si la droite BD n’est point dans la direc- ’

Lion de la droite BC , supposons que la droite BE
soit dans la direction de la droite BC ( dem. a).

Puis donc que la droite AB est placée sur la
droite CB E , les angles AB C , AB E seront
égaux à deux droits ( pr0p. 1 5 ) ; mais les angles

ABC , ABD sont égaux à deux droits par suppo-

sition: donc les angles CBA , ABE sont égaux
aux angles CBA, AB D. Otez l’angle commun
ABC, l’angle restant ABE sera égal à l’angle

restant AB D , c’est-à-dire que le plus petit sera

Ilgal au plus grand; ce est impassible. La
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droite BE n’est donc pas dans la direction de
la droite BC. Nous démontrerons de la même
manière qu’il n’y en a point d’autre qui soit

dans la direction de B C , si ce n’est BD. Donc

la droite CB est dans la direction BD.
Donc si dans un point d’une ligne droite, deux

droites placées de difi’érens côtés font avec elle

deux angles de suite égaux à deux droits, ces
deux droits seront dans la même direction; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION KV.
THÉORÈqu.

Si Jeux droites se coupent mutuellement, elle:
font les angles au sommet égaux entr’euæ.

Que les deux droites AB , CD (fig. 15) se
coupent mutuellement au point E : je dis que
l’angle AEC est égal à l’angle DEB , et l’angle

CEB égal à l’angle AE D.

Car puisque la droite AE est placée sur la
droite C D, faisant les deux angles C EA , AED ,
les angles CEA, AED sont égaux à deux droits

(pr0p. 15 De plus , puisque la droite DE est
placée sur la droite AB ; faisant les deux angles
AED, DEB, les angles AED, DEB sont égaux
à deux droits (pr0p. I 5 Mais il a été démon-
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tré que les angles CEA , AE D sont égaux à
deux droits : donc les angles CEA, AED sont
égaux aux angles AED, DEB. Retranchez l’an-

gle commun AED, l’angle restant CEA éga-
lera l’angle restant BED. On démontrera de
la même manière que les angles CEB, DEA
sont égaux entr’eux.

Donc si deux droites se coupent mutuelle-
ment , elles feront les angles au sommet égaux
entr’eux ; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
De-là il suit manifestement que que] que soit

le nombre des lignes se coupent en un
point , les angles au point de section sont égaux
à quatre angles droits.

PROPOSITION XVI.
THÉORÈME.

Jjant prolongé un côté d’un triangle quelconque,

l’a le extérieur est lus rand ue chacun des

"5 P g q .angles intérieurs et opposés.

Soit le triangle ABC (fig. 16 ) , prolongez
le côté BC jusqu’en D : je dis que l’angle exté-

rieur AC D est plus grand que chacun des angles
intérieurs et opposés CBA , BAC.
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Partagez la droite AC en deux parties égales

en E (pr0p. Io) ; et après avoir conduit la droite
BE, prolongez-la jusqu’en F, faites la droite
E F égale à la droite BE (pr0p. 5) , conduisez
la droite FC et prolongez AC jusqu’en G.

Puisque la droite AE est égale à la droite
EC et la droite BE égale aussi à la droite EF,
les deux droites AE , EB seront égales aux
deux droites CE, EF, chacune à chacune;
l’angle AEB est égal à l’angle FEC (pr0p. i5) ,

puisqu’ils sont opposés au sommet; donc la
base AB est égale à la base FC (pr0p. 4); le
triangle ABE est égal au triangle FEC , et les
angles opposés à des côtés égaux sont égaux

chacun à chacun : donc l’angle BAE est égal à

l’angle EC F (ax. g); mais l’angle EC D est plus

grand que l’angle EC F : donc l’angle ACD est

plus grand que l’angle BAE. Si on partage le
côté BC en deux parties égales , on démontrera
de la même manière que l’angle BC G , c’est-

à-dirc l’angle ACD ( pr0p. 15) , est plus grand
que l’angle ABC.

Donc , ayant prolongé un côté d’un triangle

quelconque , l’angle extérieur est plus grand
que chacun des angles intérieurs et opposés ; ce
qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVII.

I THÉORÈME.

Deux angles d’un triangle quelconque, de quel-
que manière qu’ils soient pris, sont moindres

que (leur droits.

Soit le triangle ABC (fig. I7) : je dis que
deux angles du triangle ABC, de quelque ma-
nière qu’ils soient pris , sont moindres que
deux droits. Prolongez la droite BC jusqu’en D

( dem. a). L’angle extérieur ACD du triangle
ABC est plus grand que l’angle intérieur et op-

posé ABC (pr0p. 16). Donc si nous ajoutons un

angle commun ACB, les angles ACD, AGB
seront plus grands que les angles ABC , BCA;
mais les angles ACD, ACB sont égaux à deux
droits (pr0p. t3) : donc les angles ABC , BCA
sont moindres que deux droits. On démontrera
de la même manière que les angles BAC , ACB

sont aussi moindres que deux droits; on dé-
montrera encore la même chose par rapport
aux angles CAB , ABC.

Donc deux angles d’un triangle quelconque,

de quelque manière qu’ils soient pris , sont
moindres que deux angles droits; ce qu’il falloit

démonuer. I I
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PROPOSITION XVIII.

THÉORÈME.

Dans t0ut triangle, un plus grand côté est opposé

à un plus grand angle.

Soit le triangle ABC (fig. ’18) ayant le côté

AC plus grand que le côté AB : je dis que l’an-

gle ABC est plus grand que l’angle BCA.

Puisque le côté AC est plus grand que le
côté AB, faites la droite AD égale au côté AB

( pr0p. 3 ) , et conduisez la ligne BD.
L’angle ADB , quiiest un angle extérieur du

triangle BDC , est plus grand que l’angle inté-

rieur et opposé DCB ( pr0p. 16); mais l’angle
ADB est égal à l’angle ABD ( pr0p. 5), parce
que le côté AB est égal au côté AD : donc l’an-

gle ABD est plus grand que l’angle AC B : donc
l’angle ABC est beaucoup plus grand que l’an-

gle AC B.

Donc dans un triangle quelconque , un plus
grand côté est opposé à un plus grand angle ;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIX.

THÉORÈME.

a Dans tout triangle, un plus grand angle est opposé

à un plus grand côté. t

Soit le triangle ABC 19) ayant l’angle
ABC plus grand que l’angle BCA : je dis que le
côté AC est plus grand que le côté AB.

Car s’il n’est pas plus grand , le côté AC est

égal au côté AB , ou bien il est plus petit. Or le
côté AC n’est pas égal au côté AB , car alors

l’angle ABC seroit égal à l’angle ACB ( pr0p. 5);

or l’angle ABC n’est point égal à l’angle ACB:

donc le côté AC ne sera pas égal au côté AB.

Le côté AC n’est pas ce dant plus petit que
le côté AB , car alors l’ le ABC seroit plus
petit que l’angle ACB (pr0p. 18); or l’angle
ABC n’est pas plus petit que l’angle AGB; donc

le côté AC ne sera pas plus petit que le côté AB.

’ Mais il a été démontré qu’il ne lui est pas égal :

donc le Côté AC est plus grand que le côté AB’.

Donc dans un triangle quelconque, un plus
grand angle est opposé à un plus grand côté;

ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.
THÉORÈME.

Deux côtés d’un triangle quelconque, de quelque

manière qu’ils soient pris, sont plus grands que
le côté restant.

Car soit le’trianglc ABC (fig. 20) : je dis que

deux côtés du triangle ABC , de quelque ma-
’ nière qu’ils soient pris , sont plus grands que le

côté restant; c’est-à-dire que les côtés BA, AC

sont plus grands que le côté BC ; les côtés AB ,

BC plus grands que le côté AC , et les côtés
BC , CA plus grands que le côté AB.

Prolongez le côté AB jusqu’au point D , faites

la droite DA égale à la droite CA ( pr0p. 5), et

conduisez la droite .
Puisque la droite DA est égale à la droite AC ,

l’angle ADC sera égal à l’angle ACD ( pr0p. 5 );

mais l’angle BC D est plus grand que l’angle

AC D (ax. 9) z donc l’angle BCD est plus grand
que l’angle ADC : donc , puisque dans le triangle
DCB , l’angle BCD est plus grand que l’angle

BDC , et qu’un plus grand côté est opposé à

un plus grand angle (pr0p. 19) , le côté DE sera
plus grand que le côté BC; mais la droite DB
est égale aux côtés AB , AC ; donc les côtés
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AB, AC sont plus grands que le côté BC. Nous
démontrerons de la même manière que les côtés

AB , BC sont plus grands que le côté CA, et les
côtés BC, CA plus grands que le côté AB.

Donc deux côtés d’un triangle quelconque,

de quelque manière qu’ils soient pris , sont
plus grands que le côté restant; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXI.
THÉORÈME.

Si des extrémités d’un côté d’un triangle on mène

(leur droites se rencontrent dans ce trian-
gle, ces Jeux droites seront plus courtes que
les «leur autres côté: du triangle, mais elle:

comprendront un angle plus grand.

Des extrémités B, C (fig. a!) du côté BC ,

menez en dedans du triangle ABC les deux
droites BD , DG : je dis que les droites BD , DC
seront plus petites que les deux autres côtés
BA, AC du triangle ABC , et que cependant
elles comprendront un angle BDD plus grand

que l’angle BAC. . l l
Prolongez la droite B D jusqu’au point E.
Puisque deux côtés d’un triangle quelconque

sont plus grands que le côté restant (pr0p. 20);
les deux côtés A3; AE du triangle ABE Sont

. . C
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plus grands que le côté BE. Donc si nous ajou-
tons une droite commune EC , les côtés BA , AC

seront plus grands que les droites BE , EC. De
plus , puisque les deux côtés C E , ED du trian-
gle CED sont plus grands que le côté CD , si
nous ajoutons une droite commune DB, les
droites CE , EB seront plus grandes que les
droites CDà DB; mais on a démontré que les
côtés BA, AC sont plus grands que les droites
BE , EC : donc les côtés BA, AC sont beau-
coup plus grands que les côtés BD , DC.

Mais comme un angle extérieur d’un trian-
gle quelconque est plus grand qu’un des angles
intérieurs et opposés (prop; 16 ) , l’angle BDC ,

qui est un angle extérieur du triangle CDE,
est plus grand que l’angle CED. Par la même
raison l’angle CEB, est un angle extérieur
du triangle ABE , est plus grand que l’angle
BAC; mais il a été démontré que l’angle BDC

est plus grand que l’angle CEB : donc l’angle

B DC est beaucoup plus grand que l’angle BAC.
Donc si des extrémités d’uh côté d’un trian-

gle quelconque on mène deux droites qui se
rencontrent dans ce triangle,’ces deux droites
seront plus petites que les deux autres côtés du
triangle, et cependant elles comprendront un
plus grand angle; ce qu’il falloitdémontrer.
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PROPOSITION XXII.

PROBLÈME.

Avec trois droites égales à trois droites données

construire un triangle,- il faut que deux de ces
trois droites , de quelque manière qu’elles soient

prises , soient plus grandes que la troisième.

Soient données les trois droites A , B , C
(fig. 22 ) , dont deux , de quelque manière qu’on

les prenne, soient plus grandes que la troi-
sième ; c’est-à-dire les droites A, B plus grandes

que la droite C , les droites A et C plus grandes
que B, et enfin les droites B et C plus grandes
que A : il faut avec trois droites égales aux
droites A, B, C construire un triangle.
.Supposons la droite DE terminée en D et

indéfinie vers E; faites la droite DF égale à la

droite A (pr0p. 5) , la droite FG égale à la
droite B et la droite GH égale à la droite C;
ensuite du centre F et avec l’intervalle F D
décrivez la circonférence DKL (dem. 5) , du
centre G avec l’intervalle GH décrivez la cir-

conférence KLH, et conduisez les droites KF,
KG : je dis que le triangle KFG est construit
avec trois droites égales aux droites A , B, G.

. Car puisque le» point F est le centre ducercle
2
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DKL, la droite FD est égale à la droite FK
(déf. 15); mais la droite FK est égale à la droite

A : donc la droite KF égale la droite A. De
plus , puisque le point G est le centre du cercle
LKH, la droite GH est égale à la droite GK;
mais la droite CH est égale à la droite C : donc

la droite KG égale la droite C ; or la droite KG
est égale à la droite B : donc les trois droites
KF, FG, GK égalent les trois droites A, B , C.

Donc le triangle KFG a été construit avec
trois droites KF, FG , GIS qui sont égales aux
trois droites données A, B, C; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXIII.’
PROBLÈME.

Sur une dmite donnée et à un point donné dans

cette droite, constmire un angle égal à un angle
donné.

Soit AB (fig.25) la droite donnée et A le
point donné dans cette droite; que DCE soit
l’angle donné : il faut sur la droite donnée AB

et au point donné A construire un angle red-
tiligne égal à l’angle rectiligne donné DC E.

4 Soient pris dans l’une et l’autre ligne C D,.C E.

deux points quelconque D, E; conduisez la
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droite D E ,I et avec trois droites égales aux
droites C D , DE , C E , construisez le triangle
AFG (pr0p. 22) , de manière que la droite CD
soit égale à la droite AF, la droite CE égale à la

droite AC, et la droite DE égale à la. droite FG.

Puisque les deux droites DC , C E sont égales

aux deux droites. FA , AC , chacune à cha-
cune, et que la base DE est égale à la base
F G , l’angle DC E sera égal à l’angle FA G

(pr0p. 8 , ,Donc l’angle rectiligne FA G a été construit

égal à l’angle rectiligne D C E sur la droite

donnée AB,, et au point donné A dans cette
droite.

PROPOSITION xxrv.
THÉORÈME.

Si W triangles ont deux côtés égaux à deua’
côtés, chacun à chacun, et si l’un des angles com-

pris entre ces côtés égaux. est plus grand que
l’autre, la base de l’un deices triangles sera aussi

plus grande que la base de l’autre.’

Soient les deux triangles ABC , DEF (V6524)
dont les deux côtés AB , AC sont égaux-aux
deux côtés DE , DF, chacun à chacun, c’est-
à-dire le côté AB égal au côté DE et le côté

5
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AC au côté DF ;’ que l’angle BAC soit plus

grand que l’angle EDF : je dis que la base BC
est’plusgraiide’que la base EF.

’ i Car puisque l’angle BAC est plus grand que

l’angle EDF, construisez sur la droite DE et
au point D un angle EDG égal à l’angle BAC
( pr0p. a?! ); faites la droite DG égale à l’une
ou à l’autre des droites AC,’DF ( pr0p. 5), et

conduisez les droites GE , FG. ’ ’ "

Puisque la droite AB est égale à la droite
DE, et la droite AC à la droite DG , les deux
droitessBA , AC seront égales aux deux droites
ED , DG , chacune à chacune; mais l’angle BAC

est égal par construction à l’angle E DG: dOnc

la base, BC. sera égale à la base EG (prop.4).
De plus, puisque la droite DG est égale à la
droite DF, et l’angle DFG égal à l’angle DGF

( pr0p. 5), donc l’angle DFG sera plus grand que

l’angle EGF: donc l’angle EFG sera beau- t
coup plus grand que l’angle EGF; mais puisque

l’angle EFG du triangle E FG est plus grand
que l’angle. EG E , et qu’un angle plus grand

est opposé à un côté plus grand ( pr0p. ,
le côté EG est plus grand que le côté EF;
mais le côté EG est égal au côté BC par cons-

truction : donc le côté .BC est plus’grand que

le côté EF. ’ ’
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Donc si deux triangles ont deux côtés égaux

à deux côtés , chacun à chacun ,1 et si l’un des

angles compris entre ces côtés égaux est plus
- grand que l’autre , la base de l’un de ces trian-

gles sera plus grande que la hase de’ l’autre; I î

.;lFROPOSITIomxxv,
ru 1’: on È M B. V

Si Jeux triangles Ont dans: côtés égaux chacun à

chacun, et si la base de l’un est-plus grande que

la bascule l’autre , ils ,auront. aussi les angles
compris entre les côtés égaux plus grands «l’un

que l’autre.

Soient ABC, DEF ’( fig. ’25 ) délia; triangles

qui aient les deux côtés AB, AC égaux aux deux

côtés DE , DF, chacun àchacun , c’est-à-dire le

côté AB égal au côté DE, et le côté AC égal

au côté DF; que la hase BC soit plus grande
que la base EF: jedis que l’angle est plus
grand queHEDF. ’1’. g I”, "fi

Car si l’angle BAC n’est pas plus: grand [que

l’angle EDF, il lui est égal ,4 on est’pluspe’tit;

or l’angle BAC n’est pas. égal a l’anglè’ ’E D F ,

car alors la base ’BC ’sdrôit’i lidaibaseEF
(pr0p. ) ’;7 méis’elle ne lui est phs’égale t; donc

l’angle BAC n’est pas égal à l’angle’EÏDF. L’an-

4
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gle BAC n’est pas plus petit que l’angle EDF,

car s’il étoit plus petit, la base BC seroit plus
petite que la base EF (pr0p. 24); or elle n’est
pas plus petite : donc l’angle BAC n’est pas plus

petit que" l’angle EDF. Mais il a été démontré

qu’il ne lui est pas égal : donc l’angle BAC est

plus grand que l’ angle EDF.
Donc si deux triangles ont deux côtés égaux ,

chacun à chacun , et si la base de l’un est plus
grande que la base-de l’autre , ils auront aussi
les angles Compris entre les côtés égaux plus
grands l’un que l’autre ; ce qu’il falloit dé-

montrer. ’ i ’
PROPOSITION XXVI.

THÉORÈME.

si deux triangles ont angles égaux, chacun
d chacun, s’ils ont de plus un côté égal à un

côté ,doiijcelui qui est adjacent aux angles égaux

ou celui qui est opposé à un des angles égaux, il;

auront autres côtés égaux, chacun à chacun ,
. et troisième angle de l’un sera encore égal au

Y l’autre. V , I k
. A Soient. ABC, DEF fig. 36) deux triangles
qui aient les deux angles ABC , BCA égaux aux
deux angles DEF ,1 EFD , chacun à chacun ,
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c’est-à-dire l’angle ABC égal à l’angle DEF et

l’angle BCA égal à l’angle EFD; que ces deux

triangles aient aussi un côté égal à un côté , et

d’abord celui qui est adjacent aux angles égaux,
c’est-à-ilire le côté BC égal au côté EF :-je dis

qu’ils auront les autres côtés égaux aux autres

côtés , chacun à chacun , c’est-à-dire le côté AB

égal au côté DE , et le côté AC égal au côté DF;

je dis de plus que l’angle BAC sera encore égal
à l’angle EDF.

Car si le côté A B n’est pas égal au côté DE ,

l’un de ces côtés sera plus grand que l’autre.

Soit AB le plus grand côté; faites la droite GB
égale au côté DE (pr0p. 5) , et conduisez la
droite GC.

Puisque le côté BG est égal au côté DE , et

le côté BC égal au côté EF, les deux côtés BG ,

13C sont égaux aux deux côtés DE , EF, chacun

à chacun; mais l’angle GBC est égal à l’angle

DEF : donc la base GC est égale à la base DF
(pr0p. 4); le triangle GCB est égal au trian-
gle DEF, et les autres angles qui sont oppo-
sés ’a des côtés égaux sont aussi égaux entre

eux : donc l’angle GCB est égal à l’angle DFE;

mais l’angle DFE est supposé égal à l’angle

BCA z donc l’angle B CG est égal à l’angle BCA ,

c’est-adire que le plus petit est égal au plus
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grand , ce qui est impossible : donc les côtés AB

et DE ne sont pas inégaux : donc ils sont égaux;
mais le côté BC est égal au côté EF : donc les

deux côtés AB , BC sont égaux aux deux côtés

D E , E F, chacun à chacun; mais l’angle ABC

est égal a l’angle DEF : donc la base AC est
égale à la base DF (prop.4) , et le troisième
angle BAC est égal au troisième angle EDF.

Supposons à présent que les côtés qui sont
opposés aux angles égaux soient égaux , c’est-

à-dire le côté AB égal au côté DE :je dis que

les autres côtés (le l’un de ces triangles sont
encore égaux aux autres côtés de l’autre trian-

gle; c’est-adire que. le côté AC sera égal au
côté DF, le côté BC égal au côté EF, et le troi-

sième BAC égal aussi au troisième angle EDF.
Car si le côté BC n’est pas égal au côté EF,

l’un de ces côtés sera plus grand que l’autre.

Supposons s’il est possible que BC soit le plus
grand; faites BH égal au côté EF ( pr0p. 5) , et

conduisez la droite AH. *
Puisque le côté BH est égal au côté EF et le

côté AB égal au côté DE , les deux côtés AB , BH

seront égaux aux deux côtés DE , EF, chacun
à chacun; mais ces côtés comprennent des an-
gles égaux : donc la base AH est égale à la base

DF (propl4) ;le triangle ABH est égal au trian-
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gle DEF, et les autres angles qui sont opposés
à des côtés égaux seront aussi égaux , chacun à

chacun : donc l’angle BHA est égal à l’angle

EFD; mais par supposition l’angle EF D est
égal à l’angle BCA: donc l’angle BHA est égal à

l’angle BC A , c’est-à-dire que l’angle extérieur

BHA du triangle ACH est égal à l’angle BCA

intérieur et opposé ; ce qui est impossible
(pr0p. 16) : donc les côtés BC et EF ne sont
pas inégaux : donc ils sont égaux. Mais le côté
AB est égal au côté DE : donc les deux côtés.

AB, BC sont égaux aux deux côtés DE , EF,

chacun à chacun; mais ces côtés comprennent
des angles égaux : donc la hase ’AC est égale à

la hase DF ( pr0p. le triangle ABC est égal
augtriangle DE F, et le troisième angle BAC’égal

aussi là un troisième angle EDF;

Donc si deux triangles ont deux angles égaux ,
Chacun à chacun , et un côté quelconque égal

à un côté , ou celui qui est adjacent aux angles
égaux ,1 ou celui’qui est opposé à un des angles

égaux ,.les’ autres côtés sont égaux aux autres

côtés, chaeun à chacun , et ces deux triangles
auront un troisième angle égal a un troisième

angle; ce qu’il falloit démontrer. l l ï
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PROPOSITION xx’vn.

THÉORÈME.

Si une droite tombant sur Jeux autres droites fait
les angles alternes égaux entr’euæ, :083 Jeux

droites seront parallèles.

Que la droite EF ( fig. 27) tombant sur les
deux droites AB , C’D fasse les angles alternes
AEF, EFD égaux entr’eux : je dis que la droite

I AB est parallèle à la droite CI).
Car si elle ne lui est pas parallèle , les droites

AB , CD étant prolongées se rencontreront ou
du côté BD ou du côté AC. Prolongez ces
droites , et supposons qu’elles se rencontrent

du côté B D au point G. 1 ,
L’angle A EF, qui est hors du triangle EGF,

est plus grand que l’angle intérieur et opposé

EFG (pr0p.. 16) ; mais par supposition il lui
est égal , ce qui est impossible : ,donc les droites
AB , CD prolongées du côté BD ne se rencon-

treront point. On démontreroit de la même ma-
nière qu’elles ne se rencontreront pas non plus

du côté AC; or les droites ne se rencontrent
d’aucun côté sont parallèles (déf. 25) : donc la

droite AB est parallèle à la droite CD.
Donc si une droite tombant sur deux autres
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droites fait les angles alternes égaux entr’eux,

p ces deux droites seront parallèles; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXVIII.
Tnéonimn.

Si une dmite tombant sur- deuæ autres droites fait
un angle extérieur égal à un angle intérieur
opposé et placé du même côté, ou bien si elle

fait les angles intérieurs et placés du même côté

égaux à deuz- droits , ces Jeux droites seront

parallèles. iQue la droite EF 28) tombant sur les
deux droites AB , CD fasse l’angle extérieur
EGB égal à l’angle intérieur opposé et placé h

du même côté GHD, ou bien les angles inté-

rieurs et placés du même côté BGH, GHD
égaux à deux droits : je dis que la droite AB
est parallèle à la droite CD.

Car puisque l’angle EGB est égal à l’angle

GHD, et que. l’angle EGB est égal à l’angle AG H

( pr0p. 15), l’angle AGH sera égal à l’angle

GHD; mais ces angles sont alternes: donc la
droite AB est parallèle à la droite C D (pr0p. 27) .

De plus , puisque les angles BGH , GHD sont
égaux à deux droits, et que les angles AGB,



                                                                     

46 1’: L É M E N s
BGH sont encore égaux à deux droits ( pr0p. 1 5),

les angles AGI-I , BG H seront égaux aux angles
BGH, GHD. Donc si nous retranchons l’angle
commun BGH , l’angle restant AGH sera égal à

l’angle restant GHD; mais ces deux angles sont

alternes: donc la droite AB est parallèle à la ;
droite CD (pr0p. 27

Donc si une droite tombant sur deux autres
droites fait un angle extérieur égal à un angle
intérieur opposé et placé du même côté , ou si

elle fait les angles intérieurs et placés du même

y côté égaux à deux droits , ces droites seront
parallèles; ce qu’il falloit démontrer-

PROPOSITION XXIX.
THÉORÈME.

Si une droite tombe sur (leur parallèles , les angles
alternes sont égaux entr’eux , l’angle extérieur

est égal à l’angle intérieur opposé et placé du

même côté, et les angles intérieurs placés du

même côté sont égaux à deux droits.

Si la droite EF ( 28) tombe sur les paral-
lèles AB, CD, je dis que les angles alternes
AGH , GHD seront égaux entr’eux , l’angle
extérieur EGB sera égal à l’angle intérieur

opposé et. placé du même côté GHD, et. les
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angles intérieurs et placés du même côté BGH ,

GHD seront égaux à deux droits.
Car si l’angle AGI-I n’est pas égal à l’angle

GHD, l’un de ces angles sera plus grand. Que
l’angle AGH soit le plus grand; puisque l’angle

AGB est plus grand que l’angle GHD , si on leur

ajoute un angle commun BGH, les angles AGH,
BGH seront plus grands que les angles BGH ,
GHD; mais les angles AGH, BGH sont égaux
à deux droits (pr0p. 1 5) : donc les angles BGH,

GHD sont moindres que deux droits; mais
deux droites étant prolongées à l’infini du côté

ou les angles intérieurs sont plus petits que.
deux droits se rencontrent entr’elles (ax. I r

donc les droites AB, CD prolongées m)
se rencontreront; mais elles ne se rencontre-
ront pas puisqu’elles sont parallèles : donc les

angles AGB, GHD ne sont point inégaux ,
donc ils sont égaux. Mais l’angle AC H est
égal à l’angle EGB (pr0p. x5) : donc l’angle

EGB sera égal à l’angle GHD. Donc si nous

ajoutons un angle commun BGH, les angles
EGB, BGH seront égaux aux angles BGH,
GHD; mais les angles EGB , BGH sont égaux
à deux droits (pr0p. 1 5) : donc les angles BGH ,
GHD sont égaux à deux droits.

Donc si une droite tombe sur deux parallèles,
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les angles alternes sont égaux entr’eux , l’angle

extérieur est égal à l’angle intérieur opposé et

placé du même côté , et les angles intérieurs

placés du même côté sont égaux à deux droits;

ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION
THÉORÈME.

Les droites qui sont parallèles à une même droite
sont parallèles entr’elles.

Que chacun des parallèles AB , CD (fig. 29)
soit parallèle à la droite EF : je dis que la droite
AB est parallèle à la droite CD.

Conduisez sur ces droites la droite GK.
Puisque la droite GIS tombe sur les parallèles

AB, EF, l’angle AGH est égal à l’angle GHF

(pr0p. 27). De plus puisque la droite G K tombe
sur les parallèles EF, C D, l’angle GHF est égal

à l’angle GKD (pr0p. 28). Or il a été démon-

tré que l’angle AGK est égal à l’angle GHF z

donc l’angle AGK est égal à l’angle GKD ;

mais ces angles sont alternes : donc la droite
AB est parallèle à la droite CD ( pr0p. 29).

Donc les droites qui sont parallèles à une
même droite sont parallèles entr’elles; ce qu’il

falloit démontrer.



                                                                     

PROPOSITION XXXI.
PROBLÈME.

J’ar un point donné conduire une droite parallèle

à une droite donnée.

Soit A (fig. 5o) le point donné et BC la droite

donnée : il faut par le point A conduire une
droite parallèle à la droite BC.

Prenez sur la droite BC un point quelconque
D, et menez AD; construisez sur la droite DA
et en un point A un angle DAE égal à l’angle

ABC , et prolongez la droite AF dans la direc-
tion de EA.;’:’*u a Hi . ’

Puisque la droite AD’ tombant sur les deux
droites BC , EF fait les angles alternes EAD,
ABC égaux entr’eux , la droite DG sera parala-

lèle à la droite EF (pr0p. 27
Donc par le point donné A, la droite EAF

a été menée parallèle à la droite donnée 3C;

ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XXXII.
THÉORÈME.

.1! faut prolongé un côté d’un triangle quelconque ,

l’angle extérieur est égal au: deux angles in-

térieurs et opposés, et les trois angles intérieurs

du triangle sont égara à (leur droits.

Soit le triangle ABC (fig. 5x ); prolongez
(le côté BC en D : je dis que l’angle extérieur

AC D est égal aux deux angles intérieurs et
:opposés CAD, ABC, et que les trois angles
intérieurs ABC , BCA , CAB sont égaux à deux

droits. I
Menez par le point C la droite CE parallèl

à la droite AB (pr0p. 21 I
I Puisque la droite CE est parallèle à la droite
AB et que la droite AC tombe sur ces deux
droites , les angles alternes BAC, ACE sont
égaux entr’cux (pr0p. 29). De plus , puisque la

droite AB est parallèle à la droite CE et que
la droite BD tombe sur ces deux droites , l’au-
gle extérieur ECD est égala l’angle intérieur
et Opposé ABC. Or il a été démontré que l’an-

gle ACE est égal à l’angle BAC : donc l’angle

extérieur total ACD est égal aux deux angles
extérieurs et opposés BAC , ABC.
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Donc si on ajoute un angle commun AGB,

les angles ACD, AGB seront égaux aux trois
angles ACE , B C A , C AB; mais les angles AC D,
AGB sont égaux à deux droits (pr0p. 15) : donc
les angles ACB , CBA , CAB sont égaux à deux

droits. ’ - ’Donc , ayant prolongé un côté de. touttrian-
gle , l’angle extérieulxest égal aux deux angles

intérieurs et opposés , et les trois angles inté-

rieurs du triangle sont , égaux à deux droits;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIII.
THÉORÈME.

Les droites qui joignent des mêmes côtés des droites

égales et parallèles sont elles-mêmes égales et

parallèles.

Soient AB, c n (fig. 52 ) deux droiics égales

et parallèles; joignez-les des mêmes côtés par

les droites AC, BD : je dis que les droites AC,
BD sont aussi égales et parallèles.

Menez’la droite BC. ’ ’ l
Puisque la droite AB est parallèle fila droite

CD et que la’droitc -BC..tombe sur ces deux
droites, les angles alternes ABC , BCD.son:
égaux (pr0p. 39 De plus, puisque la droite

a
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’AB est égale à la droite CD et. que la droite BC

est commune aux deux triangles BCA, BDC ,
les deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites CD, BC; mais l’angle ABC est égal à
l’angle BC D : donc la base AC est égale à la base

BD , le triangle ABC est égal au triangle BCD , et

les autres angles sOnt opposés à des côtés
égaux sont égaux , chacun à chacun: donc llan-

gle AGB est égal à l’angle CBD. Puisque la

digne droite BC tombant sur deux droites AC ,
BD fait les angles alternes égaux entr’eux , la
droite AC est parallèle à la droite BD et lui est
égale (pr0p. 27

Donc les droites joignent des mêmes côtés
deux droites égales et parallèles , sont elles-
mêmes égales et parallèles; ce qu’il falloit dé-

montrer.

PROPOSITION XXXIV,
THÉORÈME.

Les côtés et les angles opposés des parallélogram-

mes sont égaux, et la diagonale les partage en
Jeux parties égales.

Soit ACDB (fig. 52) un parallélogramme et
BC sa diagonale : je dis que les côtés et les
angles opposés du parallélogramme AC DB sont
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égaux, et que sa diagonale BC le partage en

deux parties égqles. I
Car puisque la droite AB est parallèle à la

droite Cl). et que la droite BC tombe sur ces
deux droites , les angles alternes ABC, BCD
seront égaux entr’eux (pr0p. 29). De plus,
puisque la droite AC est parallèle à la droite BD

et que la droite BC tombe sur ces deux droites,
les angles alternes AGB , CBD sont égaux entre
eux : donc les deux triangles ABC, CBD ont
deux angles ABC , BCA égaux aux deux angles
BCD, CBD, chacun à chacun , ils ont de plus un
côté commun BC adjacent à des angles égaux:

donc ils auront les autres côtés égaux aux autres

côtés, chacun à chacun ( pr0p. 26), et le troi-
sième angle égal au troisième angle : donc le
côté AB est égal au côté CD, et l’angle BAC

égal à l’angle BDC.. Puisque l’angle ABC est

égal a l’angle BC D, et l’angle CBD égal à l’an-

gle ACD, l’angle total ABD sera égal à l’ le

total ACD.. Mais il a été démontré que l’angle

BAC est égal à l’angle BDC.

Donc les côtés. et les angles opposés. des par;
salle’logrammes sont égaux entr’eux.

Je dis de plus que la diagonale partage les,
parallélogrammes en deux parties égales. Car
puisque la droite AB est égale» à la droite (ID:

5
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et que la droite BC est commune aux deux
triangles , les deux droites AB, BC seront égales
aux droites DC , CB , chacune à chacune; mais
l’angle ABC est égal à l’angle BCD: donc la

base AC est égale à la base BC (pr0p. 4), et
le triangle ABC égal au triangle BCD.

Donc la diagonale BC partage le parallélo-
gramme AC DB en deux parties égales; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXXV.
THÉORÈME.

Les parallélogrammes qui sont construits sur la
même base et entre les mêmes parallèles sont
égaux entr’euæ.

Soient les parallélogrammes A B C D, EB C F

( fig. 55 ) construits sur la même. hase B C et
entre les mêmes parallèles AF, BC : je dis que
le parallélogramme ABC D est égal au parallé- ,

logramme EBC F.
Car puisque AB C D est un parallélogramme ,

la droite AD est égale à la droite B C ( pr0p. 54),
et par la même raison la droite EF est aussi égale »

En la droite BC z donc la droite A D est égale à la

droite EF : donc, si ou ajoute une droite com- .
mune DE, la droite totale AE sera régale à la I
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droite totale D F (axiome 2) ç mais la droite A B
est égale à la droite DC : donc les deux droites
EA , AB sont égales aux deux droites F D , DC ,
chacune à chacune; mais l’angle extérieur F DC’

est égal à l’angle intérieur EAB ( pr0p. 29) ;

donc la base E8 est égale à la base FC ( pr0p. 4) ,

et le triangle EAB égal au triangle F DC; douci
si l’on retranche la partie commune DGE, le
trapèze restant ABC D sera égal au trapèze res-

tant EGCF. Donc si on leur ajoute le triangle
commun G BC , le parallélogramme total ABC D

sera égal au parallélogramme total EBC F.

Donc les parallélogrammes construits sur les
mêmes bases et entre les mêmes parallèles sont
égaux entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVI.,
THÉORÈME.

Les parallélogrammes conslmits sur des bases
égales et entre les mêmes parallèles sont égal: r
entr’eux.

Soient les parallélogrammes ABCD, EFGH
(fig. 54) construits sur des bases égales BC,
FG et entre les mêmes parallèles AH, BG : je
dis que le parallélogramme ABCD est égal au

parallélogramme E FGH. -
4
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Conduisez les droites BE , CH.
Puisque la droite B C est égale à la droite FG

et la droite FG égale à la droite EH, la droite
BC sera égale à la droite EH; mais les droites
BC , E H sont parallèles et joignent les droites
BE , CH; orles droites qui joignent des mêmes
côtés deux droites égales et parallèles. sont égales

( pr0p. 55 ) : donc les droites EB , C H sont
égales et parallèles: donc EBCH est un paral-
lélogramme , et ce parallélogramme est égal au

parallélogramme AB C D (pr0p. 55) ; car il a la
même base BC que lui,et il est construit entre les
mêmes parallèles. Par la même raison le para].-
lélogramme EFG H est égal au parallélogramme

EBCH ; donc le parallélogramme ABCD est
égal au parallélogramme EFGH.

Donc les parallélogrammes construits sur des,
bases égales et entre les mêmes parallèles sont
égaux ; ce qu’il falloit démontrer. ’

PROPOSITION XXXVII.
THÉORÈME.

Les triangles constmits sur la même base et entre
les mêmes parallèles sont égaux.

Soient les triangles ABC, DBC (fig. 55)
construits sur la même base BC et entre les
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mêmes parallèles AD, BC : je dis que le trian-
gle ABC est égal au triangle DBC.

Prolongez de part et d’autre la droite AD i
vers les points E, F, et par le point B cou...

t duisez une droite BE parallèle à la droite CA
(pr0p. 5x ), et par le point C conduiSez aussi
une droite C F parallèle à BD. ’

Les figures EBCA, D BC F sont des parallé-
logrammes, et le parallélogramme EBCA est
égal au parallélogramme DBC F ( pr0p. 55) ;
car ils sont construits l’un et l’autre sur la même

base et entre les mêmes parallèles; mais le trian-

gle ABC est la moitié du parallélogramme
EBCA; car la diagonale AB le partage en deux
parties égales; le triangle DBC est la moitié
du parallélogramme DBCF, car la diagonale
DC la partage en deux parties égales (pr0p. 54);
mais les moitiés des quantités égales sont égales

entr’elles : donc le triangle ABC est égal au

triangle DBC. .Donc les triangles construits sur la même hase
et entre les mêmes parallèles sont égaux entre
eux ; ce qu’il falloit démontrer. I ’
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PROPOSITION XXXVIII;
THÉORÈME.

Les triangles construits sur des bases égales et
entre les mêmes parallèles sont égaux entre

eux.

Soient les triangles ABC, DEF (fig. 56)
construits sur des bases égales BC , F,F et entre
les mêmes parallèles BF , AD : je dis que le
triangle ABC est égal au triangle DEF.

Car prolongez de part et d’autre la droite AD

vers les points G, H; par le point B conduisez
la droite BG parallèle à la droite CA (pr0p. 5 1),

et par le point F conduisez aussi la droite FH
parallèle à la droite DE.

Les figures GBCA, DEFH sont des paral-
lélogrammes ; mais les parallélogramniestBCA,
DEF H sont égaux entr’eux (prop . 56) , car ils

sont construits sur des bases égales et entre les
mêmes parallèles. Or le triangle ABC est la
moitié du parallélogramme GBCA, car la dia-

gonale AB le partage en deux parties égales
( pr0p. 54); le triangle FFD est la moitié du
parallélogramme DEFH, car la diagonale DF
le partage en deux parties égales ; mais les
moitiés des quantités égales sont égales entre
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elles : doue le triangle ABC est égale au trian-

gle DEF.
Donc les triangles construits sur des bases

égales et entre les mêmes parallèles sont égaux
entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIX.
THÉORÈME.

Les triangles égaux qui sont construits sur la même

base et qui sont placés du même côté sont conu-

pn’s entre les mêmes parallèles.

Soient les deux triangles égaux ABC, DBC
(fig. 57) construits sur la même base BC et
placés du même côté : je dis que ces deux trian-

gles sont compris entre les mêmes parallèles.
Conduisez la droite AD : je dis que la droite

AD est parallèle à la droite BC.
Car si la droite AD n’est pas parallèle à la

droite BC, conduisez par le point A une droite A
AE parallèle à la droite BC ( pr0p. 51); con-
duisez ensuite la droite EC.

Le triangle ABC est égal au triangle EBC
( pr0p. 57) , car ces deux triangles sont cons-
truits sur la même base BC , et compris entre les
mêmes parallèles BC , AE. Mais par hypothèse
le triangle ABC est égal au triangle DBC : donc
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le triangle DBC est égal au triangle DBC, c’est

’ à-dire que le plus grand est égal au plus petit,

ce qui ne peut se faire : donc la droite AE n’est
point parallèle à la droite BC. Nous démontre-

rons de même que toute autre droite , excepté
AD , ne peut être parallèle à BC : donc la droite
AD est parallèle à la droite BC.

Donc les triangles égaux qui sont construits
sur la même base et. qui sont placés du même
côté sont compris entre les mêmes parallèles;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XL.
THÉORÈME.

Les triangles égaux qui sont construits sur des
bases égales et sont placés du même côté

sont compris entre les mêmes parallèles.

Soient les triangles égaux ABC, CDE ( 58)»
construits sur des bases égales B C, C E et placés

du même côté: je dis qu’ils sont compris entre

les mêmes parallèles. Conduisez la droite AD :
je dis que la droiteADest parallèle à la. droite BE.

Car si la droite AD n’est pas parallèle à la:

droite BE , conduisez par le point A la droite
AF parallèle à la droite BC , et conduisez en-
suite la droite FE.
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Le triangle ABC est égal au triangle FCE

( pr0p. 58) ; car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales et compris entre les
mêmes parallèles B E, A F ; mais le triangle ABC

est égal au triangle DCE : donc le triangle DG E
est égal au triangle FCE, c’est-à-dire que le

plus grand est égal au plus petit , ce qui ne peut
être: donc la droite AF n’est point parallèle à
la droite BE. Nous démontrerons de la même

manière que toute autre droite, excepté AD.
ne peut être parallèle à B F : donc la droite A!)
est parallèle à la droite BE. I

è Donc les triangles égaux qui sont construits
sur des bases égales et sont placés du même
côté sont compris entre les mêmes parallèles;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XLI.
THÉORÈME.

Si un parallélogramme et un triangle ont la même

base et sont compris entre les mêmes parallèles ,

le parallélogramme est double du triangle.

En effet , que le parallélogramme ABC!)
et le triangle EBC (fig. 59)laient la même
base et soient compris l’un et l’autre entre les
mêmes parallèles BC, AE: je dis que le paral- ’
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lélogramme AB C D est double du triangle

B E C . .Conduisez la droite AC. Le triangle ABC est
’ égal au triangle EBC ( pr0p. 57), car ces deux

triangles sont construits sur la même base B (I
et compris entre les mêmes parallèles BC , AE;
mais le parallélogramme ABCD est double du
triangle ABC, car la diagonale AC partage ce pa-

. rallélogramme en deux parties égales (pr0p. 54):

donc le parallélogramme ABCD est aussi dou-
ble du triangle EBC.

Donc si un parallélogramme et un triangle
ont la même base et sont compris entre les
mêmes parallèles , le parallélogramme sera dou-
ble du triangle ; ce qu’il falloit démontreng. 1.;

PROPOSITION XLII.
PROBLÈME.

Construire dans un angle donné, un parallélo-
gramme égal à un triangle donné.

Soit ABC (fig. 4o) le triangle donné et D
l’angle donné : il faut construire un parallélo-

gramme qui soit égal au triangle ABC dans
un angle égal à l’angle donné D.

Partagez la droite BC en deux parties égales
au point E et conduisez la droite AE ; sur la
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droite EC et au point E construisez un angle
CEF égal à l’angle D (pr0p. 25) , par le point

A conduisez une droite AG parallèle à la droite

EC (pr0p. 51), et par le point C conduisez
aussi une droite CG parallèle à la droite F E :
la figure F ECG sera un parallélogramme.

Puisque la droite BE est égale à la droite EC ,

le triangle ABE sera égal au triangle AEC
(pr0p. 58) , car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales B E, EG, et compris
entre les mêmes parallèles BC , AG : donc le
triangle ABC est double du triangle AEC; mais
le parallélogramme F ECG est double du trian-

gle AEC, car ils ont la même base et ils sont
compris entre les mêmes parallèles : donc le
parallélogramme FECG est égal au triangle
ABC (ax. 6) , et il a un angle égal à l’angle D.

Donc le parallélogramme FECG a été cons-

truit égal au triangle ABC dans un angle C EF
égal à l’angle donné D; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XLÎII.

THÉORÈME.

Dans tout parallélogramme, les complémens des

parallélogrammes qui sont autour de la diagoc
nale sont égaux entr’eux.

Soit le parallélogramme ABCD (fig. 41 ) dont

AC est la diagonale autour de laquelle soient les
parallélogrammes EH , FG , et les parallélo-
grammes BK , KD qu’on appelle complémens :

je dis que le complément B K est égal au com-

plément K D. .
Car puisque la figure ABC D est un parallé-

logramme dont la droite AC est la diagonale ,
le triangle A B C est égal au triangle A D C
(pr0p. 54). De plus , puisque la figure EKHA
est un parallélogramme dont la droite AK est
la diagonale, le triangle A E K est égal au trian-
gle AHK; le triangle KFC est égal au triangle
KGC , par la même raison : donc puisque le
triangle AE K est égal au triangle AH K, et que
le triangle KFC est aussi égal au triangle KFC ,t
le triangle AEK, réuni avec le triangle KGC ,
est égal au triangle AHK réuni avec le triangle
RPC; mais le triangle total ABC est égal au,
triangle total ADC : donc les restes 13K, KD ,
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qu’on appelle complémens , sont égaux entre

eux (axiome 5 IDonc dans tout parallélogramme , les com-
plémens des paralléIOgrammes qui sont autour
de la diagonale sont égaux entr’eux ; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION XLIV.
PROBLÈMI.

Sur une droite donnée et dans un angle donné,
construire un parallélogramme qui soit égal à
un triangle donné.

Soient donnés la droite AB (fig. 42) , le
triangle C et l’angle D : il faut sur la droite AB
et dans un triangle égal à l’angle D, construire

un parallélogramme égal au triangle donné C.

Construisez un parallélogramme BEFG égal
au triangle C; dans un angle EBG égal à l’an-

gle D (pr0p. 42 ); placez la droite BE dans la
direction de la droite AB; prolongez la droite
F G vers H; et par le point A conduisez ladroite
AH parallèle à la droite BG Ou à la droite EF
(pr0p. 51), et menez la droite GB. Puisque la
droite HF tombe sur les parallèles AH, EF,
les angles AHF, HFE sont égaux à deux an-
gles droits (pr0p. 29) : donc les angles BHG ,

E
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GFE sont moindres que deux angles droits;
mais les droites qui sont prolongées à l’infini
du côté où les angles. intérieurs sont moindres

que deux angles droits se rencontrent ( ax. I 1 ):
donc les droites H B, FE se rencontreront étant
prolongées; que ces deux droites soient pro-
longées (dem. a) , et supposons qu’elles se ren-

contrent en K ; par le point K conduisez la
droite KL parallèle à la droite EA ou à la droite

FH ( pr0p. 5.1), et prolongez les droites AH ,
GB vers les points L , M.

La figure ,HLKF est un parallélogramme
dont HK est la diagonale ; autour de la diago-
nale H K sont les parallélogrammes AC, ME ,
et les’ parallélogrammes LB , BF, qu’on nomme

complémens : donc le parallélogramme LB est

égal au parallélogramme BF (prop.45); mais
le parallélogramme BF est égal au triangle C:
donc le parallélogramme LB sera égal au. trian-
gle C; et puisque l’angle GB E est égal à l’angle

ABM (pr0p. 15) et que l’angle GBE est égal
à l’angle D , l’angle ABM sera égal à l’angle D,

Donc sur la droite donnée AB et dans un
angle AB M égal à l’angle D, le parallélogramme

LB a été construit égal au triangle donné C; ce

qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XLV.
PROBLÈME.

.Constmire, dans un angle donné, un parallélo-

gramme qui soit égal à une figure rectiligne
donnée.

Soit ABCD ( 45) la figure rectiligne
donnée et E l’angle donné : il faut, dans un
angle égal à l’angle E , construire un parallélo-

gramme qui soit égal à la figure ABCD.

Conduisez la droite DB, et construisez dans
l’angle HKF égal à l’angle E , un parallélo-

gramme FH qui soit égal au triangle ADB, et
sur la droite GH construisez ensuite dans l’an-
gle GHM égal à l’angle E, un parallélogramme

GM soit égal au triangle DBC.
Puisque l’angle E est égal à chacun des an-

gles HEP, GHM, l’angle GHM sera égal à
l’angle HKF : donc si nous leur ajoutons l’an-

gle commun KHG, les angles FKH, KHG
seront égaux aux angles KHG , GHM. Mais
les angles FKH , KHG sont égaux à deux an-
gles droits (pr0p. 29) : donc les angles REG,
G H M seront égaux à deux angles droits. Mais
puisque les deux droites KH, HM, placées de
.diflérens côtés , font sur la droite CH et au

. a



                                                                     

68 lé; L 17; M E N s
point H de cette droite , deux angles de suite
égaux à deux droits , la droite KH est dans la
direction de la droite HM (pr0p. I4); et puis-
que la droite HG tombe sur les parallèles KM,

FG, les angles alternes MHG, HGF sont
égaux ( pr0p. 29) ; donc si nous leur ajoutons -
llangle commun HGL , les angles MHG, HGL
seront égaux aux angles HGF, HGL. Mais
les angles MHG, HGL sont égaux à deux
angles droits ( pr0p. 29 ) ; donc les angles
HGF, H GL seront aussi égaux à deux angles
droits; donc la droite FG est dans la direc-
tion de la droite GL; et puisque la droite KF
est égale et parallèle à la droite HG, et que
la droite HG est aussi égale et parallèle à la
droite ML, la droite KF sera égale et paral-
lèle à la droite ML (ax. I et pr0p. 5o). Mais t
ces deux droites sont jointes ensemble par les
droites KM, FL : donc les droites KM, FL
sont égales et parallèles (pr0p. 55 ) : donc la
figure KFLM est un parallélogramme; mais
comme le triangle ABD est égal au parallélo-
gramme HF, et que le triangle ABC est égal au
parallélogramme. CM, la figure totale ABCl)
sera égale au parallélogramme total KFLM.

Donc le parallélogramme KFLM a été cons-

truit égal à la figure rectiligne ABC D, dans

l
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l’angle-FKM égal à l’angle douté É; ce qu’il

falloit faire. ’
PROPOSITION XLVI.

rnonnftmz.
Décrire un quarré sur une droite donnée.

Soit AIB (fig. la droite donnée : il faut.
décrire un quarré sur cette droite.

Du point A,"d0nné dans la droite AB , con-
duisez une droite AC perpendiculaire à la droite
AB (pr0p. l 1 ); faites la droite AD égale à la
droite AB ( pr0p. 5 I ); par le point D conduisez
la droite DE parallèle àla droite AB (pr0p. 5 1),
et" par le point B conduisez aussi une droite B E
parallèle à la droite AD.

La figure ADEB est un parallélogramme :
donc la droite AB est égale à la droite DE, et
la droite AD égale à la droite BE; mais la
droite AB est égale à l la droite AD : donc les
quatre droites BA,"AD, DE, EB sont égales
entr’elles : donc le parallélogramme ADEB est
équilatéral. Je dis de plus, qu’il est reCtangle,

car puisque la droite Al) tombe sur les paral-
lèles AB, DE, les angles BA D, ADE sont égaux
à deux droits (pr0p. 29); mais l’angle BA’D est

droit par construction : donc l’angle ABE est

5
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droit aussi. Mais les côtés et angles opposés des.

parallélogrammes sont égaux ( pr0p. 54) ; donc
chacun des angles opposés ABE , BED est droit,
et par conséquent le parallélogramme ADEB est
rectangle; mais nous avons démontré qu’il étoit

équilatéral. .9 .Donc le parallélogramme ADEB est un quarré

décrit sur la droiteAB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XLVII.

refoutue.
Dam? les triangles recrangles , le quarré décrit sur

le côté Opposé à l’angle droit est égal aux

quarrés construits sur les côtés qui comprennent

l’angle droit.

Soit ABC (fig. 45) un triangle rectangle
dont l’angle droit est BAC : je dis que le quarré

construit sur le côté BC est égal aux quarrés

construits sur les côtés BA , AC.
Construisez le quarré BDEC sur le côté BC;

construisez aussi les deux quarrés G B , HG sur
les côtés BA , AC , et par le point A conduisez
une droite AL parallèle à l’une ou à l’autre des

droites BD, CE; conduisez ensuite les droites
AD, FC.

Puisque chacun des angles BAC , BAC ou
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droit , et que les deux droites AC , AG , placées
de part et d’autre de la droite BA , font au point

A, avec la droite AB, deux angles de suite
égaux à deux. angles droits, la droite CA est
dans la direction de la droite AG : la droite
AB est dans la direction de la droite AH, par
la même raison; et puisque l’angle DBC est
égal à l’angle FBA (axiome to) , étant droits

l’un et l’autre , si nous leurnajoutons un angle
commun ABC, l’angle total DBA sera égal à

l’angle total FBC; mais les deux droites DE,
BA étant égales aux deux droites CB , BF, cha-
cune à chacune, et l’angle DBA égal à l’angle

FBC , la hase AD sera égale à la hase FC , et le

triangle ABD égal au triangle FBC (pr0p. 4).
Or le parallélogramme BL est double du trian-
gle ABD ( pr0p. 4l ), car ils ont la même hase
BD et sont compris entre les mêmes parallèles

BD, AL. Le quarré GB est aussi double du
triangle F BC , car ils ont la même base FB et
sont compris entre les mêmes parallèles FB,
GC; mais les quantités qui sont d0ubles de
quantités égales saut égales entr’elles à donc le

parallélogramme BL est égal au quarré GB.

Ayant conduit les droites AE , BK, nous dé-
montrerons de la même manière que le paral-

. kilogramme CL est égal au quarré HC : donc

I 4
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le quarré total B DEC est égal aux deux quarrés

GB ,. HC; mais le quarré B DEC est construit
sur le’ côté BC , et les quarrés’GB, HC sont

construits sur les côtés BA , AC : donc le quarré

BE , construit sur le côté l BC , est égal aux
quarrés construits sur les côtés BA , AC.

D0nc dans les triangles rectangles , le quarré
construit sur le côté opposés l’angle droit est

égal aux deux quarrés construits sur les côtés

qui comprennent l’angledroit; ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION XLVIII.

rnioatmn
Si le quarré qui est construit sur un des côtés

d’un triangle est égal aux quarrés construits

sur les autres côtés du triangle, l’angle com-

pris entre ces deuæ derniers côtés est droit.

Que le quarré construit sur un côté B C
46) d’un triangle ABC , soit égal aux
quarrés construits sur les deux. autres côtés
BA, AC : je dis que l’angle’vBAC’est droit.

Conduisez du point A une droite AD per-
pendiculaire sur la droite AC (pr0p. 1 i); faites
la droite AD égale à la droite BA , et conduisez
laïdroite DC.
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l Car puisque la droite DA est égale à la droite

AB, le quarré construit sur DA sera égal au
quarré construit sur AB. Donc si nous ajoutons
un quarré’commun , celui est construit sur
AC , les quarrés construits sur DA , AC seront
égaux aux quarrés construits sur BA , A C. Mais
le quarré construit sur DC est égal aux quarrés

construits sur DA , AC (prop. 47) , car l’angle
DAC est droit. Or le quarré construit sur B6
est supposé égal aux quarrés construits sur BA ,

AC : donc le quarré construit sur DC est égal à
celui qui est construit sur B C : donc le côté DG
est égal au côté CB; et comme le côté AD est

égal au côté AB et que le côté AC est com-

mun , les deux côtés AD, AC sont égaux aux
deux côtés BA, BC, chacun à chacun; mais la
base DG est égale à la base CB; donc l’angle DAC

est égal à l’angle BAC ( pr0p. 8); mais l’angle

DAC est droit : donc l’angle BAC est droit aussi.
Donc si le quarré construit sur un côté d’un

triangle est égal aux quarrés construits sur les
deux autres côtés , l’angle compris par ces deux

derniers côtés sera droit; ce qu’il falloit dé;-

montrer.

PIN un PREMIER LIVRE;
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LIVRE Il.
DÉFINITIONs

r. TOUT parallélogramme rectangle est dit
contenu sous les deux droites comprennent
un angle droit.

à. Dans tout parallélogramme , on appelle
gnomon la réunion de l’un quelconque des pa-
rallélogrammes décrits autour de la diagonale
avec les deux complémens.

PROPOSITION PREMIÈRE.
T u 1’: o n î: M n.

Si l’on a «leur droites, et si l’une d’elles est par-

tagée en un certain nombre de parties, le rec-
tangle compris sous ces (leur droites est égal
aux rectangles compris sous la droite qui n’a
point été partagée, et sous chacun des segment

de l’autre. ’ i
Soient deux droites A, BC (fig. 47), et que ’

la droite BC soit partagée d’une manière quel-



                                                                     

ln’Eucnzns. 75
conque aux points D, E : je dis que le rectangle
campris sous les droites A, BC est égal au rec-

tangle compris sous les droites A , BD , au
rectangle compris sous les droites A, DE, et
au rectangle compris sous les droites A, EC.

Conduisez par le point B la droite BF perpen-
diculaire sur la droite BC ( pr0p. x 1 . 1 )*; faites
la droite BG égale à la droite A, et par le point
G conduisez la droite GH parallèle à la droite

BC (prop.51. 1); parles points D, 13,0, con-
duisez ensuite les droites DE, EL, CH, pa-
rallèles à la droite BG.

Le rectangle BH est égal aux rectangles B K ,

DL, EH; mais le rectangle BH est compris
sous les droites A, BC , car il est compris sous
les droites GB , BC , dont la droite BG est égale
à la droite A; le rectangle BK est compris sous
les droites A, BD, car il est compris sous les
droites GB , BD , dont la droite GB est égale à la

droite A; le rectangle DL est compris sous les
droites A, DE, puisque DE , c’est-à-dire BG ,
est égale à la droite A; et enfin, le rectangle
EH est compris sous les droites A , EC : donc
le rectangle compris sous les droites A , BC est

* Le premier nombre indique la proposition , etle

I second indique le livre. i "
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V égal auÎrectangle compris sous les droites A,

BD, au rectangle compris sous les droites A ,
DE, et enfin au rectangle compris sous les

droites A, *Donc si l’on a deux droites, et si l’une d’elles

est partagée en’un’certain nombre de parties,

le rectangle compris sous ces deux droites est
égal aux rectangles compris sous la droite
n’a point été partagée et sous chacun desvseg-

mens de l’autre; ce qu’il falloit démontrer.

l

PROPOSITION Il.
THÉORÈME.

Si une droite est partagée-d’une manière quel-

conque en deum parties, le rectangle compris
sous la droite totale et sous 1’ un et l’autre seg-

ment, est égal au quarré de la droite entière.

Que la droite AB (fig. 48) soit partagée d’une

manière quelconque au point C : je dis que le
rectangle compris sous les droites AB , BC , avec
le rectangle compris sous les droites BA , AC,
est égal au quarré de la droite AB.

Sur la droite AB construisez le quarré ADEB

( pr0p. 46. 1), et par le point C conduisez la
droite CF parallèle à l’une et à l’autre des droites

VAD, DE (pr0p. 51. 1
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Le quarré AE est égal aux rectangles AF,

CE; mais le quarré AE est construit sur la
droite A8; le rectangle AF est compris sous
les droites BA , AC , car il est compris sous les
droites DA, AC, dont la droite AD est égale à
AB ; et enfin le rectangle CE est compris sous
les droites AB , BC , puisque la droite BE est
égale à la droite AB ,donc le rectangle compris

sons les droites BA , AC, avec le rectangle com-
pris sous les droites AB , B C , est égal au quarré

de la droite AB.
Donc si une droite est partagée d’une ma-

nière quelconque en deux parties , les rectan-
gles compris sous la droite totale et sous cha-
cun des segmens sont égaux au quarré construit
sur la droite totale ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION III.
Tnfionèmn.

Si une droite est partagée d’wze manière quel-

conque en Jeux parties, le rectangle compris
son: la droite totale et l’un des segmens , est égal

au rectangle compris sous les segmens et. au -
quarré formé fur le segment premièrement pris.

Que la droite AB (fig. 49) soit partagée en
un point quelconque C : je dis que le rectangle
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compris sous les droites AB, BC est égal au
rectangle compris sons les droites AC , CB , et
au quarré de la droite BC.

Sur la droite BC construisez le quarré CDEB

( pr0p. 46. 1) , prolongez en F la droite ED, et
par le point A conduisez la droite AF paral-
lèle à l’une ou à l’autre des droites CD, BE

(prop.5t.x). ’
Le rectangle AE est certainement égal aux

rectangles AD , CE; mais le rectangle AE eSt
compris sous les droites AB , ’BC ,’ car il est

compris sous les droites AB , BE , dont la droite
DE est égale à la droite BC; le rectangle AD
est compris sous les droites AC , CB , puisque
la droite DC est égale à la droite CB; et enfin
le quarré DE est construit sur la droite BC z
donc le rectangle compris sous les droites AB,
BC est égal au rectangle compris sous les droites

AC , CB et au quarré de la droite BC.
Donc si une droite est partagée d’une ma-

nière quelconque en deux parties, le rectangle
compris sous la. droite totale et sous un des
segmens , est égal au rectangle compris sous les
segmens et au quarré construit sur le segment
premièrement pris; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION 1v.

mexicaine.
Si une droite est partagée d’une manière quel-

conque en dent parties, le quarré construit sur
la droite entière est égal aux quarrés famés

4 sur les Jeux segmens et au double du rectangle
compris sous ces Jeux segmens.

Que la droite AB (fig..5o) soit partagée d’une

manière quelconque au point C : je dis que le I
quarré construit sur AB est égal aux quarrés

construits sur AC, CB, et au double du rec-"
tangle compris sous les segmens AC, CB.
, Construisez le quarré ADEB sur la droite AB
(pr0p. 46. t) , conduisez la droite BD; par le
point C conduisez la droite CGF parallèle à l’une

on à l’autre des droites AD, BE (pr0p. 5x . 1) ,

et par le point G conduisez la droite HK paral-.
lèle à l’une ou à l’autre des droites AB , DE.

Puisque la droite CF est parallèle à la droite
AD, et que la droite BD tombe sur ces deux
droites, l’angle extérieur BGC sera égal à l’an-

gle intérieur et Opposé A DE ( pr0p. 29. 1); mais
l’angle ADB est égal à l’angle ABD (prop.5. I),-

parce que le côté BA est égal au côté AD; donc

l’angle CGB est égal à l’angle GBC: donc le
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côté BC est égal au côté CG ( pr0p. ,6. I ); mais

le côté CB est égal au côté GK (pr0p. S4. I), et

le côté CG égal au côté BK: donc le côté GK

est égal au côté GC : donc le quadrilatère CGKB

est équilatère. Je dis de plus qu’il est rectan-

gle; car puisque la droite CF est parallèle à la
droite BK, et que la droite CB tombe sur ces
deux droites, les angles KB C , G CB sont égaux
à deux droites ( pr0p. 29. 1); mais l’angle KBC
est droit ( déf’. 50. x) : donc l’angle GCB est

droit aussi : donc les angles opposés CGK,
GKB seront encore droits (pr0p. 54. 1) : donc
le quadrilatère CGKB est rectangle. Mais on a
démdntré qu’il étoit équilatère; donc ce qua-

drilatère est un quarré , et ce quarré est cons-

truit sur la droite BC. Par la même raison le
quadrilatère HF est encore un quarré qui est
construit sur HG , c’est-à-dire sur AC. Donc HF,

.C K sont deux quarrés construits sur AC, CB;
et puisque le rectangle AC est égal au rectangle

GE (pr0p. 45. 1), et que ce rectangle AG est
compris sous les droites AC, CB , GC étant égal

à CB , le rectangle GE sera égal à un rectangle

qui est compris sous les droites AC , CB : donc
les rectangles AG , GE sont égaux au double
du rectangle qui est compris sous les droites
AC, CB; mais les quarrés EF, CK’ sont cons-
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truit: sur les droites AC , C B : donc les quatre
figures HF, CK, AG, GE sont égales aux
quarrés construits sur AC , CB et au double du
rectangle compris sous les droites AC , CB;
mais les quatre figures HF, CK, AG, GE com-
posent toute’la figure ADEB est le quarré
construit sur AB; donc le quarré construit sur
AB est égal aux quarrés construits sur AC , CB ,

et au double du rectangle compris sous les

droites AC, CB. . -
Donc si une droite est partagée d’une ma-

nière quelconque, le quarré de la droite en-
tière est égal au quarré des segmens et au
double du rectangle compris sous ces segmens;
ce qu’il falloit démontrer.

A U T a n M a N T.

Je dis que-le quarré construit sur la droite
AB est égal aux quarrés construits sur AC , CB

et au double du rectangle compris sous AC, CB.
En effet, puisque dans la même figure le

côté BA est égal au côté AD, l’angle ABD sera

égal à l’angle .ADB (pr0p. 5. 1 ); et comme les

trois angles dîun triangle quelconque sont égaux

à deux droites’(prop. 5a. l ) , les trois angles

ABD, ADB,.BAD du triangle ABD seront
égaux à deux droits. Mais l’angle BAD est

F .
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droit: donc les deux autres angles ABD, ADB
sont égaux à un angle droit; or ces deux angles
sont égaux entr’eux : donc chacun des angles
ABD, ADB est égal à la moitié d’un angle
droit. Mais l’angle BCG est droit , car il est égal

à l’angle intérieur et opposé BAD : donc l’an-

gle restant CGB est la moitié d’un angle droit;
donc l’angle CGB est égal à l’angle CBG : dope

le côté BC est égal au côté CG (pr0p. 54. r);

mais CB est égal à KG, et CG égal aussi à’BK

( pr0p. 54. r) : donc le quadrilatère CK est
équilatère; mais il a un angle droit : donc" ce
quadrilatère est un quarré , et ce quarré est cons-

truit sur le segment GB. Le quadrilatère HF
est un quarré , par la même raison , et ce quarré

est construit sur le segment AC : donc les qua-
drilatères CR, HF sont deux quarrés, et ces
deux quarrés sont construits sur les segmens
AC , C B. De plus, puisque le rectangle AG est
égal au rectangle EG ( pr0p. 51. 1) , et que le
rectangle AG est compris sous les droites AC,
CB , car la droite CG est égale. à la droite CB ,

le rectangle EG est égal au rectangle compris
- sous les droites AC , CB : donc les rectangles

AG, GE sont égaux au double du rectangle qui
seroit compris sous les droites AC, CB; mais les
quarrés C K, HF sont égaux à ceux qui seroient
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construits sur les segmens AC, CB : donc les
quatre figures CK, HF, AG, GE sont égales
aux quarrés construits. sur les segmens AC, ’

CB, et au double du rectangle compris sous
ces mêmes segmens. Mais les figures CK, HF,
AG, GE composent toute la figure AE qui est
le quarré construit sur AB. ,

Donc le quarré formé sur la droite AB est
égal aux quarrés formés sur les droites AC,

CB, et au double du rectangle compris sous
les mêmes droites AC, CB; ce qu’il falloit dé-

montrer.

c o a o L r. A I a a.

Ilsuit de là que,dans les quarrés, les parallé-

logrammes qui sont autour de la diagonale sont
toujours des quarrés.
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PROPOSITION v.

THÉORÈME.

Si une droite est coupée en deux parties égales
et en deux parties inégales, le rectangle com-
pris sous les deux segmens inégaux de la droite
entière avec le quarré de la droite qui est placée

entre les points de section, est égal au quarré de

la moitié de cette droite.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 5 I) soit
coupée en deux parties égales au point C et en
deux parties inégales au point D : je dis que le
rectangle compris sous les droites AD, DE ,
avec le quarré construit sur CD, est égal au
quarré construit sur CB.

Sur la droite BC construisez le quarré C E F B

(pr0p. 46. I), et conduisez la droite BE; par le
point D conduisez la droite DHG parallèle à l’une

ou à l’autre des droites CE, BF (pr0p. 51. i);

par le point H conduisez la droite KLM paral-
lèle à l’une ou à l’autre des droites CB , EF,

et enfin par le point A conduisez la droite AK
parallèle à l’une ou l’autre des droites C L , B M.

Puisque le complément CH est égal au com-

plément HF (pr0p. 45. t) , si nous ajoutons à
chacun de ces complémens le quarré DM , le
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rectangle total CM sera égal au rectangle total
DF ; mais le rectangle CM est égal au rectan-
gle AL (pr0p. 56. I), puisque la droite AC est
égale à la droite C B : donc le rectangle AL est

égal au rectangle DF; donc si nous ajoutons
le rectangle CH à chacun de ces deux rectan-
gles , le rectangle total AH sera égal aux rectan-

gles DF, DL; mais le rectangle AH est com-
pris sous les droites AD, DB , puisque la droite
DH est égale à la droite DE; or les rectangles

FD, DL forment le gnomon NO? : donc le
gnomon NOP est égal au rectangle compris
sous les droites AD, D’B; donc si nous ajoutons
à chacune de ces deux qtiantités le quarré LG
qui est égal au quarré de CD ( cdrol. 4. 2) , le
gnomon NOP et le quarré LH seront égaux au

rectangle compris sous les droitesAD, DE , et
au quarré construit sur CD; mais le gnomon
N 0P et le quarré LG forment tout ’le quarré

CEFB est construit sur CB : donc le rec-
tangle compris sous. AD , DB , avec le quarré
construit sur CD, est égal au quarré construit

sur GB. ’ . I.Donc si une droite est coupée en deux par-
ties égales et en deux Parties inégales, le l’ec-
tangle compris sous les deux segmens inégaux

de la droite totale avec le de la droite

. 3,
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qui est placée entre les deux points de section ,
est égal au quarré de la moitié de cette droite;
ce qu’il falloit démontrer.

’ PROPOSITION VI.
T n 1’: o n i: m a.

Si une ligne droite est coupée en deuzparties égales,

et si on lui ajoute directement une droite quel-
conque , le rectangle compris sous une droite
composée de la première droite et de la droite
ajoutée, et sous la droite ajoutée, avec le quarré

de la moitié de la première ligne droite, est égal

au quarré d’une droite composée de la moitié de

la première ligne droite et de la droite ajoutée. ’

Qu’une ligne droite quelconque AB ( fig. 52)
soit coupée en deux parties égales au point C;
qu’on lui ajoute directement une droite quel-
conque B D : je dis que le rectangle compris
sous AD, DB , avec le quarré de la droite CB, ’
est égal au quarré de CD.

Sur la droite CD décrivez le quarré CEFD

( pr0p. 46. I ); conduisez la droite DE; par le
point B conduisez la droite BHG parallèle à l’une

ou à l’autre des’droites CE, DF (pr0p. 5l . r);

par le point H conduisez la droite KLM parallèle
à l’une ou à l’autre des droites AD , EF , et enfin
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par le point A conduisez la droite A K parallèle
à l’une ou à l’autre des droites CL, DM.

Puisque la droite AC est égale à la droite
CB , le rectangle AL sera égal au rectangle CH
(pr0p. 56. i) ; mais le rectangle CH est égal au
rectangle HF (pr0p. 45. 1) :vdonc le rectangle
AL sera égal au rectangle HF; donc si nous
ajoutons à chacun de ces rectangles le rectangle
CM , le rectangle total A M sera égal au gnomon

NOP; mais le rectangle AM est compris sous
les droites AD, DE, car DM est égal à DE
( corral. 4. a) ;’ donc le gnomon N 0P est égal

à un rectangle qui est compris sous les droites
AD , DE; donc si nous ajoutons à cliacune’de

ces deux quantités le quarré LG qui est égal a

quarré construit sur CB , le rectangle compris
sous les droites AD, DE avec le quarré cons-
truit sur BC sera égal au gnomon NPO et au l
quarré LG. Mais le gnomon NPO et le quarré

LG composent le quarré total CEFD qui est
construit sur C D : donc le rectangle compris
sous AD, DB avec le quarré construit sur BC
est égal au quarré construit sur CI).

Donc si une ligne droite est coupée en deux
parties égales, et si on lui ajoute directement. i
une droite quelconque , le rectangle compris
sons une droite composée de la première ligne

a la
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droite et de la droite ajoutée , et sous la droite
ajoutée , avec le quarré de la moitié de la pre-
mière ligne droite, est égal au quarré d’une

droite composée de la moitié de la première
ligne droite et de la droite ajoutée; ce qu’il
falloit démontrer. .

PROPOSITION VIL
THÉORÈME.

Si une droite est partagée en Jeux parties d’une

manière quelconque, le quarré de la droite en-
tière et le quarré de l’un de ses segmens égalent

le double du rectangle compris sous la droite
entière et ce segment et le quarré de l’autre

segment.

Qu’une droite quelconque AB ( fig. 55) soit
partagée d’une manière quelconque au point C:

je dis que le quarré de AB et le quarré de BC
sont égaux au double du rectangle compris sous

AB, BC, et au quarré de AC.
Sur AB décrivez le quarré ADEB (pr0p. 46. 1)

et construisez la figure. -
Puisque le rectangle AG est égal au rectan-

gle GE (pr0p. 45. 1), si nous ajoutons à l’un
et à l’autre le quarré C F , le rectangle AF sera

égal au rectangle CE : donc les rectangles AF,
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CE sont doubles du rectangle AF ; mais les
rectangles AF , C E composent le gnomon
KLM et le quarré CF : donc le gnomon KLM
et le quarré C F sont doubles du rectangle AF ;

mais le double du rectangle compris sous les
droites AB , BC est double du rectangle AF, car
la droite BF est égale à la droite BC (cor. 4. a):

donc le gnOmon KLM et le quarré CF sont
égaux au rectangle compris sous les droites
AB, BC; donc si nous ajoutons à ces quantités
le quarré HN , qui est construit sur la droite AC ,

le gnomon KLM et les quarrés CF, HN seront
égaux au double du rectangle compris sous AB,
BC , et au quarré de AC; mais le gnomon KLM
et les quarrés CF, HN forment le quarré total
ADEB et le quarré CF qui sont construits sur
AB, BC : donc les quarrés de’AB et de BC
sont égaux au double du rectangle compris sous
AH; BC, et au quarré de AC.
t Donc si. une droite est partagée en deux

parties d’une manière quelconque, le quarré
de la droite entière et le quarré de l’un de ses

segmens sont égaux au double du rectangle
compris sous la droite entière et ce segment,
et au quarré de l’autre segment; ce qu’il falloit

démontrer.
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PROPOSITION VIII.
THÉORÈME.

Si une droite est partagée en deux parties d’une

manière quelconque, le quadruple du rectangle
compris sous la droite entière et un de ses seg-
mens, avec le quarré de lÎ autre segment, est égal

au quarré construit sur la droite entièreet le
premier segment , considérés comme ne formant

qu’une seule droite.

[Que la droite AB ( fig. 54) soit partagée en
deux parties d’une manière quelconque au
point C z je dis que le quadruple du rectangle
compris sous les droites AB , BC avec le quarré I

de AC , est égal au quarré construit Sur les
droites AB, BC, considérées comme ne for-
mant qu’une seule droite.

Prolongez la droite DB dans la direction de
AB; faites BD égal à CB ; décrivez sur AD le

quarré AEF D (prop.46. 2), et construisez une

double figure. ’ - ’
Puisque la droite CB est égale à la droite

BD, et que la droite CB est égale à la droite
6K ( pr0p. 54. 1 ) , et la droite BD égale aussi
à la droite KN, la droite GK sera égale à la
droite KN; la droite QR est égale à la droite



                                                                     

vaironnas. grBP par la même raison. Puisque CB est égal
à BD, et GK égal à KN, le rectangle CK sera
égal au rectangle BN , et le rectangle GR égal
au rectangle KP (pr0p. 56. l ); mais le rectangle
CK est égal au rectangle EN (pr0p. 45. 1) , car
ils sont les complémens du parallélogramme CP:

donc le rectangle BN est égal au rectangle G R :

donc les quatre rectangles BN, KC, CR, RN
sont égaux entr’eux: donc ils sont le quadruple

du rectangle C K. De plus , puisque CB est égal
à BD et que BD est égal à BK, c’est-à-dire à

CG (54. r) , et CB égal à GK, c’est-à-dire à

GQ, la droite CG sera égale à la droite GQ;
or QR est égal à RP : donc le rectangle AG
est égal au rectangle MQ (pr0p. 56. 1 ) , et
le rectangle QL égal au rectangle RF; mais
le rectangle M Q est égal au rectangle QL
( pr0p. 45. 1 ), puisqu’ils sont les’complémens

du parallélogramme ML z donc les rectangles
A G , RF sont égaux : donc les quatre rectangles

AG, MQ, QL, RF sont égaux entr’eux , et
sont par conséquent quadruples du rectangle
AG. Mais on a démontré que les quatre quarrés

C K, BN , GR , RN , étoient quadruples du
quarré C K: donc les huit figures compo-
sent le gnomon STV sont quadruples du rec-
tangle A K , et puisque le rectangle AK est
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compris sous les droites AB , BD; car BK est
égal à BD (cor.4.2) , le quadruple du rec-
tangle A K sera compris sous les droites AB ,
BD; mais il a été démontré que le gnomon

STV est quadruple du rectangle AK; donc le
rectangle qui est compris sous les droites AB,
B D est égal au gnomon STV; donc si nous ajou-
tons à ces quantités égales le quarré OH est

égal au quarré de AC (cor. a) , le quadruple
du rectangle compris sous les droites AB , B D,
et le quarré de AC seront égaux au gnomon
STV et au quarré 0H; mais le gnomon STV
et le quarré OH comprennent tout le quarré
AEFD qui est décrit sur AD : donc le qua-
druple du rectangle compris sous les droites
AB, BC et le quarré de AC est égal au quarré

construit sur les droites AB, BC considérées
comme ne faisant qu’une seule droite.

Donc si une droite est partagée en deux par-
ties égales d’une manière quelconque , le qua-

druple du rectangle compris sous la droite en-
tière et un de ses segmens et le quarré de l’autre

Segment, sont égaux au quarré construit sur la

droite entière et le premier segment, consi-
dérés comme ne formant qu’une seule droite;

ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION 1X.
THÉORÈME.

Si une droite est partagée en deur parties égales

et en deux parties inégales, les quarrés des
segmens inégaux sont doubles du quarré de la

moitié de cette droite et du quarré de la droite

- interceptée entre les points de section.

Que la droite AB ( fig. 55) soit partagée en
deux parties égales au point C et en deux par-
ties inégales au point D : je dis que les quarrés

de AD, DE sont doubles des quarrés de AC ,i
C D.

Du point C conduisez une droite CE qui soit I
perpendiculaire à la droite AB (pr0p. I 1. 1);
faites la droite EC égale à l’une ou à l’autre des

droites AC , CB , et menez les droites EA, EB;
par le point D conduisez la droite DF parallèle
à la droite EC (pr0p. 5x. 1), et par le point F
conduisez la droite FG parallèle à la droite AB,

et menez la droite AF.
Puisque la droite AC est égale à la droite

CE , l’angle EAC sera égal à l’angle AEC

( pr0p. 5. I ); et puisque l’angle ACE est droit,-
les angles AEC , EAC seront égaux à un angle
droit (pr0p. 52. i); mais ces deux angles sont
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égaux entr’eux : donc chacun des angles AEC,

EAC est la moitié d’un angle droit. Par la
même raison, chacun des angles CEB, EBG
est aussi la moitié d’un angle droit : donc l’an-

gle total AEB est droit. Puisque l’angle GEF.
est la moitié d’un angle droit et que l’angle
EGF est droit, car il est égal à l’angle intérieur

et opposé ECB (prop.29. 1) , l’angle EFG
sera la moitié d’un angle droit: donc l’angle

GEF est égal à l’angle EFG : donc le côté EG

est égal au côté GF (prop. 6. 1). De plus, puis-
que l’angle EBD est la moitié d’un angle droit,

et que l’angle FDB est droit , car. il est égal à
l’angle intérieur et opposé ECB , l’angle BFD

sera la moitié d’un angle droit: donc l’angle

FBD est égal à l’angle DFB : donc le côté DF

est égal au côté DB (prop.6. r). Puisque la
droite AC est égale à la droite CE ,v le quarré

de AC sera égal au quarré de CE: donc les
quarrés de AC, CE sont doubles du quarré
de AC; mais le quarré de EA est égal aux
quarrés de AC, CE (pr0p. 47. I) , puis l’angle

A CE est droit : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus, puisque
EG est égal à GF et que le quarré de EG est
égal au quarré de CF, les quarrés de EG, GF
seront doubles du quarré de G F; mais le quarré
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de E F est égal aux quarrés (le E G , G F
( pr0p. 47. 1 ) : donc le quarré de EF est dou-
ble du quarré de CF; mais la droite GF est
égale à la droite CD ( pr0p. 54. 1) : donc le
quarré EF est double du quarré de C D; mais
le quarré de AE est double du quarré de AC:
donc les quarrés de AE , EF sont doubles des
quarrés de AC, CD; or le quarré de AF est
égal aux quarrés de AE , EF (pr0p. 47. l ),
puisque l’angle AEF est droit: donc le quarré

de AF est double des quarrés de AC, CD;
mais les quarrés de AD , DF sont égaux au
quarré de AF (pr0p. 47. t), car l’angle ADF

est droit: donc les quarrés de AD, DF sont
doubles des quarrés de AC, CD; Or la droite
DF est égale à la droite DE : donc les quarrés
de AD , DB seront doubles des quarrés de AC ,
CD.

Donc si une droite est partagée en deux
0 parties égales et en deux parties inégales , les
’ quarrés des deux segmens inégaux sont doubles

du quarré de la moitié de cette droite et du
p quarré de la droite interceptée entre les deux
. points de section; ce qu’il falloit démontrer;
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PROPOSITION X. ’
THÉORÈME.

Si une ligne droite est coupée en deux parties
égales , et si on lui ajoute directement une
droite quelconque , le quarré d’une droite com-

posée de la ligne droite entière et de la droite
ajoutée, et le quarré de la droite ajoutée, sont

doubles du quarré de la moitié de cette ligne
droite et du quarré d’une dmite composée de

la moitié de cette ligne droite et de la droite
ajoutée, comme ne faisant qu’une seule droite.

Que la droite AB (fig. 56) soit partagée en
deux parties égales au point C , et qu’on lui

ajoute directement une droite quelconque B D :
je dis que les quarrés de AD , DE sont doubles
des’quarrés de AC, c D.

Du point C conduisez la droite CE perpen-
diculaire sur AB (pr0p. I t . t ); faites la droite
CE égale à l’une ou à l’autre des droites AC ,

CB; menez les droites AE , EB; par le point
E conduisez la droite EF parallèle à la droite
AD, et par le point D conduisez la’droite DF
parallèle à la droite CF. Puisque la droite EF
tombe sur les parallèles EC , FD, les angles GEF,
EFD sont égaux à deux droits (pr0p. 29. 1) :
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donc les angles F EB , EF D sont moindres que
deux angles droits ; or deux droites se rencon-
trent quand elles sont prolongées à l’infini du

côté où elles forment deux angles moindres que

deux droits (ax. 11 donc les droites EB,
F D, prolongées du côté B D, se rencontreront.

Prolongez ces droites, et supposons qu’elles se
rencontrent au point G; menez la droite AG.

Puisque la droite AC est égale à la droite
CE , l’angle AEC sera égal à l’angle EAC
( pr0p. 5. 1) ;’or l’angle AC E est droit : donc

chacun des angles EAC, AEC est la moitié
d’un angle droit (pr0p. 52. 1). Par la même
raison, chacun des angles CEB, EE’C est la
moitié d’un angle droit : donc l’angle AEB est

droit. Puisque l’angle EBC est la moitié d’un

angle droit, l’angle DEG est aussi la moitié
r d’un angle droit (pr0p. 15. 1 Mais l’angle

EDG est droit ( pr0p. 29. 1), car il est égal à
l’angle alterne DCE : donc l’angle DGB est la
moitié d’un angle droit : donc l’angle DGB est

égal à l’angle DEG. : donc le côté BD est égal

au côté GD (pr0p.6. 1). De plus, puisque
l’angle EGF est la moitié d’un angle droit , et

que l’angle EFD est droit, car il. est égal à l’an-

gle opposé ECD (pr0p. 54. 1) , l’angle FEG
est la moitié d’un angle droit : donc l’angle

G
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EGF est égal à l’angle FEG : donc le côté GF

est égal au côté EF ( pr0p. 6. 1); et comme la
droite EC est égale à la droite CA , le quarré de

EC est égal au quarré de AC : donc les quarrés

de EC, CA sont doubles du quarré de CA. Or
le quarré de EA est égal aux quarrés de EC,
ÇA (pr0p. 47. 1) : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus , puisque la
droite GF est égale à la droite EF, le quarré
de F G est égal au quarré de F E : donc les
quarrés de FG , F E sont doubles du quarré de
EF ; or le quarré de EG est égal aux quarrés

de GF, FE (pr0p. 47. I) : donc le quarré de
EG est double du quarré de EF; mais la droite
EF est égale à la droite CD : donc le quarré
(le EG est double du quarré de CD; mais on
a démontré que le quarré de EA est double du

quarré de AC : donc les quarrés de AE , EG
sont doubles des quarrés de AC , CD; mais le
quarré de AG est égal aux quarrés de AE , EG

pr0p. 47. 1) : donc le quarré de AG est double
des quarrés de AC, CD. Or les quarrés de AD ,

DG sont égaux au quarré de AG (pr0p. 47. 1):
donc les quarrés de AD , DG sont doubles des
quarrés de AC , CD; mais la droite DG est
égale à la droite DB : donc les quarrés de AD,

DE sont dOubles desiquarrés de AC, CD.
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Donc si une ligne droite est partagée en deux

parties égales, et si on lui ajoute directement
une droite quelconque , le quarré d’une droite

composée de la ligne droite entière et de la
droite ajoutée , et le quarré de la droite ajoutée,

sont doubles du quarré de la moitié de la ligne
droite et au quarré d’une droite composée de

la moitié de la ligne droite et de la droite
ajoutée comme ne faisant qu’une seule droite;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI.
PROBLÈME.

Partager une droite donnée de manière que le
rectangle compris sous la droite entière et l’un
de ses segmens , soit égal au quarré de l’autre

segment.

Soit AB 57) la droite donnée : il faut
partager la droite AB de manière que le rec-
tangle compris sous la droite entière et l’un de
ses segmens, soit égal au quarré de l’autre seg-

ment.
Sur la droite A8 décrivez le quarré ABDC

( pr0p. 46. 1 ), partagez la’ldroite AC en deux -
parties égales en E (pr0p. Io. x ) , et menez la
droite BE; ayant prolongé ensuite la droite GAY

3



                                                                     

me l É 1. É M 1; N s
vers F, faites la droite sa égale à la droite BE

(pr0p. 5. 1), décrivez sur AF le quarré FH,
et prolongez la droite GH vers K : je dis que
la droite AB est partagée en H de manière que
le rectangle compris sous AB et BH est égal au

quarré de AH. .Puisque la droite AC est coupée en deux
parties égales en E , si nous lui ajoutons directe-

ment la droite AF, le rectangle compris sous les
droites CF, F A et le quarré de AE, pris ensem-
ble, seront égaux au quarré de EF (pr0p. 6. 2);

mais la droite EF est égale à la droite EB;
donc le rectangle compris sous C F, FA et le
quarré de AE, pris ensemble , sont égaux au
quarré de EB; mais les quarrés de BA, AE
sont égaux au quarré de EB ( pr0p. 47. I) , car
l’angle BAE est droit; donc le rectangle com-
pris sous C F, FA avec le quarré de AE est égal

aux quarrés de BA , AE. Donc , si on retran-
che le quarré de AE qui est commun, le rec-
tangle compris sous C F, FA sera égal au quarré

de AB g. mais le rectangle F K est compris sous
les droites CF, FA, puisque la droite AF est
égale à la droite FG, et le quarré de AB est
égal au quarré AD : donc le rectangle FK est
égal au quarré .AD : donc , si l’on retranche le

rectangle commun A K , le quarré F H sera égal

I
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au rectangle HD ; mais le rectangle H D est
compris sons les droites AB, BH, puisque AB
est égal à BD et que FH est le quarré de AH: ’

donc le rectangle compris sous AB, BH sera
égal au quarré de AH.

Donc la droite AB est coupée au point H , de
manière que le rectangle compris sous AB , BH
est égal au quarré de AH ; ce qu’il falloit faire. .

PROPOSITION XII.
THÉORÈME.

Dans les [n’angles obtus angles , le quarré du côté

opposé à l’angle obtus est égal aux" quarrés des

deux côtés qui comprennent l’angle obtus, et

au double du rectangle compris sous le côté. de
l’angle obtus qui est prolongé jusqu’à la per-

pendiculaire abaissée du sommet de l’angle

opposé et sous la droite interceptée entre la
perpendiculaire et le sommet de l’angle obtus.

Soit ABC ( fig. 58) un triangle obtus angle
dont l’angle BAC est obtus; du point B con-
duisez une perpendiculaire BD sur le côté pro-
longé CA: je dis que le quarré de BC est égal
aux quarrés de BA, AC ,V et au double du rec-
tangle compris sous les droites CA , AD.

Puisque la droite C D est coupée d’une ma- c

5
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nière quelconque au point A, le quarré de CD
sera égal aux quarrés de CA, AD , et au double

du rectangle compris sous les droites CA, AD
(pr0p. 4. a): denc si on ajoute à ces quantités
égales le quarré de DB, les quarrés de C D, DE

seront égaux aux quarrés de CA, AD, DE , et
au double du rectangle compris sous les droites

.CA, AD; mais le quarré de CB est égal aux
quarrés de CD, DE ( pr0p. 47. I ), car l’angle
CDB est droit , et le quarré de AB est égal aux
quarrés de AD, DE : donc le quarré de CB est
égal aux quarrés de CA, AB , et au double du

rectangle compris sous les droites CA, AD.
Donc dans les triangles obtus angles le quarré

du côté opposé à l’angle obtus est égal aux

quarrés des deux côtés comprennent l’an-

gle obtus et au double du rectangle compris
sous le côté de l’angle obtus qui est prolongé

jusqu’à la perpendiculaire abaissée du sommet

de l’angle opposé et sous la droite interceptée

entre la perpendiculaire et le sommet de l’angle
obtus; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIII.
THÉORÈME.

Dans les triangles acutangles, le quan-é d’un côté

opposé à un angle aigu est égal aux quarrés

des côtés qui comprennent cet angle aigu moins

le double du rectangle compris sous le côté de

l’angle aigu sur lequel tombe la perpendicu-
laire abaissée du sommet de l’angle opposé et

sous la droite interceptée entre cet angle aigu
et la perpendiculaire.

Soit le triangle acutangle ABC (fig. 5g) dont
l’angle B est aigu; du point. A conduisez sur la

droite BC la perpendiculaire AD : je dis que
le quarré de AC égale les quarrés de CB, BA ,

moins le double du rectangle compris sous les

droites CB , B D. ’
Puisque la droite CB est coupée d’une ma-

nière quelconque’au point D, les quarrés de

CB , B D seront égaux au double du rectangle
compris sous les droites CB , BD, et au quarré
de DC (pr0p.. 7. a) : donc si nous ajoutons à
ces quantités égales le quarré de AD, les quarrés

de CB, BD, DA seront égaux au double du
rectangle compris sous les droites CB, BD, et
aux quarrés de AD, DC; mais le quarré de AB

4
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est égal aux quarrés de BD, DA (pr0p. 47. i),
car l’angle ADB est droit, et le quarré de AC

est égal aux quarrés de AD, DC : donc les
quarrés de CB , BA sont égaux au quarré de AC

et au rectangle compris sous les droites CB, .
BD : donc le quarré de AC égale les quarrés

de CB, BA , moins le double du rectangle com-
pris sous CB, BD.

Donc dans les triangles acutangles le quarré
d’un côté opposé à un angle aigu est égal au

quarré des deux autres côtés qui compren-
nent l’angle aigu moins le double du rectan-
gle compris sous le côté de l’angle aigu sur
lequel tombe la perpendiculaire abaissée du
sommet de l’angle opposé et sous la droite in-

terceptée entre la perpendiculaire et cet angle
aigu (a.

(i) Cette proposition est encore vraie, lors même
que l’angle A est droit ou obtus.
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PROPOSITION XIV.
PROBLÈME.

Construire un quarré égal à une figure rectiligne
donnée.

Soit A (fig. 60) la figure rectiligne donnée :
il faut construire un quarré qui soit égal à cette

figure.
Construisez un rectangle BD égal à la figure

rectiligne donnée A (pr0p. 45. 1 Si le côté B E

étoit égal au côté ED, on auroit déjà fait ce

qu’on proposoit, car le quarré BD auroit été

construit égal à la figure rectiligne A. Si, au
contraire , l’un des côtés BE, ED est plus grand

que l’autre, et si le ’eôté BE est le plus grand,

prolongez-le vers F, et faites EF égal à ED
(pr0p. 5. 1); ayant ensuite partagé la droite F B
en deux parties égales au point G, du point G
et avec un intervalle égal à l’une ou à l’autre

des droites GB, GF, décrivez la demi-circon-
férence BHF (dem. 5 ) , prolongez DE jusqu’en

H, et menez la droite GH.
Puisque la droite BF est partagée en deux

parties égales au point G et en deux parties
inégales au point E , le rectangle compris sous
les droites BE, EF et le quarré de EG, seront
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égaux au quarré de GF ( pr0p. 5. a); mais la
droite GF est égale à la droite GH : donc le
rectangle compris sous les droites BE, EF et
le quarré de EG seront égaux au quarré de
GH; mais les quarrés de HE , CE sont égaux
au quarré de GH (pr0p. 47. I ) : donc le rec-
tangle compris sous les droites BE, EF et le
quarré de GE , pris ensemble , sont égaux aux
quarrés de HE , GE : donc , si nous retranchons

le quarré commun GE, le rectangle compris
sous les droites BE , EF sera égal au quarré de

EH; mais le rectangle compris sous les droites
BE, EF, est le parallélogramme BD , puisque
la droite EF est égale à la droite ED : donc le
parallélogramme BD est égal au quarré de HE;

or le parallélogramme BD est égal, par cons-
truction , à la figure rectiligne A : donc la figure
rectiligne A est égale au quarré construit sur
la droite EH.
, l Donc le quarré construitasur la droite EH
est égal à la figure rectiligne donnée A; ce qu’il

falloit faire.

FIN DU SECOND LIVRE.
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LIVRE III.
DÉFINITION&

1 . Les cercles égaux sont ceux dont les dia-
mètres sont égaux, ou ceux dont les droites
menées des centres aux circonférences sont
égales.

a. Une droite touchant le cercle et qui
étant prolongée ne le coupe point, est appelée

tangente du cercle.
5. Les cercles qui se touchant ne se cou-

pent point, sont appelés cercles tangens.

4. Dans le cercle on dit que les droites sont
également éloignées du centre , lorsque les per-

’ pendiculaires menées du centre sur ces droites
sont égales.

5. On dit qu’une droite est plus éloignée du

centre lorsque la perpendiculaire qui tombe sur
elle est plus grande.

6. Un segment de cercle est une figure qui
est comprise entre une droite et la circonfé-
rence du cercle.
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7. L’angle du segment est celui qui est com-

pris par une droite et la circonférence du cercle.
8. Un angle est dans le segment, lorsque l’on

prend un point quelconque dans la circonfé-
rence du segment, et que l’on conduit de ce
point deux lignes droites aux extrémités de la
droite qui est la base du segment; l’angle est
compris par les deux lignes droites qui ont été
menées d’un point de la circonférence.

9. Mais lorsque les droites qui comprennent
l’angle embrassent une portion de la circonfé-

rence, cet angle est dit appuyé sur la circon-
férence.

10. Un secteur de cercle est une figure com-
prise entre deux rayons qui fout un angle au
centre et la portion de la circonférence qu’em-

brassent ces deux rayons.
I i . Les segmens des cercles sont semblables,

lorsqu’ils reçoivent des angles égaux ou lorsque

les angles qu’ils contiennent sont égaux entre

eux (i).

(l) Une droite menée du centre à la circonférence ’

se nomme rayon. Une droite menée d’un point de la
circonférence à une autre se nomme corde. On nomme
arc une porlion de la circonférence.
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PROPOSITION PREMIÈRE.

r a o a 1. i: M a.

» Trouver le centre d’un cercle donné.

Soit ABC ( fig. 61 ) le cercle donné : il faut
trouver le centre du cercle ABC.

Conduisez dans le cercle une droite quel-
conque AB , partagez-la en deux parties égales
au point D (pr0p. 10. 1); du point D élevez une
perpendiculaire DC sur AB (pr0p. 1 r . 1), pro-
longez la droite DC jusqu’en E , et partagez C E

en deux parties égales au point F : je dis que le

point F est le centre du cercle ABC.
Car supposons que le point F ne le soit pas ,

et que ce soit le point G , si cela est possible.
Conduisez les droites GA , G D, GB. Puisque
la droite AD est égale à la droite DB et que la
droite DG est commune , les deux droites AD,
DG seront égales aux deux droites DB, DG,
chacune à chacune; mais la base GA est égale
à la base GB, puisque ce sont deux droites
menées du centre àla circonférence (déf. 1 5. 1):

donc l’angle ADG est égal à l’angle G D B

(pr0p. 8. x ); mais lorsqu’une droite tombant
sur une’autre droite fait avec elle les angles de
suite égaux, chacun de ces angles égaux est
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droit (défi 10. i ) : donc l’angle GDB est droit;

mais l’angle FDB est droit aussi : donc l’angle

FDB est égal à l’angle GDB; c’est-à-dire que

le plus grand est égal au plus petit , ce qui est
impossible : donc le point G n’est pas le centre
du cercle ABC. On démomrera de la même
manière que tout autre point, excepté le point
F, n’est pas le centre du cercle.

Donc le point F est le centre du cercle.

COROLLAIRE.
De là il suit évidemment que si dans un cer-

cle une droite en coupe une autre en deux
parties égales en faisant avec elle deux angles
droits, le centre du cercle est placé dansnla
droite sécante.

PROPOSITION Il.
THÉORÈME.

Si l’on prend deux points quelconques dans la
circonférence d’un cercle, la droite qui joint ce:

deux points tombera dans le cercle.

Soit le cercle ABC (fig. (in ); qu’on prenne
deux points quelconques A, B, dans la circon-
férence de ce cercle :l je dis que la droite qui
est menée du point A au point B , tombe dans

xle cercle;
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Si cette droite ne tombe pas dans le cercle,

supposons, s’il est possible, qu’elle tombe en

dehors, en AFB par exemple; cherchez le cen-
tre du cercle ABC (pr0p. 1 . 5) , supposons que
D soit ce centre; menez les rayons AD , DE ,
et prolongez DF jusqu’en E.

Puisque la droite DA est égale à la droite DE,
l’angle BAE sera égal à l’angle DBE (pr0p. 5. I);

et puisque l’on a prolongé un côté AEB du

triangle DAE , l’angle DEB sera plus grand que
l’angle DAE (pr0p. 16. 1 ); mais l’angle DAE
est égal à l’angle DBE : donc l’angle DEB est plus

grand que l’angle DBE; mais le plus grand côté

est opposé à un plus grand angle ( pr0p. 1 8. r ) :

donc la droite’DB est plus grande que la droite
DE; mais la droite DF est égale à la droite D B:

donc la droite DF est plus grande que la droite
DE; c’est-à-dire que la plus petite surpasse la
plus grande, ce qui est impossible : donc la droite
menée du point A au point B ne tombe pas hors
du cercle. Nous démontrerons de la même nia-
nière qu’elle ne tombe pas dans la circonfé-

rence : donc elle tombe en-dedans du cercle.
Donc si l’on prend deux points quelponques

de la circonférence , la droite joint ces
deux points tombe eau-dedans du cercle; ce
qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION III.
THÉORÈME.

Si dans un cercle une droite qui passe parle centre
coupe en dewr parties égales une droite qui ne
passe pas par le centre , la première droite cou-

pera la seconde à angles droits; et si la pre-
mière coupe la seconde à angles droits , elle la
coupera en Jeux parties égales.

Soit le cercle ABC (fig. 65 ); supposons que
la droite C D menée dans le cercle par le centre

coupe la droite AB, qui ne passe pas par le
centre, en deux parties égales au point F : je
dis que la première droite coupe la seconde à
angles droits.

Cherchez le centre du cercle ABC(prop. r . 5);
supposons que son centre soit le point E ,icon-
duisez les droites EA , EB.

l Puisque la droite AF est égale à la droite
FB et que la droite F E est commune , les deux
droites AF, FF sont égales aux deux droites
FB , FE; mais la base EA est égale à la base
EB : dope l’angle AFE sera égal à l’angle BFE

( pr0p. 8. I); mais lorsqu’une droite tombant
sur une autre droite fait les angles de suite
égaux entr’eux , chacun de Ces angles est droit:



                                                                     

D’ E U c L I D E. l 15
donc chacun des angles AFE , BFE est droit:
donc la droite CD , menée par le centre et cou-
pant en deux parties égales la droite AB qui ne
passe pas par le centre , coupe la droite AB à
angles droits.

Si la droite C D coupe la droite AB à angles
droits , je dis qu’elle la coupe aussi en deux
parties égales , c’est-à-dire que la droite AF est

égale à la droite FB.

Faites la même construction ; puisque la
droite EA est égale à la droite EB , l’angle
EAF sera égal à l’angle EBF (prop.5. 1);
mais l’angle droit AFE est égal à l’angle droit

BFE : donc les deux triangles EAF, EBF
auront deux angles égaux à deux angles , chacun
à chacun , et un côté égal à un côté , c’est-à-dire

un côté commun qui est opposé à un des angles

égaux z donc ces deux triangles auront les autres
côtés égaux aux autres côtés (pr0p., 26. x) :

donc la droite AF est égale à la droite BF.
Donc si dans un cercle une droite qui passe

par le centre coupe en deux parties égales une
autre droite qui ne passe pas par le centre,
la première coupera la seconde à angles droits;
et si la première coupe la seconde à angles
droits , elle la coupera en deux parties égales;
ce qu’il falloit démontrer. *

Il
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PROPOSITION 1V.
THÉORÈM’E.

Si dans un cercle deux-droites ne passent
point par le centre se coupent, elles ne se cou-
peront point en Jeux parties égales.

Soit le cercle ABCD ( fig. 64) , et supposons
, que les deux droites AC , BD , qui ne sont point

conduites par le centre , se coupent mutuelle-
ment au point E : je dis qu’elles ne se coUpent
point en deux parties égales.

Supposons, s’il est possible, qu’elles se cou-

pent en deux parties égales , de manière que AE

soit égal à EC et BE égal à ED : prenez le
centre du cercle ABCD ,et supposons que son
centre soit le point F; menez FE.
- Puisque la droite FE, conduite par le centre,
coupe en deux parties égales la droite AC qui
n’est point conduite’par le centre , la première

coupera la seconde a angles droits ( pr0p. 5. 5) :
donc l’angle FEA est droit; De plus, puisque
la droite FE coupe en deux parties égales la
droite B D qui n’est pas conduite par le centre ,
la première coupera la seconde à angles droits:
donc l’angle FEB est droit. Mais on a démon-

v tré que l’angle F EA est droit’aussi : donc l’an-
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gle FEA est égal à l’angle F EB; c’est-à-dirc

que le plus petit est égal au plus grand, ce qui »

est impossible : donc les droites AC , BD ne
se coupent point en deux parties égales.
- I Donc si dans un cercle deux droites qui ne
sont point conduites par le centre se coupent
mutuellement , elles ne se couperont point en
doux parties égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V.
.THÉORËME.

Si (leurr cercles se coupent mutuellement, ils

9 An auront pas le mente centre.

Que les deux cercles ABC , CDG (fig. 65)
se coupent mutuellement aux deux points B, C :
je dis qu’ils n’auront pas le même centre.

Supposons , s’il est possible, qu’ils aient le

même centre et que ce centre soit le point E;
après avoir conduit la droite EC , conduiseztla
droite EFG d’une manière quelconque.

Puisque le point E est le centre du cercle
ABC , la droite EC sera égale ale droite EF
(défi 15. I Dé plus , puisque le point E est
le centre du cercle CDG , la droite EC sera
égale à la droite EG. Mais on a démontré que

la droite EC est égale à. la droite EF : donc la
a
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droite EF est égale à la droite EG, c’est-adire

que la plus petite est égale à la plus grande ,
ce qui est impossible. Donc le point E n’est
pas le centre des cercles ABC , CDG.

Donc si deux cercles se coupent mutuelle-
ment , ils n’auront pas le même centre; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION V1.
THÉORÈME.

Si Jeux cercles se touchent intérieurement, il:
n’auront pas le même centre.

Que les deux cercles ABC , CDE (fig. 66)
se touchent intérieurement au point C : je dis
qu’ils n’auront pas le même centre.

Supposons que cela se puisse et que leur centre
soit le point F; après avoir conduit la droite
F C, conduisez d’une manière quelconque la
droite F EB.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC, la droite F C est égale à la droite FB.
De plus, puisque le point F est le centre du
cercle CDE, la droite FC est égale à la droite
FE. Mais on a démontré que la droite FC est
égale à la droite FB à donc la droite FE est
égale à la droite F B; c’est-à-dire que la plus
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petite est égale à la plus grande , ce est
impossible : donc le point F n’est point le centre

des cercles ABC , CDE. .
Donc si deux cercles se touchent intérieure-

ment , ils n’auront pas le même centre; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION VIL
THÉORÈME.

Si dans le diamètre d’un cercle on prend un point

quelconque qui ne soit pas le centre de ce cer-
cle, et si de ce point on conduit des droites à
la circonférence, la plus grande sera cellelqui

passera par le centre, et la plus petite sera le
0 reste du diamètre,- quant aux autres droites,

celle qui sera plus proche de celle qui passe par
le centre sera plus grande que celle qui en est
plus éloignée; et enfin dumëme point on ne peut

conduire de part et d’autre de la plus petite que

Jeux droites qui soient égales.

Soit le cercle ABCD ( fig. 67) , que AD soit
son diamètre , prenez un point quelconque F j
ne soit pas le centre de ce cercle , que leicentre
du cercle soit le point E; du point F condui-
sez à la circonférence ABCD les droites F8,
FC, FG: je dis que la droite FA est laepIus

. ’ ’ 5
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grande, que la droite FD est la plus petite, et
que parmi les autres la droite FB est plus grande
que la droite FC , et que la droite FC est plus
grande que la droite FG. ’

Conduisez les droites BE , CE , GE.
Puisque deux côtés d’un triangle sont plus

grands que le côté restant (pr0p. 21 . 1), les
droites EB ; EF seront plus grandes que la
droite BF; mais la droite AE est égale à la
droite B E: donc les droites B E , EF sont égales

à la droite AF : donc la droite AF est plus
grande que la droite BF. De plus , puisque la
droite BE est égale à la droite CE et que la
droite EF est commune, les deux droites RE,
E F sont égales aux deux droites CE, EF ; mais
l’angle BEF est plus grand que l’angle GEF:

donc la base B F est. plus grande que la base C F
pr0p. 24. 1); par la même raisOn la base CF
est plus grande que la base FG.

De plus , puisque les droites GF, FE sont
plus grandes que la droite EG ,- et que la droite
EG est égale à la droite ED, les droites GF, FE
seront plus grandes que la droite ED : donc si
on retranche la droite commune EF, la droite
restante GF. sera plus grande que la droite res-
tante F D t donc la droite FA est la plus grande ,
et 1p droite FD la plus petite : donc la droite FB
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est plus grande que la droite FG, et la droite F C
plus grande que la droite F G.

Je dis aussi que du point F, on ne peut con-
duire à la circonférence ABCD, de part et d’autre

de la plus petite F D, que deux droites égales;
car sur la droite EF et au point donné E pris
sur cette droite construisez l’angle FEH égal
à l’angle GEF (pr0p. :15. 1) , et conduisez la
droite F H. Puisque la droite GE est égale à la

droite EH et que la droite EF est commune ,
les deux droitesG E, EF sont égales aux deux
droites HE, EF; mais l’angle GEF est égal à

l’angle HEF par construction : donc la base
FG sera égale à la base FH (pr0p. 4. 1’) : je dis

que du point F on ne peut conduire une autre
droite égale à FG. Car supposons que cela se
puisse , et que ce soit la droite FK; puisque la
droite FK est égale à FG , et que FH est aussi
égale à FG , la droite FH sera égale à la droite
FK , c’est-à-dire que la droite qui est plus près

de celle qui passe par le centre est égale à celle
qui en est plus éloignée; ce ne peut et] e.

a AUTREMENT.
Conduisez la droite EK; puisque la droite

’GE est égale à’la droite EK, que la droite F E

est commune, et que la base GF est égale à la I
4
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base FK , l’angle GEF sera égal à l’angle KEP

( pr0p. 8. I ); mais l’angle GEF est aussi égal à
l’angle HEF : donc l’angle HEF sera égale à

l’angle KEF, c’est-à-dire que le plus petit est

égal au plus grand; ce est impossible : donc
par le point F on ne peut pas conduire à la cir-
conférence une autre droite qui soit égale à G F :-

donc on n’en peut conduire qu’une seule.

. Donc si dans le diamètre d’un cercle on prend

un point quelconque ne soit pas le centre
.de ce cercle , et si de ce point on conduit des
droites à la circonférence , la plus grande sera

celle qui passe par le centre, et la plus petite
sera le reste du diamètre ; quant aux autres
droites, celle sera plus proche de celle qui
passe par le centre sera plus grande que celle
qui en est plus éloignée; et enfin du même
point on ne’peut conduire de part et d’autre

de la plus petite que deux droites qui soient
égales; ce qu’il falloit démontrer.
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° PROPOSITION V111.

THÉORÈME.

Si l’on prend un point quelconque hors d’un cer-

cle, et si de ce point on conduit à ce cercle plu-
sieurs droites dont l’une passe par le centre et
dont les autres passent par-tout «où l’on voudra ,-

parmi les droites qui vont à la circonférence
cancave , la plus grande est celle qui passe par
le centre; celle qui est plus près de celle qui
passe par le centre est plus grande que celle
qui s’en éloigne davantage ,- mais parmi les

droites qui vont à la circonférence convexe,

la plus petite est celle qui est comprise entre le
point pris hors du cercle et le diamètre; et celle
qui est plus près de la plus petite est plus courte
que celle qui s’en éloigne davantage; enfin de

ce point on ne peut mener à la circonfiârence
et de part et d’autre de la plus petite que deux

droites qui soient égales.

Soit le cercle ABC (fig. 68)z et hors de ce
cercle soit pris un point quelconque D; de ce
point menez à ce cercle les droites DA, DE, DF,

DC , et supposons que DA passe par le centre:
je dis que de toutes les droites qui vont à la cir-
conférence concave AEFC , la droite DA , qui
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passe par le centre, est la plus grande, et que
celle qui est plus près de celle qui passe par le
centre est plus grande que celle qui s’en éloigne

davantage , c’est-à-dire que la droite DE est plus

grande que la droite DF , et la droite DF plus
grande que la droite DC ; mais parmi les droites
qui vont à la circonférence convexe HLKG,
celle qui est comprise entre le point D et le
diamètre AG est la plus petite, et celle qui
est plus près de la plus petite est toujours plus -
courte que celle qui s’en éloigne davantage;
c’est-à-dire que la droite DK est plus courte
que la droite DL , et la droite DL plus courte
que la droite DH.

Cherchez le centre du cercle ABC ( pr0p. 1 . 5),

supposons que M soit ce centre; conduisez les
droites ME, MF, MC, MK, ML, MH.

Puisque la droite AM est égale à la droite
EM , si nous leur ajoutOns une droite com-
mune MD , la droite AD sera égale aux droites
EM, M D; mais les droites EM, MD sont plus
grandes que la droite ED ( pr0p. 20. x) : donc
la droite AD est plus grande que la droite ED.
De plus, puisque la droite ME est égale à la
droite M F, et que la droite MD- est c0mmune ,

l les droites EM , MD seront égales aux droites
MF , MD; mais l’angle EMD. est plus grand
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que l’angle FMD : donc la base ED sera plus
grande que la hase FD (pr0p. 24. I). Nous dé-
montrerons de la même manière que la droite
FD est plus grande que la droite CD : donc la
droite DA est la plus grande , la droite DE est

t plus grande que la droite DF , et la droite DF
plus grande que la droite CD.

De plus, puisque les droites MK, KD sont
plus grandes que la droite MD ( pr0p. 20. I ),
et que la droite MG est égale à la droite MK,
la droite restante KD sera plus grande que la
droite restante G D : donc la droite G D est plus
petite que la droite KD : donc elle est la plus
petite. Si des extrémités du côté MD du trian-

gle MLD on conduit intérieurement les droites t

MK, KD, les droites MK, KD seront plus
petites que les droites ML, LD (pr0p. 21. I);
mais la droite MK est égale à la droite ML :
donc la droite restante DK est plus petite que
la droite restante DL. Nous démontrerons de
la même manière que la droite DL est plus
petite que la droite DH : donc la droite DG
est la plus petite, et la droite DK est plus petite
que la droite DL, et la droite DL plus petite

que la droite DH. l
Je dis encore que du point D on ne peut con-

duire au cercle, de part et d’autre de la plus
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petite , que deux droites égales. Construisez sur
la droite MD, et au point donné M , un angle
DMB égal à l’angle KMD, et conduisez DE.

Puisque la droite M K est égale à la droite M B

et que la droite MD est commune, les deux
droites KM, MD sont égales aux deux droites
BM , MD , chacune à chacune ; mais l’angle
KMD est égal à l’angle BMD : donc la base DE

est égale à la base DB (pr0p. 4. I ) -: je dis qu’il

est impossible de conduire du point D au cer-
cle ABC une autre droite soit égale à la
droite D K. Supposons que cela se puisse et
que cette droite soit DN; puisque la droite DK
est. égale à la droite DN et la droite DB égale
aussi à la droite DK , la droite DB sera égale à la
droite DN , c’est-à-dire que la droite qui est plus

près de la plus petite est égale à la droite qui
s’en éloigne davantage; ce qui a été démontré

impossible.

AUTREMENT.
Conduisez la droite MN; puisque la droite

KM est égale à la droite MN , que la droite MD
est commune et que la base DK est égale à la
base DN , l’angle KM D sera égal à l’angle DMN

(pr0p. 8. i ) ; mais l’angle KMD est égal à l’an-

gle BMD : donc l’angle BM D est égal ’a l’angle
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BND, c’est-à-dire que le plus petit est égal au

plus grand, ce qui est impossible : donc il est
impossible de conduire du point D au cercle
ABC, et de part et d’autre de la plus petite
droite GD, plus de deux droites égales.

Donc si l’on prend un point quelconque hors
d’un cercle , et. si de ce point on conduit à ce
cercle plusieurs droites dont l’une passe par le

centre et dont les autres passent par-tout ou
l’on voudra; parmi les droites vont à la cir-
conférence concave , la plus grande est celle
qui passe par le centre; celle qui est plus près
de celle passe par le centre est plus grande
que celle qui s’en éloigne davantage ; mais
parmi les droites qui vont à la circonférence
convexe , la plus petite est celle est com-
prise entre le point pris hors du cercle et le
diamètre; et celle qui est plus près de la plus
petite est plus courte que celle s’en éloigne
davantage ; enfin de ce point on ne peut mener
à la circonférence, et de part et d’autre de la
plus petite , que deux-droites qui soient égales;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION 1x.

THÉORÈME.

’ Si dans un cercle l’on prend un point quelcanue,

et si parmi les droites menées de ce point à la
circonférence il y en a plus de rieur qui soient

’ - égales entr’elles , ce point sera le centre du

cercle. i« Soit le cercle ABC fig. , que dans ce
cercle l’on prenne le point D et qu’il y ait plus

de deux droites égales entr’elles qui aillent de
ce point à la circonférence , c’est-à-dire les

droites DA , DE , DC : je dis que le point D est
le centre du cercle ABC.

’ Conduisez les droites AB , BC , et partagea
les - en deux parties égales aux points E, F
( pr0p. to. I ) ; conduisez les droites ED, DF,

’que vous prolongerez vers les points G , K, H, L.

Puisque la droite AE est égale à la droite ED,

et que la droite ED est commune, les deux
droites A E , E D seront égales aux deux droites
BE , ED; mais la hase DA cet égale à la hase
DE : donc l’angle AED est égal à l’angle BED

( pr0p. 3. I ) , et par conséquent chacun des
angles AED, BED est droit: donc la droite
GK , qui coupela droite AB en deux parties
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égales , la coupe aussi à angles droits; mais lors-

que dans un cercle une droite coupe une autre
droite en deux parties égales et à angles droits ,

le centre du cercle est placé dans la droite
sécante (cor. I . 5) : donc le centre du cercle
ABC sera dans la droite GK; par la même
raison le centre du cercle ABC sera placé dans
la droite HL; mais les droites GK , HL n’ont
qu’un seul point commun qui est le point D :
donc le point D est le centre du cercle ABC.

Donc si dans un cercle on prend un point
quelconque , et si parmi les droites menées de
ce point à la circonférence il y en a plus de
deux qui soient égales entr’elles , ce point Sera

le centre du cercle.

AUTREMENT.
Dans le cercle ABC (fig. 7o) soit pris un

point quelconque D, et que parmi les droites
menées du point D à la circonférence ABC il

y en ait plus de deux qui soient égales entre
elles, c’est-"adire les droites DA, DE, DC : je
dis que le point D est le centre du cercle A B (Ï.

Supposons , s’il est possible , que le point D
ne soit pas le centre du cercle AB C , et suppo-
sons gue le centre de ce cercle soit le’point E ,
conduisez la droite DE et prolongez-la vers F, G .
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La droite FG sera un diamètre du cercle ABC.
Si l’on prend dans le diamètre FG du cercle
ABC un point D qui ne soit pas le centre de
ce cercle, la droite DG sera la plus grande de
toutes, et la droite DC sera plus grande que la
droite DE, et la droite DB plus grande que la
droite DA ( pr0p. 7. 5) ; mais ces droites sont
égales , ce ne peut être : donc le point E
n’est pas le centre du cercle ABC. Nous dé-
montrerons de la même manière qu’il n’y a pas

d’autre point , excepté le point D , qui soit le

centre du cercle ADG : donc le point D est le
centre du cercle AB C.

PROPOSITION X.
THÉORÈME.

Une circonférence de cercle ne peut couper la
circonférence d’un autre cercle qu’en deux

points. .

Supposons que cela puisse arriver, et que la
circonférence du cercle ABC ( 7 I) coupe la
circonférence du cercle DEF en plus de deux
points : savoir, aux points B , G, H; conduisez
les droites BG, BH, et partagez-les en deux
parties égales aux points K, L; par les points
K, L, conduisez les droites KG, LM perpen-
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diculaires sur B G , B H , et prolongez-les vers
les points A , E.

Puisque dans le cercle ABC, la droite AC
coupe la droite BH en deux parties égales et à
angles droits, le centre du cercle ABC sera placé

dans la droite AC (corol. 1 . 5). De plus, puis-
que dans le même cercle ABC la droite N0
coupe la droite BG en deux parties égales et à

angles droits, le centre du cercle ABC sera
placé dans la droite NO. On a démontré que

le centre est placé dans la droite AC , et les
deux droites AC , NO ne se rencontrent qu’au
seul point O : donc le point O est le centre du
cercle ABC. Nous démontrerons de la même
manière que le point 0 est le centre du cercle
DEF : donc les deux cercles ABC, DEF,
se coupent mutuellement , auront le même
centre O; ce est impossible ( pr0p. 5. 5).

Donc la circonférence d’un cercle ne peut
pas couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux points; ce qu’il falloit dé-

montrer. *
AUTREMINT.

Car. que la circonférence du cercle ABC
(fig. 72) coupe la circonférence du cercle DEF
en plus de deux points, savoir , aux points B,

n I
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G , F; prenez le «centre du cercle AB D, et que
son centre soit le point K; menez les droites
EF, KG, K3.

Puisque dans le cercle DEF on a pris un
point K, et que parmi les droites vont de
ce point à la circonférence DEF il y en a plus
de deux qui sont égales entr’elles, savoir ,
les droites KB, KF, KG, le point K sera le
centre du cercle DEF (pr0p. g. 5); mais le
point K est le centre du cercle ABC : donc ces
deux circonférences, qui se coupent , auront le
même centre ; cequi est impossible (prop.5. 5).

Donc une circonférence de cercle ne peut
pas couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux points ; ce qu’il falloit dé-

montrer. s I
PROPOSITION XI.

THÉORÈME.

Si. Jeux circonférences de cercle se touchent inté-

’rieurement , et Sion prend leurs centres, la
(Invite qui joindra leurs centres ira au point
de contact si elle est prolongée.

Que les deux cercles ABC , ADE ( fig. 75)
se touchent intérieurement au point A ; qu’on

i prenne leurs centres , que le point F. 50h; le
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centre du cercle ABC , et que le point G soit
le centre du cercle ADE : je dis que la droite
menée du point G au point F ira au point de
contact A , si elle est prolongée.

Supposons , s’il est possible , que cette droite
étant prolongée n’aille pas au point de contact

et qu’elle ait la position FGDH; menez les
droites AF, AG.

Puisque les drOites AG, G F sont plus grandes
que la droite FA (pr0p. 20. 1), c’est-à-dire que

la droite FH, car la droite est égale. a la
droite FH, puisqu’elles partent du même centre:

donc si on ôte la droite commune FG , la droite
AG sera plus grande que la droite GH; mais la
droite AG est égale à la droite GD z donc la
droite GD est plus grande que la droite ’G
c’est-à-dire que la plus petite surpasse la plus

grande; ce qui est impossible : donc la droite
menée du point F au point ne peut pas passer
autre part qu’au point de contact A : donc elle

passe au point de contact. I
Donc si deux cercles se touchent. intérieu-

rement , la droite qui joint leurs centres passera
par le point de contact , si elle est prolongée;
ce qu’il falloit démontrer. ’ I
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AUTREMENT;

, Supposons que la droite menée du point G
au point F ait la position GFC et qu’elle soit
prolongée directement vers le point H, et qu’on

mène les droites AG, AF.
Puisque les droites AG, G F sont plus grandes

que la droite AF, et que la droite AF est égale
à la droite C F , ou bien à la droite FH, si l’on»

retranche la droite commune FG , la droite
restante AG sera plus grande que la droite res-
tante GH; mais AG est égal à GD : donc la
droite GD est plus grande que la droite GH ,.
c’est-à-dire que la plus petite surpasse la plus

grande; ce qui est impossible. Si le centre du
grand cercle est bers du petit cercle , nous
démontrerons de même qu’il s’en suit une

absurdité.

PROPOSITION x11.
THÉORÈME.

Si Jeux circonférences de cercle se touchent exté-

rieurement , la droite qui joindra les Jeux
centres passera par le point de contact.

Que les circonférences des deux cercles ABC,
ABE (fig. 74) se touchent extérieurement au
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point A; qu’on prenne leurs centres, que le
centre du cercle ABC soit le point F, et que
le centre du cercle ADE soit le point G :
dis que la droite qui est conduite du point F
au point G passe par le point de contact.

SuppOsons ,I s’il est possible , que le contraire

arrive , et que cette droite ait la position FCDG;
conduisez les droites AF, AG.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC , la droite FA sera régale in droite FG.
De plus, puisque le pointG est le centre du
cercle ADE , la droite AG sera égale à la droite

GD; mais on a démontré que la droite FA est
égale à la droite FC : donc les droites FA, AG
sont égales aux droites FC , DG a donc la droite
totale FG est plus glande que. les droites FA,
AG; mais, au contraire , elle "est plus petite
(pr0p. no. 1 ), ce est impossible : donc la p
droite menée du point ïF au point G ne peut
pas passer autre part qu’auzpointade contact:
donc il faut nécessairement:qu’èlle passe au

point de contact.- - ï - i "
Donc si. deux..cirCOnfénences de cercles se

touchent extérieurement, la droite qui joindra
leurs centres passera par le point de contact ,
ce qu’il falloit démontrer. ’ î. - » t -
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PROPOSITION un.

THÉORÈME.-

Unc circonférence de cercle ne peut pas toucher
une autre circonférence de cercle en plus d’un

point, soitl qu’elle la touche intérieurement, soit

qu’elle la touche extérieurement.

Car si cela est pessible , supposons d’abord
que la circonférencedu cercle ABDC (fig. 75)
touche intérieurement la circonférence du cer-

cle EB F D en plusieurs points", savoir aux points

B, D. . I a - u A a
Cherchez les centres des cercles ABDC ,

EBFD; que le point G soit le centre du pre-
mier et le point HA le centre du second.

La droitequiest conduite du point G au
point H passera parles pointsB, D.(prop.- u;

I Qu’elle ait la position BGHD; puisque le point

G est-le centre du icerele’ABDC , la droite BG
est égale à la droite GB.: donc la droite ’BG

est plus grande que la droite HD, et la droite
BI-I beaucoup; plus grande”que la" droite HD.

De plus , puisque le point H estle centre du
cercle EBFD,’la7droitevBH est régale àl la droite

HD; mais on a démontréqu’ elle est beaucoup

plus grande , ce-qui est impossible : donc une
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circonférence de cercle ne touche point inté-
rieurement une autre circonférence de cercle
en plus d’un point.

Je dis encore qu’il est impossible qu’une cir-

conférence de cercle touche extérieurement
une autre circonférence de cercle en plus d’un

point; car si cela étoit possible , il faudroit que
la circonférence du cercle ACE touchât exté-

rieurement la circonférence du cercle ABDC
en plus d’un point, aux pointsA, C , par exem-
ple; conduisez la droite AC.

Puisque dans la circonférence des cercles
AB DG , AC K on a pris deux points quelconques

A, C , la droite qui joint ces deux points tom-
bera intérieurement dans l’une et l’autre des

deux circonférences (pr0p. a. 5 ); mais la droite

qui tombe dans le cercle ABDC tombera hors
du cercle ACE (déf. 5. 5 ) , ce est absurde :
donc une circonférence-de cercle ne touche
point extérieurement une autre circonférence
de cercle en plus d’un point. On a démontré

qu’une circonférence ne touche point inté-

rieurement une autre circonférence en plus

de deux points. . . «
Donc une circonférence de cercle ne touche

point une autre circonférence de cercle en plus
d’un. point , soit qu’elle la touche intérieure-

4
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ment, soit qu’elle la touche extérieurement;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XIV.
TnfionÈML

Dans une circonférence de cercle les droites égales

sont également éloignées du centre, et celles qui

sont également éloignées du centre sont égales.

Soit le cercle ABDC (fig. 76) et que les
droites AB , CD , prises dans sa circonférence,
soient égales : je dis que Ces deux droites sont
également éloignées du centre.

Cherchez le centre du cercle ABDC , et que
ce centre soit le point E; de ce point conduisez
les droites EF, EG perpendiculaires sur les
droites AB , CD, et menez les droites AE , EC.

Puisque la droite EF, menée par le centre,
coupe à angles droits la droite AB , n’est pas

menée par le centre, elle la coupe en deux
parties égales ( pr0p. 5) : donc la droite AF
est égale à la droite FB , et par conséquent la

droite AB est double de la droite AF. Par la
même raison la droite CD est double de la
droite CG; mais la droite AB est égale à la
droite CD : donc la droite AF est égale à la
droite CG : et puisque la droite AE est égale
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’ à la droite’EC, le quarré de la droite AE est

’ égal au quarré de la droite EC; mais les quarrés

des droites AF, F E sont égaux au quarré de la

droite AE ( pr0p. 47. 1); car l’angle AFE est
droit; et les quarrés des droites EG, GC sont
égaux au quarré de la droite EC , puisque’l’an-

gle CGE est droit : donc les quarrés des droites
AF, FE sont égaux aux quarrés des droites
CG, CE; mais le quarré de la droite AF est
égal au quarré de la droite CG , puisque la
droite AF est égale à la droite CG: donc le
quarré restant de la droite F E est égal au
quarré restant de la droite EG : donc la droite
FE est égale à la droite EG; mais dans un cer-
cle les droites sont dites également éloignées

du centre lorsque les perpendiculaires menées
du centre sur ces lignes sont égales (déf. 4. 5):
donc les droites A3 , CD sont également éloi-
gnées du centre.

Supposons actuellement que les droites AB ,
CD soient également éloignées du centre; c’est-

t’a-dire , supposons que la droite FE soit égale

à la droite EG : je dis que la droite AB est
égale à la droite C D.

Avec les mêmes constructions nous démon-

trerons également que la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et que la droite CD est
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double aussi de la droite CG. Puisque la droite
AE est égale à la droite EC , le quarré de la droite

AE sera égal au quarré de la droite EC; mais
les quarrés des droites EF , FG sont égaux au
quarré de la droite de AE (pr0p. 47. 1), et les
quarrés des droites EG, GC égaux au quarré

de la droite EC : donc les quarrés des droites
EF, FA sont égaux aux quarrés des droites
EG , GC; mais le quarré de la droite EG est
égal au quarré de la droite EF, car la droite
EG est égale à la droite EF : donc le quarré
restant de la droite AF est égal au quarré res-

tant de la droite CG : donc la droite AF est
égale à la droite CG; mais la droite AB est dou-

ble de la droite AF, et la droite CD double de
la droite CG : donc la droite AB sera égale à
la droite CD.

Donc dans une circonférence décercle les
droites égales sont également distantes du cen-
tre , et les droites également distantes du centre
sont égales; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION KV.

THÉORÈME.

Dans une circonférence de cercle le diamètre est

la plus grande de toutes les droites, et la droite
qui est plus près du centre est plus grande que
celle en est plus éloignée.

Soit le cercle ABCD (fig. 77 ) dont le dia-
mètre est la droite AD et dont le centre est le
point E,- que la droite BC soit plus près du
centre E que la droite FG : je dis que la droite
VAD est la plus grande de toutes , et que la droite
BC est plus grande que la droite FG.

Conduisez du centre les droites EH , EK
perpendiculaires sur BC, FG. Puisque la droite
BC est plus près du centre que la droite FG,
la droite EK sera plus grande que la droite EH
Ç défi 5. 5) ; faites la droite EL égale à la droite

EH, et par le point L conduisez la’ droite LM
perpendiculaire sur EK, prolongez la droite
LM vers le point N , et menez les droites E M, t
EN, EF, EG.

Puisque la droite EL est égale à la droite
-El1, la droite MN sera égale à la droite BC
(pr0p. 14. 5). De plus , puisque la droite AE
est égale à la droite EM et la droite ED égale
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à la droite EN, la droite AD sera égale aux
droites ME, EN; mais les droites ME, EN
sont plus grandes que la droite MN : donc la
droite AD est plus grande que la droite MN ;
mais la droite MN est égale à la droite BC :
donc la droite AD est plus grande que la droite
BC; et puisque les deux droites ME, EN sont
égales aux deux drontes FE, EG, et que l’an-
gle MEN est plus grand que l’angle FEG, la
base MN sera plus grande que la base F G
( pr0p. 24. 1 Mais on a démontré que la droite
MN est égale à la droite BC : donc la droite BC

est plus grande que la droite F.G : donc le dia-
mètre AD est la plus grande de toutes les
droites , et la droite BC est plus grande que la

droite FG. ’ lDonc dans une circonférence de cercle le
diamètre est la plus grande de toutes les droites ,

et la droite est plus près du centre, est plus
grande que celle qui en estplus éloignée; ce

9qu il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVI.
lrnfionèmn.

Une droite perpendiculaire au diamètre d’un cercle

et menée par une de ses extrémités , tombe hors

dece cercle; il est impossible qu’il y ait une droite

dans l’espace qui est compris entre cette perpen-

diculaire et la cimorsfërence ,- l’angle du demi-

cercle est plus grand qu’aucun angle rectiligne
aigu , et l’autre angle est plus petit qu’aucun

angle rectiligne aigu.

Soit le cercle ABC (fig. 78) dont le point D
est le centre et la droite AB le diamètre : je dis
que la perpendiculaire à la droite AB, menée
par le point A, tombe hors du cercle.

Car si cela n’est point , supposons s’il est
possible , qu’elle tombe en-dedans et qu’elle

ait la position AC; conduisez la droite DC.
Puisque la droite DA est égale à la droite DG,

l’angle DAC sera égal à l’angle ACD (pr0p. 5. I);

mais l’angle DAC est droit: donc l’angle ACD

est droit aussi : donc les angles DAC , ACD
sont égaux à deux angles droits , ce est im-
possible (pr0p. x7. 1) : donc la perpendiculaire
au diamètre AB, menée par le point A ne tombe

point dans le. cercle. Nous démontrerons de



                                                                     

142 ÉLÉMENS
la même manière qu’elle ne tombe point sur la
circonférence : donc il est nécessaire qu’elle

tombe en-dehors, et qu’elle ait une position
comme la droite AE.

Je dis qu’il est impossible qu’il y ait une

droite dans l’espace est compris entre la
droite AE et. la circonférence CBA.

Car si cela est possible , supposons qu’il
y’ ait une droite ait la position FA; du
point D menez une droite DG perpendiculaire
à FA.

Puisque’l’angle AGD est droit et que l’angle

DAG est plus petit qu’un angle droit, la droite
AD sera plus grande que la droite DG; mais la
droite DA est égale à la droite DH : donc la
droite DH est plus grande que la droite AG ,
c’est-à-dire que la plus petite surpasse la plus
grande , ce qui est impossible : donc il est im-
possible qu’il y ait une droite dans l’espace qui

est compris entre cette perpendiculaire et la

circonférence. -
Je dis de plus, que l’angle du demi-cercle

qui est compris par la droite BA et la circon-
férence CHA est plus grand qu’aucun angle
rectiligne aigu, et que l’angle restant compris
par la circonférence CHA et la droite AE est
plus petit qu’aucun angle rectiligne aigu.
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t ’ Car s’il y a un angle rectiligne plus grand

que l’angle compris par la droite BA et par la
circonférence CBA, ou s’il y a un angle recti-

ligne plus petit que l’angle compris par la cir-
conférence CHA et par la droite AE , suppo-
sons que dans l’e5pace compris entre la circon-
férence CBA et la droite AE , il y ait une droite

quelconque fasse un. angle plus grand que
celui qui est compris par la droite BA et la cir-
conférence C HA, savoir , un angle compris par
deux droites , et qu’il y ait un angle plus petit que

celui est compris par la circonférence CHA
et la droite AE ; mais il n’y en a point : donc il
n’y sa point d’angle aigu qui, étant compris par

des droites, soit plus grand que l’angle compris

par la droite BA et la circonférence CHA, ni
d’angle plus petit que celui qui est compris par
la circonférence CEA et la droite AE; ce qu’il

falloit démontrer.

COROLLAIRE.
Il suit manifestement de là que la droite per-

Pendiculaire au diamètre , et menée d’une de
Ses extrémités , touche la circonférence , et que

cette droite ne la touche qu’en un seul point ,

Parce que nous avons démontré que les droites



                                                                     

.144 1’: L É M n N s
que rencontre le cercle en deux-points, entrent
dans le cercle (pr0p. a. 5).

PROPOSITION XVII.
PROBLÈME.

D’un point donné, conduire une droite qui touche

la circonférence d’un cercle donné.

Soit A ( fig. 79) un°poi1it donné quelconque

et BCD le cercle donné : il faut conduire du
point A une droite qui touche la circonférence
du cercle BCD.

Prenez le centre de ce cercle , conduisez la
droite AE; du centre E et avec un intervalle
EA,.décrivez la circonférence AFG (dem. 5);

par le point D conduisez une perpendiculaire
DF sur la droite EA , et menez les droites EBF,
AB : je dis que la droite AB, menée du point A,
touche la circonférence du cercle BCD. .

Puisque le point E est le centre des cercles
BCD, AF G , la droite EA sera égale à la droite
EF, et la droite ED égale à la droite EB : donc
les deux droites AE , EB sont égales aux deux
droites F E , ED; mais ces droites comprennent
un angle commun qui est en E : donc la base
DF est égale à la ’base AB, le triangle DEF

égal au triangle EBA; et les autrès angles de
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l’un. de pas triangles sont égaux aux autres
sangles, de l’autre triangle pr0p. I ) : donc
l’angle EBA est égal à l’angle E DF ; mais l’an-

gle EDF est droit :. donc l’angle EBA est droit

aussi. Mais la droite EB est un rayon, et la per-
pendiculaire à unedes extrémités d’un diamètre

touche le cercle ( pr0p. 16. 5) adonc la droite

AB touche le cercle. . ,.Donc la droite AB, a été menée par le
point A , touche le cercle BC D; ce qu’il falloit

faire. A. VPROPOSITION XVIII.’

Tnfiontnn.
Si une droite touche la circonférencc d’un cercle ,’

et si du centre on mène une droite au point de
contact, cette «kmière droite seraiperpendi-
culaire sur. la première.

Que la droite DE 80) touche au point C
la circonférence du cercle ABC; prenez le cen-

U8 F de ce cercle , et. de ce Centre conduisez
la droite FC au point C ’: je dis que la droite FC

est Perpendiculaire sur la droite DE.
Car si elle ne l’est pas , du point F conduisez

la droite FG perpendiculaire sur la droite DE
(pr0p. 12. t).

K
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’ ’ Puisque l’angle FGCiest droit, l’angle GCF

sera (pr0p. I 7. l); mais un plus grand an-
gle est opposé à un plus grand côté (pr0p. 19. 1):

donc la droite FC est plus grande que la droite
FG; or [la droite-FÇ est égale à la droite FB:
donc la droite FB est plus grande que la droite
FG , c’est-à-dire que la plus petite surpasse la

plus grande ; ce qui est impossible : donc la
droite FG n’est pas perpendiculaire sur la droite
DE. Nous démontrerons d’une. manière sembla-

ble qu’il n’y a point d’autre droite , excepté FC ,

qui soit perpendiculaire sur la droite DE: donc
la droite FC est perpendiculaire sur la droite DE.

Donc si une droite touche une circonférence
de cercle , et si du centre on mène une droite
au point de. contact , cette dernière droite sera
perpendiculaire sur la première; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XIX.
THÉORÈME.

Si une droite touche le cade , et si par le point de
- contact on lui mène une perpendiculaire, cette

perpendiculaire passera par le cantre.

Qu’une droite DE (fig. 81) touplie le cercle
ABC au point C ; par le point C conduisez une
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perpendiculaire sur la droite DE : je dis que la
perpendiculaire AC passera par le centre. Car
si cela n’est point , supposons , s’il est possible ,

que le centre soit le point F, et menons la droite

CF. ’ ’Puisque la droite DE touche le cercle ABC
et que la droite FC a été menée du centre au.

point de contact , la droite FC sera perpendi-
culaire sur la droite DE (pr0p. 18. 5) : donc
l’angle FCE est droit; mais l’angle ACE est
droit aussi : donc l’angle FCE est égal à l’angle

ACE, c’est-à-dire que le plus petit est égal au

plus grand , ce est impossible : donc le point
F n’est pas le centre du cercle ABC. Nous de-
montrerons d’une manière semblable qu’il n’y

a aucun autre point puisse être le centre
du cercle, à moins qu’il ne soit placé dans la

droite AC. .Donc si une droite touche un cercle , et si par
le point de contact on lui mène une perpen-
diculaire , cette perpendiculaire passera par le
centre; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.
Tnionàul.

Dans le cercle, l’angle au centre est double de
l l’angle à la circonférence, quand il; ont pour

I base la même portion de la circonférence.

Soit le cercle ABC ( 82) , que l’angle
BEC soit au centre de ce cercle , que l’angle
BAC soit à la circonférence, et que ces deux
angles aient pour base la même portion de la
circonférence BC : dis que l’angle BEC est
double de l’angle BAC.

Conduisez la ligne AE, et prolongez-la
qu’en F.

Puisque la droite EA est égale à la droite EB ,
l’angle EAB sera égal à l’angle EBA (pr0p. 5. I) : .

donc les angles EAB, EBA sont doubles de
l’angle EAB; mais l’angle BEF est égal aux

angles EAB , EBA (pr0p. 52. 1); donc l’angle
BEF est double de l’angle EAB. L’angle FEC
est double de l’angle FAC , par la même raison;

’ donc l’angle total BEC est double de l’angle

total BAC. * AQue l’angle BAC change de position et qu’il

devienne BDC; conduisez la droite DE et pro-
longez-la jusqu’en G. Nous démontrerons sem-
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blablement que l’angle GEC est double de l’an-

gle GDC ; mais l’angle GEB est double de l’an.

gle GDB : donc l’angle restant BEC est double

de l’angle restant BDC. ’
Donc dans le cercle , l’angle au centre est

double de l’angle à la. circonférence , quand ils

ont pour base la même portion de la circon-
férence; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI.
ruéontnn.

Le: angle: placés dans un même segment de cercle

sont égaux entf’eur.

Soit le cercle ABCD 85) et que les
angles BAD, BED soient placés dans le même

segment BAED : je dis que ces angles som

égaux entr’eux. ’ v
Prenonsle centre du cercle ABCD (pr0p. r . 5),

et que ce centre soit le point F ; menez les
droites B F, F D.

Puisque l’angle BFD est au centre , que l’an-

gle BAD est à la circonférence, et que ces deux

angles ont pour base la même portion de la
circonférence , l’angle BFD sera double de l’an-

gle BAD (pr0p. no. 5); l’angle BFD est double
aussi de l’angle BED, par la même rtgson : donc
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l’angle BAD est égal à l’angle BED (aux. 7).

Donc les angles, placés dans le même seg-
ment de cercle , sont égaux entr’eux; ce qu’il

falloit démontrer. v
PROPOSITION XXII.

ruinaient.
Le: angles opposés de: quadrilatères inscrits dans

des cercles sont égaux à Jeux droits.

Soit le cercle ABCD ( fig.84) et que le qua-
drilatère ABCD soit inserit dans ce cercle : je
dis que les angles opposés de ce quadrilatère
sont égaux à deux droits.

Conduisez les droites AC , BD.
A Puisque les trois angles de tout triangle sont
égaux à deux droits ( pr0p. 32. ! ) ,’ les trois
angles CAB, ABC, B CA du triangle ABC seront
égaux à deux angles droits; mais l’angle CAB

I est égal à l’angle BDC. ( pr0p. 2! . 5), car ces

deux angles sont placés dans le mêmesegment
BADC; l’angle ACB est égal à l’angle ADB,

parce que ces deux angles sont placés dans le
même segment ; donc l’angle total ADC est
egal aux angles BAC, ACD; donc si nous ajou»
tous un angle commun ABC , les angles ABC ,
BAC, ACB seront égaux aux angles ABC ,
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ADG; mais les angles ABC, BAC, ACB sont
égaux à deux droits : donc les angles ABC,
ADG sont égaux à deux angles droits. Nous
démontrerons semblablement que les angles
BAD, DCB sont aussi égaux’à deux droits.

Donc les angles opposésvdcs quadrilatères
inscrits dans des cercles sont égaux à deux
droits; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XX’III.
THÉORÈME.

Sur une même droite, on ne peut pas décrire du
même côté «leur segmens de cercles semblables-

et inégaux.

Supposons que cela soit possible; décrivez du
même côté et sur la même droite AB ( fig. 85)

deux segmens de cercle ACB , ADB semblables
et inégaux, et conduisez la droite ADC etiles .

« droites CB, DE. i
Puisque le segment ACB est semblable au

segment ADB, et que les segmens de cercles
semblables sont ceux reçoivent des angles
égaux (déf. Il. 5), l’angle ACB sera égal à
l’angle ADB , c’est-à-dire qu’un angle intérieur

est égal à un angle extérieur; ce qui est impos-

sible (pr0p. 16. 1). . .
4
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Donc sur une même droite on ne peut pas

décrire du même côté deux segmens de cercles

semblables et inégaux; ce qu’il falloit démontrer.

’ PROPOSITION XXIV.
THÉORÈME.

Sur des droites égales, les segmens de cercles
semblables sont égaux entr’eur.

Que sur les droites égales AB , CD 86)
soient décrits les segmens de cercles sem-
blables AEB , CFD : je dis que le segment
AEB est égal au segment CFD.

Car le segment AEB étant appliqué sur le
segment. CFD , le point A sur le point C et la
droite AB sur la droite CD, le point B s’appli-
quera sur le point D, puisque la droite AB est
égale à la droite C D; mais la droite AB s’appli-

quant exactement sur la droite CD , le segment
AEB s’appliquera exactement sur le segment-
CFD; car si la droite AB s’appliquant exacte-
ment sur la’droite CD , le segment AEB ne s’ap-

plique pas exactement sur le segment CFD, le
segment AEB changera de position et prendra
par exemple la position CHGD; mais une cir-
conférence de cercle ne peut couper une autre
circonférence de cercle en plus de deux points



                                                                     

D’EUCLIDE. 153
(pr0p. Io. 5) , et la circonférence CHG D coupe
la circonférence C F D en plus de deux points ,
savoir, aux points Ci, G, D, ce qui est impos-
sible; donc la droite AB s’appliquant exacte-
ment sur la droite C D, il est impossible que le
segment AED ne s’applique pas exactement sur

le segment CFD : donc le premier segment
s’appliquera exactement sur le second : donc
il lui sera égal.

Donc , sur des droites égales, les segmens de
cercles semblables sont égaux entr’eux; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
raoaLtmz.

Un segment de cercle étant donné, décrire

le cercle dont il est segment.

Soit ABC (fig.87 , 88 , le segment de cer-
cle donné : il faut décrire le cercle dont ABC

est le segment. ’Coupez la droite AC en deux parties égales
au point D ( pr0p. 1 o. I ) , du point D conduisez
la perpendiculaire DE sur AC ( pr0p. 1 1 . 1),
et menez la droite AB; l’angle ABD est ou plus
grand que l’angle BAD, ou il lui est égal ,Aou il

est plus petit. t.
t



                                                                     

154 È L É M E N s
I Supposons d’abord qu’il soit plus grand; sur

la droite donnée BA’ ( fig. 87 ) et au point
donné A faites l’angle BAE égal à l’angle ABD

(pr0p. a5. 1), prolongez la droite DB jus-
qu’en E, et conduisez la droite EC. Puisque
l’angle ABE est égal à l’angle BAE, la droite

BE sera égale à la droite EA (prop.6. 1), et
puisque la droite AD est égale à la droite DC
et que la droite DE est commune, les deux
droites AD, DE sont égales aux deux droites
CD, DE , chacune à chacune; mais l’angle ADE
est égal à l’angle CDE, car ils sont droits l’un et

l’autre ; donc la base AE est égale à la base EC A

(pr0p. 4. I). Mais il a été démontré que la

droite AE est égale à la droite EB : donc la
droite BE est égale à la droite EC : donc les
trois droites AE, EB , EC sont égales entre
elles z donc la circonférence de cercle décrite

du point E comme centre, et avec un inter-
valle égal à l’une des droites AE, EB, EC,

passera par les autres points, et le cercle sera
décrit: donc un segment de cercle ayant été
donné, on a décrit le cercle dont il est seg-
ment ( pr0p. 9. 5). Il est évident que le seg-
ment ABC est plus petit qu’un demi-cercle,
puisque le centre E est placé en-deltors de ce

segment. *
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Si l’angle ABD ( 88) est égal à l’angle

BAD, la. droite AD étant égale à chacune des

droites BD , DC , les trois droites DA, DB, DC
seront égales entr’elles; le point D sera le centre

du cercle entier (pr0p. g. 5 ) , et le segment
ABC sera un demis-cercle.

Mais si l’angle ABD (fig.89) est moindre
que l’angle ’BAD, et si sur la droite BA et au
point A donné dans cette droite , on fait l’angle
BAE égal à l’angle ABD, le centre E sera en-

dedans du segment ABC et sur la droite DB , et
le segment sera plus grand qu’un demi-cercle.

Donc étant donné un segment de cercle, on
a décrit le cercle dont il est segment; ce qu’il

falloit faire.

PROPOSITION XXVI.

refoutus.
Dans des cercles égaux des angles égaux s’ap-

puient sur des arcs égaux , soit qu’ils soient

placés à leurs centres ou bien à leurs circon-
férences.

Soient ABC , DEF (fig. go) des cercles
égaux , qu’aux centres de ces cercles soient les
angles égaux B G C , E H F, et qu’à leurs circon-

.férences soient les angles égaux BAC , EDF :
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je dis que l’arc BKC est égal à l’arc ELF.

i Conduisez les droites B C , EF.
Puisque les cercles ABC , DEF sont égaux ,

leurs rayons seront égaux : donc les deux droites

BG , GC sont égales aux deux droites EH,
HF; mais les angles G , H sont égaux : donc la
base BC est égale à la base EF (prop.4. l).
Puisque l’angle A est égal à l’angle D , le seg-

ment BAC sera semblable au segment E DF
(déf. 1 1 . 5) ; mais ces segmens sont placés sur

les droites égales BC , EF, et les segmens sem-
blables , sont placés sur des droites égales,
sont égaux entr’eux ( pr0p. 24. 5): donc le seg-

ment BAC est égal au segment EDF; mais le
cercle entier ABC. est égal au cercle entier
DEF : donc le segment restant BKC est égal
au segment restant ELF : donc l’arc B KG sera

égal à l’arc ELF.» -
Donc , dans les cercles égaux, des angles égaux

s’appuient sur des arcs égaux , soit qu’ils soient

placés à leurs centres ou à leurs circonférences;

ce qu’il falloit démontrer.
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i PROPOSITION xxvu.

rationaux.
Dans les cenles égaux, les angles qui s’appuient

sur des arcs égaux sont égaux entr’eux , soit

qu’ils soient placés à leurs centres ou bien à

leurs circonférences.

Que dans les cercles égaux AB C , D E F

gr )les angles au centre BGC, EHF, et
les angles à la circonférence BAC, EDF s’ap-

puient sur les arcs égaux BC, EF : je dis que
l’angle BGC est égal à l’angle EHF, et l’angle

BAC égal à l’angle EDF.

Car si l’angle BGC est égal à l’angle EHF,

il est évident que l’anglelBAC est égal à l’an-

gle EDF (pr0p. no. 5) ; car si cela n’est pas , l’un

de ces angles est nécessairement plus grand que
l’autre. Supposons que l’angle BGC soit le plus

grand. Surla droite BG et au point G faisons
l’angle BGK égal à l’angle EHF (prop.25. 1);

or les angles égaux s’appuient sur des arcs égaux

lorsqu’ils. sont placésau centre ( pr0p. 26. 5) :
donc l’arc B K est égal à l’arc EF, l’arc EF

est égal à l’arc BC : donc l’arc BK est égal à

l’arc BC , c’est-adire que le plus petit est égal

au plus grand; ce qui est impossible : donc les
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angles BGC, EHF ne sont pas inégaux : donc
ils sont égaux; mais l’angle en A est la moitié

de l’angle BGC et’l’angle en D la moitié de

l’angle EHF ( pr0p. no. 5) : donc l’angle en A
est égal à l’angle en D.

Donc, dans les cercles égaux , les angles qui
s’appuient sur des arcs égaux sont égaux entre

eux , soit qu’ils soient placés à leurs centres ou

bien à leurs circonférences; ce qu’il falloit dé-

montrer.

PROPOSLTION xx’vul.

THÉORÈME.

Dans les cercles , des cordes sou-
tendent des arcs égaux -, le plus grand arc étant

égal auplusgrand, et lepluspetit égalauplus
petit.

Soient AB C , DE F ( 92 ) deux cercles
égaux , et BC , E F deux cordes égales qui sou-

tcndent les deux grands arcs BAC , EDF, et les
deux petits arcsBGC, EHF : je dis que le grand
arc BAC est égal au grand arc EDF, et que le
peut arc BGC est égal au petit arc EHF.

Prenez les centres K , L de ces cercles
(pr0p. t .5), et menez les droites BK, KG ,
EL , LF.
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Puisque ces éercles sont égaux , leurs rayons

Seront égaux : donc les deux droites BK, KG
sont égales aux deux droités EL , L’F ; mais la

base BC’est égale à labase EF : donc l’angle

BKC est égal à l’angle ELF (pr0p. 8. I); or
les angles égaux s’appuient sur des arcs égaux

quand ils sont placés aux centres (pr0p. 26. 5) :
donc l’arc BGC est égal à l’arc EHF; mais la,

circonférence entière ABC est égale à-la circon-

férence entière DEF : donc l’arc restant ABC
est égal à l’arc restant EDF.

Donc, dans des Cercles égaux , des cordes
égales soutendent des arcs égaux , le plus grand

arc étant égal au plus grand , et le plus petit
égal au plus petit; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THÉORÈME.

Dans des cercles égaux des cordes égales
soutendent des arcs égaux.

Soient les cercles égaux ABC , DEF
que dans ces cercles soient pris les arcs égaux
BGC, EHF, et menez les cordes BC, EF : je
dis que la corde BC est égale à-la corde EF.

Prenez les centres K , L des cercles, et menez
les droites BK, KG, EL, LF.
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Puisque l’arc B G C est égal àl’arc E H F, l’au.

gle BKC est égal à l’angle ELF(prOp.n7. 5);

et puisque les cercles ABC , DEF sont égaux,
leurs rayons seront égaux. : donc les deux droites
BK, KC sont égales aux deux droites EL ,; LE;
mais ces droites comprennent des angles égaux:
donc la hase BC est égale àla base EF( pr0p. 4. I

Donc , dans des cercles égaux , des cordes
égales soutendent des arcs égaux; ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION XXX.’

PROBLÈME.

Partager un arc donné en Jeux parties égales.

Soit ADB (fig.95) un arc donné : il faut
partager l’arc ADB en deux parties.

Menez la corde AB , et partagez-la en deux
parties égales en C ( pr0p. Io. 1) ; du point C
élevez une perpendiculaire CD sur la corde AB
(pr0p. r 1. I ) , et menez les droites AD, DB.

Puisque la droite AC est égale à la droite
CB, et que la droite CD est commune, les deux
droites AC, CD sont égales aux deux droites
BC , CD; mais l’angle ACD est égal à l’angle

BCD; car ils sOnt droits l’un et l’autre; donc
la base AD est égale à la base DE (pr0p. 4. 1);
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or les cordes égales soutendent des arcs égaux,
le plus grand arc étant égal au plus grand, et
le plus petit égal au plus petit ( pr0p. 28. 5);
mais l’un et l’autre des arcs AD, DB est moin-
dre qu’une demi-circonférence : donc l’arc AD

est égal à l’arc DB.

Donc l’arc donné a été partagé en deux parties

égales; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXI.
Tenonèmn.

Dans un cercle, l’angle qui est compris dans le
demi-cercle est droit ,- celui qui est compris dans
un segment plus grand est plus petit qu’un angle

droit , et celui qui est compris dans un segment
moindre est plus grand qu’un angle droit. L’an-

gle d’un. plus grand segment est plus grand qu’un

angle droit, et celui d’un segment moindre est

plus petit qu’un angle droit. I L
Soit un cercle ABCD (fig. dont le diæ

mètre est BC et le centre le pointE; menez les
droites BA, AC, AD, DC : je dis que l’angle
qui est compris dans le demi-cercle BA C est
droit; que l’angle compris dans le segment ABC
plus grand qu’un demi-cercle , savoir, l’angle

ABC est plus petit qu’un angle droit , et que
l’angle compris dans le segment ADC plus petit

L
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qu’un demi-cercle , savoir , l’angle ADG est plus

grand qu’un angle droit.»

Conduisez la droite AE, et prolongez BAvers F.
Puisque la droite B E est égale à la droite EA ,

l’angle EAB sera égal à l’angle EBA ( pr0p. 5. 1).

De plus, puisque la droite EA est égale à la
droite EC , l’angle ACE sera égal à l’angle CAE :

donc l’angle total BAC est égal aux deux angles

ABC , ACB ; mais l’angle extérieur FAC du
triangle ABC est égal aux deux angles ABC ,
ACB (pr0p. 52. 1) : donc l’angle BAC est égal

à l’angle FAC z donc chacun de ces angles est
droit (pr0p. 10. I) :donc l’angle BAC , compris
dans le demi-cercle BAC , est droit.

t Puisque les deux angles ABC, BAC du trian-

gle AB C sont plus petits que deux droits
( pr0p. I7. I ) , et que l’angle BAC est droit,

l’angle ABC sera plus petit qu’un angle droit,

et cet angle est compris dans le segment ABC
plus grand qu’un demi-cercle.

Puisque le quadrilatère AB C D est placé
dans un cercle , et que les angles opposés des
quadrilatères décrits dans les cercles sont égaux

à deux angles droits (pr0p. 22. 5) , les angles
ABC , ADC sont égaux à deux angles droits;
mais l’angle ABC est plus petit qu’un angle
droit : donc l’angle restant ADC est plus grand
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qu’un angle droit , ct cet angle est compris; dans .

le segment ADC plus petit qu’un demi-cercle.
Je dis en outre que l’angle d’un plus grand

segment, compris par l’arc ABC et la droite
AC, est plus grand qu’un angle droit, et que
l’angle d’un segment moindre , compris par
l’arc ADC et la droite AC , est moindre qu’un

angle droit, et cela est certainement évident;
car puisque l’angle compris par les droites BA ,

AC est droit, l’angle compris par l’arc ABC et

la droite AC sera plus grand qu’un angle droit.
De plus, puisque l’angle compris par les droites

C A , AF est droit, l’angle compris par la droite
CA et l’arc ADC sera plus petit qu’un angle droit.

Donc , dans un cercle , l’angle compris dans

un demi-cercle est droit; celui est compris
dans un plus grand segment est plus petit qu’un

angle droit , et celui qui est compris dans un
segment plus petit est plus grand qu’un angle
droit. De plus, l’angle d’un plus grand segment

est plus grand qu’un angle droit, et l’angle
d’un segment moindre est plus petit; ce qu’il

falloit démontrer. ’
AUTREMENT.

On démontre que l’angle BAC est droit ,
que l’angle AEC est double de l’angle B AB.,

2
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car il est égal aux deux angles intérieurs et
opposés ( pr0p. 52. I ); mais l’angle AEB est
double de l’angle EAC : donc les angles AEB,
AEC seront doubles de l’angle BAC ; mais les
angles AEB , AEC sont égaux à deux angles
droits (pr0p. 15. 1) : donc l’angle ABC est
droit; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
De là il suit manifestement que ,si l’un des

angles d’un triangle est égal aux deux autres ,

cet angle sgra droit, parce que son angle de
suite est égal aux deux autres; or quand deux
angles, de suite sont égaux, ces deux angles
sont droits l’un et l’autre (déf. 10. r

PRO-POSITION XXXII.
THÉORÈME.

Si une droite touche la circonférence d’un cercle,

et si du point de contact on conduit une corde ,
les angles que cette corde fait avec la tangente
seront égaux aux angles qui sont placés dans

les segmens alternes du cercle.

Que la droite EF (fig. 95) touche la circon-
férence du cercle ABCD au point B, et que
du point B soit conduite la corde BD d’une ma-
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nîère quelconque : je dis que les angles que la
corde B D fait avec la tangente EF sont égaux à

ceux qui sont compris dans les segmens alternes
du cercle ; c’est-à-dire que l’angle FBD est égal

à l’angle compris dans le segment DAB , et que

l’angle EBD est égal à l’angle est compris
dans le segment DCB.’

D’un point B conduisez la droite BA perpen-

diculaire sur EF (pr0p. I i. 1 ), et dans l’arc
BD prenez un point quelconque C et menez les
cordes AD , DC, CB.

Puisque la droite EF touche la circonférence
du cercle ABCD au point B , et que la droite BA
a été menée du point de contact B perpendicu-

laire sur la tangente EF, le centre du cercle
ABCD sera placé sur la droite BA(prop. 19. 5) :
donc l’angle ADB , compris dans le demi-cercle ,

est droit (pr0p. 51 . 5) : donc les angles restans
BAD, ABD sont égaux à un angle droit; mais
l’angle AEF est droit par construction : donc
l’angle AEF est égal aux angles BAD, ABD
(ax. 10) z donc si on retranche l’angle com-
mun ABD , l’angle restant DBF est égal à celui

qui est compris dans le segment alterne du
cercle , c’est-à-dire à l’angle. BA D. Actuelle-

ment , puisque le quadrilatère ABC D est insd
crit dans le cercle , ses angles opposés sont

’ 5
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égaux à deux droits (pr0p. 22. 5) : donc les
angles DBF, DBE seront égaux aux angles
BAD, BCD (pr0p. 15. I ); mais on a démou-
’tré que l’angle BAD est égal à l’angle DBF:

donc l’angle restant DBE sera égal à celui qui

est compris dans le segment alterne du cercle
DCB, c’est-à-dire à l’angle DCB.

Donc si une droite touche la circonférence
d’un cercle , et si du point de contact on con-
duit une corde, les angles que cette corde fera
avec la tangente seront égaux à ceux qui sont
compris dans les segmens alternes; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIII.
THÉORÈME.

Sur une droite donnée, décrire un segment de
cercle qui reçoive un angle égal à un angle
donné.

Soit AB (fig. 96, 97,98) la droite donnée
et C l’angle donné : il faut sur la droite donnée

ÀB décrire un segment de cercle qui reçoive
un angle égal à l’angleldonné C. L’angle C est

aigu ou droit ou obtus.
’ Supposons d’abord que cet angle soit aigu ,

cumule dans la figure 96; sur la droite AB et
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au point A construisez un angle BAD égal à
l’angle C (pr0p. 25. 1) ; l’angle BAD sera aigu.

Du point A conduisez la droite A E perpendicu-
laire sur la droite AD (pr0p. 1 i . 1) ; partagez AB
en deux parties égales au point F ( pr0p. 10. i),
et du point F conduisez la droite FG perpendi-

’ culaire sur la droite AB , et menez la droite GB.
Puisque la droite AF est égale à la droite FB et

que la droite FG est commune , les deux droites
AF, F G sont égales aux deux droites FB , FG;
l’angle AFG est égal à l’angle GFB : donc la base

AG est égale à la base GB (pr0p. 4. I) : donc
la circonférence décrite du centre G et avec
l’intervalle AG passera par le point B. Décri-

vez cette circonférence et qu’elle soit ABE ,

et menez la droite EB. Puisque du point A ,
extrémité du diamètre AE, on a conduit sur

la droite AE une perpendiculaire AD , cette
perpendiculaire AD touchera la circonférence
( pr0p. I 6. 5) ; et puisque la droite AD touche la
circonférence du cercle ABE , et que du point
de contact qui est en A on a conduit une carde
AB, l’angle DAB sera égala l’angle est dans

le segment alterne du cercle ( pr0p. 52. 5);
c’est-à-dire à l’angle AEB; mais l’angle DAB est

I égal à l’angle C : donc l’angle C sera égal à l’au-

gle AEB : donc sur la droite donnée AB, on à!
4
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décrit un segment de cercle AEB reçoit un
angle AEB égal à l’angle donné C.

Supposons ensuite que l’angle C soit droit ,
et qu’il faille décrire sur la droite AB un seg-
ment de cercle reçoive un angle égal à l’an-

gle droit C. Construisez un angle. BAD égal à
l’angle droit C (pr0p. 25. 1 ), comme dans la
figure 97; partagez la droite AB en deux parties
égalesau point F ( pr0p. 10. 1), et du centre F
et avec un intervalle égal à l’une ou à l’autre des

droites AF, FB, décrivez la circonférence de
cercle A E B. La droite A D est tangente à la cir-
conférence ABE (pr0p. 16. 5) , parce que l’an-
gle BAD est droit , et l’angle BAD est égal à l’an-

gle qui est compris dans le segment AEB , car
cet angle est droit , puisqu’il est compris dans
un demi-cercle ( pr0p. 5 1 . 5); mais l’angle BAD

est égal à l’angle C : donc on a décrit sur la

droite AB un segment de cercle AEB reçoit
un angle égal à l’angle droit C.

Enfin que l’angle C (fig. 98) soit obtus ;
sur la droite AB et au point A construisez un
angle B A D égal à l’angle C , comme dans la

figure 98 (pr0p. 25. 1), et conduisez la droite
AE perpendiculaire à la droite AD ( pr0p. 1 1 . 1) ;
partagez la droite AB en deux parties égales au
point F (pr0p. 1o. i); conduisez sur AB la per-
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pendiculaire FG, et menez la droite GB. Puis-
que la droite AF est égale à la droite FB et que la

droite F G est commune, les deux droites FG ,
AG sont égales aux deux droites BG, FG; mais
l’angle AFG est égal à l’angle GFB : donc la base

AC est égale à la base GB (prop.4. 1) : donc
la circonférence de cercle décrite du point G
avec l’intervalle AG passera par le point B. Que

cette circonférence ait la position AEB; puis-
qu’on a mené la droite A D perpendiculaire
à l’extrémité du diamètre AE , la droite AD

touchera la circonférence (pr0p. 16. 5), et
parce que la droite AB a été menée du point

de contact est en A , l’angle BAD est égal
à celui qui est compris dans le segment alterne
du cercle. Mais l’angle BAD est égal à l’angle

C : donc l’angle qui est dans le segment AHB
sera égal à l’angle C : donc on a décrit sur la

droite AB un segment de cercle AEB qui reçoit
un angle égal à l’angle C; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXIV.

raonntxx.
D’un cercle donné, retrancher un segment qui

reçoive un angle égal à un angle donné.

Soit’ABC (fig. 99) le cercle donné, et D
l’angle donné : il faut du cercle ABC retran-
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cher un segment qui reçoive un angle égal ’a ’
l’angle donné D.

Menez une droite EF qui touche le cercle
ABC au point B (pr0p. 17. 5), et sur la droite
FE et au point B , pris dans cette droite , faites
l’angle FBC égal à l’angle D (pr0p. 25. 1).

’ Puisque la droite EF touche le cercle ABC
et que la droite BC a été menée du point de
contact B , l’angle FBC sera égal à celui qui est

compris dans le segment alterne du cercle B AC
( pr0p. 52. 5) ; mais l’angle FBC est égal à l’an-

gle D : donc l’angle qui est compris dans le seg-
ment BAC sera égal à l’angle D.

Donc d’un cercle donné ABC on a retran-
ché le segment BAC qui reçoit un angle égal
à l’angle donné D; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXV.
THÉORÈME.

Si dans un cercle, (leur cordes se coupent mutuel-
lement, le rectangle compris sous les segmens
de l’une de ces cordes est égal au rectangle

compris sous les segmens de l’autre.

Que dans le cercle ABCD (fig. 100) les deux
cordes AC , BD se coupent mutuellement. au p
point E : je dis que le rectangle compris sous
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les droitesAE, EC est égal à celui qui est
compris sous les droites DE , EB.

Si les droites AC , B D passent par le cantre,
de manière que le point E soit le centre du
cercle ABCD , il est évident que les. droites
AE, EC , DE, EB étant égales , le rectangle
compris sous les droites AE, EC est égal à
celui qui est compris sous les droites DE , EB.

Si les droites AC , DE (fig. 101) ne passent
pas par le centre, prenez le centre du cercle
ABCD (pr0p. 1. 5) , que ce centre soit le
point F; du centre F conduisez les droites F G ,
FH perpendiculaires sur les droites AC , DE
(pr0p. in. 1), et menez les droites FB, FC, FE.

Puisque la droite GF menée par le centre
est perpendiculaire sur la droite AC n’est
pas menée par le centre , la droite GF coupe
la droite AC à angle droit, et la partage en
deux parties égales ( pr0p. 5. 5) z, donc la droite
AG est égale à la droite GC. Puisque la droite
AC est coupée en deux parties égales au point G,

et en deux parties inégales au point E , le rec-
tangle compris sous les droites AE, EC, avec
le quarré de GE , est égal au quai-ré de GC

(pr0p. 5. a) : donc si nousajoutons à ces quan-
tités le quarré de G F, le rectangle compris sous

les droites AE, EC , avec les quarrés de GE ,
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GF, est égal aux quarrés de CG, CF. Mais
le quarré de FE est égal aux quarrés de EG , A

GF (pr0p. 47. 1), et le quarré de FC égal aux

quarrés de CG, GF : donc le rectangle com-
pris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de FE, est égal au quarré de FC. Or la droite
FC est égale à la droite FB : donc le rectangle
compris sous les droites AE, EG, avec le quarré
de EF, est égal au quarré de FB. Par la même
raison le rectangle compris sous les droites DE,
EB, avec le quarré de F E, est égal au quarré

de FB. Mais on a démontré que le rectangle
compris sous les droites AE, EC,’avec le quarré

de FE , est égal au quarré de FB : donc le rec-

tangle compris sous les droites AE, EC, avec le
quarré de FE, est égal au rectangle compris
sous les droites DE, EB, avec le quarré de FE:

donc si on retranche le quarré de FE , qui est
commun , le rectangle restant compris sous AE,
EC sera égal au rectangle restant compris sous
DE, EB.

Donc si dans un cercle deux cordes se cou-
peut mutuellement , le rectangle compris sous
les segmens de l’une sera égal au rectangle
compris sous les segmens de l’autre; ce qu’il
falloit démontrer.
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PROPOSITION X-XXVI.
THÉORÈME.

Si l’on prend un point quelconque hors d’un cer-

cle, et si de ce point on mène deux droites dont
l’une coupe le cercle et dont l’autre lui soit tan-

gente, le rectangle compris sous la sécante en-
tière et le segment extérieur qui est intercepté

par ce point et l’arc convexe sera égal au
quarré de la tangente.

Que hors du cercle ABC 102) soit pris
un point quelconque D, et que de. ce point
soient menées deux droites DCA, DB; que la
droite DCA coupe le cercle ABC, et que la
droite AB lui soit tangente : je dis que le rec-
tangle compris sous AD, DC est égal au quarré

de DB, soit que la droite DCA passe par le
centre ou non.

Supposons d’abord qu’elle passe par le centre

du cercle ABC , et que ce centre soit le point F ;
menez la droite FB. L’angle FBD sera droit
(pr0p. 1 8. 5). Puisque la droite AC est coupée
en deux parties égales au point F et que la
droite C D lui est ajoutée , le rectangle compris
sans les droites AD, DC , avec le quarré de FC,
sera égal au quarré de FD (pr0p. 6. a); mais
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la droite FC est égale à la droite FB : donc le

’ rectangle compris sous AD , DC , avec le quarré
de FB , est égal au quarré de F D; mais le quarré

de F D est égal aux quarrés des droites FB , B D

( pr0p. 47. 1), car l’angle FBD est droit : donc

le rectangle compris sous AD , DC , avec le
quarré de FB , est égal aux quarrés des droites

FB , BD. Donc si on retranche le quarré de FB,
qui est commun , le rectangle compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré de la tan-

gente DB. »Supposons à présent que la droite D C A
(fig. 105) ne passe pas par le centre du cercle
ABC; prenons le centre E, et du point E con-
duisons sur la droite AC la perpendiculaire EF
(pr0p. 12. 1), et menons les droites EB, EC, ED.
Puisque l’angle EFD est droit, et que la droite
EF menée par le centre coupe à angles droits
la droite AC qui n’est pas menée par le centre,

la droite EF coupera la droite AC en deux
parties égales (pr0p. 5. 5.) : donc la droite AF

est égale à la droite FC. De plus, puisque la
droite AC est coupée en deux parties égales au

point F et que la droite CD lui est ajoutée , le
rectangle compris sous les droites AD, DC, avec
le quarré de FC, sera égal au quarré de FD
(prop.6. 2) : donc si on ajoute à ces deux quan-
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tités le quarré de FE , le rectangle compris sous

les droites AD, DC , avec les quarrés des droites
CF, FE, est égal aux quarrés de DF, FE. Mais
le quarré de DE est égal aux quarrés de DF, FE

( pr0p. ’47. 1), car l’angle EF D est droit, et le

quarré de CE est égal aux quarrés CF, FE :

donc le rectangle compris sous les droites AD ,
DC, avec le quarré de CE, est égal au quarré

de ED; mais la droite CE est égale à la droite
EB : donc le rectangle compris sous les droites
AD, DC, avec le quarré de EB, est égal au
quarré de ED; mais les quarrés de EB, BD
sont égaux au quarré de E’D (pr0p. 47. 1),
puisque l’angle EB D est droit : d0nc le rectanç

gle compris sous les droites AD, DC , avec le
quarré de EB , est égal aux quarrés de EB , BD:

donc si on retranche le quarré de EB, qui est
commun , le rectangle restant compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré de DB.

Donc si hors du cercle on prend un point .
quelconque, et si de ce point on mène deux
droites dont l’une coupe le cercle et dont l’autre

lui soit tangente, le rectangle compris sous la
sécante entière et le segment extérieur qui est
intercepté par ce point et l’arc convexe sera
égal au quarré de la tangente; ce qu’il falloit

démontrer. -
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PROPOSITION XXXVII.
T n é à a Ê m 1:.

Si l’on prend un point quelconque hors d’un ccr- ’

cle, et si de ce point on mène deux droites dont
l’une coupe le cercle et dont l’autre tombe sur

sa circonférence, et si le rectangle compris sous
la sécante totale et le segment extérieur inter-
cepté entre ce point et l’arc convexe est égal

au quarré de la droite qui tombe sur la circon-
férence, cette dernière droite sera tangente à
la circonférence.

Que hors du cercle ABC 104) soit pris
un point quelconque D , et que de ce point on
mène les deux droites DCA, DE dont la droite
DCA coupe le cercle et dont la droite DE
tombe sur sa circonférence ; si le rectangle
compris sous les droites AD, DC est égal au
quarré de DE : je dis que la droite DE est tan-
gente au cercle AB C. *

Conduisez la droite DE’de manière qu’elle

soit tangente au cercle ABC (pr0p. 17. 5 ) , et
prenez le centre du cercle ABC (pr0p. 1 . 5 ),
que le point F soit ce centre; menez les droites
FE, FE, FD; l’angle FED sera droit (pr0p. 1 8.

Puisque la droite DE touche le cercle ABC
et que la droite DCA la coupe, le rectangle
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compris sous AD, DC sera égal au quarré de DE

(pr0p. 56. 5); mais le rectangle compris sous
AD, DC est supposé égal au quarré de DE:
donc le quarré de DE sera égal au quarré de
DB, et par conséquent la droite DE sera égale
àla droite DE. Mais la droite FE est égale à la

droite FB : donc les deux droites DE, EF sont
égales aux deux droites DE, EF, et la base
FD est commune : donc l’angle DEF est égal
à l’angle DEF (pr0p. 8. 1) ; mais l’angle DEF

est droit : donc l’angle DBF est droit aussi;
mais la droite FB prolongée est un diamètre ,
et la droite qui est perpendiculaire à l’extré-

mité d’un diamètre est tangente au cercle
. (pr0p. 16. 5 On démontreroit la même chose
si le centre étoit placé sur la droite AC.

Donc si l’on prend un point quelconque hors

d’un cercle, et si de ce point on mène deux
droites dont l’une coupe le cercle et dont l’autre

tombe sur la circonférence , et si le rectangle
compris sous la, sécante totale et le segment exté-

rieur intercepté par ce point et l’arc convexe
est égal au quarré de la droite tombe sur la cir-
conférence , cette dernière droite sera tangente
à la circonférence; ce qu’il falloit démontrer.

FIN nu TROISIÈME 1.1vnn.

M
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v w --LIVRE IV.
DÉFINITION&

1 . UNE figure rectiligne est dite inscrite dans
une figure rectiligne , lorsque chaque angle de

l la figure inscrite touche chaque côté de celle
dans laquelle elle est inscrite.

a. Semblablement une figure est dite cir-
conscrite autour d’une figure , lorsque chaque
côté de la figure circonscrite touche chaque
angle de la ligure autour de laquelle elle est

circonscrite. v "
5. Une figure rectiligne est dite inscrite dans

un cercle, lorsque chaque angle de laUfigure
inscrite touche la circonférence de ce cercle.

4. Une figure rectiligne est dite Circonscrite
autour d’un cercle, lorsque chaque côté de la

figure circonscrite touche la circonférence de
ce Cercle.

5. Semblablement un cercle est dit inscrit
dans une figure rectiligne , lorsque la circonfé-
rence du cercle touche chaque côté de la figure
dans laquelle elle est inscrite.
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6. Un cercle est dit circonscrit autour d’une

figure rectiligne , lorsque la circonférence du
cercle touche chaque angle de la figure autour

de laquelle elle est circonscrite. v
7 . Une droite est dite appliquée dans un cer-

cle, lorsque ses extrémités sont dans la circon-
férence de ce cercle.

PROPOSITION PREMIÈRE.

P n o n L in! 1:.

Dans un cercle donné, appliquer une droite-égale

à une droite donnée qui ne soit pas plus grande
que le diamètre;

Soit ABC (fig. :05) le cercle donné, et D la
droite donnée moins grande que le diamètre de

ce cercle : il faut dans le cercle ABC appliquer

une droite égale à la droite D. t
Conduisez le diamètre BC du cercle ABC.

Si la droite BC est égale à la drOite D , on a déjà

fait ce que l’on proposoit; car on a appliqué
. pdans le cercle ABC une drOite égale à la droite

D. Si, au contraire , la droite BC est plus grande
que la droite D, faites la droite CE égale à la
droite D (pr0p. 5. I ), et du centre C et avec
l’intervalle CE décrivez la circonférence AEF

(dem. 5) , et conduisez la droite CA (dem. I).
a
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Puisque le point C est le centre du cercle

AEF, la droite CA sera égale à la droite CE;
mais la droite D est égale à la droite CE : donc

d’la droite D sera égale à la droite CA.

Donc dans le cercle donné ABC on a appli-
qué la droite C A égale à la droite donnée D qui

est moindre que son diamètre ; ce qu’il falloit

faire. IPROPOSITION Il.
PROBLÈME.

Dans un cercle donné, inscrire un triangle qui
soit équiangle avec untriangle donné.

Soit ABC (fig. 106) le cercle donné et DEF
le triangle donné : il faut dans le cercle ABC
inscrire un triangle qui soit équiangle avec le

triangle donné DEF. »
Conduisez la droite GAH de manière qu’ell

touche le cercle ABC au point A, et» sur la
droite AH et au point A faites l’angle HAC égal

à l’angle DEF (pr0p. 25. I De plus , sur la
droite GA et au point A faites l’angle CAB égal

à l’angle FDE, et menez la droite BC.

Puisque la droite HAG touche le cercle ABC
et que la droite AC a été menée du point de
contact, l’angle HAC est égal à celui qui est
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placé. dans le segment alterne du cercle, c’est-
à-dire à l’angle ABC ( pr0p. 52. 5); mais l’an--

gle BAC est égal à l’angle DEF : donc l’angle

ABC est égal à l’angle DEF. Par la même
raison l’angle AGB est égal à l’angle FDE:
donc l’angle restant BAC sera égal à l’angle res-I

tant EFD (pr0p. 52. I) : donc le triangle ABC
est équiangle avec le triangle DE F, et il est
inscrit dans le cercle ABC ( défi 5. 4).

Donc dans le cercle donné on a inscrit un
triangle équiangle avec un triangle donné; ce
qu’il falloit faire.

PROPOSITION 111;

Paontinu.
Juour d’un cercle circonscrire un triangle

équiangle avec un triangle donné.

Soit ABC ( fig. 107) le cercle donné et DEF
le triangle donné : il faut autour du cercle ABC
circonscrire un triangle équiangle avec le trian-
gle donné D E F.

Prolongez la droite EF de part et d’autre
vers les points H , G (dem. a) , prenez le centre
K du cercle ABC ( pr0p. I . 5) ; conduisez d’une
manière quelconque lardroite KB , faites sur la
droite KB et au point .K un angle BKA égal à

5
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l’angle DEG, et l’angle BKC égal à l’angle DFH

(pr0p. 25 . I) ; par les pointsA ,B , C conduisez les
droites LAM , MEN , NCL de manière qu’elles

soient tangentes au cercle ABC ( pr0p. I7. 5
Puisque les droites LM, MN, NL touchent

le cercle ABC aux points A, B, C et que les
droites KA, EB,, KC 30m menées du centre K
aux points A, B, C, les angles seront droits aux
points A, B , C (pr0p. 18. 5); et puisque les
quatre angles du quadrilatère AMBK sont égaux

à quatre angles droits (pr0p. 52. r), car ce qua-
drilatère peut se diviser en deux triangles; mais
parmi les angles de ce quadrilatère , les angles
KAM , KBM sont droits : donc les angles restans
A K B , A M B seront égaux à deux angles droits;

mais les angles DEG, DEF sont égaux à deux
droits(prop. 1 5. I) : donc les anglesAKB, AMB

’ sont égaux aux angles DEG , DE F; mais l’angle

D EG est égal à l’angle AKB: donc l’angle res-

tant AMB sera égal à l’angle restant DE F. Nous

démontrerons semblablement que l’angle LNM .
est égal à l’angle DFE : donq l’angle restant

MLN est égal à l’angle EDF (pr0p. 52. 1):
donc le triangle LMN est équiangle avec le

r triangle DEF, et il est circonscrit autour du
cercle ABC (défi . .

’Donc un triangle équiangle avec un triangle
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donnéa été circonscrit autour du cercle donné;

ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION IV.
.PROBLÈME.

Inscrire une circonférence de cercle dans
un triangle donné.

Soit ABC (fig. 108) le triangle donnétil
faut dans le triangle ABC inscrire un cercle. "

Partagez en deux’ parties égales les angles
ABC, BCA par les ’droites’BD’, CD qui se

rencontrent au point D, et du point ’D con-
duisez sur les droites AB , BC, CA les perpenï
diculaires DE, DF, DG (prop. la. 1).

Puisque l’angle AB D est égal à l’angle CBD,

car l’angle ABC a été partagé en deux parties

égales , et que l’angle droit BE est égal à l’anà

gle droit BFD, les deux triangles EBD, DBF
auront deux angles égaux. à deux angles et un
côté égal à un côté, car BD ,’qui est opposée) deux

angleségaux", est commun : donc ils auront les
autres côtés égaux aux autres côtés( pr0p. 26. t):

’dO’nc le côté DE sera égaî’au côté DF Par la

même raison2 le côté DG sera égal au côté

(limera circonférence décrite du point D avec
un intervalle égal à une des droites DE, DF,

’ 4
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DG passera par les autres points et touchera les
droites AB , BC , CA, parce que. les angles sont
droits en E, F,.G; car si cette circonférence
coupoit ces droites, la perpendiculaire à l’ex-
trémité d’un diamètre tomberoit dans le cer-

cle; ce qui est absurde ( pr0p.’16. 5). Donc
la circonférence décrite du point D avec un
intervalle égal à une des droites DE, DF, DG
ne coupera point les droites AB, BC, CA : donc
elle les touchera , et cette circonférence sera
inscrite dans le triangle ABC (déf. 5. 4).
Donc dans le triangle, donné ABC on a ins- l
crit la circonférence de cercle EFG; ce qu’il

falloitfaire. v
PROPOSITION v.

PROBLÈME.

[lutant d’un triangle donné décrire une circonl-

I férence décercle. - y g U
Soit AB C( fig. 107) le triangle donné :il faut

autour du triangle donné AB C décrire une cig-

Iconférence de cercle. a .;
Partagez les côtés AB, AC en deux parties

égales aux points D , E (pr0p. Io. I).,,et1des
points D, E conduisez sur les droites AB,.AIC
les perpendiculaires DF, EF (pr0p. n. 1); ’
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ces perpendiculaires se rencontreront ou dans
le. triangle ABC , ou-dans la droite B C , ou hors

du triangle ABC. -’sSupposons d’abord que ces perpendiculaires

se rencontrent dans le triangle au point F;
menez les droites BF, FC , FA; puisque la
droite Al) est égale à la droite DB, et que la
perpendiculaire DF est commune , la base AF
sera égale à la base FB (pr0p. 4. 1). NOM dé-

montrerons semblablement que la droite C F
est égale à la droite : donc la droiteBF est
égale à la droite FC : donc les trois droites FA ,
FB, F C sont égales entr’elles : donc si du centre

F et avec un intervalle égal à une desdroites
EB, FC on décrit une circonférence, cette
circonférence passera par les.autres points, et
cette circonférence sera décrite autour du trian-
gle ABC (déf. 6.4); décrirez la circonférence

.AEC, . . ’. (gaâupposons actuellement que les droites D F,
;EF(se5rencontrentdans la droite BC et au point F,

flemme dans la figare 108 5 menez la droite AF.
eNousdéninnuerons semblablement que le point
F est le Centre de ’la circonférence circonscrite

auteur «laminage ABC. . -
r SWPOSQDSIenfin que les droites DF , EF se
rallpflnkentêhors du triangle ABC , au point F.
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comme dans la ligure 109; menez les droites
AF, FB , FC. Puisque laldroite AD est égalai;

la droite DB et que la perpendiculairetDF est
commune, la base AF sera égale à la base FB
( pr0p. 4. 1 Nous démontreronsssemblable-
ment que la droite CF est-égale à la droite FA:

donc ladroite BFI est égale à la droite FC:
donc si du centre F et avec un intervalle égal
à une des droites F A, FB , FC on décrit une
Circonférence, elle passera par les autres points,
et cette ciréonférenCe sera circonscrite autour
du triangle ABC; décrivez donc la circonfé-

rence ABC.I w ï. HDonc’une circonférence de cercle a été cir-

conscrite autour du triangle donné; ses qu’il

falloit faire. . . .- v v 7 t
"L tt’trittJCOROLLAIRE-n

Il est évident que si le centre du cercle tombe
dans letrianglel, et si l’angle ABC est compris dans
un segmentplus grand qu’un demi-cercle”,’”c.ét

angle sera moindre qu’un angle droit. Si lecentre
du cercle tombe sur’la droite B G , si Cet angle est

compris dans un demi-cercle , cet’an’gle sera.

droit; si enfin le centre du. cerlGle tombe WËdu
triangle ABC , et si cet: angle’estè-eotnpris-tlans

un segment pluspetit qu’un demi ventileuse
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angle sera plus grand qu’un angle droit : donc si
le triangle donné est acutangle,les droites DF,EF

se rencontreront dans le triangle ; si ce triangle
a un angle droit B A C , les droites se rencontre-u
ront dans la droite BC ; si enfin cet angle a un
angle obtus , ces droites se rencontreront hors
dutriangleABC.

PROPOSITION V1.
PROBLÈME.

Décrire un quarré dans un cercle donné.

Soit ABCD (fig. 110) le cercle donné : il
faut décrire un quarré dans le cercle ABCD.

COnduisez les diamètres AG, BD du cercle
ABCD de manière qu’ils soient perpendicu-
laires l’un sur l’autre ( pr0p. I I . 1 ); menez les

droites AB, BC, CD, DA.
Puisque la droite BE est égale à la droite ED,

car le point E est le centre , et que la droite. EA
est commune et perpendiculaire sur B D , la
base AB sera égale à la Lbase AD (prop.4.1).
Par la même raison , chacune des droites BC, Cl)
est égale a chacune des droites BA , AD :- donc le

quadrilatère ABCD est équilatère. Je dis aussi
qu’il est rectangulaire ; car puisque la lignedroite

BD est un diamètre du cercle ABC D, la figure
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DAD sera un demi-cercle : donc l’angle BAD
est droit ( pr0p. 51. 1 ); par la même raison
chacun des angles ABC , BC D,’ CDA sera droit

aussi : donc le quadrilatère ABCD est rectan-
gulaire; mais on a démontré qu’il est équila-

tère : donc ce quadrilatère est un quarré , et ce
quarré est inscrit dans le cercle ABC D.

Donc on a inscrit le quarré ABCD dans le
cercle donné ABCD ; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VIL
thoaLàmn.

Circonscrire un quarré à un cercle donné.

Soit ABCD (fig. 111) le cercle donné : il
faut circonscrire un quarré autour du cercle
AB C D.

Conduisez dans le cercle ABCD les deux
diamètres AC , BD de manière qu’ils soient per-

pendiculaires l’un sur l’autre; et par les points

A, B,’ C, D conduisez les droites FG, GH,
HK, ÇKF de manière qu’elles soient tangentes

du cercle ABCD (pr0p. 17. 5 V
Puisque la droite FG est tangente du cercle

ABCD, et que la droite ’EA a été conduite du

centre E au point de contact est en A , les
angles seront droits en A ( pr0p. 18. 5 Par la
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même raison les angles seront droits en B, C, D.
Puisque l’angle AEB est droit et que l’angle

EBG est droit aussi, la droite CH sera paral-
lèle à la droite AC ( pr0p. 28. 1 Par la même
raison la droite AC est parallèle à la droite FK.
Nous démontrerons semblablement que l’une et
l’autre des droitesGF, HK est parallèle ’a la droite

BED :-donc les figures GB., CC, AK, FB,
8K sont des parallélogrammes : donc la droite
CF est égale à la droite HK (pr0p. 54. 1), et
la droite GH égale à la droite FK; et puisque
la droite AC est égale à la droite BD, que la
droite AC est égale à l’une et à l’autre des

droites GH , FH, et que la droite BD est égale
à l’une et à l’autre des droites GF, HK, les

droites GH , F K seront égales aux droites GF,
HK : donc le quadrilatère F GHK est équila-
tère , et je dis qu’il est rectangulaire; car puisque

le quadrilatère GBEA est un parallélogramme,
et que l’angle AEB est droit , l’angle AGB
sera droit aussi (pr0p. 54. 1). Nous démon-
trerons semblablement que les angles qui sont
placés vers les points H , K, F sont désangles
droits: donc le quadrilatère F G-HK est rec-
tangle. Mais on a démontré qu’il est équilatère 3

donc le quadrilatère est un quarré , et il est cir-

conscrit autour du cercle ABCD.



                                                                     

190 É L Ë M E N s
Donc on a circonscrit un quarré autour du

cercle donné; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VIII.
PROBLË’ME.

l

. Inscrire un cercle dans un quarré donné.

Soit ABCD (fig. 112) le quarré donné : il
faut inscrire un cercle dans le quarré ABC D.

Coupez en deux parties égales l’une et l’autre

des droite-s AB, AD aux points F, E (pr0p. 10. I),
et par le point’E conduisez ladroite EH parallèleà
l’une et à l’autre des droites AB, CD (pr0p. 5 1 . I),

et par le point F conduisez aussi la droite FK
parallèle à l’une et à l’autre des droites AD,

BC : donc chacune des figures AE, KB, AH,
HD, AG, GC, ’BG, GD est un parallélogramme ,

et leurs côtés Opposés sont égaux (pr0p. 54. 1).

Puisque la droite AD est égale à la droite AB ,

que la droite AE est la moitié de AD et la
droite AF la moitié de AB, la droite AE sera
égale à la droite AF. Mais les côtés qui leur

sont opposés sont égaux: donc la droite FG
est égale à la droite GE. Nous démontrerons

semblablement que les droites GH, GK sont
égales aux droites FG, GE , chacune à cha-
cune : donc les quatre droites GE, GF, GH, A
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6K sont égales entr’elles: donc le cercle dé-

crit du centre G avec un intervalle égal à une
des droites GE, G F, GH, GK passera par les
autres points, et sera tangent aux droites AB ,
BC, CD, DA, parce que les angles en E, F,
H , K sont droits; car si la circonférence cou- *
poit les droites AB , BC , C D , DA, la perpen-
diculaire à l’extrémité d’un diamètre entreroit

dans le cercle ; ce qui est absurde ( pr0p. 16. 5) :
donc la circonférence de cercle décrite du ceu-
tre G avec un intervalle égal à une des droites
GE , G F , G H ,- G K ne coupera point les droites

AB, BC , CD, DA: donc elle sera tangente à
ces droites, et elle sera inscrite dans le quarré

ABCD (déf.5.4). I
Donc on a inscrit une circonférence de cer-

cle dans le quarré donné; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION 1X.
PROBLÈME.

Circonscrire un cercle autour d’un quarré donné.

Soit ABCD (fig. 115) le quarré donné z il
faut autour de ce quarré ABCD circonscrire
une circonférence de cercle.

Menez les droites AC , BD qui se coupent
mutuellement au point E.
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Puisque la droite DA est égale à la droite

AB et que la droite AC est commune , les deux
droites DA, AC sont égales aux deux droites
B A,A C ; la base DC est égale à la base BC :donc
l’angle DAC est égal à l’angle BAC (pr0p. 8. 1):

donc l’angle DAB est coupé en deux parties
égales par la droite AC. Nous démontrerons

semblablement que chacun des angles ABC
BCD , CBA est coupé en deux parties égales
par les droites AC , DE : donc puisque l’angle
DAB est égal à l’angle ABC, que l’angle EAB

est la moitié de l’angle DAB , et l’angle EBA

la moitié de l’angle ABC , l’angle EAB sera
égal à l’angle EBA : donc le côté EA est égal

au côté EB (pr0p. 6. 1 Nous démontrerons
semblablement que les droites EC , ED sont
égales aux droites EA , EB , chacune à cha-
cune : donc les quatre droites EA , EB , EC,
ED sont égales entr’elles : donc la circonfé-

rence de cercle décrite du centre E avec un 1
intervalle égal à une des droites EA, EB, ED
passera par les autres points et elle sera circons-
crite autour du quarré ABC D ; circonscrivez le

cercle ABCD.
Donc on a circonscrit un cercle autour d’un

quarré donné; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION X.

ruoanèmn.
Construire un triangle isocèle qui ait chacun de:

angles de sa base double du troisième angle. ’

Soit la droite AB ( fig. l t4); que cette droite
soit coupée en un point C de manière que le
rectangle compris sous les droites AB, BC soit
égal au quarré de CA (pr0p. l I. a); du centre
A et avec l’intervalle AB décrivez la circonfé-

rence BDE (dem. 5); dans le cercle BDE
menez la corde B D égale à la droite AC est
moindre que le diamètre de ce cercle (pr0p. I . 4),

et ayant conduit les droites DA , DC , circons-
crivez la circonférence ACD autour du trian-

gle ACD (pr0p. 5. 4). I
Puisque le rectangle compris sous les droites

AB, BC est égal au quarré de la droite AC et
que la droite AC est égale à la droite BD, le
rectangle compris sous les droites AB , BC sera
égal au quarré de BD : puisque le point B est
pris’hors du cercle ACD et que du point B on
a mené un cercle ACD , les droites BC A ,p B D ,
dont. l’une coupe le cercle et dbnt l’autre ne le

coupe point, et puisque le rectangle compris
sous les droites AB , BC est égal au quarré de
B D, la droite BD sera tangente au cercle ACD

N ,
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(pr0p. 57. 5). Donc, puisque la droite BD est
tangente et que la corde DC a été menée du
point de contact D , l’angle BDC sera égal à

celui qui est compris dans le segment alterne du
cercle, c’est-à-dire àl’angle DAC (prop.5a. 5).

Mais , puisque l’angle BDC est égal à l’angle

DAC , si nous ajoutons un angle commun C DA,
l’angle total B DA sera égal aux deux angles
CDA, DAC. Mais l’angle extérieur BCD est
égal aux deux angles C DA, DAC ( pr0p. 5a. x): -
donc l’angle BDA est égal à l’angle BCD; mais

l’angle BDA est égal à l’angle CBD ( pr0p. 5. 1),

puisque le côté AD est égal au côté AB : donc

l’angle DBA sera égal à l’angle BCD : donc les

trois angles BDA, DBA, BCDsont égaux entre
eux; et puisque l’angle DBC est égal à l’angle Ï

BCD, le côté BD sera égal au côté DC(prop.6.1);

mais le côté BD est supposé égal au côté CA:

donc le, côtéch est égal au côté CD : donc
l’angle CDA est égal à l’angle DAC ( pr0p. 5. t) :

donc les angles CBA , DAC , pris ensemble , sont
double de l’angle DAC; mais l’angle BCD est

égal aux angles CDA, DAC ( pr0p. 52. 1): donc
l’angle BC D est double de l’angle DAC; mais

l’angle BCD est égal à chacun des aigles BDA ,

DBA : donc chacun des angles BDA , DBA est
» double de l’angle DAB.
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’ Donc on a construit un triangle isocèle ADB

dont chacun des angles de sa base BD est dou-
ble du troisième angle; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION Il.
rnonLtnz.

Dans un cercle donné, inscrire un pentagone
équilatéral et équiangle.

Soit ABCDE 1 x5) le cercle donné : il
faut inscrire dans ce cercle un pentagone équi-
latéral et équiangle.

Soit le triangle isocèle FCE, ayant chacun
des angles de sa base G, H double de l’angle F

(pr0p. 10. 4). Inscrivez dans le cercle ABCDE
un triangle ACD équiangle avec le triangle FGH ’

( pr0p. a. 4) , de manière que l’angle CAD’soit

égal à l’angle F, et de manière que chacun des

angles ACD, C DA soit égal à chacun des angles

G , H qui sont placés sur la base GH. Chacun des
angles ACD, CDA sera double de l’angle CAB.

Partagez chacun des angles ACD, CDA en deux
parties égales par les droites CE, D8 ( pr0p. g. 1),

et menez les droites AB , BC, DE, EA.
Puisque chacun des angles ACD , CDA est

double de l’angle CAD,’ et que chacun de ces
angles est coupé en deux parties égales par les

a
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droitesCEjDB, les cinq angles DAC, ACE,
ECD, CDB, BDA sont égaux entr’eux; mais
des angles égaux sont-appuyés sur des arcs égaux

(pr0p. 26. 5) : donc les cinq arcs AB , BC , CD ,
DE, EA’sont égaux; mais des cordes égales

soutendent des arcs égaux (pr0p. 29. 5) : donc

les cinq cordes AB, BC, CD, DE, EA sont
égales entr’elles : donc le pentagone ABCDE

» est équilatéral. Je dis qu’il est aussi équiangle;

car puisque l’arc’AB est. égal à l’arc DE , si

l l’on ajoute un arc commun BCD , l’arc total
ABCD sera égal à l’arc total EDCB. Or l’an»-

gle AED est appuyé sur l’arc ABCD et l’angle

BAE est appuyé sur l’arc EDCB : donc l’an-

gle BAE est égal à l’angle AED (pr0p. :17. 5);

’ par la même raison chacun des angles ABC,
BC D, CDE est égal à chacun des angles BAE ,
AED : donc le pentagone ABC DE est équian-
gle; mais il a été démontré qu’il est équilatéral.

Donc dans un cercle donné, on a inscrit un
pentagone équilatéral et équiangle ; ce qu’il

falloit faire.
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PROPOSITION X11.

pitonnant.
Circonscrire à. un cercle donné un pentagone.

équilatéral et équiangle.

Soit ABCDE (fig. 1 16) le cercle donné : il
faut à ce cercle cigconscrire un pentagone équie
latéral et équiangle. V

supposons que les points A, B, C, D,- E soient
les sommets des angles d’un pentagone inscrit
dans ce cercle ( pr0p. 1 1. 4) , de manière que
les arcs AB, BC, CD, DE, EA soient égaux;
parles points A, B , C , D , E, conduisez au
cercleles tangentes GH, HK, KL, LM, MG
( pr0p. 17. 5); et ayant pris le centre F du cer-
cle ABC DE ,’ menez les droites FE, FK, FG,

En, F1). - ’ . ,
’ Puisque. la droite RI. touche le cercle ABCDE

au point C,et que la-droitc FC aété menée
du centre F au point de contact C , la droite. F6

sera perpendiculaire sur KL ( pr0p. 18.3):
donc ’chacùn des angles FC K ,u FCL est droit;

chacun des angle-satin Je a, FOL, FDM
est droit par: la même raison. Puisqueo l’angle ’
F c a est droit , le quarré de la droite F’K- est égal

aux quarrés des droites-FCE, (il (pr0p.. 47. 1).
5
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Le quarré de la droite FK est égal aux quarrés

des droites F B , B K , par la même raison :
donc les quarrés des droites F C , F K sont
égaux aux quarrés des droites F B, EX; mais
le quarré de la droite FC est égal au quarré

de la droite FB :J donc le quarré restant de la
droite CR sera égal au quarré mâtant de la droite

3K à donc la droite C K est égale à la droite BK.

Puisque la droite FB est égale à la droite F C
et que la droite F K est commune , les deux
droites B F, F K sont égales aux deux droites
CF,F.K; mais lahase BKestégaleàlabaseCK:
donc l’angle BFK est égal à l’angle KF C , et l’an-

gle BK F à l’angle FKC (pr0p. 8. i): donc l’an-

gle BFC est double de l’angle KFC et l’angle

BKC double de l’angle FEC. Par la même raison
l’angle CFD est double de l’angle CFL , et l’an-

gle CLD double de l’angle CLF. Puisque l’arc
BC est égal à l’arc CD, l’angle BFC sera égal

à l’angle CF D (prop..27 . 5); mais l’angle B PC

est double de l’angle KF C, et l’angle DF C dou-

ble de l’angletL FC : donc l’angle KF C est égal

à: l’angle CFL :, donc les deux triangles F110,

FL C ont deux angles égaux à deux angles ,
chacune chacun , et; un côté égal à un côté ,

tpuisque le côté F6 leur est commun : donc ces
deux triangles ont leurs autres côtéségaux aux,



                                                                     

D’E U C la I D B. ÏŒ’
antres côtés , et l’angle .restant égal à l’angle res-

tant (prop. 26. t donc la droite KG est égale
à la droite CL , et l’angle F KG égal à l’angle FLC.

La droite KL sera double de la droite KG ,
puisque la droite KG est égale à la droite CL.
Par la même raison la droite HK sera double de
la droite B K. De plus , puisqu’on a démontré

que la droite DE. est égale à la droite-KG; que

la droite KL est double de la droite KCietlh
droiteBKdouble de la droitieBK, ladroite-HK
sera égale à la droiteeKL. Nous déniontrerona;

semblablementîque chacune. des droites 9H5
CM,- ML est égale à l’une ouà l’autre des droites

HK,:KŒ..: donc- le pentagone CBE-131W est,
éqîllhîâ’alb Je dis aussi qu’iltest équiangleçvèarï t

puisque Fangle FKC urétral à l’angle Fic,
et qu’on a démontré que l’angle HKL estdoua-J

bleide l’angle F KG et l’angle KLM double aussi
del’an’gle F L0, l’angle HKL sera égal à: l’anJ

gel-ELLE. Nous démontreronszlpar une raison
semblable que ehaeun des angles KHGyHGM
GMH estégala àl’üü and l’autre des angles è

KILM- ttdŒIé lésant; anglesuGHK, BEL, une;
LMG; «MGHï sentïégatix m’en! :. donc! tapent.

tagoüeiG, HKLM x’es’t équianglèi Roumains dëét

montré qu’il est équilatéral -,t et ilest’oirdonsçri’d

au cercle ABGDE;,cerqu’illalloit faire; 4.. a)
4
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"Il ’ Ô" .Pnô’nntnx.’ ’

’ l .- : , l . M, - i 1 , . .Paris un pentagone équilatéral et équiangle , ’

" i ’ l I ilucrire un cercle. I i
Soit ABCD E. (figul 17) le pentagëne équi-’

latéral îet équiangle donné : il faut inscrire un

cercledans le pentagone ABCDE. r l
.4 Panagezmhacun des angles BCD, CBE en deux

parties .égalœpar les droitesCF, DF (propag’. 1) ; r

et Huyoint F ou les deux droites GF, DF se rien-A.
comment,- menez les droites FB , .FÀ ; FE, Puis-4
que la’droite BC’ est’e’gde à la droite Cl) «que

ledroitèÆC est contmune , les deux divoites’BÇ,»

C F. dont égales aux deux droites IDC51ŒF; mais: ’

l’angle EGF est égalai-l’angle DCE r donc la

hase BF est égale. à ’la. base DF (uropLa4. ;
le triangle B F C est égal auatriangle DEF: et; les
autres angles qui soutendent des côtés égaux
dans ces dans: - triangles sont égaux entr’eux
(.pr’op. 4; 1)»: donc l’angle CBE Sera égal à.l’an4

glènC D F ; ’ et puisque d’angle ’C DE: esbdouble’

devl’langletCDE et que l’angle CBE est
àÎl’angle’ABC et CBE égala l’angleüBE,’

L’angle CBAsera double de l’angle CB flet pal!v

conséquent l’ange AEF semégalàllangle FBC :
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donc l’angle ABC est partagé en deux parties

égales par la droite BF. Nous démontrerons
semblablement que chacun des angles BAE,
AE D est partagé en deux parties égales par les

droites FA, FE. Actuellement du pointF con-v
duisez sur les droites AB, BC, CD, DE, EA
les perpendiculaires FG, FH , .F K, FL, FM.
Puisque l’angle HGF est égala l’angle KCE et

que l’angle droit F HG est égal à l’angle droit

FISC, les deux triangles FHC, FKC- amont
deux angles égaux à deux angles et un côté
égal ’a un côté; savoir , le côté commun FC

soutend un des angles égaux”: donc ces deux
triangles auront-lesîan’tres côtés égaux aux autres

côtés ( pr0p. nô. 1), et la perpendiculaire FH sera
égale à la perpendiculaire FK. On démontrera

semblablement chacune-des droites FL,
FM , FG esLégale à l’unepu a l’autre-des droites

FH,, : donc les droites FG,-PH; 13K;
FL , FM sont égales entr’elles : donc si, du
centre F et. avec un intervalle égal la une des
droites FG, FH, FSaLFL, 913 déprittune
circonférence. de. m9184, cette çirçoafémnçe

passera. saphismes 96m..et ioucher’aleê

dËPÎÊÇS’ÀB a BC,, QI), BA, Pans 31181133
angle; sont (imita enGrH , 18L 5M; en effet. si ’
au. liarde humecta .3119 les murait); lares-



                                                                     

ne: È L É M E N s
pendiculaire menée à l’extrémité d’un diamètre

entreroit dans le cercle; ce a été démontré

absurde (pr0p. 16. 5) : donc la circonférence
décrite du centre F avec un intervalle égal à
une des droites FG, FH, FK, FL ; FM ne cou-
pera point les droites AB , BC , CD, DE , EA:
donc elle les touchera. Décrivez la circonfé-

rence GHKLM. h l I I ’
i Donc on a inscrit une circonférence de cercle

dans un pentagone équilatéral et équiangle; ce

qu’il falloit faire. ’ ï y"
pnoriiosi’rios 2m;

raoantmz.
Circonscrire une circory’érence de cercle là [m2. ,

pentagone équilatéral et équiangle donné.

ABC DE ( i 18 ) un pentagone
latéral et’équiangle : il faut à ce pentagone cir-

couaclire une circonférence de cercles ’ ’
Partagez ’en’deux parties égàlescliaCun des

cinglasses; c’DE par les droites cr, FI)
(prop.g. x ),’ et du point F du ces droites se
rencOntrent’, menez ’auX’points me. ,"Eft’es

droites FB , FA”, FEZ Nous démontrerons;
cœnure dans la promesse précédente ’, qué

chacun des angles en; me; un «rescapé
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en deux parties égales par les droites BF, FA , FE.
Puisque l’angle BC D est égal à l’angle CDE , et

que l’angle FCD est la moitié de l’angle BCD ,

et l’angle CDF la moitié de l’angle CDE , l’an-

gle FCD sera égal à l’angle FDC : donc le côté I

FC est égal au côté ’FD (pr0p. 6. 1). On démon-

trera semblablement que chacune des droites
FB, FA, FE est égale à chacune des droites FC,

FD : donc les cinq droites FA, -FB, FC, FD, FE
sont égales entr’elles x donc’la circonférence

décrite du point F et avec un intervalle égal à

une des droites FA ,t F B,IFC, FD, FE passera
par les autres points et sera circonscrite au
pentagone équilatéral et équiangle «ABCDEr

Décrivez la circonférence ABCDE.
1 Donc une circonférence de cercle a été cir-

eunscrite à un pentagone équilatéral et équin-À

gle; ce qu’il falloit faire. ’îr r
r ’ P a o rgoïslï’T’I’O’N’tX v... l il

. -an9atàmsçfltia. .
Inscrire dans un cemle’dôh’né un: l’imagerie

-t 1.. . " ” «’- vsv actrice DEF(fig;’x’i-g)ile cercle donné sa

faut dans ce cerclé inscrire manageas équiJ
latéral et équiangle. ’ l Ï’ ’-:’ ’ t v’

Menez le diarhètiè’A’D dit-cercle ABCDEF;

a
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prenez le centre G de ce cercle , et du centre D
avec l’intervalle DG décrivez la circonférence

EGCH (dem. 5); menez les droites EG,-CG,
prolongez-les vers les’points B , F, et menez
les droites AB, se, en, DE, EF, FA: je dis
que l’hexagone r A B C. D E F pesta équilatéral et

équiangle. » l . t t v I
Puisque le point G est le centre du cercle

ABCDEF, la droite GE sera égale à la droite GD’.

De plus, puisque le point D est le centre du
Cercle BGC. H , la droite DE sera égale à la
droite DG; mais on a démontré. que la droite
G Eest égale à la droite G D : donc la droite G E
est égale’à la droitelE D. :done’le triangle EGD

est équilatéral:.donc ses mais ImglesEGD;
GDB , DEG. manégea; entr’eux , puisque dans

les triangles; isocèles les angles à la, baseàom
égaux eutr’eux ( prop, 5; 1 ’)-;î.,mais.’les. trois .

angles d’ignltriangleqsonf ré aux à depix droits

(pr0p. 5.2. i) : .donc l’angle ECDiest le tiers
de deux angles ’drltits.tUn’déninntrera sembla-

blementxquet l’angle DGG’est le tiers .deçdcux

angles droits ; donc ,ptiisquî’une droite CG tom-

bant sans skiait? E3 faitqleâanslev de suite EGO:
QGRésaussàvdsus droits (Prose-5» I): Page?

restant GCB sera le tiers de dezuxjangles, droits :
4051!: les angles EGD du? 95.9913 atout-égal!x



                                                                     

ancnlnn. 205entr’eux; mais les angles BGA, AGF, FGE
sont égaux aux angles EGD, DGC , CGB,
parce que ces angles sont opposés par le sommet
(pr0p. 15. 1): donc les six angles EGD, DGC,
CGB, BGA, ACF, FGE sont égaux entr’eux;
mais des angles égaux s’appuient sur des arcs

égaux (pr0p. 26. 5) : donc les six arcs AB, BC,
CD, DE , EF, FA sont égaux entr’eux; mais des

arcs égaux sont soutendus par des ëordes égales

(pr0p. 29. 5) : donc les six cordes sont égales
entr’elles : donc l’hexagone, ABC DE F est équi-

latéral. Je dis qu’il est équiangle , car puisque

l’arc AF est égal à l’arc E D , si nous leur ajou-

tons à chacun l’arc AB C D , l’arc total FAB C D

sera égal à l’arc total E DCB A : donc , puisque
l’angle FED s’appuie sur l’arc FABC D et que

l’angle AFE s’appuie sur l’arc EDCBA , l’an-

gle AFE est égal à l’angle DEF (pr0p. a7. 5
On démontrera semblablement que les autres
angles de l’hexagone AB C D E F sont égaux
chacun à l’un ou à l’autre des angles A F E ,

F E D : donc l’hexagone AB C DE F est équian-
gle. Mais on a démontré qu’il est équilatéral, et

il est inscrit dans le cercle ABCDEF.
. Donc on a inscrit un hexagone équilatéral et
équiangle dans un cercle donné; ce qu’il falloit

faire.
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coacnnarax;

Il suit manifestement de la que le côté de
l’hexagone est égal au demi-diamètre du cercle.

SiparlespointsA,B, C, D, E,F nous me-
nons des tangentes au cercle, on circonscrira
a ce cercle un hexagone équilatéral et équian-

gle , en suivant la méthode que nous avons
donnée pour le pentagone; c’est aussi de la
même manière que nous inscrirons et que nous

circonscrirons une circonférence de cercle ’a
. un hexagone donné.

PROPOSITION X-VI.
"tonnants.

Inscrire dans un cercle donné un quindécagone
équilatéral et équiangle.

Soit ABC D (fig. 120) le cercle donné : il
faut dans ce cercle inscrire un quindécagone.
équilatéral et équiangle. , a

Inscrivez dans le cercle ABCD le côté AC
d’un triangle équilatéral et le côté AB d’un pen-

tagone équilatéral. Puisque la circonférence en-

tière ABCD doit être partagée en quinze parties

égales , l’arc ABC est la troisième partie de
la circonférence en contiendra cinq , et l’arc AB
qui est le cinquième de la circonférence en con-’-
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tiendra trois : donc l’arc restant BC en con-
tiendra deux. Partagez l’arc restant BC en deux
parties égales au point E (pr0p. 50. 5) , chacun
des arcs DE , EC sera la quinzième partie de -
la circonférence du cercle ABC D : donc si l’on

porte une des droitesBE, EC sur la circonférence
ABCD autant de fois qu’on le pourra (px-op . I . 4),

on aura un quindécagone équilatéral et équian-

gle sera inscrit dans cette circonférence;

ce qu’il falloit faire. I I
En suivant la méthode que nous avons donnée

pour le pentagone , si par les points de division
d’un cercle on conduit des tangentes à ce cer-
cle , on circonscrira à ce cercle un quindéca-
gone équilatéral et équiangle. En suivant la
même méthode, nous inscrirons et nous cir-
conscrirons une circonférence. de cercle à un
quindécagone équilatéral et équiangle donné.

un nu quarntèn: LIYII.



                                                                     

sa t Énémnns
Y

ù; LIVRE VI.

DÉFINITION&

I. L E s figures rectilignes semblables " sont
celles dont les angles sont égaux chacun à
chacun et dont les côtés placés autour des angles

égaux sont pr0portionnels.
a. Les figures sont réciproques lorsque les

antécédeus et les conséquens des raisons se
trouvent dans l’une et l’autre figure. v

V 5.. Une droite est dite coupée en extrême et

moyenne raison lorsque la droite totale est au
plus grand segment comme le plus grand seg-’
ment est au plus petit.

4. La hauteur,d’une figure est une perpen-
diculaire men-ée deson sommet sur sa base.

5. On dit qu’une raison est composée de rai-

sons lorsque les quantités des raisons, multi--
pliées entr’elles produisent la quantité de’cette

raison.
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PROPOSITION PREMIÈRE. -

anéantira. i
Les triangles et les parallélogrammeanui on

la même hauteur sont entr’euæ comme leur;î

- bases.

Soient les triangles ABC, ACD(fig.121)’

et les parallélogrammes EC , CF qui ont la
même hauteur? savoir K la perpendiculaire me-
née du point A Sur la droite BD à je disque le
triangle ABC est au triangle ACD et que le’
parallélogramme EC est au parallélogrammeCFj

comme la base BC est à la base CD. i i
Prolongez la droite [BD de part et d’autre"

vers les points H , L , et faites les drOites BG , GH
égales chacune à la base BC;"faites aussi les
droites DK, KL égales chacune à la base CD;

et menez les droites AG, AH, AK, AL; V
Puisque les. droites CB , BG , GH sont égales

entr’elles , les triangles AGIT, AGB; ABC serOnt’

égaux entr’eux ( pr0p. 58: r) : donc le triangle

AHC contient le triangle ABC autant de Tois’
que la. base HG contient la base BC. Par la nième.
raison le triangle ALC contient le triangle ACDÎ
autant de fois que la baseLC contient la baseClÏI’
Si la hase HG est égale à la base CL, le triangle

O
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AHC sera égal au triangle ABC (pr0p. 58. 1);
sida base HG surpasse la base CL , le triangle
AHC surpassera le triangle ALG , et si cette
hase est plus petite le triangle sera plus petit.
Âyautdou’c quatre quantités; savoir , les deux

bines BG ,"CD et les deux triangles ABC , ACD ,
on a pris des équimultiples de la base BG et du
triangle ABC , savoirLL-lalhase HG et le trian-
gle ABC; 5 on a pris aussi d’autres équimultiples

de la hase CD. et du triangle ACD , savoir, la
hase Ç,L et le triangle ALÇ ; et l’on a démontré

quesizla hase HIC surpasse la CL , le trian-
glehAËlAÇ-gstnipassera le triangle ALG; que si la
hase HC est.égale,à la hase CL, le triangle AHC

sera au triangle AALGL, et quesi la hase HG
est plus petite que la hase CL, le triangle AHC
sera plus petit. que le triangle ALG : donc le
triangle ABC. est au triangle ACD comme la
base et la hase G D (défi 5. 5
,..Pui5que le parallélogramme EC est double

duuianglc ABC , que-le parallélogramme FC
est double aussi du triangle ACD (pr0p. 41 . 1) g
erra cause queles parties ont cntr’elles la même
raison que leurs équinniltiples ( pr0p. I5. 5) , le
parallélogranmie IE0 sera: un. parallélogramme
FC comme le trianglqABC estvun triangle ACD :.
donc puisqu’ona démontré que le triangle AB C
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est au triangle ACD comme la hase BG est à la
hase CD; et à cause que le parallélogramme EC.

est au parallélogramme F C comme le triangle
ABC est au triangle ACD, le parallélogramme
EC sera au parallélogramme F C comme la base

BC est à la hase CD (pr0p. 11.5).
Donc les triangles et les parallélogrammes

qui ont la même hauteur sont entr’eux comme
leurs bases; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION III.Ï
THÉORÈME..-

Si l’on conduit une droite qui soit parallèle à un
des côtés d’un. triangle , cette droite coupera

proportionnellement les côtés de ce triangle; et
si deux côtés d’un triangle sont coupés propor-

tionnellement, la droite qui joindra les sections
sera parallèle au côté restant du triangle.

Que l’on mène la droite (fig. un) de
manière qu’ellersoit parallèle à un destcôtés du

triangle ABC: je dis que CE estaà EA commé

BD est’aiDA. .W A
i Menez les droites BE , CD.

Le triangleBDE est égal au triangle GDE
( pr0p. 5 7. l ) , parce qu’ils ont la même base et
qu’ils sont compris entre les mêmes parallèles.

a

t
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Mais deux quantités égales ont la même raison

avec une même quantité ( pr0p. 7.5) : donc le
triangle GDE est au triangle ADE comme le
triangle B DE est au triangle ADE. Mais le
triangle BDE est au triangle ADE comme B D
est à DA: car ces deux triangles , qui ont la même

hauteur , savoir, la perpendiculaire menée du
point E sur la base AB , sont entr’eux comme
leurs bases (pr0p. 1 .6). Par la même raison le
triangle GDE est au triangle ADE comme CE
est à EA: donc BD est à DA comme CE est
à EA (pr0p. 11.5).

Si les côtés AB, AC du triangle ABC sont
coupés proportionnellement aux points D, E de
manière que BD soit à DA comme CE est à EA ,

et. si l’on mène la droite DE : je dis que la droite

DE est parallèle à la droite BG.
Faites la même construction. Puisque BD

est à DA comme CE est à EA, que BD est à DA

comme le trian le BDE est au triangle ADE
(prop.- 1.6) , et que CE est à EA cOMe le
triangle CDE est au triangle ADE; le triangle
BDE sera au triangle ADE comme le triangle
C DE est au triangle ADE (pr0p. 1 t . 5) :donc
chacun des triangles BDE, ’CDE a la même
raison avec le triangle ADE : donc le triangle
BDE est égal au triangle CDE (pr0p. g. 5) ,
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et ils ont la même hase. Mais des triangles égaux

et construits sur la même base sont compris
entre les mômes parallèles (pr0p. 59. 1) : donc
la droite DE est parallèle à la droite BG.

Donc si l’on conduit une droite qui soit pa-
rallèle à un des côtés d’un triangle , cette droite

coupera proportionnellement les côtés de ce
l triangle; et si les côtés d’un triangle sont coupés

proportionnellement, la droite qui joindra les
sections sera parallèle au côté restant de ce
triangle; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION III.’

THÉORÈME. i
Si un an le d" un trianole est art é en (leur ar-

g a P 0g P(les égales , et si la droite qui partage cet angle

coupe la base, les segmzs de la base auront
la même raison que les autres côtés de ce trian--

gle,- et si les segmens de la base ont la même
raison que les autres côtés du triangle, la droite

qui est menée du sommet à la section partagera
l’angle de ce triangle en Jeux parties égales. -

Soit le triangle ABC (fig. 125 ) , que l’an-
gle BAC soit partagé en deux parties égales par

la droite AD : je dis que BD est à DG comme

BA est à AC. - t ’
5
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Parle point C menez la droite CE parallèle

à la droite DA (pr0p. 51 . 1); prolongez la droite
BA jusqu’à ce qu’elle rencontrera la droite CE

au point E. tPuisque la droite A C tombe sur les parallèles
AD , EC , l’angle ACE sera égal à l’angle CAD

( pr0p. 29. I ); mais l’angle CAD est supposé
égal à l’angle BAD : donc l’angle BAD sera égal

à l’angle ACE. De plus , puisque la droite BAE
tombe sur les parallèles AD, EG, l’angle exté-

rieur B A D est égal à l’angle intérieur AEC

( pr0p. 29. 1 Mais on a démontré que l’angle
ACE est égal à l’angle BAD : donc l’angle ACE

sera égal à l’angle AEC : donc le côté AE sera

égal au côté AC ( pr0p. 6. I Puisque la droite
AD est parallèle à un des côtés du triangle BCE,

savoir , au côté EG, la droite BD sera à la droite

DG comme la droite BA est à la droite AE
(pr0p. a. 6). Mais la droite AE est égale à la
droite AC : donc la droite BD est à la droite
DG comme la droite B A est à la droite AC

( pr0p. 7 . 5 .Supposons à présent que la droite BD son à
la droite DG comme la droite BA est à la droite
AC; menez la droite AD : je dis que l’angle
BAC est partagé en deux parties égales par la

droite AD.
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Faites-la même construction. Puisque BD

est à DC comme BA est à AC, et que BD est
à DC connue RA est à AE (pr0p. 2. (i), car
la droite AD est parallèle à un des côtés du
triangle BCE, savoir, au côté EG, il est évi-
dent que BA sera à AC comme BA est à AE :
donc la droite AC est égale à la droite AE
( pr0p. 9. 5) z donc l’angle AEC est égal à l’an-

gle ACE (pr0p. 5. I );t mais l’angle AEC est
égal à l’angle extérieur BAD (pr0p. 29. 1), et

l’angle ACE égal à l’angle alterne CA D : donc

l’angle BAD sera égal à l’angle CAD : donc

l’angle BAC est pai’tagé en deux parties égales

par la droite AD. l " -Donc si un angle d’un triangle est partagé en

deux parties égales , et si la droite qui partage.
cet angle coupe la Base, les segmens de la base
auront la même raison "que les autres côtés de

ce triangle; et si les segmens (le la base ont la
même raison que les antres côtés du triangle ,
la droite qui’est menée du Sommet à la section

de la base partage llangle de ce triangle en deux
parties égales; ce qu’il falloit démontrer.

q
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PROPOSITION 1V.
THÉORÈME.

Dans les triangles équiangles, les côtés qui sont

autour des angles égaux sont proportionnels ,-
et on appelle côtés homologues ceux qui sou--
tendent des ongles égaux.

Soient les triangles équiangles ABC, DCE
( fig. 124) dont l’angle ABC soit égal à l’angle

DCE, l’angle AGB égal à l’angle DEG , et l’an-

gle BAC égal a l’angle CDE : je. dis que dans
les deux triangles ABC ,DC E , les côtés qui sont

autonr des angles égaux sont pr0portionnels,
et que les côtés qui soutendent des angles égaux

sont homologues.
Placez le côté BC dans-la direction de CE;

puisque. les angles ABC , ACB sont moindres
que deux angles droits (pr0p. I7. 1), et que
l’angle’ACB est égal à l’angle DEG, les angles

ABC , DEG seront plus petits que deux angles
droits : doncIles deux droites BA, ED étant
prolongées ,se rencontreront entr’elles (ax. 1 1);

et supposons qu’elles se rencontrent au point F.
Puisque l’angle DCE est égal à l’angle ABC,

la droite DC sera parallèle , à la droite BF
(pr0p. 28. x De plus, puisque l’angle ACE
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est égal à l’angle DEG, la droite AC sera pa-

rallèle à la droite FE. Donc la figure FAC D est

un parallélogramme : donc la droite F A est
égale à la droite FD et la droite AC égale à la
droite FD ( pr0p. 54. I); et puisqu’un des côtés

du triangle FBE, savoir, le côté AC est paral-
lèle au côté FE, le côté BA sera au côté AF

comme le côté BC est au côté CE (pr0p. 2.6).
Mais la droite AF est égale à la droite C D : donc

BA est à CD comme BC est à CE (pr0p. 7.5),
et, en alternant, AB est à BC comme CDIest à
CE ( pr0p. 16. 5). De plus , puisque la droite
CD est parallèle à la droite BF , la droite BC
sera à la droite CE comme la droite FD est à
la droite DE. Mais la droite DF est égale à la
droite AC : donc BC est à CE comme AC est

’à ED, et en alternant, BC est à CA 00mme CE
est à ED; mais puisqu’on a démontré que AB

est à BC comme DC est à CE, et que BC est à
CA comme CE est à ED, la droite BA sera à-
la droite AC comme CD est à DE (pr0p. 22. 5).)

Donc dans les triangles équiangles les côtés

qui sont autour des angles égaux sont proporâ
nonuels , etles côtés qui soutendent des angles,
égaux sont homologues 3 ce qu’il falloit dé-

montrer. v ’
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PROPOSITION ’v.’

THÉORÈME.

tSi Jeux triangles ont leurs côtés proportionnels,
ces Jeux triangles. seront équiangles , et les an-
gles soulendus par les côtés homologues seront
égaux. y

Soient deux triangles ABC, DEF (fig. 125)
dont les côtés soient proportionnels, de ma-
nière que AB soit à BC comme DE est à EF,
que BC soit [à CA comme EF est à FD et que
BA soità’AC comme ED est à DF : je dis que

les triangles ABC, DE F sont équiangles et que
les angles soutendus par les c’ôtés homologues
sont égaux , savoir, l’angle ABC égal à l’angle

DE F, l’angle BCA égal à l’angle EFD , et enfin

l’angle BAC égal à l’angle EDF.

Construisez stir la droite EF et aux points
E , F l’angle FEG égal à l’angle ABC et l’an-l

gle EFG égal à l’angle BCA (pr0p. 25. I ); lé

troisième angle B’AC sera égal au troisième

angle EGF ( pr0p. 52. 1) : donc les triangles
ABC, EGF sont équiangles : donc dans les deux
triangles ABC , EGF, les côtés qui sont autour
des angles égaux sont proportionnels et-les côtés

qui soutendent les angles égaux sont homologues
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(pr0p. : donc AB est à BC comme GE
est à EF; mais AB est à BC comme DE est à
EF : donc DE est à EF comme CE est à EF
( pr0p. I I . 5) : donc l’une et l’autre des droites

DE . GE ont la même raison avec la droite EF:
donc la droite DE est égale à la droite GE
( pr0p. 9. 5 La droite DF sera égale à la droite
GF, par la même raison. Donc, puisque la droite
EG est égale à la droite DE , et que la droite
EF est commune , les deux droites DE, EF sont
égales aux deux droites GE, EF; mais la base
DFlest égale à la base GF : donc l’angle DEF est

égal à l’angle GEF (pr0p. 8. I); donc le triangle

DEF est égal au triangle GEF et les autres angles
qui sont soutendus par les côtés égaux sont en-
core égaux : donc l’angle DFE est égal à l’angle

GF E et l’angle EDF égal à l’angle EGF. Puisque

DEF est égal à l’angle GEF et que l’angle GE F

est égal à l’angle ABC, par construction , l’au-

gle ABC sera égal à l’angle DEF. Par la même

raison l’angle AGB sera égal à l’angle DFE et

l’angle A égal à l’angle D : donc les triangles

ABC, DEF 50m équiangles.
Donc si deux triangles ont leurs côtés pro-

portionnels , ces deux triangles seront équian-
ëlëâ ; et les angles soutendus par les côtés homo-
logues seront égaux; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION V.I.

THÉORÈME.

Si (leur triangles ont un angle égal à un angle, et
si les côtés qui sont autour des angles égout

sont proportionnels, ces Jeux triangles seront
équiangles et les angles soutendus par les côtés

homologues seront égaux. q

Soient les. deux triangles A B C , D E F
(fig. 126), ayant un angle BAC égal à un angle
E D F, et ayant de plus les côtés qui sont autour
des angles égaux proportionnels entr’eux, de
manière que BA soit à AC comme ED est. à
DF : je dis que les triangles ABC, DEF sont.
équiangles et que l’angle ABC est égal à l’angle

DEF et l’angle ACB égal à l’angle DFE.

Sur la droite DE et aux points D, F cons-
. truisez l’angle FDG égal à l’un ou à l’autre des

angles BAC, EDF et l’angle DFG égal à l’an-

gle AGB ( pr0p. 25. I L’angle restant B sera
égal à l’anglè restantG (pr0p. 32. 1 ) : donc les

triangles ABC, DGF sont équiangles : donc BA

est à AC comme GD est à DF (pr0p. 4. 6);
mais on suppose que BA est à AC comme ED
est à DF : donc ED est à DF comme GD est,

.5: DF (pr0p. Il. 5) : donc le côté ED est égal
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au côté DG (pr0p. 9. mais le côté DF est
commun : donc les deux droites ED, DF sont
égales aux deux droites GD, DF; mais l’angle
EDF est égal à l’angle GDF : donc la hase EF est

égale à la base F G ( pr0p. 4. 1); donc le triangle

DE F égal au triangle G D F et les autres angles
qui sont soutendus par les côtés égaux sont en-
core égaux : donc l’angle DFG est égal à l’angle

DFE et l’angle G égal à l’angle E. Mais l’angle

DF G est égal à l’angle AGB , par construction:

donc l’angle ACE est égal à DFE; mais l’angle

BAC est supposé légal à l’angle EDF : donc

l’angle restant B est égal à l’angle restant E

(pr0p. 52. 1 ) : donc les deux triangles ABC,
DEF sont équiangles. ’

Donc si deux triangles ont un angle. égal a
un angle , et si les côtés qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels , ces deux
triangles seront équiangles , et les angles sou-
tendus parles côtés homologues seront égaux ;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION VIL
Turion-ÈME.-

Si (leur triangles ont un angle égal à un angle,
si les côtés placés autour de Jeux autres angles

sont proportionnels entr’eux’, et si chacun des

angles restons est en même tems ou plus petit
ou n’est pas plus petit qu’un angle droit, les

triangles seront équiangles et les angles adja-
cens aux côtés proportionnels seront égaux. q

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig. 1 27)
ayant un angle égal à un angle, savoir , l’angle
BAC égal à l’angle EDF et les côtés qui sont

autour de deux autres angles ABC , DEF propor-
tionnels entr’eux , de manière que DE soit à EF

comme AB est à BC , et que eliacun des deux
autres angles ACB ,-DFE soit plus petit qu’un
angle droit : je dis que les triangles ABC , DEF
sont équiangles, que l’angle ABC est égal à l’an--

gle DEF, et l’angle AGB égal à l’angle D F E.

Car si l’angle ABC n’est pas égal à l’angle

DEF, l’un d’eux sera plus grand. Que l’angle

ABC soit le plus grand. Construisez sur la droite
AB et au point B un angle ABC égal à l’angle

DEF (prop.25. I). .
Puisque l’angle A est égal à l’angle D et l’an-



                                                                     

D’EUCLIDUE. .225
gle ABC égal à l’angle DEF, l’angle AC B sera

égal à l’angle DF E ( pr0p. 52 . 1) ç donc les trian-

gles ABG, DE F sont équiangles : donc AB est
à BG comme DE està EF.(prop.4.6); mais
par supposition DE est à EF comme AB est
à BC : donc AB est à BC comme .AB est à BG
(pr0p. n. 5) : donc la droite AB a la même
raison avec chacune des droites B C , BG :À donc

la droite BC sera égale à la droite BG et par
conséquent l’angle BGC est égal à l’angle BCG

(prop. 5. x ) ; mais on a supposé que l’angle C

est plus petit qu’un angle droit: donel’angle
BGC est plus petit qu’un angle droit et par con-
péquent l’angle de suite AGB est plus grand

qu’un angle droit pr0p. 15. 1 ); mais on a dé-
montré. quevl’angle AGB est égal à l’angle F z

donc l’angle F est plus grand qu’un angle droit ;

mais ana supposé qu’il étoit plus petit qu’un

angle droit, ce qui est absurde : donc les angles
ABC , DEF ne sont pas inégaux :donc ils sont
égaux ; mais l’angle A est égal à l’angle D : donc

l’angle C est égal à l’angle F : donc les triangles

ABC, DEF sont égaux.
g Supposons à présent que l’un et l’autre des

angles C, F n’est pas plus petit qu’un angle droit :

je dis encore que les triangles ABC, DEF sont

équiangles. ’
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Ayant fait la même construction, nous dé-

montrerons semblablement que le côté BC est
égal au côté BG et l’angle C égala l’angle BGC;

mais l’angle C n’est pas plus petit qu’un angle

droit : donc l’angle BGC n’est pas plus petit
qu’un angle droit : donc deux angles du trian-
gle BGC ne sont pas plus petits que deux angles
droits , ce qui est impossible ( pr0p. l 7. 1) : donc
les angles ABC , DEF ne sont pas inégaux :
donc ils sont égaux; mais l’angle A est égal à

l’angle D : donc l’angle C est égal à l’angle F

(pr0p. 52. I) : donc les triangles ABC, DEF

sont équiangles. VDonc si deux triangles ont un angle égal à un
angle , si les côtés placés autour de deux autres

angles sont pr0portionnels entr’eux , et si cha-
cun des angles restans est en même tems plus
petit ou n’est pas plus petit qu’un angle droit,

les triangles seront équiangles et les angles adja-
cens aux côtés proportionnels seront égaux;
ce qu’il falloit démontrer. ’
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PROPOSITION VIII.
THÉORÈME.

Si dans un triangle rectangle on conduit une
- perpendiculaire de l’angle droit sur la base, les

tn’angles placés autour de la perpendiculaire

sont semblables au triangle total et semblables
entr’eur.

Soit letriangle rectangle ABC ( fig. I 28) dont
l’angle BAC est droit; du point A conduisez la I
perpendiculaire AD sur la base BC z je dis que
les triangles AB D , A DC sont semblables au
triangle total ABC et semblables entr’eux.

Car puisque l’angle BAC est égal à l’angle

ADB , étant droits l’un et l’autre, et que l’angle

B est commun aux deux triangles ABC , ABD,
l’angle restant ACB sera égal à l’angle restant

BAD (pr0p. 52. 1) : donc les deux triangles
ABC, ABD 50m équiangles : donc le côté BG

qui souteud l’angle droit du triangle ABC , est
au côté BA qui souteud l’angle droit du triangle

ABD comme le côté AB qui souteud l’angle C

du triangle ABC , est au côté BD qui souteud un-
angle égal à l’angle C , c’est-à-dire l’angle B A D

du triangle ABD, et enfin comme le côté AC
est au côté AD souteud un angle B commun

P
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à ces deux triangles : donc les triangles AB C ,
ABD sont équiangles , et les côtés placés autour

à (les angles égaux sont proportionnels entre
eux ( prop.4. 6) : donc le triangle ABC est sem-
blable au triangle ABD (déf. I. 6). Nous dé-
montrerons que de même le triangle ADC est
semblable au triangle ABC : donc chacun des
triangles ABD, ADC est semblable au triangle

total ABC. .Je dis de plus que les triangles ABD, ADC
sont semblables entr’eux.

Car puisque l’angle droit BDA est égal à
l’angle droit ADC , et à cause qu’il a été dé-

montré que l’angle BAD est égal à l’angle C ,

l’angle restant B sera égal à l’angle restant DAC

(pr0p. 52. 1) z donc les deux triangles ABD ,
ADC sont équiangles : donc le côté B D du
triangle ABD, qui souteud l’angle BAD est au
côté DA du triangle ADC , qui souteud l’angle

C égal à l’angle BAD, connue le côté A D du

triangle ABD qui souteud l’angle B est au côté

DC du triangle ADC qui souteud l’angle DAC
égal à l’angle B, et comme le côté BA qui sou-

tend l’angle droit ADB est au côté AC qui sou-

teud l’angle droit ADC (pr0p. 4. 6) : donc le
triangle ABD est semblable au triangleVADC
(déf. 1.6). a
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Donc si dans un triangle rectangle, on con-

duit une perpendiculaire de l’angle droit sur la
base , les triangles placés autour de la perpen-
diculaire sont semblables au triangle total et
semblables entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
Il suit delà que ,i dans un triangle rectangle

la perpendiculaire, conduite de l’angle droit sur

la base, est moyenne proportionnelle entre les
segmens de la base, et que chaque côté de l’angle

droit est moyen proportionnel entre la base et
le segment qui lui est contigu.

.’ t ’ I . t t
PROPOSITION 1X.

PROBLÈME."
D’une droite donnée retrancher une partie

i demandée.

Soit AB 129)’la droite donnée :il faut
de la droite AB retranclierjme partie demandée.

Que la partie demandée soit le tiers de cette
droite; du point A conduisez une droite quel-
conque AC qui fasse avec la droite AB un angle
quelconque; prenez sur la droite AC un point
quelconque D et faites les droites D E , E C
égales chacune à la droite AD (pr0p. 5. I );
conduisez ensuite la droite BC et. par le point D

a
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conduisez la droite DF parallèle à la droite BC

(pr0p. 51. 1
Puisqulon a conduit la droite FD parallèle à

un des côtés du triangle ABC , savoir; au côté

BC , la droite CD sera à la droite DA comme
la droite BF est à la droite FA (pr0p. 2.6);
mais la droite C D est double de la, droite DA:
donc la droite BF est double de. la droite FA:
donc la droite BA est double de la droite A F.
V Donc on a retranché de la droite donnée AB
sa troisième partie demandée; ce qu’il falloit

faire. IPROPOSIT’lON X:
r n o a L î: M 1:.

Partager une droite donnée qui n’est point par-
tagée de lanterne manière qu’une autre droite

donnée est partagée.

isoithB 1 5o) la droite donnée qui n’est
point partagée et AC laïdroite donnée est
partagée: il faut partager la droite AB qui n’est
pas partagée de la même manière que la droite

AC est partagée; ,
Que la droite AC soit partagée aux points

D , E , et que les droites AC , AB soient placées
de manière qu’elles comprennent un angle
quelconque. Conduisez la droite BC , et par les
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points D, E , conduisez les droites DF, EG
parallèles à la droite BC (pr0p. 51. 1 ), et par
le point D conduisez la droite DHK parallèle
à la droite AB.

Les figures F H , H3 sont (les parallélo-
grammes , et par conséquent la droite DE est
égale à la droite FG et la droite HK égale à la

droite GB ( pr0p. 54. x); et puisqu’on a conduit
la droite HE parallèle à un des côtés du triangle

DKC , savoir, au côté KC , la droite C E sera à

la droite ED comme la droite KH est à la droite
HD ( pr0p. 2. 6); mais puisque la droite KH est
égale à la droite BG et que la droite HD est
égale à la droite GF, la droite C E est à la droite

ED comme la droite DG est à la droite GF. De
plus , puisqu’on a conduit la droite FD parallèle
à un des côtés du triangle ACE , savoir au côté

EG , la droite ED sera à la droite DA comme
la droite CF est à la droite FA. Mais on a dé-
montré que la droite C E est à la droite E D
comme la droite BG est à la droite CF: donc la
droite CE est à la droite ED comme la droite BG
est à la droite GF, et la droite ED est à la droite
DA comme la droite GF est à la droite FA.

Donc la droite donnée AB, qui n’est parla--
gée, a été partagée de la même manière que

I la droite donnée AC; ce qu’il falloit faire.
I-0
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PROPOSITION XI.
r n o a L M E.

Demi.r droites étant données , trouver une troisième

proportionnelle.

Soient AB, AC (fig. 151) les deux droites
données; placez-les de manière qu’elles com-

prennent un angle quelconque : il faut trouver
une troisième proportionnelle aux droites AB ,

AC. AProlongez les droites AB, AC vers les points
D , E; faites la droite BD égale à la droite AC;

menez la droite BC , et par le point D menez la
droite DE parallèle à la droite BC(prop.51 . 1).

Puisque la droite BC est parallèle a un des
côtés du triangle ADE , savoir auicôté DE , la

droite AB sera à la droite BD comme la droite
AC est à la droite CE (prop.2.ô); mais la
droite BD est égale à la droite’AC : donc la

droite AB est à la droite AC comme la droite
AC est à la droite CE.

Donc les (leur droites AB, AC ayant été don-

nées, on a trouvé une troisième proportion-
nelle CE; ce qu’il falloit faire. I
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PROPOSITION X11.
A

PROBLÈME.

1701.3 droites étant données, trouver une qua-
trième proportionnelle.

Soient A, B, C (fig. 1’52 ) les trois droites
données , il faut trouver une quatrième propor-
tionnelle aux trois droites A , B , C.

Menez les deux droites DE, DE, compre-
nant un angle quelconque EDF; faites la droite
DG égale à la droite A, la droite CE égale à la

droite B et la droite DH égale à la droite C.
Menez la droite GH, et par le point E menez
la droite EF parallèle à la droite CH.

Puisque la droite GH est parallèle à un des
côtés du triangle DEF, savoir au côté EF, la
droite DG sera à la droite CE comme la droite
DH est à la droite HF (prop. 2. 6). Mais la.
droite DG est égale à la droite A , la droite GE
égale à la droite B, et la droite DE égale à la

droite C : donc la droite A est à la droite B
comme la droite C est à la droite HF.

Donc trois droites A , B , C étant données, on

a trouvé une quatrième proportionnelle HF ; ce
qu’il falloit faire.
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PROPOSITION X111.
PROBLÈME.

Deux droites étant données, trouver une moyenne

proportionnelle.

Soient AB , BC (fig. 155) les deux droites
données; il faut trouver une moyenne propor-

tionnelle entre ces deux droites. -
Placez ces deux droites dans la même direc-

tion , et sur la droite AC décrivez le demi-cercle
A DC , du point B élevez la perpendiculaire AC

et menez les droites AD , DC ( prop. 1 l . I
Puisque l’angle ADC est dans un demi-cercle,

cet angle est droit ( prop. 5x. 5); et puisque
dans le triangle rectangle ADC on a conduit de
l’angle droit la droite DB perpendiculaire sur la

base , la droite DB sera moyenne proportion-
nelle entre les segmens de la base AB, B C
(corrol. 8. 6

Donc les deux droites A B , B C ayant été
données , on a trouvé une moyenne propor-

tionnelle DE; ce qu’il falloit faire. I
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PROPOSITION XIV.
raoaLÈMiz.

Si (leur parallélogrammes égaux ont un angle
égal à un angle, les côtés qui sont placés autour

des angles égaux sont réczproqucment propor-

tionnels; et si Jeux parallélogrammes ont un
angle égal à un angle , et si les côtés qui sont

placés autour des angles égout sont récipro-

quement proportionnels , ces (leur parallélo-
grammes sont égaux entr’eux.

Soient AB , BC ( fig. 154) deux parallélo-
grammes égaux , ayant deux angles égaux en B.

Placez la droite BE dans la direction de DE;
la droite BG sera dans la direction de FB
( prop. 14. 1) : je dis que les côtés des parallé-

logrammes AB, BC qui sont placés autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-
nels, c’est-à-dire que DB est à BE comme GB

est à BF. lAchevez le parallélogramme FE.
Puisque le parallélogramme AB est égal au

parallélogramme BC et que EF est un troisième

parallélogramme, AB sera à FE comme BC est
a FE (prop. 7. 5); mais A13 est à FE comme ’
DB est à BE (prop. 1.6); et BC est à FE
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comme GB est à B F : donc DE est à BE comme
GB est a BF (prop. I 1. 5) : donc. les côtés des

parallélogrammes AB, BC sont autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-.-

nels. I .Supposons a présent que les côtés qui sont
autour des angles égaux soient réciproquement
proportionnels, c’est-à-dire que DB soit à BE

comme GB est à BF : je dis que le parallélo-
gramme AB est égal au parallélogramme BC.

Puisque DB est à BE connue GB est à BF;
que DB est à BE comme le parallélogramme
AB est au parallélogramme FE (prop. l . 6), et
que GB est à BF comme le parallélogramme
BC est au parallélogramme FE, AB sera à FE
comme BC est à FE (prop.1 1 .5) : donc le pa-
rallélogramme AB est égal au parallélogramme

BC (prop. 9. 5).
Donc si deux parallélogrammes égaux ont un

angle égal a. 1m angle , les Côtés qui sont autour

des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels; et ’si deux parallélogrammes ont un
angle égal à un angle, et si les côtés qui sont
autour des angles égaux sont réciproquement
proportionnels , ces deux parallélogrammes sont.
égaux; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION KV.

rITBEORÊME.
Si Jeux triangles égaux ont un angle égal à un

.4 r I I .angle, les cotes places autour des angles egaux
sont réciproquement proportionnels; et si Jeux

’ I I ’tnangles ont un angle aga! a un angle, et si
les côtés placés autour de ces angles égaux sont i

réciproquement proportionnels, ces dent trian-
gles sont égout entr’euæ.

Soient ABC, ADE (fig. 155) des triangles
égaux , ayant un angle égal à un angle , savoir,
l’angle BAC égal à l’angle DAE : je dis que les

côtés des triangles ABC, ADE placés autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels entr’eux , c’est-à-dire que CA est à AD

comme EA est. à AB.
Placez ces triangles de manière que la droite

CA soit dans la direction de la droite Al); la
droite EA sera dans la direction de la droite AB

(prop. 14. I Menez la droite BD.
Puisque le triangle. ARC est égal au triangle

ADE et que ABD est un autre triangle , le trian-
gle CAB sera au triangle BAD comme le trian-
gle ADE est au triangle BAD (prop. 7. 5); mais
le triangle C AB est au triangle B A D comme CA
est à AD (prop.-1. 6), et le triangle EAD est
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au triangle BAD comme EA est à AB : donc CA
est à AD comme EA est à AB (prop. n. 5):
donc les côtés des triangles ABC , ADE , qui
sont autour des angles égaux , sont réciproque-

ment proportionnels.
Supposons à présent que les côtés des trian-

gles ABC, ADE soient. réciproquement pro-
portionnels , c’est-à-dire que CA soit à AD
comme EA est à AB : je dis que le triangle ABç
est égal au triangle ADE. Menez BD.

Puisque CA est à AD comme EA est à AB ,

que CA est à AD comme le triangle ABC est
au triangle BAD (prop. I. 6), et que EA est
à AB comme le triangle EAD est au triangle
BAD, le triangle ABC sera au triangle BAD

t comme le triangle E’AD est au triangle BAD
( prop. 1 1 . 5) : donc l’un et l’autre des triangles

AB C , A D E ont la même raison avec le triangle
BA D : donc le triangle AB C est égal au triangle

EAD (prop. 9. 5
Donc si deux triangles égaux ont un angle égal

à un angle , les côtés placés autour de ces angles

égaux sont réciproquement proportionnels; et
si deux triangles ont un angle égal à un angle, et
si les côtés placés autour des angles égaux sont

réciproquement proportionnels , ces deux trian-
gles seront égaux; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVI.
THÉORÈME.

’ Si quatre droites saut proportionnelles, le rectan-
gle compris sous les deux droites extrêmes est
égal au rectangle qui est compris sous les deux
droites moyennes ; et si le rectangle compris sous
deux droites extrêmes est égal à celui qui est

compris sous (leur droites moyennes , ces quatre
droites sont proportionnelles.

Soient AB, CD, E, F (fig. 1 56) quatre droites
proportionnelles de manière qu’on ait AB est à

CD comme E est à F : je dis que le rectangle
compris sous les droites AB , F est égal au rec-
tangle compris sous les droites CD, E.

Des points A , C et sur les droites AB, CD éle-

vez les perpendiculaires AG , CH ( prop. I 1 . I);
faites la droite AG égale à la droite F et la droite
C H égale à la droite E , et. terminez les parallé-

logrammes BG, DH. .Puisque AB est à CD comme E est à F et
que E est égal à CH et F égal à AG , AB sera

à CD comme CH estàAG (prop. 7. 5) : donc
les côtés des parallélogrammes BG, DH placés

autour des angles égaux s0ut réciproquement
proportionnels ; mais lorsque les côtés des
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parallélogrammes équiangles qui sont autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels , ces parallélogrammes sont égaux entre

eux (prop. 14. 6) : donc le parallélogramme
BG est égal au parallélogramme DH; mais le
parallélogramme BG est compris sous les droites
AB, F; car AG est égal à F , et le parallélo-
gramme D lIgcst compris sous les droites C D, E;
puisque CH est égal à E adonc. le rectangle
compris sous les droites AB , F est égal à celui

qui est compris Sous les droites C D, E.
Si le rectangle compris sous les droites AB ,

F est égalât celui qui est compris sous les droites

C D , E : jedis que ces quatre droites sont pro-
portionnelles, c’est-à-dire que AB est à CD

comme E est à F. i
Faites la même construction; le rectangle

compris sous les droites AB , F est égal à celui
qui est compris sous les droites C D, E; mais le
rectangle BG est compris sous les droites AB, F;
car AG est égal à F et le rectangle DH est com-

pris sous les droites CD, E, car CH est égal
à E : donc le parallélogramme BG est égal au
parallélogramme ’DH et ces deux parallélo-

grammes sont équiangles. Mais les côtés des
parallélogrammes égaux et équiangles placés

autour des angles égaux sont réciproquement
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proportionnels (prop. 14. 6): donc Ali est a CD
comme CH est à AG; mais C Il est égal a E et
AG égal a F : donc Ali est à CD comme E est

à F; i l rDonc si quatre droites sont proportionnelles,
le rectangle compris sous les droites extrêmes
est égal au. rectangle compris sous les droites
moyennes; et si un rectangle compris sous deux
droites extrêmes est égal à un rectangle compris

sous deuxtdroites moyennes , ces quatre droites
sont. proportionnelles; ce qu’il falloit démontrera

PROPOSITION ,XVII.
THÉORÈME. I

Si trois droites sont proportionnelles , le rectangle
compris sous les droites extrêmes est égal au
quarré de la droite moyenne ; et si un rectangle
compris sous deux droites extrêmes est égal au
quarré d’ une droite moyenne , ces trois droites

sont proportionnelles.

Soient AE, BG, C (fig. 157 trois droites
proportionnelles, de manière que l’on ait AE
est à BG comme BG est à C rie dis que le rec-
tangle compris sous les droites AE , C est égal

au quarré de BG. r
Faites la droite D égale à la droite BG.
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Puisque AE est à BG comme BG est à C et

que BG est égal à D, la droite AE sera à la
droite’BG comme la droite D est à la droite C ç

mais si quatre droites sont proportionnelles , le
rectangle compris sous les droites extrêmes est
égal à celui qui est compris sous les droites
moyennes (prop. 16. 6) z donc le rectangle
compris sous les droites AE , C est égal à celui

qui est compris sous les droites BG , D. Mais le
rectangle compris sous les droites BG, D est
égal au quarré de BG , car la droite BG est égale

à la droite D : donc le rectangle compris sous
les droites AE , C est égal au quarré. de BG.

Si le rectangle compris sous les droites AE , C
est égal au quarré de BG : je dis que AE est à

BG comme BG est à C.
Faites la même construction. Puisque le rec-

tangle compris sous les droites AE, C est égal
au quarré de BG et que le quarré de B G est un

rectangle compris sous les droites BG , D , car
BG est égal à D , le rectangle compris sous les
droites AE , C est égal au rectangle compris sous

les droites BG, D. Mais si un rectangle compris
sous deux droites extrêmes est égal à un rectangle

compris sous deux droites moyennes , .es quatre
droites seront proportionnelles ( prqp 16. 6) :
donc AE est à BG comme D est à C; mais BG est
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égal à D: donc AE est à BG comme BG est à C.

Donc si trois droites sont proportionnelles,
le rectangle compris sous les droites extrêmes
sera égal au quarré de la droite moyenne; et si
un rectangle compris sous deux droites extrêmes
est égal au quarré de la droite moyenne , ces

i trois droites seront proportionnelles, ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION XVIII.
PROBLÈME.

Sur une droite donnée, décrire une figure recul-n

ligne semblable à une autre et semblablement
placée.

Soit AB 1 58) la droite donnée et CE la
figure donnée : il faut sur la droite AB décrire

une figure semblable à la figure CE et sembla-
blement placée. ’

Menez la droite DF, et sur la droite AB et aux
points A , B faites l’angle GAB égal à l’angle C ,

et l’angle ARC-égal à l’angle CDF (prop. 25. x);

l’angle restant C FD sera égal à l’angle restant

AGB (prop. 52 . t) : donc les triangles FCD, GAB
sont équiangles : donc FD est à ÇB comme FC

est à GA, et. commeiCD est à AB (prop.
Construisez ensuite sur la droite BG et aux points

Q
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B, G l’angle BGH égal à l’angle DFE et l’angle

GBH égal à l’angle F DE ; l’angle E restant sera

égal à l’angle H restant : donc les triangles FDE,

GBH sont équiangles : donc FD est à GB comme

FE est à CH , et comme ED est à HB (prop. ô).
. Mais on a démontré que FD est à GB connue

FC est à GA, et comme CD est. à A3 : donc
FC est à GA comme CD est à AB, comme FE
est à CH , et comme ED est à H13 (prop. 1 1. 5).
Mais l’angle CFD est égal à l’angle AGB par

construction, et l’angle DFE égal à l’angle BGH :

donc l’angle total CFE est égal à l’angle total

AGH. Par la même raison ,il’angle CDE est égal
à l’angle ABH , l’angle C égal à l’angle A et

l’angle E égal à l’angle H : donc les figures AH ,

CE sont équiangles, et elles ont les côtés oppo-
sés aux angles égaux proportionnels entr’eux:

donc les deux figures AH , CE sont semblables
(défi 1 . 6

Donc , sur la droite AB on a décrit la figure
AH semblable à la figure C E et semblablement
placée; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XIX.
THÉORÈME.

Les triangles semblables sont entr’eux en raison
doublée des côtés homologues.

Soient ABC , DEF (fig. 159) deux triangles
semblables, ayant l’angle. B égal à l’angle E.

Supposons que AB soit à BC comme DE est à
EF, de manière que le côté BC SOlÎrl’lIODIO-

logue du côté EF (défi 12. 5): je dis que les
triangles ABC, DEF sont entr’eux en raison
doublée des côtés BC , E F.

Prenez une troisième proportionnelle B G
(fig. 1’58) aux droites BC , EF, de manière
que BC soit à EF comme EF est à BG, et
menez la droite GA (prop. 1 I . 6).

PuiSque AB est à BC comme DE est à EF,
si l’on rechange les places des moyens, on aura
AB est à DE comme BC est à EF ( prop. 16. 5);
mais BC est à EF comme EF est à BG : donc
AB est à DE comme EF est à BG (pro. I L5):
donc les côtés des triangles ABG, DEF pla-
cés autour des angles égaux sont réciproque-

ment proportionnels. Mais deux triangles sont
égaux entr’eux lorsqu’ils ont un angle égal à

un angle et lorsque les côtés placés autour des

I a
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angles égaux sont réciproquement proportion-

nels (prop. I5. 6) : donc le triangle ABG est
égal au triangle DEF. Mais puisque BC est à EF

comme EF est à B G, et que lorsque trois droites
sont proportionnelles, la première et la troisième
sont entr’elles en raison doublée de la première

et de la seconde (défi l0. 5), les droites BC et BG
seront entr’elles en raison doublée de BC et de

EF; mais B C est à BG comme le triangle ABC
est au triangle ABG (prop. 1 . donc le trian-
gle ABC et le triangle ABG sont entr’eux en
raison doublée de BC et de EF; mais le triangle
ABG est égal au triangle DEF : donc le triangle
ABC et le triangle DEF sont entr’eux en raison

doublée de BC et de EF (prop. 7. 5).
Donc les triangles semblables sont entr’eux

en raison doublée des côtés homologues; ce
qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
Il suit manifestement de là que si trois droites

sont proportionnelles , la première sera à la troi-
sième comme triangle décrit sur la première est

triangle semblable qui est décrit semblablement
sur la seconde , puisqu’il a été démontré que CB

est à BG comme le triangle ABC est au triangle
ÀBG , c’est-àcdire au triangle DEF.
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PROPOSITION XX.
I THÉORÈME.

Les polygones semblables peuvent se diviser en
’ triangles semblables, égaux en nombre et pro-

portionnels aux polygones; et ces polygones
sont entr’euæ en raison doublée de leurs côtés

homologues.

Soient ABC DE, FGHKL (fig. 140) deux
polygones semblables et que le côté AB soit
l’homologue du côté FG : je dis que les poly-

gones ABC DE , FGHKL peuvent se diviser en
triangles semblables , égaux en nombre et pro-
portionnels aux polygones , et que les polygones
A B C D E , F G H K L sont entr’eux en raison
doublée des côtés AB , FG.

Menez les droites BE, EC, GL, LH.
Puisque le polygone ABCDE est semblable

au polygone FGHKL, l’angle BAE est égal à
l’angle GFL; mais BA est à AE comme GF est à

FL : donc , puisque ces deux triangles ont un
angle égal à un angle et que les côtés placés -

autour des angles égaux sont proportionnels,
les triangles AB E , FGL seront équiangles
(prop. 6. 6) , et par conséquent semblables
(pr0p. 4. 6) : donc l’angle ABE est égal a l’an--

5
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gle FGL ; mais l’angle total ABC est égal à
l’angle total FGH, à cause de la similitude (les

polygones z donc Tringle restant EBC est égal
à l’angle restant LG H; mais à cause de la simi-

litude (les triangles ARE , FGL, EB est à RA
comme LG est à CF, et à cause (le la similitude
des polygones, AB est à BC comme FG est à GH,

EB sera à BC comme LG est à CH (prop. 22. 5),
c’est-à-dire que les côtés placés autour des an-

gles égaux E B C , LG H seront proportionnels :
donc les triangles EBC , LGH sont équiangles
( prop. 6. 6) , et par conséquent semblables
( prop. 6). Par la même raison , les triangles
ECD , LHK sont encore semblables : donc les
polygones ABC DE , FGHKL sont divisés en
triangles semblables et égaux en nombre.

Je dis de plus que ces triangles sont propor-
tionnels aux polygones, c’est-à-dire que ces
triangles sont entr’eux comme les anléeétlens

ARE, EBC , ECD sont aux conséquens FGL,
LGH , LHK; je dis encore que les polygones
ARC DE , FGHKL sont en raison doublée des
côtés homologues, e’est-à-dire en raison don-

blée des côtés AB, FG.

Menez les droites AC , FH.
Puisqu’à cause de la similitude des polygones

l’angle ABC est égal à l’angle FGH, et que AB

I
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est à BC comme FG est à GH , les triangles
A BC , FGH seront équiangles (prop. 6. :
donc l’angle BAC est égal à l’angle GFH et

l’angle BC A égal à l’angle G HF. De plus , puis-

que l’angle BAM est égal à l’angle GFN et qu’il

a été démontré que l’angle ABM est égal à l’an-

gle FGN , l’angle restant AMB sera égal à l’an-

gle restant FNG (prop. 52. 1 ) : donc les deux
triangles ABM , FGN sont équiangles. Nous dé-

montrerons semblablement que les deux trian-
gles BMC , GNH sont équiangles : donc AM
est à MB comme FN est àNG, et BM est à MC
comme GN est à NH (prop. 4. 6) : donc AM
est à MC comme FN est à NG (prop. 22. 5);
mais AM est à MC comme le triangle ABM est
au triangle MBC, comme le triangle AME est
au triangle EMC , car ils sont entr’eux comme

’ leurs bases ( pr0p. I . 6), mais un seul des an-
técédens est à un seul des conséquens cantine
tous les antécédeus sont à tous les conséquens

(prop. 12. 5) : (loue le triangle AMB est au
triangle BMC comme le triangle ABE est au
triangle CBE; mais AMB est à BMC connue
AM est à MG : donc AM est à MG connue le
triangle ABE est au triangle EBC (prop, l 1 .5). .
Par la même raison FN est à NH comme le
triangle F GL est au triangle GLH; mais AM

4
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est à MC comme FN est à NH : donc le trian-
gle ABE est au triangle BEC comme le trian-
gle FGL est au triangle GLH (prop. n. 5):
ou bien en échangeant les places des moyens,
le triangle ABE est au triangle FGL comme le
triangle BEC est au triangle GLH (prop. 16. 5).
Nous démontrerons semblablement , après avoir

mené BD, CH , que le triangle BEC est au trian-

gle GLH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK; mais puisque le triangle ABE est au
triangle FGL comme le triangle EBC est au
triangle LGH et comme le triangle ECD est
au triangle LHK, un des antécédens sera à un
des conséquens connue tous les antéCédens

seront à tous les conséquens (prop.. 12. 5) :
donc le triangle ÀB E est au triangle F G L
comme le polygone ABCDE est au polygone
FGHKL; mais les triangles ARE , FGL sont
entr’eux en raison doublée des côtés AB , FH;

car les triangles semblables sont en raison dou-
blée des côtés homologues (proP. 19. 6) : donc

les polygones ABC DE , FGH KL sont en raison t
doublée (les côtés homologues AB, FG.

Donc les polygones semblables peuvent être
divisés en un même nombre de triangles sem-
blables et proportionnels aux polygones; ct les
polygones semblables sont entr’cux en raison
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doublée des côtés homologues; ce qu’il falloit

démontrer.

COROLLAIRE I.
On démontrera de la même manière que les

quadrilatères semblables sont en raison doublée
des côtés homologues; mais cela a été démontré

pour les triangles semblables ( corol. 19. 6) : ’
donc généralement les figures rectilignes sem-
blables sont entr’elles en raison doublée des
côtés homologues.

COROLLAIRE Il.
Si nous prenons une troisième proportion-

nelle 0 aux deux droites AB , FG , les droites
AB, O seront en raison doublée des droites AB ,
FG ( défi Io. 5) ; mais les polygones et les qua-
drilatères sont entr’eux en raison doublée des
côtés homologues , c’est-à-dire en raison dou-

blée des côtés AB, FG; l’on démontre cela pour

les triangles; il est donc généralement évident

que si trois droites sont proportionnelles , la
première et la troisième sont entr’elles en raison

doublée de la figure décrite sur la première , et

de la figure semblable décrite semblablement
sur la seconde.
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AUTREMENT.

Nous démontrerons autrement et plus briève-

ment que les triangles sont proportionnels aux
polygones de la manière suivante :

Soient les polygones A B C D E , F G H K L
(fig. 141 Menez BE, EC, GL, LH : je dis
que le triangle ABE est au triangle FGL comme
le triangle EBC est au triangle LGH et connue
le triangle CDE est au triangle HKL.

Puisque les triangles ABE, FGL sont sem-
blables, les triangles ABE , FG L sont en raison
doublée des côtés B E , G L (prop. 19. 6). Par

la même raison les triangles BEC, GLH sont
en raison doublée des côtés BE , CL : donc le

triangle ABE est au triangle FGL comme le
triangle EBC est au triangle LGH (prop. t t . 5).
De plus , puisque le triangle EBC est semblable
au triangle LG Il, les triangles E13 C , LC Il
sont en raison doublée des droites C E , IIL
( prop. 19. 6). Par la même raison les triangles
ECD, LHK sont en raison doublée des droites
CE, HL : donc le triangle EBC est au trian-
gle LGH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK (prop. I 1 . 5) ; mais on a démontré
que le triangle EBC est au triangle LGH comme
le triangle ABE est au triangle FGL : donc le
triangle ABE est au triangle FGL connue le
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triangle BEC est au triangle G L Il et comme le
triangle ECD est au triangle LHK : donc un
des antécédens est à un des conséguens comme

tous les antécédens sont à tous les conséquens

(prop. 1 a . 5) ; et le. reste comme dans la première
démonstration; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI.
THÉORÈME.

Les figures rectilignes qui sont semblables à une
même figure rectiligne sont semblables entre
elles.

Que chacune des figures rectilignes A, B
(fig. 142) soit semblable à la figure rectiligne
C : je dis que la figure rectiligne A est sembla-
ble à la figure rectiligne B.

Car puisque les figures rectilignes A et B sont
semblables, ces deux figures sont équiangles
et les côtés placés autour des angles égaux-
sont proportionnels (défi 1 .6). De plus, puis-
que les figures rectiligmes B , C sont semblables ,
ces deux figures sont équiangles et les côtés
placés autour des angles égaux sont propor-
tionnels : donc l’une et l’autre des figures rec-

tilignes A , B sont équiangles avec la figure recti-

ligne C , et les côtés placés autour des angles
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- égaux sont proportionnels : donc les figures

rectilignes A , B sont équiangles (aux. I) , et les
côtés placés autour des angles égaux sont pro-

portionnels ( prop. n. 5) : donc les figures
rectilignes A, B sont semblables (défi 1. 6);
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXII.
THÉORÈME.

Si quatre droites sont proportionnelles , les figures

rectilignes semblables ,. construites semblable-
ment sur ces droites , seront proportionnelles ;
et si les figures rectilignes semblables et cons-
truites semblablement sur ces droites sont pro-
portionnelles , ces droites seront proportion-
"elles.

Soient AB, CD, EF, GH (fig. 145) quatre
droites proportionnelles, de manière que AB soit
à C D comme EF est à GH. Soient décrites sur

les droites AB, CD les figures rectilignes sem-
blables et semblablement placées KAB , LC D,
et sur les droites EF , GH soient décrites les
figures semblables et semblablement placées
MF, NH : je dis que la figure rectiligne KAB
est à la figure rectiligne LCD comme la figure
rectiligne MF est à la figure rectiligne NH.
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Prenez une troisième proportionnelle O aux

droites AB , CD, et une troisième. proportion-
Vnelle P aux droites EF, GH (prop. Il. 6).
Puisque AB est à CD comme EF est à GIH et
que CD est à O comme GH est à P, AB sera
à O comme EF est à P (prop. 22. 5) ; mais AB
est à O comme la figure rectiligne KAB est à la

figure rectiligne LC D (cor. 2. prop. 20. 6), et
EF est à P comme la figure rectiligne MF est
à la figure rectiligne NG : donc KAB est à LCD

comme MF estàNH (prop. n.5). i
Si la figure rectiligne KAB est à la figure rec-

tiligne LCD comme la figure rectiligne MF est
à la figure rectiligne NH : je dis que AB est à
CD comme EF est à GH.

Prenons une quatrième proportionnelle aux
trois droites AB, CD, EF de manière que l’on
ait AB est à CDcomme EF est à QR (prop. 1 2.6),

et sur QR décrivez la figure rectiligne 5R de
manière qu’elle soit semblable à l’une et à

l’autre des figures MF, NH, et semblablement
placée (prop. 18. 6).

Puisque AB est à CD comme EF est à QR,
que les figures rectilignes KAB, LCD décrites
sur les droites AB , C D sont semblables et sem-
blablement placées, et que les figures rectili-
gnes MF, SR décrites sur les droites EF, QR

x



                                                                     

254 iÉLËMENS
sont semblables et semblablement placées , la
figure rectiligne KAB est à la figure rectiligne
LCD comme MF est à 5R, ainsi que dans la
première partie de cette proposition; mais on
suppose que la figure rectiligne KAB est à la
figure rectiligne LCD comme la figure rectili-
gne MF est à la figure rectiligne NH : donc
la figure rectiligne MF a la même raison avec
l’une et l’autre des figures rectilignes N H, 5R

(prop. 1 l. 5) : donc la figure rectiligne Nil
est égale à la figure rectiligne 5R ( prop. g. 5) ;
mais la figure rectiligne N H est semblable à la
figure SE et semblablement placée : donc GH
est égal à QR (lem. suiv.) , et puisque AB est à
CD conmte EF est à QR et que OR est égal à GH,

AB sera à CD comme EF est à GH (prop. 7. 5).
Donc si quatre droites sont proportionnelles ,

les figures rectilignes semblables , construites
semblablement sur ces droites , seront propor-
tionnelles; et si les figures rectilignes sembla-
bles et semblablement construites sur ces droites
sont pr0portionnelles, ces droites seront pro-
portionnelles; ce qu’il falloit démontrer.

LEMME.
Si des figures rectilignes sont égales et sem-

blables , nous démontrerons de cette manière
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que leurs côtés homologues sont égaux entre

eux.
Supposons que les figures rectilignes NH,

SR soient égales et semblables , et que HG soit
à GN comme QR est à QS :je dis que QR est

égal à GH. .
Car si ces droites sont inégales , une d’elles

sera plus grande ; supposons que la droite QR
soit plus grande que la droite HG. Puisque QR
est à Q5 comme HG est à GN , si on échange

les places des moyens , QR sera à HG comme
QS est à GN (prop. 16. 5); mais QR est plus
grand que HG :done. Q5 sera plus grand que GN :
donc la ligure rectiligne R5 est plus grande que
la figure rectiligne HN (prop. 20. 6); nuis elle
lui est égale , ce qui est impossible: donc les
droites QR, GH ne sont pas inégales : donc
elles sont égales; ce qu’il fallOit démontrer.

PROPOSITION XVX’III.

fTHÉORÈME. I
Les parallélogrammes équiangles sont entr’eux

en raison composée des côtés..

Soient les parallélogrammes équiangles AC ,
CF (fig. 144) , ayant l’angle BC D égal à l’angle

E CG : je dis que les parallélogrammes AC, C F
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sont .entr’eux en raison composée des côtés,

c’est-à-dire, en raison composée de la raison

(le BC à CG et de la raison DC à CE.
Placez la droite BC dans la direction de la

droite CG; la droite DC sera placée dans la
direction de CE ( prop. 14. x Achevez le pa-
rallélogramme D G; prenez une droite quel-
conque K, de manière que BC soit à CG comme

K est à L et que DC soit à CE comme L est
à M (prop. 12. 6).

Les. raisons de K à L et de L à M sont les
mêmes que les raisons des côtés, c’est-à-dire

de BC à CG et de DC à CE; mais la raison
de K M est composée de la raison de K à L
et de laxaison de L à M (défi 5.6): doucies
droites K et L sont entr’elles en raison com-
posée des côtés; et puiSque BC est à CG comme

le parallélogramme AC est au parallélogramme

CH (prop. 1.6), et que BC est à CG comme K
est à L , K sera à L comme le parallélogramme

AC est au parallélogramme C H (prop. i 1 . 5).
De plus , puisque DC est à CE comme le paral-
lélogramme C H est au parallélogramme CF , et

que DC est à CE commeL est à M (prop. I .6),
t L sera à M comme le parallélogramme CH est

au parallélogramme CF ( prOp. n. 5) : donc
puisqu’il a été démontré que K est à L comme
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le parallélogramme AC est au parallélogramme

CH , et que L est à M comme le parallélogramme

CH est au parallélogramme CF, K sera à M
comme le parallélogramme AC est au parallé-
logramme C F ( prop. sa. 5 Mais les droites K
et M sont en raison composée des côtés : donc
les parallélogrammes AC, CF sont entr’eux en

raison composée des côtés. ,
Donc les parallélogrammes équiangles sont

entr’enx en raison composée des côtés; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION XXIIV.
THÉORÈME.

Dans tout parallélogramme, les parallélogrammes

placés autour du diamètre sont semblables au
parallélogramme total et semblables entr’eux.

Soit le parallélogramme AB C D ( 145)
dont AC est le diamètre; qu’autour du diamètre

AC soient les parallélogrammes EG , HK: je
dis que les parallélogrammes EG , HK sont sem-
blables au parallélogramme total ABC D et sem-
blables entr’eux.

Car puisque la droite EF est parallèle à un
des côtés du triangle ABC , savoir au côté BC ,

la droite B E sera à la droite EA comme la droite

R
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CF est à la droite FA (prop. a. 6). De plus, puis-
que la droite FG est parallèle à un des côtés du

triangle ACD, savoir au côté CD , la droite CF
sera à la droite FA comme la droite DG est à la
droite GA; mais on a démontré que CF est à FA

comme BE est à EA : donc BE est à EA comme
DG est à GA (prop. 1 1 . 5) 3 ajoutant les con-
séquens aux antécédens (prop. 18. 5) , BA sera

à AE comme DAest à AG,et enfin en échangeant

les places des moyens (prop. 16.5), BA sera à
AD comme AE est à AG : donc les côtés des
parallélogrammes ABCD , EG qui comprennent

un angle commun BAD sont proportionnels.
Puisque GF est parallèle à DC, l’angle AGF
est égal à l’angle A DC ( prop. 29. 1 ) , et l’angle

GFA égal à l’angle DCA; mais l’angle DAC est

commun aux deux triangles ADC , AGF : donc
les triangles ADC , AGF sont équiangles. Les
triangles ABC , AF E sont équiangles, par la
même raison : donc le parallélogramme total
ABCD et le parallélogramme EG sont équian-
gles : donc AD est à DC comme AG est à GF.
(prop. 4.6), et AC est i1 CB comme AF est à
FE, et de plus CB est à BA comme FE est à
EA : donc puisqu’on a démontré que D’C est

à CA comme GF est à FA et que AC est à CB
comme AF est à FE, DC sera à CB comme CF
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est à FE (prop. 22. 5); doucies côtés des paral-

lélogrammes ABCD , EG qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels : donc le pa-
rallélogramme ABCD est semblable au paral-
lélogramme EG (défi 1 . 6). Le parallélogramme

ABC D est semblable au parallélogramme KH ,
par la même raison : donc chacun des parallé-

logrammes EG , HK est semblable au parallé-
logramme ABCD ; mais les figures qui sont
semblables chacune à une autre figure , sont
semblables entr’elles ( prop. 21. 6) : donc le
parallélogramme EG est semblable au parallé-

logramme HK. IDonc , dans tout parallélogramme , les pa-
rallélogrammes’ placés autour du diamètre sont

semblables au parallélogramme total et sembla-
bles entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
PROBLÈME.

Construire une figure semblable à une figure donnée

et égale à une autre figure aussi donnée.

Soit ABC (fig. 1 45) la figure donnée, à laquelle

il faut construire une figure semblable, et D la
figure à laquelle il faut la faire égale : il faut

2
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construire une figure qui soit semblable à la
figure ABC et égale à la figure D.

Construisez sur la droite BC un parallélo-
gramme B E qui soit égal au triangle A B C ,
(prop. 44 et45. 1), et sur la droite CE et dans
l’angle FCE qui est égal à l’angle CBL, cons-

truisez un parallélogramme CM égal à la figure D ;

la droite BC sera dans la direction de C F, et la
droite LE dans la direction de EM ( prop. 1 1
Prenez une moyenne proportionnelle GH entre
les droites BC , CF (prop. 15. 6) , et sur cette
moyenne proportionnelle GH, construisez une
figure KG H semblable à la figure ABC et sem-
blablement placée (prop. 18. 6

Puisque BC est à GH comme GH est à CF,
et puisque, lorsque trois droites sont propor-
tionnelles , la première est la troisième comme
la figure qui est construite sur la première est à

la figure semblable construite sur la seconde
et semblablement placée (cor. 2. prop. 2o. 6),
la droite BC sera à la droite C F comme le trian-
gle ABC est au triangle KGH; mais BC est à
C F comme le parallélogramme BE est au paral-
lélogramme EF ( prop. 1 .6) , et le triangle ABC
est au triangle KGH comme le parallélogramme
B E est au parallélogramme EF : donc en chan-

geant les places des moyens ( prop. 16. 5 ), le
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triangleABC sera au parallélogramme BE comma

le triangle KGH est au parallélogramme EF;
mais le triangle ABC est égal au parallélogramme

BE, par construction z donc le triangle KGH est
égal au parallélogramme EF; mais le parallélo-

gramme EF est égal à la figure D : donc le
triangle KGH est aussi égal à la figure D; mais
le triangle KGH est semblable au triangle ABC ,

par construction. iDonc on a construit une figure KGH sem-,
blable à la figure ABC et égale à une autre
figure donnée; ce qu’il falloit faire. a

[PROPOSI’TÆION xxvi.

THÉORÈME

Si d’un parallélogramme on retranche un paral-
zézàg’mmme qui soit semblable au parallélo-

gramme entier et semblableth placé , et qui

aitiavec lui un angle commun,ces pa-
rallélogrammes seront placés autour du même

diamètres, h y l l .
Que du parallélogramme ABC D ( fig. 147 )

on retranche le parallélogramme AEFG sem-
blable. au parallélogramme. (ABCDet sembla-
blement placé étayant avec lui un angle com-
mun DAB : je dis que. les parallélogrammes

5
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ABCD, AEFG sont placés autour du même
diamètre.

r Car si cela n’est point , supposons , si cela est

possible, que la droite AHC soit leur diamètre ,
et par le point 5H conduisons la droite HK pa-
rallèle à l’une et à l’autre des droites AD, BC.

Puisque les parallélogrammes ABCD, KG
sont placés autour du même diamètre, le paral-

lélogramme ABCD sera semblable au parallé-
logramme KG (prop. 24.6) : donc DA està AB
comme GA est là AK (défi 1. 6),- mais à cause

de la similitude des parallélOgrammes ABCD,
EG , la droite DA est à la droite AB comme la
droite GA est à la droite AE : donc GA est à AE

cOmme GA est à .AK (prop. 11. 5) : donc la
droite GA a la même raison avec. chacune des
droites A K , AE : donc la droite’AK’sera. égale

à la droite AE (prop. g. 5), c’est-à-dire que la

plus petite sera égale à lapins grande , ce qui est
impossible : dO11Cl’es’parallélo’gramJnes ABCD,

KG ne sont point placés autour du même dia-
mètre : donc les parallélogrammes ABC D ,
AEFG sont placés autouüdu même diamètre.

Donc si d’un paralléIOgramme on retranche
un parallélogranme qui soit semblable’au pâ-

rallélogramme total et semblablement placé, et

qui ait avec lui un angle commun, ces deux
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parallélogrammes seront placés autour du même

diamètre; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVII.
I THÉORÈME.

Dg: tous les parallélogrammes qui sont appliqués

sur la même droite et qui sont défhillans de pa-
rallélogramnæs semblables au parallélogramme

décrit sur la moitié de cette droite et sembla-
blement placés que lui , le plus grand ést celui

qui est appliqué sur la moitié de cette droite et

qui est semblable à souvdcffaut

Soit la droite AIE (fig. 148 ) , que cette droite
soit coupée en deux parties égales au point C,

(1) Un bmllélogramtne est dit appliqué sur une
droite lorsqu’il est décrit sur calté droite.

Uiilparallélogramme est dit défaillant d’un parallé-

logramme lorsqu’il est décrit sur âme partie de la base
d’un autre parallélogramme ,ïsoùs les mêmes angles et

entre ,les mêmes parallèles; le palillélogramme dont il
est défaillant se nomme son défaut. Soit A0 le paral-
lélogramme que l’on considère; le parallélogramme

AD sera le parallélogramme défaillant et son défaut

sera le parallélogramme C0. I i
Un parallélogramme est dit excédent d’un, parallé-

logramme lorsqu’il est décrit sur la base prolongée d’un

autre parallélogramme, sous le même angle et entre
4
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et que sur cette droite AB soit appliqué le pa-
rallélogramme AD qui est défaillant. du paral-
lélogramme CE semblable à celui qui est dé-

, crit sur la moitié de AB, c’est-à-dire sur AC :

je dis que de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur la droite AB et qui sont défaillans

de parallélogrammes semblables au parallélo-
gramme CE et semblablement placés que lui , le
plus grand est le parallélogramne AD. En effet,
appliquez sur laldroite AB le parallélogramme
AF défaillant du parallélogramie K H sembla-
ble au parallélogramme CE et semblablement
placé que lui : je dis que le parallélogramme AD

est plus grand que le parallélogramme AF.
Puis le parallélogramme CE est semblable

au parallélogramme KH , ces deux parallélo-
grammes seront placés autour du même dia-
mètre (prop. 26. 6); Menez leur diamètre DE

et décrivez la figure. V
Puisque le parallélogramme CF est égal a

parallélogramme FE (prop. 45. 1), si l’on ajoute

les mêmes parallèles; le parallélogramme dont il sur;
passe le parallélogramme que l’on considère se nomme

son excès. ’:Soit A0 le parallélogramme que l’on considère; le
parallélogramme AE sera le parallélogramme excé-

dentelle parallélogramme KE sera son excès.
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à chacun le parallélogramme Kll , le parallélo-

gramme total CH sera égal au parallélogramme

totalKE. Mais CH est égal à CG (prop. 56. 1),-
parce que la droite AC est égale à la droite CB.

Donc GC est égal à E K : donc si nous ajou-
tons à chacune de ces quantités le parallé-
logramme CF, le parallélogramme total AF
sera égal au gnomon LMN : donc le parallélo-
gramme CE, c’est-à-dire le parallélogramme

AD, est plus grand que le parallélogramme AF

(prop. 56. 1 t -Partageons de nouveau la droite AB (fig. 149)
en deux parties égales au point C , et appliquons
sur cette droite le parallélogramme AL défail-
lant du parallélogramme CM ,et de plus appli-
quons sur la droite AB le parallélogramme AE
défaillant du parallélogramme DF, semblable-
ment posé et semblable au parallélogramme
qui est décrit sur la moitié de AB, c’est-à-dire

au parallélogramme CM. Je dis que le paral-
lélogramme AL qui est appliqué sur la moitié

de la droite A3 est plus grand que le parallé-
logramme AE.

Car puisque les parallélogrammes DF et CM
sont semblables , ces deux parallélogrammes
sont autour du même diamètre (prop. 26. 6).
Soit EB leur diamètre et décrivez la figure.
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Attendu que LF est égal à L H (prop. 56. 1) ,

car FG est égal à CH , LF sera plus grand que
EK. Mais LF est égal à LD (prop.45. x) : donc
DL est plus grand que EK : donc si nous ajou-
tons à chacun de ces deux parallélogrammes le
parallélogramme KD , le parallélogramme total

AL sera plus grand que le parallélogramme

total AE. .Donc de tous les parallélogrammes sont
appliqués sur la même droite et qui sont dé-
faillans de parallélogrammes semblables au pa-
rallélogramme décrit sur la moitié de cette
droite et semblablement placés que lui, le plus
grand est celui qui est appliqué sur la moitié de
cette droite et qui est semblable à son défaut;
ce qu’il falloit démontrer. ï
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PROPOSITION XXVIII.
PROBLÈME.

Sur que droite donnée appliquer un parallélo-
gramme qui soit égal à une figure rectiligne

. donnée et, qui soit défaillant d’un parallélo-

gramme semblable à un autre parallélogramme
donné ; il faut que la figure rectiligne donnée,

l à laquelle on doit substituer une figure qui lui
soit égale, ne soit pas plus grande que le paral-
lélogramme qui est appliqué sur la moitié de la

  I droite-donnée; les défauts du parallélogramme

  l, applique sur la moitié de cette droite et decelui
. guidoit être défaillant d’air parallélogramme

1 semlflable étant semblables mafieux.

«ne .- Soit AB ( fig. l 50) la droite donnée à laquelle

il faut appliquai-fin pnràllélogramme égal à la

figmelreetiligne donnée C , que cette fignre’àoit

pluslpeâte que le par’allélogramme appliqué sur

la moitié de la droite A13 5. les déf’auls étant sem-

blables , et que le maryllélmgràmme auquel le
défaut daitêtreïstm’xblablè soit D. llfautsur
la droite JAB’applii’ïlfer un phallélogranime qui

soit (gal Hà figure ’rectilikne donnée C et qui

soit défaillant d’utrfiaràllëlogiahnme semblant?

am parallélogramJne Du l h I
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Coupez la droite AB en deux parties égales

au point E (prop. x 0. 1) , et sur E B décrivez le
parallélogramme EBFG semblable au parallélo-

gramme D et semblablement placé que lui (prop .
18. 6) , et terminez le parallélogramme AG. Le
parallélogramme AG est égal à la figure C , ou il

est plus grand que cette figure. Si le parallélo-
gramme AG est égal à la figure C , on a fait ce qui

étoit proposé; car on a appliqué sur la droite AB

un parallélogramme AG égal à la figure rectiligne

donné C et défaillant d’un parallélogramme EF

semblable au parallélogramme D. Au contraire,
si le parallélogramme H E n’est pas égal à la

figure rectiligne C, ce parallélogramme sera plus
grand que cette figure. Mais HE est égal à EFE

donc EFest plus grand que C. Construisez le
parallélogramme KL MN de manière que ce
parallélogramme soit égal à l’excès du parallé-

logramme EF sur lafigure C, et semblable au
parallélbgramme D etsemblablement placé que

lui (pr0p;25.6)’; mais EF est semblable à D:
donc le, parallélogramme KM sera Semblable
au parallélogramme .EF. Que la-droite’LK- son.

l’homologue de la, droitenGE et la" droite LM
l’homologue de la droite .GF. Puisque le pa-
rallélogramme EF estégal aux deux figures C,
KM, le parallélogramme EF sera plus grand
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que le parallélogramme KM : donc la droite GE

est plus grande que la droite KL, et la droite
GF plus grande que la droite LM ( prop. 20. 6).
Faites la droite GO égale à la droite LK, et la
droite GP égale à la droite LM ( prop. 5. 1)., et ter-

minez le parallélogramme OGPQ ( prop.. 5 1 . I).

t Le parallélogramme OP sera égal et semblable
au parallélogramme KM ( prop. 24. 6); mais le
parallélogramme KM est semblable au parallé-
logramme EF : donc le parallélogramme OP est
semblable au parallélogramme EF (prop. a 1 . (i) :

donc ces deux parallélogrammes sont autour du
même diamètre ( prop. 26. 6). Soit GQB leur
diamètre et décrivez la figure.

Puisque le parallélogramme EF est égal aux
deux figures C , KM, et que OP est égal à KM,

le gnomon restant VXY sera égal à la figure
restante C; et à cause que PR est égal à OS
( prop.,45. l ) , si l’on ajoute à chacun de ces
deux parallélogrammes le parallélogramme R8 ,

le parallélogramme total PB sera égal au paral-
lélogramme total 0B. Mais OB est égal à TE
( prop. 56. I), parce que le éôté AE est égal

au côté EB : donc .TE est égal à PB z donc
si-on ajoute à chacun de ces deux parallélo-
grammes TE, PB le parallélogramme OS, le
parallélogramme total TS sera égal au gnomon
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total VXY. Or en a démontré que le gnomon
VXY estégal à C :- donc le parallélogramme
TS est égal à la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite AB un
parallélogramme TS qui est égal à la figure
rectiligne donnée C et qui est défaillant d’un

parallélogramme R5 semblable à un parallélo-

gramme D, puisque R S est semblable à P0;
ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXIX.
PROBLÈME.

Appliquer sur une droite donnée un parallélo- A
gramme qui soit égal à une figure rectiligne
donnée et qui soit excédent d’un parallélo-

gramme semblable à un autre parallélogramme
donné.

Soit AB ( fig. 151) la droite donnée à laquelle

il faut appliquer un parallélogramme soit
égal à une figure rectiligne donnée C et qui
soit excédent d’un parallélogramme semblable

au parallélogramme. D : il faut sur la droite
AB appliquer un parallélogramme qui soit égal

à la figure rectiligne C, et qui soit excédent
d’un parallélogramme semblable au parallélo-

gramme D.
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Partagez la droite AB en deux parties égales

au point E ( prop. g. I ) , sur la droite .EB dé-
crivez le parallélogramme EL semblable au pa-
rallélogramme’D et semblablement placé que

lui, et construisez le parallélogramme GH égal

aux deux figures EL , C , et semblable au paral-
lélogramme D et semblablement posé que lui
(prop. :25. 6) ; le parallélogramme GH sera sem-
semblable au parallélogramme EL. Que le côté
KH soit l’homologue du côté FL et le côté KG

l’homologue du côté FE. Puisque le parallélo-

gramme GH est plus grand que le parallélo-
gramme EL , la droite KH sera plus grande
que la droite EL et la droite KG plus grande
que la droite FE. Prolongez FL et FE jusqu’à
ce que la droite F L M soit égale à la droite KH
et jusqu’à ce que la droite FEN soit égale à la

droite KG (prop. 5. 1) , et terminez le paral-
lélogramme MN. Le parallélogramme MN sera
égal et semblable au parallélogramme CH; mais

le parallélogramme EL est semblable au pa-
rallélogramme GH : donc le parallélogramme
MN sera semblable au parallélogramme E L
(prop. a I . 6) : donc les deux parallélogrammes
F L , MN seront autour du même diamètre
(prop. 26. 6). Conduisez leur diagonale F O et
terminez la figure.
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Puisque le parallélogramme GH est égal aux

deux figures EL , C et que MN est égal à GH, le
parallélogramme MN sera égal aux deux figures

EL, C : donc, si l’on retranche le parallélo-
gramme commun EL , le gnomon restant ZYX
sera égal à la figure rectiligne C ; et puisque EA
est égal à EB , le parallélogramme AN sera égal

au parallélogramme NB (prop. 56. r) , c’est-à-

dire au parallélogramme LP (prop. 45. 1):
donc si nous ajoutons à chacun de ces deux
parallélogrammes le parallélogramme E0 , le
parallélogramme total A0 sera égal au gnomon

total ZYX; mais le gnomon ZYX est égal à la
figure rectiligne C : donc le parallélogramme
A0 est égal à la figure rectiligne C.

Donc ou a appliqué sur la droite donnée AB
un parallélogramme A0 qui est égal à la figure

rectiligne C et est excédent d’un parallélo-

gramme QP semblable au parallélogramme D,
parce que le parallélogramme QP est sem-
blable au parallélogramme LE; ce qu’il falloit

faire. -
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PROPOSITION xxx.

PROBLÈME.

Couper une droite finie et donnée en moyenne
et ertrëme raison.

Soit la droite AB Ç fig. 152) finie et donnée:

il faut couper cette droite AB en moyenne et
extrême raison.

Sur la droite AB construisez le quarré BC
( prop. 46. I ) , et sur la droite AC appliquez un
parallélogramme CD qui soit égal au quarré BC

et dont le parallélogramme excédent AD soit
semblable au quarré BC ( prop. 29. 6).

La figure BC est un quarré : donc la figure AU
sera aussi un quarré; et puisque BC est égal à
CD, si l’on retranche la partie commune CE,
la figure restante BF sera égale à la figure res-
tante AD; mais ces deux figures sont équian-
gles : donc les côtés des figures BF , AD
sont autour des angles égaux sont réciproque-

ment proportionnels (prop. 14. 6) : donc FE
est à ED comme AE est à EB; mais FE est
égal à AC (fig. 54. I), c’est-à-dire à AB et ED

est égal à AE : donc AB est à AE comme AE
est à EB; mais AB est plus grand que AE : donc
AE est plus grand que EB.

S
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Donc la droite AE a été coupée au point E

en moyenne et extrême raison , et sa partie AE
est son plus grand segment ; ce qu’il falloit
faire.

AUTREMENT.
Soit AB (fig. 155) la droite donnée : il faut

couper cette droite en moyenne et extrême
raison.

Partagez la droite AB au point C de manière
que le rectangle compris sous les droites AB ,
BC soit égal au quarré de AC (prop. 1 I. 2).

Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de AC, AB sera à

AC comme AC està CB (prop. I7. 6): donc
la droite AB a été coupée en moyenne et ex-
trême raison (déf. 5. 6); ce qu’il falloit faire.

PROPOSÎTION XXXI.
THÉORÈME.

I Dans les triangles rectangles, la figure construite
n sur le côté qui soutend l’angle droit est égale

aux figures semblables qui sont décrites sem-
blablement sur les côtés qui comprennent l’an-

gle droit.

Soit le triangle rectangle ABC (fig. 154) dont
l’angle BAC est droit: je dis que la figure cons-
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truite stir BC est égale aux figures semblables
décrites semblablement sur les côtés BA , AC.

Conduisez sur BC la perpendiculaire AD.
Puisque dans le triangle ABC on a conduit

de l’angle A sur la base BC la perpendiculaire
AD , les triangles ABD, ADC placés autour de
la perpendiculaire sont semblables au triangle
total ABC et semblables entr’eux ( prop. 8. 6).
Puisque le triangle ABC est semblable au trian-
gle ABD, CB sera à BA comme AB est à BD;
mais lorsque trois droites sont proportionnelles,
la première droite est à la troisième comme la
figure construite sur la première droite est à la
figure semblable construite semblablement sur
la seconde (prop. a. cor. 20. 6) : donc CB est
à BD comme la figure construite sur CB est à
la figure semblable construite. semblablement
sur BA. Par [la même raison, BC est à CD
comme la figure construite sur BC est à la figure
décrite sur CA : donc BC est à BD plus DG
comme la figure construite sur BC est aux figures
semblables qui sont décrites semblablement sur
BA, AC; mais BC est égal à BD plus DC (I):

(l) En effet , si l’on ajoute les deux proportions
CBzBD :-: BE:BF,etBC:CD 1: BE:CG,elsil’on
divise les antécédens par deux , on aura la proportion

BC:BD-i- CD 2: BE:BF -[- CG.
’ il
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donc la figtue construite sur BC est égale aux
figures semblables sont décrites semblable-
ment sur BA, AC.

Donc dans les triangles rectangles, la figure
qui est construite sur le côté qui soutend l’an-

gle droit est égale aux figures semblables qui
sont semblablement décrites sur les côtés qui
camprennent l’angle droit; ce qu’il falloit dé-

montrer.
s U T n E M E N T.

Puisque les figures semblables sont entre
elles en raison doublée des côtés homologues

(prop. 25. 6.) , la figure construite sur BC et
celle est construite sur BA seront entr’elles
en raison doublée des côtés BC , BA; mais le
quarré construit sur BC et le quarré construit

sur BA sont en raison doublée de BG, BA
( prop. I . cor. 20. 6) : donc la figure construite
sur BC est à celle qui est construite sur BA
comme le quarré de BC est au quarré de BA

( prop. 1 I. 5 Par la même raison la figure
construite sur BC est à celle qui est construite
sur CA comme le quarré de BC est au quarré

de CA : donc la figure construite sur BC est
aux figures construites sur BA, AC comme le
quarré de BC est aux quarrés de BA et de AC.
Mais le quarré de BC est égal aux quarrés de
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BA et de AC (prop. 47 . 1) : donc la figure cons-
truite sur BC est égale aux figures semblables
qui sont semblablement décrites sur BA et sur
AC; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXII.
THÉORÈME.

Si Jeux triangles qui ont deux côtés proportion-
nels à deux côtés sont disposés selon un angle.

de manière que leurs côtés homologues soient

parallèles, les autres côtés formeront une seule

droite.

Soient les deux triangles ABC, DCE (fig. 1 55)
qui aient les deux côtés BA , AC proportionnels
aux deux côtés CD, DE de manière que BA soit

àAC comme CD est à DE, et que AB soit pa- -
rallèle à DC et AC parallèle aussi à DE : je dis

que BC et CE ne formeront qu’une seule droite.

Puisque AB est parallèle à DC et que AC
tombe sur ces deux droites, les angles alternes
BAC , ACD sont égaux entr’eux (prop. 29. 1).
Par la mêmeraison , l’angle CDE est égal à l’an-

gle ACD : donc l’angle BAC est égal là l’angle

CDE; et puisque les deux triangles ABC , ACE
ont deux angles égaux en A et en D , et que les
côtés qui comprennent ces deux angles égaux

5
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sont proportionnels, c’est-à-dire que BA est à

AC comme CD est à DE , les triangles ABC,
DCE seront équiangles (prop. 6. 6) : donc
l’angle ABC est égal à l’angle DCE. Mais ou a,

démontré que l’angle ACD est égal à l’angle

BAC : donc l’angle total ACE est égal aux deux

angles ABC , BAC : donc , si nous ajoutons à
chacune de ces deux quantités l’angle ACB , les

angles A C E , AC B seront aux angles BAC ,
ACB, ABC; mais les angles BAC, ACB, ABC
sont égaux à deux angles droits (prop. 52. 1):
donc les angles ACE, ACB sont égaux à deux
angles droits: donc avec une droite quelcon-
que AC et au point C les deux droites BC , CE
placées (le difl’érens côtés font les angles de

suite ACE , ACB égaux à deux angles droits :
I donc les deux droites BC, CE ne forment qu’une

’ seule droite (prop. 14. 1).
Donc si deux triangles qui ont deux côtés

proportionnels à deux côtés sont disposés selon

un angle de manière que leurs côtés homolo-
gues soient parallèles , les autres côtés for-
meront une seule droite; ce qu’il falloit dé-

montrer.



                                                                     

D’EUCLIDE. 27g

PROPOSITION XXXIII.
THÉORÈME.

Dans les cercles égout , les angles sont propor-
tionnels aux arcs qu’ils comprennent, soit que

ces angles soient placés aux centres ou bien
aux circonférences. Il en est de même des sec-

teurs qui sont placés aux centres.

Soient les cercles égaux ABC, DEF (fig. 156),

que les angles BGC , EHF soient placés à leurs

centres G, H, et que les angles BAC, EDF
soient placés à leurs circonférences : je dis que
l’arc BC est à l’arc EF comme l’angle BGC est

à l’angle EHF, comme l’angle BAC est à l’an4

gle EDF et comme le secteur GBC est au sec-
teur HEF.

Faites les arcs de suite CK, KL, etc. égaux
chacun à l’arc BC; faites aussi les arcs de suite

FM, MN, etc. égaux chacun à l’arc EF, et

menez les rayons GK, CL, HM; HN;
Puisque les arcs BC, CK, KL sont égaux

ontr’cux , les angles BGC, CGH, KGL sont
aussi égaux entr’eux (prop. 27. 5): donc l’arc

15L est multiple de l’arc BC autant de fois que
l’angle BGL est multiple de l’angle BG C. Par

la même raison , l’arc EN est multiple de l’arc

, 4.
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EF autant de fois que l’angle EHN est multiple
de l’angle EHF. Donc si l’arc BL est égal à
l’arc EN , l’angle BGL sera égal à l’angle EHN

( prop. 27. 5), si l’arc BL est plus grand que
l’arc EN, l’angle BGL sera plus; grand que
l’angle EHN , et si l’arc BL est plus petit que
l’arc EN , l’angle BGL sera plus petit que l’an-

gle EHN. Ayant donc quatre quantités , savoir

les arcs BC, EF et deux angles AGC , BHF,
on a pris des équimultiples de l’arc BC et de
l’angle BG L, savoir , l’arc BL et l’angle BGL;

on a pris aussi des équimultiples de l’arc EF et
de l’angle EHF , savoir , l’arc E N et l’angle

EHN; mais on a démontré que si l’arc BL sur-

passe l’arc EN , l’angle BGL surpassera l’angle

EHN; que si l’arc BL est égal à l’arc EN,
l’angle BGL sera égal à l’angle EHN, et que

si l’arc BL est plus petit que l’arc EN , l’angle

BGL sera plus petit que l’angle EHN : donc l’arc

BC est à l’arc .EF comme l’angle BGC est à

l’angle EHF (défi 5. 5); mais l’angle BGC est

à l’angle EHF comme l’angle BAC est à l’angle

E DF (prop. 1 5. 5) , car ils sont doubles les uns
des autres (prop. 20. 5) : donc l’arc BC est à
l’arc EF comme l’angle BGC est à l’angle EHF,

et comme l’angle BAC est à l’angle EDF.

Donc dans des cercles égaux , les angles sont
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proportionnels aux arcs , soit que ces angles
soient placés aux centres ou bien aux circon-
férences; ce qu’il falloit démontrer.

Je dis de plus que l’arc BC est à l’arc EF

comme le secteur GBC est au secteur HEF.
Menez les droites BC, CK (fig. 1 57) , et ayant

pris sur les arcs BC , C K, les points 0, P , con-
duisez les droites B0 , 0C , CP, P K.

Puisque les deux droites BG , GC sont égales
aux deux droites C G , G K , et qu’elles com-
prennent des angles égaux , la base BC sera
égale à la base CK : donc le triangle GBC est
égal au triangle GCK ( prop. 1 ); et à cause
que l’arc BC est égal à l’arc C K, et que le reste

CAB de la circonférence qui complète le cercle l

entier ABC est égal au reste KAC de la cir-
conférence qui complète le même cercle (ax. 5),
l’angle BOC sera égal à l’angle CPK (prop. 27 . 5):

donc le segment BOC est semblable au segment
CPK (déf. n. 5), et ces deux segmens sont
placés sur des droites égales; mais les segmens
Semblables qui sont placés sur des droites égales

sont égaux ( prop. 24. 5) t donc le segment BOC
est égal au segment CPK; mais le triangle BGC
est égallau triangle CGK : donc le secteur total
.GBC sera égal au secteur total GCK (ax. 2
P il? la même raison , le secteur G KL sera égal à
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l’un ou à l’autre des secteurs GKC , GCB : donc

les trois secteurs GBC, GCK , GKL sont égaux
entr’eux. Les secteurs H E F , H F M , H M N
sont pareillement égaux entr’eux : donc l’arc BL

est multiple de l’arc BC autant de fois que le
secteur GBL est multiple du secteur GBC. Par
la même raison , l’arc EN est multiple de l’arc

EF autant de fois que le secteur HEN est mul-
tiple du Secteur HEF : donc d’après ce que l’on

vient de voir , si l’arc BL est égal à l’arc EN ,

le secteur GBL sera égal au secteur HEN; si
l’arc BL surpasse l’arc EN, le secteur GBL
surpassera le secteur HEN , et si l’arc BL est
plus petit que l’arc EN, le secteur GBL sera
plus petit que le secteur HEN. Ayant donc
quatre quantités, savoir les deux arcs BC , EF
et les deux secteurs GBC , HEF, on a pris des
équimultiples de l’arc BC et du secteur GBC ,

savoir, l’arc BL et le secteur GBL; on a pris
aussi des équimultiples de l’arc EF et du sec-

teur HEF, savoir , l’arc EN et le secteur HEN;
mais on a démontré que si l’arc BL surpasse l’arc

EN , le secteur GBL surpassera le secteur HEN ,
que si l’arc BL est égal à l’arc EN, le secteur

GBL sera égal au secteur H EN , et que si l’arc

BL est plus petit. que l’arc EN , le secteur GB L
sera plus peut que le secteur GEN : donc l’arc
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BC est à l’arc EF comme le secteur GBC est
au secteur HEF (déf. 5. 5).

COROLLAIRE.
Il est évident qu’un secteur est à un autre

secteur comme l’angle du premier secteur est
à l’angle du second secteur (prop. 1 1 . 5).

FIN ne SIXIÈME LIVRE.
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LIVRE XI.
DÉFINITION&

1. UN solide est ce qui a longueur, largeur
et épaisseur.

2. Un solide est temiiné par des surfaces.
5. Une droite est perpendiculaire sur un plan

lorsqu’elle fait des angles droitsavec toutes les

droites qui la rencontrent et sont dans ce
plan.

4. Un plan est perpendiculaire sur un plan ,
lorsque les perpendiculaires menées dans un
seul plan sur la commune section des plans
sont perpendiculaires sur l’autre plan.

5. L’inclinaison d’une droite sur un plan est

l’angle aigu compris par cette même droite et
par la droite qui joint le point du plan que la
première droite rencontre et le point de ce plan
que rencontre la perpendiculaire menée sur ce
plan de l’extrémité supérieure de la première

droite.
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6. L’inclinaison d’un plan sur un plan est

l’angle aigu compris entre les perpendiculaires
sur leur commune section , menées d’un point

de cette commune section dans l’un et dans

l’autre plan. .7. L’inclinaison d’un plan sur un plan est
égale à l’inclinaison d’un autre plan sur un autre

plan , lorsque les angles de leurs inclinaisons
sont égaux entr’eux.

8. Les plans parallèles sont ceux , étant
prolongés, ne se renconuient point.

g. Les solides semblables sont ceux qui sont
contenus dans le même nombre des plans sein-Ï
blables.

10. Les solides semblables et égaux sont
ceux sont contenus dans le même nombre
de plans semblables et égaux.

1 1 . Un angle solide est l’inclinaison de plus

de deux droites les unes vers les autres, qui se
rencontrent et qui ne sont pas dans le même
plan.

A U ’r n E M z N T.

Un angle plan est Celui qui est compris par
plus de deux angles plans qui ne sont pas dans
le même plan et qui sont construits dans le
même point.

l 2. Une pyramide est un solide compris sous
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des plans qui , étant construits sur un seul plan ,
se réunissent dans un même point.

1 5. Un prisme est un solide cômpris sous des
plans , dont deux plans opposés sont égaux,
semblables et parallèles , et dont les autres plans
sont des parallélogrammes. A

14. Une sphère est un solide compris sous
la surface décrite par l’arc d’un demi-cercle

qui tourne autour du diamètre immobile jus-
qu’à ce qu’il soit revenu au même endroit d’où

il étoit parti.

15. L’axe de la’sphère est cette droite immo-

bile autour de laquelle tourne le demi-cercle.
16. Le centre de la sphère est le même que

celui du demi-cercle.
17. Un diamètre de la sphère est une droite

menée par le centre et terminée de l’un et de
l’autre côté par la surface de la sphère.

18. Un cône est un solide compris sous la
superficie décrite par deux côtés d’un triangle

rectangle tournant autour d’un des côtés de
l’angle droit reste immobile , jusqu’à ce
qu’il soit revenu au même. endroit d’où il étoit

parti. Si le côté immobile est égal à l’autre côté

de l’angle droit, le cône est rectangle; s’il est

plus petit, il est obtus-angle , et s’il est plus
grand, le cône est acutangle.
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19. L’axe du cône est la droite immobile

autour de laquelle tourne le triangle rectangle.
20. La base du cône est le cercle décrit par

un des côtés tournent.
:11. Un cylindre est un solide compris sous

la surface décrite par trois côtés d’un parallé-

logramme rectangle tournant autour du qua-
trième côté qui reste immobile jusqu’à ce que

ce rectangle soit revenu au même endroit d’où

il étoit parti. ’
22. L’axe du cylindre est la droite immobile

autour de laquelle tourne le parallélogramme.

:25. Les bases du cylindre sont les cercles
décrits par les deux côtés opposés du parallé-’

logramme qui se meuvent.
24. Les cônes et les cylindres semblables

sont ceux dont les axes et dont les diamètres
des bases sont proportionnels.

25. Un cube est un solide compris sous six
quarrés égaux.

26. Un tétraèdre est un solide compris sous
quatre triangles égaux et équilatéraux.

:7. Un octaèdre est un solide compris sous
huit triangles égaux et équilatéraux.

28. Un dodécaèdre est un solide compris
sous douze pentagones égaux, équilatéraux et
équiangles.
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29. Un icosaèdre est un solide compris sous

vingt triangles égaux et équilatéraux.

PROPOSITION PREMIÈRE.

THÉORÈME.

Une partie d’une droite ne peut être dans un plan

et une autre partie de cette droite hors de ce
plan.

Supposons , si cela peut se faire , qu’une.
partie AB ( fig. 1 58) de la droite ABC soit dans

un plan et une autre partie B C hors de ce
plan.

,Prolongez la droite AB dans le plan sur
lequel elle est placée; soit BD le prolonge-
ment de cette droite; les deux droites ABC ,
ABD auront une partie commune AB , ce
est impossible , car deux droites ne peuvent se
rencontrer qu’en un seul point , autrement elles

se confondroient.
Donc une partie d’une droite n’est point dans

un plan et une autre partie de cette droite hors
de ce plan; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION Il.
THÉORÈME.

Si «leur droites se coupent, elle: sont dans un
seul plan,- tout triangle est aussi placé dans
un seul plan. .

Que les deux droites AB , C D (fig. 159) se
coupent mutuellement au point E: je dis que les
droites A B, CD sont dans un seul plan; je dis
aussi que tout triangle est placé dans un seul

plan. p
Prenez sur les droites E B , E C deux points

quelconques F, G; menez CB, FG et FH, GK:
je dis d’abord que le triangle EBC est placé
dans un seul plan; car si la partie FHC ou la
partie GBK du triangle EBC est dans un plan
et l’autre partie dans un autre plan, une partie
de l’une des droites EC , EB sera dans un plan
et l’autre partie dans un autre plan; mais si une
partie FCBG du triangle EC B est dans un plan
et l’autre partie dans un autre plan , une cer-,
mine partie de l’une et de l’autre des droites

EC, EB sera dans un plan et certaine autre
partie dans un autre plan; ce a été démon-
tré absurde g donc le triangle EBC est dans un
seul plan; mais l’un et l’autre des droites EC ,

T
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EB sont dans le même plan que le triangle
DCE , et lesdroites AB, C D sont dans le même
plan que l’une et que l’autre des droites EC , EB

(prop. 1. n) : donc les droites AB, CD sont
dans un seul plan, et tout triangle est aussi
placé dans un seul plan; ce qu’il falloit dé-

monlrer.

PROPOSITION 111.
THÉORÈME.

’ nSi Jeux plans se coupent mutuellement, leur com-
mune section est une ligne droite.

Que les deux plans AB, BC (fig. 160) se cou-
peut mutuellement et que leur commune sec-
tion soit DB : je dis quela ligne DB est .une
ligne droite.
t Car si cela n’est point, du point D au point

B et sur le plan AB conduisez la droite, DEB ,
et sur le plan BC conduisez la droite DFB; les
extrémités des deux droites DEB ’, DF B seront

les mêmes, et ces deux droites renfermeront
un espace, ce qui est absurde (ax. 12): donc
les’lignes DEB, DFB ne sont pas des lignes
droites. Nous démontrerons semblablement que
tonte autre ligne menée du point’D au point B
n’est point une ligue droite , excepté la ligne

s



                                                                     

n, n U c L I D E. 29:
DE, c’est-à-dire la commune section des plans
A B , B c.

Donc-si deux plans se coupent mutuellement,
leur commune section sera une ligne droite; ce
qu’il falloit démontrer. l

PROPOSITION 1V.
THÉORÈME.

Si deux droites se coupent mutuellement, la droite
qui sera perpendiculaire sur ces deux droites,
à leur section commune, le sera aussi sur le
plan qui passera par ces dam droites.

l Que les deux droites AB, CD (fig. 161) se
coupent mutuellement au point E et que la
droite EF leur soit perpendiculaire au point E :
je dis que la droite EF est aussi perpendicu-
laire sur le plan passe par les droites AB, CD.

Prenez les droites AE, EB, CE, ED égales
entr’elles. Par le point E et sur le plan AB con-
duisez d’une manière quelconque une droite
GEH, menez AD, CB, et ensuite d’un point
quelconque F conduisez les droites FA, EG,
FD, FC, FH, FB. Puisque les deux droites
AE, ED sont égales aux deux droites CE,
E3 , et que ces droites comprennent des angles
égaux (pr0p. 15. i), la buse AD sera égale à

a
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la base CB ( prop. x ), le triangle AED égal
au triangle CEB , et l’angle DAE égal à l’angle

EBC; mais l’angle AEG est égal à l’angle BEH

( prOp. 15. x ) -: donc les deux triangles ACE ,
BEH ont deux angles égaux à deux angles , cha-
cun à chacun; mais les. côtés AE, EB adjacens
à des angles égaux sont égaux entr’eux : donc les

autres côtés de ces triangles seront aussi égaux

entr’cux (prop. 26. 1) : donc GE est égal à EH

et A-G égal à BH; et puisque AE est égal à EB

et que la perpendiculaire F E est commune , la
base FA sera égale à la base FB ( prOp. 4. I
Par la même raison , FC sera aussi égal à FD. De
plus , puisque la droite AD est égale à la droite
CE et la droite F A égale à la droite FB, les deux

droites FA, AD serOnt égales aux deux droites
EB, BC , chacune à chacune; mais on a dé-
montré que la base FD est égale à la base FC:
donc l’angle F A D est égal à l’angle. F B C

( prOp..8. 1) ; mais on a démontré de plus que
AG est égal à BH et FA est égal à FB : donc
les deux droites FA , AG sont égales aux deux
droites .F B , B H; mais on a démontré que l’an--

gle FAG est égala l’angle FBH : donc la base
FG est égale à la base FH’(prop. 4. I); et puis-
qu’on a démontré encore que GE est égal à

E H , et à cause que la droite EF est commune ,
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les d’eux droitesGE , EF seront égales aux deux-

droites HE , EF; mais la base EH est égale à la
base FG : donc l’angle GEF est égal à l’angle HEF

( prop. 8. t) : donc l’un et l’autre des angles

GEF, HEF sont droits : donc la droite FE fait
des angles droits. avec la droite GH , de quelque
manière que la droite GH soit menée dans le
plan AB par le point E. Nous démontrerons
semblablement que la droite F E fait des angles
droits avec toutes les droites qui la rencontrent
et qui sont dans le plan, A3; mais une droite
est perpendiculaire sur un plan. lorsqu’elle fait:

. des angles droits avec toutes les droites qui la.
rencontrent et qui sont placées dans. ce plan.
(défi 5. Il : donc la droite EF est perpen-
diculaire sur le plan AB; mais le plan AB est.
celui qui passe par les deux droites AB, CD.;
donc la droite FE est perpendiculaire sur le plan.
qui passe par les droites. AB , CD..

Donc si deux droites se coupent mutuelle-n,
ment, et si une droite est perpendiculaire sur
ces deux droites à leur commune section , cette
droite sera aussi perpendiculaire sur le plan qui.
passe par ces deux droites ; ce qu’il falloitgdé»

montrer...

on
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PROPOSITION v.

T’nËORÊME.

Si trois droites se rencontrent et’si une droite leur
* est perpendiculaire à leur’commune section , ces!

trois droites seront dans un seul plan.

Si une droite AB (fig. 16’s) est perpendicuc
Faire sur trois droites BC , B D , BE au point de
contact B. : je dis que’les trois droites BC , BD,

BE sont dans un seul plan.
Car supposons, si cela est possible , que BD,

BE soient dans un’ plan et BC dans un autre
plan élevé’au-dessous du.premier; faites passer

un plan; par les droites AB, BC; la commum’t
section de ce plan avec le. plan inférieur sera»

une ligne droite (prop. 5. n); que cette droite
soit B F. Il est évident que les trois droites AB ,
BG, BF sont dans le plan qui passe par les droites
AB , BC : donc , puisque la droite AB est perpen-
diculaire sur l’une et l’autre des droites BD , BE ,.

Cette’droite sera perpendiculaire sur le plan qui

passe par DE , BE (prop. I I); mais le plan qui
passe par DE , BE est le plan inférieur : donc la
droite AB est perpendiculaire sur le plan infé-
rieur : donc cette droite sera perpendiculaire sur
toutes les droites qui la rencontrent et qui sont
dans ce plan (défi 5. I I ) ; mais cette perpendi-
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culaire-est rencontrée dans le plan inférieur par
la droite BF : donc l’angle ABF est droit; mais
on a supposé que l’angle ABC est droit : donc
les deux angles ABF, ABC, placés dans le même L
plan , sont égaux entr’eux ; ce qui est impossible

(air. g) : donc la droite BC n’est pas dans uni
plan élevé au-dessus de celui qui passe par les.
droites BD , DE : denc les trois droites BC , BD ,
BE sont dans un seul plan..

Donc si trois droites se rencontrent, et si une.
droite leur est perpendiculaire a leur commune
section, ces «trois droites seront dans un seul
plan; ce qu’il falloit démontrer..

it PROPOSITION vit;
THÉORÈME:

’iliyi’r- n ’ - i
Si deux droites sont perpendiculaires sur le même

plan , ces deux droitesseront parallèles. V

Que les deux droites A13; CD (fig. r65) soient’

perpendiculaires surins même. plan : je que-
ABlest parallèlta’ii’CDa’ ’ ’ Ï i i

Supposons que ces perpendiculaires renconLr
trent ce planeur: points B,- Dr menez. la adroite
BD; conduisez dans ce’plan’ lei »dr0itëlDE’pen-

pendiculaire snr’BD , et’aprèsva’roir fait DE égal:

5343, men’ezles droites BE, AE, AD.’
4.
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I Puisque la droite AB est perpendiculaire sur
le plan BDE , elle est perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce plan (déf. 5. x 1 ); mais cette droite est ren-
contrée par l’une et l’autre des droites B 1) ,

BE qui sont dans ce plan z donc les angles ABD ,
ARE sont droits l’un et l’autre. Par la même -

raison , les angles C D B, C DE sont aussi droits
l’un et l’autre. Mais puisque la droite AB est

égale à la droite DE et que la droite B D est
commune, les deux droites AB , BD sont égales
aux deux droites ED, DE ; mais ces droites com.
prennent des angles droits : donc la base AD est
égale à la. base BE ( prop. 4. I ) ; et puisque la
droite AH est égale à la droite DE et la droite
AD égale à ladroite BE, les deux droites AB ,
B E sont égales aux deux droites ED , DE; mais
la base AE est commune : ’donc l’angle ABE
est égal à l’angle EDA ( prop. 8. x) ; mais l’an-

gle AB E est droit : donc l’angle E DA est droit

aussi :1 donc la droite BD est perpendiculaire
sur la droite DA; mais la droite ED est per-
pendiculaire sur l’une et l’autre des droites BD ,

DC-: donc .ED est perpendiculaire sur les trois
droites B D, DA, DC à leur point de Contact :
donc les trois droites BD , DA , DC sont dans
un seul plan (prop. 5. il); maisla droite A8 est
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dans le même plan que les droites BD , DA , car
tout triangle est dans un seul plan (prop. 2. I I) :
donc les trois droites AB , BD , DC sont dans
un seul plan; mais les angles AB D, BDC sont
droitsl’un et l’autre : donc la droite AB est pa-

rallèle à la droite CD ( prop. 28. 1
Donc si ux droites sont perpendiculaires

sur’ le même plan, ces deux droites seront pa-
rallèles entr’elles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION VIL
THÉORÈME.

Si Jeux droites sont parallèles , et si l’on prend

sur chacune de ces droites des points quelcon-
ques , la droite qui joindra ces points sera dans
le même plan que les parallèles.

Soient AB, CD (fig. 164) deux droites
rallèles , et Soient pris dans ces droites des points
quelconques E , F: je dis que la droite qui joint
les points E , F est dans le même plan que les

deux parallèles. VSupposons que cela ne soit point, et suppo-
sons, si cela est possible; que cette droite soit

I dans un plan élevé ail-dessus du premier, et
qu’elle ait , par exemple, la position EG F; par
le ligne EGF conduisez un plan qui fasse avec
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le plan inférieur une section qui sera une ligne
droite (prop. 5. I l) ; que cette section soit EF :
il est évident que lcsdeux droites EGF, EF
renfermeront un espace, ce qui est impossible
( ax. in) : donc la droite conduite du point E
au point F n’est point dans un plan élevé au-

dessus- du premier : donc elle est dans celui qui

passe par les parallèles AB , CD. l
Donc si deux droites sont parallèles , et si l’on

prend dans l’une et l’autre de ces parallèles des

points quelconques, la droite qui joindra ces
points sera dans le même plan que les paral-
lèles; ce qu’il falloit démontrer.

.PROPOSITION Vin.

l Turioniziirrz.
Si Jeux droites sont parallèles , et si l’une d’elles

est perpendiculaire sur un plan, l’autre sera
laussz perpendiculaire, sur ce plan.

Soient AB , CID (fig. 165) deux droites pa-
rallèles , et que rune de ces droites A13 soit per-
pendiculaire sur le plan BED :ije dis que l’autre

droite C D sera aussi perpendiculaire sur ce

plan. ’ aQuo les droit-es A8, CD rencontrent le plan-
BED aux points B, D. Menez BD. Les droites AB,
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DG , BD seront dans le même. plan (prop. 7. r I
Conduisez dans le. plan BED la droite DE per-
pendiculaire sur BD; faites ensuite DE égal à
AB , et menez BE , AE , AD. Puisque AB est
perpendiculaire sur le plan AE D, elle sera per-
pendiculaire sur toutes les droites qui la ren-
contrent et qui sont dans ce plan (défi 5. x i) :
donc les angles ABD, ABE sont droits l’un et
l’autre; et puisque la droite BD tombe sur les
droites AB , CD, les anglesABD, CDE seront
égaux à deux angles droits (prop. 2g. I). Mais
l’angle ABD est droit : donc l’angle CDB est

droit aussi : donc CD est perpendiculaire sur
BD; et puisque la droite AB est égale à la droite

DE, et que la droite BD est commune, les deux
droites A3 , DE sont égales aux deux droites
ED , DE; mais l’angle ABD est égal à l’angle

EDB, car ils sont droits l’un et l’autre : donc

la baSe AD est égale à labasc BE (prop.:4. i);
et puisque AB est égal à DE et BE égal à ÀD,

les deux droites AB , B E seront égales aux deux

droites ED , DA , chacune à chacune ; mais la
base AB est commune : donc l’angle ARE est
égal à l’angle EDA (prop. 8. 1 mais l’angle

ABE est droit : donc l’angle EDA est droit
aussi: donc ED est perpendiculaire sur DA;
mais ED est aussi perpendiculaire sur BD : donc
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la droite ED sera perpendiculaire sur le plan qui

passe par les droites BD, DA (prop. 1 1):
donc la droite ED est perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce plan. Mais la droite DC est dans le plan qui
passe par les droites BA , A D , parce que les
droites A8, B D sont dans le plan qui passe par
les droitesBD , DA ( prop. 2. r I ) ; mais la droite
DC est dans le même plan que les droites AB,
BD (prop. 7. I 1) :.donc la droite ED est per-
pendiculaire sur DC : donc la droite CD est per-
pendiculaire sur DE; mais la droite CD est per-
pendiculaire sur la droite BD : donc la droite
CD est perpendiculaire sur les deux droites DE,
DE à leur point de rencontre D : donc la droite
CD est perpendiculaire sur le plan passe par
les droites DE , DE (prop. I l ); mais le plan
qui passe par les droites DE, DB est le plan
BED : donc C D est perpendiculaire sur le plan
BED 5 ce qu’il falloit démontrer-
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PROPOSITION 1X.
ITHEORÊME.

Les droites qui sont parallèles à une même droite,

sans être dans le même plan que cette autre
droite , sont cependant parallèles enlr’clles.

Que l’une et l’autre des droites AB , C D

(fig. 165) soient parallèles à la droite EF , et
que les droites AB , C D ne soient pas dans le
même plan que la droite EF :qjc dis que la
droite AB eSt parallèle à la droite CD.

Prenez sur EF un point quelconque G , et de
ce point menez dans le plan qui passe par EF,
AB la droite GII perpendiculaire sur EF, et
dans le plan qui passe par FE, CD, menez
la droite GK perpendiculaire aussi sur FE:
puisque la droite EF est perpendiculaire sur
l’une et l’autre des droites GH , GK , la droite

EF sera aussi perpendiculaire sur le plan qui
passe par les droites G H , G K (prop. 4. 1 i );
mais AB est parallèle à EF : donc AB est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les points
H, G, K (prop. 8. 1 l ); par la même raison CD
est perpendiculaire sur le plan qui passe par les
points H , G , K : donc les droites AB , CD sont
perpendiculaires l’une et l’autre sur le plan qui
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passe par les points H, G, K; mais si deux droites
sont perpendiculaires sur un seul plan , ces deux
droites sont parallèles entr’elles (prop. 6. 1 I ):
donc la droite AB est parallèle à la droite CD;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION X.
THÉORÈME.

Si deux droites qui se touchent sont parallèles à
(leur droites qui se touchent et qui ne sont pas
dans lemême plan, ces droites comprendront
des angles égaux.

Que les deux droites AB , BC 166) qui
se touchent soient parallèles aux deux droites
DE , EF qui se touchent et qui ne sont pas dans
le même plan : je dis que l’angle ABC est égal
à l’angle DEF.

Prenez les droites BA, BC , ED, EF égales
entr’elles , et menez les droites AD , CF, B E,
AC , DF. Puisque BA est égal et parallèle à ED,

AD sera égal et parallèle à BE (prop. 55. I
Par la même raison CF. sera égal et parallèle à

BE : donc les deux droites A D , CF sont égales

et parallèles chacune à la droite BE; mais les
droites qui sont parallèles à une même droite
sont parallèles tentr’ellcs (prop. 9. I 1) : donc la
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droite AD est parallèle et égale à la droite C F ;

mais ces parallèles sont jointes par les droites
AC, DF : donc la droite AC est parallèle et
égale à la droite DF; et puisque les droites A13 ,

BC sont égales aux deux droites DE, EF, et
que la base AC est égale à la hase DF, l’angle

ABC sera égal à l’angle DEF (prop. 8. 1).

Donc si deux droites qui se touchent sont
parallèles à deux droites qui se touchent et qui
ne sont pas dans le même plan, ces deux droites
comprendront des angles égaux; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XI.
PROBLÈME.

D’un point donné hors d’un plan, mener une

perpendiculaire sur ce plan.

Soit A (fig. 167) le point donné hors d’un
plan , soit BH le plan donné : il faut du point A
mener une perpendiculaire sur ce plan.

Dans le plan donné , conduisez une droite
BC d’une manière quelconque , et du point A

menez la droite AD perpendiculaire sur BC
(prop. 12. 1 Si la droite AD est aussi perpen-
diculaire sur ce plan , on aura fait ce qui étoit

« proposé; si cela n’est pas, du point D’et dans le
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plan donné menez sur BC la perpendiculaire DE
(prop. i 1.3), et du point A menez sur DE la
perpendiculaire AF ( prop. 1 a . 1) , et enfin par le
point F cOnduisez la droite G H parallèle à BC.

Puisque BC est perpendiculaire sur l’une et sur

l’autre des droites DA, DE, la droite BC sera per-

pendiculaire sur le plan passe par les droites
ED, DA, et parallèle à la droite GH (prop.4. I r);
mais si deux droites sont parallèles et si l’une
d’elles est perpendiculaire à un plan , l’autre

droite est aussi perpendiculaire à ce même plan
(prop. 8. 1 I) : donc GH est perpendiculaire sur
le plan qui passe par ED , DA , et par conséquent

perpendiculaire sur toutes les droites qui se
rencontrent dans ce plan (défi 5. 1 1) ; mais la
droite AF rencontre la droite GH dans le plan
qui passe par ED, DA : donc la droite GH est
perpendiculaire sur AF : donc AF est perpen-
diculaire sur GH; mais AF est perpendiculaire
sur DF, par construction: donc la droite AF est
perpendiculaire à l’une et à l’autre des droites

GH, DE; mais si une droite est perpendiculaire
au point de contact sur deux droites se ren-
contrent , elle sera aussi perpendiculaire sur le
plan qui passe par ces deux droites (prop. 4. l 1) :
donc FA est perpendiculaire sur le plan qui passe
par ED, GH; mais le plan qui passe par E D ,

l
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CH estle plan BH : donc la droite AF est per-
pendiculaire sur le plan BH.

Donc du point donné A , pris au-dessus d’un

plan , on a mené une perpendiculaire AF sur ce
plan; ce qu’il-falloit faire; i ’ ’

PROPOSITION x11.
PROBL’ÊME.

D’un point donné dans un plan donné ,
V une péniendiculair’e sur: ce. j 1 H

Soit EF (fig..168.) le plan damné, and: A
le point donné, dans. oe;p,la’n Ï il fautdupoint A

élever une perpendiculaire sur ce plant I q .
D’un point. quelceuque B; pris aurdessusvdu

plan donné ,. menez. une IperpendiCfllaire
sur ce plan (prop. 51.51 1;); et par le: point A
menez ADparallèle à BC (prop. 5h; ).. n. n ;

Puisque les deux droites AD ,’ CB sont parai:-

lèles et que BC. ,.l’.une de Ces droites , est peigneur

diculairesur lia-plant donné, l’anime droite AD sera

aussi perpendiculaire surce plan ( prop. 8. il. È).
Donc; d’un point-donné dans un plan donné,

on a élevé une perpendiculaire sur ce plan; ce

qu’il falloit-liures. i) et. Ï .43

- n :,..,y. .7 ”!i’: NU *
V
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-- PROÈOSITION un.

WTHÊL’OIRÊME.

D’un point donné clausun plan donné, on ne peut

élever du même côté Jeux perpendiculaires sur

ce plan. , ’ y
Supposons quelcela’sâit’ possible; du point

donné A (fig. r69) pris dans le plan donné ,
élevez du même côté les deux perpendiculaires
A’B , AC sur ce" plan ï’conduisez un plan parles

deux droites BA’,’ AC; ce plan fera au point A

aveole’planldônné’nne section sera une
ligné» drelte ( proptïfiïm r); que cette section

soit-DAtElçdes droites ’ABn, AC. DAF seront

dans emmenant mais puisque ca: est par;
pendiculairersur ’le’plan donné; elle sera per-

pendiculaire sur mutes les droites qui la rencon-
trent et qui m dans Te’ plandonné défi 5,. .1 1) ;

mais la droite DKE ,vqui est dans le plan donné ,
rencontre la droite CArz’ donc l’angle CAE est

droit; L’angleiBAE essaimoit , par la même rai-
sonv’; donc l’angle-CAvEeet l’angle BAE qui sont

dans le même plan sont égaux. entr’e’ux , ce qui

est-imppssible (31.9 -- ’ a r t
.Donc , d’un point donné dansun: plandonné,

on ne peut élever deux perpendiculaires sur ce
plan; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIV.

rationnais.
Les plans sur lesquels une même droite est perpen-

diculaire sont parallèles entr’eujr’. ’ I. W

Que la droite AB (fig. r70) soit perpendi-
culaire sur l’un et l’autre. plan C D, EF : je dis

que ces plans sont parallèles. l
" Car si cela n’est point , ces plans étant pro-

longés se rencontreront et leur section sera une
ligne droite ( prop.5. n ). Que cette scotion
soit G H; ayant pris dans cette section un point
quelconque K. , nienez’AK ,. 8K. Puisque v la.

droite AÈ est perpendiculaireisur le plan EF,
cette droite sera perpendiculaire sur la droite
BK qui est placée dans le prolongement du plan
EF (déf. 51H): donc l’angle ABK est-drain!
L’angle BAK- est droit, parla même raison :f
donc les deux angles ABK,’-BAK du triangle.

ABK’sont égaux à deux angles droits; ce
est impossible (prop. 17. 1;) à donc’les plans
CD, EF étant ’prolongéshne se rencontreront
point entr’eux :i donc les plans CD;*E’F boni

parallèles.H I i ; H - r I
Donc les plans sur lesquels une’mêmei droite

est perpendiculaire sont parallèles entr’eiîx ;’ cè

qu’il falloit démontrer. a; ’ . Q I .1 -
a
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PROPOSIT’ION xv.

THÉORÈME.

Si Jeux" droites qui se rencontrent sont parallèles
à demi droites qui se rencontrent et qui ne sont
pas dard le même plan, les. plans qui passeront

’ I par ces drbiles seront parallèles. ’ ’ i

- Que les droites ABÀBC (fig. 1 71) qui se ren-
contrent soient parallèles avec deux droites DE,
EF qui se rencontrent. et qui ne sont pas dans
le mêmeplan : je dis que les plans qui passent
par les droites A8 ,LBC etvpar les droites DE , EF
nase rencontrerontpoint s’ils sont prolongés.

t Dur point B menez sur le plan qui passe par
lfifi:dr0ileâ DE, EF la perpendiculaire Bthui
reneOntre ce. plan au point G ( pnop. 1 1 ., 1 à
parle point. G,menez, la droite GH,.parallèle à
la droite El) et la droite GK parallèletà la droite
EF7(?I’O,P. 5 1 L. l). Puisque la droite BG est per-

pendiculairermr leflplan qui pas9e par les droites
DE,’;EF, elle sera perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce même plan ( déf. 5. 1 1 ) ; mais cette droite
est rencontrée par l’une et l’autre- des droites

GH , GK sont dans le plan qui passe par les
droites DE, EF : donc les angles BGH, BGK
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sont droits l’un et l’autre; et puisque BA est
parallèle à la droite G H , les angles GBA, BGH
seront égaux à deux angles droits ( prop. :9. 1);
mais l’angle BGH est droit : donc l’angle GBA

sera droit : donc GB est perpendiculaire sur
RA. Par la même raison , BG est perpendicu-
laire sur BC : donc puisque la droite BG est
perpendiculaire sur les deux droites BA, BC
qui se coupent mutuellement , la droite BG
sera perpendiculaire sur le plan qui passe par
les deux droites AB, BC (prop. r1). Par
la même raison , la droite BG est perpendicu-
laire sur le plan qui passe par les droites GH,
GK. Mais le plan qui passe par les droites GH ,
OK est le même que celui qui passe par les

.droites DE, EF : donc la droite BG est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les droites
DE, EF. Mais on a démontré que la droite
BG est perpendiculaire Sur le plan qui passe
par les droites AB,’BC , etscettet’droite est en-

core perpendiculaire sur le’plall qui passe par
les droites DE , EF : donc la droite BG est pet:-
pendicnlaire sur l’un et’l’autre des, plans qui

passent par les droites AB , BC et par les droites
DE, EF’; mais lesplans surlesquels unemême

droite est perpendiculaire sont parallèles entre
eux (prop. 14. 1 1) : donc le plan qui passe par

5
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les droites AB , BC est parallèle à celui qui passe

par les droites DE , EF.
Donc si deux droites rqui se rencontrent sont

l parallèles à deux droites se rencontrent et
qui ne sont pas dans le même plan , les plans
qui passeront par ces droites seront parallèles
entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XVI.
Tnéontuz.

Si Jeux plans parallèles sont coupés par un plan

quelconque , leurs communes sections seront
parallèles.

Que les deux plans parallèlesAB,CD (fig. 1 72)

soient coupés par un plan quelconque EFGH ,
et que leurs communes sections soient EF, GH:
je dis que EF est parallèle à GH

Supposons que cela ne soit point; prolongez
les droites EF, GH , ces droites se rencontre-
ront ou du côté des points F, H, Ou du côté
des points E ,IG. Prolongez ces droites du côté
des points F, H, et supp0sons qu’elles se ren-
contrent au point K; puisque EFK est dans le
plan AB, tous les points pris dans EF K seront
dans le même plan; mais le point K est un des
points pris sur EFK : donc le point K est dans
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le plan AB. Par la même raison , le point K est
dans le plan CD : donc les plans AB, CD pro-
longés , se rencontreront entr’eux ; mais ces
deux plans ne se rencontreront point puisqu’ils
sont parallèles : donc les droites EF, GH pro-
longées ne se rencontreront point du côté des

points F, H. Nous démontrerons semblable-p
ment que les droites- EF, CH prolongées ne
se rencontreront point du côté des points E , G.
Mais les droites qui ne se rencontrent d’aucun
côté sont parallèles (de f. 55. 1) : donc les droites

EF, G H sont parallèles. ’
Donc si deux plans parallèles sont coupés par

un plan quelconque , leurs communes sections
seront parallèles entr’elles; ce qu’il fallOit dé-

montrer.

PROPOSITION XVII.
7 a 1’ o n à n 1:. ï

Si’deux droites sont coupées: par des plans pa-

raIlèles ,. elles seront coupées proportionnel-

lament. i h ’IQue les deux droites AB , CD 175) soient
coupées par les plans parallèles GH, KL, MN à

aux points A, E, B, C, F, D :. jedis que AE
est à EB comme CF est à FD.

4.
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Menez les droites AC ,I BD, AD; supposonsr

que la droite AD rencontre le plan KL au point
O; et conduisez les droites E0 , OF. Puisque .
les deux plans parallèles KL, MN sont cdupés

par le plan EBDG, leurs sections E0, BD
sontparallèles(prop. 16. 1 1); puisque les deux
plans parallèles Gll, KL sont coupés par le
plan A0 FC , leurs sections communes AC , F0
sont parallèles, par la même raison. Mais puis--
que E0 est parallèle à un des côtés du triangle

ABD, savoir au côté BD, le côté AE sera au
côté EB comme le côté A0 est au côté OD

( prop. a. 6). De plus, puisque le côté OF est
parallèle à un des côtés du triangle ADC, savoir

au côté AC , le côté A0 est au côté 0D comme

le côté CF est au côté FD. Mais on a démontré

que le côté A0 est au côté 0D comme le côté

AE est au côté EB : donc le côté AE est au .
côté’EB comme le côté CF est au côté FD

(prop. n.5).
Donc si deux droites sont coupées par des

plans parallèles , ces droites seront coupées pro-
portionnellement; ce qu’il falloit démontrer.

"A;
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’ PROPOSITION XVIII.

-THÉ0RÊME.

Si une droite est perpendiculaire sur un plan, to":
les plans qui passent par cette droite sont per-
pendiculaires sur ce même plan.

Qu’une droite quelconque AB (fig. t 74) soit

perpendiculaire sur un plan : je dis que tous les
plans qui passent par cette droite sont perpen-
diculaires sur ce même plan.

Par la droite AB conduisez le plan DE , et
que la droite CE soit la commune section du
plan DE et du plan donné; sur la droite CE
prenez un point quelconque F; de ce point et
dans le plan DE conduisez la droite FG per-
pendiculaire sur la droite CE. Puisque la droite
AB est perpendiculaire sur le plan donné , cette
droite sera perpendiculaire sur toutes les droites
qui la rencontrent et qui sont dans ce plan
(déf. 5. r 1 donc la droite AB est perpendi-
culaire sur la droite CE : donc l’angle ABF est
droit; mais l’angle GFB est droit aussi : donc AB
est parallèle à F G Ç prop. :28. t) ; mais A13 est
perpendiculaire sur le plan donné : donc FG sera
perpendiculaire sur ce même plan ( prop. 8. I I);
mais un plan est perpendiculaire sur un plan,
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lorsque les droites menées dans l’un de ces
plans sont perpendiculaires sur leur commune
section et sur l’autre plan (déf. 4. I i) : donc la

droite FG menée dans le plan DE et perpendi-
culaire sur la droite CE, commune section des
plans , «est aussi perpendiculaire sur le plan
donné : donc le plan DE est perpendiculaire
sur le plan donné. Nous démontrerons sembla-

blement que tous les autres plans qui passent
par la droite AB sont aussi perpendiculaires-sur

le plan donné. 4
Donc si une droite. est perpendiculaire sur

un plan , tous les plaus’qui passeront par cette
droite seront perpendiculaires sur ce même
plan; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XIX.
THÉORÈME.

Si Jeux plans qui se coupent mutuellement sont
perpendiculaires sur un plan, leur commune
section sera aussi perpendiculaire sur ce plan.

i Que deux plans AB, BC (fig. 175) qui se
coupent mutuellement soient perpendiculaires
sur un plan donné, et que leur commune section
soit BD : je dis que la droite BD est perpendi-
culaire sur le plan donné.
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Supposons que cela ne soit point; du point D

menez dans le plan AB la droite DE perpendicu-
laire sur la droite AD (prop. I r . I), et du point D
et dans le plan BC menez la droite DF perpen-
diculaire sur la droite CD. Puisque le plan AB
est perpendiculaire sur le plan donné et que la.
droite DE a été menée dans le plan AB perpen-

diculaire à la commune section AD de ces plans,

la droite DE sera-perpendiculaire sur le plan
donné. Nous démontrerons semblablement que
DF est perpendiculaire sur le plan donné : donc
du point D on a mené du même côté deux per-

pendiculaires sur le plan donné; ce qui est im-
possible ( prop. 15. n) : donc du point D on
ne peut pas mener d’autres droites qui soient
perpendiculaires sur le plan donné , si ce n’est

la commune section DE des plans AB , BC.
Donc si deux plans qui se coupent mutuelle-

ment sont perpendiculaires sur un plan donné ,
leur commune section sera perpendiculaire sur
ce plan; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION xx.

THÉORÈME.

Si un angle solide est compris sans trois angles
plans , deux de ces angles, de quelque nia-7
nière qu’on les prenne, sont plus grands que le
trorstème.

Que l’angle solide A ( fig. 176) soit compris

sous les trois angles plans BAC , CAD , DAB :
je dis que deux quelconques des trois angles.
plans BAC, CAD, DAB,’ de quelque manière
qu’onles prenne , sont plus grands que l’angle

restant.
A Car si les angles BAC, CAD, DAB sont

égaux entr’eux , il est évident que deux quel-

conques de ces angles , de quelque manière
qu’on les prenne , sont plus grands que l’angle

restant. Supposons que ces trois angles ne sont
point égaux entr’eux , et que l’angle BAC est le

plus grand. Sur la droite AB et au point A fai-
sons dans le plan qui passe par BAC l’angleBAE
égal à l’angle DAB (prop. a5. I I Faisons AE

égal à AD (prop. 5. I ) , menons ensuite par le
point E la droite BEC qui coupe les droites AB,
AC aux points B, C, menons aussi les droites DE,
DC. Puisque la droite DA est égale à la droite AE
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et que la droite AB est commune , les deux
droites DA, AB sont égales aux deux droites
AE, AB; mais l’angle DAB est égal à l’angle

BAE : donc la base DB est égale à la base BE
(prop.4. I) ; et puisque les deux droites DB , DC
sont plus grandes que la droite BC et que la droite
DE est égale à la-droite BE , la droite restante

DC sera plus grande que la droite restante EC;
mais puisque la droite DA est égale à la droite

AE, que la droite AC est commune et que la
base DC est plus grande que la base EC, l’an-
gle DAC sera plus grand que l’angle EAC,,
( prOp. 35. I). Mais l’angle DAB est égal à, l’an-

gle BA E , par, construction : donc les angles
DAB, DAC sont plus grands queïl’anglc BAC.

V Si. l’on prend deux autres anglesquelconquesI
nous démonuerons semblablementiqu’ils sont
plus grands querl’angle restant.
î . Donc si unangle solide est compris’sous trois

angles plans, deux quelconques de ces angles,
de quelque manière qu’on les prenne ,sont plus
grands que le troisième; ce qu’il falloit, dé-

montrer. s a . ’ .
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PROPOSITIÔ’N xxr.

r

ruiontnn.
T out angle solide est compris sans des angles plan:

qui sont moindres que quatre angles droits.

Soit l’angle solide A (fig; 177) compris sous.

les angles plans BAC,CAD, DAB : je dis que
les angles BAC , C ÀD ,’ DAB sont moindres

que quatre angles droits; l
* Dans chacune des droites AB, AC , AD, pre-
nez des points quelconques B, C, D, et menez
BG,, CD, DE. Puisque l’angle solide B est com-

pris Sous les trois angles plans CBA, ABD,
CBD, doux. quelconques de ces triangles sont
plus grands que l’angle restant (prop. no. x x):
donc les angles CBA ,’ABD sont plusgrantls que

l’angle CBD. Pari la’mêineràison ,, les angles

BCA , ACDsom plus grànds que l’angle ECD; et

les angles CDA, ADB plus grands quel l’angle
CDB ë donc les six angles CBA, ABD, BCA, ACD,

ADC ’, ADB sont plus grands que les trois angles

CBD, BCD, CDB. Mais les trois angles iCB-D;
B C D , C DE sont égaux à deux angles droits
(prop. 52. I ) : donc les six angles CBA, ABD,
BOA, ACD, ADC,.ADB sont plus grands que
deux angles droits ; mais puisque les trois angles
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de chacun des triangles ABC , ACD, ADB sont
égaux à deux angles droits , les neuf angles CBA ,
ses , BAC , se!) , me , cm , ADB , DBA ,
BADde ces trois triangles sont égaux à six angles

droits ;’ mais les six angles ABC, BCA , ACD,

CDA, ADB , DBA sont plus grands que deux
angles droits: donc lesangles restans BAC , CAD,
DAB qui contiennent l’angle solide sont plus
petits que quatre angles droits.

Donc tout angle solide est compris sous des
angles plans plus petits que quatre angles droits ;
ce qu’il [alloit démontrer.

PROPOSITION xxn.
’ muiontpn.v

Si lion a trois angles plans, dont deus.r ces
angles, de quelque manière qu’on les prenne;

sont plus grands gne l’angle restant, et si ce:
i. angles sontv compris par des côtés égauæ, on

il pourra construire un triangle une: ilespdrozl’tes

v qui joignent ces côtés. égauri i z V I.

A Soient les trois angles plans ABC; DEF,
GHK :78) dont deux de ces angleslde
quelque manière qu’on les prenne, sont plus
grands que l’anglerestant , cessa-dire que les
deux angles ABC , DE F sont plus grands que
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l’angle GHK, que les deux angles DEF, GHK
sont plus grands que l’angle A BC , et enfin que

les deux angles GHK, ABC sont plus grands
que l’angle DEF; que les droites AB , BC , DE,
EF, GH, HK soient’égales; menez AC, DF,
GK: je dis qu’on peut construire un triangle
avec des droites égales aux droites AC, DF, GK;
c’est-à-dire que deux quelconques des droites
AC , DF, GK, de quelque manière qu’on les.
prenne , sont plus grandes que la droite restante.

Si les angles ABC, DEF, GHK sont égaux
entr’eux, il est évident qu’on pourra construire"

un triangle avec des droites égales aux droites
AC, DF, GK qui sont alors égales entr’elles. Au

contraire, si ces angles ne sont point égaux , sur
la droite HK et au point H, faites l’angle KHL
égala l’angle ABC (propl25. 1); faites aussi
la droite HL égale à unedes droites AB , BG,

DE,’EF, GH, HK, et menez les droites GL,
KL. Puisque les deux droites ABp, BC sont
égales aux deux droites KH, HL, et que l’an-
gle B est égal à l’angle KHL , la base AC sera
égale’à la base KL (prop.4.’1); et puisque les

angles ABC , GHK’sont plus grands que l’an:

gle DEF et que l’angle ABC est égal à l’angle

KHL, l’angle GHL sera plus grand que. l’an-

gle DEF. De plus, puisque les-deux droites



                                                                     

D’EUCLIDE. 52:
CH , [IL sont égales aux deux droites DE, EF
et que l’angle GHL est plus grand que l’angle E,

la base GL sera plus grande que la base DF
(prop. 24. 1); mais les droites GK, KL sont
plus grandes que la droite GL (prop. 20. 1) :
donc , à plus forte raison, les droites GK, KL
sont plus grandes que la droite D F ; mais KL
est égal à AC : donc les droites AC , GK sont
plus grandes que .la droite restante DF. Nous
démontrerons semblablement que les droites
AC , D F sont plus grandes que la droite GK ,
et que les droites GK , DF sont aussi plus grandes

que la droite AC : donc on peut construire un
triangle avec des droites égales ahx droites A C ,

DF, GK (prop. 22. r

AUTREMENT.
Soient donnés les trois angles plans ABC,

DEF, GHK 17g) dont deux de ces angles,
de quelque manière qu’on les prenne , som plus

grands que l’angle restant; que ces angles Soient
compris par des droites égales AB , BC , DE,
EF, GH, HK. Menez les droites AC, DF, GK :
je dis qu’on peut construire un triangle avec des
droites égales aux droites AC , DF, GK; c’est-

à-dire que deux de ces droites , de quelque ma-
nière qu’on les prenne, sont plus grandes que

X



                                                                     

522 , 1’: L M E N s
la droite restante. Si les angles ABC, DEF,
GHK sont égaux, Il 3 droites AC, DF, GK
seront égales entr’ellcs (prop. x), et deux
de ces droites seront plus grandes que la droite
restante. Au contraire , si ces angles ABC, DEF,
GHK sont inégaux , et si l’angle ABC est plus
grand que l’un et que l’autre des angles E, Il , la

droite AC sera plus grande que l’une et que l’autre

des droites DF, GK (prop. 24. 1); et il est écria
dent que la droite AC avec l’une ou avec l’autre;

(les droites DF, GKscra plus grande que la droite
restante. Je. dis que les droites DF, G K sont
plus grandes que la droite AC. Sur la droite AB
et au point B construisez l’angle ABL égal à

l’angle GHK (prop. 25. 1); faites la droite BL
égale à une des droites AB, BC, DE, EF,
GH, HK, et menez AL, LC. Puisque les deux
droites AB, BL sont égales aux deux droites
GH, HK, chacune à chacune, et qu’elles com-
prennent des angles égaux , la base AL sera égale

à la base GK (prop. I ); et puisque les angles
E, H sont plus grands que l’angle ABC et que
l’angle GHK est égal à l’angle ABL, l’anglc

restant E sera plus grand que l’angle LBC. De

plus, puisque les deux droites LB, BC sont
égales aux deux droites DE, EF , chacune à
chacune, et que l’angle DEF est plus grand
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que l’angle LBC , la base DF sera plus grande

qhe la base LC (prop. 24. 1 Mais on a dé-
montré que la droite GK est égale à la droites

AL : donc les droites DF, GK Sont plus grandes
que les droites AL , LC ; mais les droites AL , LC
sont plüs grandes que la droite AC (prop. 20. 1):

donc à plus forte raison les droites DF, GK
sont plus grandes que la droite AC : donc deux
des droites AC , DF, G K, de quelque manière
qu’on les prenne , sont plus grandes que la droite

restante.
Donc on peut construire un triangle avec

trois droites égales aux droites AC, DF, GK
( prop. 22. l ) ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIII;
P a 0’ a i. Ê: in E.

Construire un angle solide avec trois angles plans
dont deux de ces angles , de quelque manière
qu’on les prenne, sont plus grands que l’angle

restant; il faut que ces trois angles soient plus
petits que quatre angles droits.

Soient donnés les trois angles plans A BC ,
DEF, GHK (fig. 180) dont deux de ces angles ,
de quelque manière qu’on les prenne , soient plus

grands que l’angle restant; que ces trois angles

2
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soient plus petits que quatre angles droits : il
faut. avec des angles égaux aux angles ABC,
DEF, G HK construire un angle solide.

Faites les droites AB, BG, DE, EF, GH,
HK égales entr’elles et menez AC , DF, GK.

On peut avec des droites égales à AC , DF, GK

construire un triangle ( prop. 22. Il). Cons-
truisez le triangle LMN (prop. 22. I) de ma-
nière que LM soit égal à AC , MN égal à DF

et LN égal à GK. Décrivez ensuite une circona

férence de cercle LMN autour du triangle LMN
( prop. 5. 4) ; prenez le centre de ce cercle qui
sera ou dans’le triangle LMN ou sur un de ses
côtés, ou hors de ce. triangle.

Que le centre du cercle soit d’abord dans le

triangle , et que ce centre soit 0; menez LO ,
M0, N0 : je dis que AB est plus grand que LO;
car si cela n’est point , la droite A8 sera égale à

la droite L0 ou plus petite que cette droite.
Supposons d’abord qu’elle lui soit égale. Puisque

AB est égal à L0 et que AB est égal à BC , L0
sera égal à BC; mais L0 est égal à 0M: donc

les deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites L0, 0M, chacune à chacune; mais la
base AC est supposée égale à la base LM : donc
l’angle ABC est égal à l’angle LOM (prop. 8. x).

Par la même raison , l’angle DEF est égal à l’au-
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gle MON et l’angle CH K égal à l’angle N0L :

donc les trois angles ABC, DE F, GHK sont
tigaux aux trois angles LOM, MON , NÛL; mais
les trois angles LOM , MON , NOL sont égaux à

quatre angles droits : donc les trois angles ABC ,
DEF, GHK sont égaux a quatre angles; mais
on les a supposés plus petits que quatre angles
droits , ce qui est absurde : donc la droite AB
n’est pas égale à la droite L0 : je dis de plus que

la droite AB n’est pas plus petite que la droite
L0. Car supposons , si Cela est possible , qu’elle
soit plus petite , et que la droite AB soit égale à
la droite 0P et la droite BC égale a la droite 00;
menez PQ. PniSqne la droite ÀB est égale à la
droite BC, la droite 0P sera égale à la droite OQ:

donc la droite restante PL sera égale à la droite
restante QM : donc la droite LM est parallèle
à la droite PQ (prop. a. 6): donc les triangles
LMO , PQO sont équiangles : donc 0L est à
LM comme 0P est à PQ (prop. 4. 6), et en
échangeant les places des moyens, L0 est à 0P
comme LM eSt à PQ (prop. 16. 5); mais L0
est plus grand que OP : donc’ LM est plus grand

que ;7mais LM est égal à AC, par const-
truction : donc AC sera plus grand que PQ; et»
puisque les deux droites AB, BC. sont égales
aux, deux droites P0 , OQ et que la hase AC

.5.
D
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est plus grande que la base PQ , l’angle ABC sera

plus grand que l’angle POQ (prop. 24. 1). Nous
démontrerons semblablement que l’angle DE F
est plus grand que l’angle MON et l’angle GHK

plus grand que l’angle NOL : donc les trois
angles ABC , DEF, GHK sont plus grands que
les angles LOM, MON, NOL; mais les angles
ABC, DEF, GHK. sont supposés plus petits
que quatre angles droits : donc à plus forte
raison- les trois angles LOM , MON , NOL sont
plus petits que quatre angles droits; mais ces
trois angles sont égaux à quatre angles droits,
ce qui est absurde z donc la droite AB n’est pas

plus petite que la droite L0. On a démontré
qu’elle ne lui est point égale : donc la droite AB

est plus grande que la droite L0. Du point O.
élevez une perpendiculaire 0R sur le plan du
cercle LM N ( prop. in. I I Supposons que le
quarré de 0R soit égal à l’excès du quarré de

AB sur le quarré de L0 (lem. suiv.)., et menons
les droites HL , RM, EN. Puisque la droite 0R
est perpendiculaire sur le plan du cercle L M N ,
cette droite sera perpendiculaire sur chacune
des droites L0., M0, N0 (déf. 5. Il); et
puisque L0 est égal à 0 M et que la droite 0R
est commune et qu’elle est perpendiculaire sur

ces deux droites, la base LB sera égale
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base. KM (prop. 1 Par la même raison , la
droite EN est égale à l’une et à l’autre des

droites HL , Il)! : donc les trois droites RL,
R M, RN sont égales entr’elles. Puisque le,
quarré fait sur 0R est égal à l’excès du quarré

de AB sur le quarré L0, le quarré de AB sera
égal aux quarrés des droites 1.0 , 0B; mais le
quarré de HL est égal aux quarrés des droites

L0, OR (prop. 47. 1), car l’angle LOR est.
droit : donc le quarré de la droite AB est égal
au quarré de la droite RL : donc la droite AB
est égale à la droite RL; mais chacune des
droites EC, DE, EF, CH , HK est égale a la
droite AB, et. chacune des droites KM, EN est
égale a. la droite A L : donc chacune des droites
AB, BC , DE, EF, GH, HK est égale. à cha-
cune des droites RL, KM, RN; mais puisque
les deux droites LB, KM sont égales aux deux
droites AB, BC et que la base LM est égale à
la base AC, l’angle LRM sera égal à l’angle

ABC (prOp. 8. 1).. L’angle MEN sera égal à
l’angle DEF et l’angle LRN égal à l’angle GI-lK ,

par la même raison : donc avec les trois angles.
plans LRM , MEN , LRN , qui sont égaux aux
trois angles donnés, on a construitnn angle
solide R qui est compris sous les angles LBM,
MEN, LRN..

I 4
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Que le centre du cercle soit présentement sur

un des côtés , savoir , sur le côté MN (fig. 181),

et que le centre de ce cercle soit le point 0;
menez 0L : je dis de nouveau que AB est plus
grand que L0; car si cela n’est point , la droite
AB sera égale à la droite L0 ou bien elle sera
plus petite que cette droite. Supposons d’abord
qu’elle lui soit égale; les deux droites AB , BC ,1

c’est-a-dire les deux droites DE, EF, sont
égales aux deux droites M0, 0L, c’est-’à-dire

à la droite MN; mais la droite MN est supposée
égale à la droite DF : donc les droites DE, EF
sont égales à la droite DF, ce" qui ne peut être
(prop. no. 1) : donc la droite A13 n’est point
égale à la droite L0. Ou démontreroit sem-
blablement qu’elle n’est pas plus petite, car de

cette stipposition il s’ensuinoit une plus grande
absurdité : donc la droité AB est plus grande
que la droite L0. Si l’on mène la droite R0-
perpendiculaire sur le plan du cercle , et si l’on
suppose que le quarré de 0B Soit égal à l’eXcës

du quarré de Ali sur le quarré (lem. Suiv.),
le problème sera résolu.

Que le centre du cercle soit enfin hors du.
triangle L MN (fig. 189L), et que le centre de
ce cercle Soit 0; menez L0, M0, N0 z je dis
que la droite AB est plus grande que la droite
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L0; car si cela n’est point, elle lui sera égale
ou plus petite. Supposons d’abord qu’elle lui

soit égale ; dans cette supposition les deux
droites AB, BC sont égales aux deux droites
MO, 0L , chacune a chacune; mais la base AC
est aussi égale à la base M L : donc l’angle ABC

est égal à l’angle MOL (prop. 8. I). L’angle

GHK est égal à l’angle LON , par la même
raison : donc l’angle total MON est égal aux
deux angles ABC , CH K; mais les angles ABC ,
GIIK sont plus grands que l’angle DEF : donc
l’angle MON eSt plus grand que l’angle DEF;

et puisque les deux droites DE , EF sont égales
aux deux droites NO, ON, et que la base DF
est égale à la base MN , l’angle MON sera égal

à l’angle DEF (prop. 8. I) ; mais on a démon;

tré qu’il est pins grand, ce qui est absurde :
. donc la droite AB n’eSt pas égale a la droite L02

Nous démontrerons de suite qu’elle n’est pas

phis petite , donc elle est nécessairement plus
grande. Si nous menons de nouveau la droite
0R perpendiculaire sur le plan du cercle , et si
nous supposons cette perpendiculaire égale à
une droite dom le quarré sait égal à l’excès du

quarré de la droite AB sur le quarré de la droite
L0 (lem. suiv.) , le problème sera résolu. Je dis

. à présent que la droite A13 n’eSt pas plus petite
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que la droite L0. Supposons, si cela est possl-
l)le , qu’elle soit plus petite; faites 0 P égal à A B

et OQ Égal z. BC et menez PQ. Puisque Ali est
égal à DC, la droite OP sera égale à la droite

OQ : donc la droite restante Pli sera égale à la
droite restante QM : donc la droite Il]! est pa-
rallèle à la droite QP (prop. a. 6) : donc les deux

triangles LMO, QOP sont équiangles : donc
1.0 est à LM comme OP est à PQ (prop. 6) ,
et en échangeant les plans des moyens , L0 est
à 0P comme LM est a PQ; mais LO est plus
grand que 0P : donc LEI est plus grand que PQ;
mais LM est égal à AC par construction : donc

AC sera plus grand que PQ; mais puisque les
deux droites A B , B C sont égales aux deux
droites P0, OQ, chacune à chacune , et que la
base AC est plus grande que la base PQ, l’an.-
gle A B C sera plus . grand que l’angle P0 Q
(prop. 25. 1 Si l’on prend la droite 0V égale ’

à chacune des droites 0P , OQ , et si l’on mène

PV , nous démontrerons semblablement que
l’angle GHK est plus grand que l’angle POV.

Sur la droite L0 et au point O , pris sur cette
droite , construisez l’angle LO S égal à l’angle

ABC et l’angle LOT égal à l’angle GHK;

faites chacune des droites OS, 0T égale à la
droite P0 , et menez P5 , PT, ST. Puisque les



                                                                     

D’EUCLIDE.. 551..
deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites P0, OS, et que l’angle ABC est égal à a
l’angle P05, la base AC , c’est-àodire la droite

LM, sera égale à la base P5 (prop. l La,
droite LN sera égale alu droite PT, par la même

raison; et puisque les deux droites ML, LN,
sont égales aux deux droites P5, PT et que
l’angle MLN est plus grand que l’angle SPT,

la base MN sera plus grande que la base 5T
(prop. a4. I ); mais MN est égal à DF : donc
DF sera plus grand que 5T : donc puisque les
deux droites DE, EF sont égales aux deux
droites 50, 0T et que la base DF est plus
grande que la base 5T, l’angle DEF sera plus
grand que 50T (prop. a5. I); mais l’angle 50T
est égal aux angles ABC , GHK : donc l’angle

DEF est plus grand que les angles ABC , GHK :
mais il est au contraire plus petit; ce qui est.
impossible.

L E M M E.

Nous allons faire voir de quelle manière on
fait sur R0 un quarré qui soit égal à l’excès

du quarré de la droite AB sur le quarré de la

droite L0.
Soient les droites AB, L0 (fig. 185); que

AB soit la plus grande , et sur cette droite dé-
, grive; la demi-circonférence ABC , et appliquez.
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dans la demi-circonférence ABC une droite AC
égale à la droite L0 et menez la droite BC.

Puisque l’angle ACB est. compris dans le demie

cercle ABC, l’angle ACE sera droit (prop. 5 t . 5 ) z.

donc le quarré de la droite AB est égal aux
quarrés des droites AC, CB (prop. 47. t):
donc le quarré de AB Surpasse le quarré. de.
AC du quarré de CE; mais AC est égal à LO:
donc le quarré de AB surpasse le quarré de L0

, du quarré de CB : donc si nous faisons la droite
0R égale à la droite CE? le quarré. de la droite

AB surpassera le quarré de la droite L0 du
quarré de la droite OR’; ce que nous Voulions

faire.

PROPOSITION XXI’V.
T n É o a i: M 1:.

Si un solide est compris sans des plans parallèles,
les plans opposés sont des parallélàgràntmcs

égaux.

Que le solide C DHG (fig. 1 soit compris
sous les plans parallèles AC, GF, AH, DF,
FB , ÀE : je dis que les plans opposés sont des.

parallélogrammes égaux. ’
Puisque les deux plans parallèles BG, CE

sont coupés par le plan AC , leurs communes
sections sont parallèles (prop. 16. 1 i) : donc la.
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droite AB est parallèle à la droite DC. De plus,
puisque les deux plans parallèles BF, AE sont
coupés sur le plan AC , leurs communes sections
sont parallèles : (loue la droite AD est parallèle

à la droite BC; mais on a démontré que la
droite AB est parallèle. à la droite DC : donc le
plan AC est un parallélogramme. Nous démon-

trerons semblablement que chacun des plans
DF, FG , GB , B F, AE est un parallélogramme.

Menez les droites AH, DF. Puisque AB est
parallèle a DC et BH parallèle à CF, les deux
droites AB, BH qui se rencontrent seront. pa-
rallèles aux deux droites DC , CF qui se ren-
contrent et qui ne sont pas dans le même plan :
donc ces droites comprendront des angles égaux
(prop. 10. I 1) : donc l’angle ABH est égal à
l’angle DCF; et puisque les deux droites AB ,
B H sont égales aux deux droites D C , C F
(prop. 54. t), et que l’angle ABH est égal à
l’angle DCF, la hase AH sera égale à la base

DF (prop. 4. t), et le triangle ABH égal au
triangle DC F ; mais le parallélogramme BG est
double du triangle AB H et le parallélogramme
CE double aussi du triangle DCF (prop. 54. 1):
donc le parallélogramme BG sera égal au paral-’

kilogramme CE. Nous démontrerons sembla-
blement que le parallélogramme AC est égal au
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parallélOgramme GF et le parallélogramme AË
égal au parallélogramme BF.

Donc St un solide est compris sous des plans
parallèles , les plans Opposés sont des parallé-t
logrammes égaux; ce qu’il falloit démontrer;

PROPOSITION XXV;
THÉORÈME.

Si un parallélipipède est coupé par un plan pa-’

rallèle à des plans opposés, les solides obtenus

par cette section seront enlr’eux comme leurs
bases .-

Que le parallélipipède ABCD (fig. 1 85) soit
coupé par un plan VE parallèle aux plans op;
posés RA, DH : je dis que le solide ABFV est
au solide EGCD comme la base AEFX est à
la base EHC F.
l Prolongez de part et d’autre la droite AH et
prenez autant de droites égales que vous von-
drez HM, MN égales chacune à la droite EH;
prenez aussi autant de droites que vous voudrez
AK , KL égales chacune à la droite AE et aehe-’

rez les parallélogrammes LP, liX , HY, MS, et
les parallélipipètles A0, KZ, DM , MT. Puisque"
les droites 1.1i, RA , AE sont égales entr’clles ,*

les parallélogrammes LP, KX , AF seront égaux
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entr’eux (prop. 58. I). Les parallélOgrammcs
K0, KB, AC sont aussi égaux eutr’eux , ainsi que

les parallélogrammes LZ, KQ, All(pro. 24. x t),
car ces parallélogrammes sont Opposés. Par la
même raison , les parallélogrammes EC, HY,
LIS sont encore égaux entr’eux , ainsi que les

parallélogrammesHG, HI , IN et les parallé-
logrannncs Dll , MA’, NT : donc trois plans des

Solides LQ, KR, AV sont égaux à trois plans;
mais trois plans sont égaux à trois plans Oppo-
sés : donc. les trois parallélipipedcs L0, sa ,
AV seront égaux entr’eux (défi 10. Il). Les
trois parallélipipèdes ED , D M, MT sont égaux

entr’eux, par la même raison : donc la hase LF

est multiple de la base AF autant de fois que
le parallélipipede LV est multiple du parallé-a

lipipede AV. Par la même raison la base NF
est multiple de la base HF autant de fois que
le parallélipipede NV est multiple du parallé-
lipipede HV. Enfin si la hase LF est égale à la
hase NF, le parallélipipede LV sera égal tu pa-
rallélipipède N V; si la base LF surpasse la base

NF, le parallélipipède LV surpassera le paral-
lélipipède NV, et si la hase LF est plus petite ’

que la base N F, le parallélipipède LV sera plus

petit que le parallélipipede M V. On a donc
quatre quantités, savoir, les deux hases AF, F11
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et les deux parallélipipt’rdes AV, VII , et l’on a

pris des équimultiples de la hase AF et du paà
rallélipipède AV, savoir, la hase LF et le paral-
lélipipède LV; on a pris aussi des équimultiples

de la base HF et du parallélipipède HV, savoir,
la base NF et le parallélipipède NV. Mais on a
démontré que si la base LF surpasse la baSe
NF, le parallélipipèdc LV surpassera le paral-
lélipipède NV; que si la hase LV est égale à la

base NV, le parallélipipède LV Sera égal au
parallélipipède N’V, et que si la hase LV est

plus petite que la base NV, le parallélipipède
LV sera plus petit que le parallélipipède NV à
donc le parallélipipède AV est au parallélipia

pede VH comme la base AF est à la base FI]
(défi 5. 5); ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVI.
PROBLÈME.

Sur une droite donnée et à un point donné dans
oeuf. droite , construire un angle solide égal à

un angle solide donné.

Soit AB (fig. 1 86) la droite donnée , A le. point
donné dans cette droite, et D l’angle solide donné

et compris sous les plans EDC , EDF, FDC :
il faut. sur la droite donnée AB et au point A
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donné dans cette droite construire un angle
solide égal à l’angle solide donné D.

Prenez dans la droite DF un point quelcon-
que F, et de ce point menez une perpendicu-
laire FG sur le plan qui passe par les droites ED,
DC ( prop. x 1 . x l ) ;. que la perpendiculaire FG

. rencontre le plan DEC au point G; menez la
droite DG. Ensuite sur la droite AB et au point
donné Apris dans cette droite construisez l’angle
BAL égal à l’angle EDC (prOp. 25. t ) , et l’au-

gle BA K égal à l’angle EDC; faites ensuite AK

égal à DG (prop. 5. 1); du point Kmenez.KH
perpendiculaire sur le plan-qui passe par BAL
(prop. 12. I 1) , faites enfin la droite KH égale
à la droite GF et menez la droite HA : je dis
que l’angle solide A, compris sous les angles
BAL, BAH, HAL, est égal à l’angle solide D,

compris sous les angles EDC , EDF, FDC.
Faites AB égal à DE et menez les droites

HB, KB, FE, GE. Puisque la droite FG est
perpendiculaire sur le plan EDC , cette droite
sera perpendiculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent et qui sont dans ce plan (déf. 5. 1 1) :

donc chacun des angles FGD, FCE est droit;
chacun des angles HKA, HKB est droit, par la
même raison; et puisque les deux droites KA,
A B sont égales aux deux droites GD , DE ,,

Y
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chacune à chacune , et que ces droites coni-
prennent des angles égaux , la base B K sera’

égale à la base EG (prop. I); mais la droite
EH est égale à la droite G F, et les angles HKB,
FHE sont droits l’un et l’autre : donc la droite

HB est égale à la droite FE. De plus, puisque
les deux droites AK, KH sont égales aux deux
droites DG, GF, et que ces droites comprend ’
nant des angles droits , la base AH sera égale à la

base DF, mais la droite AB est égale à la droite

DE : doucies deux droites HA , AB sont égales
aux deux droites FgD, DE; mais la base H B est
égale à la base FE: donc l’angle BAH sera égal

à l’angle EDF. L’angle HAL est égal à l’angle

FDC , par la même raison; en effet, faites la droite
AL égale à la droite DC, et menez les droites KL,

HL , GC , FC. Puisque l’angle total BAL est
égal à l’angle total EDC et que l’angle BAIS est

égal à l’angle EDG , l’angle restant KAL sera

égal à l’angle restant G DC ; et puisque les deux

droites KA, AL sont égales aux deux droites
GD , DC , et qu’elles renferment des angles p
égaux , la base KL sera égale à la base G C
(prop. 4. 1) ; mais la droite KH est égale à la
droite GF : donc les deux droites LK, KH sont
égales aux deux droites CG , GF ; mais ces deux
droites renferment des angles droits : donc la
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I . luise HL est égale à la base F C. De plus , puis-

que les deux droites HA, AL sont égales aux
deux droites FD, DC et que la base HL est
égale à la hase FC, l’angle HAL sera Égal à

l’angle FDC (prop.8. 1); mais l’angle BAL est
Égal à l’angle EDC : donc , sur une droite donnée

et à un point pris dans cette droite , on a cons-à
truit un angle solide égal à un angle solide donné;

be qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXVII.
’PRODLÊME.

Sur une droite donnée décrire un paralléiiptfièdé

qui soit semblable à un parallélipipède donné

et semblablement placé lui;

Soit ÀB (fig. 187) la droite donne’e et DC le

parallélipipède donne : il faut décrire sur la
droite AB un parallélipipède qui soit semblable
au parallélipipède donné DC et semblablement

placé que lui. ’
Sur la droite ÀB et au point A donné dans

Cette droite construisez un angle solide qui soit
compris sous les angles solides BAH, HAK,
KAB et qui soit égal à l’angle solide C , de ma-

nière que l’angle BAH soit égal à l’angle ECF,

l’angle BAK égal à l’angle ECG et l’angle KAH

2
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égal à l’angle GCF, et ensuite faites en sorte

que EC soit à CG comme BA est à AK, et que
GC soit à CF comme RA est à AH (prop. I 2.6):
EC sera à CF comme BAest a AH (prop. 22. 5);
terminez le parallélogramme B H et le parallé-

lipipède A L. .
Puisque EC est à CG comme BA esyà AK,

les côtés qui sont autour des angles égaux ECG,

B A K seront proportionnels : donc le parallélo-
gramme G E sera semblable au parallélogramme
KB ( prop. 4. 6). Par la même raison , le paral-
léIOgramme G F sera semblable au parallélo-
gramme KH, et-le parallélogramme FE sembla-
ble au parallélogramme HB : donc trois paral-
lélogrammes du parallélipipède CD sont sem-
blables à trois parallélogrammes du parallélipi-

pède A L ; mais trois parallélogrammes sont
égaux et semblables à trois parallélogrammes
opposés (prop. 24. I) : donc le parallélipipède

total CD sera semblable au parallélipipède total

AL.
Donc, sur la droite AB , on a construit un

parallélipipède AL qui est semblable à un pa-
rallélipipède donné CD et semblablement placé ;

ce qu’il falloit faire. ’ .
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PROPOSITION XXVIII.
THÉORÈME.

Si un parallélipipède est coupé par un plan selon

les diagonales de deux plans opposés, le pa-
mlle’lipipède sera coupé en deux parties égules

par ce plan. ” ’
Que le parallélipipède AB ( fig. 1 88) soit coupé

’ par le plan CDEF selon les diagonales des deux
plans opposés CF, DE : je disque le parallé-
lipipède AB sera coupé en deux parties égales

par le plan CDEF. I ’
Puisque le triangle CGF est égal au triangle

CBF (Prop. 54. x) et le triangle ADE égal au

triangle DEB, de plus , puisque le parallélo-
gramme CA est égal au parallélogramme
(prop. 24. l r) , car ces deux parallélogrammes
sont opposés, et puisque le. parallélogranmie
GE est aussi égal au parallélogramme CH, le
prisme compris sous les’deux triangles CGF;
ADE et sous les trois parallélogrammes GE’,
AC , CE , sera égal au prisme compris sous’les

deux triangles CFB , DEH, et les trois parallé-
logrammes CH, BE, CE, car ils sont compris
sous des plans égaux en nombre et en grandeur

I (déf. 10. 1 1) z donc le parallélipipède total AB

5
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est coupé en deux parties égales par le plan
CDEF ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX,
THÉORÈME.

Les parallélzpzpèdes qui ont la même base et la

même hauteur, et dont les droites insistentes
sont placées dans les mêmes droites, sont égaux

entr’eut.

. Que les parallélipipèdes CM , CN (fig. 189)
aient la même base AB et la même hauteur, et
que les droites insistentes AF, AG , LM, LN ,
C D, CE, B H; B K soient dans les mêmes droites
FN , DK :rje dis que le parallélipipèdo C M est
égal au parallélipipède CN. .

Car [puisque chacune des figures CH , C K est
un parallélogramme , la droite CB sera égale à

chacune des droites DH, EK (prop. 54. 1) g
donc la droite DH sera. égale à la droite EK,
Retrancllea, la. partie commune EH, la droite
restante DE sera égale à la droite restante HK:
donc le triangle DÉC est égal au triangle HKB

(prop. 8. x) , et le parallélogramme DGégal au
parallélogramme HN ( prop. 56. 1). Par la même
raison le triangle AFG est égal au triangle LMN ,
Mais le parallélogramme CF est égal au parallé-z
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logramme BM et le parallélogramme CG égal

au parallélogramme BN (prop. 24. 11), car
ces parallélogrammes sont opposés : donc le
prisme contenu sous les deux triangles A F G ,
DEC et sous les trois parallélogrammes AD ,
DG, CC est égal au prisme contenu sous les
deux triangles LMN r HBK et sous les trois
parallélogrammes BM , N H , EN (défi 10. 1 1):

donc si nous ajoutons a chacun de ces prismes
le solide. dont une des bases est le lparallélo-
gramme AB et dont l’autre base est le parallé-
logramme G E H M , le parallélipipède total C M
sera égal au parallélipipède total CN.

Donc les parallélipipèdes qui ont la même
base et la même hauteur , et dont les droites in-
sistentes sont placées dans les mêmes droites,
sont égaux entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION-ï
THÉORÈME.

Les parallélipipèdesgui ont la même base et la

même hauteur, et dont les droites insistentes
ne sont point placées dans les mêmes droites ,

sont égaux entr’euæ. I ’
Soient CM, CN ( fig. 1 go) des parallélipipèdes

qui ont la même base AB et la même hauteur,
4.
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et dont les droites insisteutes AF, AC, LM,
LN, CD, CE, BH, BK ne sont point placées
dans les mêmes droites : je dis que le parallé-
lipipède C M est égal au parallélipipède CN.

Prolongez les droites N K, DH et les droites
GE, FM , et que ces droites se rencontrent aux
points P, R, Q, O. Menez A0, LP, CQ,,
BR. Le parallélipipède CM, dont la base est le
parallélogramme ACBL opposé au parallélo-

gramme FDHM, sera égal au parallélipipède
CP dont la base eSt le parallélogramme AC BL
opposé au parallélogramme OQRP (pt. 29. 1 1),
car ces deux parallélogrammes ont la même base

et la même hauteur, et leurs droites insistentes
.AF, A0, LM, LP, CD,.CQ, BH, sa sont
dans les mêmes droites FP, DE; mais le paral-
lélipipède CP dont la base est le parallélo-
gramme ACBL opposé au parallélogramme
OQRP est égal au parallélipipède CN dont la

base est le parallélograMe ACE L opposé au
parallélogramme CERN (prOp. 29. 11); car
ces deux parallélipipèdes ont la même base et

la même hauteur , et leurs droites insistentes
AC , A0, CE , CQ, LN , LP, BK, BR sont dans
les mêmes droites GQ, NR : donc le paralléli-
pipède CM est égal au parallélipipède CN.

Donc les parallélipipèdes qui ont la même
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base et la même hauteur, et dont les droites
insistentes ne sont point placées dans les mêmes
droites , sont égaux entr’eux; ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION XXXI.
Tnéoaiuz.

Les parallélzpipèdes qui ont des bases égales et la
même hauteur, sont égauor entr’euæ.’

Que les parallélipipèdes AE, CF ( fig. 191)
aient des bases égales AB , CD et la même baud
teur z je dis que le parallélipipède AE est égal

au parallélipipède CF. . - . - l . .
D’abord que les droites insistentes HK , BE,

AG, LM, PQ, DF, C0, R5 soient perpenA
diculaires sur les bases A B, C D, etzque. l’angle
ALB ne soit, pas égal à l’angle ï.C R D. com

duisez la droite RT dans la direction de la droite
CR, et faites sur la droite RT et au point R
pris dans cette droite l’angle TR V égal à l’an;

gle ALB ( prop. 25. 1) ,, faites la droite RT égale
à la droite AL et la droite RV:égale.à la droite
LB; par le point .V conduisezla droite YV pae-
rallèle à la droite RT, achevez la base RY et le
parallélipipède Z V. Puisque les deux droites
TE, RV sont égales aux deux droites AL, LB
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et qu’elles comprennent des angles égaux, le
parallélogramme RY sera égal et Semblable au
parallélogramme HL. De plus , puisque ET est
égal à AL et RS égal à LM et que ces droites

comprennent des angles égaux, le parallélo-n
t gramme HZ sera égal et semblable au’paral-

lélogramme AM. Le parallélogramme SV sera
égal et semblable au parallélogramme LE , par
la même raison : donc trois parallélogrammes
du parallélipipède AE seront égaux et sem-
blables à trois parallélogrammes du parallélipi-

pède ZV : donc puisque trois parallélogrammes
sont égaux et semblables à trois parallélogramq

mes opposés (prop. 24. n ) , le parallélipi-
pède total AE sera égal au parallélipipède total

ZVu-Prolongez DR , YV, et que ces droites se
rencontrent’au point A’n; par le point T con-
duisez la droite TT’ parallèle à la droite DA’,

et? prolongez TT’, PD jusqu’à ce qu’elles se

rencontrent au point B’, et complétez les paral-
lélipipèdes A’Z, RI. Le parallélipipède ZA’ qui

a pour! base le parallélogramme RZ opposé au
parallélogrammelAlQ’ estgégal au parallélipi-

pédé ZV qui a pour base le parallélogramme

RZ opposé au parallélogramme VX, attendu
que ces deux parallélipipèdes ont la même base

RZ et la même hauteur , ef’ que les droites inq-
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psistentesRA’, av, TT’, TY, ss’, SN, ZQ’, 2x

sont placées dans les mêmes droites A’Y, S’X;

mais le parallélipipède ZV est égal au parallé-

lipipède AE : donc le parallélipipède AE est
égal au parallélipipède ZA’. Mais le parallélo-

gramme RVYT est égal au parallélogramme
A’T (prop. 55. 1) , car ces deux parallélogram-

mes ont la même base RT et sont compris entre
les mêmes parallèles ET, A’Y, et le parallélo-

gramme RVYT est égal au parallélogramme C D

parce que le parallélogramme CD est égal au
parallélogramme AB :- donc le parallélogramme
A’T sera égal au parallélogramme C D; mais DT

est un autre parallélogramme : donc. la base C D
est à la base DT comme la base A’T est à la hase

DT Ç prop. 7. 5); et puisquelle parallélipipède
CI est coupé par le plan BF parallèle aux plans
opposés, la base CD sera à la base DT comme
le parallélipipède CF est au parallélipipède RI

(prop.:S. I 1). Par latmême raison , puisque le
parallélipipède A’I est coupé par le plan RZ

parallèle aux plans opposés , la base A’T sera à

la base. DT comme le parallélipipède A Z est
au parallélipipède RI; mais la hase CD est à la
hase DT comme la baser A’T est à la base’T D :

donc le parallélipipède CF est au parallélipi-
pède RI comme le parallélipipède A’Z est au
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parallélipipède RI ( prop. 15. 5) : donc puisque
chacun des parallélipipèdes CF, A’Z a la même

raison avec le parallélipipède RI , le paralléli-
pipède C F sera égal au parallélipipède A’ Z

(prop. 9. 5 ); mais on a démantré que le pa-
rallélipipède A’ Z est égal au parallélipipède AE :

donc le parallélipipède AE est égal au parallé-

lipipède CF.
Supposons à présent que les droites insisn

tentes AG, HK, BE, LM, C0, PQ, DF,
R5 (fig. 19:1) ne soient point perpendiculaires
sur les bases AB , C D : je dis encore que le pa-
rallélipipède AE sera égal au parallélipipède CF. l

Des points K, E, G, M, Q, F, 0, S con-
duisez sur les plans LN, A’D les perpendicu-
laires KN , ET, GV, MX , QY , FZ , OA’, SI qui

rencontrent ces plans aux" points N, T, V, X,
Y, Z, A’, I (prop. 1 I. 1 I), et menez les droites
NT, VX., NV,TX, YZ, YA’, A’I, z1.’ Le pa-

rallélipipède KX sera égal au parallélipipède QI

(prop. 5 1.1 1) , parce que les parallélipipèdes
KX, QI ont des bases égales KM, Q5, et la
même hauteur , et que leurs droites insistentes
sont perpendiculaires sur leurs bases. Mais le
parallélipipèdc KX est égal au parallélipipède

AE (prop. 50. x I ) , et le parallélipipède QI
égal au parallélipip’ède G F , puisqu’ils ont la
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même hase et la même hauteur, et que leurs
droites insistentes ne sont pas dans les mêmes
droites : donc le parallélipipède AE est égal
au parallélipipède CF.

g Donc les parallélipipèdes qui ont des bascs
égales et la même hauteur , sont égaux entr’eux;

ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXII.
THÉORÈME.

Les parallélzpipèdcs qui ont la même hauteur sont

entr’eut comme leurs bases.

Soient AB, CD (fig. 1 95) deux parallélipipèdes

qui aient la même hauteur : je dis que ces pa-
rallélipipèdes sont entr’eux comme leurs bases ,

c’est-à-dire que le parallélipipède AB est au

parallélipipède CD comme la base AE est à la
base CF. v.

Appliquez sur FG un parallélogramme F H qui
soit égal au parallélogramme AE ( prop. 45. t) ,

et sur la hase F H construisez le parallélipipède

GK dont la hauteur soit la même que celle du
parallélipipèdc C D. Le parallélipipède AB sera

égal au parallélipipède GK (prop. 51 . 1 I) , car

ces parallélipipèdes ont des bases égales AE,
FH et la même hauteur. Puisque le paralléli-
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pipède C K est coupé par un plan DG parallèle
aux plans Opposés, le parallélipipède HD sera

au parallélipipède DC comme la base HF est
à la base C F (prop. 25. 1 I ); mais la baSe FH
est égale à la base AE et le parallélipipède GK
égal au parallélipipède AB : donc le parallélipi-à

pèdc AB est au parallélipipède CD comme la
base AE est à la base CF.

Doue les parallélipipèdes qui ont la même

hauteur sont entrleux comme leurs bases; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIII,
Truie niant.

Les parallélipipèdes semblables sont entr’eux en.

’ raison triplée de leurs côtés homologues.

Soient AB, CD (fig. 194) deux parallélipië
pàdes semblables et que le côté AE soit l’hO-’

mologue du côté CF : je dis que les parallélipi-è

pèdes AB, CD sont entr’eux en raison triplée
des côtés AE , CF.

Menez les droites EK, EL, EM dans la
direction des droites AE, GE, HE ; faites EK
égal à CF, EL égal à FN et EM égal à FR;

achevez le parallélogramme KL et le parallé-’

lipipède KP. Les deux droites EK, EL sont
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égales aux deux droites C F, FN ; l’angle KEL
est égal à l’angle CFN , parce que l’angle AEG

est égal à CF N , à cause de la similitude (les
parallélipipèdes AB, CD : donc le parallélo-
gramme KL sera égal et semblable au parallé-

logramme CN. Par la même raison, le parai-a
lélogrammc KM est égal et semblable au paral-
lélogramme CR, et le parallélogramme PE,égal

et semblable au parallélogramme DF: donc trois
parallélogrammes du parallélipipède KP sont
égaux et semblables à trois parallélogrammes
du parallélipipèdc CD : donc puisque trois [lad
rallélogrammes sont égaux et semblables à trois

parallélogrammes Opposés ( prop. 24. I 1) , le
parallélipipèdc total KP sera égal et semblable
au parallélipipède total CD (défi Io. 1 t). Acheo

vez le parallélogramme GK , et sur les bases
GK , KL construisez deux parallélipipèdes E0,
LQ qui aient la même hauteur que le parallé-
lipipètle AB. Puisqu’à cause de la similitude
(les parallélipipèdes AB , C D le côté AE est au

côté CF comme le côté EG est au côté FN ,

comme le côté EH est au côté FR , et puisque
FC est égal à EK, le côté FN estégalà EL,

et que FR est égal au côté EM, AE sera au
côté EK comme le côté GE est au côté EL et

comme le côté HE est au côté EM. Mais AE
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est à EK comme le parallélogramme AG est au
parallélogramme G K ( prop. 1 . 6) , et GE est à

EL comme le parallélogramme GK est au pa-
rallélogramme KL , et, de plus, HE est à EM
comme le parallélogramme QE est au parallé-

logramme KM : donc le parallélogramme AG
est au parallélogramme GK comme le parallé-
logramme GIS est au parallélogramme KL et
comme le parallélogramme QE est au parallé-
logramme KM. Mais AG est à GK comme le
parallélipipède AB est au parallélipipède E 0

(prop. 32. 1 t), et GK est à KL comme le pa-
rallélipipèdc 0E est au parallélipipède QL, et
de plus Q E est à KM comme le parallélipipède’

QL est au parallélipipèdei KP : donc le paral-
lélipipède AB est au parallélipipède E0 comme

le parallélipipède E0 est au parallélipipède QL

et comme le parallélipipède QL est au parallé-
lipipède KP; mais si l’on’a quatre quantités de

suite qui soient proportionnelles , la première et
la quatrième seront entr’elles en raison triplée

de la première et de la seconde (défi 1 I. 5):
donc les parallélipipèdes AB , KP sont entr’eux

en raison triplée des parallélipipèdes AB , E0;
mais AB est à E0 comme le parallélogramme AG

est au parallélogramme G K et comme la droite
AE est à la droite E K (prop. x . 6) : donc les
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parallélipipèdes AB , KP sont en raison triplée

. des droites AE , EK. Mais le parallélipipède KP

est égal au parallélipipède CD et la droite E K
égale à la droite C F : donc les parallélipipèdes

AB , C D sont en raison triplée des côtés homo-

logues AE , CF ; ce qui falloit démontrer,

COROLLAIRE.
Il suit manifestement de la , que si quatre

droites sont proportionnelles , la première sera
à la quatrième comme le parallélipipède cons;

truit sur la première est au parallélipipède sem-

blable et semblablement construitsurla seconde,
puisque la première et la quatrième droite sont
en raison triplée de la première et de la seconde.

PROPOSITION XXXIV.

Tu 150 ut un. ,
les bases des parallélipipèdes égaur sont pro-

, portionnelles aux hauteurs ,- et les parallélipi-
pède; dont les bases sont réciproquement pro-

portionnelles aux hauteurs sont égauæ entrent;

Que les parallélipipèdes AH , C-D (fig..195)

soient égaux : je dis que leurs bases sontréci-
proquement proportionnelles à leurs hauteurs;
c’est-adire que la base EH est à la base NQ

Z
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est à EK comme le parallélogramme AG est au
parallélogramme G K (prop. I . 6) , et GE est à
EL comme le parallélogramme G K est au pa-
rallélogramme KL, et, de plus, HE est à EM
comme le parallélogramme QE est au parallé-

logramme KM : donc le parallélogramme AG
est au parallélogramme GK comme le parallé-

logramme GK est au parallélogramme KL et
comme le parallélogramme QE est au parallé-
logramme KM. Mais AG est à GK connue le
parallélipipède AB est au parallélipipède E0

(prop. 52. I I), et GK est à KL comme le pa-
rallélipipède 0E est au parallélipipède QL, et
de plus QE est à KM comme le parallélipipède’

QL est au parallélipipède KP : donc le paral-
lélipipède AB est au parallélipipède E0 comme

le parallélipipède E0 est au parallélipipède QL

et comme le parallélipipède QL est au parallé-
i lipipède KP; mais si l’on’a quatre quantités de

suite qui soient proportionnelles , la première et
la quatrième seront entr’elles en raison triplée

de la première et de la seconde ( défi I I . 5) :
donc les parallélipipèdcs AB , KP sont entr’eux

en raison triplée des parallélipipèdes AB, E0;

mais AB est à E0 comme le parallélogramme AG

est au parallélogramme G K et comme la droite
AE est à la droite EK (prop. I . 6) : donc les
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parallèlipipèdes AB , KP sont en raison triplée

. des droitesAE , EK. Mais le parallélipipède KP
est égal au parallélipipède CD et la droite EK
égale à la droite CF : donc les parallélipipèdes

AB , C D sont en raison triplée des côtés homo-

logues AE , CF ; ce qui falloit démontrer,

COROLLAIRE.
Il suit manifestement de là , que si quatre

droites sont proportionnelles , la première sera
à la quatrième comme le parallélipipède cons-

truit sur la première est au parallélipipède sem-

blable et semblablement construitsurla seconde,
puisque la première et la quatrième droite sont
en raison triplée de la première et de la seconde.

PROPOSITION Xx’xzv.

Tu i0 ni: un. ,
les bases des parallélipipèdes égaux sont pro-

. portionnelles aux hauteurs 5 et les parallélipi-
pède: dont les bases sont réciproquement pio-
portionnelles aux hauteurs sont égauæ entr’euæ.

Que les parallélipipèdes AH , CD (fig..tg5)
soient égaux : je dis que leurs hases sontre’ci-

proquement proportionnelles à leurs hauteurs;
c’est-à-dire que la Base EH est à la base N Q

Z
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comme la hauteur du parallélipipède C D est a

t la hauteur du parallélipipède AB. t
Supposons d’abord que les droites insistentes

AG, EF, LB, HK, CM, N0, Pl), QP soient
perpendiculaires sur les bases : je dis que la
base EH est à la base NQ comme C M est à AG.
Si la base EH estégale à la base NQ et le pas
rallélipipède AB égal au parallélipipède C D , la

hauteur CM sera égale à la hauteur AG; car si
les bases EH , NQ étant égales , les hauteurs
AG, CM n’étaient pas égales, le parallélipi-

pède AB ne seroit point égal au parallélipipède

CD ( prop. 5l . I I ) ; mais ces deux parallélipi-
pèdes sont supposés égaux : donc les hauteurs

C M , A G ne sont pas inégales : donc elles sont

égales :v donc la basquH est à la base NQ
comme CM est à AG , d’où il suit évidemment

que les bases des parallélipipèdes AB , C D sont

réciproquement proportionnelles à leurs hau-
teurs.
L Supposons à présent que la base EH ne soit
pas égale à la base NQ et que la base EH soit la
plus grande; puisque le parallélipipède AB est
égal. au. parallélipipède C D , la hauteur 7C M

sera plus grande que la hauteur A G; car si cela
n’étoit point , les parallélipipèdes AB , C D ne

seroient pas égaux (prop. 5 x . Il x) ;» mais ils sont
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supposés égaux. Faites CT (fig. 196) égal à

AG et sur la base NQ construisez un parallé-
lipipède XC dont la hauteur soit CT. Puisque
le parallélipipède AB est égal au parallélipipède

C D et que XC est un autre parallélipipède avec
lequel les deux parallélipipèdes égaUx AB , C D

ont la même raison ( prop. 7. 5) , le paralléli-
pipède AB sera au parallélipipède CX comme
le parallélipipède C D est au parallélipipède
CX; mais le parallélipipède AB est au paralléli-

pipède CX comme la base EH est à la base N Q
(prop. 52. I 1) , car les parallélipipèdes AB, CX
sont égaux en hauteur , et le parallélipipède CD

est au parallélipipède CX comme la base MQ
est à la base QT (prop. 25. 1 1), et comme le
côté MC est au côté CT (prop. I. 6) : donc la

base EH est à la base NQ comme le côté MC
est au côté CT; mais CT est égal à AG : donc
la base EH est. à la base N Q comme le côté M C

est au côté AG: donc les bases des parallélipi-

pèdes AB, CD sont réciproquement propor-

tionnelles aux hauteurs. ’
Supposons ensuite que les bases des paral-

lélipipèdes AB, CD soient réciproquement pro-

portionnelles aux hauteurs , c’est-à-dire que la
base EH soit à la hase NQ comme la hauteur
du parallélipipède CD est à la hauteur du pa- ,

2
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rallélipipède A3 : je dis que les parallélipipèdes

. AB, CD sont égaux entr’eux.

Que les droites insistentes soient encore pere-
pendiculaires sur les bases. Si la base EH est
égale à la base NQ et si la base EH est à la base

N Q comme la hauteur du parallélipipède CD
est à la hauteur du parallélipipède AB, la han»
teur’du parallélipipède C D sera égale à la hau-

teur du parallélipipède AB. Mais les paralléli- ,
pipèdes qui ont des bases égales et la même
hauteur sont égaux entr’eux (prop. 51. 1 I ) :
donc le parallélipipède AB sera égal au paral-
lélipipède CD.

Mais supposons que la base EH ne soit point
égale à la base N Q et que E H soit la plus grande

base; la hauteur du parallélipipède CD sera plus

grande que la hauteur du panHélipipède AB ,
c’est-à-dire que CM sera plus grand que AG;

r faites CT égal à AG , achevez également le pa-

rallélipipède CX. Puisque la base EH est à la
hase N Q comme le côté C M est au coté AG et

que AG est égal à CT, la base EH sera à la
base NQ comme le côté M C est au côté CT.

Mais la base EH est à la base N Q comme le
parallélipipède AB est au parallélipipède CX
(prop. 5a. I t) , car les parallélipipèdes AB, CX
sont égaux en hanteur; mais le côté MG est au
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côté CT (prop. r. 6) , comme la base MQ est
à la base QT et connue le parallélipipède CI)
est au parallélipipède CX (prop. a5. 1 1); donc
le parallélipipède A3 est au parallélipipède CX

comme le parallélipipède C D est au parallélipi-

pède CX : donc l’un et l’antre des parallélipi-

pèdes AB , C D ont la même raison avec le pa-’

rallélipipède CX : donc le parallélipipède HAB

Sera égal au parallélipipède. CI) (prop.lg,t5)*;’

ce qu’il falloit démontrer. » ï - . . ’ ;

Supposons maintenant que les. droites insis-
tentes FE, BL, GA, KH,ON, DP, MC, PQ
( fig. 197) ne soient point perpendiculaires sué
les bases des parallélipipèdes. Des points F, G,

B, K, O, M,.D, R conduisez sur les plans des
bases EH, NQ des perpendiculaires ren-
contrent ces plans aux points S , T, V, X , Y,-
Z , B’, A’, et achevez les parallélipipèdes PX,

OA’ (prop. il. 11 dis que les bases des
parallélipipèdes égaux AB,’CD sont récipro-

quement prOportionnelles aux hauteurs, c’est-
à-dire que la base EH est à la base NQ comme
la hauteur du parallélipipède C D est à la hau-
teur du parallélipipède CAB. Mais le paralléli-

pipède AB est égal au parallélipipède CD;"le
parallélipipède BT est égal au parallélipipède

AB (prop. 50. 1 1) , car ils ont la même base? K

5



                                                                     

558 ÉLÉMENS
et la même hauteur , et leurs droites insistentes
ne sont point placées dans les mêmes droites;
et le parallélipipède DC est égal aussi au paral-

lélipipède D Z , car ces deux parallélipipèdes

ont la même base OR et la même hauteur , et
leurs droites insistentes netsont point dans les
mêmes droites : donc le parallélipipède BT est
égal au parallélipipède DZ. Mais nous venons de

voir que les bases des parallélipipèdes égaux dont

les hauteurs sont perpendiculaires sur les bases
sont réciproquement proportiOnnelles aux hau-
teurs : donc la base FK est à la base on comme
la hauteur du parallélipipède DZ est à la hau- v
teur du parallélipipède BT. Mais la base FK
est égale à la base EH (prOp. a4. 1 1), et la base

0R égale à la baseNQ : donc la base EH est
à la base NQ comme la hauteur du parallélipi-
pède DZ est à la hauteur du parallélipipède BT. v

Mais les hauteurs des parallélipipèdes DZ, BT
sontiles mêmes que celles des parallélipipèdes

D,C,,BA : donc la base EH est à la base NQ
comme la hauteur du parallélipipède DC est à
la hauteur du parallélipipède BA : donc les bases
des parallélipipèdes AB , CD sont réciproque-

ment proportionnelles à leurs hauteurs.
Supposons enfin que les bases des parallélipi-

pèdes AB , CD soient réciproquement prOpor-
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tionnelles aux- hauteurs , c’est-à-dire que la hase

EH soit à la base NQ comme la hauteur du
parallélipipède CD est à la hauteur du paraib
lélipipède AB : je dis que le parallélipipède AB

est égal au parallélipipède CD.

Faites la même construction. Puisque la base
EH est à la base NQ comme la hauteur du pa-
rallélipipède C D est à la hauteur du paralléli-

pipède AB, quela hase EH est égale à la base
FK et la base NQ égale à la base OR, la base FK

sera à la base OR comme la hanteur du paral-
lélipipède CD est à la hauteUr du parallélipi-

pède AB. Mais les hauteurs des parallélipipèdes

AB , CD sont les mêmes que celles des paral-
lélipipèdes BC , DZ : donc la base FK est à la
base OR comme la hauteur du parallélipipède

DZ est à la hauteur du parallélipipède BT:
donc les bases des parallélipipèdes BC , DZ sont

réciproquement proportionnelles aux hauteurs.
Mais nous avons démontré que les parallélipi-

pèdes qui ont leurs hauteurs perpendiculaires
sur les bases et qui ont leurs bases récipro- ’
quement proportionnelles aux hauteurs sont
égaux entr’eux : donc le parallélipipède BT

est égal au parallélipipède DZ. Mais le paral-
lélipipède BA est égal au parallélipipède ET

( prOp. 50. 1 1 ) , car ces deux parallélipipèdes
4
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ont la même base FK et la même hauteur, et
leurs droites insistentes ne sont point dans les
mêmes droites; et outre cela le parallélipipède
DZ est égal au parallélipipède DC , puisque ces

deux parallélipipèdes ont la même-base OR et.

la même hauteur , et que leurs droites insistentes
ne sont pas dans les mêmes droites : donc le.
parallélipipède AB est égal au parallélipipède.

C D; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION xxxv.
rationaux.

Si des sommets de Jeux angles égaux on mène
au-dessus de leurs plans des droites qui fassent
avec leurs côtés des angles égaux chacun à

chacun; si dans ces droites on prend des points
quelconques, si de ces points on mène des per-
pendiculaires sur les plans des angles donnés t
et si des points où ces perpendiculaires rencon-
trent ces plans on mène des dmites aux sommets
des angles donnés, les angles compris par ces
droites et par celles qu’on a diabord menées des

sommets des angles au-dessus de leurs plans
seront égara entr’eux.

Soient les deux angles égaux BAC , EDF
(fig. 198) ; des points A , D menez au-dessus
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des plans de ces angles les droites AG , DM qui
fassent avec les côtés de ces mêmes angles des
angles égaux chacun à chacun, savoir, l’angle
GAB égal à l’angle MDE et l’angle CAC égal

à l’angle MDF; prenez sur les droites AC, DM

des points quelconques G , M; des points G , M
menez sur les plans BAC, EDF les perpendi-
culaires GL , MN qui rencontrent ces plans aux
points L, N , et menez les droites LA , N D : je
dis que llangle GAL est égal à l’angle MDN.

Faites la droite AH égale à la droite DM, et
par le point H menez la droite HK parallèle à
la droite G L. Puisque la droite G L est perpen-
diculaire sur le plan BAC , la droite HK sera aussi
perpendiculaire sur le plan BAC (prop. 8. 1 1);
des points K , N conduisez sur AB , AC, DF,
DE les perpendiculaires KB, KC , NF, NE et
menez HC , CB , MF, FE. Puisque le quarré. de
la droite HA est égal aux quarrés des droites
HK, RA et que les quarrés des droites KG,
C A sont égaux au quarré de la droite K A
(prOp. 47. 1) , le quarré de la droite HA sera
égal aux quarrés des droites HK. , KC , CA. Mais

le quarré de la droite HC est égal aux quarrés

des droites HK , KC : donc le quarré de la
droite HA sera égal aux quarrés des droites
HG, CA : donc l’angle HCA est droit. L’an-
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gle DFM est droit, par la même raison: donc
l’angle A C H est égal à l’angle D F M. Mais

l’angle HAC est égal à l’angle M D F : donc

les deux triangles MDF, BAC ont deux angles
égaux à deux angles, chacun à chacun , et un’
côté égal à un côté , c’est-à-dire les côtés sou-e

tendus par des angles égaux, savoir, le côté
A H qui est égal au côté ’DM par construc-

tion : donc ces deux triangles ont les autres
côtés égaux aux autres côtés , chacun à chacun

(prop. 26. 1): donc’AC est égal à DF. Nous

démontrerons semblablement que AB est égal
à DE. Menez les droites HB, ME. Puisque le
quarré de la droite AH est égal aux quarrés des

droites AK, KH et que les quarrés des droites
AB , BK sont égaux au quarré de la droite A K ,

les quarrés des droites AB, BK, EH seront
égaux au quarré de la droite AH. Mais le quarré

de la droite BH est égal aux quarrés des droites
BIS, EH , car l’angle HKB est droit à cause que la

droite H K est pelpendiculaire sur le" plan BAC :
donc le quarré de la droite A H est égal aux
quarrésdes droites AB ,v BH : donc l’angle ABH

est droit. L’angle DEM est droit, par la même
raison ; mais l’angle BAH est égal à l’angle EDM,

par supposition , et la droite AH est égale à la
droite DM : donc la droite AB est égale à la
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droite DE; donc puisque AC est égal à DF et
AB égal à DE, les deux droites CA, AB sont
égales aux deux droites FD, DE; mais l’angle

CAB est égal à l’angle FDE : donc la base BC

. est égale à la base EF ( prop. 4. 1) , le triangle
égal au triangle et les autres angles égaux aux
autres angles : donc l’angle ACB est égal à l’am-

gle DFE; mais l’angle droit ACK est égal à
l’angle droit D F N , par construction : donc

I l’angle restant BCK est égal à l’angle restant

EFN. Par la même raison l’angle CB K est égal

a l’angle FEN : donc les deux triangles CBK,
FEN ont deux angles égaux à deux angles ,
chacun à chacun, et un côté égal à un côté,

c’est-à-dire les côtés sont adjacens à des angles
égaux , savoir, le côté BC qui est égal au’côté EF :

donc ces deux triangles auront les autres côté)
égaux aux autres côtés ( prop. "26. 1 ) : doue le
côté CK est égal au Icôté FN; mais AC est égal à"

DE : donc les deux droites AC, CR sont égales

aux deux droites DF, FN et ces droites com-
prennent des angles droits :’donc la base ’AK est

égale à la base DN ( prop. 1) ; et puisque la
droite AH est égale à la droite DM, le quarré de

AH sera égal au quarré de DM; mais les quarrés

des droites A K , KH sont égaux au quarré de la

droite AH (prop. 47. 1), car l’angle AKH. est
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droit etlles quarrés des droites DN , NM sont
égaux au quarré de la droite DM, parce que
l’angle DN M est droit : donc les quarrés des

droites AK , KH sont égaux aux quarrés des
droites DN, NM; mais le quarré de AK est .
égal au quarré de DN adonc le quarré de KH

est égal au quarré de N M : donc la droite HK
est égal à la droite MN : donc puisque les deux
droites HA , AK sont égales aux deux droites.
MD , DN, chacune à chacune , et qu’on a dé-
montré que la base HK est égale à la base NM,
l’angle HAKsera égal à l’angle MDN ( prop. 8. 1) ;

ce qu’il falloit démontrer. l Ë

COROLLAIRE.
Il suit manifestement de là que si deux angles

sont égaux à deux angles et que si des sommets
de ces angles et au-dessus de leurs plans on mène
des droites qui fassent avec les côtés des angles
donnés des angles égaux chacun à chacun, les,

perpendiculaires menées de ces droites sur les
plans des premiers angles sont égales entr’elles,

si les points d’où elles partent sont également

éloignés des sommets de ces angles.
i
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PROPOSITION XXXVI.
THÉORÈME.

Si trois droites sont proportionnelles , le paral-
lélipipède construit avec ces trois droites est
égal au parallélipipède construit avec la droite

moyenne; il faut que ce dernier parallélipi-
pède, qui sera équilatéral, soit équiangle avec

le premier parallélipipède.

Soient trois droites proportionnelles A , B , C
(fig. 199) , de manièrelque A soit à B comme B
est à C : je dis que le parallélipipède construit
avec les trois droites A, B , C est égal au paral-
lélipipède construit avec la droite B; il faut que
ce dernier parallélipipède , qui sera équilatéral ,

soit équiangle avec le premier parallélipipède.

Soit l’angle solide E compris sous les trois
angles plans DEG, GEF, FED; faites chacune
des droites DE, GE, EF égales à la droite B,
et achevez le parallélipipède E K. Faites ensuite

LM égal à A , sur la droite LM et au point L
construisez un angle solide qui étant compris
sons les plans NLO , OLM, MLN soit égal à
l’angle solide E (prop. 26. I r); faites L0 égal à

B, et LN égal à C. Puisque A estàB comme B
est se , que A est égal à LM , que B est égal a
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chacune des droites L0 , EF, EG , ED et que C
est égal à LN , la droite LM sera à la droite E F

comme la droite DE est à la droite LN .: donc
les côtés placés autour des angles égaux MLN ,

DEF sont réciproquement proportionnels : donc
le parallélogramme MN est égal au parallélo-

gramme-DF ( prop. 14. 6); et puisque les deux
angles DE F, NLM Sont égaux , que les droites
L0 , EG qui sont égales entr’elles et qui sont
menées au-dessus des plans des angles égaux

DEF, NLM font avec leurs côtés des angles
égaux , chacun à chacun, les perpendiculaires
menées des’points G, O sur les plans DEF,
NLM seront égales entr’elles (corol. 55. 1 I ):

donc les parallélipipèdes LH , EK ont la même
hauteur. Mais les parallélipipèdes qui ont des
bases égales et la même hauteur sont égaux entre

eux (prop. 5 r . 1 1) : donc le parallélipipède HL
est égal au parallélipipède E K. Mais le parallé-

lipipède HL a été construit avec les trois droites
A, B , C , et le parallélipipède E K a été cons-

truit avec la droite B : donc le parallélipipède
construit avec les trois droites A , B , C est égal
au parallélipipède construit avec la droite B ,
lequel est équilatéral et équiangle avec le pre-

mier parallélipipède.

z l Donc si trois droites sont proportionnelles , le
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parallélipipède construit avec ces trois droites
est égal au parallélipipède construit avec la
droitetmoyenne , et ce dernier parallélipipède
est équilatéral et équiangle avec le premier .
parallélipipède; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVII.
THÉORÈME.

Si quatre droites sont proportionnelles, les paral-
le’lipipèdes semblables et semblablement cons-

truits sur ces droites sont proportionnels , et si
des paralléh’pipèdes semblables et semblable-

ment construits sur quatre droites sont propor-
tionnels, ces droites seront aussi proportion-
nelles entr’elles.

Soient quatre droites proportionnelles AB ,
(ID; EF, GH (fig. 200), de manière que AB
soit à CD connue E F est à G H; construisez
sur les quatre droites AB, CD, EF, GH les
parallélipipèdes semblables et semblablement
posés KA, LC, ME, NG :je dis que KA est

àLCcommeMEestàNG. , i
Puisque le parallélipipède KA est semblable

au parallélipipède LC , les parallélipipèdes KA ,

LC seront entr’eux en raison triplée des côtés

AB, CD (prop. 55. n Par la même raison,
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les parallélipipèdes ME, NG seront entr’eux
en raison triplée des côtés EF, GH. Mais, par
hypothèse, AB est à C D comme E F est’à G H:

donc AK est à LC comme ME est à NG. l
Si le parallélipipède AK est au parallélipi-

pède LC comme le parallélipipède ME est au
parallélipipède N G : je dis que la droite AB est

à la droite CD comme la droite EF est à la
droite G H.

Puisque les parallélipipèdes AK, LC sont
entr’eux en raison triplée des côtés AB , C D ,

et que les parallélipipèdes ME, NG sont aussi
en raison triplée des côtés EF, GH, et à cause

que AK est à LC connue ME est à NG, la
droite AB sera à la droite CD comme la droite
EF est à la droite GH.

Donc si quatre droites sont proportionnelles,
les parallélipipèdes semblables et semblable:-

ment censtruits sur ces quatre droites seront
proportionnels ; et si quatre parallélipipèdes
censtruits sur quatre droites sont proportion-
nels , ces quatre droites seront aussi propor-
tionnelles; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXXVIII.

Tu in RÈME.

Si un plan est perpendiculaire sur un autre plan ,
et si d’un point pris dans un de ces plans on.
conduit une perpendiculaire sur l’autre plan,
cette perpendiculaire tombera sur la section
commune des plans.

Que le plan CD (fig. 201 ) soit perpendicu-
laire sur le plan AB , que leur commune section
soit AD, et que dans le plan CD soit pris un
point quelconque E : je dis que la perpendicu-
laire menée du point E sur le plan AB tombe
sur la droite AD.

Que cette perpendiculaire tombe , si cela est
possible , hors de la commu’ne section des plans;

qu’elle ait , par exemple , la position E F et
qu’elle rencontre le plan AB au point F; du
point F et dans le plan AB conduisez la droite
FG perpendiculaire sur DA (prop. Io. I) , cette
droite sera certainement perpendiculaire sur le
plan CD (défi I 1). Menez EG.

PuiSque la droite FG est perpendiculaire sur
le plan CD et qu’elle rencontre la droite EG
qui est dans le plan C D , l’angle FGF sera droit

(der. 5. 1 i). Mais la droite EF est perpendicu-
A a
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laire sur le plan AB : donc l’angle EF G est droit :

donc le triangle EFG a deux angles droits , ce
qui est absurde prop. i7. l) : donc la perpen-
diculaire menée du point E sur le plan AB ne
tombe pas hors de la droite. DA : donc elle
tombe sur la droite DA.

Donc si un plan est perpendiculaire sur un
autre plan , et si d’un point pris dans un dé ces

plans on mène une droite perpendiculaire sur
l’autre plan, cette droite sera perpendiculaire
sur la commune section des plans; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXXIX.
THÉORÈME.

Si dans un parallélipipède on coupe en deux
parties égales les côtés des plans opposés , et si

par leurs sections on mène des plans , la com-
, mana section de ces plans et le diamètre du

parallélipipède se couperont mutuellement en
deux parties égales.

Que dans le parallélipipède AF (fig. son)
les côtés des plans opposés CF, AH soient
coupés en deux parties égales aux points K, L ,

M, N , O, Q, P, R, et par les sections de ces
côtés soient conduits les plans KN , 0R; que
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la commune section de ces plans soit VS, et que
le diamètre du parallélipipède soit DG : je dis

que les droites V S , D G se’ coupent en deux
parties égales, c’est-à-dire que VT est égal à

TS et DT égal à TG.

Menez D7, VE, BS, SG. Puisque DO est
parallèle à FE, les angles alternes DOV , VP E
sont égaux entr’eux (prop. 29. I ) ; et puisque D0

est égal à P E , O V égal à V? et que ces droites

comprennent des angles égaux , la base DV sera
égale à la base VE , le triangle DOV égal au

triangle VP E , et les autres angles égaux aux
autres angles : donc l’angle O V D est égal à

l’angle PV-E : donc la ligne DVE est une ligne

droite (prop. I4. I). Par la même raison , la
ligne BSG est aussi une ligne droite, et la droite
B5 est égale à la-droite SG. Puisque la droite
CA est égale et parallèle à DB et que la droite
CA est aussi égale et parallèle à la droite EG ,
la droite DB sera égale et parallèle à la droite EG

(pr. 5o. x); mais ces droites sent jointes par les
droites DE , BG : donc la droite DE est parallèle
à la droite BG (prop. 55. 1) ; mais on a pris dans j
chacune de ces droites des points quelconques
D,V, G, S et on a mené les droites DG,VS z donc

ces droites sont dans un seul plan-(prOp.7 . i a):
donc puisque la droite DE est parallèle à la droite

3
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BG, les angles EDT, BGT sont égaux, car ils
sont alternes (prop. 29. x ); mais l’angle DTV
est égal à l’angle GT S (prop. 15. 1) :-donc les

deux triangles DTV, GTS ont deux angles égaux
à deux angles , un côté égal à un côté , ces côtés

soutendant des angles égaux, c’est-à-dire que
le côté DV est égal au côté GS, car ces côtés

sont les moitiés des droites DE , BG : donc ces
deux triangles auront les autres côtés égaux aux

autres côtés (prop. 26. 1) : donc DT est égal
à TG et VT égal à TS.

Donc si dans un parallélipipède on coupe en
deux parties égales les côtés des plans opposés ,.

et si par leurs sections on mène des plans, la
commune section de ces plans et le diamètre du
parallélipipède se couperont mutuellement en
deux parties égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XL.
THÉORÈME.

Si deux prismes sont égaux en hauteur, si l’un
d’eux a pour base un parallélogramme et l’autre

un triangle, et si le parallélogramme est double
du triangle, ces prismes seront égaux.

Soient ABCDEF, GHKLMN (fig. 205)
des prismes égaux en hauteur, que l’un d’eux
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ait pour base le parallélogramme AF et l’autre

le triangle GHK, et que le parallélogramme
AF soit double du triangle GHK : je dis que le
prisme ABCDEF est égal au prisme GHKLMN.

Achevez les parallélipipèdes A0 , GP. Puis--
que le parallélogramme AF est double du trian- .
gle GHK et le parallélogramme HK double aussi

du triangle GHK, le parallélogramme AF sera
égal au parallélogramme HK. Mais les parallé-

lipipèdes qui ont des bases égales et la même
hauteur sont égaux entr’eux (prop. 51. 1 1
donc les parallélipipèdes A0 , GP sont égaux;

mais le prisme ABC DEF est la moitié du pa-
rallélipipède A0 et le prisme GHKLMN la
moitié du parallélipipède GP : donc le prisme

ABCDEF est. égal au prisme GHKLMN.,
Donc si deux prismes ont la même hauteur,

si l’un d’eux a pour base un parallélogramme

et l’autre un triangle , et si le parallélogramme

est double du triangle,- ces deux prismes sont.
égaux; ce qu’il falloit démontrer.

un Du omnium nrvnn.

W



                                                                     

LIVRE XII.
PROPOSITION PREMIÈRE.

T n 1’: o a E Il! z.

Les polygones semblables inscrits dans des cet?
’ des sont entr’eux comme les quarrés des dia-

mètres.

SOIENT les cercles ABCDE, FGHKL
(fig. 204) dans lesquels sont décrits les ’pOly-

gones semblables ABCDE , FGHKL; que les
diamètres de ces cercles soient BM, GN : je
dis que le polygone ABC DE est au polygone
FGH KL comme le quarré de BM est au quarré

de GN.
Menez BE, AM, GL, FN. Puisque le po-

lygone A B C D E est semblable au polygone
FGHKL, que l’angle BAE est égal à l’angle

GFL (défi 1. 6;) et que BA est à AE comme
GF est à FL, les deux triangles BAE, GFL
ont un angle égal à un angle, savoir , l’angle



                                                                     

D’EUCLIDE. 375
BAE égal à l’angle GFL et les côtés placés

autour de ces angles Sont proportionnels cuire
eux : donc les deux trianglcs ARE, FGL sont
équiangles (prop. 6. 6) : donc l’angle AEB est
égal à l’angle FLG , mais l’angle AEB est égal

à l’angle AM8 (prop. il”. 5) , car ils sont ap-
puyés sur le même arc et l’angle F LG est aussi
égal à l’angle FNG); donc l’angle AMB est égal

à l’angle F N G; mais l’angle droit 3A M est égal

à l’angle droitGF N z doncJ’angle restant est

égal à l’angle restant : «loue les deux meugles

ABM, FGN sont équiangles v; dime BM est à
GN comme BA est à G-E.(prep.t4. G). Mais les
quarrés des droites BM, GIN sont. en raison
doublée des droites B M , G N (prOp. 30. 6) ,
et les polygones ABCDE ,i FGHKL sont en
raison doublée des côtés BA , GF : donc le

polygone ABCDE est au polygone FGHKL
comme le quarrée de BM est au quarré de GN.

a Donc les polygones semblables inscrits dans
des cercles sont entr’eux comme les quarrés des,

diamètres; cequ’il falloit démontrer.

l



                                                                     

576 ÉLÉMENS
PROPOSITION 11.

THÉORÈME.

Les cercles sont entr’euzf comme les quarrés

de leurs diamètres.

Soient les cercles ABCD, EFGH (fig. 205
et que leurs diamètres soient BD, FH : je dis-
que le cercle A B C l)’ est au cercle E F G il
comme le quarré de B D est au quarré de FH.

Si cela n’est point , le’quarré du diamètre BD

sera au quarré du diamètre FH comme. le cer-
cle ABCD est à une surface plus grande ou à
une surface plus petite que le cercle EFGH.
Supposons d’abord que cette surface soit plus
petite et qu’elle soit S. Dans le cercle EFGH
décrivez le quarré EFG H; le quarré décrit

dans ce cercle est plus grand que la moitiédu
cercle EFGH , parce que si par les points E,
F, G, H nous menons des tangentes à ce Cer-
cle , le quarré EFGH sera la moitié du quarré

circonscrit ( prop. 47 . l r , prop. 1 . 5) : mais un
cercle est plus petit que le quarré circonscrit:
donc le quarré EFGH est plus grand que la
moitié du cercle EFGH. Partagez les arcs EF,
FC, GH, HE en deux parties égales aux points
K, L, M, N, et menez les droites EK, KF,
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FL, LC, CM, MH, HN, N F. Chacun des
triangles EKF, FLG, GMH , HNE est plus
grand que la moitié du. segment dans lequel il
est placé; parce que si par les points K, L,
M, N nous menons des tangentes au cercle,
et si sur les droites EF, FG, GH, HE et
entre ces tangentes nous construisons des pa-
rallélogrammes , chacun des triangles EKF,
F LG , GMH , HN E sera la moitié du paral-
lélogramme dans lequel il est placé (pr. 57. x
Mais chaque segment est plus petit qu’un
parallélogramme : donc chacun des triangles

EKF, FLG, GMH, HNE est plus grand
que la moitié du segment dans lequel il est
placé. Si nous partageons ensuite les arcs res-
tans en deux parties égales , et si nous joignons
leurs extrémités par des droites , et si nous con-

tinuons toujours de faire la même chose, il nous
restera certains segmens de cercles dont la
somme sera moindre que l’excès du cercle
EF G H sur l’espace S; car nous avons démon--

tré dans le premier théorème du dixième Livre

que deux quantités inégales étant données, si

l’on retranche de la plus grande quantité une
partie plus grande que la moitié de cette quan-
tité , si on retranche ensuite de ce reste une
partie. plus grande que la moitié de ce reste , et

s
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si l’on continue toujours de faire la même chose,

il reste enfin une certaine quantité qui est moin-
dre que la plus petite des quantités données.
Supposons qu’on ait pOUr reste les segmens du

cercle EFGH placés sur les cordes EK, KF,
FL, LG, GM, MH, HN, NE, et que ces
segmens soient moindres que l’excès du cercle

EFGH sur l’espace S , il est évident que le po-
lygone E KFLG M HN sera plus grand que l’es-

pace S. Décrivez dans le cercle ABCD un po-u
lygoue A O B P C Q D R semblable au polygone
EKFLGMHN ; le quarré de BDsera au quarré
de F H comme le polygone A O B P C Q D R

’ est au polygone EKFLGMHN (prop. 1. la);
mais par supposition le quarré de B D est au
quarré de FH comme le cercle ABC D est à
l’espace S : donc le cercle ABC D est à l’espace S

comme le polygone AOBPCQDR est au poly-
gone E K FIL G M H N , et en échangeant les
plans des moyens , le cercle ABC D est au po-
lygone qui lui est inscrit cOmme l’espace S est
au polygone E K F L G M H N ; mais les cercle
ABCD est plus grand que le polygone qui lui est
inscrit : donc l’espace S est plus grand que le po-

lygone EKFLGMH N; mais , par supposition ,
il est au contraire plus petit , ce qui est impossi-
ble z donc le quarré de BD n’est point au quarré
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de FH comme le cercle AHC D est à un espace
quelcouque plus petit que le cercle FFGH. Nous
démontrerons semblablement que le quarré de
FH n’est point au quarré de B D comme le ce"

cle EFGH est à un espace quelconque plus a
petit que le cercle ABC D. Je dis ensuite que
le quarré de B D n’est point au quarré de F H.

comme le cercle ABCD est à un espace quel--
conque plus grand que le cercle EFGH; car si
cela est possible , supposons que le quarré de
B D soit au quarré de FH comme le cercle
ABCD est à un espace plus grand , et suppo-
sons que S soit cet espace. En mettant les anté-
cédens à la place des conséquent et les consé-
quens à la place des antécédens , le quarré de FH.

sera au quarré de BD comme l’espace S est au

cercle ABCD; maison démontrera plusbas que
l’espace Siest au. cercle ABCD comme le cercle

EFGH est à un espace quelc0nque plus. petit
que le cercle ABCD z donc le quarré de FH
est au quarré de BD comme le cercle EFGH
est à un espace plus petit que le cercle ABCD r
ce qui a été démontré impossible a donc la
quarré de BD n’est pas au quarré de F11 comme

le cercle ABC-D est à un espace quelconque
plus grand que le cercle EFG H. .Mais on a
démontré que le quarré de BD n’est point au



                                                                     

580 ÉLÉMENS’
quarré de FH comme le cercle ABCD est à
un espace quelconque plus petit que le cercle
EFGH : donc le quarré de BD est au quarré
de FH comme le cercle ABCD est au cercle
E F G H.

Donc les cercles sont entr’eux comme les
quarrés des diamètres; ce qu’il falloit démon-

trer.

LEHME.
Si l’espace S est plus grand que le cercle

EFGH (fig.2o6) : je dis que l’espace S est
au cercle ABCD comme le cercle EFGH est
à un espace quelconque plus petit que le cer-

cle A B C D. ’
l Car supposons que l’espace S soit au cercle

ABCD comme le cercle FFGH est à un espace
T : je dis que l’espace T est plus petit que le
cercle ABC-D; car puisque l’espace S est au
cercle AB C D comme le cercle E F G H est à
l’espace T, en échangeant les plans des moyens,

l’espace S sera au cercle EFGH comme le cer-
cle ABCD est à l’espace T (prop. 16. 6). Mais-
par supposition l’espace S est plus grand que le

cercle EFGH : donc le cercle ABCD est plus
grand que l’espace T ; et par conséquent l’espace

S est au cercle ABC D-comme le cercle E F’G H
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eSt à un espace quelconque plus petit que le
cercle AB C D.

PROPOSITION II’I.
THÉORÈME.

Toute pyramide triangulaire (I) peut se diviser
en deux pyramides tn’angulaires égales et sem-

blables entr’elles et semblables à la pyramide

totale, et en deux prismes égaux qui sont plus
grands que la moitié de la pyramide entière.

Soit une pyramide dont la base soit le trian-
gle ABC (fig. 207 ) et dont le sommet soit le
point D : je dis que la pyramide ABCD peut se

i diviser en deux pyramides triangulaires égales
et semblables entr’elles et semblables à la py-

ramide totale, et en deux prismes égaux qui
sont plus grands que la moitié de le pyramide
totale.

Partagez les côtés AB, BC, CA, AD, DB,
DC en deux parties égales aux points E, F,
G, H, K, L, et menez les droitesEH, EG, GH,
HK, KL, LH, EK, KF, FG. Puisque AE
est égal à EB et AH égal à HD, la droite EH

sera parallèle à la droite DE ( prop. 2. 6). La.

(1) Une pyramide triangulaire est celle dont la base
est un triangle.
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droite HK est parallèle à la droite AB , par la
même raison: donc la figure HEBK est un
parallélogramme : donc H K est égal à E B
(prop. 54. 1). Mais EB est égal à AE :’donc
AE sera égal à HK. Mais AH est égal à HD:

donc les deux droites AE , AH sont égales aux
deux droites KH , HD, chacune à chacune;
mais l’angle EA H est égal à l’angle KH D

(prop. 29. t ) : donc la base EH est égale à la
base KD ( prop. 4. I) : donc le triangle AEH
est égal et semblable au triangle HKD. a Par la
même raison , le. triangle AHG est égal et
semblable au triangle HLD. Puisque les deux
droites EH , HG qui se touchent sont paral-
lèles aux deux droites KD , DL qui se touchent
et qui ne sont pas dans le même plan , ces droites
comprendront des angles égaux (prop. l o. l t):
donc l’angle EHG est égal à l’angle KDL. De

plus , puisque les deux droites EH , HG sont
égales aux deux droites KD, DL. chacune à
chacune , et que l’angle EHG est égal à l’angle

KDL, la base EG sera égale à la base KL:
donc le triangle EHG est égal et semblable au
triangle KDL. Par la mêmepraison , le triangle
AEG est égal et semblable au triangle HKL:
donc la pyramide dont la base -est le triangle
A EG et dont le sommet est le point H est égale i
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et semblable à la pyramide dont la base est le
triangle HKL et dont le sommet est le point D.
Puisque la droite HK est parallèle à un des
côtés du triangle ADB , savoir, au côté AB, le

triangle ADB sera équiangle avec le triangle
DHK ( prop. 29. I) : donc ces deux triangles
auront leurs côtés proportionnels (prop. 4. 6) ,
et seront par conséquent semblables. Par la
même raison , le triangle DE C est semblable au

, triangle DKL et le triangle ADC est semblable
aussi au triangle DHL. Mais puisque les deux
droites BA , AC qui se touchent sont parallèles
aux deux droites KH , HL qui se touchent et
qui ne sont pas dans le même plan , ces droites
comprendront des angles égaux (prop. to. 1 1) :
donc l’angle BAC est égal à l’angle KHL. Mais

BA est à AC comme KH est à HL: donc le
triangle (ABC est semblable au triangle HKL
(prop. 6. 6) , et par conséquent la pyramide
dont la base est le triangle ABC et dont le
sommet est le point D est semblable à la pyra-
mide dont la base est le triangle HKL et dont
le sommet est le point D. Mais nous avons dé-
montré que la pyramide dont la base est le
triangle H KL et dont le sommet est le point D
est semblable à la pyramide dont la base est le
triangle AEG et dont le sommet est le point H:
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donc la pyramide dont la base est le triangle
ABC et dont le sommet est le point D est sem-
blable à la pyramide dont la base est le triangle
AEG et dont le sommet est le point H : donC’
l’une et l’autre des pyramides AEGH, HKLD

sont semblables à la pyramide totale ABC D.
Puisque BF est égal à F C, le parallélogramme

EBFG sera double du triangle GFC (pr. 4x . x):
mais deux prismes de même hauteur dont
l’un a pour base un parallélogramme et dont
l’autre a pour base un triangle sont égaux entre

eux lorsque le parallélogramme est double du
triangle ( prop. 4o. x I) : donc le prisme com-
pris sous les deux triangles B KF, EHG et sous
les trois’ parallélogrammes EBFG , EB KH ,
KHGF est égal au prisme qui est compris sons

les deux triangles GFC , HKL et les trois pa-
rallélogrammes’KFCL, LCGH, HKFG. Mais

il est évident que chacun de ces prismes et celui
dont la base est le parallélogramme EBFG Op-
posé à la droite HK et celui dont la base est le
triangle G FC opposé au triangle KL H est plus
grand que chacune des pyramides dont les bases
sont AEG, HKL et les sommets les points H,
D ; puisque si nous menons les droites EF, EK,
le prisme dont la base est le parallélogramme
EBFG opposé à la droite HK est plus grand
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que la pyramide a pour base le triangle
EBF et pour sommet le point K. Mais la
pyramide qui a pour base le triangleEBF et
pour sommet le point K est égale à la pyramide

qui a pour base le triangle AEG et pour sommet
le point H (déf. 10. Il ) , car elles sont com-
prises sous des plans égaux et semblables : donc
le prisme qui a pour base le parallélogramme
EBFG Opposé à la droite HK est plus grand
que la pyramide qui a pour base le triangle AEG
et pour sommet le point H. Mais le prisme qui
a pour base le parallélogramme EBFG Opposé

à la droite HK est égal au prisme qui a peur
base le triangle GFC opposéau triangle H KIL’;

et la pyramide qui a pour base le triangle AE G
et pour sommet le point Il est égale à la pyra-

mide qui a pour base le triangle HKL et pour
sommet le point D : donc les deux prismes dont
nous venons de parler sont plus grands que les
deux pyramides. qui ont pour bases les trian-
gles AEG , HKL et pour sommets les points
H , D : donc la pyramide totale qui a pour base
le triangle ABC et pour sommet le point D a été
divisée en deux pyramides triangulaires égales

et semblables entr’elles et semblables à la pyg-

ramide totale et en deux prismes égaux
B b
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sont plus grands que la moitié de la pyramide
totale; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION 1V.
THÉORÈME.

Si deux pyramides triangulaires de même hauteur
sont divisées l’une et l’autre en deux pyramides

égales entr’elles et semblables à la pyramide

totale et en (leur prismes égaux , si ces nou-
velles pyramides sont divisées (le la même ma.-

.nière et ainsi de suite, la base de l’une de ces
” pyramides sera à la base de l’autre pyramide

comme tous les prismes de l’une de ces pyra-
’ mides sont à un même nombre de prismes con-

tenus dans l’autre pyramide.

Soient deux pyramides triangulaires de même
hauteur qui aient pour bases les triangles ABC ,
DEF (fig. 208) et pour sommets les points
G , H; que chacune de ces pyramides. soit divi-
sée en deux pyramides égales entr’elles et

semblables aux ppramides totales et en deux
prismes égaux ,’ que ces nouvelles pyramides
soient divisées de la même manière et ainsi
de suite : je dis que la base ABC sera à la
base DEF comme tous les prismes contenus
dans la pyramide ABCG sont au même nombre
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de prismes contenus dans la pyramide DEFH,

Puisque B O est égal à O C et AL égal à
LC , la droite A8 sera parallèle. à la droite 0L
(prop. 2.6) , et le triangle ABC sera Semblable
au triangle LOC (prop.4. 6). Le triangle D’EIÎ.

sera semblable au triangle BXF ,n par, la même

raison; et puisque la droite BC est double
la droite C0 et la droite EF double aussi "de
la droitchX,.la droite BC sera à ladroitç ÇQ
comme la droite EF est à, la droite F X. Mais
les figures rectilignes semblables et semblable;
ment posées ABC, LOC ont été décrites. sur;

les droites BG, C0, et les figures rectilignes
semblables et semblablement l posées D E
RXF entêté décritessur les droites E F, X a
donc le triangle ABC est au triangle L O Cv
comme le triangle DEF est en triangle
(prop. 22. 6) , et en écliangcant les plansçdes
moyens , le triangle êBCpst tautriangle DE?»
comme le triangle LOC est au triangle RXF.
Mais on démontrera plus bas que le triangle,
LOC.est.au triangle RXF comme le prisme
qui a pour le triangle LOC opposé à PMN
est au prisme qui a pour base le triangle RXF
opposé à STV : donc le triangle ABC est au
triangle DEF comme le prisme qui; pour base
le triangle LOC opposé à PMN est au prisme

2
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qui a pour base le’triangle nxr opposé à ST v";

et puisque les deux prismes qui sont dans la
pyramide ABCG sont égaux entr’eux et que les

(leur prismes qui sont dans la pyramide DEFH
sOnt aussi égaux entr’eux , le prisme qui a pour
Basé le parallélogramme KLOB opposé à la

droite sera au prisme qui a pour. base le
triangle LOC opposé à PMIM comme le prisme

a pour base le parallélogramme VEQRX
opposé à la droite 5T est "au prisme qui a pour
base le triangle RXF opposé à STV : donc ,
en" ajoutant les conséquens aux antécédens

( 1 5 . 5) , les prismes KBOLMP, LOCMNPl
soin. :312! prisme LOCMNP comme les prismes
QEXRST, RXFSTV sont auiprismc RXFSTV,
et enfin eniécl’iangean’tvles places des moyens ,

lés’prismes KBOL P M , LOC PMN sont aux

prismes QEXRST ,; axFSTv lemme le
prisme L 0C M N Pi est au prisme RXFSTV.
Mais on a démontré que le prisme LOCMNP

est au prisme RXFSTV comme la base LOC
est a la base RX.F et (commeila base ABC est
à la base DEF : donc le triangle ABC est au
triangle DEF comme’les deux prismes qui sont
dans la pyramidera ECG sont aux deux prismes
qui sont dans la pyramide D E F H. Si nous par-
tageons de la même manière lesinouvelles pyra-A I
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,mides, savoir les pyramides P M N G, STV H , la

base PMN sera à la base ST V comme les deux
prismes de la pyramide PM N G sont aux deux
prismes de la pyramide ST VH. Mais la base
PMN est à la base STV comme la base ABC
està la base DEF z donc la base ABC est à la
base DEF comme les deux prismes de la pyra- i
mide ABCG sont aux deux prismes de la py-
ramide DEFH, comme les deux prismes de la
pyramide PMNG sont aux deux prismes de la
pyramide STVH et comme les quatre prismes
sont aux quatre prismes. On démontrera la
même chose pour tous les autres prismes qulon
obtiendra par la division des pyramides AKLO
et DQRS, et en général, de toutes les pyra-
mides égales en nombre; ce qu’il falloit dé-

montrer. ;L a M M a. .
Nous démontrerons de la manière suivante

que le triangle L0 C est au triangle R X F
comme le prisme qui a pour base le triangle
LOC opposé à PMN , est le prisme qui a pour
base le triangle RXF opposé à ST V. à

Dans les mêmes figures imaginez des perpen;
diculaires menées des points G , H sur les plans
des triangles ABC, DE F. Ces perpendiculaiqes
seront égales entr’elles , parce qu’on a supposé

5
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ces pyramides égales en hauteur. Puisque la
droite GC et la perpendiculaire menée du point
G sont coupées par les plans parallèles ABC ,
PMN; ces deux droites seront coupées pro-
poniônnellement ( prop. x 1. 1 1 Or la droite
GC est coupée en deux parties égales au point

N par le plan PMN : donc la perpendiculaire
menée du point G sur le plan ABC est cou-
pée en deux parties égales par le plan PMN.

4 Par la même raison , la perpendiculaire menée

du point H sur le plan DEF est coupée en
deux parties égales par le plan STV. Mais les
perpendiculaires menées des points G, H sur

. les plans ABC , DEF sont, égales entr’elles :
donc les perpendiculaires menées des triangles

PMN, STV sur les triangles ABC, DEF sont
égales entr’elles : donc les prismes qui ont pour

bases les triangles LOC , RXF opposés à PMN ,

STV sont égaux en hauteur : donc les parallé-
lipipèdes qui sont décrits sur les prismes égaux

en hauteur dont nous venons de parler sont
entr’eux cbmme leurs bases, et il en sera de
même de leurs moitiés, c’est-a-dire que les
bases LOC , RXF seront entr’elles comme les
prismes dont nous avons parlé ; ce qu’il falloit
démontrer.
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PROPOSITION V.

ruionùux.
Les grammes triangulaires qui ont la même

hauteur sont entr’elles comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
triangles ABC, DEF (fig. 208) et dont les
sommets sont les points G, H aient la même
hauteur : je dis que la base ABC est à la base
DEF comme la pyramide ABCG est àla pyra-

mide DEFH. a tCar si cela n’est point , la base ABC’sera à la

base DEF comme la pyramide ABCG est à un
solide plus petit que la pyramide DEFH ou a
un solide plus grand. Supposons d’abord que la
base ABC soit à la base DEF comme la pyra-
mide ABCDH est à un solide plus petit et que
ce solide soit Y. Divisez la pyramide DEFH
en deux pyramides égales entr’elles et sembla-

bles à la pyramide totale, et en deux prismes,
égaux; les deux prismes seront plus grands que
la moitié de la pyramide totale (prop. 5. la).
Que les nouvelles pyramides obtenues par
cette division soient partagées de la même ma-

. nière jusqu’à ce qu’on, ait obtenu de la pyra-

mide DEF H certaines pyramides soient

4 .
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plus petites que l’excès de la pyramide DEFH
sur le solide Y. Qu’on cherche ces pframides,
et qu’elles soient par exemple DQRS, STV H,
les prismes restans de la pyramide DEFH seront
plus grands que le solide Y. Partagez Sembla-
blement la pyramide ABCG en autant de par-
ties que la pyramide DEFH. La base ABC
sera à la base DEF comme les prismes de la
pyramide ABCG sont aux prismes de la pyra-
mide DEFH (prop.4. la); mais par suppo-
sition la base ABC est à la base DEF comme
la pyramide ABCG est au solide Y: donc la
pyramide ABCG est. au solide Y comme les
prismes de la pyramide ABCG sont aux prismes
de la pyramide DEFH, et en échangeant les
places des moyens, la pyramide ABCG est aux
prismes qu’elle renferme comme le solide Y est

aux’prismcs de la pyramide DEFH. Mais la
pyramide ABCG est plus grande que les prismes
qu’elle renferme : donc le solide Y est plus
grand que les prismes que renferme. la pyra-
mide DEF H; mais, au contraire, il est plus
petit; ce qui ne peut être : donc la base ABC
n’est point à la base DEF connue la pyramide
ABCG est à un solide quelconque plus petit que
la pyramide DEFH. Nous démontrerons sent-
blable-menhque la base DEF n’est point à la base
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ABC .comme la pyramide DEFH est à un
solide quelconque plus petit que la pyramide
ABCG. Je dis enfin que la base ABC n’est

. point à la base DEF comme la pyramide ABCH

est à un solide plus grand que la pyramide
DEFH; car supposons , si cela est possible ,
que la base ABC soit à la base DEF comme la
pyramide ABCG est à un solide quelconque
plus grand que la pyramide DEFH et que ce
solide soit Y. En mettant les antécédens à la
place des conséquens et les conséquens à la
place des antécédens , la base DEF sera à la
base ABC comme le solide Y est à la pyramide
ABCG.’ Mais le solide Y est à la pyramide ABCG

comme la pyramide DEFH est à un solide
quelconque plus petit que la pyramide ABCG ,
ainsi que cela a été démontré : donc la base

, DEF est à la base ABC comme la pyramide
DEFG est à un solide quelconque plus petit

que la pyramide ABCG, ce qui est absurde :
donc la base ABC n’est point à la base DEF

. comme la pyramide ABCG est à un solide quel-

conque plus graud que la pyramide DEFH.
Mais on a démomré que la base ABC n’est point

à la base DEF comme la pyramide ABCG est
à un solide quelconque plus petit que la pyra-
mide DEFH : donc la base ABC est à la base
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DEF comme la pyramide ABCG est à la py-
ramide DEF H.

Donc les pyramides triangulaires ont
la même hauteur sont entr’elles comme leurs
bases; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V1.
THÉORÈME.

Les pyramide: qui ont la même hauteur et qui
» ont des polygones pour bases sont enfielles

comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
polygones ABCDE , FGHKL (fig. 209) et

i dont les sommets sont les points M , N aient la
même hauteur : je dis que la base ABC DE est à

la base FGHKL comme la pyramide ABCDEM
est à la pyramide FGHKLN.

Partagez la base ABCDE en triangles et que
ces triangles soient ABC,iAC D , ADE 5 par-
tagez aussi la base FGHKL en triangles et que
ces triangles soient FG H , FHK, FKL, et sup-
posons que chacun de ces triangles soit la base
d’une pin-amide qui ait la même hauteur que
les deux pyramides qu’on avoit d’abord. Puisque

le triangle ABC est au triangle ACD comme
la pyramide ABCM est à la pyramide ACDM
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Ç prop. 5. in) , si l’on ajoute les conséquens
aux antécédens, le quadrilatère ABCD sera au

triangle AC D comme la pyramide ABC DM est
à la pyramide ABCM (prop. 18. 5); mais le
triangle ACD est au triangle ADE comme la
pyramide ACDM est à la pyramide ADEM:
donc la base ABC D sera à la base ADE comme
la pyramide ABCDM est à la pyramide ADEM
( prop. 2:1. 5) : donc en ajoutant les conséquens
aux antécédens , la base ABC DE sera à la base

ADE comme la pyramide ABCDEM est à la
pyramide ADE M. Par la même raison , la base
FGHKL" est à la base FKL comme la pyra-
mide FGHKLN est à la pyramide FKLN; et
puisque ces deux pyramides triangulaires ont la
même hauteur, la base ADE sera à la base F KL
comme la pyramide ADEM est à la pyramide
FKLN : donc puisque la base ABCDE est à
la base ADE comme la pyramide ABCEM est
à la pyramide ADEM, et que la base ADE est
à la base FKL comme la pyramide ADEM est
à la pyramide FKLN , la base ABCDE sera à la
base FKL comme la pyramide ABCDEM est
à la pyramide FKLN (prop. sa. 5); mais la
base FKL est à la base FGHKL connue la py.
ramide FKLN est à la pyramide FGHKLN:
donc la base ABCDE est à la base FGHKL
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comme la pyramide ABCDEMest à la pyra-

mide FGHKLM. a
Donc les pyramides qui ont la même hau-

teur et dont les bases sont des polygones sont
entr’elles comme leurs bases; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION VIL
THÉORÈME.

Tout prisme triangulaire. peut se diviser en trois
pyramides triangulaires égales entr’elles.

Soit un prisme dont la base soit le triangle
ABC opposé au triangle DEF (fig. 210) : je
dis que le prisme ABCDEF peut être partagé
en trois pyramides triangulaires égales entre
elles.

Menez les droites BD, EC, CD. Puisque
la figure ABED est un parallélogramme dont
BD est la diagonale , le triangle ABD sera égal
au triangle EDB (prop. 54. 1) : donc la pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale à la pyramide. qui
a pour base le triangle E DB et pour sommet le
point C (prop. 5. 1 a ); mais la pyramide qui a
pour base le. triangle EDB et pour sommet le
point C est égale à la pyramide qui a pour base
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le triangle EBC et pour sommet le point D,
car elles sont comprises dans les mêmes plans:
donc la pyramide qui a pour base le triangle
ABD et pour sommet le point C est égale à la
pyramide qui a pour base le triangle EBC et
pour sommet le point D. De plus, puisque la
figure FC BE est un parallélogramme quia pour
diagmale la droite CE, le triangle EC F est égal

au triangle CBE (prop. 54. i) : donc la pyra-
mide qui a pour hase le triangle BEC et pour
sommet le point D est égale à la pyramide qui

a pour base le triangle ECF et pour sommet
le pointD(prop. 5. 1 I). Mais on a démontré que

la pyramide qui a pour base le triangle B C E et
pour sommet le point D est égale à la pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C : donc la pyramide qui a pour
base le triangle C EF et pour sommet le point D
est égale à la pyramide qui a pour Base le trian-

gle ABD et pour sommet le point C : donc le
prisme ABCDEF a été partagé en trois pyra-
mides triangulaires égales entr’elles. La pyra-

mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale à la pyramide qui

a pour base letriangle CAB et pour sommet
le point D, car ces pyramides sont comprises
sous les mêmes plans; mais on a démontré que



                                                                     

598 1’: L É M n N s
la pyramide qui a pour base le triangle ABD et
pour sommet le point C est la troisième partie
du prisme a pour base le triangle ABC op-
posé au triangle DEF : donc la pyramide a
pour base le triangle ABC et pour sommet le
point D est la troisième partie d’un prisme qui
a la même base , savoir , le triangle ABC opposé

au triangle DEF; ce qu’il falloit démontrer.

c o Il o L L A I a x.
Il suit manifestement de la que toute pyra-

mide est la troisième partie d’un prisme a
la même base et la même hauteur; car une des
bases du prisme étant une figure rectiligne quel-
conque, la base opposée sera une figure égale
et semblable , et ce prisme pourra être divisé en

prismes qui auront des bases triangulaires et
dont les bases Opposées serOnt des triangles.

PROPOSITION V111.
C s

THÉORÈME.

Les pyramides semblables ont des bases trian-
gulaires sont eutr’elles en raison triplée de leurs

côtés homologues. 1
Soient deux pyramides semblables et sein.

blablement placées qui aient pour bases les
triangles ABC , DEF (fig. a r I) et pour sommets
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les points G, H : je dis que les pyramides ABCG,
DEFH sont entr’elles en raison triplée des côtés

BC , EF.
Achevez les parallélipipèdes BGML, EHQP.

Puisque la pyramide ABCG est semblable à la
pyramide DEFH , l’angle ABC sera égal à l’an-

gle DEF (défi g. 1 i) , l’angle GBC égal à l’an-

gle HEF, l’angle ABG égal à l’angle DEH et

AB sera à DE comme BC est à EF et comme
BG est à EH : donc, puisque AB est à DE
comme BC est à EF et que les côtés placés
autour d’angles égaux Sont proportionnels , le

parallélogramme BM sera semblable au paral-
lélogramme Par la même raison , le paral-
lélogramme BN sera semblable au parallélo-
gramme ER et le parallélogramme BK sembla-
ble au parallélogramme E0 : donc les trois pa-
rallélogrammes BM , KB , BN sont semblables
aux trois parallélogrammes EQ , E0 , EH; mais
les trois parallélogrammes MB , BK , BN sont
égaux et semblables aux trois parallélogrammes
opposés et les trois parallélogrammes EQ, E 0,

ER sont aussi égaux et semblables aux trois
parallélogrammes opposés (prop. 24. x 1): donc

les parallélipipèdes BGML , EHQP sont com-
pris dans des plans semblables et égaux en nom-
bre : donc le parallélipipède BGML est sem-
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blable au parallélipipède EHQP (défi 9. I t
Mais les parallélipipèdes semblables sont entre
eux en raison triplée de leurs côtés homologues

(pr..55. 1 I) : donc les parallélipipèdes BGMH ,

EHQP sont entr’eux en raison triplée des
côtés homologues BC, EF; mais le paralléli-

’ pipède BGML est au parallélipipède EHQP

comme la pyramide ABCG est à la pyramide
DEFO (prop.li5.5), car une pyramide est la
sixième partie d’un parallélipipède, puisqu’un

prisme triangulaire est la moitié d’un paral-
lélipipède est triple d’une pyramide : donc les

pyramides ABCG , DEFH sont entr’elles en
raison triplée des côtés BC , EF; ce qu’il falloit

démontrer. ’

COROLLAIRE.
De là il suit évidemment que les pyramides

semblables qui ont des polygones pour bases
sont entr’elles en raison triplée de leurs côtés

homologues; car ces pyramides peuvent être
À divisées en pyramides triangulaires , puisque les

polygones semblables qui sont les bases de ces
pyramides peuvent être divisés en un même
nombre de triangles semblables entr’eux et pro-
portionnels à ces polygones : donc une des pyra-
mides triangulaires contenue dans la première ’
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py’ramide’eSl à une autre des pyramides triangu-

laires contenue dansla seconde pyramide comme
la somme de toutes les pyramides triangulaires
contenues dans la première pyramide est à’ l’a

sommede Joutes les pyramides triangulainœ
contenues dans l’autre pyramide, c’est-adire

comme une des pyramides quint, pour base un
polygonenest à l’autre pyramide qui a aussi pofl’

basa: un polygone. Mais les pyramides: triangu»
laires-semblables sont entr’ellesl en raison tri-
plée de leurs côtés limôlog’u’es :dOncle-s pyra-

mides semblables qui ontïpwrîbases edesxpolyg-
gones sont entr’elles’ en raian striplée’de’v leur

côtés homologuas" a! si; a. b c- wÎ a! aigui-
A

,

W "l’l’ï-Wl’l’r-ÀnÊOIi’Ë’MEiJ." l!

M’A a-n- : ,l.’,.;yl..,h.,,1
4ont. des base;

- tn’alçgulairçs peut ,réçzpqqqgentçntj propçrçgçzr

nelles aux hauteurs dates; gravides ,- et glas
Pyramides trim’sulelîn-îsrrui. 0’1Ê44t’sfiasff. récé-

g proquenæfit proportionnelles à leurs: hanteras
, sontiégales entlr’ellçsswr I3 A, . , . , . c

Les bases. des, égalas; il!”

Soient deux tpyràmi’des l égales aient les

bases triangulaires ABC, DEF (liga 1 a) et dom
V les Ïsomméts soient les points GÏ, H : je dis que

’ C c
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les bases des pyramides ABCG, DEFH sont réci-

proquement proportionnelles: aux hauteurs de
ces pyramides, c’est-adire que la base ABC est

à la base DEF comme la hauteur de la pyra-
mide DEFHest. à. la, hauteur ide la pyramide

ABCG. 4 r. I ’ï . .. a!
Achevez les:parallélipipèdes BGML , EHQP;

’Paisque la pyramide ABCG eSt égale à la ma.-

ramide DEFH , que le parallélipipède BGML
est sextuple de la pyramide ABCG et que le
parallélipipède EHQP. est aussi sextuple de la
pyramide DEŒ:H,nle parallélipipède BGML
serai égal au parallélipipède EHQP (pr. 15:5);
Mais les bases des parallélipipèdes égaux sont

réciproquement proportionnelles aux hauteurs
de ces parallélipipèdes ( prop. 54. 1 1) : donc la

base BM est à la base EQ comme la hauteur du
parallélipipède EHQP est à la hauteur du pa-
rallélipipède BGML. Mais la base B M est à la

"base EQ. comme le triangle ABC est au triangle
DEF : donc le triangle ABC est au triangle DEF
"comme la hauteur du parallélipipède EHQP
est à la hauteur du parallélipipède BGML. Mais

la hauteur du parallélipipède E HQ P est la
,même que la hauteur de la pyramide DEFH,
et la hauteur du parallélipipèdeBGML est la
même que la hauteur de la pyramide ABC G :
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donc la base ABC est à la base DEF comme
la hauteur de la pyramide DEFH est à la hauteur
de la pyramide ABCG : donc les bases des py-
ramides ABCG, DEF H sont réciproquement
proportionnelles à leurs hauteurs. .-. l

Si les bases des pyramides ABCG , DE F
sont réciproquement proportionnelles à leurs
hauteurs, c’est-à-dire que si la base ABC est à

la base DEF comme la hauteur de la pyramide
DEFH est à la hauteur de la pyramide ABCG :
je dis que la pyramide ABCG sera égale à la

pyramide D E F H. - I. Faites la même construction. Puisque la base
ABC est à la base DEF comme la hauteur de
la pyramide DEFH est à la hauteur de la pyà
ramide ABCG et que la base ABC est à la base
DEF. comme le parallélogramme B M est au
parallélogramme EQ , le parallélogramme BM
sera au parallélogramme EQ comme la hauteur
de la pyramide DEF H est à la hauteur de la
pyramide ABCG. Mais la hauteur de la pyra-
mide DEFH est la même que la hauteur du
parallélipipède EHQP, et la hauteur de la py-
ramide tABCG est la même que la hauteur du
parallélipipède BGML : donc ia base BM est.
à la base EQ comme la hauteur du parallélipi-
pède EHQP en à la hauteur du parallélipipède

a

hl
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BGML; mais les parallélipipèdes qui ont leurs
bases réciproquement proportionnelles à leurs
hauteurs sont égaux entr’eux ( pr. 54. 1 1) : donc

le parallélipipède BGML est égal au parallé-

lipipède EHQP. Mais la pyramide AB CG est
la sixaiëine partie du parallélipipède BGML et

lapjra’mide DEF H estaussi la sixième partie
duwparallélipipède EHQP : donc la pyramide

ABCG est égale ale pyramide DEFH. ,
; .Donc les basesvdes pyramides égales ont
des bases .triangulaires sont réciproquement
proportionnelles aux hauteurs de ces pyra-
mides; et les pyramides triangulaire’srqui ont
des bases réciproquement proportionnelles à
leurs hauteurssont- égales entr’elles; ce! qu’il

falloit démontrer. v - . l
...ÂIVIPROPOS’Ip:I’I»OÀN Xi

«rai-o a t M tu
Un cône est la troz’sième,partie d’un cylindre qui

, a la même basent. une hauteur, égale. 4

Qu’un cône ait la même base qu’un cylindre,

savoir, le cercle ABCD-(fig. a! 5)-et une hau-
teur égale : dis que ’ce cône e56 .la’trdisiéme

partie de ce cylindrez-l- H I V - i I
Car si le’cylindrena’est pas le triple du cône , il
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sera plus grand que le triple ou plus petit; sup-
posons d’abord qu’il soit plus grand que le tri-

ple. Décrivez dans le cercle ABCD le quarré
ABCD; le quarré ABCD sera plus grand que la
moité du cercle ABCD. Sur le quarré ABCD
élevez un prisme qui ait la même hauteur que
le cylindre; ce prisme sera plus grand que la
moitié du cylindre; parce que si l’on circons-
Crit un quarré au cercle ABCD, le quarré ins-
crit sera la moitié du quarré circonscrit; mais
les parallélipipèdcs , c’est-à-dirc les prismes

élevés sur ces bases ont la même hauteur :
donc ces prismes sont entr’cux comme leurs
bases : donc le prisme élevé sur le quarré ABCD

est la moitié du prisme élevé sur le quarré cir-

conscrit au cercle ABC D; mais le cylindre est
plus petit que le prisme élevé sur le quarré cir-

conscrit au cercle ABC D : donc le prisme élevé

sur le quarré ABCD , qui a une hauteur égale à

celle du cylindre , est plus grand que la moitié
du cylindre. Partagez les arcs AB, BC, C D, DA
en deux parties égales aux points E , F, G , H,
et menez les droites AE , EB, BF, FC, CG,
CD, DH, HA; chacun (les triangles AEB ,
BFC , CCD , DHA sera" plus grand que le demi-
segmeut (lu cercle où iliiest placé , comme n0us
l’avons démontré plus haut (prop. a. ni); sur

’)
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chacun de ces trianglesélevons des prismes
aient une hauteur égale à celle du cylindre;
chacun de ces prismes sera plus grand que la
moitié du segment respectif du cylindre , parce
que si par les points E , F, G, H on mène des
parallèles aux droites AB, BC, CD, DA, et si
sur les droites AB , BC , CD, DA et si entre ces
parallèles on construit des parallélogrammes sur
lesquels on élève des parallélipipèdes qui aient

la même hauteur que le cylindre , les prismes
qui auront pour bases les triangles AEB, B F C ,
C GP , DHA seront les moitiés de chacun de
ces parallélipipèdes. Mais les segmens du cylin-

dre sont plus petits que ces parallélipipèdes :
donc les prismes qui ontapour bases les triangles
AEB, BFC, CGD, DHA sont plus grands que les
moitiés des segmens respectifs du cylindre. Par-
tageons les arcs restans en deux parties égales,
joignons leurs extrémités par des droites, sur
chacun de ces triangles élevons des prismes qui
aient la même hauteur que le cylindre, et cou-
tinuons de faire la même chose jusqu’à ce qu’il

reste certains segmens du cylindre qui soient
plus petits que l’excès du cylindre sur le triple

du cône ( prop. 1 . 10). Supposons que les seg-
mens restans du cylindre soient AE, EB, BF,
FC, CG, CD, DH, HA; il est évident que le
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prisme restant qui a pour base. le polygone ,
AEBF CG DE et qui a la même hauteur que le
cylindre’sera plus grand que le triple du cône;

mais le prisme qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a la même hauteur que-
le cylindre, est triple de la pyramide qui a pour
base le polygone AEBFCGDH et qui a le
même sommet que le cône ( prop. 7. 12) :
donc la pyramide qui a pourba’se le polygone

AEBFCGDH et. a le même sommet que.
le cône est plus grande que le cône qui a pour
base le cercle ABCD; mais au contraire la py-
ramide est plus petite, car le cône comprend la:
pyramide; ce est impossible : donc le cylin-
dre n’est pas plus grand que le triple du cône.

Je dis à présent que le cylindre n’est pas plus

petit que le triple du cône; car s’il pouvoit arri-

ver que le cylindre fût moindre que le triple
dulcône. , le cône seroit plus grand que la troi- I
8ième partie du cylindre. Dans le cercle. ABCD
décrivons le quarré ABC D; le quarré ABCD

sera plus grand que la moitié du Cercle ABCD.
Sur le quarré ABCD élevez une pyramide qui
ait le même sommet que le cône, cette pyra-
mide sera plus grande que la moitié du cône ;,
parce que si nous circonscrivons un quarré au,
cercle ABCD , le quarré ABCD sera la moitié

4
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du quarré circonscrit à ce cercle", ainsi que nous
l’avons démontré; et si sur ces quarrés nous
élevons des parallélipipèdes , c’est-à-dire des

prismes, celui qui sera élevé sur le quarré ins-
crit.dans le cercle sera la moitié du prisme élevé

sur le quarré circonscrit, car ces parallélipipèdes

sont entr’eux comme leurs bases ( prop. 52 . I r);

mais leurs troisièmes parties sont aussi entre
elles comme leurs bases : donc la pyramide
qui a pour base le quarré ABCD est la moitié
de la pyramide a pour base le quarré cir-
conscrit au cercle. - Mais la pyramide élevée

sur le quarré circonscrit au cercle est plus
grande que le cône, car elle le comprend:
donc la pyramide qui. a pour base le quarré
ABCD et qui a le même sommet que le cône
est plus grand-que la moitié du cône. Par-
tagez’les arcs AB, BG, CD, DA en deux par-
ties égales aux points E , F, G , H , et menez les

droites AE, EB, BF, FC, CG, GD, DH, HA.
Chacun des triangles AEB , BFC , CGD, DHA
sera plus grand que la moitié du segment res--
pectif du cercle ABCD; sur chacun des trian-
gles AEB, BFC, CHD, DHA élevez des py-
ramides qui aient le même sommet que le cône;

chacune de ces pyramides sera plus grande que
la moitié du segment respectif du cône. l’ar- i

Q
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tageons les arcs restants en deux. parties égales ,
et joignons leurs extrémités par des droites; sur

chacun de ces triangles élevons une pyramide
qui ait le même sommet que le cône et conti-
nuons de faire la même chose; il restera enfin
certaines portions de cône qui seront moindres
que l’excès du cône sur la troisième partie du

cylindre ( prop. 1. 10). Qu’on ait’ces portions

restantes du cône et qu’elles soient celles
ont pour bases les segmens AE , EB , BF ,
FC, CG, vGD, DH, HA. La pyramide res-
tante qui a pour base le polygone AEBFCGDH
et qui a le même sommet que le cône est plus
grande que la troisième partie du cylindre.
Mais la pyramide quia pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a le même sommet que
le cône , est la troisième partie du prisme qui
a pour base le polygone AEBFCGDH et qui
a la même hauteur que le cylindre (pr. 7. 12): ’

donc le prisme qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a la même hauteur que le
cylindre est plus grand que le cylindre qui a
pour base le cercle ABCD; mais le prisme est
au contraire plus petit que le cylindre, car le
cylindre comprend ce prisme ; ce qui est impos-
sible : donc le Cylindre n’est pas plus petit que V
le triple du’cône; mais on’a démontré qu’il
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n’est pas plus grand que le triple : donc le cy-s

lindre est le triple du cône et par conséquent
le cône est la troisième partie du cylindre;

Donc un cône est la troisième partie d’un.

cylindre a la même base et une hauteur
égale; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION x1.
THÉORÈME.

Les cônes et les cillindrcs qui ont la même hauteur
sont entr’euæ comme leur: bases.

Que les cônes et les cylindres dont les bases
sont les cercles ABCD , EFGH (fig. 214 ) ,
dont les axes sont les droites KL , MN , et dont
les diamètres des bases sont les droites AC, EG
aient la même hauteur : je dis que le cercle
ABCD sera au cercle EFGH comme le cône
AL est au cône EN.

Car si cela n’est point , le cercle ABCD sera
au cercle EFGH comme le cône AL sera à un
solide quelconque plus petit ou plus grand que-
le cône EN. Que le cercle A BC D soit d’abord

au cercle EFGH comme le cône AL est au
solide plus petit que le cône EN; que ce solide
soit 0 , et que l’excès du cône EN sur le solide

O soit égal au solide Z , le cône EN sera égal aux
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solides O, Z. Dans le cercle EFGH décrivons le
quarré EFGH; ce quarré sera plus grand que la
moitié de ce cercle. Sur le quarré EFGH élevons

une pyramide qui ait la même hauteur que. le
cône. Cette pyramide sera plus grande que la
moitié du cône ; car si nous décrivons un quarré

autour du cercle EFGH, et si sur ce quarré nous
élevons une pyramide qui ait la même hauteur
que le cône , la pyramide inscrite sera la moitié

de la pyramide circonscrite , parce que ces py-
ramides sont comme leurs bases ( prop.6. 1 a);
mais le cône est plus petit que la pyramide cir-
conscrite : donc la pyramide qui a pour hase le
quarré EFGH et qui a le même sommet que le
cône est plus grande que la moitié du cône. Par-

tageons les arcs EF , FG, GH, HE en deux parties
égales aux points P , Q , R , S , et menons les
droites HP, PE, EQ, QF, FR, RG, GS, 5H;
chacun des triangles HPE, EQF, FRG, GSH
sera plus grand que la moitié du segment respec-

tif du cercle. Sur chacun des triangles HPE,
EQF, FRG, GSH élevons une pyramide qui ait
la même hauteur que le cône; chacune de ces
pyramides sera plus grande que la moitié du seg-
ment re5pectif du cône. Si donc nous partageons
en deux parties égales les arcs restans et si nous
joignons les extrémités de ces arcs par des
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droites , et si sur chacun des triangles nous
élevons des pyramides qui aient la même hau-
teur que le cône , et si nous continuons de faire
la même chose , il restera enfin certains seg-
mens du cône qui seront plus petits que le
solide Z ( pr. l . Io). Supposons que l’on ait ces

segmens et que ces segmens soient ceux ont
pour bases les segmens circulaires HP, PE, EQ,
QF, FR, BG, GS, 8H. La pyramide restante
qui a pour base le polygone HP E QFRG S et qui
a la même hauteur que le cône sera plus grande
que le solide 0. Dans le cercle ABCD décrivons
un polygone DTAVBXCY qui soit semblable
au polygone H P E Q F RG S et semblablement

n placé , et sur le polygone DTAVBXCY élevons

une pyramide qui ait la même hauteur que le
cône AL. Puisque le quarré de AC est au quarré

de E G comme le polygone DTAVBXCY est au
polygone HPEQFRGS (pr. 20.6 , pr. I . I a) , et
que le quarré de AC est au quarré de EG comme

le cercle ABCD est au cercle EFGH (pr. 2. 12) ,
le cercle AB C D sera au cercle E F G H comme
le polygone D T AV B X C Y est au polygone
HPEQFRGS (prop. 1 I . 5 Mais par suppo-
sition le cercle ABCD est au cercle EFGH
comme le cône AL est au solide O, et. le. poly-
gone DTAVBXCY est au polygone HPEQFRGS
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comme la pyramide quia pour base le polygone
DTAVBXCY et pour sommet le point. L est a la
pyramide qui a pour hase le polygone HPEQFGS
et pour sommet le point N (prop. 6. 12) : donc
le cône AL est au solide O comme la pyramide
qui a pour base le polygone DTAVBXCY et
pour sommet le point L est à la pyramide qui
a pour base le polygone HPEQFRGS et pour
30mmet le point N : donc en échangeant les
plans des moyens , le cône A L est à la pyra-
mide lui est inscrite comme le solide O
est à la pyramide inscrite dans leicône EN.
Mais le cône AL est plusigrand que la’pyra-
mide qui lui est inscrite : donc le solide O est
plus grand que la pyramide qui est inscrite dans
le cône EN ; mais le solide Oiest au contraire
plus petit que la pyramide inscrite dans le cône
EN , ce qui est une absurdité :’ douelle cercle

ABC D n’est point au cercle EFGH comme le
cône AL est à un solide quelconque plus petit
que le cône EN. On démontrera semblable- k
ment que le cerel’e’EFGH n’est point au ter-

cle ABCD comme le cône EN est a un solide
quelconque plus petit que le cône AL. ’ A
- Je dis à préSent que le cercle ABCD n’est point

au cercle EFGH comme le cône est àiun
solides quelconque plus grand que le cône EN.
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Supposons que cela soit possible et que le cer-
cle A B C D soit au - cercle E F G H comme le
cône AL est à un solide plus grand que le cône

EN et que cesolide soit 0. Mettons les con-
séquens à la place des antécédens et les antécé-

dens à la place des conséquens , le cercle EFGH

sera au cercle ABC D comme le solide O est au
cône AL. Mais le solide O est au cône AL
comme le cône EN est à un solide quelcon-
que plus petit que le cône AL : donc le cercle
EFGH est au cercle ABCD comme le cône
EN est à un solide plus petit que le cône AL;
ce que nous avons démontré impossible : donc

le cercle ABCD n’est point au cercle EFGH
comme le cône. AL est à un solide quelconque
plus grand que le cône EN. Mais on a démon-

tré que le cercle ABCD n’est point au cercle
EFGH comme le cône AL est à un solide plus
petit que le cône EN : donc le cercle ABCD
est au cercle EFGH comme le cône AL est
au cône EN. Mais un cône est à un cône comme

un cylindre est à un cylindre , car un cylindre
est le triple d’un cône (prOp. 10. in) : donc
les cercles ABCD, EFGH sont entr’eux comme,

les cylindres qui ont ces cercles pour bases et
qui ont des hauteurs égales à celles des cônes.

Donc les cônes et les cylindres ont la
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même hauteur sont entr’eux comme leurs bases;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION: X111

refoutus.
Les cônes et cylindres semblàbles sont entr’eiu:

en raison triplée des diamètres leurs bases.

Que les cônes et les cylindres qui ont pont
bases les’cercles ABCD ,A.EFGH (fig. 215) ,
pour diamètres de leurs bases les droites BD,
F H et pour axes lesidroites KL, MN soient

semblables entr’euz a je disque-le cônorqui. a

pour base le arole-ABC D et pour sommet le
point L , est au côneiqui a pour hase le cercle

EFGH et pourvsommet le en raison
triplée de BDàFHv. I; ,p
o Car si le cône ABC DL n’est point au cône

.EEGHN-eu raison triplée du diamètre. BD au
diamètre FH. le cône ABCDL sera à un solide

quelconque. plus. grand ou plus peut que, le
cône EFGHN en raison triplée du diamètre

.BD au diamètre FH. Supposons d’abord que
le cône ABCDL soit à un solide Oplus petit que
le cône EFGHN en raison triplée du diamètre

AD au diamètre FH; dans le cercle EFGH
décrivons le;quarré EFGH; ’lequarré EFGH
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sera plus peut que la moitié du cercle EFGH.
Ensuite sur le quarré EFGH élevez une pyra-

mide qui ait la même hauteur que le cône;
cette pyramide sera” plus grande que la moitié

du cône. Partagez. les.;arcs EF, FG, GH, HE
en deux parties égales aux points P, Q, R, S,
et menez les droites EP, PF, FQyQG, on;
EH , HS , SE; ichacun des triangles EPF,
FQG ,- GBH ,ÜHSE sera plus grand que la
moitié du segmenterespeétif duicercle EFGH.
Sur. chacun de ces trianglesïélevez’des pyra-

mides qui aient le même somma que le cône;
ïCllHCllnB de ces pyramides sera plus grande que

la moitié du Segment respectifdu cône. Si nous

partageons. leswarcs restansl en deux parties
égales ,’l si nous joignons les extrémités-de ces

arcs par des droites et si nous élevonsrsur-oha-
cun de ices’triangl’es des pyramides qui aient le

même sommetvque le cône et si nons’oontiï
tirions (le faire lamâmes chose ,’ ilîrester-a enfin

certains segmens .de’cône qui-seront plus petits

que l’ekcès du cône EFGHN’sur lesolide 0
(prop. Il. io)uSupposons que l’on ait ces Seg-

meus, que ces segmens soient ceux qui sont
élevés sur leS’sègmens circulairrs EF, ’PF, F QL,

QG,-GR, RH,’ HS, SE, la pyramide restante
qui a pour base’le-ipolygone EPFQGRHS et
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pour sommet le point N sera plus grande que
le solide O; dans le cercle ABCD décrivez un
polygone ATB VC X D Y qui soit semblable au
polygone EPFQGRHS et semblablement placé.
Sur le polygone ATBVC XDY élevez une py-
ramide qui ait le même sommet que le cône;
que LBT soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
ATBVCXDY et dont le sommet est le point L i
que NFP soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
EPFQGRHS et dont le sommet est le point
N, et enfin menez les droites KT, MP. Puis-
que le cône ABCDL est semblable au cône
EFGHN, la droite BD sera à la droite FH
comme l’axe KL est à l’axe MN (déf. 24. 1 i);

mais BD est à PH comme BK est à. FM : donc
BK est à FM comme KLkest à MN : donc en
échangeant les plans des moyens , BK sera à KL

comme FM est à MN. Mais les angles BKL,
FMN sont égaux parce qu’ils sont droits , et ces

angles égaux sont compris par des côtés propor-

tionnels : donc le triangle BEL est semblable au
triangle FMN ( prop. 6. 6). De plus , puisque
la droite B K est à la droite ET comme la droite
FM est à la droite MP et que ces droites com-
prennent les angles égaux BKT, FMP, car la

D d
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portion des quatre angles droits placés au cen-
tre H que comprend l’angle BKT est la même
portion des quatre angles droits placés au een-
1re M que comprend l’angle FMP : donc puis-
que les côtés qui comprennent les angles égaux

BKC, FMP sont prOportionnels, le triangle
BKT est semblable au triangle FMP ( prop.ô.ô).
De plus, puisqu’on a démontré que BK est à

liL comme-FM est à MN, et à cause que BK
est égal à KT et FM égal à MP, la droite KT

sera à la droite KL comme PM est à MN. Mais
les côtés qui comprennent les angles droits
T KL , P M N sont proportionnels : donc le
triangle LKT est semblable au triangle N MP.
Mais à cause de la similitude des triangles
BKL, FMN la droite LB est à la droite BK
comme la droite NF est à la droite FM , et
à cause de la similitude des triangles BKT,

.FM P la droite KB est à la droite BT comme
la droite MF est à la droite FP: donc la droite
LB est à la droite BT comme la droite N F est à
la droite FP (prop. sa. 5). De plus, à cause
de la similitude des triangles LTK, NPM la
droite LT est à la droite TK comme la droite
N P est à la droite PM , et à cause de la simi-
litude des triangles KBT, PMF la droite KT
est à la droite TB comme la droite MP est à la
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droite PF : donc la droite LT sera à la droite
TB comme la droite NP est à la droite PF. Mais
on a démontré que TB est à BL comme PIF est

àFN : donc TL est àLB comme PN est à NF:
donc les côtés des triangles LTB , N PF sont
proportionnels : donc les triangles LTB, N PF
sont équiangles et par conséquent semblables
entr’eux (prop. 5. 6) : donc la pyramide qui a
pour base le triangle BKT et pour sommet le
point L est semblable à la pyramide a pour
base le triangle FMP et pour sommet le pointN
(défi g. r 1); car ces deux pyramides sont com-
prises sous des plans semblables et égaux en
nombre; mais les pyramides semblables qui ont
des bases triangulaires sont entr’elles en raison
triplée de leurs côtés homologues (prop. 8. la):

donc les pyramides B KT L , F M P N sont entre
elles en raison triplée des droites BK, FM. Si
nous menons des droites des points A, Y, D,
X, C, Van point K et des points E, S, H, R,
G, Q au point M , et si sur les triangles que ces
droites forment avec les côtés des polygones
inscrits non) élevons des pyramides aient
les mêmes sommets que le cône, nous démon-

trerons semblablement que chaque pyramide
du polygone ATBVCX DY est à chaque pyra-
mide du polygone EPFQGRHS en raison triplée

- a
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du côté BK au côté homologue FM , c’estoà-dire

du diamètre B D au diamètre FH. Mais un seul
des antécédens est à un seul des conséquens
comme tous les antécédens sont à tous les con;

séqUens ( prOp. 1 a. 5) : donc la pyramide BKTL

est à la pyramide FMPN comme la pyramide
totale quia pour base le polygone ATBVCXDY
et pour sommet le point Lest à la pyramide totale
qui a pour base le polygone EIPFQGR’HS et

pour sommet le point N : donc la pyramide a
pourbase le polygone ATBVX DYet pour sommet

1e point L est à la pyramide qui a pour base le.
polygone EPFQGRHS en raison triplée du dia-4
mètre B D au diamètre FH. Mais on a supposé

que le cône qui a pour base le cercle ABC D
et pour sommet le point L est au solide O en
raison triplée de BD à FH : donc le cône qui
a pour base le cercle ABCD et pour sommet t
le point L est au solide O comme la pyramide
qui a pour base le polygone ATBVCXDY et.
pour sommet le point L est à la pyramide qui
a pour base le polygone EPFQGRHS et pour
sommet le point N : donc, en échangeant les
places des moyens (prop. 16. 5) , le cône qui
a pour base le cercle ABCD et pour’sommet
le point L est à la pyramide qui a pour base le
polygone ATBVCX’DY et pour sommet le
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point N comme le solide 0-,est à la pyramide.
qui a pour base le polygone EP FQGRHS et.
pour sommet le point N. [Mais le cône qui a
pour base le cercle ABC D et pour sommet le
point L est plus grand que la pyramide ins-
crite; car le cône la comprend 1 donc le solideO
est plus grand que la pyramide qui a pour base
le polygone E P FQGRHS et pour sommetle
point N; mais au contraire ce solide est plus
petit que cette pyramide; ce qui est impossible:
donc le cône qui a pour base le cercle ABCD
et pour’sommet le point L n’est point à un

solide quelconque plus petit que le cône qui
a pour base le cercle EFGH et pour sommet
le point N en raison triplée de BD à F H.
Nous démontrerons semblablement que-le cône
EFG HN n’est point à un solide quelconque
plus petit que le cône ABC DL en raison triplée
de FH à BD. Je disenfin que le cône ABCDH
n’est point à un solide quelconque plus grand
que le cône EFGHN en raison triplée de BD
à F H; car s’il peut arriver que le cône ABC DL

soit à un. solide O. plus grandi que le cône
EFGHN en raison triplée de BD à FE, en
mettant les conséquens à la place des anté-
cédens et les antécédens à la place «les consé-

quens , le solide O sera au cune AB C D L
5
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en raison triplée de FH à B D. Mais le solide O
est au cône ABC DL comme le cône EFGHN
est à un solide plus petit que le cône ABCDL:
donc le cône EFGHN est à un solide quel-
conque plus petit que le cône ABC DL en rai-
son triplée de FH à B D , tee qui a été démontré

impossible : donc le cône ABCDL n’est point
à un solide quelconque plus grand que le cône
EFGHN en raiSon triplée de BD à FH. Mais
on a démontré que le cône ABC DL n’est point

à un solide’quelconque plus petit que le cône
EFGHN en raison triplée de BD à FH :donc

le cône ABCDL est au cône EFGHN en
raison triplée de BD à FH; mais un cône est à

un autre cône comme un cylindre est à un
autre cylindre; car un cylindre qui a la même

, base qu’un cône et une hauteur égale est triple
de ce cône , puisqu’on a démontré qu’un cône

est la troisième partie du cylindre qui a la
même base et une hauteur égale (prop. l 1 . la) :
donc ces cylindres semblables sont entr’eux en
raison triplée des droites BD, FH.
1 Doué les cônes et les cylindres semblables
sent en tr’eux en raisdn triplée des diamètres des

bases; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIII.

THÉORÈME.

Si un cylindre est coupé par un plan parallèle
aux plans opposés, l’un de ces cylindres sera

. à l’autre cylindre comme l’axe ilu premier est

à l’axe du second. ’
’ Que le cylindre AD (fig. a 16) soit coupé par

un plan GH parallèle aux plans opposés AB ,
CD, et que ce plan rencontre l’axe EF au point

K: je dis que le cylindre BG est au cylindre
GAD comme l’axe E’K est à l’axe KF.

Prolongez de part et d’autre l’axe EF vers

les points L, M , et prenez autant de droites que
vous voudrez EN , NL égales chacune à l’axe

EK; prenez aussi autant de droites que vous
voudrez F0 , 0M égales chacune à l’axe F K;

par les points L, N , 0 , M conduisez des plans
parallèles at1x plans AB , CD , et dans les plans

qui passent parjles points L , N, 0 , Met
autour des centres L, N , 0 , M imaginez des
cercles PQ, R5, TV, XY égaux aux cercles
AB, CD; imaginez ensuite les cylindres QR,
EB, DT, TY. Puisque les axes LN, NE,
EK sont égaux entr’eux , les cylindres QR ,
RB , BG seront entr’eux comme leurs hases

4
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(prop. 1 r . la); mais les bases sont égales : donc

les cylindres QR, EB, BG sont égaux entre
eux. Puisque les axes LN , NE , E K sont égaux

entrieux , que les cylindres QR, EB, BG sont
aussi égaux entr’eux et que le nombre des
axes LN, NF, EK est égal au nombre des
cylindres QR, RB, BG, l’axe KL sera mul-
tiple de l’axe EK autant de fois que le cy-
lindre QG est multiple du cylindre GB. Par la
même raison, l’axe MK est multiple de l’axe

KF autant de fois que le cylindre Y G est mu]a
tiple du cylindre GD. Si l’axe KL est égal
à l’axe KM , le cylindre QG sera égal au cylin-

dre GY; si l’axe KL est plus grand que l’axe

KM, le cylindre QG sera plus grand que le
cylindre GY, et si l’axe KL est plus petit que
l’axe KM, le cylindre QG sera plus petit que
le cylindre GY. On a doue quatre quantités,
savoir, les axes EK, KF et les cylindres B G ,
GD, et l’on a pris des équimultiples de l’axe

EK et du cylindre BG 5 savoir , l’axe KL et le
cylindre QG; on a pris aussi des équimultiples
de l’axe KF et du cylindre GD, savoir , l’axe

KM et le cylindre GY; on a démontré aussi
que si l’axe KL surpasse l’axe KM, le cylin-

dre QG surpassera le cylindre GY, que si l’axe
KL est égal à l’axe KM, le cylindre QG sera
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égal au cylindre GY, et que si l’axe KL est plus I

petit que l’axe KM, le cylindre KM sera plus
petit que le cylindre GY : donc l’axe EK est à
l’axe KF comme le cylindre BG est au cylindre
GD (défi 4. 5); ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XIV.

Tnioxinn.
Les cônes et les cylindres qui ont des bases égale:

sont entr’eux comme leurs hauteurs.

Que les cylindres FD, EB 217) aient
des bases égales AB , CD : je dis que le cylin-
dre EB est au cylindre FD comme l’axe CH
est à l’axe KL.

Prolongez l’axe KL vers le point N , faites
LN égal à l’axe GH et autour de l’axe LN ima-

ginez le cylindre C M. Puisque les cylindres
EB , CM ont la même hauteur , ces cylindres
sont entr’eux comme leurs bases (prop. 1 r . 1 a);

mais leurs bases sont égales : donc les cylindres
EB , CM seront égaux entr’eux. Mais puisque

le cylindre FM est coupé par le plan CD pa-
rallèle aux plans opposés, le cylindre C M sera
au cylindre FïD comme l’axe LN est. à l’axe KL.

Mais le cylindre C M est égal au cylindre EB et
l’axe LN égal à l’axe GH : donc le cylindre EB
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est au cylindre FD comme l’axe GH est à l’axe

KL (prop. 15. 13); mais le cylindre EB est;
au cylindre FD comme le cône ABC est au
cône CDK, car les cylindres sont triples des
cônes (prop. 10. 12): donc l’axe G H est à l’axe

KL comme le cône ABG est au cône CDK et
comme le cylindre EB est au cylindre FD; ce
qu’il falloit démontrer. i

PROPOSITION xv.
THÉORÈME.

Les bases des cônes ou des cylindres égaux sont

réciproquement proportionnelles aur hauteurs
de cônes de ces cylindres ; et lorsque les bases
des cônes ou des cylindres sont réciproquement

proportionnelles aux hauteurs , les cônes ou les
cylindres sont égaux entr’eux.

Que les cônes et les cylindres dont les bases
sont les cercles ABCD, EFGH (fig. 218,),
dont les diamètres des bases sont les droites
AC ,.EG et dont les axes sont les droites KL,’
MN qui sont en même tems les hauteurs des
cônes et des cylindres soient égaux entr’eux;

achevez les cylindres, A0, EP : je dis que les
bases de ces cylindres A0, EP sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs; c’est:-
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a-dire que la hase ABCD est à la base EFGH
comme la hauteur MN est à la hauteur KL.

La hauteur KL est égale à la hauteur MN
où elle lui est inégale ; qu’elle lui soit d’abord

égale. Puisque le cylindre A0 est égal au cylin-

dre EP et que les cônes ou les cylindres qui
ont la même hauteur sont enlr’eux comme leurs

bases (prop. 1 1 . 12) , la base ABC D sera égale
à la hase EFGH : donc les bases sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs , c’est-
à-dire que ABCD est à EFGH comme la hau-
teur M N est à la hauteur KL. Supposons à pré-

sent que la hauteur KL ne soit point égale à la
hauteur MN et que la hauteur MN soit la plus
grande. De la hauteur MN retranchez la droite
QM égale à la droite KL et par le point Q
coupez le cylindre EP par le plan ST V pa-
rallèle aux cercles opposés EFGH, RPX, et
imaginez un cylindre ES dont la base soit le
cercle EFGH et la hauteur l’axe QM. Puisque
par supposition le cylindre A0 est égal au cy-
lindre EP et que ES est un autre cylindre, le
cylindre A0 sera au cylindre ES comme le cy-
lindre E? est au cylindre ES ( prop. 7 . 5). Mais
le cylindre A0 est au cylindre ES comme la hase
ABCD està la haseEFGH (prop. n. la) , car
les cylindres A0, ES ont la même hauteur;
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mais le cylindre EP est au cylindre ES comme la
hauteur MN est à la hauteur MQ ( prop. l 5. la),
car le cylindre EP est coupé par le plan TV5
parallèle aux plans opposés ; mais la hase ABCD

est à la base EFGH comme la hauteur MN est
à la hauteur MQ, et la hauteur MQ est égale
à la hauteur KL : donc la base ABC D est à la

base EFGH comme la hauteur MN est à la
hauteur KL : donc les bases des cylindres A0 ,
EP sont réciproquement proportionnelles aux

hauteurs de ces cylindres. I
A’présent que les bases des cylindres A0,

EP soient réciproquement propertionnelles aux
hauteurs de ces cylindres , c’est-à-dire que la

hase ABC D soit à la hase EFGH comme la
hauteur MN est à la hauteur KL : je dis que
le cylindre A0 est égal au cylindre EP.

Faites la même construction. Puisque la hase
ABC D est à la base EFGH comme la hauteur
MN est à la hauteur. KL et puisque la hauteur
KL est égale à la hauteur MQ , la base ABCD
sera à la hase EFGH comme la hauteur MN est
à la hauteur MQ; mais la hase ABCD est à la
base EFGH comme le cylindre A0 est au cy-
lindre ES (prop. l 1. 12 ) , car ils ont la même
hauteur , et la hauteur MN est alla hauteur MQ
comme le cylindre EP est au cylindre ES
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(prop. 15. I2) : donc le cylindre A0 est au
cylindre ES comme le cylindre EP est au cy-
lindre ES z donc le cylindre A0 est égal au cy-
lindre EP (prop. g. 5) : la démonstration sera
la même pour les cônes; ce qu’il falloit démon-

’ trer.

PROPOSITION XVI.
PROBLÈME.

Deux cercles concentriques étant donnés , décrire

dans le plus grand un polygone dont les côtés

soient égaux et pairs en nombre et qui ne tou-
che point le plus petit cercle.

Soient les deux cercles ABCD , EFGH’
(fig. 219) ayant le même centre K : il faut
dans le plus grand cercle ABCD décrire un
polygone dont les côtés soient égaux et pairs

en nombre et qui ne touche point le plus petit
cercle EFGH.

Par le centre K menez la droite BD; par le
point G menez la droite AG perpendiculaire
sur BD et prolongez cette droite vers le point
C. La droite AC touchera le cercle EFGH
(prop. 16. 5). Partagez la demi-circonférence
BAD en deux parties égales et sa moitié en
deux parties égales, et ainsi de suite jusqu’à
ce qu’il reste un arc plus petit que l’arc AD



                                                                     

450 ÉLÉMENS
(prop. 1. to). Qu’on ait cet arc et que cet arc
soit LD; par le point L conduisez sur BD la
perpendiculaire LM; prolongez cette perpen-
diculaire vers le point N et menez les droites

V LD, DN ; la droite LD sera égale à la droite
DN ; et puisque la droite LN est parallèle à la ’

droite AC et que la droite AC touche le cercle
EF G H , la droite LN ne touchera point le cer-
cle EFGH, à plus forte raison les droites LD,
DN ne toucheront point ce même. cercle z donc
si l’on applique à la circonférence ABCD, à

la suite les unes des autres, des droites égales
à la droite LD (prop. l. 4:, on décrira un
polygone dont les côtés seront égaux et pairs

en nombre et ne touchera point le cercle
EF GH; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XVII.
PROBLÈME.

Deux sphères concentriques étant données, dé-

crire dans la plus grande un polyèdre qui ne
touche point la surface de la plus petite.

Imaginez deux . sphères qui aient le même

centre A no) : il faut dans la plus grande
sphère décrire un polyèdre qui ne touche point

la surface de la plus petite.
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I Faites passer un plan quelconque par le centre

de ces sphères , les sections seront des cercles ,
parce qu’une sphère étant engendrée parun

demi-cercle qui tourne autour de son diamètre
immobile ( déf. 14,. 1 I ) , dans quelque position

que nous concevions ce demi-cercle, le plan
prolongé de ce demi-cercle produira nécessai-

rement une circonférence de cercle sur la sur-
face de la sphère; et il est évident que Cette
circonférence sera celle d’un grand cercle ,
parce que le diamètre de la sphère, qui est aussi ’

celui du demi-cercle, est la plus grande de
toutes les droites menées dans le cercle ou

I dans la sphère ( prop. I5. 5). Supposons en
conséquence que BCDE soit un cercle de la
plus grande sphère et que FGH soit un cercle
de la plus petite; menez leurs diamètres BD,
CE de manière qu’ils soient perpendiculaires
l’un sur l’autre. Les deux cercles BC DE ,
FGH ayant le même centre , décrivez dans le
plus grand BC DE un polygone dont les côtés
soient égaux et pairs en nombre et qui ne touche

point le plus petit cercle FGH ( prop. 16.412);
que les côtés de ce polygone qui sont dans le
quart de cercle BE soient BK , KL, LM, ME;
menez la droite KA que vous pr’olOngeiez vers

- N; au point A et sur le plan du cercle BCDE
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élevez la perpendiculaire A0 qui rencontre la
surface de la sphère au point O , et par la droite
A0 et par chacune des droites BD, KN con-
duisez deux plans qui, d’après ce que nous
avhns dit , produiront deux grands cercles dans
la surface de la sphère. Supposons qu’on ait
ces deux grands cercles et que BOD, KON
en soient les moitiés , et que B D, KN en soient
les diamètres. Puisque la droite 0A est perpen-
diculaire sur le plan du cercle BC DE , tous les
plans qui passeront par cette droite A0 seront
perpendiculaires sur le plan du cercle BCDE
(prop. 18. 1 1) : donc les demi-cercles BOD, ’
KON sont perpendiculaires sur ce même plan;
et puisque les demi-cercles BED , BOD , KON
sont égaux, car leurs diamètres EC , BD, KN
sont égaux entr’eux , les quarts de leurs circon-
férences B E , B0 , K0 seront légaux entr’eux:

donc les quarts de cercle B0, K0 contien-
dront chacun autant de côtés du polygone ins-
crit que le quart de cercle BE, et les côtés
contenus dans les quarts de cercles B0, K0
seront égaux aux côtés BK , KL , LM, ME,
chacun à chacun. Menez les côtés BP, PQ,

QR, R0, KS, ST, TV, V0 et conduisez les
droites’SP, TQ , YR , et des points P, S abais-
sez des perpendiculaires sur le plan du cercle
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BCDE; ces perpendiculaires tomberont dans
les communes sections B D , K N des plans
des demi-cercles BOD, KON (prop. 58. 1 t),
puisque ces plans sont perpendiculaires sur
le plan du cercle BCDE, par construction;
que ces perpendiculaires tombent donc sur ces
communes sections et que ces perpendiculaires
soient PX , SY et menez la droite XY. Puis-
qu’on a pris les arcs égaux BP , KS dans les
demi-circonférences égales B 0 D , K 0 N et
qu’on a mené les perpendiculaires PX , SY, la

droite P X sera égale à la droite SY et la droite
BX égale à la droite KY. Mais la droite totale

BA est égale à la droite totale KA : donc la
droite restante XA est égale à la droite restante

YA: donc BX està XA comme KY està YA:
donc la droite XY est parallèle à la droite KB’

( prop. a. 6) ; et puisque chacune des droites
PX , SY est perpendiculaire sur le plan du
cercle BC DE , la droite PX sera parallèle à la
droite SY (prop. 6. 1 I ); mais on a démontré
que ces droites sont égales: donc les droites
YX , SP sont égales et parallèles ( pt. 55. r r);
et puisque la droite Y X est parallèle à la droite t
SP et à la droite KB , la droite SP sera parallèle

à la droite KB (prop. 9. 1 I) ; mais ces droites
E e

l
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sont jointes par les droites BP, KS : donc le
quadrilatère KBPS est dans un seul plan , car
si deux droites sont parallèles et si dans cha-
cune de ces droites on prend des points quel-
conques , les droites qui joignent ces points
sont dans le même plan que ces parallèles
(prop. 7. n Par la même-raison l’un et
l’autre des quadrilatères SPQT, TQRV sont

dans un seul plan; mais le triangle VRO est
aussi dans un seul plan (prop. a. 1 1) : donc si
des points P, S, Q, T, R , V on conçoit des
droites menées au point A , on aura construit
entre les arcs 30 , K0 un certain polyèdre
composé des pyramides dont les bases seront
les quadrilatères KBPS, SPQT, TQRV et le
triangle VRO et dont le sommet commun sera
le point A. Si sur chacun des côtés KL , LM,

ME nous faisons la même construction que
nous avons faites surie côté KB, si nous faisons

ensuite la même chose dans les autres quarts
de cercle et dans l’autre hémisphère, nous an-

rons inscrit dans la sphère un certain polyèdre
qui sera composé des pyramides dont les bases
sont les quadrilatères KBPS, SPQT, TQRV et
le triangle V110, ct les quadrilatères et les trian-
gles correspondans à ces quadrilatères et à ce
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triangle. et dont le sommet commun sera le
point A.

Je dis à présent que ce polyèdre ne touche
point la surface de la petite sphère dans laquelle

est le cet-cle FGH. Du point A menez la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatère
KBPS (prop. 1 1 . 1 1) , que cette perpendicu-
laire rencontre ce plan au point Z et menez les
droites B’Z, ZK. Puisque AZ est perpendicu-
laire sur le plan du quadrilatère KBP S , elle
sera perpendiculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent et qui sont dans ce plan (déf. 5. 1 1’):

donc AZ est perpendiculaire sur l’une et L’autre

des droites BZ , ZK; mais puisque AB est égal
à AK , le quarré de. AB sera égal au quarré de

AK; mais les quarrés des droites AZ , ZB sont
égaux au quarré de AB (prop. 47. 1) , car l’angle

en Z est droit par construction , et les quarrés
de AZ, ZK sont égaux’au quarré de AK : donc

lesquarrés des droites AZ , ZB sont égaux aux

quarrés des droites AZ , ZK. Retranchant le
quarré de AZ qui est commun, le quarré de BZ
sera égal au quarré de ZK : donc la droite BZ
est égale à la droite ZK. On démontrera sem-

blablement que les droites menées du point Z
aux points P, S sont égales chacune ’a l’une et

à l’autre des droites BZ, ZK : donc le cercle

a
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décrit du centre Z et avec un intervalle égal à

une des droites ZB, ZK passera aussi par les
points P , S : donc le quadrilatère KBPS sera
inscrit dans un cercle; et puisque la droite KB
est plus grande que la droite Y X et que la
droite YX est égale à la droite SP , la droite A
KB sera plus grande que la droite SP. Mais la
droite KB est égale à l’une et i1 l’autre des

droites K5, BP : donc l’une et l’autre des droites

K5, BP sont plus grandes que .la droite SP.
Puisque le quadrilatère KBPS est décrit. dans
un cercle et que les droites KB, BP, KS sont
égales, que la droite PS est plus petite et que
la droite BZ est menée du centre du cercle-,11:
quarré de KB sera plus grandïque le double du
quarré de BZ’. Du point K menez la droite KA’

perpendiculaire sur BD. Puisque la droite BD
est plus petite que le Idouhlevde DA’ et que DE
est à DA’ comme le rectangle compris SOHS’DB,

BA’ est au rectangle compris sous’DA’,î,AC,B

(prop. 1.6), si l’on décrit’un quarré sur, B-A’

et si sur A’D on complète le. parallélogramme
compris-sous A’D, A’B, le rectangle compris sous

DB , BA’ sera plus petit que le double de celui qui

est compris sous DAÊ, A’ B... Menez la droitk’

KD. Le parallélogramme compris sous DE, .BA’

sera égal au quarré de K8 (prop. ,’,et il?
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paralliêlogramme compris sous DA’, A’B égal

au quarré de KA’ : donc le quarré de KB est

plus petit que le double du quarré de KA’;
mais le quarré de KB est plus grand que le
double du quarré de BZ: donc le quarré de
KA’ est plus grand que le quarré de BZ ; et puis-

que BÀ est égal à RA , le quarré de BA sera
égal au quarré de KA. Mais les quarrés des
droites BZ, ZA sont égaux au quarré de la
droite BA (prop. 47. 1), et les quarrés des
droites KA’, A’A égaux au quarré de la droite

KA : donc les quarrés des droites BZ, ZA sont
égaux aux quarrés des. droites KA’, A’A ; mais

le quarré de RA" est plus grand que le quarré
de BZ : donc le quarré de A’A est plus petit
que le quarré de ZA : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AA’ : donc la droite
AZ est à plus forte raison plus grande que la
droite AG; mais la droite AZ est une perpendi-
culaire sur une des bases du polyèdre et la droite
AG est un rayon de la plus petite sphère z donc
ce polyèdre ne touche point la surface de la
plus petite sphère.

AUTREMENT.
Nous allons démontrer autrement et dlune

manière plus prompte que la droite AZ est plus
5
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grande que la droite AG. Du point G conduisez
une perpendiculaire GL sur AG et menez AL.
Puisque si l’on partage en deux parties égales
l’arc EB et la moitié de cet arc en deux parties
égales et ainsi de suite , il restera enfin un cer-
tain arc plus petit que celui de la circonfé-
rence du cercle BC D qui est soutendu par une
droite égale à la droite GL prop. 1 . 1o). Qu’on

ait cet arc et que cet arc soit KB , la droite K13
est plus petite que la droite GL; mais puisque
le quadrilatère BKSP est inscrit dans un cercle
et que les droites PB, BE, K5 sont "égales et
que la droite PSest plus petite que chacune de
ces droites, l’angle BZK sera obtus : donc la
droite BK sera plus grande que la droite BZ;
mais la droite GL est plus grande que BK par
construction : donc à plus forte raison. la droite
GL sera plus grande que la droite BZ et par con-
séquent le quarré de GL sera plus grand que le
quarré de BZ; mais puisque la droite AL est égale
à la droite AB , le quarré deAL sera égal au quarré

de AB; mais les quarrés des droites AG, GL sont
égaux au quarré de la droite AL et les quarrés

des droites BZ, ZA sont égaux aux quarrés de
la droite AB : donc les quarrés des droites AG ,
GL sont égaux aux quarrés des droites BZ, ZA;

mais le quarré de BZ est plus petit que le quarré
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de GL : donc le quarré de ZA est plus grand
que le quarré de ÀG : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AG.

Donc , deux sphères concentriques ayant été

données , on a décrit dans la plus grande un po-

lyèdre qui ne touche pas la surface (le la plus
petite; ce qu’il falloit faire.

COROLLAIRE.
Si l’on décrit dans une autre sphère un polyèdre

semblable à celui qui est décrit dans la sphère
BCDE , la polyèdre décrit dans la sphère BCDE

sera au polyèdre qui est décrit dans une autre
sphère en raison triplée du diamètre de la
sphère BC DE au diamètre de l’autre sphère;

car ayant divisé ces polyèdres en pyramides
égales en nombre et dans le même ordre , on
aura des pyramides semblables. Mais les pyra-
mides. semblables sont en raison triplée des
côtés homologues (cor. 8. 12) : donc la pyra-
mide qui a pour base le quadrilatère KBPS et
pour sommet le point A sera à la. pyramide cor-
respondante de l’autre Sphère en raison triplée

(Tua côté de la première au côté homologue de

la seconde , c’est-à-dire en raison triplée du

rayon AB deela sphère qui a pour centre le
point A au rayon de l’autre sphère. Semblable-

jil
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ment chacune des pyramides’comprises dans

la sphère a pour centre le point sera à
chacune des pyramides du même ordre com-
prise dans l’autre sphère en raison triplée du
rayon AB au rayon de l’autre sphère. Mais un
des antécédens est à un des conséquens comme

tous les antécédens sont à tous les conséquens

( prop. 12. 5) :’donc le polyèdre total compris

dans la sphère qui a pour centre le point A est
au polyèdre total compris dans l’autre sphère

en raison triplée du rayon AB au rayon de
l’autre sphère , c’est-à-dire en raison triplée du

diamètre AB au diamètre de l’autre sphère; ce,
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XVIIIf
THÉORÈME.

Les sphères sont entr’elles en raisons triplées

de leurs diamètres.

Imaginez les sphères ABC, DEF (fig. 221)
dont les diamètres sont les droites BC , EF : je
dis que la sphère ABC est à la sphère DEF en
raison triplée du diamètre BC au diamètre E F.

Car si cela n’est point, la sphère ABC sera t
à une sphère plus petite ou à une sphère’plus

grande que la sphère DEF en raison triplée de
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BC à EF. Supposons d’abord que la sphère ABC

soit à une sphère plus petite , savoir à la sphère

GHK en raison triplée de BC a EF. Imaginez
la sphère DEF placée autour du même cen-
tre que la sphère GHK; décrivez dans la plus
grande sphère DEF un polyèdre qui ne ton-
che point la surface de la plus petite sphèm
GHK (prop. 17. I2), et dans la sphère ABC
décrivez un polyèdre semblable à celui qui est

décrit dans la sphère DEF; le polyèdre ins-
crit dans la sphère ABC sera au polyèdre inscrit
dans la sphère DEF en raison triplée de BC En

EF (cor. 17. 12); mais , par supposition, la
sphère ABC est à la sphère GHK en raison
triplée de BC à EF : donc la sphère ABC est à
la sphère GH K comme le polyèdre inscrit dans
la sphère ABC est au polyèdre inscrit dans la
sphère DEF ( prop. Il. 5) : donc en échan-
geant les places des moyens la sphère ABC sera
au polyèdre inscrit dans cette Sphère comme
la sphère GHK est au polyèdre inscrit dans la
sphère DEF; mais la sphère ABC est plus
grande que le polyèdre qui lui est inscrit : donc
la sphère GHK est plus grande que le polyè-
dre inscrit dans. la sphère DEF ; mais au con-
traire il est plus petit, car il est inscrit dans
Cette sphère, ce qui est impossible : donc la
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Sphère ABC n’est point à une sphère plus petite

que la sphère DEF en raison triplée de BC à
E F. Nous démontrerons semblablement que la
sphère DEF n’est point à une sphère plus
petite que la sphère ABC en raison triplée de
EF à BC. Je dis de plus que la. Sphère ABC
n’est point à une Sphère plus grande que la
Sphère DE F en raison triplée de BC à EF; car

si cela peut se faire , supposons que la sphère
A 8C soit à une sphère plus grande que la sphère

DEF, savoir à la sphère LMN en raison triplée

de BC à EF; en mettant les conséquens à la
place des antécédens et les antécédens à la

place des conséquens, la sphère LMN sera à
la sphère ABC en raison triplée du diamètre
EF au diamètre BC. Mais la sphère LMN est
à la sphère ABC comme la sphère DEF est là
une Sphère plus petite que la sphère ABC , ainsi
que cela a été démontré, puisque la sphère LMN

est plus grande que la sphère DEF : donc la
sphère DEF est à une sphère plus petite que
la sphère ABC en raison triplée de EF à BC;
ce qui a été démontré impossible : donc la
sphère ABC n’est point à une sphère plus
grande que la sphère DEF en raison triplée
de BC à EF; mais nous avons démontré que
la sphère ABC n’est point à une sphère plus
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petite que la sphère DEF en misa) triplée de
AB à EF : donc la sphère ABC est à la sphère
DEF en raison triplée de AB à EF; ce qu’il
falloit démontrer. ,

Il! DU DOUZIÈII ET DERNIER LIVIL
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SUPPLÉMENT
A LA G-ÉOMÉTRIE D’EUCLIDE.

DÉFINITION&

t. U N cercle est une surface plane comprise
dans une seule ligne qu’on appelle circonfé-

rence et qui est telle que toutes les droites
menées à cette ligne d’un des points qui sont
placés dans la figure sont égales entr’elles.

a. Ce point s’appelle le centre du cercle.
5. Un diamètre est une droite menée par le

centre et terminée des deux côtés par la circon-

férence du cercle.
4. Un rayon est une droite menée du centre

à la circonférence.

i5. Une corde est une droite menée d’un
point de la circonférence à un autre point sans

passer par le centre.
6. Un arc est une pertion de la circonfé-

rence.
7. Un secteur est une figure cornprise entre

deux rayons qui font-un angle et la circonfé-
rence du cercle.
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8. Un segment de cercle est une figure corné

prise entre une corde et la circonférence du

cercle. Ig. Les secteurs et les segmens circulaires
sont semblables lorsque les rayons qui com-
prennent leurs arcs sont égaux.

10. Un cylindre est un solide contenu sous
deux cercles égam: et parallèles et sous la sur-
face décrite par une droite qui se meut suroIes
circonférences de ces cercles parallèlement à
la droite menée par les centres de ces mêmes
cercles , jusqu’à ce qu’elle soit revenue au
même endroit d’où elle étoit partie.

i l . Les deux cercles égaux et parallèles
s’appellent les hases du cylindre.

12. La surface décrite par cette droite s’ap-

pelle la surface convexe du cylindre.
1 5. La. droite menée par les centres des deux

bases s’appelle l’axe du cylindre.

14. Lorsque l’axe est perpendiculaire sur les

bases, on dit que le cylindre est droit ; on dit
qu’il est oblique lorsque l’axe n’est point per-

pendiculaire sur les bases. I
15. On peut définir le cylindre droit en di-

sant, que le cylindre droit est un solide com-
pris sous la surface décrite par trois côtés d’un

parallélogramme rectangle tournant autour de
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son quatrième côté reste immobile jusqu’à

ce que ce rectangle soit revenu au même en-,
droit d’où il étoit parti.

16. Un cône est un solide contenu sous un
cercle et sous la surface décrite par une droite
qui se meut sur la circonférence de ce cercle.
en tournant autour d’un point immobile placé

au-dessus de ce même cercle , jusqu’à ce que
cette droite soit revenue au même endroit d’où
elle étoit partie.

17. Ce cercle s’appelle la base du cône. t

18. La surface décrite par la droite tourne
autour d’un point immobile et sur la circonfé-
rence de la base s’appelle la surface convexe du

cône. I.19. Le point immobile s’appelle le sommet
du cône.

no. La droite menée-du sommet sur le centre
de sa base s’appelle l’axe du cône.

21. Lorsque l’axe est perpendiculaire sur la
base , on dit que le cône est droit; on dit qu’il
est oblique lorsque l’axe n’est perpendi-
culaire sur la base.

22. On peut définir le cône droit en disant
que le cône droit est un solide contenu sous la
surface décrite par deux côtés d’un triangle

rectangle tournant autour. d’un des côtés de

Ff
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l’angle droit reste immobile pasqu’à ce que
ce triangle soit revenu au même endroit d’où il

étoit parti. .
25. Les cylindres droits et les cônes droits

sont semblables lorsque leurs axes et les dia-
.mètres de leurs bases sont proportionnels; les
cylindres obliques et les cônes obliques sont
semblables lorsque leurs axes et les diamètres
de leurs bases sont proportionnels et que leurs
axes sont également inclinés sur les bases.

24.;Une sphère est un solide contenu sous
la surface décrite par l’arc d’un demi-cercle

tournant autour de son diamètre inimobile
jusqu’à ce que ce demi-cercle soit revenu au
même endroit d’où il étoit parti.

25. L’axe de la Sphère est cette droite immo-

bile autour de laquelle tourne le demi-cercle.
426. Les extrémités de l’axe s’appellent les

pôles de la sphère.

a7. Le Centre. de la sphère est le même que

Celui du demi-cercle. -
28. La surface décrite par la demi-circon-

férence est la surface de la sphère.

29. On appelle zone la surface décrite par
un arc qui est plus petit que la demi-cirCOnfé-
rence et dont une des extrémités n’est point

un des pôles de la sphère. .
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50. Un secteur sphérique est un solide con-

tenu sous la surface décrite par l’arc et par un
des rayons d’un secteur circulaire tournant au-
tour de son autre rayon jusqu’à ce que ce sec-

teur circulaire soit revenu au même endroit
d’où il étoit parti.

5 I. Un segment sphérique est un solide con-
tenu sous la surface décrite par le demioarc et
par la demi-corde d’un segment circulaire tour-
nant autour d’un rayon perpendiculaire sur la
corde de cet arc jusqu’à ce que ce demi-seg-
ment circulaire soit revenu au même endroit
d’où il étoit parti.

i 5a. On appelle calotte de sphère la surface
décrite par le demi-arc du secteur circulaire.

55. La hauteur d’un segment sphérique est

la partie du rayon immobile est comprise
entre l’arc et la corde du secteur circulaire.

54. Les secteurs et les segmens sphériques
sont semblables lorsque les secteurs et les seg-
mens circulaires qui les ont engendrés sont

semblables. I
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PROPOSITION PREMIÈRE;

Tu é o ni: un.

Si un polygone est inscrit dans un cercle, il est
évident que le contour du polygone inscrit est
plus petit que la circonférence du cercle.

Car chaque côté du polygone inscrit est plus
petit que l’arc qu’il soutend.

- Archimède, de la sphère et du cylindre
(prop. 1 , liv. 1 ).

PROPOSITION Il.
tr n li O n Ê a: 1:.

Si un polygone est circonscrit à un cercle, le con-
4 tour de ce polygone est plus grand que la cir-

conférence de ce cercle.

Soit ABC DE (ligna) un polygone circons-
crit au cercle RSTVX : je dis que le contour
du polygone ABCDE est plus grand que la
circonférence du cercle RSTVX.

Car puisque les deux droites XA, AR com-
prennent l’arc XR et qu’elles ont les mêmes

extrémités X, R que cet arc , les deux droites
XA, AH sont plus grandes que l’arc XR. Pareil-

lement les deux droites RB, BS sont plus grandes
que l’arc R5. Les deux droites SC , CT sont aussi

plus grandes que l’arc 5T5. les deux droites



                                                                     

A LA GÉOM. D’EUCLIDE. 455

r TD, DV plus grandes que l’arc TV, et enfin
les deux droites VE, EX plus grandes que
l’arc VX : donc le contour total du polygone
circonscrit est plus grand que la circonférence
entière (1); ce qu’il flilloit démontrer. .

Archimède , de la sphère et du cylindre
( prop. 2 , liv. l ).

(1) Il est évident que le contour du polygone ins-
crit dans un cercle est plus petit que la. circonférence
de ce cercle; mais il n’est pas également évident que le

contour du polygone circonscrit à un cercle soit plus
grand que la circonférence de ce cercle; et tous les
efl’orts que l’on feroit pour démontrer cette proposi-

tion, qui est cependant incontestable, se réduiroient
à démontrer qu’un polygone circonscrit est toujours
plus grand qu’un polygone inscrit. Pour démontrer
cette proposition, Archimède pose en principe que
deux droites qui comprennent on arc et qui ont les
mêmes extrémités que cet arc sont plus grandes que
cet arc; si Archimède n’a pas démontré’ce principe,

qui n’est point évident par lui-même , c’est parce qu’il

est impossible de le démontrer d’une manière satisfai-
sante. C’est sans doute à cause du défaut de l’évidence

de cette proposition et à cause de l’impossibilité de la
démontrer rigoureusement, qu’Euclide n’a point fait

usage de cette proposition, sans laquelle il lui a été
impossible de démontrer plusieurs théorèmes impor-

tans concernant le cercle, le cylindre, le cône et la
sphère.

5
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PROPOSITION I-II.t
reteniez. ’ i

Si Jeux cercles sont cancentn’ques et si les côtés

d’un polygone régulier inscrit dans le plus grand.

cercle ne touchent point la circonférence du plus

. petit, le contour de ce polygone est plus grandr
que la circonférence du plus petit cercle.

. Soient FG HIK, LMNPQ (fig. :22) deux
cercles concentriques et LMN PQ un polygone
régulier inscrit dans le plus grand, de manière
que les côtés de ce polygone ne touchent point
la circonférence du plus petit cercle : je dis que
le batteur du polgone LMN PQ est plus grand
que la circbnl’ére’nce F G H I K.

, Du centre O menez sur les côtés du poly-
gone L M N P Q les perpendiculaires OR’, OS’,

O T’., O V’, 0 X’, et par les points où cesrperpen-

diculaires rencontrent la circonférence FGHlK
menez les tangentes AB, BC,’CD, DE, EA;
ces tangentes serom les côtés d’un polygone
régulier circOnscrit au cercle FGH I K.

Puisque dans les triangles semblables L0 M,
4013 le côté 0L est plus grand. que le côté i

0A, le côté LM sera plus grand que le côté
AB. On démontrera de la même manière que
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les autres côtés du polygone LMNPQ sont
plus grands que lescôtés correspondans du po-

lygone ABC DE t: donc le contour du polygone
LMNPQ est plus grand que le contour du po-
lygone ABCDE; mais le oontourdu polygone
ABCDE est plus. grand que la circonférence
FGHIK z donc à plus forte raison le contour
du polygone LMNPQ est plus grand que la
circonférence .FG HI K.

Donc si deux cercles sont concentriques
et si les côtés d’un polygone régulier inscrit

dans le plus grand cercle ne touchent point
la circonférence du plus petit , le contour de
ce polygone sera plus grand que la circonfé-
rence du plus peut cercle; ce qu’il ânonné;

montrer. iPROPOSITION Vlv.

ruionainn.
Denrwcercles étant concentriques, inscrire dans

le plus grand un polygone régulier d’un nombre

pair de côtés qui nitouche point la circonfé-

rence du plus petit. I
Soient les deux cerclés concentriques ABCD,

EFGH (fig. 225) : il faut dans le plus grand
i cercle ABCD inscrire un polygone régulier

4
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d’un nombre pair de côtés ne touche point

le plus petit cercle EFGH.
Par le centre K conduisez la droite BD , et

par le point G menez la droite AG perpendicu-
laire sur la droite BD et prolongez cette droite
vers le point C. La droite ACtouchera le cer- l
cle EFGH. Partagez la demi-circonférence BAD

en deux parties égales et sa moitié en deux
parties égales, et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il

reste un arc plus petit que l’arc AD. Qu’on ait

cet arc et que cet arc soit LD; du point L con-
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM;
prolongez cette perpendiculaire vers le point N
et menez les droites LD, DN; la droite LD
sera egale à la droite DN; et puisque la droite
LN est parallèle à la droite AC et que la droite

AC touche le cercle EFGH, la droite LN ne
touchera point le cercle EFGH; et à plus forte
raison les droites LD , DN ne toucheront point
ce même cercle EFGH: donc sil’on applique
sur la circonférence ABED , à la suite les unes
des autres , des droites égales à la droite L D , -
on décrira un polygone régulier d’un nombre

pair de côtés qui ne touchera point le cercle
EFGH; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION V.
raoanizmr.

Beur secteurs circulaires semblables et concen-
. triques étant donnés , inscrire dans le plus grand

une portion de polygone régulier qui ne touche
point l’arc du plus petit.

Soient les deux secteurs semblables et con-
centriques IKD, HKG (fig. 325) : il faut ins-
crire dans le plus grand une portion de polygone
régulier ne touche point l’arc du plus petit.

Par le centre K conduisez la droite BD et
par le point G menez la droite AC perpendi-
culaire sur la droite BD; partagez l’arc IDien
deux parties égales et sa moitié en deux parties
égales , et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il reste

un arc plus petit que l’arc AD. Qu’on ait cet

arc , et que cet arc soit L D; du point L con-
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM,
prolongez cette perpendiculaire vers le point
N et menez les droites LD, DN; la droite LD
sera égale à la droite DN; et puisque la. droite
LN est parallèle à la droite AC et que la droite
AC touche le cercle EF GH, la droite LN ne
touchera point le cercle EF G H; et à plus forte
raison les droites LD, DN ne toucheront point
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le même cercle EFGH i donc si l’on applique

sur l’arc ID, à la suite les uns des autres des
droites égales à la droite LD, on décrira une

portion de polygone régulier qui ne touchera
point l’arc HG; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION V1.
ruonnèmn.

Deux cercles étant concentriques, circonscrire au
plus petit un polygone régulier dont les côtés

soient en nombre pair et ne rencontrent peine
la circonférence du plus grand.

Soientlesdeux cercles concentriques LMNPQ,
FGHHK ( fig. 22:1) : il faut au plus petit cercle
tFGHIK circonscrire un polygone régulier dont
les côtés soient pairs en nombre et ne rencont-
trent point la circonférence du plus grand cer-

cle LMNPQ. , . VDans legrand cercle LMN PQ inscrivez un
polygone régulier dont les côtés soient pairs en

nombre et ne touchent point "la circonférence
du plus petit cercle. Circonscrivez ensuite au
plus petit cercle un polygone semblable au po-
lygone inscrit. Il est évident que le polygone
circonscrit au plus petit cercle sera un poly-
gone régulier dont les côtés seront pairs en
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nombre et ne rencontreront point la circonfé-A
ronce du plus grand cercle; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION V11.
PROBLÈME.

Deux secteurs circulaires , semblables et concen-
triques étant donnés , circonscrireau plus petit

v une portion de polygone régulier dont les côtés

ne rencontrera point l’arc du plus grand.

Soient les deux secteurs circulaires sembla--
bles et concentriques IKD, HKG (fig. 525) :
il faut circonscrire au plus petit une portion de
polygone régulier dont les côtés ne rencon-
trentprpoint l’arc du plus grand.

Dans le plus grand secteur inscrivez une
portion de polygone régulier dont les côtés ne

touchent point l’arc du plus petit secteur. Cir.
conscrivez ensuite à l’arc du plus petit secteur

une portion de polygone semblable à la portion
du polygone régulier inscrit dans le plus grand
secteur.

Il est évident que la portion de polygone
circonscrite au plus petit secteur sera une por-
tion de polygone régulier dont les côtés ne ren-

contreront point l’arc du plus grand secteur;
tee qu’il falloit faire.

l
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PROPOSITION VIH.-

THÉORÈME.

Les circonférences de cercles sont attr’elle:

comme leurs diamètres.

Soient les deux cercles AB C D , EFGH
(fig.224) : je dis que le diamètre BD est au
diamètre FH comme la circonférence ABCD
est à la circonférence EFGH.

Car si cela n’est point, le diamètre BD sera
au diamètre F H comme la circonférence ABCD

est à une circonférence plus petite ou à une
circonférence plus grande que la circonférence
EFGH. Supposons d’abord , si cela est possi-
ble , que le diamètre BD soit au diamètre FH
comme la circonférence ADCD est à une cir-
conférence plus petite , savoir, à la circonfé-

rence concentrique RSTV. Inscrivons dans le
cercle EFGH un polygone régulier EIFKGLHM
dont les côtés soient pairs en nombre et ne
touchent point la circonférence RSTV; ins-
crivons ensuite dans le cercle ABC D un poly-
gone semblable A N B O C P D Q , le diamètre
BD sera au diamètre FH comme le polygone
ANBOCPDQ est au polygone EIFKGLHM;
mais par supposition le diamètre B D est au dia.-
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mètre FH comme la circonférence ABCD est à

la circonférence R ST V : donc la circonférence

ABC D est à la circonférence RSTV comme
le polygone AN B O C P D Q est au polygone
El F KGLHM : donc , en échangeant les places
des moyens , la circonférence ABCD sera au po-

lygone ANBOCPDQ comme le cercle RSTV
est au polygone El F KGLHM; mais la circon-
férence ABCD est plus grande que le contour
du polygone A N B 0 C P D Q lui est inscrit :
donc la circonférence RSTV est plus grande
que le contour du polygone EIFKGLHM; mais
au contraire la circonférence RSTV est plus
petite que le contour du polygone EIFKGLHM;
ce est impossible : donc le diamètre B D
n’est point au diamètre FH comme la circon-
férence ABC D est à une circonférence plus
petite que la circonférence EF G H.

Je dis à présent que le diamètre BB n’est

point au diamètre FH comme la circonférence
ABCD est à une circonférence plus grande que
la circonférence EFGH. Car supposons que le
diamètre BD soit au diamètre F H comme la
circonférence ABCD est à une circonférence
plus grande que la circonférence EFGH, savoir,
à la circonférence concentrique R’S’T’ V’. Cir-

conscrivons au cercle E F G H un polygone
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régulier dont les côtés soient pairs en nombre et
ne rencontrent point la circonférence R’ S’T’ V’.

Circonscrivons au cercle ABCD un polygone
semblable. Le diamètre BD est au diamètre F H

comme le contour du polygone circonscrit au
cercle ABCD est au contour du’polygone ciro
conscrit au cercle EFGH; mais par supposia.
tion le diamètre B D est au diamètre EH comme
la circonférence ABCD est à la circonférence
R’S’T’ V’ : donc la circonférence ABCD est à

la circonférence R’S’T’V’ comme le contour

du polygone circonscrit au cercle ABCD est
au contour du polygone circonscrit au cercle
EFGH : dOnc en échangeant les places des
moyens, la circonférence ABCD est au con-
tour du polygone qui lui est circonscrit comme
la circonférence R’S’T’ V’ est au contour du

polygone circonscrit au cercle E FG H; mais la
circonférence ABCD est plus petite que le
contour du polygone qui lui est circonscrit:
donc la circonférence R’ S’T’V’ est plus petite

que le contour du polygone circonscrit au cer- .
cle EFGH; mais cette circonférence est au
contraire plus grande; ce qui est impossible:
donc le diamètre BD n’est point au diamètre F H

comme la circonférence ABCD est à une cir-
conférence plus grande que la circonférence
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EFGH; mais on a démontré que le diamètre
AU n’est point au diamètre FH comme la cira-
conféreno’e ABC D est à une circonférence plus

petite que la circonférence EFGH: donc le
diamètre A3 est au diamètre FH comme la
circonférence ABCD est à la circonférence

E F G H. IDonc les circonférences de cercles sont entre
elles comme leurs diamètres; ce qu’il falloit dés

montrer.

cononnatnnp
Puisque les circonférences de cercles sont

entr’elles comme leurs diamètres, et que par
conséthent les diamètres des cercles sont entre
eux comme leurs circonférences , il est évident
que si l’on donnoissolt le diamètre d’un cer-

cle et sacirconférenCO , on trOuverOit la Cir-
conférence de tout autre cercle dont le dia-
mètre seroit connu , en faisant la prOportlon
suivante : Le diamètre du cercle dont on con-Ï
noît la cirèonférence est à la circonférence de

tee cercle comme le diamètre du cercle dont
on ne connoît pas la circonférence est à la cir-L
conférence de ce cercle. Si l’on vouloit trouver

le diamètre d’un cercle dont on connoîtroit

la circonférence , on feroit la proportion sui-
vante : La circonférence du cercle dont on
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connoît le diamètre est au diamètre de ce cercle

comme la circonférence connue du cercle dont
on ne connoît pas le diamètre est au diamètre

de ce cercle. Mais il est impossible de trouver
exactement la longueur de la circonférence,d’un

cercle dont le diamètre est connu; et il est éga-

lement impossible de trouver exactement le
diamètre d’un cercle lorsque la longueur de sa
circonférence est donnée.

PROPOSITION 1X.
THÉORÈME.

Un cercle étant donné , on peut lui circonscrire
un polygone régulier et lui inscrire un polygone

semblable, de manière que la déférence de;

contours de ces (leur polygones soit plus petite
qu’une droite donnée quelque petite qu’elle soit.

Soit ABCDEF ( 325) le cercle donné et N
la droite donnée : je dis qu’on peut circonscrire

à ce cercle un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de manière que la diffé-

rence des contours de ces deux polygones soit i
plus petite que la droite donnée N.

Circonscrivons au cercle ABCDEF un po-
lygone régulier A’BfC’D’E’F’ et inscrivons-lui

un polygone semblable, de manière que leurs
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côtés soient parallèles , et du centre 0 menons
la droite OG’ perpendiculaire sur le côté A’B’

du polygone circonscrit; cette droite sera aussi
perpendiculaire sur le côté AB du polygone
inscrit, à cause que les côtés de ces deux poly-

gones sont parallèles. Puisque les contours des
polygones réguliers et semblables sont entr’eux

comme les perpendiculaires menées de leurs
centres sur leurs côtés, le contour du poly;
gone ABCDEF sera au contour du polygone
A’B’C’D’E’F’ comme la droite 0G est à la

droite OG’. Si nous circonscrivons au cercle
ABCDEF un polygone régulier dont le nom-
bre des côtés soit double, et si nous lui ins-
crivons un polygone semblable, si nous con-
tinuons de faire toujours la même chose, et si
nous appelons P’ le contour d’un des polygones

circonscrits et P le contour du polygone ins-
crit qui lui est semblable; si nous appelons 11’
la perpendiculaire menée du centre sur un des
côtés du polygone circ0nscrit et R la perpen-
diculaire menée du centre sur un des côtés du

polygone inscrit , nous aurons laproportion
suivante :

P’ : P :1 R’ : B.

ou bien lP’--P: P :2 R’-R : R;

G s
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Cette dernière proposition donnera l’équation

suivante :
g P x ( R’ .- R)

P’-P
R

Mais puisque la quantité R’ --R qui est la diffé-

rence de la perpendiculaire menée du centre
sur un côté des polygones circonscrits et de la.
perpendiculaire menée de ce même centre sur
un côté du polygone inscrit qui lui est sembla-
ble diminue toujours à mesure que le nombre
des côtés des polygones circonscrits et inscrits
augmente, il est évident qu’en continuant de
circonscrire au cercle ABCDEF des polygones
réguliers dont le nombre des côtés soit toujours

double et de lui inscrire des polygones sembla-
bles, il arrivera nécessairement que. la quan-

tité à x ( R’ - R) deviendra plus petite que

la quantité N et par conséquent que la quantité

P’--P, c’est-à-dire que la différence des con-

tours d’un polygone régulier circonscrit et d’un

polygone semblable inscrit.
Donc un, cercle étant donné , on peut lui cir-

conscrire un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de manière que la diffé-

rence des contours de ces polygones soit plus
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’ petite qu’une droite donnée N , quelque petite
qu’elle sOit; ce qu’il falloit démontrer.

1 CO-ROLLAIRE.l
Puisqu’un cercle étant donné , on peut lui

circonscrire un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de manière que la diffé-

rence des contours de ces deux polygones soit
plus petiteiqu’une droite donnée N, quelque
petite qu’elle soit; et puisque le contour d’un

polygone circonscrit est toujours plusgrand
que la circonférence, et que, le contour d’un.

polygone inscrit est toujours plus petit que
cette même circonférence , il est évident qu’on

peut , à plus forte raison, circonscrire à un
cercle ou lui inscrire un polygone régulier de
manière que la différence du contour du poly-

gone circonscrit ou du polygone inscrit et de
la circonférence de ce cercle soit plus petite
qu’une droite donnée N , quelque petite qu’elle

soit.
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’PROPOSITION X.
PRIOBI’LlÊltl-En .

Trouver la circonférence approchée d’un cercle

dont on cannoit le diamètre.

Soit ABCDEF (fig. 225) un cercle dont en
cannoit le diamètre AD : il faut trouver la cir-
conférence approchée de ce cercle.

Inscrivons dans le cercle ABCDEF un exa-
gone régulier et circonscrivons-lui un polngne
semblable , de manière que les côtés de ces
deux polygones soient parallèles; du centre O
menons la droite OG’ perpendiculaire sur le
côté A’ B’ du polygone circonscrit; cette droite

sera aussi perpendiculaire sur le côté AB ,
parce que les côtés de ces polygones sont pa-

rallèles. I 4l Puisque les côtés d’un hexagone régulier ins-

crit dans un cercle sont égaux chacun au rayon
de ce cercle , le contour de l’hexagone inscrit
dans le cercle ABC DEF sera égal au rayon 0B.

multiplié par six. à A
A cause que le triangle 0GB est rectangle

en G et à cause que la droite GB est égale à la
moitié de la droite AB , le quarré de la droite
0G est égal au quarré du rayon 0B moins le
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quarré de la droite de GB quise’gal à la moitié

. du rayon : donc la droite OG sera égale à la
racine quarrée de la différence du quarré du
rayon et du quarré de la moitié du rayon..

Les deux triangles ACB, A’OB’ sont sem-

blables : donc la droite 0G est à la droite OG’
comme la droite AB est à la droite À’ B’ : donc

la droite A’ B’ est égale au produit de la droite

AB par la droite OG’ divisé par la droite 0G:
donc le contour de l’hexagone régulier circons-

crit au cercle ABCDEF est égal à ce produit

multiplié par six. i
Le contour de l’hexagone inscrit dans le cer-

cle ABCDEF est plus petit que ln oirConférence
de ce cercle, et le contour de l’hexagone circum-

crit à ce cercle est au contraire plus pend que
sa circonférence. Pour avoir une première va-
leur approchée de la circonférence du cercle
ABCDEF , ajoutons les Jeux quantités aux-
quelles les contours du polygone inscrit et du
polygone circonscrit sont égales , et prenons la
moitié de leur somme; la moitié de la somme
de ces deux quantités sera la première valeur
approchée de la circonférence ABC DEF;

Pour avoir une seconde valeur soit plus
approchée de la circonférence ABCDEF; ins-
crivons dans cette circonférence un dodéca-

5
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gôné régulier et circonscrivons-lui ensuite un
polygone semblable , de manière que les côtés

de ces deux polygones soient parallèles. Du
centre O menons un rayon perpendiculaire sur
un des côtés KH du dodécagone circonscrit,
ce rayon sera aussi perpendiculaire sur-le côté
BG’ du polygone inscrit , puisque les côtés de

ces polygones sont parallèles,
Puisque le triangle H GB est rectangle en G ,

le quarré du côté G’B est’égal au quarré de la

droite GB et au quarré de la droite GG’ : donc I
la droite G’B égale la racine quarrée de la somme

des quarrés de la droite BG qui est la moitié de
la droite AB et de la droite-G G’ qui est la diffé-

rence du rayon G’O et du rayon 0G. Multi-
pliant cette racine par douze , on aura le con-Â
tour du dodécagone régulier inscrit dans le
cercle ABCDEF.

Le triangle OgB étant rectangle en g , le
quarré de la droite Og sera égal au quarré du

rayon 0B moins le quarré de la droite, Bg : donc
la droiteOg égale la racine quarrée de la diffé-

rence du quarré du rayon.OB et du quarré, (le
la droite Bg qui est la moitié de la droite BG’.

Les deux triangles G’OB, HOK sont sem-
blables : donc la droite Og, est à la droite O g’
comme la droite BG’ est à la droite KH z donc
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la droite KH est égale au produit de la droite BG’

par la’droite O g’ divisé par la droite O g: donc

le contour du’dodécagone régulier circonscrit

est égal à ce produit multiplié par douze.

Connoissant les contours du dodécagone ré-

gulier inscrit dans le cercle ABCDEF et du
dodécagone régulier semblable qui lui est cir-
conscrit , si l’on ajoute ces deux quantités. et si

l’on divise leur somme par deux ; la moitié de

la somme de ces deux quantités sera une se;
coude valeur qui sera plus approchée de la

circonférence AB C DE F; I
Si l’on continue d’inscrire dans la circonfé-

rence ABCDEF et de lui circonscrire des po-
lygones dont le nombre des côtés soit toujours
double, si l’on’fait des opérations analogues à

celles que nous venons de faire , et si l’on re-
présente le rayon par un nombre quelconque ,
ont aura des valeurs qui seront de plus en plus
approchées de la circonférence dont on con-r
noîtele diamètre ou le rayon. C’est ainsi qu’Ar-

chimède a. trouvé que la circonférence d’un

cercle dont le diamètre est 7 égale 22 à peu de
chose près , et qu’Adrien Métius a trouvé dans

la suite que la circonférence d’un cercle dont
le diamètre est 115 égale 555 à très-peu de
chose près.

4

x
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’PR’dPOSITIO’NV*XI.’

ratio attisa
Un cercle est égalât un triangle rectangle dont un

des. côtéside tringle droit est égal à la circon-

férence ce cercle et dont l’autre côté de

l’angle droit est égal raya-na .1 la l À p

Soient le cercle ABCD ( 226) et un triam
gle rectangle EFG dont le. côté F G soit égal à i
la circonférence dece’cercle et dont le côté EF

soit égal à son rayon : je dis que lercercle ABCD

est égal au triangle EF G. A
p Car si cela n’est point, le triangle EF G sera
plus petit ou plus grand :3219thch ABCD.
Supposons d’abord, que, le triangIQEFGasoit plus

petit. que-le cercle ABCD , et, qu’il soit égal à

un cercle plus petit, savoir au cercles HKLM.
Inscrivons dans le cerqle ABCD un polygone
régulier dont les côtés soientpnirs en nombre.
et ne touchent pointla circonférence HKLM;.
du centre 0 menons sur. le côté AN la perpen-,
diculaire OP, le polygone inscrit est égal à un
triangle rectangle dont un des. côtés de l’angle

droit est égal à la somme des. côtés de. ce po-
lygone et dont l’autre côté deïl’angle droit est

égal à la perpendiculaire P0. Mais le contour
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du polygone inscrit est plus petit que la cir-
conférence du cercle ABCD et la perpendicu-

laire P0 est plus petite que le rayon de ce
cercle z donc ce polygone est plus petit que le
triangle EF G dont le côté FG est égal à la cir-,

conférence du cercle ABCD et dont le côté
E F est égal au rayon de ce même cercle. Mais ,

par supposition, le triangle EFG est égal au
cercle HKLM : donc le polygone inscrit est
plus petit que ce même cercle; mais au con-
traire il est plus grand; ce est impossible :
donc le triangle EF G n’est pas plus petit que
le cercle ABCD. i

Supposons en second lieu que le triangle
EFG soit plus grand que le cercle ABCD, et
qu’il soit égal au cercle H’K’L’M’. Circonscri-

vons au cercle ABCD un polygone régulier
Idont les côtés soient pairs en nombre et ne
rencontrent point la circonférence H’ K’ L’M’;

du centre 0 menons au point de contact P’ le
rayon OP’. Le polygone circonscrit est égal à
un triangle rectangle dont un des côtés de l’an-

gle droit est égal au contour de ce polygone
et dont. l’autre côté de l’angle droit est égal au

rayon OP’. Mais le contour du polygone cir-
conscrit est plus grand que la circonférence du
Cercle ABCD: donc le polygone circonscrit est
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plus grand que le triangle EFG dont le côté
FG est égal à la circonférence du cercle ABC D

et dont le côté EF est égal au rayon de ce
même cercle. Mais , par supposition , le triangle
EFG est égal au cercle H’K’L’M”: donc le po-

lygone circonscrit est plus grand que le cercle
H’K’L’M’ ; mais au contraire ce polygone est

I plus petit; ce qui est impossible : donc le trian-
gle EFG n’est pas plus grand que le cercle
ABCD; mais on a démontré qu’il n’est pas plus

petit : donc il lui est égal.
Donc la surface d’un cercle est égale à un

triangle rectangle dont un des côtés de l’angle

droit est égal à la circonférence de ce cercle
et dont l’autre côté. de l’angle droit est égal à

son rayon; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION x11; ) .

rationnais.
Un secteur de cercle est égal à un triangle dont

un des côtés de l’angle droit est égala l’arc

compris par les deux rayons de ce secteur et dont
l’autre côté de l’angle droit est égal au rana

de ce cercle.

. Soit le secteur AND (fig. 226) et le triangle
rectangle EFG’ dont le côté FG’- de l’angle droit
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est égal à l’arc AN et dont l’autre côté EF de

l’angle droit est égal au rayon du cercle ABCD z

je dis que le triangle EFG’ est égal au secteur
AND.

Prolongez le côté FG’ et faites le côté FG

égal à la circonférence du cercle ABCD, ct
menez la droite EG’. - I

L Puisqu’un cercle est à un secteur de ce cercle
comme la circonférence entière est à l’arc com-

pris par les deux rayons de ce secteur , le cercle
ABCD est au secteur AND comme la circon-r
férence du cercle ABCD est à l’arc AN ; mais .
la circonférence du cercle AB C D est égale à la

droite FG, par supposition, et l’arc AN égal
aussi à la droite FG’: donc le cercle ABC D est

au secteur AND comme la droite FG est à la
dqoite FG’; mais le triangle EFG est au trian-
gle EFG’ comme la droite FG est à la droite
FG : donc le cercle ABC D est au secteur AN 0
comme le triangle EFG est au triangle EFG’:I

donc, en échangeant les plans des moyens, le
cercle ABCD est au triangle EFG comme le
secteur AND est au triangle EFG’; mais-le
cercle ABCD est égal au triangle EFG : donc
le secteur AND est égal au triangle EFG’.

Donc la surface d’un secteur est égale à un
triangle rectangle dont un des côtés de l’angle
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droit est égal à l’arc compris par les rayons de
ce secteur et dont l’autre côté de l’angle droit

est égal au rayon de ce secteur; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION xrrr.
THÉORÈME. ’

Les cercles sont entr’eux comme les quarrés

de lem rayons.

Soient les deux cercles ABCD, FGHK
(fig. 327) : je dis que le cercle ABCD est au"
cercle FGHK comme le quarré du rayon AB,
est au quarré du rayon FL.

Supposons que le côté N0 de l’angle droit

du triangle rectangle MND soit égal à la cir-
conférence du cercle ABCD, que l’autre côté

MN de l’angle droit soit égal au rayon du même

cercle : supposons ensuite que le côté QR de
l’angle droit du triangle rectangle PQR soit
égal à la circonférence du cercle FGHK et
que l’autre côté PQ de l’angle droit du même

triangle soit égal au rayon du même cercle.
Puisque les droites N0, QR sont égales aux

circonférences des cercles ABCD , FGHC, que
les droites M N , PQ sont égales aux rayons de
ces cercles, et que les circonférences des cer-
cles sont entr’elles comme leurs rayons , le côté
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NO sera au côté QR comme le côté MN est
au côté-PQ; mais les angles N, Q sont droits :

donc les deux uiangles MND, PQR sont sem-
blables; mais les triangles semblables sont entre
eux comme les quarrés de leurs côtés homo-
logues : donc le triangle MND est au triangle
PQR comme le quarré du côté MN est au
quarré du côté homolguePQ; mais le cercle
ABCD est égal au triangle MND, le cercle
FGHK égal au triangle PQR, le côté MN
égal au rayon AE , et le côté PQ égal au rayon

FL : donc le cercle ABCD est au cercle FGHK
cOmme le quarré du rayon AE est au quarré du

rayon FL.
Donc les cercles sont entr’eux comme les

quarrés de leurs rayons; ce qu’il falloit dé-
montrer.

c o n o L r. A 1 n I.
Il suit manifestement de là que les secteurs

semblables sont aussi entr’eux comme les
quarrés de leurs rayons. En effet ces secteurs
sont égaux à des triangles rectangles semblables
qui sont entr’eirx comme les quarrés de leurs
côtés homologues; mais parmi ces côtés homo-

logues il en est sont égaux aux rayons de
ces cercles z donc les secteurs semblables sont
entr’eux comme les quarrés de leurs rayons.
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PROPOSITION le.-
T n fi o n i: M 2.

La surface convexe d’un cylindre droit est égale

à un rectangle dont base est égale à la cir-
conférence de la base du cylindre et dont la
hauteur est égale à celle du cylindre. a

Soit le cylindre droit AQ (fig. 226) dontla
base est le cercle ABC D et dont la hauteur est
la droite OQ qui est en même tems l’axe du cy-

lindre; soit le rectangle RT dont la base 5T
est égale à la circonférence de la base de ce
cylindre et dont la hanteur R8 est aussi égale à

celle de ce même cylindre : je dis que la sur-
face convexe du cylindre droit est égale au rec-

. tangle BT: .Car si le rectangle RT nlest point égal à la
surface convexe de ce cylindre, ce rectangle
sera plus petit ou plus grand que la surface
convexe de ce même cylindre. l
. Supposons d’abord que ce rectangle soit plus

petit que la surface convexe dei ce cylindre et
qu’il suit égal à la surface d’un cylindre plus

petit , savoir au cylindre HQ.
I Dans la circonférence de la base du cylin-
dre AQ inscrivons un polygone régulier qui ne
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touche point la circonférence de la base du
cylindre HQ. Imaginons que ce polygone soit
la base d’un prisme droit inscrit dans le cylin-
dre AQ, la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases , est égale à un rectan-
gle dont la base est égale à la somme des côtés

de la base de ce prisme et dont la hauteur est
la droite OQ. Mais le contour du polygone ins-
crit est plus petit que la circonférence ABCD:
donc la surface de ce prisme, sans y compren-
dre ses deux bases, est plus petite que le reca
tangle BT. Mais , par supposition , cerectangle
est égal à la surface convexe du cylindre HQ:
donc la surface du prisme, sans y comprendre
ses deux bases, est plus petite que la surface
convexe du cylindre HQ. Mais au contraire la
surface de ce prisme, sans y comprendre ses
deux bases , est plus grande que la surface con-
vexe (le ce cylindre :Idonc le rectangle RT
n’est pas plus petit que la surface convexe du

cylindre .N Supposons en second lieu que le rectangle
RT soit plus grand que la surface convexe du.
cylindre AQ et qui] soit égal à la surface con-
vexe d’un cylindre plus grand, savoir au cy.
lindre HÏQ; autour de la circonférence de la
base ABCD décrivons un polygone régulier

u
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dont les côtés ne rencontrent point la circonl-
férence de la base H’ K’ M’L’; imaginons que ce

polygone soit la base d’un prisme circonscrit au

cylindre AQ; la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases, est égale à un rectan-
gle a pour base une droite égale à la somme
des côtés de ce polygone et pour hauteur la
droite OQ; mais le contour du polygone cir-
conscrit est plus grand que la circonférence
ABCD : donc la surface de ce prisme , sans y
comprendre les deux bases , est plus grande
que celle du rectangle 11T; mais par supposi-
tion le rectangle RT est égal à la surface con-
vexe du cylindre HfQ : donc la surface de 3e
prisme , sans y comprendre ses deux bases, est
plus grande que la surface convexe du cylindre
H’Q; mais au contraire la surface de ce prisme,

sans y comprendre les deux bases , est plus
petite que la surface du cylindre H’Q; ce qui
est impossible .- donc le rectangle RT n’est pas

plus grand que la surface convexe du cylindre
AQ. Mais nous avons démontré que ce rectan-
gle n’est pas plus petit que cette surface : donc
le rectangle RT est égal à la surface convexe
du cylindre AQ.

Donc la surface conveXe du Cylindre droit
est égale à un rectangle dont la base est égale
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in la circonférence de la buse de ce cylindre
"dont la hauteur est égale à celle de ce même
cylindre; ce qu’il falloit démontrer. i ’

coiioiitairnn.
Il suit manifestement de lithine les surfaces

convexesdes cylindres droits et semblables sont
.entr’elles comme les quarrés des, diamètres de

leurs bases; car les stufaces convexes des
cylindres droits et semblables sont égales à des
rectangles dont lesbases sont égales aux circon-
îférences des bases de ces cylindres et dont les

xhauteurs sont aussi égales aux hauteurs de; ces
mêmes cylindres, et puisque les (circonférences

des bases des cylindres droits letlsemlilables sont
proportionnelles "aux hauteurs de ces mûries
icylindres , il est évident que lesirectau-gles’qui

Sont égaux aux surfaces convexes ldes cylindres
droits et semblables , sont des figures semblables,
puisque leurst’bases sont proportionnelles àileurs

’liauteurs V; donc ces rectangles" sont envieux
«comme les quarr’ésde leurs bases; niaisices rec-

llangles semblables sont égaux aux surfaces con-

vexes de ces cylindresetiles liaSes de ces rec-
’taugles sont égalesaux circonférence; des bases

"de ces mêmes cylindres : donc lès-surfaces cou-
wexes des cylindres droitsnet. semblables sont

Il la



                                                                     

482 SUPPLÉMENT
. entr’elles comme les quarrés des circonférences

de leurs bases , et par conséquent comme les
quarrés des diamètres de leurs bases.

PROPOSITION KV.
ruionimn.

Un cylindre droit ou oblique est égal à un paral-
V léIépl’pède dont la base et la hauteur sont égales

I à la base’et à la hauteur de ce cylindre.

I Soit le cylindre-A0 (fig. 226) dont la base est
le cercle ABCD et dont l’axe est la droite OQ;
soit aussi un parallélépipède RV (fig. 228) dont

ilaibasc et la hauteur soient égales à la base et
la la hauteur du cylindre AQ : je dis que le pa-
rallélépipède RV est égal au cylindre AQ.

Î I Car si le parallélépipède RV n’est pas égal au

cylindre AQ , ce parallélépipède sera égal à un

cylindre plus petit ouà un cylindreplus grand:
l Supposons d’abord que le parallélépipède KV

lysoit plus petit que le cylindreAQ et qu’il soit
égal à un cylindre plus [petit , au cylindre HQ,
par exemple. Dans la circonférence de la base

V ABC inscrivonslun polygone. régulier ne
touche point la circonférence de la base HKLM ,

[et imaginons que ce polygone régulier soit la
base d’un priant: inscrit dans le cylindre AQ.



                                                                     

A LA même. D’EUÇLIDE. 483

Puisque la base du polygone inscrit est plus
petite que la base du cylindre AQ et que la
base du cylindre AQ est égale à la base du pa-
rallélépipède rectangle RV, la base du prisme

inscrit sera plus petite que la base du parallé-
lépipède KV; mais le prisme inscrit et le paral-
lélépipède KV ont la même hauteur : donc le

prisme inscrit est plus petit que le parallélépi-
pède KV; mais nous avons supposé que le pa-
rallélépipède RV étoit égal au cylindre HQ:

donc le prisme inscrit est plus petit que le
cylindre HQ; mais au contraire le prisme ins-
crit est plus grand que le cylindre HQ , puisque
ce prisme contient ce cylindre; ce qui est im-
possible : donc le parallélépipède rectangle RV

n’est pas plus petit que le cylindre AQ.
Supposons à présent que le parallélépipède

rectangle KV soit plus grand que le cylindre AQ
et qu’il’soit égal à un. cylindre plus grand ,, au

cylindre H’Q ,rpar exemple. A la circonférence

de la base ABCD , circonscrivons un polygone
régulier dont les côtés ne rencontrent point la
circonférence de la base H’ K’L’ M’, et imagi-

nons que ce polygone régulier soit la base d’un

prisme circonscrit au cylindre AQ; la base du
prisme circonscrit est plus grande que la base du
cylindre AQ; mais l; base du cylindre AQ est

a



                                                                     

484 SUPPLÉMENT
égale à la base du parallélépipède rectangle KV:

donc la base du prisme circonscrit est plus
grande que la base du parallélépipède rectangle

R V ; mais le prisme inscrit et le parallélépipède

rectangle RV ont la même hauteur : donc le
prisme encensait est plus grand que le paral-
lélépipède rectangle KV ; mais nous avons sup-

posé que ce parallélépipède rectangle étoit égal

au cylindre H’Q : donc le prisme circonscrit est.
plus grand que le cylindre H’Q; mais au con-
traire le prisme circonscrit est plus petit que le
cylindre H’Q , car ce prisme est contenu dans
ce cylindre; ce qui est impossible : son le pa-
rallélépipède rœtaugle kV n’est pas plus grand
que’le cylindre AQ ratais on a démontré qu’il

n’est pas plus petit : donc le parallélépipède

rectangle KV est égal, au cylindre AQ.
Donc un cylindre droit ou oblique est égal

à un parallélépipède dont la base et la hauteur

sont égales à la base et à la hauteur de ce cy-
lindre; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION. XVI;
maso-titans-

les cylindres droits ou obliques qui amides bases
égales sont antr’eux comme leurs hauteurs, et

ceux qui ont des hauteurs- égales sont cntr’euæ

comme leur: buses. ’
Car puisqu’un cylindre est égal à un parallé-

lépipède dont la base et la hameur sont égales
à la ’base età la hanteur. (le ce cylindre, il est
évident que les cylindresrsant entr’eux comme
les parallélépipèdes qui ont des bases et des lian-

reurs égales aux bases et aux hauteurs de ces
cylindres. Mais les parallélépipèdes qui ont des,

bases égales sont entr’eux comme leurshau-

teurs : donc les cylindres qui ont des basas.
égales sont entr’eux comme les hauteurs des
parallélépipèdes qui ont des bases et des bau--

teurs égales aux hases et aux hauteurs de ces,
cylindres; d’est-à-dire que les cylindres qui ont-
des bases; égales sont. entr’cux comme loura-

hauteurs. ,Puisque les cylindres sont entr’eux connue
lès parallélépipèdes qui ont des baseset des,

hauteurs égales aux bases et aux hauteurs des
cescylindres , et que les parallélépipèdes quia
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ont des hauteurs égales sontentr’eux comme

leurs bases, il est évident que les cylindres
ont des hauteurs égales sont entr’eux comme
les bases des parallélépipèdes qui ont des bases

et des hauteurs égales aux bases et aux hau-
teurs de ces cylindres; c’est-à-dire que les cy-
lindres qui ont des hauteurs égales sont entre
eux comme leurs bases.
’ Donc les cylindres droits ou obliques qui ont
des bases égales, sOnt entr’eux’ comme leurs

hauteurs , et ceux ont des hauteurs égales
sont entr’eux comme leurs bases; ce qu’il falloit

démontrer. I
PROPOSITION xvn.

Tenontnz.
Les cylindres semblables, dmits ou obliques, sont

entr’eux comme les cubesdes diamètres de leur:

bases. à

Que les cylindres qui ont pour bases les cer- l
des ABC , DEF (fig. 228) , pour diamètres
de leurs bases les droites AC, DF, et podr
axes les droites GH , KL, soient semblables
entr’eux : je dis queices deux cylindres sont
entr’eux comme les cubes des diamètres de
leurs’hases AC, DF. I
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Construisez les deux parallélépipèdes rectan-

gles MP, KV dont les bases soient des quarrés;
que la base et la hauteur du premier soient égales

à la base et à la hauteur du cylindre AH , et que
la base et la hauteur du second soient égales à
la baseiet à la hauteur du- cylindre DL.

Puisque le cercle ABC est’égal au quarré
NP et que le cercle DEF est égal au quarré 5V;

le cercle ABC sera au quarré N? comme le
cercle DEF est au (plané 5V :donc , en échan.’

A geant les places des moyens , le cercle ABC sera
au cercle DEF comme le quarré NP est au
quarré 5V. Mais le cercle ABC est au cercle
DEF commele quarré du diamètre AC est mi
quarré du diamètre DF,’ et" le quarré NP-en
au quarré S V comme le quarré du" côté NO est

au quarré du côté ST : donc "le quarré du dia-s

mètre AC est au quarré du diamètre DE comme
le quarré du côté NO est au quarré durcôté 5T:

donc le diametreAC est au diamètre DF comme
le côté N 0 est au côté 5T. Mais puistiue la

hauteur du cylindre AH est à le, hauteur du
çylindre DL comme le diamètre AC est au dia-
mètre DF et que le côté M N est égal à la
hauteur du cylindre AH et le côté R8 égal à

la hauteur du cylindre DL, le diamètre AC l
sera au diamètre DF comme le côté MN est

4
N
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au côté ES; mais ou a démontré que le dia»

mètre AC est au diamètre DE. comme le
N0 est aureôté R5: doue le .eôte’ NO lest au
côte) ST commeleeôt’é M DE en au :côté R85

doue les. côtés des; .parallélépipèdles- rectangles

M P, KV sont pr0pertiomels: dans «spatulé
lélépipèdes sont semhlaBles- -. dans: les pavané;-

lépipèdes M P, KV sont entr’eux: comme les
cubes de lems’côtéshemoleguesfl 0’, 5T; mati

leneôté NO enfeu côté ST comme le diamètre

AC est au diamètre DF. :s clone le enlie dit-côté;

N 0 au au bulletin côté 5T comme le cube du
diamètre AC ester: côté dundiamètreDF z donc
les :pemlléle’pipèdes-rMP , RV-Ïsom ventr’eui

comme lestcubes’ des dianètres AC , DF; mais
les parallélépipèdes MF, KV soit égaux aux

cylindres AH y DL, chacun à clamai: bdonc les
cylindres AH, 1)me éntr’euxœmne leseulms

de lemsdiamètres-AC, DF.’ * v- - . ï - à
Dôme les cylindrèsvsemblables, droits ou ODE;

ques; sont entr’eux Emma les cubes des dimL
mètres de leurs. hases; ce qu”il falloit

firman . I , A . . . ’ t
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PROPOSITIONXVIII.
A TEÏÊORÊME.

La surface convexe (fun Icône droit est égale à un

triangleifec’tar’zgle dont un des côtës’de fangle

droit est égal à la icirtonférence de la. base de

ce cône , et dont l’autre côté de l’angle droit est

l égal au côté ce même cône. I i

Soit le cône droit AQ (fig. 129) dont la base
estle cercle ABCD etdont le sommet est le point
Q; soi: aussi le triangle rectangle EFG dont
un des côtés FG de l’angle droit est égal à "la

circonférence de la base du cône AQ et dont
l’autre côté de l’angle titroit est égal au côté

de ce cône : je dis que la surface convexe du
cône AQ est égale au triangle rectangle .EFG.

Car si leltriangle rectangleEF G n’est pas
égal à la surface convexe du cône droit AQ ,4ce

triangle sera plus petite]: plus WÆIIIË-la
surface convexe: de cecône. , .- ,

Supposons d’abord que le triangle reculas

EFGÈ sait plus petit que la surface convexe du
cône AQ, et qu’il soit égal à la surface convexe

du cône plus petit, à la surface convexe du cône

HQ, par exemple, Dans la circonférence. de
la baschB ÇD inscrivons un polygone régu-
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lier qui ne touche point la circonférence de la
base HKLM, et imaginons que ce polygone
régulier soit la base d’une pyramide inscrite
dans le cône AQ; la surfacer de la pyramide
AQ, sans yeomprendre sa base, est égale à un
triangle rectangle dont un des côtés de l’an-.

gle droit est égal au contour de la base de
’ cette pyramide et dont l’autre côté de l’angle

droit est égal à la perpendiculaire menée du
sommet de cette pyramide sur un des côtés de

sa base; mais le contour de la base de la py-
ramide inscrite est plus petit que lavcircon-v
férence de la hase du cône AQ qui est égal à e
un des côtés de l’angle droit du triangle EFG

et la perpendiculaire menée du sommet de la
pyramide sur un des côtés de sa base, est plus
courte que le côté du cône AQ qui est égal à
l’autre Acôté de l’angle droit’idu triangle rectan-

gle EF G : donc la surface de la pyramide ins-
crite ,sans y comprendre sa base , est plus petite
que le triangle rectangle EFG. Mais nous avons
supposé que leitriangle’rectangle EF’G est égal

à la surface convexe du cône HQ :donc la sur-
face de la pyramide inscrite, sans y comprené-
dre sa base , est plus petite que la sur-face con-
vexe du cône HQ; mais au contraire la surface
de la pyramide. inscrite , sans y comprendre sa
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base , est plus grande que la surface convexe du
cône HQ; ce qui est impossible : donc le trian-
gle rectangle EFG n’est pas plus petit que l

surface convexe du cône AQ. a
Supposons à présent que le triangle rectan-

gle EFG soit plus grand que la surface convexe
du cône AQ , et qu’il soit égal à la surface con-

vexe d’un cône plus grand, à la surface convexe

du cône H’ Q , par exemple; autour de la circon-

férence de la base du cône AQ décrivons un
polygone régulier dont les côtés ne rencontrent
pas la circonférence de la base du cône H’ Q , et

imaginons que ce polygone soit la base d’une
pyramide circonscrite au cône AQ; la surface de
cette pyramide , sans y comprendre sa base , est
égale à un triangle rectangle dont un des côtés

de l’angle droit est égal au contour de la base
de cette pyramide et dont, l’autre côté de l’angle

droit est égal à la perpendiculaire menée,du
sommet sur un des côtés de la base de cette
pyramide"; mais le contour de’la pyramide cir-

conscrite au cône AQ est plus grand que la
circonférence de’la base du cône AQ-, qui est
égal à un des côtés F G de l’angle droit du trian-

gle rectangle EF G , et la perpendiculaire menée
du sommet de la pyramide sur un côté de sa base
est plus grande que le côté du cône AQ qui est
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égal à l’autre côté’de l’angle droit : donc la sur;

face de la pyramide circonscrite au cône AQ,
sans y, comprendre sa hase , est plus grande que
le triangle rectangle EFG; mais nousmns sur
posé que le rectangle EFG est égal à la
surface convexe du cône H’Q z donc la surface

de cette pyramide , sans y comprendre sa base ,
est plus grande que la surface. convexe du cônes
H’Q ; mais au contraire la surface de cette pyru-
mide estplus petite que la surface du côneH’ Q;

ce est impossible : donc le triangle rectangle
EFG n’est pas plus grand que la surface conu-
vexe du cône AQ; mais nous avons démontré
que ce triangle n’est pas, plus petit : donc le-
triangle recrangle’ EFG est égal à la surface-

cenvexe du cône AQ. r a . .
Donc la. surface convexe du cône droit, sans

y comprendre sa base, est égale à un triangle
rectangle dont un des côtés de l’angle droit est

égal à la circonférence de la base de ce cône et
dont l’antre l côté de l’angle droit: est égal au

côté de ce meute cône ; ce qu’il falloit. dé-

montrer. a I
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PROPOSITION XIX.
Tnioaimz.

La sedion de la surface convexe d’un cône droit

, ou oblique par un plan parallèle à sa base est

une circonférence de cercle. ’

Coupez le cône AB’RC 229) par un plan
FSG parallèle à la base BRC : je dis que la
section FSG de la surface convexe de ce cône
par ce plan est une circonférence de cercle.
- t Du centre Ode la base du cône menez autant
de rayons que vous voudrez OB, OR, et par
l’axe A0 et par les rayeras 0B, OR conduisez
les plans AOB, AOR, les sections AB, AR
de la surface convexe du cône par ces plans
seront des lignes droites , car les lignes AB, A R
se confondent nécessairement avec la droite
génératrice de la surface convexe du cône ,
lorsque cette droite a une des positions AB, AR.
Le plan BRC étant parallèle au plan FSG, les
sections 0B, PF de ces deux plans par le plan
AOB seront deux droites parallèles : donc les
deux triangles A0 B, APF sont semblables:
donc l’axe A0 est à l’axe AP comme le rayon.

0B est au rayon PF. On démontrera de la même
manière que l’axe A0 est à l’axe AP comme le

r
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rayon 0R est au rayon .PS : donc le rayon DE
est au rayon PF comme le rayon OR est au
rayon P5: donc , en échangeant les plans des
moyens , le rayon 0B est au rayon 0R.comme
le rayon PF est au rayon PS; mais le rayon OB
est égal au rayon 0R : donc le rayon PF est
égal au rayon P5. On démontrera , de la même

manière , que toute autre section du plan FSG
par un plan qui passe par l’axe est égale à chas-

cnne des droites PF , PS : donc la section de
la surface convexe du cône ABRC par un plan
parallèle à la hase de ce cône est une circon-
férence de cercle.

Donc la section de la surface convexe d’un
cône droit ou oblique , par un plan parallèle à
sa base, est une circonférence de cercle; ce
qu’il falloit.démontrer.
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PROPOSITION XX.
ruionènn.

La’swface convexe d’un tronc de cône droit à bases

parallèles est égale à un rectangle qui a pour
hauteur une droite égale au côté du tronc et pour.

base une droite égale à la circonférence qui

résulte de la section de la surface convexe de
ce tronc par un plan parallèle aux Jeux buses
et mené à égale distance de ces Jeux bases.

. Soit le tronc du cône droit BD.(fig. 229) dont
les bases BRC, ETD sont parallèles : je dis que la

surface convexe de ce tronc de cône est égale
à un rectangle qui a pour hauteur le côté DC
du tronc BD et pour base une droite égale à la
circonférence qui résultede la section de la
surface convexe de ce tronc par un plan pa-
rallèle aux deux bases et mené à égale distance

de ces deux bases. -
Complétez le cône ABRC; sur le côté AC et

au point C élevez la perpendiculaire CH; faites
la droite C H égale à la circonférence de la base

BRIC; menez la droite AH, et par le point D’
menez la droite DK parallèle à la droite CH.

Puisque les triangles AOC , AQD sont sem-
lilables , la droite AC sera à la droite AD connue
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le rayon OC est au rayon Q D. Mais les circonfé-

rences sont entr’elles comme leurs rayons : donc
la droite AC est à la droite A15 comme la cir-
conférence BEC est à la circonférence ETD;

et à cause que les triangles ACE, ADK sont
semblables , la’droite AC est à la droite AD
comme ladroite CH est àla droite DE : donc la
circonférence BRC est à la circonférence ETD

comme la droite CH està la droite DIS: donc en
échangeant les places des moyens , la circon-
férence BRC est à la droite CH comme la cir-
conférence ETD est à la droite DK; mais la
circonférence BRC est égale à la droite CH,
par supposition : donc la circonférence ETD
est égale ’à la droite DK. Mais la surface con-

vexe dn cône total ABRC est égale au triangle

rectangle total ACH et la surface convexe du
cône AETD est égale au triangle rectangle ADK:

donc la surface convexe du tronc de cône BD est
égale au trapèze restant DCHK. Du milieu de la

droite DC menez la droite GL parallèle à l’une

ou à l’autre des bases parallèles DK, CH; par le

point L , où la droite CL rencontre le côté KH,
conduisez droite MN parallèlenau côté DC,
et prolongez la droite DK jusqu’à ce qu’elle ren-

contre la droite MN au point M. Puisque, par
construction, la droite DC est perpendiculaire



                                                                     

A LA même D’EUCLIDE; 497
sur la droite CH, la droite DC sera égale à la
distance des deux bases parallèles DK , CH; et
puisque la droite GL est égale à la droite CN, le

trapèze DCHK sera égal au rectangle DCN M.
Mais nous avons démontré que la surface con-
vexe du tronc de cône BD’eSt égale au trapèze

DCHK : donc la surface convexe du tronc de
cône BD est égale au rectangle DCNM. Nous

démontrerons que la circonférence FSG est
égale à la droite GL, de la même manière que
nous avons démontré que la circonférence ETD

est égale à la droite DK : donc la surface con-
vexe du cône BD est égale à un rectangle
a pour base une droite égale à la circonférence

FSG et pour hauteur la droite DG;
Donc la. surface convexe du tronc de Cône

droit à bases parallèles est égale à un rectan-
gle qui a pour hauteur une droite égale au côté

du tronc de cône et pour base une droite égale
à la circonférence’deï cerèle qui résulte de la

section de la surface convexe du tronc de cône
par un plan parallèle aux deux bases et mené
à égale distance de ces deux bases; ce qu’il

falloit démontrer. l

il
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PROPOSITION XXI.
I THÉORÈME.

La swface convexe d’un cône droit est égale à

un rectangle qui a pour hauteur une droite égale
au côté de ce cône et pouribase une droite égale

à la circonférence décercle qui résulte de la

section de la surface connexe du cône par un
plan parallèle à la base du cône et mené par

élémi-lieu de son côté. I
son un cÊme droit une (fig. 229) : je dis

que la surfaçe convexe du cône ABRC est égale

à un rectangle qui a pour hauteur une droite
égale au côté de ce cône et pour base une droite

égale àgla circonférence de Cercle qui résulte de

la section: de sa surface convexe par un plan ,
parallèleà sa hase et mené par lemilieu de son

côté AC. l A , y , ,
sur le côté AC et au point C élevons une

perpendiculaire CH, faisons cette droite égale
à la circonférence de la base du cône et menons

la droite AH. . . -. ’ I
A Puisque nous avons démontré que la surface

convexe d’un cône droit est égale à un triangle

’ rectangle qui a pour base une droite égale à la

circonference de sa base et pour hauteur une
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droite égale au côté de ce cône , le triangle ACH

Sera égal à la surface convexe du cône ABRCi

Du milieu de la droite AC menons la droite
DK; nous démontrerons,- conune dans la pro-
position précédente , que la droite DK est égale

à la circonférence ET D.

Puisque les deux triangles ACH , ADK sont
semblables et que le côté AC est double du côté

AD, le côté’CH sera double du côté DK : donc

le triangle ACH est égal à un rectangle qui a
pour base la droite DK et pour hauteur la
droite AC , parce qu’un triangle est égal à un"

rectangle qui a la même hauteur que ce triangle
et qui a pour base une droite égale à la moitié
de la base de ce mêmeitriang’le. Mais le trian-

gle ACH est égal à la surface convexe du cône

droit ABRC : donc le rectangle a pour
base la droite DIS et pour hauteur la droite AC
est aussi égal à la surface convexe du cône
droit ABRC; mais la base de ce rectangle est
égale à la circonférence ETD ét’la hanteur de

ce même rectangle est égale au côté de ce cône!

Donc la surface convexe d’un cône droit est
égale à un reCtangle qui a pour hauteur une
droite égale au côté de ce cône et pour base
une droite égale à la circonférence de cercle
qui résulte de la section de sa surface convexe

a?
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par un plan parallèle à sa base et mené par
le milieu de son côté; ce qu’il falloit de-

montrer r -
PROPOSITION XXII.

rafiontnn.
Un cône droit ou oblique est la troisième partie

d’un cylindre qui a la même base et la même

hauteur que ce cône.

Soient le cône AQ (fig. 226.) et le cylindre AQ

oyant la même base et le même axe : je dis que
le cône AQ est la troisième partie du ’eylinu

dre AQ. rCar si le tiers du cylindre AQ n’est pas égal

au cône AQLle tiers de ce cylindre sera plus
peut ou plus grand que le cône AQ. Supposons
d’abord que le tiers de ce cylindre soit plus petit
que le cône AQ , et qu’il soit égal à un cône plus

petit, au cône HQ, par exemple. Dans la cir-
conférence de la base du cône AQ inscrivons
un polygone régulier nant les côtés ne touchent

pas la circonférence de la base du cône H Q, et
imaginons que ce polygone régulier soit la base

- d’un prisme inscrit dans le Cylindre AQ et d’une

pyramide inscrite dans le cône AQ.

anynmideimcriteoansle cône AQ est
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égale au tiers du prisme inscrit dans le cylindre
AQ; mais le prisme inscrit est pluspetit que le
cylindre AQ : donc la pyramide inscrite est plus
petite que le tiers du cylindre AQ; mais le tiers
du cylindre AQ est égal au cône HQ , par suppo-

sition : donc la pyramide inscrite est plus petite
que le cône HQ; mais au contraire cette pyra-
mide est plus grande , puisqu’elle le contient;
ce qui est impossible : donc le tiers du cylin-
dre AQ n’est pas plus petit que le cône AQ.

Je dis à présent que le tiers du cylindre AQ
n’est pas plus grand que le cône AQ; car sup-
posons que le tiers du cylindre AQ soit égal a
un cône plus grand, au cône H’Q, par exem-
ple; autour de la base du cône AQ décrivons
un polygone régulier dont les côtés ne rencon-
trent point la base du cône H’Q, et imaginons
que ce polygone régulier soit la base d’un
prisme circonscrit au cylindre AQ et d’une py- q

ramide circonscrite au cône AQ; la pyramide
circonscrite est égale au tiers du prisme cira
conscrit; mais le prisme circonscrit est plus
grand que le cylindre AQ : donc la pyramide

circonscrite est plus grande que le tiers du ey-
lindre AQ; mais le tiers du cylindre AQ estv
égal au cône H’Q, par supposition : doneela

pyramide circonscrite est plus grande que le
5
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cône H’Q ; mais au contraire cette pyramide est.

plus petite que ce cône , puisque le cône con-

tient cette pyramide; ce est impossible :
donc le tiers du cylindre AQ n’est pas plus grand

que le cône AQ; mais nous avons démontré.
qu’il n’est pas plus petit : donc le tiers du cylin-

dre AQ est égal au cône AQ.

Donc un cône droit ou oblique est le tiers
d’un cylindre a la même base et le même
axe que ce cône; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE t.
Puisque les cylindres ont des bases égales

sont entr’eux comme leurs hauteurs, et que les
cylindres qui ont des hauteurs égales sont entre
eux comme leurs bases, et parce qu’un cône
est le; tiers d’un cylindre a la même base et
le même axe que ce cône , et que les tiers sont
proportionnels aux tous; il est évident que les
cônes qui ont des bases égales sont entr’eux

comme leurs hauteurs, et que ceux qui ont des
hauteurs égales sont entr’eux comme leurs bases .

COROLLAIRE Il.
Puisque les cylindres semblables sont entre

eux c0mme les cubes des diamètres de leurs
bases, et parce que les cônes semblables sont
les. tiers de cylindres semblables qui ont les
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mêmes bases et les mêmes axes , il est encore
évident que les cônes semblables sont entr’eux

c0mme les cubes des diamètres de leurs bases.

PROPOSITION XXIII.
Tuéouizma.

Si un demi-polygone régulier d’un nombre pair

de côtés tourne autourde son diamètre, la sur-

face décrite par un certain nombre de côtés de

ce demi-polygone est égale à un rectangle qui
a pour base une droite égale à la circonférence

inscrite dans le demi-polygone et pour hauteur la.

portion du diamètre interceptée pardeux droites

qui lui sont perpendiculaires et qui comprennent
les côtés qui ont décrit cette surface; et la sur-
face décrite par tous les côtés du demi-polygone

. est égale à un rectangle qui a pour base une
droite égale à la circonférence inscrite dans ce

demi-polygone et pour hauteur le diamètre de
ce même polygone.

Soit ABCDEFG (fig. 250) un demi-poly-
gone régulier dont la droite AG est le diamètre.

et le point H le centre; du centre H menez la
perpendiculaire HK sur un des côte’SCB de ce

demi-polygone , et des points B et E menez les
droites BM, E0 perpendiculaires sur le dia.-

4
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mètre AG : je dis que la surface décrite par les.
côtés Et:l CD, DE est égale à un rectangle
qui a pour base une droite égale à la circon-.-.
férence inscrite et pour hauteur la droite M0:
je disde plus que la surface décrite-par tous
les côtés du demi-polygone est égale à un
rectangle qui a pour base une droite égale à
la circonférence. inscrite et pour hauteur le
diamètre AG.

Du point C et du milieu du côté CB menez
les droites ON , KL perpendiculaires sur le dia-
mètre AG, et du point B menez aussi une droite

BQ perpendiculaire sur la droite CN. .
Le triangle HKL est Semblable au triangle

BCIQ; en effet; ces deux triangles ont chacun
un angle droit en L et en Q; l’angle HKL avec
l’angle BKL est égal à un angle droit; mais,
l’angle BCN est égal à l’angle BEL :donc l’an-.

gle BEL avec l’angle BCN est égal à un angle

droit; mais l’angleKHL avec l’angle HKL est

aussi égal à un angle droit : donc les deux angles

KHL ,. B N sont égaux entr’eux : donc. les
deux triangles HKL, BCQ ont deux angles
égaux chacun à chacun : donc ils sont sein-g
blables z) donc la droite HK est à la droite KL
comme la droite CB est à la droite BQ ou à la
droite MN qui lui est égale. mais les CiljÇQLÀ-t
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férences sont proportionnelles à leurs rayons :
donc la circonférence qui a pour rayon la droite
HK est à la circonférence qui a pour rayon la
droite KL comme la droite CB est à la droite
MN; mais lorsque quatre droites sont propor-
tionnelles , le rectangle compris sous les deux
droites extrêmes est égal au rectangle compris

tous les deux droites moyennes : donc le rec-
tangle compris sous la droite MN et sous une.
droite égale à la circonférence a pour rayon
la droite H K est égal au rectangle compris sous
le côté CB et sous une droite égale à la cir-

conférence qui a pour rayon la droite KL;
mais le rectangle compris sous le côté CB et
sous une droite égale à la circonférence a
pour rayon la droite KL est égal à la surface
convexe du tronc de cône décrit par le côté

CB : donc le rectangle compris sous la droite
MN et sous une droite égale à la circonférence

qui a pour rayon la droite HK est égal à la
surface convexe du tronc de cône décrit par le
côté C B. On démontrera , de la même manière,

que chacune des surfaces des troncs de cône
et des pyramides décrites par les autres côtés

AB, CD, DE, EF, FG est égale à un rectan-
gle compris sous la portion du diamètre inter-,-
cepté par les deux perpendiculaires qui com-g

i l
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prennent chacun des côtés AB, CD, DE, EF,
F G et sous une droite égale à la circonférence

qui a pour rayon la perpendiculaire menée du
centre sur. chacun des côtés AB , C D, DE;
EF, F G. Mais les perpendiculaires menées du
centre du polygone régulier sur les côtés de ce

polygone sont égales entr’clles : donc les cir-

conférences qui ont pour rayons ces perpendi-
culaires sont aussi égales entr’elles, et par con-
séquent égales à la circonférence inscrite dans

le demi-polygone régulier ABCDEFG : donc
la surface convexe d’un tronc de cône décrite

par un côté quelconque du demi-polygone est
égale à un rectangle compris sur la portion du

diamètre interceptée par les deux droites
lui sont perpendiculaires et qui comprennent
ce côté, et sous une droite égale à la circonfé-

rence inscrite : donc les trois surfaces de troncs
de cône décrites par les trois côtés BC , CD,

DE sont égales à trois rectangles ont pour
bases des droites égales chacune à la circonfé-

rence inscrite et pour hauteur les droites MN ,
N H, HO; mais ces trois rectangles sont égaux
à un seul rectangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence inscrite et pour hau-
teur la droite M0 , c’est-à-dire la portion du
diamètre interceptée par les deux droites BM,
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E0 qui lui sont perpendiculaires et qui com-
prennènt les côtés BC , CD, EF : donc, par la

même raison, la somme des surfaces convexes
des troncs de cône et des deux pyramides dé-
crites par tous les côtés du demi-polygone est
égale à un rectangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence inscrite et pour hauteur

le diamètre du polygone.
Donc si un demi-polygone régulier d’un nom-

bre pair de côtés tourne autour de son dia-
mètre , la surface décrite par un certain nom-
bre de côtés de ce demi-polygone est égale à

un rectangle qui a pour base une droite égale à
la circonférence inscrite et pour hauteur la por-
tion du diamètre interceptée par deux droites

qui lui sont perpendiculaires et compren-
nent les côtés qui ont décrit cette surface; et
la surface décrite par tous les côtés du demi.
polygone est égale à un rectangle qui a pour
base une droite égale à la circonférence ins-
crite et pour hauteur le diamètre de ce demi-
polygone; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXIV.

ruiontun.
La surface d’une sphère est égale à un rectangle

qui a pour base une droite égale à la circon-
férence d’un grand cercle de la sphère et pour

hauteur une droite égale à son diamètre.

Soit une sphère qui ait pour diamètre la droite

AB (fig. 35x) et pour centre le point C : je dis
que la surface de la sphère a pour diamètre
la droite AB est égale à un rectangle Q qui a.
pour base une droite égale à la circonférence
d’un grand cercle de cette sphère et pour bang

teur une droite égale à son diamètre.
Car si ce rectangle n’est pas égal à la surface

de la sphère a pour diamètre la droite A8,
ce rectangle sera égal à la surface d’une Sphère

plus petite ou à la surface d’une sphère plus
grande. Supposons d’abord que ce rectangle
soit égal à la surface d’une sphère concentrique

plus petite, a celle, par exemple, a pour
diamètre la droite KM.

Faisons passer un plan par le diamètre AB,
les sections des sphères qui ont pour diamètres
les droites AB, KM par ce plan donneront les
deux demi-cercles ADEFGHB, KLM; car-
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les droites menées du centre d’une sphère à la

section de sa surface par un plan qui passe par
son centre sont égales chacune au rayon de
cette sphère. Dans la demi-circonférence dont

A3 est le diamètre inscrivons un demi-poly-
gone régulier dont les côtés soient en nombre

pair et ne touchent point la circonférence du
demi-cercle KLM. Supposons que ce demi-
polygone fasse une révolution autour du dia-
mètre AB; le contour’de ce demi-polygone ré-

gulier décrira une surface égale à un rectangle

qui aura pour base une droite égale à la cir-
conférence inscrite dans ce demi-polygone ré-

gulier et pour hauteur une droite égale au
diamètre A8; mais le rectangle qui a pour base
une droite égale à la circonférence inscrite dans

le demi-polygone ADEF GHB et pour hauteur
une droite égale au diamètre AB est plus petit
que le rectangle Q qui a pour base une droite
égale à la circonférence ADEFGHB (zircons-t

crite à ce demi-polygone régulier et pour hau-
mur le diamètre AB, parce que ces deux rec-
tangles ayant des hauteurs égales , le premier a
une base plus grande que celle du second : donc
la surface décrite par le contour du demi-poly-
gone inscrit est plus petite que la surface de la
sphère décrite par le demi-cercle KLM , c’est-
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à-dire quenla surface de la sphère qui a pourIF
diamètre la droite KM, parce que nous avons t
supposé que le rectangle Q étoit égal à la sur-n

face de cette sphère; mais au contraire la sur-
face décrite par les côtés du demi-polygone
inscrit est plus grande que la surface décrite par
la demi-circonférence KLM, c’est-à-dire que

la surface de la sphère qui a pour diamètre la
droite KM, puisque le contour de ce demiw
polygone est plus grand que la demi-circonfé-
rence KLM; ce’qui est impossible : donc le»
rectangle Q n’est pas .plusvpetit que la surface i

de la Sphère dont AB est le diamètre. t
Supposons en second lieu que le rectangle Q

soit égal à la surface d’une’sphère concentri-t

que plus grande que celle dont le diamètre est
la droite AB et qu’il soit égal ,t par exemple , à

la surface de la sphère dontvle diamètre est la-

droite K’M’u I s "
Faisons passer un plan par le diamètre K’ M’ ;

les sections des sphères dont les diamètres sont
les droites .AB , K’ M’ par ce plan donneront les a

deux demi-cercles ADEFGHB , .K’ L’M’. Cir- i

conscrivons au demi-cercle dont AB est-le dia--
mètre un demi-polygone régulier dont les côtés

soient en nombre pair et ne rencontrent pas
la demi-circonférence K’ L’ Ml, et’supposons
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que ce demi-polygone fasse une révolution
autour du diamètre A’B’.

Le contour de ce demi-polygone régulier dé-

crira une surface égale à un rectangle qui aura
pour base une droite égale à la’circonférence
ADEFGHB et pour hauteur le diamètre A’B’;

mais le rectangle qui a pour hase une droite
égale à la circonférence ADEFGHB et pour
hauteur une droite égale au diamètre A’B’ est

plus grand que le rectangle Q a pour base
une droite égale à la circonférence ADEFGHBt

et pour hauteur une droite égale à la droite AB ,1

parce que ces deux rectangles ayant des hases
égales, le premier a une hauteur plus grande
que celle du second : donc la surface décrite
par le contour du demi-polygone circonscrit est
plus grande que la surface de la sphère décrite
par le demi-cercle K’ L’ M’, parce que nous avons

supposé que le rectangle Q étoit égal à la sur-

face de cette sphère. Mais au contraire la sur-
face décrite par le contour, du demi-polygones
circonscrit est plus petite que la surface dé-
crite par la demi-circonférence K’L’SM’ , c’est:-

à-dire que la surface de la :sphère’qui a pour
diamètre la droite K’ M’, puisque le contour du

demi-polygone circonscrit est plus petit que las
demi-circonférence K’L’M’ ; ce qui est impos-w
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Bible : donc le réctangle Q n’est pas plus grand

que la surface de la sphère qui a pour dia-’
mètre la droite AB; mais nous avons démontré

que le rectangle Q n’est pas plus petit que la
surface de cette sphère : donc le rectangle Q
est égal à la surface de la sphère a pour
diamètre la droite A3.

Donc la surface d’une Sphère est égale à un

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence d’un grand cercle de cette sphère

et pour hauteur le diamètre I de cette même

sphère. V. c o a o 1. 1. A l a r.
Il suit évidemment de là que la surface de la

sphère est égale à-lasurface convexe du cylindre

droit lui est circonscrit. En effet , la surface
d’un cylindre droit est égale à un rectangle a
pour base une droite égale à la Circonférence de

la base de ce cylindre et pour hauteur une droite
égale à la hauteur de ce même cylindre; mais la

circonférence de la base du cylindre circonscrit
est égale à la circonférence d’un grand cercle de

la sphère et la hauteur du cylindre égale au dia-
mètre de la sphère : donc la surface convexe du
cylindre circonscrit est égale à un rectangle qui
a pour hase une droite égale à la circonférence?

de la sphère inscrite et pour hauteur une droite
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égale au diamètre de cette même sphère: donc

la surface convexe du cylindre circonscrit est
égale à la surface de la sphère inscrite e donc la

surface de la sphère est égale à la surface con-

nexe du cylindre qui lui est circonscrit.

PROPOSITION XXVu
marouflait.

La surface convexe d’un segment sphérique est

égale à un rectangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence d’un grand cercle de

la sphère et pour hauteur une droite égale à la

hauteur du segment sphérique.

Soit un segment sphérique dont la surface
convexe soit décrite par l’arc ADE (fig. 25r)

pendant que le demi-cercle ADEFGHB fait
une révolution sur son diamètre AB : je dis que
la surface convexe de ce segment est égale à
un rectangle R qui a pour base une droite égale
à la circonférence d’un grand cercle et pour
hauteur une droite égale à la hanteur AN du’

segment sphérique. t
Car si le rectangle R n’est pas égal à la sur--

face convexe de ce segment sphérique , ce rec-
tangle sera plus petit ou plus grand. Supposons
d’abord qu’il soit plus petit et qu’il soit égal in

i K k
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la surface convexe d’un segment Sphérique sem-

blable d’une sphère plus petite; savoir , à la sur-

face convexe d’un segment sphérique semblable

.de la sphère dont le diamètre est la droite KM
et qui a le même centre que la sphère où se
trouve le segment décrit par l’arc ADE.
. Par le diamètre AB et par l’arc ADE faisons

passer un plan; la section de la sphère qui a
pour diamètre la droite KM , par ce plan , don-
inera le demi-cercle KL M. Menons la droite
EC; il est évident que le segment sphérique
dont la surface convexe est décrite par l’arc KL

sera semblable au segment dont la surface con-
vexe est décrite par l’arc ADE.

Dans l’arc ADE inscrivons une portion de
polygone régulier dont les côtés ne touchent
point l’arc KL; cette portion de polygone ré-

. gulier , en faisant une révolution autour du dia-
mètre AB , décrira une surface égale à un rec-

tangle a pour base une droite égale à la
circonférence inscrite dans cette portion de
polygone et pour hauteur une droite égale à la
droite AN; mais le rectangle qui a pour base
une droite égale à la circonférence inscrite et
pour hauteur une droite égale à la droite AN

est plus petit que le rectangle R, qui a pour
base une droitegégale à la circonférence dont



                                                                     

A LA néon. D’EUCLIDE. .515
le diamètre est la droite AB et pour hauteur une
droite égale à la droite AN , parce que ces deux
rectangles ayant la même hauteur , le premierl
a une base plus petite que celle du second. Mais
le rectangle R est égal, par supposition, à la
surface convexe du segment sphérique décrite
par l’arc KL : donc la surface décrite par le

contour de la portion du polygone régulier
inscrit dans l’arc ADE est plus petite que la
surface convexe du segment sphérique décrite
par l’arc KL; mais, au contraire, la surface
décrite par cette portion du polygone régulier

inscrit est plus grande que la surface du seg-
ment sphérique’décrite par l’arc KL, parce que

le contour de la portion du polygone régulier
inscrit dans l’arc ADE est plus grand que l’arc

KL; ce qui est impossible : donc le rectangle R
n’est pas plus petit que la surface du segment
sphérique décrite par l’arc ADE.

Supposons en second lieu que le rectangle R
soit plus grand que la surface convexe du seg-

.meut sphérique décrite par l’arc ADE et qu’il

soit égal à la surface convexe d’un segment
sphérique semblable d’une sphère plus grande;

savoir , à la surface d’un segment sphérique

semblable de la sphère dont le diamètre est la
droite K’ M’ et qui a le même centre que la

a
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sphère ou se trouve le segment décrit par l’arc

ADE. g s* Par le diamètre K’M’ et par l’arc ADE fai-

sons passer un plan; la section de la sphère qui
a pour diamètre la. droite K’M’ par ce plan
donnera le demi-cercle K’ L’ M’. Menons la

droite CE et prolongeons-la jusqu’à ce qu’elle

rencontre la demi-circonférence K’ L’ M’ au

point L’; il est évident que le segment sphé-

rique dont la surface convexe est décrite par
l’arc K’ L’ sera semblable au segment dont

surface convexe est décrite par l’arc ADE.

Circonscrivons à l’arc ADE une portion de
polygone régulier dont les côtés ne rencontrent
point l’arc K’L’; du point E’ menons la droite

E’O perpendiculaire sur le diamètre K’ M’, et

du point E la droite El perpendiculaire sur la
droite E’O. Le Contour de cette portion de poly-
gone régulier , en faisant une révolution autour
du diamètre A’B’, décrira une surface égale à

un rectangle dont la base sera égale à la circon-
férence du cercle ADEFGHB , et dont la hau-
teur sera la droite A’O. Mais’la circonférence

ADEFGHB a pour diatnètre la droite AB
est égale à la-hase du rectangle R et la droite
A’O est plus grande que la hauteur AN de ce
même rectangle; car la droite A’A est égale à
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[hypoténuse E’E’ du triangle rectangle E’ El;

maisrlÎhypoténuse EÎE est plus,grande que le
côté IE1 qui est égal à la droite ON :donc la
droite;A’A est plus grande que la droite ON :

donc le droite A0 avec ladroite A’A est plus.
grande que la droite A0 avec droite. ON è
donc la droite A’ 0 est plus grande que [adroite

A N :- doncle rectangle a pour baselune droite
égale à la circonférence dontle diamètre est la

droite A3 et hauteur la droite A? O est plus
grand que le rectangle R qui a pour base une
droite égale à la circonférence doutlle diamètre

est la droite AB et pour hauteur une droite égale

à la droite ANLparce e ces deux rectangles.
ayant la même hàse’, le premier-a une hauteur

plus grande que celle, du second. Maisle rec-v
tangle R est par suppositionégal à la surface com
vexe duècgmentspliériquedéèritepar l’arc K’Ll :

’doncla surface décrite parkcmdmr dola por-
*tion du’polygorie régulier cirèoDScrir à l’arc ADE.

est plus grande que la surfine convexe du seg-
ment décrite par-l’arc K’L’; niaisait contraire la

surface décrite parle contour de cette portion
de polygone régulier est pluspetite que la sur-
face dusegment sphérique décrite par l’arc K’L’,

parce que le contour de la portion de ce poly-
gone régulier circonscrit à l’arc ADE est plus

5



                                                                     

5’8 SUPPLÉMENT
petit que l’arc K’ L’; ce est impossible :

donc le rectangle R n’est pas plus grand que la
surface du segment sphérique décrite par l’arc

ADE ; maisnous avons démontré qu’il n’est

pas plus petit : donc le’rectangle R lesrégal à
la surface connivente du segment décrite par l’arc

ADE. I t t I a ’Donc la surface convexe d’un segment sphé-

rique est égale àun recmngle quia pour base une
droite égale à la circonférence d’un grand cercle

et pour hauteur une droite égale à la hauteur
du segment sphérique; ce qu’il falloit démon.

trer. I I i in i I l
PROPO 511*le XXYI.

T n à cette z.
puna; R ,1., ’ V .La surface d’une zone est égale (tu: rectangle qui

a pour base une droite égalelàla cinonjërenœ

d’un grand cet-clade la sphère et pour hauteur
une droite égale à la portion d’un diamètre iu-

.tcrceplé par Jeux droites qui lui sont perpqlh
diculaires et qui embrassent cette zone.

Soit lazone décrite par l’are’EG ( fig. 251);

des extrémités de l’arc’EG menez les deux

droites EN, GP’pe’rpendiculnires sur: le dia-
mètre AB : je. dis que la surface de la zone dé-
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crite par l’arc EG est égale à un rectangle qui a

pour hase. une droite légale à la circonférence

dont la droite AB est le diamètre et pour liait-I
teur la droite NP.

Puisque la surface convexe du segment sphé-
rique décrite par l’arc ADEFG est égale à un

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence dont le diamètre est la droite AB,

et pour hauteur la droite AP et que la surface
du segment sphérique décrite par l’arc ADE est

égale à un rectangle quia pour hase une droite
égale à la circonférence dont la droite AB est le

diamètre et pour hauteurlu droiteA N, il est évi-

dent que la différence des surfaces convexes de
ces deux segmens sphériques sera égale à la dif-
férence de ces deux rectangles qui ont la même
base ; mais la différence des surfaces convexes de
ces deux segmens sphériques est égale à la zone

décrite par l’arc EFG et la différence de ces deux

rectangles est égale à un rectangle qui aponr
hase une droite égale à la circonférence dont la

droite AB est le diamètre et pour hauteur la diffa;
rence des droites A P , A N , c’est-à-dire la droite

NP 5 mais la droite NP est la portion du diumètm

intercepté par les droites EN , GP qui lui sont
perpendiculaires et qui com prennent l’arc EEG z
(1an la surfacede la zone décrite par l’arc EFG.

I
’l.
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est égale à la surface d’un rectangle a pour.
base une droite égale à la circonférence dom
la droite AB estvle diamètre et pour hauteur la
portion du diamètre intercepté par les deux
droites EN , GP qui lui sont perpendiculaires
et qui comprennent l’arcEFG. A i

Donc la surface d’une zone est égale à un

rectangle a pour hase une droite égale à la
circonférence d’un grand Cercle de la sphère

et pour hauteur une droite égale à la portion
d’un diamètre intercepté par deux droites qui

lui sont perpendiculaires et embrassent cette
zone; ce qu’il falloit démontrer.

’ PROPOSITION XXVIL

Tutontmr.
Les surfaces des sphères sont entr’elles comme les

quarrés de leurs diamètres.L

Soient deux sphères’ABCD, FGHK (fig. 227);

je dis que ces deux sphères sont entr’elles comme

les quarrés de leurs diamètres AC , PH.
En efl’ et , la surface de la sphère est égale à un

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence d’ un grand cercle et pour hauteur
le diamètre de ce grand cercle ; et la surface d’un

grand cercle est égale à un triangle rectangle dont
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un des côtés de l’angle droit est égal à la circon-

férence , et dont l’autre côté de l’angle droit est

égal à son rayon; mais ce triangle rectangle est
égal à un rectangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence de ce grand cercle et

pour hauteur le quart du diamètre :donc la
surface de la sphère est quadruple d’un grand
cercle : donc la surface de la sphère est égale
à quatre grands cercles :’ donc la surface de la
sphère ABCD est à la surface de la sphère FGHK.

comme quatre grands cercles de la première
sphère sont à quatre grands cercles dela seconda;

ou comme un grand cercle de la première est
à un grand cercle de la seconde. Mais ces cer-
cles sont entr’enx comme les quarrés de leurs
diamètres, et le diamètre ddun grand cercle est.
le même que le diamètre de la sphère : donc.
les surfaces des sphères ABCD, FGHK sont.
entr’elles comme les quarrés de leurs. diamètres.

Donc les surfaces des sphères sont entr’elles

comme les quarrés de leurs diamètres; ce qu’il
falloit démontrer.
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PROPOSITIOPfv XXVIII.
THÉORÈME.

Deux sphères concentriques étant données , on

peut inscrire dans la plus grande un polyèdre
dont les; faces ne touchent point la circonfé-
rence de la plus petite.

Imaginons deux sphères qui nient le même
centre A 220) 2 je dis qu’on peut inscrire
dansla plus grande sphère un polyèdre dont
les faces ne touchent point la surface de la plus

petite; a vFaites passer un plan quelconque par le centre
de ces sphères, les sections’seront des grands
cercles de la sphère. Supposons en conséquence

que BC DE soit un cercle de la plus grande-
sphère et que FGH soit un cercle de la plus
petite ; menons les diamètres B D , C E de
manière qu’ils soient perpendiculaires l’un Sur

l’autre. Les deux cercles BCDE, FGH ayant»
le même centre , décrivons dans le plus grand
BC DE un polygone dont les côtés soient égaux

et pairs en nombre et ne touchent point le plus
petit cercle FG H ; que les côtés de ce polygone
qui sont dans le quart de cercle B E soient B K ,
KL, LM, ME; menons le rayon KA que nous
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prolongerons vers N ; aulpoint A et sur’le plan

du cercle BC DE élevons la perpendiculaire
A0 rencontrera la Surface de la sphère au
point O , et par la droite AO- et par chacune
des droites BD, KN conduisons deux plans;
ces deux plans produiront deux grands cer-
cles dans la surface de la sphère. Supposons
qu’on ait ces deux grands cercles et que BOB,

KQN en soient les moitiés, et que BD, KN
en soient les diamètres. Puisque la droite 0A
est perpendiculaire Ï sur le plan du carde
BC DE, tous les plans qui passeront par cette
droite A0 seront perpendiculaires Sur le plan
du cercle BCDE : donc les demi-cercles BOB,-
KO N sont perpendiculaires sur ce même plan;
et puisque les demi-cerclèsBED, BO D; KON
sont égaux, car leurs diamètres-E0, BD ç KN
sontégaux entr’euxl, les quartsde leurs circbn-

férences BE, B0, K0 serontégata entr’etixè:

donc les quarts de cercle BD, K0 contien-
dront chacun autant de ’côtés du polygone ins-

crit que le quart de. cercle DE, et les côtés
contenus dans les qdarts de cercles BO, K0
seront égaux aux côtés BK , KL, IL M-,’MIE ,

’chacnn à chacun. Menons [les cordes BP; PQ’,

-QR, R0, K5, 5T, TV, YOA et les-droites
SP, TQ, VR. Des points P, S abaissons des
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perpendiculaires sur le plan du cercle BCDE;
ces perpendiculaires tombèrent sur les com-
uranes sections BD, KN des plus. des demi-
cercles BOD, KON, puisque ces plans sont;
perpendiculaires. sur le plan du cercle BCDE ,
par construction ; que Ces perpendiculaires tout,
hem donc sur ces communes. sections et que.
ces perpendiculaires soient PX, SY ;: menez
la droite XY. Puisqu’On a les arcsségaux
BP , K5 dans les demi-circonférences-e’gales.

BOB», KON et: que les droites PX, SY sont
perpendiculaires sur les diamètres BD , EN ,
la droite.PX, sera régale à la droite SY et la
droite BX égale à]: droite KY. Mais la droite-
totale BA est légale à la droite totale KA»: donc

la droite restante Mien égale à la droite res-
tante Tlg’donc DX4250 à X1 comme KY est
àYA x donc la droite XY-cst’parallèle à ladroite

En a et puisque» chacunedes.droitesPX,-SY est
perpendiculaire sur le plan du cercle BCDE , la
droite PXïsera parallèle à la droite SY; mais on
a démontré que cesdroites sont légales: donc
les droites YX, SP sonte’gales et parallèles;
et puisquela droite YÎX. est parallèle à la droite

5P et à la droite K8 , la droite. spam parallèle
à la droite KB (prop. 9. Il); mais ces droites
sent jointes par les droites BP, K5 : donc le
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quadrilatère KBPS est, dans un seul plan , car
si deux droites sont parallèles et si dans cha-
cune de ces droites on prend des points quel-
conques , les droites joignent ces points
sont dans le même plan que ces parallèles. On
démontrera de la même manière, que la droite

TQ est parallèle à la droite SP et la droite VR
parallèle à la droite TQ : donc chacun des
quadrilatères SPQT, TQ 11V est dans un seul.
plan; mais le triangle VRO est aussi dans un
seul plan : donc si des points P, S, Q, T,
R, V on conçoit des droites menées au point
A, on aura construit entre les arcs B0 , K0
un certain polyèdre composé des pyramides
dontles bases seront les quadtilatères KBPS,
VSPQT, TQRV et le triangle VRO et dont
«le sommet commun sera le point A. Si sur cha-
cun des côtés KL, LM, ME nous faisons la
même construction que nous avons faite surle
côté KB, si nous faisons ensuite la même chose

dans les autres quarts de cercle EAD ,zDAC ,
OAB et dans l’autre hémisphère , nous aurons

inscrit dans la sphère un certain polyèdre
sera composé des pyramides dont les bases sont

les quadrilatères KBPS, SPQT, TQRV et le
triangle VRO , et les quadrilatères et les trian-
glescorrespondans à ces quadrilatères et à ce
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triangle et dont le sommet commun sera le
point A.

Je dis à présent que ce polyèdre ne touche
point la su rface de la petite sphère dans laquelle
est le cercle F GH. Du point A menons la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatère
.KBPS, que cette perpendiculaire rencontre ce
plan au point Z et menons les droites BZ, ZK.
Puisque AZ est perpendiculaire sur le plan du
quadrilatère KBP S , elle sera perpendiculaire
sur toutes les droites qui la rencontrent et qui
sont dans ce plan: donc AZ est perpendiculaire
sur l’une et l’autre des droites BZ, ZK; mais
puisque AB est égal à Ali , le quarré de AB sera

.égal V au quarré de AK; mais les quarrés des

droites AZ , ZB sont égaux au quarré de AB, car

l’angle en Z est droit par construction, et les
:quarrés de AZ, ZK sont égaux au quarré de AK:

donc les quarrés des droites AZ , ZB sont égaux

aux quarrés desdroites AZ, ZK: donc si lion
retranche le quarré commun de AZ, le quarré
de BZ sera égal au quarré de ZK: donc la droite
BZ est égale à la droite ZK. On démontrera sem-

:lilalilcment que les droites menées du point]
’ -anx points P , S sont égales chacune à l’une et

à l’autre des droites BZ, ZK : donc le cercle
"décrit du centre Z et avec un intervalle égal à
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une des droites ZB, ZK passera aussi par les
points P , S : donc le quadrilatère KBPS sera
inscrit dans un cercle; et puisque la droite KB
est plus grande que la droite YX et que la
droite YX est égale à la droite 5P, la droite
K3 sera plus grande que la droite SP. Mais la
droite KB est égale à l’une et à l’autre des

droites K5, BP : donc l’une et l’autre des droites

lis, BP. sont plus grandes que la droite 5P.
Puisque le quadrilatère KBPS peut être ins-

crit dans un cercle , que les droites KB , B12, KS
sont égales et que chacune de ces trois droites
est plus grande que la droite PS, la droite KB
soutendra un arc plus grand que le quart de la
circonférence : donc l’angle KZB est obtus:
donc le quarré de KB est plus grand que les
quarrés des rayons KZ, ZB, c’est-à-dire que

le quarré de KB est plus grand que le double

du quarré du rayon BZ. A g
Menons la droite EX. Puisque dans les trian-

gles KBX , PBX les droites KB , BX sont égales

aux droites PB , BX, et que l’angle KBX est
égal à l’angle BBX, l’angle KXB sera égal à

l’angle PXB ; mais l’angle PXB est droit: donc

l’angle KXB est un angle droit. Puisque la droite

DE est plus petite que le double de DX et que i
DE est à DX comme le rectangle compris sous
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DE, X8 est au rectangle compris sous DX,
XB , si sur DE on complète le rectangle comd
pris sous DE, XB, et si sur DX on ceinplète le
rectangle compris sous DX, X8, le rectangle
compris sous DE, BX sera plus petit que le
double de celui est compris sons DX , XB.
Menez la droite KD. Le rectangle compris sous
D B, X8 sera égal au quarré de K8, et le rectangle

compris sous DX , XB égal au quarré de KIL:
donc le quarré de KB est plus petit que le dou-
ble du quarré de EX; mais le quarré de KB
est plus grand que le double du quarré de BZ:
donc le quarré de KX est plus grand que le
quarré de BZ ;-et puisque BA est égal à RA , le

quarré de BA sera égal au quarré de RA. Mais

les quarrés des droites BZ , ZA sont égaux
au quarré de la droite BA , et les quarrés des
droites EX, XA égaux au quarré de la droite

- RA : donc les quarrés des droites BZ, ZA sont
égaux aux quarrés des droites KX, X15; mais
le quarré de KX est plus grand que le quarré
de BZ : donc le quarré de XÀ est plus petit
que le quarré de ZA : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AX : donc la droite
AZ est à plus forte raison plus grande que la.
droite AG; mais la droite AZ est une perpendi-I
culaire sur une des faces du polyèdre inscrit , et
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la droite AG estun rayon de la plus petite sphère:
donc la face de ce polyèdre sur laquelle la droite
AZ est perpendiculaire ne touche point la sur»-

face de la plus petite sphère. I
Du centre A conduisons la droite AZ’ per-

pendiculaire sur le plan du quadrilatère SPOT

et menez la droite PZ’. I
Nous démontrerons, de la même manière que

nous l’avons fait pour le quadrilatère KBPS,
que le point Z’ est le centre d’un cercle cin-
conscrit au quadrilatère SPQT et que la droite
5P est plus grande que la droite TQ; maison
a démontré que la droite SP est parallèle à la

droite TQ : donc les quadrilatèes KBPS ,
SPQT qui peuvent être inscritsdans des cercles
ont leurs côtés K3, 3P, TQ parallèles entre
eux; mais les autres côtés BP, K8, .PQ, 5T
de ces quadrilatères sont égaux entr’eux , et le

côté KB est plus grand que le côté S? et le
côté SP plus grand que le côte T Q z donc le

rayon BZ est plus grand que le rayon PZ’
(lem. tanin). Menez la droite AP; cette droite
sera égale à la droite AB. Puisque l’ le A? P,
est droit , les quarrés des-droites AZ’, Z’P
seront égaux au quarré de la droite AP«on au

quarré de la droite A3; mais le quarré de, la
droite AB est égal aux quarrés desdroites 11,

L l
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ZBI : donc les quarrés des droites AZ’, Z’ P sont

égaux aux quarrés des droites AZ , ZB. Mais
le quarré de Z’P est plus petit que le quarré

de ZB : donc le quarré de la droite AZ’ est
plus grand que le quarré de AZ : donc la droite
’AZ’ est plus grande que la droite AZ. Mais on

a démontré que la droite AZ est plus grande
que la droite AG : donc la droite AZ’ est, à
plus forte raison , plus grande que la droite AG z
donc le quadrilatère SPQT ne touche point la
surface de la plus petite sphère. Par la même
raison , le quadrilatère T QR V ne touche point
la surface de la plus petite sphère; il en est de
même du triangle VRO (cor. 2 du lem. suiv.) , et

il en sera encore de même de toutes les autres
faces du polyèdre inscrit : donc les faces de ce
polyèdre ne touchent point la surface de la
plus petite sphère.

Donc , deux sphères concentriques étant
données , on peut toujours inscrire dans la plus

grande un polyèdre dont les faces ne touchent
pas la surface de la plus petite; ce qu’il fallôit
démontrer.

L a. M M z.
: Que les deux quadrilatères ABCD, EFGH

"-( fig; :552) soient inscrits dans les cercles ABC D,

.EBGH; que les côtés A5, DC soient paral-
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lèles , ainsi que les côtés EF , HG; que les
autres côtés AD, CB, HE, GF soient égaux
entr’eux et que le côté AB soit plus grand que

le côté EF et le côté DC plus grand que le
côté HG : je dis que le rayon RA sera plus
grand que le rayon LE.

Car si le rayon KA n’eSt pas plus grand que

le rayon LE, le rayon KA sera égal au rayon
ÎLE ou plus petit; suppposons d’abord que le
rayon KA soit égal au rayon LE; puisque les
cercles ABCD, EFGH sont égaux, et que les
cordes AD , BC sont égales aux cordes EH,-
GF, les arcs AD, BC seront égaux aux arcs
EH, FG; mais la droite AB est plns grande
que la corde EF et la corde DG plus grande
que la corde HG r donc l’arc AB est plus grand
que l’arc EF et l’arc DC plus grand que l’arc

HG : donc la circonférence entière ABCD sera
plus grande que la circonférence entière EFGH à

mais ces deux circonférences sont égales; ce
qui est impossible : donc le rayon RA n’est
pas égal au rayon LE.

Supposons en second lieu que le rayon KA
soit plus petit que le rayon LE , et que ce rayon
soit égal à la droite LM. Du centre L avec l’in-’

œrvalle LM décrivons la circonférence MNOP;

menons les rayons LE, LF, LG, LP et les cordes"
a
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MN, N0, GP, PM. Les cordes MN, N0, OP,
PM seront parallèles aux cordes EF, FG , GH,
HE , et les premières seront plus petites que
les dernières : donc puisque la corde EH est
plus grande que la corde MP, la corde AD sera
plus grande que la corde MP; mais les cercles
ABCD, MNOP sont égaux : donc l’arc AD
est plus grand que l’arc MF; l’arc BC est plus

grand que l’arc N O , par la même raison; mais

la corde AB est plus grande que la corde EF,
et la corde EF est plus grande que la corde
MN : donc , à plus forte raison , la corde AB est
plus grande que la corde M N : donc l’arc A3
est plus grand que l’arc MN ; l’arc DC sera
plus grand que l’arc P0 , par la même raison z

donc la circonférence entière ABCD est plus
grande que la circonférence entière MN 0P;
mais, au contraire , ces deux circonférences
sont égales; ce qui est impossible : donc le
rayon RA n’est pas plus petit que le rayon LE;
mais nous avons démontré qu’il ne lui est pas

égale : donc le rayon KA est nécessairement
plus grand que le Irayon LE; ce qu’il falloit
démontrer.

cononnarns l.
Si le côté DG du quadrilatère ABCD étoit

égal au côté HG du quadrilatère EFGH, et si
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les autres côtés du premier quadrilatère étoient

plus petits que les autres côtés dusecond , on
démontreroit semblablement que le rayon KA
est plus grand que le rayon LE.

COROLLAIRE li.
Si les deux triangles isoscèles ABC, DEF

( 255) sont inscrits dans des cercles, et si
les côtés AC, CB, DF, FE sont égaux entre
eux , et si le côté AB est plus grand que le côté

DE, on démontrera, cornme dans le lemme pré-

cédent, que le rayon du cercle circonscrit au
triangle ABC est plus grand que le rayon du
cercle circonscrit au triangle DEL.

cononnants in.
Si les deux triangles isoscèles ABC, DEF

(fig. 255 ) sont inscrits dans des cercles et si les
côtés du premier sont plus petits que les côtés

du second, on démontrera semblablement que
le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC
est plus grand que le rayon du cercle circ0ns-
crit au triangle DE F.

01
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PROPOSITION XXIX,
THÉORÈME.

peut secteurs sphériques semblables et concen-
triques étant donnés, on peut toujours inscrire

dans le plus grand un polyèdre dont les faces
ne touchent pas la surface du plus petit.

Soient deux secteurs sphériques semblables
et concentriques dont les surfaces ont été dé-

crites par deux arcs des quarts de cercle OBA,
O’GA (fig. 220) pendant que ces deux quarts
de cercle ont fait une révolution autour du
rayon A0 : je dis qu’on peut inscrire dans le
plus grand un polyèdre dont les faces ne tou-.
chent point la surface du plus petit secteur sphé-

tique.
Complettons les sphères et inscrivons dans la

plus grande un polyèdre dont les faces ne toue-
client point la surface de la plus petite. Il peut
arriver ou que l’arc qui a décrit la surface du

plus grand secteur contienne exactement un ou
plusieurs des arcs égaux OR , RQ , QP, PB ou
que cet arc ne contienne qu’une partie d’un de

ces arcs égaux, ou bien que ce même arc con-.
tienne un ou plusieurs de ces arcs égaux avcç
un restez
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Supposons d’abord que l’arc qm a décrit la

surface du secteur sphérique contienne exacte-
ment un ou plusieurs de ces arcs égaux ; il est
évident qu’on aura inscrit dans le plus grand

secteur un polyèdre dont les faces ne touche--
ront point la surface du plus petit.

Supposons en second lieu que l’arc qui a dé-

crit la surface du plus grand secteur sphérique
contienne l’arc OR , avec un reste RQ’; faisons
l’arc VT’ égal à l’arc RQ’., et men0ns les cordes

VT’, T’Q’, Q’R, et faisons la même chose dans,

les autres portions de fuseaux qui composent
le reste de la surface du secteur sphérique dé-
crite par l’arc OQ’. Nous démontrerons abso-

lument de la même manière que nous l’avons
fait dans le théorème précédent,quexla per.

pendiculaire menée du centre A sur le quadri-
latère T’Q’ KV est plus’petite que la perpen.

diculaire menée du centre A sur le quadrilatère
SPQT (cor. 1 du lem. précéd.) , et nous con-
clurons que le quadrilatère T’Q’RV ne touche

pas la surface du plus petit secteur. ’ -
Supposons enfin que l’arc quia décrit la sur-

face du plus grand secteur ne contienne qu’une
partie de l’arc 0R , la partie OR’, par exemple;
faisons lÏarc OV’ égal à l’arc OR’, menons les v:

cordes OV’, V’ R’ ,. R’O, et faisons la même

4
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chose dans les autres portions de fuseaux qui
composent le reste delta surface du secteur sphe’a
tique décrite par l’arcOR’; nous démontrerons

encore de la même manière que nous l’avons
fait dans le théorème précédent , que la perpena

diculaire menée du centre Asur le triangle OV’R’.

est plus petite que la perpendiculaire menée du
centre A sur le quadrilatère TQRV (cor. 5 du
lem. ’précéd. ) , et nous conclurons que le trian-

gleOV’R’ ne touche pas la surface du plus petit

secteur. . a ,r Doue deux secteursî sphériques semblables
et Concennviqnes étant donnés, on peut ins-
crire dans le plus grand un polyèdre dont les
faces ne touchent point la surface du plus peut -,
ce qu’il. falloit. démontrer.

Phones 1.T’1.o’1xïix.x,xî

’ irisiez i: m E.

-. brin. .’.La sphènes! égaleà une pyramide triangulaire

dont la base est à la surface de cette.
sphère, et dont la humeur est égale au rayon

de cette mène sphène. K V
* Sait la sphère ARC (fig. 254) ;r imaginons

une pyramide HIKL dont la base IKL soit
égale à la surface de Cette sphère et dont la
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hauteur HI soit égale au rayon de cette même
sphère : je dis que la sphère ABC est égale à

la pyramide HIKL. p
Car si la pyramide HIKL n’est pas égale à

la sphère ABC , cette pyramide sera plus petite
ou plus grande. Supposons qu’elle soit plus
petite et qu’elle soit égale à une sphère con-

centrique plus petite , savoir, à la sphère DE F.
Inscrivons dans la sphère ARC un polyèdre

dont les faces ne touchent point la surface de
la sphère DEF ; ce polyèdre sera un assem-
blage de pyramides auront toutes leurs som-
mets au centre de la sphère ABC. Si la hau-
teur de chacune de ces pyramides étoit égale
au rayon de la sphère , ce polyèdre seroit égal

à une pyramide triangulaire auroit pour
base une surface égale à la surface du polyèdre
inscrit et pour hauteur le rayon de la sphère ç
mais les hauteurs de ces pyramides sont cha-
cune plus petites que le rayon de la sphère ABC,
et la surface de ce polyèdre est plus petite que
la surface de cette sphère à donc le polyèdre
inscrit est plus petit que la pyramide triangu-
laire HIKL qui a pour base une surface égale à
la surface de la sphère ABC et pour hauteur une
droite égale au rayon de cette sphère; mais la
pyramide GHKL est, par supposition , égale à
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la sphère DEF : donc le polyèdre inscrit dans
la sphère ABC est plus petit que la sphère DEF;

mais , au contraire , le polyèdre inscrit dans la
sphère ABC est plus grand que la sphère DEF,
puisque ce polyèdre contient la sphère DEF ;
ce qui est impossible : donc la pyramide HIKL
n’est pas plus petite que la sphère ABG.

Supposons en second lieu que la pyramide
HlKL soit plus grande que la sphère ABC et
qu’elle soit égale à une sphère concentrique
plus grande , savoir, à la sphère D’E’F’.

Inscrivons dans la sphère D’E’F’ un polyèdre

dont les faces ne touchent point la surface de
la sphère ABC; ce polyèdre sera un assem-
blage de pyramides auront toutes leurs som-
mets au centre de la sphère D’ E’F’. Si la hau-

teur de chacune de ces pyramides étoit égale
au rayon de la sphère ABC , ce polyèdre seroit
égal à une pyramide triangulaire qui auroit pour
hase une surface égale à la surface de ce polyèdre

et pour hauteur une droite égale au rayon de
(cette sphère ; mais les hauteurs de ces pyrao
mides sont chacune plus grandes que le rayon
de la sphère ABC et la, surface de ce polyèdre
est plus grande que la surface de la sphère ARC:

donc ce polyèdre inscrit est plus grand que la
pyramide HIKL. qui a pour base une Surface
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égale à la surface de la sphère ARC et pour hau-

teur une droite égale au rayon de cette sphère.
Mais la pyramide HIKL est , par supposition ,
égale à la sphère D’E’ F’ : donc le polyèdre ins-

crit est plus grand que la sphère D’E’F’ ; mais,

au contraire , le polyèdre inscrit dans la sphère
D’ E’ F’ est plus petit que cette sphère , car il est

contenu dans cette sphère ; ce qui est impos-
sible : donc la pyramide HIKL n’est pas plus
grande que la Sphère ABC ; mais nous avons
démontré qu’elle n’est pas plus petite : donc la

pyramide HIKL est égale à la sphère ABC.
Donc une sphère est égale à une pyramide

triangulaire dont la base est égale à la surface
de cette sphère et dont la hauteur est égale au
rayon de cette même Sphère ; ce qu’il falloit
démontrer.

COROLLAIRE.
Puisque la surface de la sphère est égale à

quatre grands cercles , le quart de la sphère est
égal à un cône qui a pour base un grand cercle

et pour hauteur le rayon de cette sphère : donc la
moitié de la sphère est égale à un cône qui a pour

hase un grand cercle et pour hauteur le dia-
mètre de la sphère ; mais lecylindre circons-
crit est égal à trois cônes qui ont pour hase un
grand cercle et pour hauteur le diamètre de la
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sphère z donc la moitié de la sphère est égale

au tiers du cylindre circonscrit : donc la sphère
entière est égale aux deux tiers du cylindre
cuconscrit.

PROPOSITION XXXI.
THÉORÈME.

i

Un secteur sphérique est égal à une pyramide
triangulaire qui a pour base une surface égale

à la surface sphérique de ce secteur et pour
hauteur une droite égale au rayon de ce même

secteur.

Soit le secteur sphérique ABG (fig.254):
je dis que ce secteur sphérique est égal à une

pyramide triangulaire HIMN a pour hase
une surface égale à la surface sphérique de ce

secteur et pour hauteur une droite égale au
rayon de ce même secteur. L

Car si cette pyramide. n’est pas égale à ce

secteur, elle sera plus petite ou plus grande.
Supposons d’abord qu’elle soit plus petite et
qu’elle soit égale à un secteur sphérique plus

petit, savoir au secteur sphérique DEG qui est
seniblahleau secteur sphérique AB G.

Après avoir inscrit dans le secteur sphérique

ABG une portion de polyèdre ne touche
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point la surface du secteur sphérique DEG,
nous démontrerons , comme dans la proposition
précédente, que la pyramide HIMN n’est pas

plus petite que le secteur AB G.
Nous supposerons en second lieu que cette

pyramide est égale à un secteur sphérique plus
grand , savoir au secteur sphérique Dl E’ G’ qui

est semblable au secteur Sphérique AB G.
Après avoir inscrit dans le secteur sphérique

D’F’G’ une portion de polyèdre dont les faces

ne touchent point la surface du secteur sphé-
rique ABG, on démontrera encore , comme
dans la proposition précédente, que la pyramide
H IMN n’est pas plus grande que le secteur sphé-

rique ABG, et l’on conclura que cette pyra-
mide est égale au secteur sphérique ABG, et
que par conséquent un secteur sphérique est
égal à une pyramide triangulaire quia pour base
une surface égale à la surface sphérique de ce

secteur et pour hauteur une droite égale au
rayon de ce même secteur; ce qu’il falloit dé-

montrer.
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PROPOSITION XXXII:
THÉORÈME;

les sphères sont entr’elles comme les cubes de jeun:

rayons, et les secteurs sphériques semblables sont

aussi entr’eua: comme les cubes de leurs rayons;

Soient les deux sphères ABC , DEF (fig. 255):
j e dis que ces deux sphères sont entr’elles comme

les cubes de leurs rayons. v .
Supposons que la base de la pyramide GHKL

soit égale à la surface de la sphère ARC et que

sa hauteur soit égale au rayon de cette même
sphère. Faisons la droite GM égale au rayon
de la sphère DEF, et par le point M conduisons
un plan qui soit parallèle à la base de la pyra-
mide GHKL; la section de cette pyramide par
ce plan sera un triangle semblable au triangle
HKL. Mais les triangles semblables sont entre

I eux comme les quarrés de leurs côtés homo-

logues : donc le triangle HKL est au triangle
MN O comme le quarré de la droite HK est
au quarré de la droite MN; mais les triangles
GHK, GMN sont semblables : donc la droite
11K est à la droite MN comme la droite GH
est à la droite GM : donc le triangle HKL est
au triangle MNO comme le quarré de la droite



                                                                     

a LA arion. D’EUCLIDE. 545
CH est au quarré de la droite GM ; mais la sura

face de la sphère ABC est à la surface de la
sphère DEF comme le quarré du rayon de la

sphère ABC est au quarré du rayon de la sphère

DEF, comme le quarré de la droite GH est au
narré de la droite GM : donc la surface de la

sphère ABC est à la surface de la sphère DEF
comme le triangle H KL est au triangle M N 0 :
donc , en échangeant les places des moyens, la
surface de la sphère ABC est au triangle HKL
comme la surface de la sphère DEF est au trian-
gle MNO ; mais la surface de la sphère est égale,

par supposition , au triangle HKL : donc la sur-
face de la sphère DEF est égale au triangle
MNO , c’est-à-dire à la base de la pyramide
GMNO; mais le rayon de cette sphère est égal
à la hauteur de cette même pyramide: donc la
sphère DEF est égale à la pyramide GMN O;
mais les pyramides semblables GHKL , GMNO
sont entr’elles comme les cubes de leurs hau-
teurs GH, GM : donc les sphères ABC, DEF
qui sont égales aux pyramides GHKL , G MN O
sont entr’elles comme les cubes des hauteurs
G H , G M de ces pyramides , c’est-à-dire
comme les cubes des rayons des sphères ARC,
DEF. On démontreroit d’une manière sem-
blable que les secteurs sphériques semblables
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sont aussi entr’eux comme les cubes de leurs
rayons.

Donc les sphères sont entr’elles comme les

cubes de leurs rayons; donc les secteurs sphé-
riques semblables sont aussi entr’eux comme
les cubes de leurs rayons; ce qu’il falloit dé-
montrer (1).

De la mesure des lignes, des surfaces et des
solides.

nérnnrxons.
1. On mesure une quantité en déterminant

combien de fois cette quantité contient une
quantité connue.

2. On mesure une ligne , une surface et un
solide en déterminant combien de fois cette

(1) On pourroit démontrer de la manière suivante
que les sphères sont entr’elles comme les cubes de
leurs rayons. Les sphères inscrites dans des cylindres
sont égales aux deux tiers des cylindres dans lesquels
elles sont inscrites; mais les cylindres circonscrits à
des sphères sont des solides semblables ; donc les cy-

lindres circonscrits à des sphères sont entr’eux comme
les cubes des rayons de leurs bases , c’est-àodire comme

les cubes des rayons des sphères; donc les deux tiers
de ces cylindres, c’est-à-dire les sphères inscrites , sont

aussi enlr’elles comme les cubes de leurs rayons.
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ligne, cette surface et ce solide contiennent
tine droite connue , un quarré connu, et un
Cube connu : ces quantités connûes s’appellent

unités de mesure.

PROPOSITION PREMIÈRE.

T n é o n à M a.

Deux rectangles sont entrent comme les produitf
de leur: bases par leurs hauteurs.

Soient les deux rectangles DB , DF (fig. 256) :’

je dis que le rectangle DE est au rectangle DF
comme le produit de la base AD du rectangle
DE par sa hauteur DC est au produit de lai base
DE du rectangle DF par sa hauteur GD.

Placez les deux rectangles DB , DF de ma-
nière que le côté DE soit dans la direction du
côté AD et le côté GD dansla direction du
côté DC , et terminez le rectangle AG. Puis-’-

que les deux rectangles DB, DH ont laimême
base AD , le rectangle DB est au rectangle DH
comme la hauteur DC du rectangle DE est à
la hauteur DG du rectangle DH; et à cause que
les deux rectangles D H, DF ont la même hau-
teur GD, le rectangle DH est au rectangle DF
comme la base AD du rectangle DE est à la base

DE du rectangle DF. Si l’on multiplie chaque
M m
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terme de la première proposition par chaque
terme de la seconde, les produits résulte-
ront delcette multiplication formeront encore
une proportion : donc le produit du rectangle
DE par le rectangle DH est au produit du rec-
tangle DF par le rectangle DH comme le pro-
duit de la base AD du rectangle DE par sa
hauteur DC est au produit de la base DE du

l rectangle DF par sa hauteur DG : donc si l’on

supprime le facteur DH est commun aux
dan; premiers termes , le rectangle DE sera au
rectangle DE comme le produit de la base AD du

rectangle DE par sa hanteur DG est au produit
de la base DE du rectangle DF par sa hauteur
DG : donc. les deux rectangles DE , DF sont
entr’eux comme les produits de leurs, bases par

leurs hauteurs.
Donc deux rectangles quelconques sont entre

eux comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION Il.
THÉORÈME.

Un rectangle a pour mesure le’produi’t de sa basa

par sa hauteur
Soit le rectangle AC (fig. 257) dont on veut

avoir la mesure; que le qtlarré D soit l’unité
de mesure. ’Multiplions le nombre qui exprime

combien de fois la hase BC du rectangle AC
contient le côté du quarré D par le nombre qui

exprime combien de fois la hauteur AB du

( l) Je ne dis point , comme on le dit ordinairement,
que la eux-feu ou l’aire d’un rectangle, &c.; en, en
parlant ainsi , c’est comme si l’on disoit la surface d’une

surface qui est terminée par quatre droite: parallèles,
ou bien l’aire d’une aire terminée par quatre droites
parallèles, &c. C’est par la même raison que je ne dis

point la solidité du parallélépipède ou bien le volume
d’un parallélépipède, parcs que c’est comme si l’on

disoit la solidité d’un solide terminé par si: parallé-

logrammes dont les parallélogrammes opposés ont
égaux et parallèles, ou bien]: volume d’un velum.
terminé par six parallélogrammes dont les parallélo-

grammes oppoaês sont égaux et parallèles. Si je ne
m’exprime point ainsi, c’est pour me conformer à
la manière d’Euclide , et pour ne pas me servir d’une

façon de parler que rien ne sauroit autoriser.

2
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rectangle AC contient- le côté du même quarré

D (1) :ieg dis que ce produit exprime combien
de fois le rectangle AC contient le quarré D.

Car puisque les rectangles sont entr’cux
comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs , le rectangle AC est au quarré D
comme le produit du nombre qui, exprime
combien de fois la base BC du rectangle AC
contient le côté du quarré D par le nombre qui

exprime combien de ibis la hauteur du rectan-
gle AB contient le côté du même quarré D, est

au produitydu nombre I que représente la base
du quarré D par le nombre l qui’représente

aussi la hauteur de ce même quarré. Mais le
produit du nombre I par lui-même est égal à l :i

donc le rectangle AC est au quarré D comme
le produit du nombre exprime combien de
foisla base BC du rectangle AC contient le côté

du quarré D par le nombre exprime com-
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con-

(t) Il est inutile d’avertir que le nombre qui exprime

combien de fois la base du rectangle AC contient le
côté du quarré D ou le nombre qui exprime dom;
bien de fois la hanteur du rectangle AC contient le
côté de ce même quarré , peut être un nombre com-

mensurable, ou incommensurable, entier ou frac-
tionnaire, ou même une fraction. ’
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tient la hauteur de ce même quarré, est à 1 : donc

le produit du nombre qui exprime combien de
fois la base BC du rectangle AC contient le côté

du quarré D par le nombre qui exprime com-
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con-
tient le côté de ce même quarré , est la mesure

du rectangle AC, puisque ce produit exprime
combien de fois le rectangle AC contient le
quarré D , pris pour unité de mesure : donc
pour avoir la mesure du rectangle AC , le quarré
D étant pris pour unité , il faut multiplier le a
nombre qui exprime combien de fois la base q
du rectangle AC contient le côté du quarré D i
par le.nombre qui exprime combien de fois la
hauteur du rectangle AC confiènt le côté de
ce même quarré , le produit de ces deux nom-
bres sera la mesure du rectangle AC; ce qu’on
énonce en disant que le produit de la base du
rectangle AC par sa hauteur est la mesure de

ce rectangle. .Donc un rectangle quelconque a pour mesure .
le produit de sa base par sa hauteur; ce qu’il.

falloit démontrer. I
COROLLAIRES.

1.. Puisqu’un parallélogramme quelconque

est égal à un rectangle de même base et de

l 5
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même hauteur , il est évident qu’un parallé-

V logramme quelconque a pour mesure le pro-
duit de sa base par sa hauteur.

a. Un triangle étant égal à la moitié d’un pa-

rallélogramme de mêmebase et de même phan-
leur, il est évident qu’un triangle a pour mesure

le produit de sa base par la moitié de sa hauteur.

5. T oute figure rectiligne pouvant se partager
en triangles , il est évident qu’une figure rectili-

gne quelconque aura pour mesure la somme
des produits de la base de chacun des triangles
qui la composent parla moitié de sa hauteur. q

4. Pnisqn’un polygone régulier peut être par-

tagé en aumntide triangles égaux et semblables

que le polygone a de .côtés , en menant du
centre des droites à tous les angles de ce poly-
gone , et puisque chacun de Ces triangles a pour
mesure le produit d’un des côtés du polygone
par la moitié d’une perpendiculaire menée du

centre sur un (les côtés, il est évident qu’un

l polygone régulier a pour mesure le produit de
soucontOur par la moitié d’une perpendiculaire

menée du centre sur un (le ses côtés.

5. Un cercle étant égal, à un triangle qui a
pour base une droite égale à la circonférence

de ce cercle et pour hauteur le rayon de ce
même cercle, il est évident qu’un cercle a pour
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mesure le produit de sa circonférence par la
moitié de son rayon.

6. Un secteur circulaire étant égal à un trian-
gle qui a pour base une droite égale à l’arc de ’

ce secteur et pour hauteur le rayon de ce sec-
teur, il est évident qu’un secteur a pour mesure

a le produit de son arc par la moitié de son rayon.
7. La surface conveXe d’un cylindre droit

étant égale à un rectangle qui a pour hase une
droite égale à la circonférenCe de la base de ce

- cylindre et pour hauteur une droite égale à la
hauteur du même cylindre , il est évident que
la surface convexe du cylindre droit a pour me-
sure le produit de la circonférence de sa hase

par sa hauteur. i8. La surface convexe du cônepdroit étant
égale à un triangle qui a pour base une droite i
égale à la circonférence de la basetde ce cône
et pour hauteur une droite égale au côté de ce
cône , il est évident que la surface convexe d’un

cône droit a pour mesure le produit de la cir-
conférence de sa base par la moitié de son côté.

9.! La surface de la sphère étant égale à un

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence d’ un de ses grands cercles et
pour hauteur le diamètre de la sphère , il en
évident que la surface de la sphère est égale

4
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au produit de la circonférence d’un de ses
grands cercles par son diamètre, i

10. La sur-face convexe d’un segment sphé-

rique étant égale à un rectangle quia pour hase
une droite égale à la circonférence d’un grand

cercle de la sphère et pour hauteur une droite
égale à la hauteur du segment sphérique , il est

évident que la surface convexe d’un segment
sphérique a pour mesure le produit de la cire-
conférence d’un grand cercle de la sphère par

la hauteur du segment sphérique.

PROPOSITION III.
THÉORÈME.

Les parallélépipèdes rectangles sont entr’eur

comme les produits de leurs bases par leurs

hauteurs. ’ l
Soient les deux parallélépipèdes rectangles

BG, B0 (fig.258.): je dis que le parallélépie-
pède HG est au parallélépipède BO comme le

produit dalla base BD du parallélépipède BG

par sa hauteur AB est au produit de la base BM
du parallélépipède B0 par sa hauteur QB.

Placez les deux parallélépipèdes BG, BO de

manière que l’angle QBC soit commun ; prolon-
gaz la hase AG et terminez le parallélépipède Bât
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Puisque les deux parallélépipèdes rectangles
BG , BS ont la même hauteur, le parallélépipède

BG est au parallélépipède B5 comme la base BD

du premier est à la hase BM du second; et à cause

que les deux parallélépipèdes rectangles BS,
B0 ont la même hase BM, le parallélépipède

B5 est au parallélépipède B0 comme la hau-

teur AB du premier est à la hauteur QB du
second. Si l’on multiplie chaque terme de la
première proportion par chaque terme de la
seconde , les produits qui résulteront de cette
multiplication seront encare en proportions:
donc le produit du parallélépipède BG par le
parallélépipède BS est au produit du parallé-
lépipède BO par le parallélépipède B5 comme

la hase BD du parallélépipède BG par sa hau-

teur AB est au produit de la hase BM du pa-
rallélépipède B0 par sa hauteur QB : donc si
l’on supprime le facteur BS qui est commun aux
deux premiers termes , le ’parqllélépipède BG

sera au parallélepipède B0 comme le produit de

la basoB D du premier par sa hauteur AB est au
produit de la base B M du second par sa hauteur
QB : donc les deux parallélépipèdes rectangles .
BG,’B0 sont entr’eux comme les produits de

leurs bases par leurs hauteurs.
Donc les parallélépipèdes rectangles sont entre



                                                                     

554 SUPPLÉMENT.
eux comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION 1V.
THÉORÈME.

Un parallélépipède rectangle a pour maure

le produit de sa base par sa hauteur.

, Soit le parallélépipède rectangleAD (fig. 259)

dont on veut avoir la mesure; que le cube F
soit l’unité de mesure. Mllltiplions le nombre

qui exprime combien de fois la base BD con-
tient la base du cube F par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur AB con-
tient le côté du cube F : je dis que ce produit
exprime combien de fois le parallélépipède rec-

tangle AD contient le cube F. *
Car puisque les parallélépipèdes rectangles

sont entr’eux comme les produits de leurs hases
par leurs hauteurs , le parallélépipède AH est au

cube F comme le produit du nombre qui ex-
prime combien de fois la base BD du parallélé-

pipède AD contient la base du cube F par le
’ nombre qui exprime combien de fois la hauteur

AB du parallélépipède AD contient la hauteurdu

cube F , est au produit de la base du cube F par
sa hauteur; mais la base du cube a pour mesure
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le produit du nombre 1 qui représente le côté

de ce cube par le nombre I : donc le produit de
la base du cube par sa hauteur est égal au pro-
duit .du quarré de r par l qui est I : donc le
parallélépipède ’AD est au cube F comme le

produit du nombre qui exprime combien de
fois la base B D du parallélépipède AB contient

la base du cube F par le nombre qui exprime
combien de fois la hauteurAB du parallélépi-
pède AD contient la hauteur du cube F, est à 1:

donc le produit du nombre qui exprime com-
bien de fois la base BD du parallélépipède AD

contient la base du cube F par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur AB du pa-
rallélépipède AD contient le côté de ce même

cube, est la mesure du parallélépipcdeAD, puisp

que ce produit exprirne combien de fois le cube
AD contient le cube F pris pour unité de me-
sure : donc pour avoir la mesuredu parallélépi-

pède rectangleAD , il faut multiplier le nombre
qui exprime combien de fois la basa du parallé-

. lépipède rectangle AD contientla base du cube F

par le nombre qui exprime combien de fois la
r, hauteur AB du parallélépipède AI) contient le

côté du cube F, et le produit de ces deux nom-
bres sera la mesure du parallélépipède AD; ce

qu’on énonce en disant que le produit de la
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, base du parallélépipède AD par sa hauteur est
- la mesure de ce parallélépipède.

Donc un parallélépipède rectangle quelcou«

que a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur; ce qu’il falloit démontrer.

. COROLL’AIRES.
1 ..Puisqu’un parallélépipède quelconque est

égal à un parallélépipède rectangle de même

base et de même hauteur, il est évident qu’un

parallélépipède quelconque a pour mesure le

produit de sa base par sa hauteur.
a. Un prisme triangulaire quelconque étant;

la moitié d’un parallélépipède qui a une base

double et la même hauteur , il est évident qu’un

prisme triangulaire quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur. l

5. Un prisme quelconque pouvant être par-
tagé en prismes triangulaires de même hau-
teur , et chacun de ces prismes triangulaires
ayant pour mesure le produit de sa base par
sa hauteur, il est évident que le prisme total a
pour mesure le produit de sa base par sa hau-

teur.
4. Un cylindre droit ou oblique étant égal à

un parallélépipède qui a une base égale et la
même hauteur, il est évident qu’un cylindre
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droit ou oblique a pour mesure le produit de

sa base par sa hauteur. t
5. Une pyramide triangulaire étant égale au

tiers d’un prisme de même base et de même
hauteur , il est évident qu’une pyramide trian-

gulaire quelconque a pour mesure le produit de
sa base par le tiers de sa hauteur.

6. Une pyramide quelconque pouvant être
partagée en pyramides triangulaires de même
hauteur, et chacune de ces pyramides triangu-
laires ayant pour mesure le produitvde sa base
par le tiers de sa hauteur, il est évident que la
pyramide totale aura pour mesure le produit de
sa hase totale par le tiers de sa hauteur.

7. Un solide quelconque terminé par des
surfaces planes pouvant se partager en pyra-
mides, il est évident que la mesure d’un solide
quelconque terminé par des surfaces planes sera
égale à la somme des produits de la base de cha-

cune de ces pyramides par le tiers de sa hauteur.
8. Un cône droit ou oblique étant égal au

tiers d’un cylindre de même base et de même
hauteur , il est évident qu’un cône quelconque.

a pour mesure le produit de sa hase par le tiers
de sa hauteur.

9. Une sphère étant égale à une pyramide
qui a une base égale à la surface de la sphère et
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pour hauteur le rayon de cette même sphère,
il est évident que la sphère a pour mesure le
produit de sa surface par le tiers de son rayon.

10. Un secteur sphérique étant égal à une
pyramide qui a une base égale à la surface sphé-

rique de ce secteur et pour hauteur une droite
égale au rayon de la sphère , il est évident qu’un

secteur sphérique est égal au produit de sa sur-

face Splgérique par le tiers de son rayon.
C I

un nu SUPPLÉMENT.



                                                                     

NOTE&
LIVRE’I. - nÉrun’non 1v.

sso

Cana définition d’Euclide a paru insignifiante a
plusieurs géomètres; pour en comprendre le sens,
comparons une ligne droite avec u’ns autre ligne qui
ait les mêmes extrémités. Soit pour cet eEet la droite

AFGE (fig. 240) et la ligne ABCDE.
La ligne AB est également placée entre ses point;

A et B , c’est-à-dire qu’elle ne s’avance ni vers la droits ’

ni vers la gauche, qu’elle ne va ni en haut ni en bas;
il en est de même de la ligne BC ; mais il n’en est pas
de même de la ligné ARC, car cette ligne s’avance
versB. La ligne C DE n’est pas également placée entre

ses pointsCetE, car elle s’avance versD: donc la ligne
ABCDE n’est pas également placée entra ses points ’

’ A, B, C, E, car elle s’avance tantôt vers un endroit,

tantôt vers un autre. La ligne AGH E est au contraire
également places entre ses points A et F, F et G, G
et E, Aet G, F et E, A etE, car alloue s’avance
jamais vers aucun côté.

Selon Archimède , la ligne droite est la plus cdurte
des lignes qui ont les mêmes extrémités.

Selon Platon , la ligne droite est celle dont les extré-
mités sont ombragées par les points intermédiaires. Ne

pourroit-on pas dire que la ligpe droite est celle qui
peut tourner sur ses extrémités immobiles sans changer

de place? I
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LIVRE I.--tniâr’iN1trtion vu.

Cette définition est analogue à celle de la ligne droite
et peut par conséquent être expliquée d’une manière

analogue. ISelon Héron, la superficie plane est celle sur toutes
les parties de laquelle-on peut appliquer une ligne

droite. . i
.LIVRE I. - DÉFINITION xxxni.

Cette définition renferme une condition stiperflue ;
car si les côtés opposés d’un quadrilatère sont égaux,

les angles opposés sont nécessairement égaux. (Robert

Simson. ) i
LIVRE l. - axrô’un Vin.

Cet axiôme veut dire que les lignes , que les surfaces
qui s’appliquent exactement les unes sur les autres sont
égales; que les angles dont les côtés s’appliquent exac-

tement les uns sur les autres sont égaux , et que deux
solides sont égaux lorsque les faces de l’un s’appliquent

exactement sur les faces de l’autre. Si l’on disoit que

les abuses qui s’appliquent exactement les unes sur les

autres sont égales, on ne pourroit point se servir de
cet axiome, lorsque l’on voudroit conclure que deux
solides dont les faces s’appliquent exactement les unes
sur les autres, sont égaux entr’eux.

LIVRE I. -.-rBOPOSITION vu.
V Celte proposition a deux cas, car il peut arriver que
le point D tombe dans le triangle ABC. Robert Simson
démontre le second ces; mais cela étoit inutile , car le
second cas est compris implicitement dans la proposi-
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tion x11 du même livre, ou Euclide démontre qu; les
deux droites B D, DC sont plus courtes que les droites
BA. AC; caril est évident que si les deux droites ,
DC sont plus rom-tes que les deux droites A; ,
les deux droitesBD,DC ne seront point égales aux
deux droites BA, AC, chacune à chacune: A

LIVRE I.- PROPOSITION xxxv,png.38.tligt 4.

Car puisque , &c. lisez queparmi les droites
la droite DE soit cette qui n’est pas plus grande que
la droite DF. Puisque) sic. (Robert Sirnson’ ).mh ï

LIVRE 1.-PROPOSITION xxxm La:
Robert Simson remarque que cette propositionm

l trois cas , et qu’Euclide ne démontre que le cas oùile’

point E tombe entre le point!) et le point F: i I i
Les deux autres cas ont lieu lorsque le [mini Ë

(fig. 241) tombe sur le point D et lorsque le point E
tombe entre le point A et le point D (fig. 24a ). Voici
comment on peut démontrer ces deux autres cas: ; ’

Après avoir démontré , pour le second ces, que le
triangle ABD (fig. 241 ) est égal au triangle DCF, et
après avoir ajouté à chacunde ces deux triangles égaux

le triangle BCD, on conclura que le parallélogramme
ABCD sera égal au parallélogramme BCFD.

Après avoir démontré, pour le troisième cas, que le

triangle ARE (fig. 24a) est égal au triangle DCE, et
après avoir ajouté à chacun de ces deux triangles égaux

le quadrilatère BC D E, on conclura que le parallélo-
gramme ABCD sera égal au. parallélogramme BCFE.

Na
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LIVRE 1V. -- COROLLAIRE DE LA encra;
"l -""’ armon xxvt,pag. 206, Zig. u.
’ fieitriàone , lisez hexagone équilatéral et équiangle;
(,Belaeïteéë’monl .

LIVRE V1. --- nfirlnx’plon u.
Robert Simsoin trouve cette définition obscure et

la rèmplace par la suivante:
il Élée figures , les triangles et les parallélogrammes ,

pitt’ ple,sont réciproques lorsque les côtésqui com»

prennent deux angles sont proportionnels , de mn-
nière qu’un «se de la première figure au: un côté de

le seconde comme un autre côté de la seconde est à un
à ire côlé de’la première ». Je donne la préférence à

la définilion’ d’Èuclide, mais j’approuvella définition

de Robert Simson comme explication.

1 ,. LIV.RE .VI. -- pinnules v.
Euclide entend iplnla quantité d’une raison le quo-

tient qui résulté de la division de l’antécédent par son

conoéquenti d’où il nuit que la quantité diune raison

peut toujours être représentée par une fraction dont le
numérateur est l’antécédent de la raison et dont le dé-

nominateur-eh est le conséquent.

Soient le: misons suivantes, a : b, c ’: d, a :jZ Les

0
FdOnÈ

f
ou la raison ace : bdf

. i - .’ . l a cquantités de ces raisons sont les fractions E, a,

ace

. a?!qui estune raisonoompoaée duraisonsa:b, cul, a :f.
Il est évident que l’antécédent ace de la raison com-

ponée est égal au produit de tous les antécédena des

le produit cpt la fraction
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misons omnipotentes, et que le conséquent bdfde la
raison composée est âge! Id" ptodnil de tous lbs constat
quem de: raisons composantes ;’d’où il huit qu’on pour-

roit énoncerta définition M de le manière suintait-î ï

Une raison composée" de ramoné en cette dont t’an-
téoédent est égal au produit de tous in; «antécédent; des

raisons composantes et dont le conséquent est égal au
produit de tous les conséquents: des raisonsiicomfio-

sentes. -’ i ’ "LIVRE.X[ilfiyll);lËl-’1Ëlîittulî x.

Cettedélinition n’est pas propre-nient une
tion , mail-bien un théorème qu’il faut démontrer. Je

donnerai la démonstration (le cette définition dans le
cas où les angles solide; ne sont [pas compriqipnr tins
de trois angles plans; je ne démontrerai que ce cas ,
parce que dansyântea les déniaintutiomiqui sont apr
payées son pelte ,définiLiOn (il n’est me qugttonjd’uu

seul solide dont les angles nuitamment); emplis par
plus delrolinhglfiu’plaflêæ ,,., e ,. . b la un .5- . -

Robert Simson soutient quqfllq dfifinüion agrafent
paon-aie damions les sur. et que par conséquent un
grand nominfede démommiomtduîfoivi-eet plui-
sieura démonstratiomïdlt Lime au ont un fondement
ruineux; en coneéqumcejl’aupprime cette définiüon

et le remplage par. uniclllu’aorêmed. 4105i! matit la une

dola proposiüthamlf-n..«ç - t .’ -. I tu 1.-. A: 1- . :n
Pouxdémenlrdr que la définlüonl x en fausse dam

certains ou. ’l’æobortâlnysqnlwppone du; solides qui

ont binôme nombrent! faces semblables et, égales,
mandant rune tu! mugie solide renunntgtàndiszque
tous Mange: solide! de l’autre w.uillænm Main

il
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n’est-il pas évident qu’Euclide n’avait en vue que la

solides qui n’ont pointd’angles rentrans? Boit-il
nécessaire de l’énoncer d’une manière expresse?

Cette rdéfinitionœst vraie dans tong les ces , lorsque les

angles solides. sontsaillans. Voyez les notes qui sont
à la suite des Elémens de Géométrie de A. M. Le;

gendre. t , , .. . .Le théorèmefque Robert Simson met à la, place de
cette définition est. exprimé ainsi : a Les solides qui
sont contenus dans des plans semblables, égaux en
nombre et en grandeur et semblablement pesés, et
dont les angles solides ne sont fias Contenus t par plus-
de trois angles plans, sont égaux et semblitbles entre

eux * i ’Ceïthëolréme renferme une condition superflue ;’ de

cela sent que deux solides sont terminés par le même
nombœ de faces égides et æmblables, lesifaces de ces
solidesmont’ Légalement prisées danstchaque solide;
c’est comme sil fon’disoit que les triangles qui sont

terminés par des droites égales et semblablement posées

sont égaurieflsembtsbles: i g ’ » I’
Le théorème de Robert Simson a deux ces ; car une

face (luzpreiitier solide étant appliquée exactement sur

la face homologue du second; il peut arriver que les
sutras faces’du prennes solide s’appliquent exactement

sur lesiaulres lem daïseoondïsolideyet il peut arriver
aussi que lepremier solide soit- placé- hohldu’seconda
Robert Simsonï’ne démontre que le premier cas, et

il ne perle pusldn second, qui sert de bassin: dé-
monstrations ’xxvnl et xr.’ du 11° Livre et aux; dé-c

monstrstionswnr’etz w du kif Livret doncv toutes
ceddémosistrstions ont véritablement untbudemenfl
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ruineux par le moyen des corrections de Robert
Simson
LIVRE Xi. --PROP081T10N xv,pag. 309,1ig. l.

Après cette phrase, « et puisque BA est parallèle à

la droite CH», Robert Simson veut qu’on ajoute:
(( car chacune de ces deux droites est parallèle à la
droite ED qui n’est pas dans le même plan que ces ’
droites ». ,

I
(I) Etunné que les Géomèlres aient cru pendant treize siècles

que la définition x étoit vraie , Roberlsimson s’écrie, psg. 588:

Quid a’ulem ditendum , si hæc proposilio non vers sit ? Nonne

confitendum est Geometras pet mille tenantes aunes in hâc te
elementari deceptos fuisse? Et ex hoc quidam modesliam dis.
ocre debemus , atquc agnoscere quarts parum nabis cavere pas.
sumus , que! est mentis humanæ imbecillitas , ne in errores
incidamus etiam in principiis scientiarum qua: inter maxime
cedemerito æstimantur.

Mill! que devons-nous dire si cette proposition n’est pas
vraie ? Ne devons-nous pas avouer que les Géomètres ont été

deus l’erreur pendant treize siècles au sujet de cette proposi-
tion élémentaire? Que cela nous apprenne il être modestes et
à reconnaitre combien il nous est difficile d’être toujours sur

nos gardes , et combien notre esprit est faible, puisque nous
ne pouvons pas même nous garantir de l’erreur dans les prin-

cipes (les sciences qui passent avec raison pour les plus cer-
tailles.
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1v. a, Les propositimueuivantea, (Ni mut la démonstra-

tiuu de la définition x , doivent être mises après la proye-
siliun xxu.

l’BpPÇSIIITIONed.

Si Jeux angles solides sont-compria chacun par trois
- angles plan», et si, ka"an’glea plana du premier sont

égaux mi: angkeplam du moud, chacun à chacun ,
les plana des angles égaux seront également inclinés,

’ le; uns sur les autres dans les deux solides.

I l Soient le; deux angles eqlides A et A’ (fig. 263); que
l’angle solide A soit compris par les troistmgles’plans

BAC. C A D, DAB; que l’angle solide A’ soit com-i
prix par les mais angles plana B’A’C’, C’A’D’, D’A’B’;

que l’angle BAC soit égal à l’ongle D’A’C’, l’angle CAD

égal à l’angle C’A’D’ et llangle DAB égal à l’angle

D’A’B’ z je dis que les plans des angles égaux sont

également inclinés les uns sur les autres dans les deux:

angles solides. l ;
Dlun point qhelçonqlne (Le la droite AB menez

dans le plan B AD la droite B D perpendiculaire sur
la droite Ali; du même point B menez dans le plan
BAC la (imite BC perpendiculaire sur la droite A B;
joignez les points C, Dziîaiteu la droite A’B’ égale à la

droite AH, et du point B’ menez dans le plan A’B’Dl

la droite B’ D’ perpendiculaire sur la droite A’B”, et

dans le plan B’A’C’ la droite Bi C’ perpendiculaire

sur la droite A’B’; joignez les pointa C’, D’. La droite

AB étant égale à la droite A’ B’ , l’angle B A D égal à

l’angle B’A’ D’, et l’angle AB D étant droit ainsi que,

l’angle A’B’ D’ ,v les triangles AB D, A’ D’ seron;
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égaux z donc la droite BD est égale à la droite B’ D’ et

la droite AD égale à la droite A’D’. La droite BC est
égale à la droite B’ C’ et la droite AC égale à la droite

A’ C’, par la même raison. Mais l’angle CAD est égal

à l’angle C’A’D’, la droite AC égale à la droite A’ C’

et la droite A D égale à la droite A’ D’ z donc le trian-

gle CA D est égal au triangle C’A’D’ : donc les deux

triangles BCD,B’ C’ D’ ont leurs côtés égaux cha-

cun à chacun : donc ces deux triangles ont aussi
leurs angles égaux chacun à chacun 2 donc l’angleCBD
est égal à l’angle C’ B’ D’ : donc l’inclinaison du plan

CBA sur le plan DBA est égale à l’inclinaison du
plan C’B’A’ sur le plan D’ B’A’. On démontrera de

la même manière ,que les plans des autres angles égaux

sont également inclinés les uns sur les autres dans ces

deux angles solides.
Donc si deux angles solides sont compris chacun

par trois angles plans, et si les angles plans du pre-
mier sont égaux aux angles plans du second , chacun
à chacun , les plans des angles égaux seront également

inclinés les uns sur les autres dans les deux solides;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITIONIB.
Si Jeux angles solides sont compris chacun par trois

angles pksns, et si les angles plans du premier sont
égaux aux anglesplans du second , chacun a’ chacun ,

ces angles solides seront égaux sntr’eux.

Soient les angles solides A , A’; que les angles plans
BAC , 0A D, DA B de l’angle solide A soient égaux
aux angles plans B’A’C’ , C’A’D’, D’A’B’ de l’angle

I 4



                                                                     

568 NOTESsolide A’, chacun à chacun: je disque l’angle solide A
sera égal à l’angle solide A’.

Appliquons exactement l’angle BA D sur son égal
B’A’D’, il peut arriver que les autres angles plans qui

sont égaux dans les deux angles solides A . A’ soient
placés des mêmes côtés ou ne soient pas placés des

mêmes côtés. Supposons d’abord que l’angle BAD
étant appliqué exactement sur son égal B’A’ D’, les

autres angles plans qui sont égaux dans les deux angles
solides A, A’ soient placés des mêmes côtés. Puisque

l’inclinaison du plan de l’angle BAC sur le plan de
l’angle BAD est égale à l’inclinaison du plan de l’angle

B’A’C’ sur le plan de l’angle B’A’ D’ (pr. A) , le plan

de l’angleB A Cs’appliquera exactement sur le plan de
l’angle B’A’ C’; mais l’angle BAC est égal à l’angle

B’A’ C’ : donc la droite AC s’applique exactement sur

la droite A’ C’; mais la droite AD est appliquée sur la

droite A’ D’ et la droite AC sur la droite A’ C’ : donc

l’angle plan DAC s’applique exactement sur l’angle

plan D’A’C’: donc les trois angles plans de l’angle

solide A s’appliquent exactement sur les trois angles
plans de l’angle solide A’ : donc les angles solides A

et A’ sent égaux. .
Supposons en second lieu que les angles plans BAD,

dab , qui sont égaux entr’eux , soient appliqués exacte-

ment l’un sur l’autre, la droite A B sur la droite ad et
’ la droite A D sur la droite a b, et que les autres angles

plans qui sont égaux entr’eux ne soient pas placés des

mêmes côtés; il est évident, dans cette supposition , que

le plan BAC ne s’appliquera point sur le plan doc,
parce que l’inclinaison du plan BAC sur le plan
n’est pas égale à l’inclinaison du plan doc sur le plan
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du b. Le plan DAC ne s’appliquera point sur le plan
bac, par la même raison : donc les angles plans BAI),
dab étant appliqués exactement l’un sur l’autre, la

droite AB sur la droite ad et la droite AD sur la
droite a b’, les autres angles plans qui sont égaux dans

ces deux angles solides ne s’appliqueront pas les uns
sur les autres.

Si l’on plaçoit l’angle plan BAD sur l’angle plan

bad, de manière que le pointA tombât sur le point a,
que la droite AB s’appliquait sur la droite ab, il est
évident que la droite A Dts’appliqueroit sur la droite

. ad; mais alors le plan’de l’angle BAC auroit la position
b ac’, et le plan de l’angle CAB auroit la position C’ ad,

de sorte que l’angle solide A seroit placé au.dessous du

plan abd. D’où je conclus que le principe de super-
position ne peut pas être employé pour démontrer
l’égalité de deux angles solides qui sont compris cha-

cun par trois angles plans et dont les angles plans du
premier sont égaux aux angles plans du second, clis-
cnn à chacun, lorsqu’aynnt appliqué l’un sus-l’autre

deux angles plans qui sont égaux, les autres angles
égaux de ces angles solides ne sont pas placés des
mêmes côtés (i): donc, dans ce cas, l’on doit se con-

tenter de dire que deux angles solides qui sont com pris
chacun par trois angles plans et dont les angles plans
du premier sont égaux aux angles plans du second sont
égaux entr’eux , parce que lem-s parties constituantes ,

leurs angles plans et leurs inclinaisons sont égales de
part et d’autre.

(i) Les angles solides égaux dont les angles plans ne peu-
vrnt point être superposés les uns sur les autres, s’appellcut
solides symétriques.



                                                                     

570 NOTESDonc si deux angles solides sont compris chacun
par trois angles plans, et si les angles plans du pre-
mier sont égaux aux angles plans du second , chacun
à chacun, ces angles solides sont égaux entr’eux’, ce

qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION’C’.
Les solides qui sont contenus dans le même nombre de

faces égales et semblables en tr’elles et dont les angles

solides ne sont pas compris par plus de trois angles
plans sont égaux et semblables entr’eux.
Soientlessolidea ABCDEF,A’B’C’D’E’F’ (115.244)

dont les angles solides ne sont pas compris par plus de
trois angles plans et que ces solides soient contenus
sous le même nombre de laces égales et semblables,
c’est-à-dire que les faces ARC, DEF, BD, RE, EC
soient semblables et égales aux facœ A’B’ C’, D’ E’ F’,

B’D’, B’E’, E’ C’ : je dis que ces solides sont égaux et

semblables.
Si l’on poœ une face quelconque ABC du premier

solide sur la face homologue A’B’C’ du second, de

manière que les côtés de ces faces, qui sont des côtés

homologues des faces égales et semblables BD. DE,
EC , B’D’, B’E’, E’ C’ soient appliqués exactement

les une sur les autres, ces deux solides seront placés
du même côté sur le plan’A’ B’ C’, où il! seront placés

l’un ail-dessus et l’antre usa-dessous du plan A’B’C’( l ).

Supposons d’abord queles deux solides A BC DEF ,

(l) Lorsque les solides sont placés l’un au-dessus et l’autre
au-dessoln du plan A’B’C’ , ils s’appellent solides symé-

triques. v ’
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A’B’ C’ D’ E’F’ soient placés du même côté sur le plan

A’ B’ C’. Puisque l’inclinaison du plan A F sur le plan

A BC est égale à l’inclinaison du plan A’ F’ sur le

plan A’ B’C’ (pt. A ),I la face AF s’appliquera exac-

tement sur la faire A’F’ qui lui est semblable et égale.

Les autres faces du solide ABCD EF s’appliqueront
exactement sur les autres faces des solides A’B’C’D’E’F’,

parla même raison: donc ces deux solides serontégaux.
’Mais les faces homologues sont également inclinées les’

unes sur les autres dans ces deux solides( pr. d) : donc
les deux solides ABCDEF, A’B’C’ D’ E’ F’, qui sont

contenus dans le même nombre de faces égales et semq

blablas, sont égaux et semblables entrelu.
Supposons en second lieu que les solides ABCDEF,

obcdsf soient placés l’un ail-dessus et l’autre au-

,dessous du plan ab c; il est évident que dans ce cas
le principe de superposition ne peut pas être employé
pour démontrer l’égalité de deux solides qui sont con-

tenus dans le même nombre de faces égales et sembla-
bles entr’elles, et dont les angles solides ne sont pas
compris par plus de trois angles plans: donc l’on doit
se contenter de dire que ces deux solides sont égaux
et semblables, parce que leurs parties constituantes,
savoir , leurs faces, les inclinaisons de ces faces (pr. A ) ,
leurs anglessolides ( pnB), sontpaizfaitegnent éæles de
part et d’autre.

Donc les solides qui sont contenus dans le même
nombre de faces égales et semblables entr’elles, et dont

les angles solides ne sont pas compris par plus de trois -
angles plans, sont égaux et semblables entr’eux; ce

qu’il falloit démontrer, ’ t
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LIVRE XI. --- PROPOSITION xxvru,pag. 34: , Iig.g.

Selon RObert Simson et Clavius, Euclide auroit dû
démontrer que les diagonales C F, DE sont parallèles;
ce que Robert Simson démontre de la manière sui--

vante : p ’ ’« Soit le parallélipipède AB (fig. :88) et que les
diagonales D E CF joignent les extrémités des mêmes I

arêtes; puisque chacune des arêtes CD, FE est paral-
lèle à l’arête GA qui n’est pas dans le même plan , les

arêtes CD, FE seront parallèles : donc les diagonales
CF, DE sont dans le même plan que les arêtes C D ,
FE , et sont parallèles entr’elles : je dis, 8m.

LIVRE XI. - rnorosx’rxon xxrx.

Cette proposition a trois cas, et Euclide n’en dé-
montre qu’un seul. En effet, il peut arriver que la.
droite MH tombe sur la droite GE ou bien entre la
droite GE et la droite F D. Pour démontrer ces deux
derniers cas, on fera des raisonnemens analogues à ’
ceux qu’on a faits pour démontrer les deux derniers
cas de la proposition xxxv du 1" Livre. Voyez la note
sur cette proposition.

LIVRE XIL- rabrosr’rrofl’xvn.

Cette démonstration estjncomplète selon Robert
Simson et selon moi. Après avoir démontré que le

. quadrilatère BKSP ne louchera point la surface de
la plus petite sphère , Euclide conclud que les faces dû

polyèdre inscrit ne toucheront point la surface de la
plus petite sphère. J’ai complété cette démonstration

n
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d’Euclide. Voyez la proposition. xxvnr du Supplé-
ment , le Lemme et le deuxième Corollaire qui suivent
cette proposition.

FIN.

DE L’IMPRIMERIE DE CRAPELET.
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