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RAPPORT

fait a Ia Classe des Seiences physiqﬁes et mathé-
matiques de I'Institut national ,

par les citoyens LAGRANGE et DELAMBRE.

Séance du lundi 28 ventdse an x11.

Prv d’auvrages ont été aussi souvent traduits, com-
mentés et reproduits, que les Elémens d’Euclide; mais
il n'est pas d’auteur avec qui ses traducteurs aient pris
d’aussi étranges libertés. Sous prétexte de donner aux
démonstrations plus de clarté et de simplicité, il n’est
presque pas de proposition dont ils n’aient changé ou
modifi¢ les preuves, Pour ne parler que des traduc~
teurs francais, il suffit de jeter les yeux sur I'Euclide
de Dechalles, réimprimé plusieurs fois successivement
Par Ozanam et Audierne , pour voir que ces éditeurs
n'ont presque rien respecté dans l'auteur original , si
ce n'est Yordre et 'énoncé des théorémes. Mais malgré
tous leurs soins et leurs prétentions, ils n’ont pas fait
oublier le véritable Euclide ; on trouve méme encore
quelques savans quj, soit avec raison , soit par un goit
un peu trop exclusif pour les méthodes des anciens,
pretendent que malgré les talens et les succés des au-~
teurs modernes, les Elémens d’Euclide sont, & quel-
ques endroits prés, le meilleur Quvrage que nous ayons
“n ce genre. Sans prendre aucun parti sur celte ques-
uou', oD peut conclure au moins de leur opinion, que
le ?lloyen Peyrard a fait une chase utile en traduisant
fidélement un ouvrage dont nous n’avons pas eu de
\raduclion exacte depuis plus de deux cents ans, et
3.
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dont les bonnes éditions, soit grecques soit latines, sont
agsez rares, et 4 la poriée de peu de savans, sans
compter les difficuliés des deux langues, qui diminuent
encore assez considérablement le nombre des lecleurs.
Nous avons lu avec soin la nouvelle (raduction, enla
comparanl 4 l'original grec, du moin's quant 4 'énoncé
de chaque proposition, et pour les parlies essentielles
des démonsiralions; car c’eit été un travail aussi long
qu’inutile que de suivre le traducteur dans des détails
qui ne peuvent se traduire de deux maniéres. Par-tout
le citoyen Peyrard nousa paru rendre avec exactiiude
Je sens et méme les expressions de son auteur,
L’ouvrage d’Euclide, quelqu’estimable qu’il soit,
est pourtant incomplet 4 plusieurs égards. I} y manque
sur-lout nombre de propositions importantes relatives
4 la surface du Cercle, de la Sphére, du Cylindre et
du Cone, et 2 1a solidité de ces trois derniers corps.
Le traducteur en a fait la matiére d’un Supplément,
qu'il commence par deux propositions empruniées
d’Archiméde, en averlissant dans une note que la
scconde lui paroit impossible & démontrer bien rigou-
reusement. Il ajoute que c’est sans doute pour celte
raison qu’Euclide n’a rien dit de la surface du Cercle
ni de celle de la Sphére. Il s'agit de prouver que le
contour du Polygone circonscrit est plus grand que
celui du Cercle. Pour y parvenir, Archiméde avoit
posé en principe que de deux lignes concaves du méme
ebté et qui ont mémes extrémités, celle qui environne
Pautre est la plus grande des deux. 1] est vrai que ce
principe mériloit bien une démonstration, mais il
n’est pas prouvé que ce soit précisément celte dificullé
qui ait arrété Euclide. Quand il composa ses Elémens,
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Archiméde n’étoit peut-8tre pas né, il est bien pro-
bable au moins qu’il n’avoit encore publié¢ ni son
Trait¢ de la Sphére et du Cylindre, ni celui de la
mesure du Cercle. Les Théorémes que contient cét
ouvrage étoient encore inconnus pour la plupart, et
la réputation qu'ils ont acquise a leur auteur, le prix
qu'il y attachoit lui-méme, nous prouvent combien
on les avoit jugés difficiles. Il ust donc tout simple
d’imaginer qu’Euclide les ignoroit entiérement; car
¢l les et connus, ils sont d’une telle importance,
qu’il auvoit di, ce me semble, les indiquer, sauf & con-
venir de ce que la démonstration pouvoit renfermer
d’hypothétique.

Tous les Théorémes sont démontrés dans le Supplé-
ment du citoyen Peyrard, & la maniére d’Euclide; et
en se servant autant qu'il a été possible des proposi-
tions qui se trouvent dans les Elémens. Ces démons-
trations sont presque toutes indirectes, c'est-a-dire
qu’elles prouvent, non pas qu’une chose soit de telle
oua de telle maniére, mais qu'il y atiroit de 'absurdité
a4 la supposer autrement.... Quelques-unes des dé-
monsirations du cltoyen JPeyrard ressemblent beau~
coup & celles qu'on “fronve dans 1y ‘ouvrage du citoyen
Legendre ; mais quand on compose un livre d’Elé-
mens, on ne s'impose pas 'obligation d’étre toujours
neuf, loujours inventeur ; tout le monde sait bien que
C’est la chose impossible. On trouvera du moins plu-
sieurs propositions importantes qui sont. démontrées
d’une maniére nouvelle; ainsi pour arriver au théo-
réme sur la solidité de la Sphére, le citoyen Peyrard
emploie la proposilion xvir du livre x11°, et ce théo=
réme paroit en effet un corollaire assez simple de cette

-f
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proposition. La démonstration qu’elle fournit est plus
facile que celle d’Archiméde. Mais ceite proposition
n’éloit quimparfaitement démontrée dans Euclide.
Robert Simson y avoit relevé plusienrs omissions et
inexactlitudes. Le citoyen Peyrard en a complété la
démonstration d’une maniére qui ne laisse rien &
desirer. .

Le Supplément eet terminé par quelques théorémes
connus, d’un usage irés-fréquent dans la mesure des
Lignes, des Surfaces et des Solides, et qui ne se trou~
voient pas assez expressément énoncés dana les Elé-
mens d’Euclide....

L’ouvrage est terminé par des notes ol 'on rap-
porte et 'on discute quelques objections et quelques
correclions proposées par Robert Simson. :

L’auteur, dans sa Préface, annonce un (ravail sem-
blable, qu’il a commencé, sur Archiméde. Nous pen-
sons que la Classe, en approuvant celai qu’il vient de
faire sur Euclide, doit engager le citoyen Peyrard &
~ terminer la traduction, non moinsimporlante, et bien
plus difficile, d’Archiméde.

Signé LAGRANGE ¢« DELAMBRE.

La Classe approuve le Rapport eten adopte les con
clusions. ' -

Signé DELAMBRE, Secrétaire perpéluet.
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PREFACE.

Lorsque je fus nommé Bibliothécaire
de IEcole Polytechnique, je formai le
projet de donner au public une traduc-
tion littérale des @uvres d’Euclide et
d’Archiméde, les deux plus grands Géo~
métres de Pantiquité. Je pensois qu’il étoit
en quelque sorte de mon devoir de con-
sacrer mes momens de loisir & des travaux
qui fussent analogues & ceux de I'Ecole
Polytechnique. Je publierai, dans le cou-
rant de ’an x111, une traduction littérale
des @uvres complétes d’Archiméde; cette
traduction sera accompagnée d’un Com-
mentaire pour faciliter Pintelligence des
endroits difficiles (1). Je fais paroitre au-

(1) La souscription pour la traductlion litiérale des
@uvres complétes d’Archiméde , avec un commen-
taire et des planches, par F. Peyrard, Bibliothécaire
de I’Ecole Polytechnique, est ouverte d’ici au 1*° ven-
démiaire an xiz1. Cet ouvrage sera imprimé par
Crapelet ,sur caractére dit saini-augustin, format in-4°,
papier fin d’Angouléme. Prix 36 fr., et en papier
vélin 73 fr. Tous les exemplaires seront numérotés
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jourd’hui la traduction des Livres de la
Géométrie d’Euclide , Auxquels j’ai ajouté
un Traité du Cercle, du Cylindre,
Cone et de la Sphére; la mesure des Sur-
faces et des Solides. J’ai traduit Euclide
littéralement, et méme mot a mot, quand
le génie de la langue frangaise a pu me le
permettre. Dans mon Supplément , j’ai
adopté les principes d’Archiméde, et Je
me suis conformé, autant qu’il a éte en
mon pouvoir, & la méthode et 2 la marche
d’Euclide. Dans les notes qui accompa;-
gnent ce Supplément, je me suis appliqué
a éclaircir quelques endroits obscurs; je:
rapporte et je discute quelques objections
proposées par Robert Simson. Je fais voir
dans ces notes que Robert Simson est

et livrés suivant I'ordre des souscriptions. La liste des
souscripteurs sera imprimée en téle du volume,. Il ne
sera pas tiré un seul exemplaire au-dela du nombre
des souscriptions; ainsi il sera ahsolument impossible
de #en procurer autrement qu’en souscrivant. Cet
ouvrage paroitra dans le courant de 'an xrn1. On
souscrit i Paris, chez 'Editeur, 4 I'Ecole Polytech-
nijque, et chez F. Louis, Libraire, rue- de -Savoie,
A° 12, Cohe . .




PREFACE. %
tombé dans une erreur trés-grave au sujet
de la définition x du Livre x1.

Au lieu du Supplément que j’ai com-
posé pour servir de suite a la Géométrie
d’Euclide, je devois donner la traduction
littérale du Traité du Cylindre et de la
Sphére et du Traité de la mesure du Cer-
cle d’Archiméde; mais ayant fait réflexion
que ces deux Traités ne sont pas assez
élémentaires , je me suis décidé A composer
un Traité succinct du Cercle, du Cylin-
dre, du Cone et de la Sphére, qui filtala
portée de ceux qui apprennent les ma-
thématiques, et dont toutes les proposi-
tions fussent rigoureusement démontrées.

La démonstration d’Archiméde, qui
regarde ]a mesure de la sphére, est telle-
ment compliquée, qu’il faut la plus grande
contention d’esprit pour la comprendre;
la démonstration que je lui substitue est
courte et facile 4 saisir, et cependant elle
a toute la rlgueur quon peut exiger.

Je ne ferai pas ]’e]oge d’Euclide; on se
‘méfie toujours de I'éloge d’un auteur fait
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par son traducteur. Je laisserai parler deux
tllustres Géométres, Montucla et Bossut..)

« C’est sur-tout 4 ses Elémens qu'Euclide
doit la célébrité de son nom. Il ramassa dans
cet ouvrage , le meilleur encore de tous ccux
de ce genre, les vérités élémentaires de la Géo-
métrie, découvertes avant hii. Il y mit cet en-
chainement si admiré par les amateurs de la
rigueur géométrique , et qui est tel, quil n’y a
aucune proposition qui n'ait des rapports né-
cessaires avec celles qui la précédent ou qui la
suivent. En vain divers Géométres , a qui l’ar-
rangement d’Euclide a déplu, ont tiché de le
réformer , sans portér atteinte a la force des
démonstrations. Leurs efforts impuissans ont
fait voir combien il est difficile de substituer a la
chaine formée par'ancien géométre, une chaine
aussi ferme et aussi solide. Tel étoit le sen-
timent de I'llustre M. Leibnitz, dont I'au-
torité doit étre d’'un grand poids en ces ma-
tiéres; et M. Wolf, qui nous I'apprend, con-
vient d’avoir tenté inutilement d’arranger les
vérités géométriques dans un ordre différent,
sans supposer des choses qui n'étoient point
encore démontrées, ou sans se relicher beau-
coup sur la sohdité de la démonstration. Les
Géométres anglais, qui semblent avoir le mieux
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conservé le golit de la rigoureuse géométric,
ont toujours pensé ainsi; et Euclide a trouvé
chez eux de zélés défenseurs dans divers Géo-
métres habiles. L'Angleterre voit moins éclore
de ces ouvrages, qui ne facilitent la science
qu'en I'énervant; Euclide y est presque le seul
auteur élémentaire connu, et 'on n’y manque
pas de Géomeétres. :

» Le reproche de désordre fait a Euclide,
m’oblige 4 quelques réflexions sur Pordre pré-
tendu qu’affectent nos auteurs modernes d'élé-
mens, et sur les inconvéniens qui en sont la
snite. Peut-on regarder comme un véritable
ordre, celui qui oblige & violer la condition
la plus essentielle & un raisonnement géomé-
trique , je veux dire, cette rgueur de dé-
monstration , seule capable de forcer un esprit
disposé a ne se rendre qu’a I'évidence méta-
physique? Or rien n’est plus commun chez les
auteurs dont on'parle, que ces attéintes portées
3 la rigueur géométrique. Mais it leur falloit
nécessairement se relicher jusqu’a ce point, ou
commencer i traiter d’un certain genre d’éten-
due, avant que d’avoir épuisé ce qu’il y avoit a
dire d’'un autre plus simple, et ils ont mieux
aimé ne démontrer qu'a demi, c’est-a-dire, ne
“point démontrer du tout, que de blesser un
prétendu ordre dont ils étoient épris.
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» Il y a méme, 4 mon avis, une sorte de pué-
rilité dans cette affectation de ne point parler
d’un genre de grandeur, des triangles, par exem-
ple, avant que d’avoir traité au long des lignes
et des angles : car pour peu que, s’astreignant
a cet ordre , on veuille observer la rigueur géo-
métrique, il faut faire les mémes frais de dé-
monstrations , que si I'on edt commencé par ce
genre d’étendue plus composé , et d'ailleurs si
simple, qu'il n’exige pas qu'on s'y éléve par
degrés. Jose aller plus loin, et je ne crains
point de dire que cet ordre affecté va & rétrécir
Yesprit, et a 'accoutumer a une marche con-
traire a celle du génie des découvertes. C'est
déduire laborieusement plusieurs vérités parti-
culiéres, tandis qu'il n’étoit pas plus difficile
d embrasser tout d’un coup le trong, dont elles
ne sont que les branches. Que sont en effet la
plupart de, ces propositions sur les perpendi-
culaires et Jes obliques, qui remplissens plu-
sieurs sections des ouvrages dont op parle,
sinon autant de conséquences fort simples de
la propnete du triangle isoscéle ? 11 étoit bien
plus lumineux , et méme plus court, de com-
mencer 4 démontrer cette propriété, et d’'en dé-
duire ensuite toutes ces autres propositions ».
( Histoire des Mathématiques, par J. F. MoN-
TUCLA. Paris, an vi1, tom. 1, pag. 205.)
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« Jamais livre de science n’a eu un succes
comparable i celui des Elémens d’Euclide. 1ls
ont été enseignés exclusivement pendant plu-
sieurs siécles dans toutes les écoles de mathé-
matiques, traduits et commentés dans toutes les
iaﬁgues'; preuve certaine dé leur excellence ».
( E.s'-s'ai sur UHistoire générale des Mathématiques,
par Cu. BossuT. Paris, 1802, tom. 1, pag. 45.)

. 5. Il est indispenaable de faire lea corrections in-

' diquées dans l'errata, avant d’entreprendre la leclure
d’Euclide. -
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ELEMENS.

GEOMETRIE
DEUCLIDE.

LIVRE PREMIER.

DEFINITIONS. ,

1. L point est ce qui n’a aucune partie.

2. La ligne est une longueur sans largeur.

3. Les extrémités d’une ligne sont des points.

4. La ligne droite est celle qui est toute éga-
lement interposée entre ses points (1).

3. Une superficie est ce qui a longueur et
largeur seulement.

_(l) Dans la suite nous divons une droite au lieu de
dire une ligne droite.

A



2 . ELEMENS

6. Les cxurémités d'une superficie sont des
lignes.

7. Une superficie pleine est celle qui est
également interposée entre ses lignes droites.

8. Un angle plan est 'inclinaison mutuclle de
deux lignes qui se touchent dans un plan et qui
ne sont point placées dans la méme direction.

9. Lorsque des lignes droites comprennent
un angle , I'angle s’appelle rectiligne.

10. Lorsqu’une droite tombant sur une droite
fait les angles de suite égaux entr’eux , chacun
des angles égaux est droit. La droite tombante
- est dite perpendiculaire a celle sur laquelle elle
tombe. o

11. L’angle obuus est celui qui cst plus grand
que I'angle droit.

12. L’angle aign est celui qui est plus petit
que I'angle dront.

13. On appelle terme ou limite ce qui est
I'extrémité de quelque chose.

14. On appelle figure ce qui est compns
entre une ou plusmms limites.

15. Le cercle est une figure plane comprise
dans une scule ligne qu’on appe]]e circonfé-
rence ; toutes les droites mendes a la circon-
férence d un seul point de ceux qui sont placés
dans les figures, sout égales entr’clles.



DEUCLIDE. 3
- 16. Ce point se nomme le centre du cercle.

17. Le diamétre du cercle est une droite
menée par le centre et terminée de part et
d’autre par la circonférence du cercle ; le
diamétre partage le cercle en deux parues
égales.

18. Un demi-cercle est une figure comprise
entre le diamétre et la portion de la circonfé-
rence (ui est nterceptée par le diamétre,

19. Un segment de cercle est une portion du
cercle comprise entre une droite et la circon-
férence du cercle.

20. Les figures rectilignes sont celles qui sont
termmees par des droites.

a1. On appelle trilatéres ou trianglesles figures
ternnnées par trois droites.

22. Quadrilatéres, celles qui sont terminées
par quatre. :

23. Muhilatéres ou polygones, celles qui sont
terminées par plus de quatre dreites.

24. Parmi les figures trilatéres, celle qui est
terminée par trois c6tés égaux se nomme trian-
gle équilatéral.

25. Celle qui a seulement deux c6tés égaux
se numme triangle isocéle.

26. Celle dont tous les 66tés sont inégaux se
nomme triangle scaléne.;

2



4 ELEMENS

27. Parmi les figures trilatéres, celle qui a un
angle droit se nomme triangle rectangle.

28. Celle qui a un angle obtus se nomme
triangle amblygone ou triangle obtus-angle.

29. Celle qui a ses trois angles aigus, trian-
gle oxygone ou triangle acutangle.

30. Parmi les figures quadrilatéres , celle qui
ses cOtés égaux et ses angles droits, se nomme
quarré.

31. Celle qui a ses angles droits, mais quin’a
pas ses cOtés égaux , se nomme quarré oblong
ou rectangle. .

32. Celle qui a ses cotés é egaux mais quin’a
pas ses angles droits , se nomme rhombe.” -

33. Celle dont les c61és et les angles opposes

sont égaux , mais dont tous les c61és ne sont pas

€gaux et dont les angles ne sont pas droits, se
nomme rhomboide.

34. Les autres quadrilatéres, ceux-la excep-
tés, se nomment trapézes (1).

35. Enfin, les paralléles sont des droites qui,
étant placées sur un méme plan, et qui étant

(1) On nomme aujourd’hui trapize un quadrilatére
dont deux de ses cdtés seulement sont paralléles, et

les autres quadrilatéres, excepté le trapéze et les qua-.

drilatéres dont parle Euclide, se nomment ordinaire-
ment quadrilatéres simplement dits.

¥,
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prolongées de part et d'autre i l'infini, ne se
rencontrent nulle part.

DEMANDE S.

1. Conduire une droite d’'un point quelcon-
que & un point quelconque.

2. Prolonger continuellement , selon sa di-
rection , une droite finie.

3. D’un pomt quelconque et avec un inter-

valle quelconque décrire une circonférence de
cercle.

Notions communes ou axiomes.

1. Les quantités qui sont égales 4 une méme
quantité sont égales entr’elles.

2. 81 4 des quantités égales on ajoute des
quantités égales, les tous seront égaux.

3. Si de quantités égales on retranche des
quantités égales, les restes seront égaux.

4- Si & des quantités inégales on ajoute des
quantités égales, les tous seront inégaux.

5. 8i de quantités inégales on retranche des
quantités égales, les restes seront inégaux.

6. Les quantités qui sont doubles d’une méme
quantité sont égales entr’elles. ‘

7. Les quantités qui sont les moitiés d’une
méme quantité sont égales entr’elles.

]
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8.-Lés choses qui se conviennent niutuelle-
ment sont égales entr’elles.

Q- Le tout est plus grand que sa partie.

10. Tous les angles droits sont égaux (1).

11. Si une droite tombant sur deux droites
fait les angles intérieurs du méme cé1é plus
petits que deux droits, les deux droites pro-
longées a I'infini se rencontreront du c6té on
les angles sont plus petits que deux droits.

12. Deux droites ne renferment point un
espace.

PROPOSITION PREMIERE.
PROBLEME,

Sur une droite donnée et finic , construire

un triangle équilatéral .

Soit AB (fig. 1) la droite donnée et finie : il
faut construire sur la droite AB un triangle
€quilatéral.

Du centre A et avec un intervalle AB , dé-
crivez la circonférence BCD (dem. 3); ensuite
du centre B et avec I'intervalle BA décrivez la
circonférence ACE ; et du point C, ot les cir-

=

(1) Dans quelques manmnscrits les axiomes 10 et 11
s¢ trouvent placés parmi les dcinandes.
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conférences se¢ coupent mutucllement , con-
duisez aux points A, B, les droitcs CA, CB
(dem. 1).

Car puisque le point A est le centre du cer-
cle CDB, ladroite AC sera égale ala droite AB
(déf. 15); de plus, puisque le point B est le
centre du cercle CAE, la droite BC sera égale
a 13 droite BA; mais il a été démontré que la
droite CA étoit égale a la droite AB: donc cha-
cune des droites CA, CB est égale a la droite.
AB; or les quantités qui sont égales i une méme
quantité sont égales entr’elles ; donc la droite
CA est égale dladroite CB: donc les trois droites
CA, AB, BC sont égales entr’elles.

Doug le triangle ABC (déf. 24 ) est équila-
téral, et de plus il est construit sur la ligne
donnée et finie AB; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION IL

PROBLEME.

D’un point donné conduire une droite égale & unc
droite donnée.

Soit A (fig. 2) le point donné et BC la droite

donnée : il faut conduire du point A une droite
“égale 2 la droite BC.

Conduisez du point A au point B la droite

1
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AB (dem. 1); sur cette droite construisez le
triangle équilatéral DAB (prop. 1), et pto-
longez les droites AE , BF dans la direction
des c6tés DA, DB; du centre B et avec I'inter-
valle BC , décrivez la circonférence CGH
(dem. 3); et du centre D et avec I'intervalle
DG décrivez ensuite la circonférence GKL.

En effet, puisque le point B est le centre du
cercle CGH, la droite BC sera égale i la droite
BG (déf. 15); de plus, puisque le point Destle
centre du cercle GKL, ladroite DL sera égale
4 la droite DG; mais la droite DA est égale a
la droite DB: donc la droite AL sera égale i la
droite BG (axiome 3 ) ; mais il a été démontré
que la droite BC est égale 4 la droite BG : donc
les droites AL, BC sont égales chacune a la
droite BG. Mais les quantités qui sont égales a
une méme quantité sont égales entr’elles : donc
la droite AL est égale a la droite BC.

Donc du point donné B on a conduit une

droite AL égale ala hgne donnée BC; ce qu’il
falloit faire.



DPEUCLIDE. 9

PROPOSITION 11L
PROBLEME.

Deux droites inégales étant données , retrancher
. de la plus grande une droite égale a la plus
petite.

Soient AB et C (fig. 3) les deux droites iné-
gales données dont la plus grande soit AB : il
faut de la plus grande AB retrancher une droite
qui soit égale a la plus petite C.

Du point A conduisez une droite AD égale
4 la droite C (prop. 2), et du centre A et avec
unintervalle AD décrivezla circonférence DEF
(dem. 3). X

Puisque le point A est le centre du cercle
DEF, la droite AE sera égale a la droite AD;
mais la droite C est égale 3 la droite AD : donc
les deux droites AE, C sont égales chacune a
la droite AD : done la droite AE. est égale a la
droite C. T

Donc les deux droites inégales AB, C ayant
€té données,, il a été retranché de la plus grande

AB'une droite AE égale a la plus petite C; cé
quil falloit faire.
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PROPOSITION IW
THEOREME.

Si deux cétés d'un triangle sont égaux a deux
cotés d’un autre triangle chacun & chacun , et si
les deux angles compris entre les cétés égaux
de ces deux triangles sont aussi égaux , la base
de l'un sera égale & la base de Uautre ; ces deux
triangles seront égaux, et les autres angles com-
pris entre les cétés égaux de ces deux triangles
seront aussi égaux entreux. ‘

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig. 4)
dont les deux c6tés AB, AC sont égaux aux deux
c6tés DE, DF chacun 4 chacun, c’est-a-dire ,
le c6té AB égal au c6té DE, et le c6té AC au
-c6té DF; que Pangle BAC soit aussi égal a
. I'angle EDF : je dis que la base BC est égale a
Ia base EF, que le triangle ABC est égal au
triangle DEF, et que les autres angles compris
entre les cotés égaux de ces deux triangles sont
aussi égaux chacun a chacun; Pangle ABC égal
a I'angle DEF, et I'angle ACB égal a laogle
DFE. 3

Car si le triangle ABC est appliqué sur le
triangle DEF, le point A étant posé sur le point
D, ladroite AB surladroite DE, le point B 101~
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bera sur le point E, parce que la droite AB est
égale 4 la droite DE : mais la droite AB s'appli-
quant exactement sur la droite DE, la droite AC
sappliquera de méme exactement sur la droite
DF, parce que Vangle BAC est égal a angle
EDF; le point C tombera sur le point F, parce
que la ligne AC est €gale a la ligne DF; mais le
point B tomhe sur le point E : donc la base BC
est égale a la base EF, car si le point B tombant
sur le point E, et le point € sur le point F, la
base BC ne s’applique pas exactement sur la
base EF, il faut nécessairement que deux lignes
droites comprennent un espace, ce qui est imn-
possible (axiome 12); donc la base BC s’appli-
quera exactement sur la base EF, ct lui sera
£gale ; donc aussi le triangle entier ABC s’ap-
pliquera exactement sur le triangle entier DEF
et lui sera égale. Par conséquent les autres an-
gles deTun des triangles sappliqueront exac-
tement sur les wutres angles de I'autre triangle
et seront par conséquent égaux Fnssi entr'eux ;
c'est-a—dire Pangle ABC égal I'angle DEF, et
Pangle ACB égal 4 I'angle DFE.

Donc si deux cdtés d'un triangle sont égaux a
deux c6tés d’un autre triangle chacun 4 chacun,
et si Jes deux angles compris entre les cotés
¢gaux de ces deux triangles sont aussi égaux , la
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base de I'in sera égale a la base de Pautre; ces-
deux triangles seront égaux , et les autres angles -
compris entre les c6tés égaux des deux trian-
gles seront aussi égaux entr’eux; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION V.
‘THEoOREME.

Dans les triangles isocéles les angles placés sur
la base sont égaux entr'eur, et les cdtés égaux
étant prolongés , les angles placés au~dessous
de la base seront aussi égaux entreux. '

Soit le triangle isocele ABC (fig. 5) dont le
coté AB est égal au c6té AC; prolongez les
droites AB, AC, vers Detvers E (dem. 2):je
dis que I'angle ABC est égal 4 'angle ACB et que
I'angle CBD est encore égal a Pangle BCE.

Car prenons sur la droite BD un point guel-
conque F, et de la droite AE retranchons la
droite AG égale A la droite AF, qui est plus
petite que la droite AE (prop. 3), et condui-
sons les droites FC et GB.

Puisque la droite A F est égale ala droite AG
et la droite AB a ladroite AC, les deux droites
FA, CA seront égales aux deux droites GA, BA
chacune a chacune; mais ces droites compren-
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nent I'angle commun FAG: donc (prop. 4)la
base FC sera égale i labase GB; le triangle AFC
sera égal au triangle AGB et les autres angles
compris entre les cétés égaux de ces deux
triangles seront aussi égaux entr'eux, c’est-i-
dire, P'angle ACF égal i l'angle ABG, et I'angle
AFC i I'angle AGB; mais comme la droite A F
est égale 4 la droite AG et la droite AB 4 la
droite AC, la droite BF égalera la droite CG
(axiome 3 ) ; mais il a été démontré que la droite
FC est égale i la droite GB : donc les deux droites
BF, FC sont dgales aux droites CG, GB cha-
cune a chacune ; mais Pangle BFC est égal A
Pangle CGB et la droite BC est la base com-
mune de ces deux triangles : donc le triangle
BFC sera égal au triangle CGB et les autres
angles compris entre les c6tés égaux de ces
deux triangles seront aussi égaux chacun a cha-
cun (prop.4) : donc Vangle FBC est égal a
langle GCB, et I'angle BCF égal aussi & P'an-
“gle CBG. Mais comme il a été démontré que
Iangle total ABG étoit égal a langle total ACF
“et que I'angle CBG étoit aussi égal a I'angle
BCF, I'angle restant ABC (axiome 3 ) et 'angle
restant ACB placés sur la base seront égaux. Il
a été démontré aussi que les angles FBC et GCB
placés au-dessous de labase etoient aussi égaux.
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Donc dans les triangles isocéles les angles
placés sur la base sont égaux entr’eux, et les
cltés égaux étant prolongés, les angles placés
au-dessous de la base seront aussi égaux entre
eux ; ce quil falloit démontrer. -

PROPOSITION VI
THEOREME.

Si deux angles d’un triangle sont égaux entr'eur,
les cotés opposés a ces angles égaux seront aussi
€gaux entr’'eux.

Soit le tnangle ABC (fig. 6) ayant l'angle
ABC égal a I'angle ACB : je dis que le coté
AC cst égal au coté AB. :

Car si le c6té AC n'est pas<égal au coté AB,
I'un d’eux sera plus grand que I'autre. Soit AB

“le plus grand ; retranchez de AB qui est le plus
grand cité (prop. 3) la droite DB égal au plus
petit c6té AC, et menez la droite DC.

Puisque DB est égal A la droite AC, et que
la droite BC est le c6té commun, les deux
droites DB, BC sont égales aux deux droites
AC, CB chacune & chacune; mais 'angle DBC
est ¢égal a I'angle ACB : donc la base DC est

+égale 4 la base AB et le triangle ABC égal au
triangle DCB ; €’est-i-dire-que le plus grand est
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¢gal au plus petit: ce qui est absurde. Donc la
droite AB n’est pas plus grande que la droite
AC, donc elle lui est égale.

Donc si deux angles d’un triangle sont égaux
entr'eux , les cO1és opposés aux angles égaux
seront aussi égaux entr'eux ; ce qu'il falloit dé-
montrer. ‘

PROPOSITION VIL

’

THEOREME.

Ayant conduit par les extrémités d'une droite
deux droites qui se rencontrent , il est impossi-
ble de mener des mémes extrémités deux autres
droites qui leur soient égales chacune & cha-
cune , si le point o se rencontrent les deux

* derniéres draites est placé du méme cété et n’est
pas le méme que celi oi: se rencontrent les deux
premicres.

Supposons qu'il soit possible de conduire par
les extrémités A, B de la droite AB (fig. 7), deux
droites AD, DB égales chacune & chacune a
deux autres droites AC, CB conduites aussi par
les mémes extrémités A, B, et se rencontrant
au point C qui est placé du méme cdié et qui
est pas le méme que celui ol se rencontrent
les deux droites AD, DB, de maniére que
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les deux droites CA , D A partant de la méme
extrémité A soient égales entr’elles, et que les
deux droites CB, DB partant de la méme extré-
mité B soient aussi égales entr’elles; conduisez
la droite CD.

Puis donc que la droite AC est égale & la
droite AD, I'angle ACD est égal 4 'angle ADC
(prop. 5); d'ot1 il suit que I'angle ADC est plus
grand que I'angle DCB, et que I'angle CDB est
beaucoup plus grand que DCB; de plus puis-
que la droite CB est égale a la droite DB, 'an-
gle CDB sera égal 4 'angle DCB; maisil a été
démontré qu'il est beaucoup plus grand, ce qui
est impossible.

Donc ayant conduit par les extrémités d’une
droite deux droites qui se rencontrent, il est
~ impossible de conduire par les mémes extré-
mités deux autres droites qui leur soient égales
chacune & chacune , lorsque le point ot se ren-
contrent ces deux derniéres droites est placé
du méme c61é et n'est pas le méme que celui
ol se rencontrent les deux premiéres; ce qu’il
falloit démontrer.
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PROPOSITION VIII
THEORLEME.

Si deuxr cétés d’un triangle sont égaur & deux
cdtés d’un autre triangle,, chacun a chacun, et si
la base de Vun est égale a la base de lautre
les deux angles compris entre les cités égaux
seront aussi égaux.

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig.8)
ayant les deux c61és AB, AC égaux aux c6iés
DE, DF, chacun & chacun, c’est-a-dire le
cbté AB égal au c6té DE, et le coté AC égal
au c6té DF; que la base BC soit aussi égale a
la base EF : je dis que I'angle BAC est égal &
Pangle EDF.

Car si le triangle ABC est appliqué sur le
tnangle DEF, le point B sur le point E, et la
droite BC sur la droite EF, le point C tombera
sur le point F, parce que la droite BC est égale
ala droite EF. La droite BC s'appliquant exac-
tement sur la droite EF, les droites BA, AC
s’'appliqueront exactement sur les droites DE,
DF: car si la base BC s’appliquant exactement
sur la base EF, les cotés BA, AC ne s’appli-
quant pas exactement sur les c6tés DE, DF,

et prenoient une autre position comme EG,
' B
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GF, il seroit possible, aprés avoir conduit par
les extrémités d’une droite deux droites qui se
rencontrent, de mener par les mémes extré-
mitésdeux autres droites quileur seroient égales
chacune & chacune, lors méme que le point ou
se rencontroient les deux derniéres seroit placé
du méme c6té et ne seroit pas le méme que
celui out se rencontrent les deux premiéres ;
mais cela est impossible ( prop. 7 ) : donc la
base BC s’appliquant exactement sur la base
EF, il est impossible que les c6tés AB, AC ne
s’appliquent pas exactement sur les cotés ED,
DF : donc ils s’appliquent exactement les uns
sur les autres : donc I'angle BAC s’applique
exactement sur l'angle EDF : donc il lui est
égal. ,
Si donc deux c6tés d'un triangle sont égaux
a deux c6tés d'un autre triangle , chacun a cha-
cun, et si la base de I'un est égale 4 la base de
Y'autre , les deux angles compris entre les cotés
égaux seront égaux ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION 1IX.
PROBLEDME.

Partager un angle rectiligne donné en deur parties
egales.

Soit BAC (fig. 9) Pangle rectiligne donné :
il faut le partager en deux parties égales.

Prenez sur la droite AB un point quelcon-
que D, retranchez de la droite AC la droite AE
égale & la droite AD (prop.3), conduisez la
droite DE, sur la droite DE construisez le trian-
gle équilatéral DEF (prop. 1), et conduisez la
droite AF. '

Puisque la droite AD est égale i la droite
AE et que ladroite AF est commune, les deux
droites DA, AF seront égales aux deux droites
EA, AF, chacune a chacune ; mais la base DF
est égale & la base EF : donc I'angle DAF est
égal aI'angle EAF (prop. 8): donc I'angle rec-
tiligne donné BA C est partagé en deux parties
égales par la ligne AF; ce quil falloit faire.
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PROPOSITION X.
PROBLEME.

Partager une droite donnée et finie en deus
parties cgales.

Soit AB (fig. 10) la droite donnée et finie :
il faut partager cette droite AB en deux parties
égales.

Construisez sur cette ligne un triangle équi-
latéral ABC ( prop. 1), et partagez I'angle ACB
en deux parties égales (prop.g) : je dis que la
droite AB est partagée en deux parties égales au
pomt D.

Car puisque la droite AC est égale a la droite
CB, et que la droite CD est commune, les deux
droites AC, CD sont égales aux deux droites.
BC, CD, chacune a chacune ; mais 'angle ACD
est égal i I'angle BCD : donc la base AD est
égale i la base BD (prop. 4).

Donc la droite donnée et finie AB est par-
tagée en deux parties égales au pomt D; ce

qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XI
PROBLEME.

Sur une droite donnée et d’un point donné dans
cette ligne , conduire une droite qui fasse deux
angles droits avec la droite donnée.

Soit AB (fig. 11) ladroite donnée et Cle point
donné dans cette droite : il faut par le point C
conduire i la droite AB une droite qui fasse
" deux angles droits. '

Prencz dans laligne AC un pomnt que]conque
D, faites CE égale 4 CD (prop.3), construisez
sur la droite DE un triangle équilatéral FDE
(prop. 1), et menez la droite FC : je dis que la
droite CF, conduite par le point C sur la droite
donnée AB, fait deux angles droits avec elle.

Car puisque la droite CD est égale a la droite
CE et que la droite FC est commune, les deux
droites DC, CF sont égales aux deux droites
EC, CF, chacune i chacune; mais la base DF
est égale 3 la base EF : donc I'angle DCF est
égalal angle ECF ( prop- 8). Or tesdeux angles
sont de suite ; mais quand une droite fait avec
une autre les angles de suite égaux enu’eux,
chacun des angles égaux est droit (déf. ro.):
done chaeun des angles DCF, FCE est droit.

~
‘)
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Donc la droite FC, conduite par le point
sur la droite AB, fait deux angles droits avee
la droite AB; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XIL
o PROBLEME.

Sur une droite donnée et indéfinie et d’'un point
placé hors d’elle, mener une perpendiculaire.

Soit AB (fig. 12 ) la droite donnée et indé-
finie , et C le pomt donné placé hors de cette
droite : il faut sur cette droite donnée et indé-
finie AB, conduire du point donné C, pris hors
de cette droite, une droite perpendiculaire.

Prenez de l'autre cété de la droite AB un
point quelconque D, et du centre C et avec un
intervalle CD décrivez une circonférence EFG
(dem. 3), partagez la droite EG en deux par-
ties égales au point H (prop. 10), et condui-
sez les droites CG, CH, CE : je dis que sur la
droite indéfinie AB et du point donné C placé
hors de cette droite on a mené une perpendicu~
laire CH.

Car puisque la droite G H est égale i la droite
HE, et que la droite CH est commune , les deux
droites GH, HC sont égales aux deux droites
EH, HC, chacune 4 chacune ; mais la base CG
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est aussi égale 4 la base CE (déf.15): donc,
angle CHG est égal 4 I'angle EHC (prop.8).
Or ces deux angles sont de suite ; mais lors-
qu'une droite tombant sur une droite fait avec
elle les angles de suite égaux entr’eux , chacun
de ces angles est droit, et la droite tombante
est dite perpendiculaire a celle sur laquelle elle
tombe. '

Donc on a conduit une perpendiculaire CH
sur la droite indéfinie AB, du point donné C,
qui est placé hors de cette droite;; ce qu'il falloit
faire.

PROPOSITION XIII.
THEOREME,

Si une droite placée sur une autre droite fait des
angles, elle fera avec elle ou deux angles droits
ou deux angles égaux a deux angles droits.

Qu'une droite quelconque AB (fig. 13) placée
sur une droite DC fasse les angles CBA, ABD:
je dis que les angles CBA, ABD ou seront droits
ou égaux a deux droits.

Car si 'angle CBA est égal a l'angle ABD,
ces deux angles seront droits (déf. 10). Sile
contraire arrive , du point B conduisez la droite
BE de maniére qu’elle fasse deux angles droits
avec la droite DC (prop. 11 ). Puisque 'angle

4
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CBE est €gal aux deux angles CBA, ABE, si
on ajoute un angle commun EBD), les angles
CBE, EBD seront égaux aux trois angles CBA,
ABE, EBD. De plus, comme Pangle DBA est
égal aux deux angles DBE; EBA, si on ajoute
un angle commun ABC, les angles DBA, ABC
seront égaux aux trois angles DBE, EBA, ABC;
or il a été démontré que les angles CBE, EBD
sont aussi égaux a ces trois angles : donc puis-
que les choses qui sont égales & une méme
chose sont égales entr’elles, les angles CBE,
EBD seront égaux aux angles DBA, ABC;
mais les angles CBE , EBD sont deux angles
droits ; donc les angles DBA , ABC sont égaux
a deux angles droits. _

Donc si une droite placée sur une autre droite
forme des angles , elle fera ou deux angles droits
ou deux angles égaux a deux droits; ce qu'’il
falloit démontrer.
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PROPOSITION XI1V.
THEOREME.

Si dans un point quelconque d'une ligne droite,
deux droites placées de différens cotés font avec
elle deux angles de suite égaux & deux droits,
ces deux droites seront dans la méme direc-
tion , c’est-a-dire qu’elles ne formeront qu'une
seule et méme droite.

Que dansun point B(fig. 14) de laligne droite
AB les deux droites BC, BD placées de, diffé-
rens cotés fassent avec elle les angles de suite
ABC, ABD égaux & deux droits : je dis que la
droite BD est dans la dircction de la droite CB.

Car si la droite BD n’est point dans la direc- -
ton de la droite BC, supposons que la droite BE
soit dans la direction de la droite BC (dem. 2).

Puis donc que la droite AB est placée sur la
droite CBE, les angles ABC, ABE seront
égaux 4 deux droits ( prop. 13 ); mais les angles
ABC, ABD sont égaux a deux droits par suppo-
sition : donc les angles CBA , ABE sont égaux
aux angles CBA, ABD. Otez I'angle commun
ABC, l'angle restant ABE sera égal a I'angle
restant ABD, c’est-a-dire que le plus petit sera
¢gal au plus grand; ce qui est impossible. La



26 ELEMENS

droite BE n’est donc pas dans la direction de
la droite BC. Nous démontrerons de la méme
maniére qu’il 0’y en a point d’autre qui soit
dans la direction de BC, s1 ce n’est BD. Donc
la droite CB est dans la direction BD.

Donc si dans un point d'une ligne droite, deux
droites placées de différens céiés font avec elle
deux angles de suite égaux a deux droits, ces
deux droits seront dans la méme direction; ce

qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XV.
THEOREME.

Si deux droites se coupent mutuellement , elles
Jont les angles au sommet égaux entr’eux.

Que les deux droites AB, CD (fig. 15) se
coupent mutuellement au point E : je dis que
I'angle AEC est égal a I'angle DEB, et I'angle
CEB égal a l'angle AED.

Car puisque la droite AE est placée sur la
droite CD, faisant les deux angles CEA, AED,
les angles CE A, AED sont égaux a deux droits
( prop- 13 ). De plus, puisque la droite DE est
placée sur la droite AB ; faisant les deux angles
AED, DEB, les angles AED, DEB sont égaux
a deux droits (prop. 13 ). Mais il a éié démon—
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tré que les angles CEA, AED sont ¢égaux &
deux droits : donc les angles CEA, AED sont
égaux aux angles AED, DEB. Retranchez Pan-
gle commun AED, I'angle restant CEA éga-
lera I'angle restant BED. On démontrera de
la méme maniére que les angles CEB, DEA
sont égaux entr’eux.

Donc si deux droites se coupent mutuelle-
ment, elles feront les angles au sommet égaux
entr’eux ; ce qu'il falloit démontrer.

COROLLATIRE.

De-la il suit manifestement que quel que soit
le nombre des lignes qui se coupent en un
point, les angles au point de section sont égaux
a quatre angles droits.

PROPOSITION XVI.
THEOREME.

Ayant prolongé un c6té d’un triangle quelconque,

Vangle extérieur est plus grand que chacun des

ng plus g q .
angles intérieurs et opposés.

Soit le triangle ABC (fig. 16 ), prolongez
le c6té BC jusqu’en D : je dis que I'angle exté-
rieur ACD est plus grand que cbacun des angles
intérieurs et opposés CBA , BAC.
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Partagez la droite AC en deux parties égales
en E (prop. 10); et aprés avoir conduit la droite
BE, prolongez-la jusqu’en F, faites la droite
EF égale a la droite BE (prop. 3), conduisez
la droite FC et prolongez AC jusqu’en G.

Puisque la droite AE est égale i la droite
EC et la droite BE égale aussi a la droite EF,
les deux droites AE, EB seront égales aux
deux droites CE, EF, chacune i chacune ;
I'angle AEB est égal 4 'angle FEC (prop. 15),
puisqu’ils sont opposés au sommet; donc la
base AB est égale a la base FC (prop. 4); le
triangle ABE est égal au triangle FEC, et les
angles opposés & des ctés égaux sont égaux
chacun i chacun : donc I'angle BAE est égal a
I'angle ECF (ax.g); mais I'angle ECD est plus
grand que I'angle ECF : donc I'angle ACD est
plus grand que P'angle BAE. Si on partage le
c6té BC en deux parties égales , on démontrera
de la méme maniére que I'angle BCG, c’est-
a-dire I'angle ACD (prop. 15), est plus grand
que F'angle ABC.

Donc, ayant prolongé un c6té d’un triangle
quelconque , V'angle extérieur est plus grand
que chacun des angles intérieurs et opposés ; ce
qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVIL
' THEOREME.

Deux angles d’un triangle quelconque, de quel-

que maniére quils soient pris , sont moindres
que deux droits.

Soit le triangle ABC (fig. 17) : je dis que
deux angles du triangle ABC, de quelque ma-
niére qu’ils soient pris, sont moindres (que
deux droits. Prolongez la droite BC jusqu’en D
(dem. 2). L’angle extérieur ACD du triangle
ABC est plus grand que 'angle intérieur et op-
posé ABC (prop. 16). Donc si nous ajoutons un
angle commun ACB, les angles ACD, ACB
serout plus grands que les angles ABC, BCA;
wmais les angles ACD, ACB sont égaux & deux
droits (prop. 13) : donc les angles ABC, BCA
sont moindres que deux droits. On démoatrera
de la méme maniére que les angles BAC, ACB
sont aussi moindres que deux droits; on dé-
montrera encore la méme chose par rapport
aux angles CAB, ABC.

Done deux angles d’un triangle quelconque
de quelque maniére qu'ils soient pris, sont

moindres que deux angles droits; cequ " falloit
démontrer.

2
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PROPOSITION XVIII
THEOREME.

Dans tout triangle, un plus grand cété est opposé
& un plus grand angle.

Soit le triangle ABC (fig. 18) ayant le cété
AC plus grand que le cété AB: je dis que I'an-
gle ABC est plus grand que I'angle BCA.

Puisque le c6té AC est plus grand que le
c6té AB, faites la droite AD égale au c6té AB
(prop. 3), et conduisez la ligne BD.

L’angle ADB, qui est un angle extéricur du
wiangle BDC, est plus grand que I'angle inté-
rieur et opposé DCB (prop. 16 ); mais 'angle
ADB est égal i 'angle ABD (prop.5), parce
que le c6té AB est égal an c6té AD : donc I'an-
gle ABD est plus grand que I'angle ACB : donc
I'angle ABC est beaucoup plus grand que I'an~
gle ACB.

Donc dans un triangle quelconque, un plus
grand c6té est opposé & un plus grand angle ;
ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIX.

THEOREME.

“Dans tout triangle , un plus grand angle est opposé
a un plus grand coté.

Soit le triangle ABC (fig. 19) ayant l'angle
ABC plus grand que 'angle BCA : je dis que le
c6té AC est plus grand que le c6té AB.

Car 5'il n’est pas plus grand , le c6té AC est
égal au c6té AB, ou bien il est plus petit. Or le
c6té AC n’est pas égal au cété AB, car alors
Pangle ABC seroit égal aangle ACB (prop.5);
or I'angle ABC n’est point égal 4 'angle ACB:
donc le c6té AC ne sera pas égal au c6té AB.
Le c6té AC n’est pas ceggndant plus petit que
le cdté AB, car alors I'allgle ABC seroit plus
petit que I'angle ACB (prop. 18); or T'angle
ABC n’est pas plus petit que I'angle ACB; donc

le cdté AC ne sera pas plus petit que le c6té AB.
" Maisil a été démontré qu'il ne lui est pas égal :
doncle cété AC est plus grand que le c6té AB.

Donc dans un triangle quelconque, un plus
grand angle est opposé & un plus grand cété;
ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION X X.
THEOREME.

Deux cétés dun triangle quelconque, de quelque
maniére qu’ils soient pris , sont plus grands que
le cété restant.

Car soit le triangle ABC (fig. 20) : je dis que
deux c6tés du triangle ABC, de quelque ma-
" niére qu'ils soient pris, sont plus grands que le
cOLé restant ; ¢’est-a-dire que Jes c6tés BA, AC
sont plus grands que le c6té BC; les cotés AB,
BC plus grands que le c6té AC, et les cotés
BC, CA plus grands que le c61é AB.

Prolongez le c6té AB jusqu’au point D, faites
la droite DA égale a la droite CA (prop.3), et
conduisez la droite JU.

Puisque la droite DA est égale i la droite AC,
I'angle ADC scra égal al'angle ACD (prop. 5);
mais l'angle BCD est plus grand que l'angle
ACD (ax.g): donc I'angle BCD est plus grand
que 'angle ADC : donc, puisque dans le tri‘angle
DCB, I'angle BCD est plus grand que 'angle
BDC, et qu'un plus grand cété est opposé 3
un plus grand angle (prop. 19), le c6té DB sera
plus grand que le c6té BC; mais la droite DB
est Cgale aux cotés AB, AC; donc les cdtés
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AB, AC sont plus grands que le c¢6té BC. Nous
démontrerons de la méme maniére que les cotés
AB,BC sont plus grands que le c6té CA, etles
¢6iés BC, CA plus grands que le c6té AB.

Donc deux coétés d'un triangle quelconque,
de quelque maniére qu'ils soient pris, sont
plus grands que le coté restant; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXI.
THEOREME.

8i des extrémités d’un c6té d’'un triangle on méne
deux droites qui se rencontrent dans ce trian-
gle, ces deux droites seront plus courtes que
les deux autres cotés du triangle , mais elles
comprendront un angle plus grand.

Des extrémités B, C (fig. 21) du c6té BC,
menez en dedans du triangle ABC les deux
droites BD, DG : je dis que les droites BD, DC
seront plus petites que les deux autres c6tés
BA, AC du triangle ABC, et que cependant
elles comprendront un angle BDD plus grand
que 1’angle BAC.

Prolongez la droite BD j ]usqu au point E.

Puisque denx c6tés d'un triangle quelconque
sont plus grands que le c6té restant ( prop. 20},
les deux cétés AB, AE du triangle ABE sont

. : C
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plus grands que le c6té BE. Donc si nous ajou~
tons une droite commune EC, les c6tésBA, AC
seront plus grands que les droites BE , EC. De
plus, puisque les deux c6tés CE, ED du trian-
gle CED sont plus grands que le c6té CD, si
nous ajoutons une droite commune DB, les
droites CE , EB seront plus grandes que les
droites CD?‘ DB; mais on a démontré que les
c6tés BA, AC sont plus grands que les droites
BE, EC : donc les c6tés BA, AC sont beau-
coup plus grands que les c6tés BD, DC.

Mais comme un angle extérieur d’un trian-
gle quelconque est plus grand qu’un des angles
intérieurs et opposés ( prop. 16 ), 'angle BDC,
qui est un angle extérieur du triangle CDL,
est plus grand que I'angle CED. Par la méme
raison I'angle CEB, qui est un angle extérieur
du triangle ABE, est plus grand que I'angle
BAC; mais il a été démonuré que I'angle BDC
est plus grand que l'angle CEB : donc I'angle
BDC est beaucoup plus grand que Pangle BAC.

Donc si des extrémités d’uh c6té d’un trian-~
gle quelconque on méne deux droites qui sc
rencontrent dans ce triangle, ces deux droites
seront plus petites que les deux autres cités du
triangle, et cependant elles comprendront un
plus grand angle ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXII
PROBLEME.

Avec trois droites égales & trois droites données
construire un triangle ; il faut que deux de ces
trois droites , de quclque maniére qu'elles soient
prises , soient plus grandes que la troisiéme.

Soient données les trois droites A, B, C
(fig. 22), dont deux, de quelque maniére qu’on
les prenne, soient plus grandes que la troi-
siéme ; c’est-a-dive les droites A, B plus grandes
que la droite C, les droites A et C plus grandes
que B, et enfin les droites B ct C plus grandes
que A : il faut avec trois droites égales aux
droites A, B, C construire un triangle.

. Supposons la droite DE terminée en D et
indéfinie vers E ; faites la droite DF égale 4 la
droite A (prop.3), la droite FG égale a la
droite B et la droite G H égale 4 la droite C;
ensuite du centre F et avec l'intervalle FD
décrivez la circonférence DKL (dem.3), du
centre G avec l'intervalle GH décrivez la cir-
conférence KL H, et conduisez les droites K F,
KG: je dis que le triangle KF G est construit
avec trois droites égales aux droites A, B, C.

_Car puisque le point F est le gentre din cercle

2
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DKL, la droite FD est égale 4 la droite FK
(déf. 15); mais la droite FK est égale la droite
A : donc la droite KF égale la droite A. De
plus , puisque le point G est le centre du cercle
LKH, la droite GH est égale a la droite GK;
mais la droite GH est égale a la droite C : donc
la droite KG égale la droite C; or la droite KG
est égale a la droite B : donc les trois droites
KF, FG, GK égalent les trois droites A, B, C.

Donc le triangle KFG a été construit avec
trois droites KF, FG, GK qui sont égales aux
trois droites données A, B, C; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXIIL
PROBLEME.

Sur une droite donnée et & un point donné dans
cette droite , construire un angle égal & un angle
donné.

Soit AB (fig. 23 ) la droite donnée el A le
point donné dans cette droite; que DCE soit
Pangle donné : il faut sur la dreite donnée AB
et au point donné A construire un angle rec-
tiligne égal & I'angle rectiligne donné DCE.

_ Soient pris dans I'une et I'autre ligne CD, CE
deux points quelconque D, E; conduisez la
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droite DE, et avec trois droites égales aux
droites CD, DE , CE, construisez le triangle
AFG (prop. 22), de maniére que la droite CD
soit égale 4 la droite AF, la droite CE égale 4 la
droite AG, et la droite DE égale a ladroite FG.

Puisque les deux droites DC, CE sont égales
aux deux droites. FA, AG, chacune i cha-
cune, et que la base DE est égale a la base
FG, l'angle DCE sera égal a l’angle FAG
(PrOP 8)-

Donc I'angle rectligne FA G a été construit
€gal & Pangle rectiligne DCE sur la droite

donnée AB, et au point donné A dans cette
droite.

PROPOSITION XXIV.
Tnﬁonﬁmz

Si deux triangles ont deux cités égaux & deux
cdtés, chacun a chacun, et si U'un des angles com=
pris entre ces cdtés égaux’ est plus grand que
Vautre, labase de Uun de ces triangles sera aussi
plus grande que la base de autre.

Soient les deux triangles ABC, DEF ('ﬁg..’ 24)
dont les deux c6tés AB, AC sont égaux. aux
deux cétés DE, DF, chacun i chacun, c'est-
a-dire le c6té AB égal au c6té DE et le cdté

3
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AC au cété DF; que langle BAC soit plus
grand que Pangle EDF : je dis que la base BC
est plus grande-que la base EF.

" Car puisque I'angle BAC est plus grand que
Pangle EDF, construisez sur la droite DE et
au point D un angle EDG égal i I'angle BAC
( prop 23 ); faites la droite DG égale a I'une
ou & I'autre des droites AC, DF ( prop- 3), et
conduisez les droites GE, FG ‘

Puisque Ia droite AB est égale a la droite
DE, et la droite AC 4 la: droite DG, les deux
droites B A, AC seront égales aux deux droites
ED, DG, chacune a chacune ; mais I'angle BAC
est égal par construction a I'angle EDG : donc
la base BC sera égale a la base EG (prop.4).
De plus, puisque la droite DG est égale a la
droite DF, et I'angle DF G égal a I'angle DGF
(prop-5), donc I'angle DFG sera plus grand que
Pangle EGF : donc I'angle EFG sera beau-
coup plus grand que I'angle EGF ; mais puisque
I'angle EF.G du triangle EF G est plus grand
que P'angle EGF, et qu'un angle plus grand
est opposé a un cété plus grand (prop. 19),
Ie c6té EG est plus grand que le c6té EF;
mais le c6té EG ‘est égal au c6té BC par cons-
truction : donc le c6té BC est plus’ grand que
le c6té EF.
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Donc si deux triangles ont deux cdtés égaux

a deux c6tés, chacun a chacun, et si 'un des
angles compris entre ces cdiés égaux est plus
- grand que Vautre , la base de 1'un de ces trian~
gles sera plus grande que la base de l'autre: !

)

PROPOSITION XXV.

Tnnontmn

Si deux tnangles ont dcu.r cotes égaux chacun a
chacun, et si la base dp L'un est plus grande que
la base de Tautre , ils aurant. aussi les angles
compris entre les cdtés égaux plus grands lun
que Vautre.

Soient ABC DEF (ﬁg 25) deux tnangles
qui aient les denx c6tés AB., AC égaux aux deux
c6tés DE | DF, chacun & chacun, c’est-a-dire le
cité AB (gaI au c6té DE, et le cété AC égal
au c61é DF; que la base BC soit plus grande
que la base EF : je dis que l’angle BAC’ est plus
grand que EDF.

Cars1 I’ angle BAC n est pas plus graud que
langle EDF, il lui est egal ou il est Plus petit;
or 'angle BAC n’est pas égal i langle EDF,
car alors la base BC sérait’ égalé Ma babe‘EF
(yrop. 4 ) ; mais ellé re lui cet pas ékdle ; donc
Yangle BAC n’est pas dgal a Vangle E/DF. L'an-

4
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gle BAC n'est pas plus petit que Pangle EDF,
car §'il étoit plus petit, la base BC seroit plus
petite que la base EF (prop. 24 ); or elle n’est
pas plus petite : donc Pangle BAC n’est pas plus
petit que Pangle EDF. Mais il a été démontré
qu'il ne lui est pas égal : donc I'angle BAC est
plus grand que I'angle EDF.

Donc si deux triangles ont deux c6tés égaux,,
chacun 4 chacun, et si la base de 'un est plus
grande que la base de 'autre, ils auront aussi
les angles compris entre les c6tés éganux plus
grands I'un que lautre ; ce qu'il falloit dé-

montrer.
PROPOSITIQN XXVI.
T330nﬁnm

.Sz deux tnanglcs ont deu.r angles egaux chacun
a chacwz s'ils ont de plus un cdté égal & un
Acote ou celul qux est a(l]acent aux angles egau.z:
ou celm qui est opposé a un des an‘gles égaux, ils
auront les autres c6tés égaux, chacun & chacun ,
et lc troisiéme angle de Uun sera encore égal au
‘ tro;szeme anglc de l autre.

.....

' ~Soient. ABO DEF {fig. 36) deux tnangles
qui aienit les deux angles ABC, BCA égaux aux
deux angles DEE » EFD, chacun a chacun,
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c’est-3-dire I'angle ABC égal a I'angle DEF et
I'angle BCA égal i I'angle EFD; que ces deux
triangles aient aussi un c6té égal i un coté, et
d'abord celui qui est adjacent aux angles ¢gaux,
c'est-alire le coté BC égal au coté EF :je dis
qu’ils auront les autres c6tés égaux aux autres
¢6tés, chacun i chacun , c’est-i-dire le coté AB
égal au cOté DE, et le c61é AC égal au c6té DF;
je dis de plus que 'angle B AC sera encore égal
a I'angle EDF.

Car si le c6té A B n’est pas égal au c61é DE,
l'un de ces c6tés sera plus grand que l'autre.
Soit AB le plus grand c6té; faites la droite GB
¢gale au c6té DE (prop.3), et conduisez la
droite GC.

Puisque le c6té BG est égal au c6té DE, et
le c6té BC égal au c61é EF, les deux cétés BG,
BC sont égaux aux deux c6tés DE, EF, chacun
a chacun ; mais I'angle GBC est égal 4 angle
DEF : donc la base GC est égale i la base DF
(prop. 4); le triangle GCB est égal au trian-
gle DEF, et les autres angles qui sont oppo-
8¢s & des cotés égaux sont aussi égaux entre
cux : donc 'angle GCB est égal al'angle DFE;
mais Vangle DFE est supposé égal i Pangle
BCA: donc I'angle BCG est égal a Pangle BCA,
est-i-dire que le plus petit est égal au plus
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grand, ce qui est impossible : donc les c61és AB
et DE ne sont pas inégaux : donc ils sont égaux;
mais le c6té BC est égal au c6té EF : donc les
deux ¢61és AB, BC sont égaux aux denx cétés
DE, EF, chacun a chacun; mais I'angle ABC
cst égal a I'angle DEF : donc la base AC est
¢gale a la base DF (prop.4), et le troisiéme
angle BAC est ¢gal au troisiéme angle EDF.

Supposons & présent que les c6tés qui sont
opposés aux angles égaux soient égaux, c’est-
a-dire le c6té AB égal au ¢6té DE : je dis que
les autres cétés de T'un de ces triangles sont
encore égaux aux autres c6tés de P'autre trian-
gle; c'est-a-dire que le c6té AC sera égal au
c6té DF, le c6té BC égal au c61é EF, et le troi-
si¢cme BAC égal aussi au troisiéme angle EDF.

Car si le c6té BC n’est pas égal au c6té EF,
F'un de ces c6tés sera plus grand que l'autre.
Supposons s’il est possible que BC soit le plus
grand; faites BH égal au c61é EF ( prop.3), et
conduisez la droue AH.

Puisque le c6té BH est égal aucoté EF ct le
c6té AB égal au c6té DE , les deux cétés AB, BH
seront égaux aux deux c6tés DE, EF, chacun
a chacun; mais ces c6tés comprennent des an—
gles égaux : donc la base AH est égale dla base
DF (prop.4); le triangle ABH est égal au trian-~
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gle DEF, et les autres angles qui sont oppos¢s
a des cotés égaux seront aussi égaux, chacun a
chacun : donc I'angle BHA est égal a T'angle
EFD; mais par supposition I'angle EFD est
¢gal a 'angle BCA : donc I'angle BHA est ¢gal &
I'angle BCA, c'est-a—dire que 'angle extéricur
BHA du triangle ACH est égal 4 I'angle BCA
intérieur et opposé ; ce qui est impossible
( prop. 16) : donc les c6tés BC et EF ne sont
Pas inégaux : donc ils sont égaux. Mais le cété
AB est égal au c6té DE : donc les deux c6tés
AB, BC sont égaux aux deux cétés DE, EF,
chacun & chacun ; mais ces cétés comprennent
des angles égaux : donc la base 'AC ‘st égale &
labase DF (prop. 4); le triangle ABC est égal
au triangle DEF, et le troisiéne angle BAC égal
aussi 4 un troisiéme angle EDF.

Deonc si denx triangles ont deux angles égaux,
‘chacun  chacun, et un cété quelconque égal
a un cété, ou cehui qui est adjacent aux fmgles
égaux, ou celii'qui est opposé & un des angles
éraux , les autres c6tés sont égaux aux autres
cités, chacun a chacun, et ces deux triangles
auront un troisiéme angle égal i un troxsxeme
angle ce qu’il fallon demontrer
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PROPOSITION XXVIL
THEOREME.

Si une droite tombant sur deux autres droites fait
les angles alternes égaux entr'eurx, ces deux
droites seront paralléles.

Que la droite EF (fig. 27) tombant sur les
deux droites AB, CD fasse les angles alternes
AEF, EFD égaux entr’eux : je dis que la droite

- AB est paralléle a la droite €D.

Car si elle ne lui est pas parall¢le, les droites
AB, CD éuant prolongées se rencontreront ou
du cé6té BD ou du c6té AC. Prolongez ces
droites , et supposons qu’elles se rencontrent
du c61é BD au pomt G.

L’angle AEF, qui est hors du trlangle EGF
est plus grand que 'angle intérieur et oppose
EFG (prop. 16); mais par supposition il lui
est égal, ce qui est impossible : donc les droites
AB, CD prolongées du c6té BD ne se rencon-
treront point. On démontreroit de la méme ma-
niére qu’elles ne se rencontreront pas non plus
du c6té AC; or les droites qui ne se rencontrent
d’aucun cété sont paralléles (déf. 25) : donc la
droite AB est paralléle a la droite CD.

Donc st une droite tombant sur deux autres
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droites fait les angles alternes égaux entr’eux,
~ ces deux droites seront paralleles ; ce qu'il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXVIII
THEOREME.

Si une droite tombant sur deux autres droites fait
un angle extérieur égal @ un angle intérieur
opposé et placé du méme cité, ou bien si elle
Sait les angles intérieurs et placés du méme coté
égaux & deux droits, ces deux droites seront
paraliéles. )

Que la droite EF (fig. 28) tombant sur les
deux droites AB, CD fasse I'angle extérieur
EGB égal a 'angle intérieur opposé et placé -
du méme c6té GHD, ou bien les angles inté-
rieurs et placés du méme cété BGH, GHD
“€gaux 4 deux droits : je dis que la droite AB
est paralléle & la droite CD.

Car puisque I'angle EGB est égal a I'angle
GHD, et que 'angle EGB est égal a'angle AGH
{prop. 15), l'angle AGH sera égal a l'angle
GHD; mais ces angles sont alternes: donc la
droite AB est paralléle a la droite CD (prop. 27).

De plus, puisque les angles BGH, GHD sont
égaux i deux droits, et que les angles AGH,
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BGH sont encore égaux a deux droits (prop. 13},
les angles AGH, BG H seront égaux aux angles
BGH, GHD. Donc si nous retranchons I'angle
commun BGH, I'angle restant AG H sera égal &
Pangle restant GHD; mais ces deux angles sont
alternes : donc la droite AB est paralléle a la |
droite CD ( prop. 27).

Donc si une droite tombant sur deux autres
droites fait un angle extérieur égal 2 un angle
intérieur opposé et placé du méme c6té, ou si
elle fait les angles intérieurs et placés du méme

coud égaux & deux droits, ces droites seront
paralléles ; ce qu'il falloit démontrer..

PROPOSITION XXIX.
THEOREME.

Si une droite tombe sur deux paralléles , les angles
alternes sont égaux entr'eux , U'angle extérieur
est égal a Uangle intérieur opposé et placé du
méme cété , et les angles intérieurs placés du
méme coté sont égaux & deux droits.

Si la droite EF (fig. 28) tombe sur les paral-
léles AB, CD, je dis que les angles alternes
AGH, GHD seront égaux entr’eux, 'angle
extérieur EGB sera égal a l'angle intérieur
opposé et placé du méme c6té GHD, et les
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angles intérieurs et placés du méme c6té BGH,
GHD seront égaux a deux droits.

Car si 'angle AGH n’est pas égal & V'angle
GHD, F'un de ces angles sera plus grand. Que
I'angle AGH soit le plus grand; puiscue I'angle
AGH est plus grand que 'angle GHD, si on leur
ajoute un angle commun BGH, les angles AGH,
BGH seront plus grands que les angles BGH,
GHD; mais les angles AGH, BGH sont égaux
adeux droits (prop. 13 ) : donc les angles BGH,
G HD sont moindres que deux droits ; mais
deux droites étant prolongées a I'infini du cété
ou les angles intérieurs sont plus petits que
deux droits se rencontrent entr’elles (ax. 11):
donc les droites AB, CD prolongées aTimhim
se rencontreront ; mais elles ne se rencontre-
ront pas puisqu’elles sont paralléles : donc les
angles AGH, GHD ne sont point inégaux ,
donc ils sont égaux. Mais I'angle AGH est
égal a I'angle EGB (prop. 15) : donc I'angle
EGB sera égal 4 I'angle GHD. Donc si nous
ajoutons un angle commun BGH, les angles
EGB, BGH seront égaux aux angles BGH,
GHD; mais les angles EGB, BGH sont égaux
4 deux droits (prop. 13): donc les angles BGH,
GHD sont égaux 4 deux droits.

Donc si une droite tombe sur deux paralléles,
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les angles alternes sont égaux entr'eux , I'angle
extérieur est €gal & I'angle intérieur opposé et
placé du méme c6té, et les angles intérieurs
placés du méme cété sont égaux i deux droits;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXX.
THEOREME.

Les droites qui sont paralléles & une méme droite
sont paralléles entrelles.

Que chacun des parallcles AB, CD (fig. ag)
soit paralléle a la droite EF : je dis que la droite
AB est paralléle 2 la droite CD.

Conduisez sur ces droites la droite GK.

Puisque la droite GK tombe sur les paralléles
AR, EF, l'angle AGH est égal a I'angle GHF
(prop. 27). De plus puisque ladroite GK tombe
sur les paralléles EF, CD, I'angle GHF est égal
a l'angle GKD (prop. 28). Or il a été démon-
tré que l'angle AGK est égal a I'angle GHF :
donc l'angle AGK est égal a I'angle GKD;
mais ces angles sont alternes : donc la droite
AB est paralléle a la droite CD (prop. 29).

Donc les droites qui sont paralléles 3 une
méme droite sont paralléles entr’elles ; ce qu’il
falloit démontrer.



PROPOSITION XXXI1.
PROBLEME.

DLar un point donné conduire une droite paralléle
4 une droite donnée.

Soit A (fig.30) le point donné et BC la droite
donnée : 1l faut par le point A conduire une
droite paralléle 4 la droite BC.

Prenez sur la droite BC un point quelconque
D, et menez AD; construisez sur la droite DA
et en un point A un angle DAE égal i I'angle
ADC, et prolongez la droite AF dans la dlrec-
uondeEA’ A :

Puisque la drmte AD tombant sur les deux
droites BC, EF fait les angles alternes EAD,
ADC égaux entr’eux, la droite BC sera paral-
Yéle A la droite EF (prop. 27).

Donc par le point donn¥ A, la droite EAF
a été menée paralléle & la droite donnée BC;
ce qu'il falloit faire.
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PROPOSITION XXXII.
THEOREME.

Ayant prolongé un c6té d'un triangle quelconque,,
Vangle extérieur est égal aux deux angles in-
téricurs et opposés, et les trois angl‘zs intérieurs
du triangle sont égaux & deux droits.

Soit le triangle ABC (fig. 31); prolongez
le c61é BC en D : je dis que I'angle extérieur
ACD est égal aux deux angles intérieurs et
:opposés CAD, ABC, et que les trois angles
intérieurs ABC, BCA, CAB sont égaux 4 deux
droits.

Menez par le point C la droite CE paraﬂele
a la droite AB (prop. 21).

Puisque la droite CE est parallcle 4 la droite
AB ct que la droite AC tombe sur ces deux
droites , les angles alterues BAC, ACE sont
égaux entr’cux ( prop. 29 ). De plus, puisque la
droite AB est parallcle i la droiie CE et que
la droite BD tombe sur ces deux drottes, I'an-
gle extérieur ECD est égal a 'angle intérieur
et opposé ABC. Or il a été démontré que I'an-
gle ACE est égal a I'angle BAC : donc l'angle
extérieur total ACD est égal aux deux angles
extérieurs et opposés BAC, ABC.
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Donc si on ajoute un angle commun ACB,
les angles ACD, ACB seront égaux aux trois
anglesACB,BCA,CAB; mais les angles ACD),
ACB sont égaux a deux droits (prop. 13 ) : done
les angles ACB, CBA , CAB sont ¢gaux a deux
droits. ' o
Donc, ayant prolongé un ¢6té de 1out trian-
gle, Iangle extérieur est égal aux deux angles
intérieurs et opposés, et les trois angles inté-
rieurs du triangle sont égaux i deux droits;
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIII
THEOREME,

Les droites qui joignent des mémes cités des droites
égales et paralléles sont clles-mémes égales et
paralléles.

Soient AB, CD (fig. 32 ) deux droites ¢gales
et paralléles ; joignez-les des mémes c6iés par
les droites AC, BD : je dis que les droites AC,
BD sont aussi égales et paralléles.

Meunez la dreite BC. o

Puisque la droite AB est paralléle i Ta droite
CD et que la droite BC..tombe sur ces deux
droites, les angles altérnes ABC, BCD. sont
€gaux (prop. 29 ). De plus, puisque la droite

a
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‘AB est égale a la droite CD et que la droite BC
est commune aux deux triangles BCA, BDC,
les deux droites AB, BC sont égales aux denx
droites CD, BC; mais I'angle ABC est égal &
Yangle BCD : donc la base AC est égale 4 la base
BD, le triangle ABC est égal au triangle BCD, et
les autres angles qui sont opposés a des cotés
égaux sont égaux , chacun a chacun : donc I'an-
gle ACB est égal a langle CBD. Puisque la
ligne droite BC tombant sur deux droites AC,
BD fait les angles alternes égaux entr'eux, la
droite AC est paralléle & la droite BD et lui est
€gale (prop. 27).

Donc les droites qui joignent des mémes c6tés
deux droites égales et paralléles, sont elles-
mémes égales et paralléles; ce qu’il falloit dé-
montrer.

PROPOSITION XXXIV.
THEOREME.

Les cdtés et les angles opposés des parallélogram
mes sont égaux, et la diagonale les partage en
dewx parties égales.

Soit ACDB (fig. 32) un parallélogramme et
BC sa diagonale : je dis que les cétés et les
angles opposés du parallélogramme ACDB sont
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égaux, et que sa diagonale BC le partage en
deux parties éggles. _

Car puisque la droite AB est paralléle a la
droite CD et que la droite BC tombe sur ces
deux droites, les angles alternes ABC, BGD
seront égaux entr’eux (prop.29). De plus,
puisque la droite AC est paralléle 4 la droite BD
et que la droite BC tombe sur ces deux droites,
les angles alternes ACB, CBD sont égaux entre
eux : done les deux triangles ABC, CBD ont
deux angles ABC, BCA égaux aux deux angles
BCD, CBB, chacun a chacun, ils ont de plus un
¢6té commun BC adjacent & des angles égaux:
donc ils auront les autres c6tés égaux aux autres
c6tés, chacun a chacun (prop. 26), et le troi-
siéme angle égal au troisiéme angle : donc le
€6té AB est égal au ebété CD, et angle BAC
égal 4 'angle BDC. Puisque l'angle ABC est
égal a Vangle BCD, et I'angle CBD égal & I'an-
gle ACB, l'angle total ABD sera égal & Fangle
total ACD. Mais il a été démontré que l'angle
BAC est égal a I'angle BDC.

Douc les cétés et les angles oppesés des pa-
sallélogrammes sont égaux entr’eux.

Je dis de plus que la diagonale partage les.
parallélogrammes en deux parties ¢gales. Car
puisque la droite AB est égale a la droite CDx

5
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et gque la droite BC est commune aux deux
triangles, les deux droites AB, BC seront égales
aux droites DC, CB, chacune 4 chacune ; mais
Yangle ABC est égal a I'angle BCD : donc la
base AC est égale a la base BC (prop. 4), et
le triangle ABC égal au triangle BCD.

Donc la diagonale BC partage le parallélo-
gramme ACDB en deux parties égales ; ce qu'il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXXV.
THEOREME.

Les parallélogrammes qui sont construits sur la
méme base et entre les mémes paralléles sont
égaux entr’eux.

Soicnt les parallélogrammes ABCD, EBCF
(fig. 33 ) construits sur la méme base BC et
entre les mémes paralleles AF, BC : je dis que
le parallélogramme ABCD est égal au parallé-
logramme EBCF.

Car puisque ABCD est un parallélogramme,
la droite AD est égale aladroite BC (prop.34),
ct par laméme raison la droite EF est aussi égale -
i Ja droite BC: donc la droite AD est égale a la
droite EF : donc, st on ajoute une droite com- .
munc DE, la droite totale AE sera égale & Ia
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droite totale DF (axiome 2) ; mais la droite AB
est égale a la droite DC : donc les deux droites
EA, AB sont égales aux deux droites FD, DC,
chacune i chacune ; mais 'angle extérieur FDC
est égal 4 I'angle intérieur EAB (prop. 29 ) :
donc la base EB est égale i la base FC (prop. 4 ),
et lc triangle E AB égal au triangle FDC; donc
si Pon retranche la parie commune DGE, le
trapéze restant ABG D sera €gul au trapéze res-
tant EGCF. Douc si on leur ajoute le triangle
commun GBC, le parallélogramme total ABCD
sera égal au parallélogramme total EBCF.

Donc les parallélogrammes construits sur les
mémes bases et entre les mémes paralléles sont
égaux entr'eux ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVI,,

THEOREME.

Les parallélogrammes construits sur des bases
égales et entre les mémes paralléles sont égau ¢

entreux.

Soient les parallélogrammes ABCD, EFGH
(fig. 34 ) construits sur des bases égales BC,
F G et entre les mémes paralléles AH, BG : je
dis que le parallélogramme ABCD est ¢ g.ﬂ’ an

parallélogramme EFGH.
4
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Conduisez les droites BE, CH.

Puisque la droite BC est égale a la droite FG
et la droite FG égale & la droite EH, la droite
BC sera égale 4 Ja droite EH ; mais les droites
BC, EH sont paralléles et joigneunt les droites
BE, CH; or leg droites qui joignent des mémes
c6tés deux droites égales et paralléles sont égalea
( prop. 33 ) : donc les droites EB, CH sont
égales et paralléles : donc EBCH est un paral-
lélogramme, et ce parallélogramme est égal au
parallélogramme ABCD (prop.35); carilala
méme base BC que lui et il est construit entre les
mémes paralléles, Par la méme raison le paral-
1élogramme EF G H est égal au parallélogramme
EBCH : donc le parallélogramme ABCD est
égal au parallélogramme EFGH,

Donc les parallélogrammes construits sur des,
bases égales et entre les mémes paralléles sont
€égaux ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVIIL
THEOREME,

Ees triangles construits sur la- méme base et entre
les mémes paralléles sont égaux.

Soient les triangles ABC, DBC (fig. 35)
construits sur la méme base BC et entre les
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mémes paralléles AD, BC : je dis que le trian-
gle ABC est égal au triangle DBC.

Prolongez de part et d’autre la droite AD
vers les points E, F, et par le point B con-
- duisez une droite BE parall¢le a la droite CA
(prop.31), et par le point G conduisez aussi
une droite CF paralléle 2 BD. ‘

Les figures EBCA, DBCF sont des parallé-
logrammes, et le parallélogramme EBCA est
égal au parallélogramme DBCF (prop. 35);
car ils sont construits I'un et I'autre sur la méme
base et entre les mémes paralléles; mais le trian-
gle ABC est la moitié du parallélogramme
EBCA; car la diagonale AB le partage en deux
parties égales; le triangle DBC est la moiué
du parallélogramme DBCF, car la diagonale
DC la partage en deux parties égales (prop.34);
mais les moitiés des quantités égales sont égales
entr’elles : donc le triangle ABC est égal au
triangle DBC.

Donc les manglea construits sur la méme base
et entre les mémes paralléles sont 6gaux entre
eux ; ce qu'il fallmt démontrer.
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PROPOSITION XXXVIIIL.
THEOREME.

Les triangles construits sur des bases égales et
entre les mémes paralléles sont égaux entre
eur.

Soient les triangles ABC, DEF (fig. 36)
construits sur des bases égales BC, EF et entre
les mémes paralléles BF, AD : je dis que le
triangle ABC est égal au triangle DEF.

Car prolongez de part et d’autre la droite AD
vers les points G, H; par le point B conduises
la droite BG paralléle 4 la droite CA (prop.31),
et par le point F conduisez aussi la droite FI
paralléle a la droite DE.

Les figures GBCA, DEFH sont des paral-
1élogrammes ; mais les parallélogrammes GBCA,
DEF H sont égaux entr’eux (prop. 36), car ils
sont construits sur des bases égales et entre les
mémes paralléles. Or le triangle ABC est la
moitié du parallélogramme GBCA, car la dia~
gonale AB le partage en deux parties égales
( prop- 34 ); le triangle FFD est la moitié du
parallélogramme DEFH, car la diagonale DF
le partage en deux parties égales; mais les
moitiés des quantités égales sont égales entre
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elles : donc le triangle ABC est égale au trian-
gle DEF.

Donc les triangles counstruits sur des bases
égales et entre les mémes paralléles sont égaux
entr'eux ; cc qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIX.
THEORLME.

Les triangles cgaux qui sont construits sur la méme
base et qui sont placés du méme c6té sont com—
pris entre les mémes paralléles.

Soient les deux triangles égaux ABC, DBC
(fig. 37 ) construits sur la méme base BC et
placés du méme c61é : je dis que ces deux trian-
gles sont compris entre les mémes parallcles.

Conduiscz la droite AD : je dis que la droite
AD est paralléle a la droite BC.

Car s1 la droite AD n’est pas paralléle 4 la
droite BC, conduisez par le point A une droite -
AE paralléle & la droite BC (prop.31); con-
duisez ensuite la droite EC.

Le triangle ABC est égal au triangle EBC
(prop- 37), car ces deux triangles sont cons-
truits sur laméme base BC, et compris entre les
mémes paralléles BC, AE. Mais par hypothése
le triangle ABC est égal au triangle DBC : donc
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le triangle DBC est €égal au triangle DBC, c’est

" a-dire que le plus grand est égal au plus petit,
ce qui ne peut se faire : donc la droite AE n’est
point paralléle a la droite BC. Nous démontre-
rons de méme que toute autre droite , excepté
AD, ne peut étre paralléle 2 BC : donc la droite
AD est paralléle a la droite BC.

Donc les triangles égaux qui sont construits
sur la méme base et qui sont placés du méme
c6té sont compris entre les mémes paralléles ;
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XL.
THEOREME.

Les triangles égaux qui sont construits sur des
bases égales et qui sont placés du méme cdté
sont compris entre les mémes paralléles.

Soient les triangles égaux ABC,CDE (fig.38)
construits sur des bases égales BC, CE et placés
du méme c6té: je dis qu’ils sont compris entre
les mémes paralléles. Conduisez la droite AD:
je dis que la droite ADrest paralléle a ladroite BE.

Car si la droite AD n’est pas paralléle a la
droite BE, conduisez par le point A la droite
AF paralléle a la droite BC, et conduisez en-
suite la droite FE.
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Le triangle ABC est égal au triangle FCE
(prop. 38); car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales et compris entre les
mémes paralléles BE, AF ; mais le triangle ABC
est égal au triangle DCE : donc le triangle DCE
est égal au triangle FCE, c'est-d-dire que le
plus grand est égal au plus petit, ce qui ne peut
étre.: donc la droite AF n’est point paralléle i
la droite BE. Nous démontrerons de la méme
maniére que toute autre droite, excepté AD,
ne peut étre paralléle 4 BF : donc la droite AD
est paralléle 4 la droite BE.

“Donc les triangles égaux qui sont construits
sur des bases égales et qui sont placés du méme
c4té sont compris entre les mémes paralléles ;
ce qul falloit démontrer.

PROPOSITION XLIL
TEEORLE ME.

Si un parallélogramme et un triangle ont la méme
base et sont compris entre les mémes paralléles,
le parallélogramme est double du triangle.

En effet, que le parallélogramme ABCD
et le triangle EBC (fig. 39 ) aient la méme
base et soient compris I'un et I'autre entre les
mémes paralléles BC, AE : je dis que le paral- -
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lélogramme ABCD est double du triangle
BEC. .
Conduisez la droite AC. Le triangle ABC est
-égal au triangle EBC (prop. 37), car ces deux
“triangles sont counstruits sur la méme base BC
et compris entre les mémes paralleles BC, AE;
mais le parallélogramme ABCD est double du
triangle ABC, car la diagonale AC partage ce pa-

rallélogramme en deux parties égales (prop. 34):
donc le parallélogramme ABCD est aussi dou-
ble du triangle EBC.

Donc si un parallélogramme et un triangle
ont la méme base et sont compris enwre les
mémes paralléles, le parallélogramme sera dou-
ble du triangle ; ce qu'il falloit démontrer. -, .

PROPOSITION XLIL

PROBLEME.

Construire dans un angle donné, un parallélo-
gramme égal a un triangle donné.

Soit ABC (fig. 40) le triangle donné et D
Pangle donné : 1l faut construire un parallélo-
gramme qui soit égal au triangle ABG dans
un angle égal a 'angle donné D.

Partagez la droite BC en deux parties dgales
au point E et conduisez la droite AE; sur la



DDEUCLIDE. 63

droite EC et au poiit E construisez un angle
CEF égal i I'angle D (prop. 23 ), par le point
A conduisez une droite AG parall¢le a la droite
EC (prop. 31), et par le point C conduisez
aussi une droite CG paralléle i la droite FE :
la figure FECG sera un parallélogramme.
Puisque ladroite BE est ¢gale a ladroite EC,
le triangle ABE sera égal au triangle AEC
(prop. 38), car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales BE, EC, et compris
entre les mémes paralléles BC, AG : donc le
triangle ABC est double du triangle AEC ; mais
le parallélogramme FECG est double du trian-
gle AEC, car ils ont la méme base et ils sont
compris entre les mémes paralléles : donc le
parallélogramme FECG est égal au triangle
ABC (ax.6), et il a un angle égal 4 I'angle D.
Donc le parallélogramme FECG a été cons-
truit égal au triangle ABC dans un angle CEF
égal a I'angle donné D ; ce qu'il falloit faire.



G ELEMENS
PROPOSITION XLItL
THEOREME.

Dans tout parallélogramme , les complémens des
parallélogrammes qui sont autour de la diago=
nale sont égaux entr'eux.

Soit le parallélogramme ABCD (fig. 41 ) dont
AC est la diagonale autour de laquelle soient les
parallélogrammes EH, FG, et les parallélo~
grammes BK , KD qu’on appelle complémens :
je dis que le complément BK est égal au com=
plément KD. .

Car puisque la figure ABCD est un parallé-
logramme dont la droite AC est la diagonale,
le triangle ABC est égal au triangle ADC
(prop. 34). De plus, puisque la figure EKHA
est un parallélogramme dont la droite AK est
la diagonale, le triangle AEK est égal au trian-
gle AHK; le triangle KFC est égal au triangle
KGC, par la méme raison : donc puisque le
triangle AEK est égal au triangle AHK, et que
le triangle KF C est aussi égal au triangle KFC,
le triangle AEK , réuni avec le triangle KGC,
est égal au triangle AHK réuni avec le triangle
KFC; mais le triangle total ABC est égal an
iiangle total ADC : donc les restes BK, KD,
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qu'on appelle complémens, sont égaux entre
eux (axiome 3 ). _

Donc dans tout parallélogramme , les com-
plémens des parallélogrammes qui sont antour
de Ia diagonale sont égaux entr’eux ; -ce qu'il
falloit démontrer.

PROPOSITION XLIV.
PROBLREME.

Sur une droite donnée et dans un angle donné,
construire un parallélogramme qui soit égal &
un triangle donné.

Soient donnés la droite AB (fig. 42), le
triangle C et I'angle D : il faut sur la droite AB
et dans un triangle égal i I'angle D, construire
un parallélogramme égal au triangle donné C.

Construisez un parallélogramme BEF G égal
au triangle C; dans un angle EBG égal 2 I'an-
gle D ( prop. 42); placez la droite BE dans la
direction de la droite AB; prolongez la droite
FG vers H; et par le point A condwisez la droite
AH paralléle & la droite BG ou i la droite EF
(prop. 31), et menez la droite GB. Puisque la
droite HF tombe sur les paralléeles AH, EF,

les angles AHF, HFE sont égaux & deux an-
gles droits (prop. 29 ) : donc les angles BHG,
E
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GFE sont moindres que deux angles droits;
mais les droites qui sont prolongées i I'infini
du c61é ou les angles intérieurs sont moindres
que deux angles droits se rencontrent (ax. 11):
donc les droites HB, FE se rencontreront étant
prolongées ; que ces deux droites soient pro-
longées (dem. 2), et supposons qu’elles se ren-
‘contrent en K; par le point K conduisez la
droite KL paralléle ala droite EA ou i la droite
FH (prop. 31), et prolongez les droites AH,
GB vers les points L, M.

La figure HLKF est un parallélogramme
dont HK est la diagonale ; autour de la diago-
nale HK sont les parallélogrammes AG, ME,
et Jes' parallélogrammes LB, BF, qu’'on nomme
complémens : donc le parallélogramme LB est
égal au parallélogramme BF (prop. 43); maiy
le parallélogramme BF est égal au triangle C:
donc le parallélogramme L B sera égal au trian-
gle C; et puisque I'angle GBE est égal a I'angle
ABM (prop. 15) et que I'angle GBE est égal
alangle D, angle ABM scra égal i I'angle D,

Donc sur la droite donnée AB et dans un
angle ABM égal i 'angle D, le parallélogramme
LB a é1é construit égal au triangle donné C; cg
qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XLV.
PROBLEME.

.Comtruire, dans un angle donné, un paralléio-
gramme qui soit égal & une figure rectiligne
donnée.

Soit ABCD (fig. 43) la figure rectiligne
donnée et E I'angle donné : il faut, dans un
angle égal i I'angle E , construire'un parallélo-
gramme qui soit égal i la figure ABCD.

Conduisez la droite DB, et construisez dans
Pangle HKF égal i T'angle E, un parallélo-
gramme FH qui soit égal au triangle ADB, et
sur la droite GH construisez ensuite dans I’an~
gle GHM égal i I'angle E, un parallélogramme
GM qui soit égal au triangle DBC.

Puisque l'angle E est égal a chacun des an-
gles HKF, GHM, I'angle GHM sera égal a
Pangle HKF : donc si nous leur ajoutons 'an-
gle commun KHG, les angles FKH, KHG
seront égaux aux angles KHG , GHM. Mais
les angles FKH, KHG sont égaux a deux an-
gles droits (prop. 2g) : donc les angles KHG.,
G HM seront égaux 4 deux angles droits. Mais
puisque les deux droites KH, HM, placées de

différens coiés, font sur la droite GH et au
~ a2
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point H de cette droite, deux angles de suite
égaux & deux droits, la droite KH est dans la
direction de la droite HM (prop. 14); et puis-
que la droite HG tombe sur les paralléles KM,
FG, les angles alternes MHG, HGF sont
égaux ( prop. 29); donc si nous leur ajoutons -
Fangle commun HGL, les angles MHG, HGL
seront égaux aux angles HGF, HGL. Mais
les angles MHG, HGL sont égaux a deux
angles droits ( prop. 29 ) ; donc les angles
HGF, HGL seront aussi égaux 4 deux angles
droits ; donc la droite FG est dans la direc-
tion de la droite GL; et puisque la droite KF
est égale et paralléle & la droite HG, et que
la droite HG est aussi égale et parallcle a la
droite ML, la droite KF sera égale et paral-
l¢le a la droite ML (ax. 1 et prop. 30). Mais -
ces deux droites sont jointes ensemble par les
droites KM, FL : donc les droites KM, FL
sont égales et paralléles ( prop. 33 ) : donc la
figugre KFLM est un parallélogramme ; mais
comme le triangle ABD est égal au paraliélo-
gramme HF, et que le triangle ABC est égal au
parallélogramme GM, la figure totale ABCD
sera égale au parallélogramme total KFLM.
Donc le parallélogramme KFLM a é1é cons-
Aruit égal i la figure rectiligne ABCD, dans

[
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Pangle FKM égal a Fangle donné E; ce qu'il
falloit faire. :

PROPOSITION XLVI.
PROBLEME.,
Décrire un quarré sur une droite donnée.

Soit AB (fig. 44 ) la droite donnée : il faut
décrire un quarré sur cette droite.

Du point A, donné daps la droite AB, con-
duisez une droite A C perpendiculaire ala droite
AB (prop. 11); faites la droite AD égale a la
droite AB (prop. 31); par le point D conduisez
la droite DE paralléle ala droite AB (prop.31),
et par le point B conduisez aussi une droite BE
paralléle a la droite AD.

La figure ADEB est un parallélogramme :
donc la droite AB est égale i la droite DE, et
la droite AD égale i la droite BE; mais la
droite AB est égale a la droite AD : donc les
quatre droites BA,"AD, DE, EB sont égales
entr'elles : donc le parallélogramme ADEB est
équilatéral. Je dis de plus, qu'il est rectangle,
car puisque la droite AD tombe sur les paral-
léles AB, DE, les angles BAD, ADE sont égaux
a deux droits (prop‘. 29); mais l'angle BAD est
droit par construction : donc Fangle ADE est

3
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droit aussi. Mais les c6tés et angles opposés des
parall€logrammes sont égaux (prop. 34 ) ; done
chacun des angles opposés ABE , BED est droit,
et par conséquent le parallélogramme ADEB est
rectangle;; mais nous avons démontré qu'il étoit
équilatéral.

Doncle paralle’logramme ADEB estun quarré
décrit sur la droite AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XLVIIL
THEOREME.

Dans les triangles rectangles , le quarré décrit sur
le cété opposé a Uangle droit est égal aux
quarrés construits sur les cGtés qui comprennent
Vangle droit.

Soit ABC (fig. 45) un triangle rectangle
dont I'angle droit est BAC : je dis que le quarré
construit sur le c6té BC est égal aux quarrés
construits sur les c61és BA, AC.

Construisez le quarré BDEC sur le cété BC;
construisez aussi les deux quarrés GB, HC sur
les c6tés BA, AC, et par le point A conduisez
une droite AL paralléle a 'une ou i I'autre des
droites BD, CE; conduisez ensuite les droites
AD, FC.

Puisque chacun des angles BAC, BAG est
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droit, et que les deux droites AC, AG, placées
de part et d’autre de la droite BA, font au point
A, avec la droite AB, deux angles de suite
égaux i deux angles droits, la droite CA est
dans la direction de la droite AG : la droite
AB est dans la direction de la droite AH, par
la méme raison ; et puisque I'angle DBC est
égal 4 Iangle FBA (axiome 10), étant droits
I'un et l'autre, 'si nous leurwjoutons un angle
commuu ABC, I'angle total DBA sera égal &
Yangle total FBC; mais les deux droites DB,
BA étant égales aux deux droites CB, BF, cha-
cune a chacune, et I'angle DBA égal a I'angle
FBC, la base AD sera égale ala hase FC, et le
triangle ABD égal au triangle FBC (prop. 4).
Or le parallélogramme BL est double du trian-
gle ABD (prop. 41), car ils ont la méme base
BD et sont compris entre les mémes paralléles
BD, AL. Le quarré GB est aussi double du
tritngle FBC, car ils ont la méme base FB et
sont compris entre les mémes parall¢les FB,
GC; mais les quantités qu sont doubles de
quantités égales sont égales entr’elles ; donc le
parallélogramme BL est égal au quarré GB.

Ayant conduit les droites AE, BK, nous dé-

montrerons de la méme maniére que le parval-

. lélogramm-e CL est égal au (quarré HC : donc
: 4
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le quarré total BDEC est égal aux deux quarrés
GB, HC; mais le quarré BDEC est construit
sur le- c6té BC, et les quarrés'GB, HC sont
construits sur les cotés BA, AC : donc le quarré
BE, construit sur le c6té BC, est égal aux
quarrés construits sur les c6tés BA, AC.

Donc dans les triangles rectangles, le quarré
construit sur le c6té opposé a I'angle droit est
égal aux deux quarrés construits sur les cotés
qui comprennent P'angle droit; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XLVIII

THEOREME.

Si le quarré qui est construit sur un des cités
d’un triangle est égal aux quarrés construits
sur les autres cotés du triangle , Uangle com~
pris entre ces deux derniers cités est droit.

Que le quarré construit sur un cété BC
(fig. 46 ) d’'un triangle ABC, soit égal aux
quarrés construits sur les deux- autres cétés
BA, AG: je dis que I'angle BAC est drout.

Conduisez du point A une droite AD per-
pendiculaire sur la droite AC (prop. 11); faites
la droite AD égale a la droite BA, et conduisez
Ja:droite DC.
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_Car puisque la droite DA est égale a la droite
AB, le quarré construit sur DA sera égal au
quarré construit sur AB. Donc si nous ajoutons
un quarré commun, celui qui est construit sur
AC, les quarrés construits sur DA, AC seront
égaux aux quarrés construits sur BA , AC. Mais
le quarré construit sur DC est égal aux quarrés
construits sur DA, AC (prop. 47), car I'angle
DAC est droit. Or le quarré construit sur BC
est supposé égal aux quarrés construits sur BA,
AC: donc le quarré construit sur DC est égal &
celui qui est construit sur BC : donc le c6té DC
est égal au c6té CB; et comme le coté AD est
égal au c6té AB et que le c6té AC est com-
mun, les deux c6tés AD, AC sont égaux aux
deux cétés BA, BC, chacun & chacun; mais la
base DC est égale ala base CB; donc I'angle DAC
est égal a I'angle BAC (prop. 8); mais I'angle
DAC est droit : donc I'angle BAC est droit aussi.
Donc si le quarré construit sur un cété d'un
ti'iangle est égal aux quarrés construits sur les
deux autres c6tés , 'angle compris par ces denx
derniers cétés sera droit; ce qu'il falloit dé-
montrer,

FIN DU PREMIER LIVRE.
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LIVRE IL

DEFINITIONS.

r. Tovr parallélogramme rectangle est dit
contenu sous les deux droites qui comprennent
un angle droit.

3. Dans tout parallélogramme , on appelle
gnomon la réunion de I'un quelconque des pa-
rallélogrammes décrits autour de la diagonale
avec les deux complémens.

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

Si Uon a deux droites, et si Pune delles est par-
tagée en un certain nombre de parties, le rec-
tangle compris sous ces deux droites est égal
aux rectangles compris sous la droite qui w'a
point été partagée, et sous chacun des segmens
de l'autre. o

Soient deux droites A, BC (fig. 47), et que
la dreite BC sont partagée d’'une maniére quel-
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congue aux points D, E : je dis que le rectangle
compris sous les droites A, BC est égal au rec-
tangle compris sous les droites A, BD, au
rectangle compris sous les droites A, DE, et
au rectangle compris sous les droites A, EC.

Conduisez par le point B la droite BF perpen-
diculaire sur la droite BC ( prop. 11.1)*; faites
la droite BG égale a la droite A, et par le point
G conduisez la droite GH paralléle a la droite
BC (prop.31.1); par les points D, E , C, con-
duisez ensuite les droites DK, EL, CH, pa-
ralléles i la droite BG.

Le rectangle BH est égal aux rectangles BK,
DL, EH; mais le rectangle BH est compns
sous les droites A, BC, car il est compris sous
les droites GB, BC, dont la droite BG est égale
aladroite A; le rectangle BK est compris sous
les droites A, BD, car il est compris sous les
droites GB, BD, dont ladroite GB est égale i ]a
droite A; le rectangle DL est compris sous les
droites A, DE, puisque DK, c’est-i-dire BG,
est égale a la droite A; et enfin, le rectangle
EH est compris sous les droites A, EC : donc
le reciangle compris sous les droites A, BC est

* Le premier nombre mdxque la propomuou setle
" second indique le Livre.



»6 ELEMENS
'égal au rectangle compris sous les’ droites A,
BD, au rectangle compris sous les droites A,
DE, et enfin au rectangle compris sous les
droites A, EC.. :
Donc sil'on a deux droites, et si 'une d’elles
est partagée en-'un-certain nombre de partes,
le rectangle compris sous ces deux droites est
égal aux rectangles compris sous la droite qui
n’a point é1€ partagée et sous chacun des seg-
mens de Pautre ; ce qu’il falloit démontrer.

A

PROPOSITION 1L
THEOREME.

Si une droite est partagée d’une maniére quel-
conque en deux parties , le rectangle compris
sous la droite totale et sous lun et Uautre seg-
ment, est égal au quarré de la droite entiére.

Que ladroite AB (fig. 48) soit partagée d’une
maniére quelconque au point C : je dis que le
rectangle compris sous les droites AB, BC, avec
le rectangle compris sous les droites BA, AC,
‘est égal au quarré de la droite AB.

Sur la droite AB construisez le quarré ADEB
(prop. 46. 1), et par le point C conduisez la
droite CF parallé¢le 3 1'une et i 'autre des droites

~AD, BE (prop.31.1).
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Le quarré AE est égal aux rectangles AF,
CE ; mais le quarré AE est construit sur la
droite AB; le rectangle AF est compris sous
les droites BA, AC, car il est compris sous les
droates DA, AC dom la droite AD est egale a
AB; et enfin le rectan°le CE est compris sous
les droites AB, BC, puisque la droite BE est
égale a la dreite AB; donc le rectangle compris
sops les droites BA, AC, ayec le rectangle com-
pris sous les droites AB, BC, est égal au quarré
de la droite AB.

Donc si une droite est partagée d’'une ma-
niére quelconque en deux parties, les rectan-
gles compris sous la droite totale et sous cha-
cun des segmens sont égaux au quarré construit
sur la droite totale ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION I11.

THEOREME.

Si une droite est partagée d’une maniére quel-
conque en deux parties, le rectangle compris
sous la droite totale et 'un des segmens , est égal
au rectangle compris sous les segmens et au
quarré formé sur le segment premiérement pris.

Que la droite AB (fig. 49) soit partagée en
un point quelconque C : je dis que le rectangle
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compris sous les droites AB, BC est égal au
rectangle compris sous les droites AC, CB, et
au quarré de la droite BC.

Sur la droite BC construisez le quarré CDEB
(prop. 46. 1), prolongez en F la droite ED, et
par le point A conduisez la droite AF paral-
léle a l'une ou a l'autre des droites CD, BE
(prop. 31.1). '

Le rectangle AE est certainement égal gux
rectangles AD, CE; mais le rectangle AE est
compris sous les droites AB, BC, car il est
compris sous les droites AB, BE, dont la droite
BE est égale A la droite BC; le rectangle AD
est compris sous les droites AC, CB, puisque
la droite DC est égale a la droite CB; et enfin
le quarré DB est construit sur la droite BC
donc le rectangle compris sous les droites AB,
BC est égal au rectangle compris sous les droites
AC, CB et au quarré de la droite BC.

Donc si une droite est partagée d’'une ma-
niére quelconque en deux parties, le rectangle
compris sous la droite totale et sous un des
segmens, est égal au rectangle compris sous les
segmens et au quarré construit sur le segment
premiérement pris ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION 1V.
THEOREME.

Si une droite est partagée d’une maniére quel-
congue en deux parties, le quarré construit sur
la droite entiére est égal aux quarrés formés

 sur les deux segmens et au double du rectangle
compris sous ces deux scgmens.

Que la droite AB (fig..50) soit partagée d’une
maniére quelconque au point C : je dis que le
quarré copstruit sur AB est égal aux quarrés
construits sur AC, CB, et au double du rec-
tangle compris sous les segmens AC, CB.

_ Construisez le quarré ADEB sur la droite AB
(prop. 46. 1), conduisez la droite BD; par le
point C conduisez la droite CGF paralléle 3 'une
ou a 'autre des droites AD, BE (prop. 31. 1),
et par le point G conduisez la droite HK paral-g
léle 4 I'une ou a l'autre des droites AB, DE.

Puisque la droite CF est paralléle 4 la droite
AD, et que la droite BD tombe sur ces deux
droites, 'angle extérieur BGC sera €gal & I'an~
gle intérieur et opposé ADB (prop. 29. 1); niais
Vangle ADB est égal 4 I'angle ABD (prop. 5. 1),
parce que le c6té BA est égal au c6té AD; donc
I'angle CGB est égal a l'angle GBC: donc le
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c6té BC est égal au c6té CG (prop. 6. 1) ; mais
le coté CB est égal au c6té GK (prop.34.1), et
le c6té CG égal au c6té BK : donc le c61é GK
est égal au c61é GC : doncle quadrilatére CGKB
est équilatére. Je dis de plus qu'il est rectan-
gle; car puisque la droite CF est paralléle 4 la
droite BK, et que la droite CB tombe sur ces
deux droites, les angles KBC, G CB sont égaux
a deux droites (prop. 29. 1); mais I'angle KBC
est droit (déf. 30. 1) : donc 'angle GCB est
droit aussi : donc les angles oppoéés CGK,
GKB seront encore droits (prop.34.1) : donc
le quadrilatére CG KB est rectangle. Mais on a
démontré qu'il éroit équilatére; donc ce qua-
drilatére est un quarré, et ce quarré est cons-
truit sur la droite BC. Par la méme raison le
quadrilatére HF est encore un quarré qui est
construit sur HG, c¢’est-a-dire sur AC. Donc HF,
oC K sont deux quarrés construits sur AC, CB;
et puisque le rectangle AG est égal au rectangle
GE (prop. 43.1), et que ce rectangle AG est
compris sous les droites AC, CB, GC étant égal
a CB, le rectangle GE sera égal a un rectangle
qui est compris sous les droites AC, CB : donc
les rectangles AG , GE sont égaux au double
du rectangle qui est compris sous les droites
AC, CB; mais les quarrés HF, CK sont cons-
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truits sur les droites AC, CB : donc les quatre
figures HF, CK, AG, GE sont égales aux
quarrés construits sur AC, CB et au double du
rectangle compris sous les droites AC, CB;
mais les quatre figures HF, CK, AG, GE com-
posent toute la figure ADEB qui est le quarré
construit sur AB; donc le quarré construit sur
AB est égal aux quarrés construits sur AC,CB,
et au double du rectangle compns sous les
droites AC, CB.

Donc si une droite est partagée d'une ma-
niére quelconque, le quarré de la droite en-
tiére est égal au quarré des segmens et au
double du rectangle compris sous ces segmens;
ce qu’il falloit démontrer.

AUTREMENT.

Je dis que le quarré consuruit sur la droite
AB est égal aux quarrés construits sur AC, CB
et au double du rectangle compris sous AC, CB.

En effet, puisque dans la méme figure lo
c6té BA est égal au c61é AD, 'angle ABD sera
égal aI'angle ADB (prop. 5. 1); et comme les
trois angles d’un triangle quelconque sont égaux
a deux droites ( prop. 32. 1), les trois angles
ABD, ADB, BAD du triangle ABD seront
égaux & deux droits. Mais l'angle BAD est

F ,
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droit : donc les deux autres angles ABD, ADB
sont égaux a un angle droit; or ces deux angles
sont égaux entr’eux : donc chacun des angles
ABD, ADB est égal 4 la moitié d’'un angle
droit. Mais I'angle BCG est droit , car il est égal
a l'angle intérieur et opposé BAD : donc P'an-
gle restant CGB est la moitié d’un angle droit;
donc I'angle CGB est égal a Pangle CBG : donc
le c6té BC est égal au c6té CG (prop. 34. 1);
mais CB est égal a KG, et €G égal aussi a BK
(prop. 34. 1) : donc le quadrilatére CK est
€équilatére; mais il a un angle droit : donc ce
quadrilatére est un quarré , et ce quarré est cons-
truit sur le segment GB. Le quadrilatére HF
est un quarré , par la méme raison, et ce quarré
est construit sur le segment AC : donc les qua-
drilatéres CK, HF sont deux quarrés, et ces
deux quarrés sont construits sur les segmens
AC, CB. De plus, puisque le rectangle AG est
égal au rectangle EG (prop. 31. 1), et que le
rectangle AG est compris sous les droites AC,
CB, car la droite CG est égale.a la droite CB,
le rectangle EG est égal au rectangle compris
- sous les droites AC, CB : donc les rectangles
AG, GE sont égaux au double du rectangle qui
seroit compris sous les droites AC, CB, mais les
quarrés CK, HF sont égaux a ceux qui seroient
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construits sur les segmens AC, CB : donc les
quatre figures CK, HF, AG, GE sont égales
aux quarrés construits sur les segmens AC, "
CB, et au double du rectangle compris sous
ces mémes segmens. Mais les figures CK, HF,
AG, GE composent toute la figure AE qui est
le quarré construit sur AB. ,

Donc le quarré formé sur la droite AB est
égal aux quarrés formés sur les droites AC,
CB, et au double du rectangle compris sous
les mémes droites AC, CB; ce qu'il falloit dé-
montrer.

COROLLAIRE.
1l suit de la que, dans les quarrés, les parallé-

logrammes qui sont autour de la diagonale sont
toujours des quarrés.
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PROPOSITION V.
TREOREME,

Si une droite est coupée en dewx parties égales
et en deux parties inégales, le rectangle com-
pris sous les deux segmens inégaur de la droite
entiére avec le quarré de la droite qui est placée
entre les points de section , est égal au quarré de
la moitié de cette droite.

Qu'une droite quelconque AB (fig.51) soit
coupée en deux parties égales au point C et en
deux parties inégales au point D : je dis que le
rectangle compris sous les droites AD, DB,
avec le quarré construit sur CD, est égal au
quarré construit sur CB.

Sur la droite BC construisez le quarré CEF B
(prop- 46. 1), et conduisez la droite BE ; par le
point D conduisez la droite DHG paralléle 3 I'une
ou a l'autre des droites CE, BF (prop. 31.1);
par le point H conduisez la droite KL M paral-
léle a I'une ou a Pautre des droites CB, EF,
et enfin par le point A conduisez la droite AK
paralléle a I'une ou I'autre des droites CL, BM.

Puisque le complément CH est égal au com-
plément HF ('prop. 45. t), si nous ajoutons a
chacun de ces complémens le quarré DM, le
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rectangle total CM sera égal au rectangle total
DF; mais le rectangle CM est égal au rectan-
gle AL (prop. 36.1), puisque la droite AC est
égale a la droite CB : donc le rectangle AL est
égal au rectangle DF; donc si nous ajoutons
le rectangle CH i chacun de ces deux rectan-
gles, le rectangle total AH sera égal aux rectan-
gles DF, DL; mais le rectangle AH est com-
pris sous les droites AD, DB, puisque la droite
DH est égale a la droite DB; or les rectangles
FD, DL forment le gnomon NOP : donc le
gnomon NOP est égal au rectangle compris
sous les droites AD, DB; donc si nous ajoutons
i chacune de ces deux quantités le quarré LG
qui est égal au quarré de CD (¢orol. 4.2), le
gnomon NOP et le quarré LH seront égaux au
rectangle compris sous les droites AD, DB, et
au guarré construit sur CD; mais le gnomon
NOP et le quarré LG forment tout le quarré
CEFB qui est construit sur CB : donc le rec-
tangle compris sous AD, DB, avec le quarré
construit sur CD, est égal au quarré construit
sur CB. ‘ _ _.

Donc si une drotie est coupée en deux par-
ties égales et en deux parties inégales , le rec-
tangle compris sous les deux segmens inégaux

de la droite totale avec le quarré de la droite
. 3
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qui est placée entre les deux points de section,

est égal au quarré de la moitié de cett: droite ;

ce qu'il falloit démontrer.

' PROPOSITION VL
THEOREME.

Siunelignedroitc est coupée en deux parties égales,
et si on lui ajoute directement une droite quel~
conque, le rectangle compris sous une droita
composée de la premiére droite et de la droite
ajoutée, et sous la droite ajoutée, avec le quarré
de la moitié de la premiére ligne droite,, est égal
au quarré d’une droite composée de la moitié de
la premiére ligne droite et de la droite ajoutée. -

Qu’une ligne droite quelconque AB (fig. 52)
soit coupée en deux parties égales au point C;
qu’on lui ajoute directement une droite quel-
conque BD : je dis que le rectangle compris
sous AD, DB, avec le quarré de la droite CB,
est égal au quarré de CD.

Sur Ja droite CD décrivez le quarré CEFD
(prop. 46. 1); conduisez la droite DE; par le
point B conduisez la droite BHG paralléle 4 'une
ou & l'autre des droites CE, DF (prop. 31.1);
par le point H conduisez la droite KLM paralléle
al’'une ou a I'autre des droites AD, EF, et enfin
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par le point A conduisez la droite AK paralléle
a I'uné ou i l'autre des droites CL, DM.

Puisque la droite AC est égale & la droite
CB, le rectangle AL sera égal au rectangle CH
(prop.36. 1); mais le rectangle CH est égal au
rectangle HF ( prop. 43. 1) : donc le réctangle
AL sera égal au rectangle HF ; donc si nous
ajoutons & chacun de ces rectangles le rectangle
CM, le rectangle total AM sera égal au gnomon
NOP; mais le rectangle AM est compris sous
les droites AD, DB, car DM est égal 2 DB
(corrol. 4. 2) ; donc le gnomon NOP est égal
a un rectangle qui est compris sous les droites
AD, DB; donc si nous ajoutons i chacune’ de
ces deux quantités le quarré LG qui est égal a
quarré construit sur CB, le rectangle compris
sous les droites AD, DB avec le quarré cons-
truit sur BC sera égal au gnomon NPO etau
quarré LG. Mais le gnomon NPO et le quarré
LG composent le quarré total CEFD qui est
construit sur CD : donc le rectangle compris
sous AD, DB avec le quarré consiruit sur BC
est égal au quarré construit sur CD.

Donc si une ligne droite est coupée en deux
parties égales, et si on lui ajoute directement |
une droite quelconque, le rectangle compns
sous une droite composée de la premiére ligne

: 4
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droite et de la droite ajoutée, et sous la droite
ajoutée , avec le quarré de la moitié de la pre-
mieére ligne droite, est égal au quarré d’une
droite composée de la moitié de la premiére
ligne droite et de la droite ajoutée; ce qu’il
falloit démontrer. .

PROPOSITION VII.
THEOREME.

Si une droite est partagée en deux parties d'une
maniére quelconque, le quarré de la droite en-
tiére et le quarré de U'un de ses segmens égalent
le double du rectangle compris sous la droite
entiére et ce segment et le quarré de lautre

segment.

Qu'une droite quelconque AB (fig. 53) soit
partagée d’une maniére quelconque au point C:
je dis que le quarré de AB et le quarré de BC
sont égaux au double du rectangle compris sous
AB, BC, et au quarré de AC.

Sur AB décrivez le quarré ADEB (prop. 46. 1)
et construisez la figure. :

Puisque le rectangle AG est égal au rectan-
gle GE (prop. 43. 1), si nous ajoutons a I'un
et a lautre le quarré CF, le rectangle AF sera
égal au rectangle CE : donc les rectangles AF,
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CE sont doubles du rectangle AF; mais les
rectangles AF, CE composent le gnomon
KLM et le quarré CF : dooc le gnomon KLM
et le quarré CF sont doubles du rectangle AF;
mais le double du rectangle compris sous les
droites AB, BC est double du rectangle AF, car
la droite BF est égale a la droite BC (cor. 4. 2):
donc le gnomon KLM et le quarré CF sont
égaux au rectangle compris sous les droites
AB, BC; donc si nous ajoutons 4 ces quantités
le quarré HN , qui est construitsur ladroite AC,
le gnomon KL M et les quarrés CF, HN seront
égaux au double du rectangle compris sous AB,
BC, et au quarré de AC; mais le gnomon RLM
et les quarrés CF, HN forment le quarré total
ADEB et le quarré CF qui sont construits sur
AB, BC : donc les quarrés de’AB et de BG
sont égaux an double du rectangle compris sous
AB; BC, et au quarré de AC.
- Donc si une droite est partagée en denx
parties d’'une maniére quelconque, le quarré
de la droite entiére et le quarré de I'un de ses
segmens sont égaux au double du rectangle
compris sous la droite entiére et ce segment,
et au quarré de P'autre segment; ce qu'il falloit
démontrer.,
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PROPOSITION VIII.
THEOREME.

Si une droite est partagée en deux parties d’une
maniére quelconque, le quadruple du rectangle
compris sous la droite entiére et un de ses seg-
mens , avec le quarré de Lautre segment, est égal
au quarré construit sur la droite enticre et le
premier segment, considérés comme ne formant
qu'une seule droite.

Que la droite AB (fig. 54 ) soit partagée en
deux parties d’'une maniére quelconque au
point C : je dis que le quadruple du rectangle
compris sous les droites AB, BC avec le quarré".
de AC, est égal au quarré construit sur les
droites AB, BC, considérées comme ne for-
mant qu’une séule droite.

Prolongez la droite DB dans la direction de
AB; faites BD égal &2 CB; décrivez sur AD le
quarré AEFD (prop 46. 2), et construisez une
double figure. |

Puisque la droite CB est égale 4 la droite
BD, et que la droite CB est égale a la droite
GK (prop. 34. 1), ct la droite BD égale aussi
a la droite KN, la droite GK sera égale a la
droite KN; la droite QR est égale a la droite
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RP par la méme raison. Puisque CB est égal
aBD, et GK égal 2 KN, le rectangle CK sera
égal au rectangle BN, et le rectangle GR égal
au rectangle KP (prop. 36. 1); mais le rectangle
CK est égal au rectangle RN (prop. 43.1), car
ils sont les complémens du parallélogramme CP:
donc le rectangle BN est égal au rectangle GR :
donc les quatre rectangles BN, KC, GR, RN
sont égaux entr’eux : donc ils sont le quadruple
du rectangle CK. De plus, puisque CB est égal
a BD et que BD est égal 2 BK, c'est-a-dire a
CG (34.1), et CB égal 4 GK, cest-a-dire &
GQ, la droite CG sera égale & la droite GQ;
or QR est égal & RP : donc le rectangle AG
est égal au rectangle MQ (prop. 36. 1), et
le rectangle QL égal au rectangle RF; mais
le rectangle MQ est égal au rectangle QL
(prop. 43. 1), puisqu’ils sont les complémens
du parallélogramme ML : donc les rectangles
AG, RF sont égaux: donc les quatre rectangles
AG, MQ, QL, RF sont égaux entr'eux , et
sont par conséquent quadruples du rectangle
AG. Mais on a démontré que les quatre quarrés
CK, BN, GR, RN, étoient quadruples du
quarré CK : donc les huit figures qui compo-
sent le gnomon STV sont quadruples du rec-
tangle AK, et puisque le rectangle AK est
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compris sous les droites AB, BD; car BK est
égal A BD (cor.4.2), le quadruple du rec-
tangle AK sera compris sous les droites AB,
BD; mais il a été démontré que le gnomon
STV est quadruple du rectangle AK ; donc le
rectangle qui est compris sous les droites AB,
BD est égal au gnomon STV ; donc sinous ajou-
tons A ces quantités égales le quarré OH qui est
égal au quarré de AC (cor. 4. 2), le quadruple
du rectangle compris sous les droites AB, BD,
et le quarré de AC seront égaux au gnomon
STV et au quarré OH; mais le gnomon STV
et le quarré OH comprennent tout le quarré
AEFD qui est décrit sur AD : donc le qua-
druple du rectangle compris sous les droites
AB, BC et le quarré de AC est égal au quarré
construit sur les droites AB, BC considérées
comme ne faisant qu'une seule droite.

Donc s1 une droite est partagée en deux par-
ties égales d’une maniére quelconque, le qua-
druple du rectangle compris sous la droite en-
tiére et un de ses segmens et le quarré de l'autre
segment , somt égaux au quarré construit sur la
droite entiére et le premier segment, consi~
dérés comme ne formant qu’une seule droite ;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION IX.
THEOREME.

Si une droite est partagée en deur parties égales
et en deur parties inégales , les quarrés des
segmens inégaux sont doubles du quarré de la
moitié de cette droite et du quarré de la droite

- interceptée entre les points de section.

Que la droite AB (fig. 55) soit partagée en
deux parties égales au point C et en deux par-
ties inégales au point D : je dis que les quarrés
de AD, DB sont doubles des quarrés de AC,
CD.

Du point C conduisez une droite CE qui soit
perpendiculaire & la droite AB (prop. 11.1);
faites la droite EC égale & I'une ou 4 Pautre des
droites AC, CB, et menez les droites EA, EB;
par le pont D conduisez la droite DF paralléle
a la droite EC (prop. 31. 1), et par le point F
conduisez la droite FG paralléle a la droite AB,
et menez la droite AF.

Puisque la droite AC est égale a la droite
CE, l'angle EAC sera égal a I'angle AEC
(prop. 5. 1); et puisque I'angle ACE est droit,
les angles AEC, EAC seront égaux a un angle
droit (prop. 32. 1); mais ees deux angles sout
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€égaux entr’eux : donc chacun des angles AEC,
EAC est la moitié d'un angle droit. Par la
méme raison, chacun des angles CEB, EBC
est aussi la moitié d'un angle droit : donc I'an-
gle total AEB est droit. Puisque I'angle GEF
est la moitié d’'un angle droit et que I'angle
EGF est droit, car 1l est égal 4 I'angle intérieur
et opposé ECB (prop.2q.1), l'angle EFG
sera la moiti¢ d'un angle droit : donc I'angle
GEF est égal a l'angle EFG : donc le c6té EG
est égal au c61é GF (prop. 6. 1). De plus, puis-
que I'angle EBD est la moitié d’'un angle droit,
et que I'angle FDB est droit, ear il est égal A
I'angle intérieur et opposé ECB, I'angle BFD
sera la moitié d’un angle droit : donc I'angle
FBD est égal a 'angle DF B : donc le c6té DF
est égal au coté DB (prop. 6. 1). Puisque la
droite AC est égale a la droite CE, le quarré
de AC sera égal au quarré de CE : donc les
quarrés de AC, CE sont doubles du quarré
de AC; mais le quarré de EA est égal aux
quarrésde AC, CE ( prop. 47. 1), puis I’angle
ACE est droit : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus, puisque
EG est égal 4 GF et que le quarré de EG est
¢égal au quarré de GF, les quarrés de EG, GF
scront doubles du quarré de G F ; mais le-quarré
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de EF est égal aux quarrés de EG, GF
(prop- 47. 1) : donc le quarré de EF est dou-
ble du guarré de GF; mais la droite GF est
égale & la droite CD (prop. 34. 1) : donc le
quarré EF est double du quarré de CD; mais
le quarré de AE est double du quarré de AC:
donc les quarrés de AE, EF sont doubles des
quarrés de AC, CD; or le quarré de AF est
égal aux quarrés de AE, EF (prop. 47.1),
puisque I'angle AEF est droit : donc le quarré
de AF est double des quarrés de AC, CD;
mais les quarrés de AD, DF sont égaux au
quarré de AF (prop. 47.1), car I'angle ADF
est droit : donc les quarrés de AD, DF sont
doubles des quarrés de AC, CD; or la droite
DF est égale a la droite DB : donc les quarrés
de AD, DB seront doubles des quarrés de AC,
CD.

Donc s1 upe droite est partagée en deux
_ parties égales et en deux parties inégales, les
~ guarrés des deux segmens inégaux sont doubles
du quarré de la moitié de cette droite et du
. quarré de la droite interceptée euntre les deux
. points de section ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION X. ’
THEOREME,

Si une ligne droite est coupée en deux parties
égales , et si on lui ajoute directement une
droite quelconque , le quarré d’une droite com-
posée de la ligne droite entiére et de la droite
hjoutée » et le quarré de la droite ajoutée , sont
doubles du quarré de la moitié de cette ligne
droite et du quarré d’une droite composée de
la moitié¢ de cette ligne droite et de la droite
ajoutée , comme ne faisant qu’'une seule droite.

Que la droite AB (fig. 56 ) soit partagée en
deux parties égales au point C, et qu'on lui
ajoute directement une droite quelconque BD:
je dis que les quarrés de AD, DB sont doubles
des quarrés de AC, CD.

Du point C conduisez la droite CE perpen-
diculaire sur AB (prop. 11. 1 ); faites la droite
CE égale a I'une ou a 'autre des droites AC,
CB; menez les droites AE, EB; par le point
E conduisez la droite EF paralléle a la droite
AD, et par le point D conduisez la droite D F
paralléle & la droite CF. Puisque la droite EF
tombe sur les parallélesEC, FD, les angles CEF,
EFD sont égaux a deux droits ( prop. ag. 1) :
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donc les angles FEB, EF D sont moindres que
deux angles droits ; or deux droites se rencon-
trent quand elles sont prolongées a Vinfini du
c6té on elles forment deux angles moindres que
deux droits (ax. 11): donc les droites EB,
F D, prolongées du cét¢ BD, se rencontreront.
Prolongez ces droites, et supposons qu’elles se
rencontrent au point G ; menez la droite AG.
Puisque la droite AC est égale i la droite
CE, l'angle AEC sera égal a I'angle EAC
(prop. 5. 1) ; or I'angle ACE est droit : donc
chacun des angles EAC, AEC est la moitié
d’un angle droit (prop. 32. 1). Par la méme
raison , chacun des angles CEB, EBC est la
moitié d'un angle droit : donc 'angle AEB est
droit. Puisque I'angle EBC est la moitié d’un
angle droit, I'angle DBG est aussi la moitié
- d'un angle droit (prop. 15. 1 ). Mais l'angle
BDG est droit (prop. 29. 1), car il est égal &
Fangle alterne DCE : donc 'angle DGB est la
moitié d’un angle droit : donc P'angle DGB est
égal 4 'angle DBG. : donc le c6té BD est égal
au c6té GD (prop.6.1). De plus, puisque
Pangle EGF est la moitié d’un angle droit, et
que I'angle EF D est droit, car il est égal a I'an-
gle opposé ECD ( prop. 34. 1), l'angle FEG
est la moitié d’un angle droit : donc l'angle
G
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EGF est égal a I'angle FEG : donc le c6té GF
est égal au cété EF (prop.6.1); et comme la
droite EC est égale ala droite CA, le quarré de
EC est égal au quarré de AC : donc les quarrés
de EC, CA sont doubles du quarré de CA. Or
le quarré de EA est égal aux quarrés de EC,
CA (prop. 47. 1) : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus , puisque la
droite GF est égale a la droite EF, le quarré
de FG est égal au quarré de FE: donc les
quarrés de FG, FE sont doubles du quarré de
EF; or le quarré de EG est égal aux quarrés
de GF, FE (prop. 47. 1) : donc le quarré de
EG cst double du quarré de EF ; mais la droite
EF est égale a la droite CD : donc le quarré
de EG est double du quarré de CD; mais on
a démontré que le quarré de EA est double du
quarré de AC : donc les quarrés de AE, EG
sont doubles des quarrés de AC, CD; mais le
quarré de AG est égal aux quarrés de AE, EG
(prop.47.1): donc le quarré de AG est double
des quarrés de AC, CD. Or les quarrés de AD,
D G sont égaux au quarré de AG (prop. 47.1):
donc les quarrés de AD, DG sont doubles des
quarrés de AC, CD; mais la droite DG est
égale a la droite DB : donc les quarrés de AD,
DB sont doubles des quarrés de AC, CD.
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Donc si une ligne droite est partagée en deux
parties égales, et si on lui ajoute directement
une droite quelconque, le quarré d'une droite
composée de la ligne droite entiére et de la
droite ajoutée, et le quarré de la droite ajoutée,
sont doubles du quarré de la moitié de la ligne
droite et au quarré d’'une droite composée de
la moitié de la ligne droite et de la droite
ajoutée comme ne faisant qu’une seule droite ;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI.
PROBLEME.

Partager une droite donnée de maniére que le
rectangle compris sous la droite entiére et Pun
de ses segmens , soit égal au quarré de Vautre
segment.

Soit AB (fig. 57) la droite donnée : il faut
partager la droite AB de maniére que le rec~
tangle compris sous la droite enti¢re et 'un de
ses segmens, soit égal au quarré de l'autre seg-
ment.

Sur la droite AB décrivez le quarré ABDC
( prop. 46. 1), partagez la droite AC en deux .
parties égales en E (prop. 10. 1), et menez la
droite BE ; avant prolongé ensuite la droite CA

2
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vers F, fuites la droite EF égale 4 Ia droite BE
(prop. 3. 1), décrivez sur AF le quarré FH,
et prolongez la droite GH vers K : je dis que
la droite AB est partaue'e en H de mani¢re que
le rectangle compris sous AB et BH est egal au
quarré de AH.

Puisque la droite AC est coupée en deux
parties égales en E, si nous lui ajoutons directe-
ment ladroite AF, le rectangle compris sous les
droites CF, F A etle quarré de AE, pris ensem-
ble, seront égaux au quarré de EF (prop.6. 2);
mais la droite EF cst égale a la droite EB:
donc le rectangle compris sous CF, FA et le
quarré de AE, pris ensemble, sont égaux au
quarré de EB; mais les quarrés de BA, AE
sont égaux au quarré de EB (prop. 47.1), car
I'angle BAE est droit; donc le rectangle com-
pris sous CF, FA avec le quarré de AE est égal
aux quarrés de BA, AE. Donc, si on retran-
che le quarré de AE qui est commun, le rec-
tangle compris sous CF, FA sera égal au quarré
de AB; mass le rectangle FK est compris sous
les droites CF, FA, puisque la droite AF est
égale a la droxte FG, et le quarré de AB est
égal an quarre AD: donc le rectangle FK est
égal au quarré AD : donc, si 'on retranche le
rectangle commnun AR, le quarré FH sera égal
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au rectangle HD; mais le rectangle HD est
compris sous les droites AB, BH, puisque AB
est égal a BD et que FH est le quarré de AH:*
donc le rectangle compris sous AB, BH scra
égal au quarré de AH.

Donc la droite AB est coupée au point H, de
maniére que le rectangle compris sous AB, BH
est égal au quarré de AH; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XII.
THEORLENME.

Dans les triangles obtus angles , le quarré du coté
opposé a 'angle obtus est égal aux quarrés des
deux cétés qui comprennent Uangle obtus, et
au double du rectangle compris sous le cdté de
Tangle obtus qui est prolongé jusqu'a la per-
pendiculaire abaissée du sommet de Uangle
opposé et sous la droite interceptée entre la
perpendiculaire et le sommet de Uangle obtus.

Soit ABC (fig. 58) un triangle obtus angle
dont Pangle BAC est obtus; du point B con-
duisez une perpendiculaire BD sur le ¢6té pro-
longé CA : je dis que le quarré de BC est égal
aux quarrés de BA, AC, et au double du rec-
tangle compris sous les droites CA, AD.

Puisque la droite CD est coupée d’'une ma- «

3
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niére quelconque au point A, le quarré de CD
sera égal aux quarrés de CA, AD, et au double
du rectangle compris sous les droites CA, AD
(prop. 4. 3): donc si on ajoute i ces quantités
égales le quairé de DB, les quarrés de CD, DB
seront égaux aux quarrés de CA, AD, DB, et
au double du rectangle compris sous les droites
-CA, AD; mais le quarré de CB est égal aux
quarrés de CD, DB ( prop. 47.1), car I'angle
CDB est droit, et le quarré de AB est égal aux
quarrés de AD, DB : donc le quarré de CB est
égal aux quarrés de CA, AB, et au double du
rectangle compris sous les droites CA, AD.
Donc daus les triangles obtus angles le quarré
du c6té opposé a I'angle obtus est égal aux
quarrés des deux cétés qur comprennent 'an-
gle obtus et au double du rectangle compris
sous le c6té de FPangle obtus qui est prolongé
jusqu’a la perpendiculaire abaissée du sommet
de I'angle opposé et sous la droite interceptée
entre la perpendiculaire et le sommet de I'angle
obtus; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIII.
THEOREME.

Dans les triangles acutangles, le quarré d’un cité
opposé & un angle aigu cst égal aux quarrés
des cdtés qui comprennent cct angle aigu moine
le double du rectangle compris sous le cité de
Vangle aigu sur lequel tombe la perpendicu-
laire abaissée du sommet de langle opposé et
sous la droite interceptée entre cet angle aigu

et la perpendiculaire.

Soit le triangle acutangle ABC [fig. 59 ) dont
Tangle B est aigu ; du point A conduisez sur la
droite BC la perpendiculaire AD : je dis que
le quarré de AC égale les quarrés de CB, BA,
moins le double du rectangle compris sous les
droites CB, BD. '

Puisque la droite CB est coupée d’une ma-
niére quelconque ‘au point D, les quarrés de
CB, B D seront égaux au double du rectangle
compris sous les droites CB, BD, et au quarré
de DC (prop. 7. 2) : donc si nous ajoutons i
ces quantités égales le quarré de AD, les quarrés
de CB, BD, DA seront égaux au double du
rectangle compris sous les droites CB, BD, et
aux quarrés de AD, DC; mais le quarré de AB

4
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est égal aux quarrés de BD, DA (prop. 47. 1),
car I’angle ADB est droit, et le quarré de AC
est égal aux quarrés de AD, DC : donc les
quarrés de CB, BA sont égaux au quarré de AC
et au rectangle compris sous les droites CB, .
BD : donc le quarré de AC égale les quarrés
de CB, BA, moins le double du rectangle com-
pris sous CB, BD.

Donc dans les triangles acutangles le quarré
d’'un c61é opposé a un angle aigu est égal au
quarré des deux autres c6tés qui compren-
nent P'angle aigu moins le double du rectan-~
gle compris sous le c6té de I'angle aigu sur
lequel tombe la perpendiculaire abaissée du
sommet de I'angle opposé et sous la droite in-
terceptée entre la perpendiculaire et cet angle

sigu (1).

(1) Celte proposition est encore vraie, lors méme
que I'angle A est droit ou obtus.
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PROPOSITION XI1V.
PROBLEME.

Construire un quarré égal & une figure rectiligne
donnée.

Soit A (fig. 60) la figure rectiligne donnde :
il faut construire un quarré qui soit égal i cette
figure.

Construisez un rectangle BD égal a la figure
rectiligne donnée A (prop.45. 1). Silecéié BE
étoit égal au c6té ED, on auroit déja fait ce
qu’on proposoit, car le quarré BD auroit été
construit égal a la figure rectiligne A. Si, au
contraire, I'un des c6tés BE, ED est plus grand
que l'autre, et si le ¢6té BE est le plus grand,
prolongez-le vers F, et faites EF égal 4 ED
(prop.3.1); ayant ensuite partagé la droite F B
en deux parties égales au point G, du point G
et avec un intervalle égal & I'une ou & l'autre
des droites GB, GF, décrivez la demi-circon-
férence BHF (dem.3 ), prolongez DE jusqu’en
H, et menez la droite GH.

Puisque la droite BF est partagée en deux
parties égales au point G et en deux parties
inégales au point E, le rectangle compris sous
les droites BE, EF et le quarré de EG, seront
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égaux au quarré de GF (prop.5.2); mais la
droite GF est égale a la droite GH : donc le
rectaugle compris sous les droites BE, EF et
le quarré de EG seront égaux au quarré de
GH ; mais les quarrés de HE, GE sont égaux
au quarré de GH ( prop. 47. 1) : donc le rec-
tangle compris sous les droites BE, EF et le
quarré de GE, pris ensemble , sont égaux aux
quarrés de HE, GE : donc, sinous retranchons
le quarré commun GE, le rectangle compris
sous les droites BE , EF sera égal au quarré de
EH; mais le rectangle compris sous les droites
BE, EF, est le parallélogramme BD, puisque
Ia droite EF est égale a la droite ED : donc le
parallélogramme BD est égal au quarré de HE;
or le parallélogramme BD est égal, par cons-
truction, a la figure rectiligne A : donc la figure
rectiligne A est égale au quarré construit sur
la droite EH.

Donc le quarré construit-sur la droite EH
est égal a la figure rectiligne donnée A ; ce qu'il
falloit faire.

FIN DU SECOND LIVRE.
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LIVRE IIL

DEFINITIONS.

1. Lixs cercles égaux sont ceux dont les dia~
meétres sont égaux, ou ceux dont les droites
menées des centres aux circonférences sont
€gales.

2. Une droite qui touchant le cercle ct qui
¥tant prolongée ne le coupe point, est appelée
tangente du cercle.

3. Les cercles qui se touchant ne se cou-
pent point, sont appelés cercles tangens.

4. Dans le cercle on dit que les droites sont
€galement éloignées du centre, lorsque les per-
* pendiculaires menées du centre sur ces droites
sont égales.

5. On dit qu'une droite est plus éloignée du
centre lorsque la perpendiculaire qui tombe sur
elle est plus grande.

6. Un segment de cercle est une figure qui
est comprise entre une droite et la circonfé-
rence du cercle.
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7. L’angle du segment est celui qui est com-
pris par une droite et la circonférence du cercle.

8. Un angle est dans le segment, lorsque I'on
prend un point quelconque dans la circonfé-
rence du segment, et que I'on conduit de ce
point deux lignes droites aux extrémités de la
droite qui est la base du segment ; I'angle est
compris par les deux lignes droites qui ont éié
menées d'un point de la circonférence.

9. Mais lorsque les droites qui comprennent
I'angle cmbrassent une portion de la circonfé-
rence, cet angle est dit appuyé sur la circon-
férence.

10. Un secteur de cercle est une figure com-
prise entre deux rayons qui font un angle au
centre et la portion de la circonférence qu’'em-
brassent ces deux rayons.

11. Les segmens des cercles sont semblables,
lorsqu’ils recoivent des angles égaux ou lorsque
les angles qu’ils contiennent sont égaux entre
eux (1).

(1) Une droite menée du centre & la circonférence
se nomme rayon. Une droite menée d'un point de la
eirconférence 4 une autre se nomme corde. On nomme
arc une porlion de la circonférence.
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PROPOSITION PREMIERE.
PROBLEME.

. T'rouver le centre d’un cercle donné.

Soit ABC (fig. 61) le cercle donné : il faut
trouver le centre du cercle ABC.

Conduisez dans le cercle une droite quel-~
conque AB, partagez-la en deux parties égales
au poit D (prop. 10.1); du point D élevez une
perpendiculaire DC sur AB (prop. 11.1), pro-
longez la droite DC jusqu’en E, et partagez CE
en deux parties égales au point F : je dis que le
point F est le centre du cercle ABC.

Car supposons que le point F ne le soit pas,
et que ce soit le point G, si cela est possible.
Conduisez les droites GA, G D, G B. Puisque
la droite AD est égale 4 la droite DB et que la
droite DG est commune, les deux droites AD,
DG seront égales aux deux droites DB, DG,
chacune i chacunc ; mais la base GA est égale
a la base GB, puisque ce sont deux droites
menées du centre & la circonférence (déf. 15.1):
donc l'angle ADG est égal i l'angle GDB
(prop. 8. 1); mais lorsqu’une droite tombant
sur une autre droite fait avec elle les angles de
suite égaux, chacun de ces angles égaux est
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'
droit ( déf. 10. 1) : donc I'angle GDB est droit;
mais angle FDB est droit aussi : donc I'angle
FDB est égal a 'angle GDB; c’est-ii-dire que
le plus grand est égal au plus petit, ce qui est
impossible : donc le point G n’est pas le centre
du cercle ABC. On démontrera de la méme
maniére que tout autre point, excepté le point
F, n’est pas le centre du cercle.

Donc le point F est le centre du cercle.

COROLLATIRE.

De la il suit évidemment que si dans un cer-
cle une droite en coupe une autre en deux
parties égales en faisant avec elle deux angles
droits, le centre du cercle est placé dans la

droite sécante.
PROPOSITION I
THEOREME.

Si Yon prend deux points quelconques dans la
circonférence d'un cercle, la droite qui joint ces
deux points tombera dans le cercle.

Soit le cercle ABC (fig. 6a); qu'on prenune
deux points quelconques A, B, dans la circon-
férence de ce cercle : je dis que la droite qui
est menée du poiant A au point B, tombe dans

.

le cercle.’
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Si cette droite ne tombe pas dans le cercle,
supposons , s'il est possible, qu’elle tombe en
dehors, en AFB par exemple; cherchez le cen-
tre du cercle ABC (prop. 1.3), supposons que
D soit ce centre ; menez les rayons AD, DB,
et prolongez DF jusqu’en E.

Puisque la droite DA est égale a la droite DB,
I'angle DAE sera égal 4 Pangle DBE (prop.5.1);
et puisque l'on a prolongé un cété AEB du
triangle DAE, I'angle DEB sera plus grand que
Pangle DAE ( prop. 16. 1 ); mais 'angle DAE
est égal a angle DBE : donc I'angle DEB est plus
grand que I'angle DBE ; mais le plus grand c6té
est opposé a un plus grand angle ( prop. 18.1):
donc la droite DB est plus grande que la droite
DE; mais la droite DF est égale & la droite DB:
donc la droite DF est plus grande que la droite
DE; c'est-a~ire que la plus petite surpasse la
plus grande, ce qui est impossible : doncladroite
menée du point A au pont B ne tombe pas hors
du cercle. Nous démontrerons de la méme ma-
niére quelle ne tombe pas dans la circonfé-
rence : donc elle tombe en-dedans du cercle.

Donc si 'on prend deux pomts queleonques
de la circonférence, la droite qui joint ces
deux points tombe en-dedans du cercle; ce
quil falloit démontrer.
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PROPOSITION II11.
THEOREME.

Si dans un cercle une droite qui passe par le centre
coupe en deux parties égales une droite qui ne
passe pas par le centre , la premi¢re droite cou-
pera la seconde & angles droits ; et si la pre-
micre coupe la seconde a angles droits, elle la
coupera cn deux parties égales.

Soit le cercle ABC (fig. 63 ); supposons que
la droite CD menée dans le cercle par le centre
coupe la droite AB, qui ne passe pas par le
centre,, en deux parties égales au point F : je
dis que la premiére droite coupe la seconde a
angles droits.

Cherchezle centre du cercle ABC(prop.1.3);
supposons que son centre soit le point E, con-

duisez les droites EA, EB.
~ Puisque la droite AF est égale i la droite
FB et que ladroite FE est commune, les deux
droites AF, FF sont égales aux deux droites
FB, FE; mais la base EA est égale a la base
EB : dopc I'angle AFE sera égal a 'angle BFE
(prop. 8. 1); mais lorsqu'une droite tombant
sur une autre droite fait les angles de suite
égaux entr’eux, chacun de ces angles est droit:
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donc chacun des angles AFE, BFE est droit:
donc la droite CD , menée par le centre et cou-
pant en deux parties égales la droite AB qui ne
passe pas par le centre, coupe la droite AB 2
angles droits.

Si la droite CD coupe la droite AB a angles
droits , je dis qu’elle la coupc aussi en deux
parties égales, c’est-i~dire que la droite AF est
égale 4 la droute FB.

Faites la méme construction ; puisque la
droite EA est égale 4 la droite EB, 'angle
EAF sera égal i I'angle EBF (prop.5.1);
mais I'angle droit AFE est égal  I'angle droit
BFE : donc les deux triangles EAF, EBF
auront deux angles égaux i deux angles, chacun
a chacun, et un coté égal & un c6té, c’est-a-dire
un c6té commun qui est opposé a un des angles
égaux : donc ces deux triangles auront les autres
c6tés €égaux aux autres cdtés ( prop. 26. 1) :
donc la droite AF est égale i la droite BF.

Donc si dans un cercle une droite qui passe
par le cenwre coupe en deux parties égales une
autre droite qui ne passe pas par le centre,
la premiére coupera la seconde a angles drotts;
et si la premiére coupe la seconde a angles
droits, elle la coupera en deux parties égales;

ce qu'il falloit démontrer. -
H
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PROPOSITION1V.
THEOREME.

Si dans un cercle deux droites qui ne passent
point par le centre se coupent, elles ne se cou-
peront point en deux parties égales.

Soit le cercle ABCD (fig. 64 ), et supposons
. que les deux droites AC, BD, qui ne sont point
conduites par le centre, se coupent mutuelle-
ment au point E : je dis qu’elles ne se coupent
point en deux parties égales.

Supposons, s'il est possible, qu'elles se cou-
pent en deux parties égales, de maniére que AE
soit égal 4 EC et BE égal a ED : prenez le
centre du cercle ABCD, et supposons que son
centre soit le point F; menez FE.

. Puisque la droite FE, conduite par le centre,
coupe en deux parties égales la droite AC qui
n’est point conduite par le centre ;la premiére
coupera la seconde A angles droits ( prop. 3.5 ):
donc I'angle FE A est droit.’ De plus, puisque
la droite FE coupe en deux parties égales la
droite BD qui n’est pas conduite par le centre,
la premiére coupera la seconde a angles droits :
donc Pangle FEB est droit. Mais on a démon-
- tré que I'angle FEA est droit aussi : donc I'an-
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gle FEA est égal 4 I'angle FEB; c’est-i-dire

que le plus petit est égal an plus grand, ce qui -

est impossible : donc les droites AC, BD ne
se coupent point en deux parties égales.

- Donc si dans un cercle deux droites qui ne
sont point conduites par le centre se coupent
mutuellement , elles ne se couperont point en
deux parties égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V.
THEOREME.

8¢ deux cercles se coupent mutuellement, ils

? A
nauront pas le méme centre.

Que les deux cercles ABC, CDG (fig. 65)
se coupent mutuellement aux deux pomntsB, C:
je dis qu'ils n’auront pas le méme centre.

Supposons , s'il est possible, yu'ils aient le
méme centre et (ue ce centre soit le point E;
apres avoir conduit la droite EC, conduisez la
droite EF G d’une maniére quelconque.

Puisqe le point E est le centre du cercle
ABC, la droite EC sera égale a la drote EF
(déf. 15. 1). De plus, puisque le point E est
le centre du cercle CDG, la droite EC sera
¢gale 4 la droite EG. Mais on a démonué que
la droite EC est égale i la droite EF : donc la

2
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droite EF est égale a la droite EG, Clest-a-dire
que la plus petite est égale a la plus grande,
ce qui est impossible. Donc le point E n’est
pas le centre des cercles ABC, CDG.

Donc si deux cercles se coupent mutuelle-
ment, ils n’auront pas le méme centre; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION VI
THEOREME..

Si deux cercles se touchent intérieurement , ils
n’auront pas le méme centre.

Que les deux cercles ABC, CDE (fig.66)
se touchent intérieurement au point C : je dis
qu’ils n’auront pas le méme centre.

Supposons que cela se puisse et que leurcentre
soit le point F; aprés avoir conduit la droite
FC, conduisez d’'une maniére quelconque la
droite FEB.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC, la droite FC est égale i la droite FB.
De plus, puisque le point F est le centre du
cercle CDE, la droite FC est égale a la droite
FE. Mais on a démontré que la droite FC est
égale 4 la droite FB : donc la droite FE est
égale a la droite FB; c'est-a~dire que la plus
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petite est égale 4 la plus grande, ce qui est
impossible : doncle point F n’est point le centre
des cercles ABC, CDE. .

Donc si deux cercles se touchent intérieure-
ment , ils n’auront pas le méme centre ; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION VIIL
THEOREME.

8i dans le diamétre d’un cercle on prend un point
quelcongue qui ne soit pas le centre de ce cer-
cle, et si de ce point on conduit des droites &
la circonférence , la plus grande sera celle qui
passera par le centre, et la plus petite sera le

* reste du diamétre ; quant aux autres droites,
celle qui sera plus proche de celle qui passe par
le centre sera plus grande que celle qui en est
plus éloignée; et enfin duméme point on ne peut
conduire de part et d’'autre de la plus petite que
deux droites qui soient égales.

Soit le cercle ABCD (fig.67), que AD soit
son diamétre , prenez un point quelconque F qui |
ne soit pas le centre de ce cercle, que le-centre
du cercle soit le point E; du point F condui~
sez a la circonférence ABCD les droites FB,
FC, FG: je dis que la droite FA est laplus

. c 3
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grande, que la droite FD est la plus petite, et
que parmi les autres la droite FB est plus grande
que la droite FC, et que la droite FC est plus
grande que la droite FG. '

Conduisez les droites BE, CE, GE.

Puisque deux c6tés d’un triangle sont plus
grands que le c6té restant (prop.21.1), les
droites EB; EF seront plus grandes que la
droite BF; mais lz droite AE est égale a la
droite BE : donc les droites BE, EF sont égales
a la droite AF : donc la droite AF est plus
grande que la droite BF. De plus, puisque la
droite BE est égale a la droite CE et que la
droite EF est commune, les deux droitcs BE,
EF sont égales aux deux droites CE; EF; mais
T'angle BEF est plus grand que I'angle CEF:
donc la base BF est plus grande que la base CF
(prop- 24. 1); par la méme raison la base CF
‘est plus grande que la base FG.

De plus, puisque les droites GF, FE sont
plus grandes que la droite EG, et que la droite
EG est égale aladroite ED, les droites GF, FE
scront plus grandes que la droite ED : donc si
on retranche la droite commune EF, la droite
restante G F sera plus grande que la droite res-
temte F D : donc la droite FA est la plus grande,
et lp droite FD laplus petite : donc la droite FB
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est plus grande que la droite FC, et la droite FC
plus grande que la droite FG.

Je dis aussi que du pont F, on ne peut con-
duire i la circonférence ABCD, de part et d’autre
de la plus petite F D, que deux droites égales;
ear sur la droite EF et au point donné E pris
sur cette droite construisez I'angle FEH égal
i l'angle GEF (prop. 23. 1), et conduisez la
droite FH. Puisque la droite GE est égale 4 la
droite EH et que la droite EF est commune,
les deux droites G E , EF sont égales aux denx
droites HE, EF; mais 'angle GEF est égal a
P'angle HEF par construction : donc la base
FG sera égale ala base FH (prop. 4.1):jcdis
que du point F on ne peut conduire une auatre
droite égale 4 FG. Car supposons que cela se
puisse, et que ce soit la droite FK; puisque la
droite FK est égale 4 FG, et que FH est aussi
égale 3 FG, la droite FH sera égale a la droite
FK, c'est-i-dire que la droite qui est plus prés
de celle qui passe par le centre est égale i celle
(qui en est plus éloignée ; ce qui ne peut étie.

. AUTREMENT.

Conduisez la droite EK; puisque la droite
'GE est égale irla droite EK, que la droite FE
est commune , et quc la base GF est égale a la

4
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base FK, I'angle GEF sera égal 4 'angle KEF
(prop. 8. 1); mais I'angle GEF est aussi égal 2
Yangle HEF : donc l'angle HEF sera égal &
Pangle KEF, c’est-a-dire que le plus petit est
égal au plus grand; ce qui est impossible : donc
par le point F on ne peut pas conduire 4 la cir-
conférence une autre droite quisoit égaleaGF :-
donc on n’en peut conduire qu'une seule.

. Donc si dans le diamétre d’un cercle on prend
un point quelconque qui ne soit pas le centre
.de ce cercle, et si de ce point on conduit des
droites a la circonférence , la plus grande sera
celle qui passe par le centre, et la plus petite
sera le reste du diamétre ; quant aux autres
droites, celle qui sera plus proche de celle qui
passe par le centre sera plus grande que celle
qui en est plus éloignée; et enfin du méme
point on ne peut conduire de part et d’autre
de la plus petite que deux droites qua soient
égales; ce qu’il falloit démontrer.
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® PROPOSITION VIIL
THEOREME.

8i Pon prend un point quelconque hors d’un cer-
cle, et si de ce point on conduit & ce cercle plu-
sieurs droites dont une passe par le centre et
dont les autres passent par-tout ot I'on voudra ;
parmi les droites qui vont & la circonférence
concave , la plus grande est celle qui passe par
le centre ; celle qui est plus prés de celle qui
passe par le centre est plus grande que celle
qui s’en cloigne davantage; mais parmi les
droites qui vont & la circonférence convexe,
la plus petite est celle qui est comprise entre le
point pris hors du cercle et le diamétre ; et celle
qui est plus prés de la plus petite est plus courte
que celle qui s’en éloigne davantage ; enfin de
ce point on ne peut mener & la circonférence
et de part et d’autre de la plus petite que deux
droites qui soient égales.

Soit le cercle ABC (fig.68), et hors de ce
cercle soit pris un point quelconque D; de ce
point menez i ce cercle les droites DA, DE, DF,
DC, et supposons que DA passe par le centre:
je dis que de toutes les droites qui vont i la cir-
conférence concave AEFC, ladroite DA, qui
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passe par le centre, est la plus grande, et que
celle qui est plus prés de celle qui passe par le
centre est plus grande que celle qui s’en éloigne
davantage , c’est-a-dire que la droite DE est plus
grande que la droite DF, et la droite DF plus
grande que la droite DC;; mais parmi les droites
qu vont a la circonférence convexe HLKG,
celle qui est comprise entre le point D et le
diamétre AG est la plus petite, et celle qui
est plus pres de la plus petite est toujours plus -
courte que celle qu s’en éloigne davantage;
c'est-a-dire que la droite DK est plus courte
que la droite DL, et la droite DL plus courte
que la droite DH.

Cherchezle centre du cercle ABC (prop.1.3),
supposons que M soit ce centre; conduisez les
droites ME, MF, MC, MK, ML, MH.

Puisque la droite AM est égale a la droite
EM, si nous leur ajoutons une droite com-
mune MD, la droite AD sera égale aux droites
EM, MD; mais les droites EM, M D sont plus
grandes que la droite ED (prop. 20. 1) : donc
la droite AD est plus grande que la droite ED.
De plus , puisque la droite ME est égale a la
droite MF, et que la droite MD est commune,
~ les droites EM, MD seront égales aux droites
MF, MD; mais l'angle EMD est plus grand
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‘que I'angle FMD : donc la base ED sera plus

grande que la base FD (prop. 24. 1). Nous dé-

montrerons de la méme maniére que la droite

FD est plus grande que la droite CD : donc la

droite DA est la plus grande, la droite DE est

- plus grande que la droite DF, et la droite DF
plus grande que la droite CD.

De plus, puisque les droites MK, KD sont
plus grandes que la droite MD (prop. 20.1),
et que la droite MG est égale i la droite MK,
la droite restante KD sera plus grande que la
droite restante GD : donc la droite GD est plus
petite que la droite KD : donc elle est la plus
petite. Si des extrémités du cété MD du trian-
gle MLD on conduit intérieurement les droites -
MK, KD, les droitess MK, KD seront p)us
petites que les droites ML, LD (prop. ar. 1);
mais la droite MK est égale & la droite ML :
donc la droite restante DK est plus petite que
la droite restante DL. Nous démontrerons de
la méme maniére que la droite DL est plus
petite que la droite DH : donc la droite DG
est la plus petite, et la droite DK est plus petite
que la droite DL, et la droite DL plus petite
que la droite DH.

Je dis encore que du point D on ne peut con-
duire au cercle, de part et d’autre de la plus
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petite, que deux droites égales. Construisez sur
la droite MD, et au point donné M, un angle
DMB égal a I'angle KMD, et conduisez DB.
Puisque la droite MK est égale a la droite MB
et que la droite MD est commune, les deux
droites KM, MD sont égales aux deux droites
BM, MD, chacune 4 chacune; mais I'angle
KMD est égal a angle BMD : donc la base DK
est égale a la base DB (prop. 4. 1) : je dis qu'il
est impossible de conduire du point D au cer-
cle ABC upe autre droite qui soit égale a la
droite DK. Supposons que cela se puisse et
que cette droite soit DN ; puisque la droite DK
est égale 3 la droite DN et la droite DB égale
aussi a la droite DK, la droite DB sera égale a la
droite DN, c’est-a-dire que la droite qui est p]tfs
prés de la plus petite est égale a la droite qui
s'en éloigne davantage; ce qui a été démontré
mmpossible.

AUTREMENT.

Conduisez la droite MN ; puisque la droite
KM est égale a la droite MN, que la droite MD
est commune et que la base DK est égale i la
base DN, I'angle KM D sera égal a I'angle DMN
(prop. 8. 1) ; mais 'angle KMD est égal 4 I'an-
gle BMD : donc I'angle BM D est égal a I'angle
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BND, c’est-a-dire que le plus petit est égal au
plus grand, ce qui est impossible : donc il est
impossible de conduire du point D au cercle
ABC, et de part et d'autre de la plus petite
droite GD, plus de deux droites égales.

Donc si I'on prend un point quelconque hors
d’un cercle, et si de ce point on conduit i ce
cercle plusieurs droites dont I'une passe par le
centre et dont les autres passent par-tout ol
I'on voudra; parmi les droites qui vont a la cir-
conférence concave, la plus grande est celle
qui passe par le centre ; celle qui est plus prés
de celle qui passe par le centre est plus grande
que celle qui s’en éloigne davantage ; mais
parmi les droites qui vont a la circonférence
convexe, la plus petite est celle qui est com-
prise entre le point pris hors du cercle et le
diameétre ; et celle qui est plus prés de la plus
petite est plus courte que celle qui s’en éloigne
davantage ; enfin de ce point on ne peut mener
3 la circonférence, et de part et d’autre de la
plus petite, que deux-droites qui soient égales;
ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION IX.
THEOREME.

8¢ dans un cercle Uon prend un point quelcanuc;
et si parmi les droites menées de ce point & la
circonférence il y en a plus de deur qui soient

- égales entrelles, ce point sera le centre du
cercle. '

- Soit le cercle ABC (fig. 69), que dans ce
cercle P'on prenne le pont D et qu'il y ait plus
de deux droites égales entr’elles qui aillent de
ce point & la circonférence , c’est-a-dire les
droites DA, DB, DC: je dis que le point D est
le centre du cercle ABC.

" Conduisez les droites AB, BC, et partagez-
les en deux paruies égales aux points E, F
( prop. 10. 1); conduisez les droites ED, DF,
“yue vous prolongerez vers les pomts G, K, H, L.

Puisque la droite AE est égale 4 la droite EB,
et que la droite ED est commune, les deux
droites AE, E D seront égales aux deux droites
BE, ED; mais la base D A est égale a la base
DB : donc 'angle AED est égal a 'angle BED
{ prop. 8. 1), et par conséquent chacun des
angles AED, BED est droit : donc la droite
GK, qui coupe la droite AB en deux parties
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¢gales, la coupe aussi i angles droits ; mais lors-
que dans un cercle une droite coupe une autre
droite en deux parties égales et a angles droits,
le centre du cercle est placé dans la droite
sécante ( cor. 1.3) : donc le centre du cercle
ABC sera dans la droite GK; par la méme
raison le centre du cercle ABC sera placé dans
1a droite HL ; mais les droites GK, HL n’ont
qu'un seul point commun qui est le point D :
donc le point D est le centre du cercle ABC.

Donc si dans un cercle on prend un point
quelconque, et si parmi les droites menées de
ce point a la circonférence il y en a plus de
deux qui soient égales entr’elles, ce point sera
le centre du cercle.

AUTREMENT.

Dans le cercle ABC (fig. 70) soit pris un
point quelconque D, et que parmi les droites
menées du point D a la circonférence ABC il
y en ait plus de deux qui soient égales entre
elles, c’est-a-dire les droites DA, DB, DC: je
dis que le point D est le centre du cercle ABC.

Supposons, s'il est possible , que le point D
ne soit pas le centre du cercle ABC, et suppo-
sons gue le centre de ce cercle soit le'poim E,
conduisez la droite DE et prolongez-la versF,G.
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La droite FG sera un diameétre du cercle ABC.
Sil'on prend dans le diamétre FG du cercle
ABC un point D qui ne soit pas le centre de
ce cercle, la droite DG sera la plus grande de
toutes, et la droite DC scra plus grande que Ila
droite DB, et la droite DB plus grande que la
droite DA (prop. 7.3); mais ces droites sont
égales , ce qui ne peut étre : donc le point E
n’est pas le centre du cercle ABC. Nous dé-
montrerons de la méme maniére qu'il n'y a pas
d’autre point, excepté le point D, qui soit le
centre du cercle ADC : donc le point D est le
centre du cercle ABC.

PROPOSITION X.
THEOREME.

Une circonférence de cercle ne peut couper la
circonférence d’'un autre cercle gqu'en deux
points. .

Supposons que cela puisse arriver, et que la
circonférence du cercle ABC (fig. 71) coupe la
circonférence du cercle DEF en plus de deux
points : savoir, aux points B, G, H; conduisez
les droites BG, BH, et partagez-les en deux
parties égales aux points K, L; par les points
K, L, conduisez les droites KC, LM perpen-
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diculaires sur BG, BH, et prolongez-les vers
les points A, E.

Puisque dans le cercle ABC, la droite AC
coupe la droite BH en deux parties égales et &
angles droits, le centre du cercle ABC sera placé
dansla droite AC (corol. 1. 3). De plus, puis-
que dans le méme cercle ABC la droite NO
coupe la droite BG en deux parties égales et &
angles droits, le centre du cercle ABC sera
placé dans la droite NO. On a démontré que
le centre est placé dans la droite AC, et les
deux droites AC, NO ne se rencontrent qu'au
seul point O : donc le point O est le centre du
cercle ABC. Nous démontrerons de la méme
maniére que le point O est le centre du cercle
DEF : donc les deux cercles ABC, DEF, qui
se coupent mutuellement, auront le méme
centre O; ce qui est impossible ( prop. 5. 3).

Donc la circonférence d’un cercle ne peut
pas couper la circonférence d’'un autre cercle
en plus de deux points; ce qu'il falloit dé-
montrer. :

AUTREMENT.

Car_que la circonférence du cercle ABC
(fig. 72) coupe la circonférence du cercle DEF
en plus de deux points, savoir, aux points B,

~ I
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G, F; prenez le centre du cercle ABD, et que
son centre soit le point K ; menez les droites
KF, KG, KB.

Puisque dans le cercle DEF on a pris un
point K, et que parmi les droites qui vont de
ce point i la circonférence DEF ily en a plus
de deux qui sont égales entr’elles, savoir,
les droites KB, KF, KG, le point K sera le
centre du cercle DEF (prop.g.3); mais le
point K est le centre du cercle ABC : donc ces
deux circonférences, qui se coupent , auront le
méme centre ; ce.qui est impossible (prop.5.3).

Donc une circonférence de cercle ne peut
pas couper la circonférence d’'un autre cercle
en plus de deux points ; ce qu'il falloit dé-
montrer. . '

PROPOSITION XII.
TAEOREME.,

Si deux circonférences de cercle se touchent inté-
‘rieurement , et si on prend leurs centres, la
droite qui joindra leurs centres ira au poini
de contact si elle est prolongée.

Que les deux cercles ABC, ADE (fig. 73)
se touchent intérieurement au point A ; qu’on
“prenne leurs centres, que le point F. soit le
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centre du cercle ABC, et que le point G soit
le centre du cercle ADE : je dis que la droite
menée du point G au point F ira au point de
contact A, si elle est prolongée.

Supposons, s'il est possible , que cette droite
étant prolongée n’aille pas au point de contact
et qu'elle ait la position FGDH; menez les
droites AF, AG.

Puisque les droites AG, G F sont plus grandes
que la droite FA (prop. 20. 1), c’est-a-dire que
la droite FH, car la droite FA est égale i la
droite FH, puisqu’elles partent du méme centre:
donc si on éte la droite commune FG, la droite
AG sera plus grande que la droite GH; mais la
droite AG est égale a la droite GD : donc Ia
droite GD est plus grande que la droite GH;
C’est-a-dire que la plus petite surpasse la plus
grande; ce qui est impossible : donc la droite
menée du point F au point G ne peut pas passer
autre part qu’au point de contact A : donc elle
passe au point de contact. -

Donc si deux cercles se touchent intérieu-
rement, la droite qui joint leurs centres passera
par le point de contact, si elle est prolongée ;

ce qu’ll falloit démontrer.
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AUTREMEN'I‘

Supposons que la droite menée du point G
au point F ait la position GFC et qu’elle soit
prolongée directement vers le point H, et qu’on
méne les droites AG, AF,

Puisque les droites AG, G F sont plus grandes
que la droite AF, et que la droite AF est égale
3 la droite CF, ou bien & la droite FH, si 'on
retranche la droite commune FG, la droite
restante AG sera plus grande que la droite res-
tante GH ; mais AG est égal 4 GD : donc la
droite GD est plus grande que la droite GH,
Cest-b-dire que la plus petite surpasse la plus
grande; ce qui est impossible. Si le centre du
grand cercle est hors du petit cercle, nous
démontrerons de méme qu’il s’en suit une

absurdité.
PROPOSITION XIL
THEOREME.

Si deux circonférences de cercle se touchent exté-
rieurement , la droite qui joindra les deux
centres passera par le point de contact.

Que les circonférences des deux cercles ABC,
ADE (fig. 74) se touchent extéricurement au
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point A; qu'on prenne leurs centres, que le
centre du cercle ABC soit le point F, et que
le centre du cercle ADE soit le point G : je
dis que la droite qui est conduite du point F
au point G passe par le point de contact.

Supposons, il est possible, que le contraire
arrive, et que cette droite ait la position FCDG;
conduisez les droites AF, AG.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC, la droite FA sera égale i la droite FC.
De plus, puisque le point G est le centre du
cercle ADE, la droite AG sera égale & la droite
GD; mais on a démontré que la droite FA est
égale & la droite FC : donc les droites FA, AG
sont égales aux droites FC, DG 1 donc la droite
totale FG est plus grande que les droites FA,
AG; mais, au contraire, -elle est plus petite
( prop. 20. 1), ce qui est impossible : donc la
droite menée du point 'F au point G ne peut
pas passer autre part qu’au:point:de contact :
donc il faut nécessairement : quelle passe au
point de contact.. v

Donc si deux.. circonférences de cercles se
touchent extérieurement, la droite qui joindra
leurs centres passera par le pomt de contact,
ce qu’il falloxt démontrer.
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PROPOSITION XIII
THEOREME.

Une circonférence de cercle ne peut pas toucher
une autre circonférence de cercle en plus d'un
point, soit qu’elle la touche intérieursment, soit
qu’elle la touche extérieurement.

Car si cela est possible , supposons d’abord
que la circonférence du eercle ABDC (fig. 75)
touche intérieurement la circonférence du cer-
cle EBF D en plusieurs points, savoir aux points
B, D. S e
Cherchez les centres des cercles ABDC,
EBFD; que le point G soit le centre du pre-
mier et le point H le centre du second.

La droite qui est conduite du point G au
point H passera parles pointsB, D (prop.11.3).
* Qu'elle it la position BGHD; puisque le point
G est:le centre du cergle ABDC, la droite BG
est égale & la droite GD:: donc la droite BG
est plus grande que la droite HD, et la droite
BH beancoup: plus grande ‘que la droite HD.
De plis, puisque le point H est le ' centre du
cercle EBF D, la.droite BH est égale i la droite
HD; mais on a démontré.qu’elle est beaucoup
plus grande, ce-qui est impossible : donc une
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circonférence de cercle ne touche point inté-
rieurement unc autre circonférence de cercle
en plus d’'un point.

Je dis encore qu’il est impossible qu'une cir-
conférence de cercle touche extérieurement
une autre circonférence de cercle en plus d’'un
point; car si cela étoit possible, il faudroit que
la circonférence du cercle ACK touchit exté-
rieurement la circonférence du cercle ABDC
en plus d’'un point, aux points. A, C, par exem-
ple; conduisez la droite AC.

Puisque dans la circonférence des cercles
ABDC, ACK on a pris deux points quelconques
A, C, la droite qui joint ces deux points tom-
bera intérieurement dans Pune et 'autre des
deux circonférences (prop. 2.3 ); mais la droite
qui tombe dans le cercle ABDC tombera bors
du cercle ACK (déf.3.3), ce qui est absurde :
donc une circonférence de cercle ne touche
point extérieurement une autre circonférence
de cercle en plus d’'un point. On a démonuré
qu'une circonférence ne touche point inté-
rieurement une autre circonférence en plus
de deux poiuts. . :

Donc une c1rconference de cercle ne touche
point une autre circonférence de cercle en plus
d'un point , soit qu'elle la touche intérieure-

4
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rpent, soit qu'elle la touche extérieurement;
ce qu'il falloit démeontrer.

PROPOSITION X1V.
THEOREME.

Dans une circonférence de cercle les droites égales
sont également éloignées du centre, et celles qui
sont également éloignées du centre sont égales.

Soit le cercle ABDC (fig. 76) et que les
droites AB, CD, prises dans sa circonférence,
soient égales : je dis que ces deux droites sont
également éloignédes du centre.

Cherchez le centre du cercle ABDC, et que
ce centre soit le point E; de ce point conduisez
les droites EF, EG perpendiculaires sur les
droites AB, CD, et menez les droites AE, EC.

Puisque la droite EF, menée par le centre,
coupe a angles droits la droite AB, qui n’est pas
menée par le centre, elle la coupe en deux
parties égales (prop. 3. 3) : donc la droite AF
est égale a la droite FB, et par conséquent la
droite AB est double de la droite AF. Par la
méme raison la droite CD est double de la
droite CG; mais la droite AB est égale 3 la
droite CD : donc la droite AF est égale & la
droite CG : et puisque la droite AE est égale
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" aladroite EC, le quarré de la droite AE est
" égal au quarré de la droite EC; mais les quarrés
des droites AF, FE sont égaux au quarré dela
droite AE (prop. 47.1); car Tangle AFE est
droit; et les quarrés des droites EG, GC sont
égaux au quarré de la droite EC, puisque‘Fan-
gle CGE est droit : donc les quarrés des droites
AF, FE sont égaux aux quarrés des droites
CG, GE; mais le quarré de la droite AF est
égal au quarré de la droite CG, puisque la
droite AF est égale a la droite CG : donc le
quarré restant de la droite FE est égal an
quarré restant de la droite EG : donc la droite
FE est égale 4 ]a droite EG ; mais dans un cer-
cle les droites sont -dites également éloignédes
du centre lorsque les perpendiculaires mendes
du centre sur ces lignes sont égales (déf. 4. 3):
donc les droites AB, CD sont également éloi-
gnées du centre.

Supposons actuellement que les droites AB,
CD soient également éloignées du centre; c’est-
a-dire , supposons que la droite FE soit égale
a la droite EG : je dis que la droite AB est
égale a la droite CD.

Avec les mémes constructions nous démon-
trerons également que la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et que la droite CD st
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double aussi de la droite CG. Puisque la droite
AE est égale aladroite EC, le quarré de la droite
AE sera égal au quarré de la droite EC; mais
les quarrés des droites EF, FG sont égaux au
quarré de la droite de AE (prop. 47.1), etles
quagrés des droites EG, GC égaux au quarré
de la droite EC : donc les quarrés des droites
EF, FA sont égaux aux quarrés des droites
EG, GC; mais le quarré de la droite EG est
égal au quarré de la droite EF, car la droite
EG est égale a la droite EF : donc le quarré
restant de la droite AF est égal au quarré res-
tant de la droite CG : donc la droite AF est
égale 4 la droite CG ; mais la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et la droite CD double de
la droite CG : donc la droite AB sera égale &
la droite CD.

Donc dans une circonférence de cercle les
droites égales sont également distantes du cen-
tre, et les droites également distantes du centre
sont égales; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XYV.
THEOREME.

Dans une circonférence de cercle le diamétre est
la plus grande de toutes les droites , et la droite
qui est plus prés du centre est plus grande que
celle qui en est plus éloignée.

Soit le cercle ABCD (fig. 77 ) dont le dia-
meétre est la droite AD et dont le centre est le
point E; que la droite BC soit plus prés du
centre E que la droite FG : je dis que la droite
‘AD estla plus grande de toutes, et que la droite
BC est plus grande que la droite FG.

Conduisez du centre les droites EH, EK
perpendiculaires sur BC, FG. Puisque la droite
BC est plus prés du centre que la droite FG,
Ja droite EK sera plus grande que la droite EH
(déf. 5. 3); faites la droite EL égale 4 la droite
EH, et par le point L conduisez la droite LM
perpendiculaire sur EX, prolongez la droite
LM vers le point N, et menez les droitesEM,-
EN, EF, EG.

Puisque la droite EL est égale 4 la droite

"EH, la droite MN sera égale a la droite BC
(prop. 14.3). De plus, puisque la droite AE
est égale a la droite EM et la droite ED égale
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a la droite EN, la droite AD sera égale aux
droites ME , EN; mais les droites ME, EN
sont plus grandes que la droite MN : donc la
droite AD est plus grande que la droite MN;
mais la droite MN est égale a la droite BC:
donc la droite AD est plus grande que la droite
BC; et puisque les deux droites ME, EN sont
égales aux deux droites FE, EG, et que I'an-
gle MEN est plus grand que P'angle FEG, la
base MN sera plus grande que la base FG
(prop. 24. 1 ). Mais on a démontré que la droite
MN est égale a la droite BC : donc la droite BC
est plus grande que la droite F.G : donc le dia-
métre AD est la plus grande de toutes les
droites , et la droite BC est plus grande que Ia
droite FG.

Donc dans une circonférence de cercle le
diamétre est la plus grande de toutes les droites ,
et la droite qui est plus prés du centre est plus
grande que celle qui en est plus éloignée; ce

9o

qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVIL
THEOREME.

Une droite perpendiculaire au diamétre d'un cercle
et menée par une de ses extrémités , tombe hors
dece cercle ; il estimpossible qu’ily ait une droite
dans Uespace qui est compris entre gette perpen—
diculaire et la circonférence ; Uangle du demi=
cercle est plus grand qu’aucun angle rectiligne
aigu , et lautre angle est plus petit qu'aucun
angle rectiligne aigu.

Soit le cercle ABC (fig.78) dont le point D
estle centre et la droite AB le diamétre : je dis
que la perpendiculaire a la droite AB, menée
par le point A, tombe hors du cercle.

Car si cela n’est point, supposons s'il est
possible , qu’elle tombe en-dedans et qu'elle
ait Ja position AC; conduisez la droite DC.

Puisque la droite DA est égale 4 la droite DC,
'angle DAC sera égal i I'angle ACD (prop.5.1);
mais I'angle DAC est droit : donc I'angle ACD
est droit aussi : donc les angles DAC, ACD
sont égaux & deux angles droits, ce qui est im-
possible (prop. 17. 1) : donc la perpendiculaire
au diamétre AB, menée par le point A ne tombe
point dans le cercle. Nous démontrerons de
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Ja méme maniére qu’elle ne tombe point sur la
circonférence : donc il est nécessaire qu'elle
tombe en-dehors, et qu'elle ait une position
comme la droite AE.

Je dis qu’il est impossible qu'il y ait une
droite dans Pespace qui est compris entre la
droite AE et la circonférence CHA.

Car si cela est possible, supposons qu'il
y ait une drdite qui ait la position FA; du
point D menez une droite DG perpendiculaire
a FA.

Puisque I'angle AGD est droit et que I'angle
DAG est plus petit qu'un angle droit, la droite
AD sera plus grande que la droite DG; mais la
droite DA est égale 4 la droite DH : donc la
droite DH est plus grande que la droite AG,
c’est-a-dire que la plus petite surpasse la plus
grande , ce qui est impossible : done il est im-
possible qu’il y ait une droite dans I’espace qui
est compris entre celte perpendlculau-e et la
circonférence.

Je dis de plus, que I'angle du demi-cercle
qui est compris par la droite BA et la circon-
férence CHA est plus grand qu’aucun angle
rectiligne aigu, et que l'angle restant compris
par la circonférence CHA et la droite AE est
plus petit qu’aucun angle rectiligne aigu.
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. Car il y a un angle rectiligne plus grand
que I'angle compris par la droite BA et par la
circonférence CHA, ou #'il y a un angle recti-
ligne plus petit que I'angle compris par la cir-
conférence CHA et par la droite AE, suppo-
sons que dans I'espace compris entre la circon-
férence CHA et la droite AE, il y ait une droite
quelconque qui fasse un angle plus grand que
celui qui est compris par la droite BA et la cir-
couférence CHA, savoir, un angle compris par
deux droites, et qu’il y ait un angle plus petit que
celui qui est compris par la circonférence CHA
et la droite AE ; mais il n’y en a point : donc il
'y a point d’angle aigu qui, étant compris par
des droites, soit plus grand que I'angle compris
par la droite BA et ka circonférence CHA, ni
d'angle plus petit que celui qui est compris par
la circonférence CHA et la droite AE; ce qu'il
falloit démontrer.

COROLLAIRE.

11 suit manifestement de 12 que la droite per-
pendiculaire au diamétre, et menée d'une de
ses extrémités, touche la circonférence, et que
cette droite ne la tonche qu'en un seul point ,
parce que nous ayons démontré que les droites
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que rencontre le cercle en deux points, entrent
dans le cercle (prop. 2. 3).

PROPOSITION XVII
PROBLEME.

D’un, point donné, conduire une droite qui touche
la circonférence d’'un cercle donné.

Soit A (fig. 79) un.poil‘lt donné quelconque
et BCD le cercle donné : il faut conduire da
point A une droite qui touche la circonférence
du cercle BCD.

Prenez le centre de ce cercle, conduisez la
droite AE; du centre E et avec un intervalle
EA, décrivez la circonférence AFG (dem. 3);
par le point D conduisez une perpendiculaire
DF surla droite EA , et menez les droites EBF,
AB': je dis que la droite AB, menée du point A,
touche la circonférence du cercle BCD. .

Puisque le point E est le centre des cercles
BCD, AF G, la droite E A sera €gale 4 la droite
EF, et la droite ED égale i la droite EB : donc
les deux droites AE, EB sont égales aux deux
droites FE , ED; mais ces droites comprennént -
un angle commun qui est en E : donc la base
DF est égale a la base AB, le triangle DEF
égal au triangle EBA, et les autres angles de
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Yun, de ces triangles sont égaux aux autres
angles de Vautre triangle (prop. 4.1): donc
Fangle EBA est égal 4 'angle EDF ; mais I'an-
gle EDF est droit : donc I'angle EBA est droit
.anssi. Mais la droite EB est un rayon, et la per~
pendiculaire i une des extrémités d'un diamétre
touche le cercle (prop. 16.3) : donc la droite
AB touche le cercle. . y

Donc la droite AB, qui a été menée par le
point A, touche le cercle BCD; ce qu'il falloit

faire, 0

PROPOSITION XVIIIL
THEOREME,

Si une droite touche la circonférence d'un cercle ;
et si du centre on mene une droite au point de

contact, cette dernidre droite sera-perpendi-
culaire sur la premicre.

Que la droite DE (fig. 8o ) touche au point C
la circonférence du cercle ABC; prenez le cen-
tre F de ce cercle, et de ce centre conduisez
ladroite FC au point C : je dis que la droite FC
est perpendiculaire sur la droite DE,

Car si elle ne I'est pas, du point F conduisez

la droite FG perpendiculaire sur la droite DE
(prop. 12, BN

K
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~ Puisque I'angle FGC est droit, angle GCF
‘sera aigu (prop. 17.1); mais un’ plus prand an-
gle est opposé aun plus gf;md c6té (prop. 19.1):
donc la droite FC est plus grande que la droite
FG; or la droite FC est égale a la droite FB:
‘donc la droite FB est plus grande que la droite
FG, c'est-a-dire que la plus petite surpasse la
plus grande; ce qui est impossible : donc la
droite FG n’est pas perpendiculaire sur la droite
'DE. Nous démontrerons d’une maniére sembla-
ble qu'il n’y a point d’autre droite, excepté FC,
qui soit perpendiculaire sur la droite DE: donc
ladroite FC est perpendiculaire sur la droite DE.
Donc si une droite touche une circonférence
de cercle, et si du centre on méne une droite
au point de contact, cette derniére droite sera
perpendiculaire sur la premiére; ce qu'il falloit

démontrer.
PROPOSITION XIX,
THEOREME.

Si une droite touche le cercle, et si par le point de
- contact on lui méne une perpendiculaire, cette
perpendiculaire passera par le centre.

Qu’une droite DE (fig. 81 ) toughe le cercle
ABC au point C; par le point C conduisez une
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perpendiculaire sur la droite DE : je dis que la
perpendiculaire AC passera par le centre. Car
si cela n’est point, supposons, s'il est possible,
que le centre soit le point F, et menonsla droite
CF.

Puisque la droite DE touche le cercle ABC
et que la droite FC a été menée du centre au
point de contact, la droite FC sera perpendi-
culaire sur la droite DE (prop. 18.3) : done
Pangle FCE est droit ; mais I'angle ACE est
droit aussi : donc I'angle F CE est égal a I'angle
ACE, c’est-a-dire que le plus petit est égal an
plus grand, ce qui est impossible : donc le point
F n'est pas le centre du cercle ABC. Nous de-
montrerons d’'une maniére semblable qu’il n’y
a aucun autre point qui puisse étre le centre
du cercle, 2 moins qu'il ne soit placé dans Ia
droite AC.

Donc si une droite touche un cercle, et si par
le point de contact on lui méne une perpen-
diculaire , cette perpendiculaire passera par le
centre ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION X X.
THEOREME,

Dans le cercle, Pangle au centre est double de
~ Pangle & la circonférence, quand ils ont pour
_ base la méme portion de la circonférence.

Soit le cercle ABC (fig. 82), que I'angle
BEC soit au centre de ce cercle, que I'angle
BAC soit & la circonférence, et que ces deux
angles aient pour base la méme portion de la
circonférence BC : je dis que I'angle BEC est
double de I'angle BAC.

Conduisez la ligne AE, et prolongez-la jus-
quen F.

Puisque la droite EA est égale 2 ladroite EB,
I'angle EAB sera égal aI'angle EBA (prop.5.1): .
donc les angles EAB, EBA sont doubles de
Tangle EAB; mais I'angle BEF est égal aux
angles EAB, EBA (prop.32.1); donc I'angle
BEF estdouble de Yangle EAB. L’angle FEC
est double de I'angle FAC, par laméme raison;
" donc I'angle total BEC est double de I'angle
total BAC. ‘ ‘

Que Yangle BAC change de position et qu'il
devienne BDC; conduisez la droite DE et pro-
longez-la jusqu’en G. Nous démontrerons sem-
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blablement que 'angle GEC est double de I'an-
gle GDC ; mais 'angle GEB est double de 'an-
gle GDB : donc I'angle restant BEC est double
de I'angle restant BDC.

Donc dans le cercle, I'angle au centre est
double de I'angle & la circonférence, quand ils
ont pour base la méme portion de la circon-
férence ; ce qul falloit démontrer.

PROPOSITION XXI.
TREORE XE,

Les angles placés dares un méme segment de cercle
sont égaux entr’eux.

Soit le cercle ABCD (fig. 83) et que les
angles BAD, BED soient placés dans le méme
segment BAED : je dis que ces angles sont
égaux entr’eux. ' '

Prenonslecentre du cercle ABCD(prop.1.3),
et que ce centre soit le point F; menez les
droites BF, FD.

Puisque I'angle BF D est au centre, que I'an-
gle BAD est A la circonférence, et que ces deux
angles ont pour base la méme portion de la
circonférence , I'angle BF D sera double de 'an-
gleBAD (prop. 20.3); I'angle BFD est double
aussi de angle BED, par la méme ra;son :done
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Pangle BAD est égal a 'angle BED (ax. 7).

Donc les angles, placés dans le méme seg-
ment de cercle , sont égaux entr'eux ; ce qu'il
falloit demontrer

PROPOSITION XXII.
-rnx':o_nir.mz.

Les angles opposés des quadrilatéres inscrits dans
des cercles sont égaux a deux droits.

Soit le cercle ABCD (fig.84) et que le qua-
drilatére ABCD soit inscrit dans ce cercle : je
dis que les angles opposés de ce quadrilatére
sont égaux a deux droits.

Conduisez les droites AC, BD.

* Puisque les trois angles de tout triangle sont
égaux a deux droits ( prop. 32.1), les wois
angles CAB, ABC, BCA du triangle ABC seront
égaux a deux angles droits; mais Pangle CAB
~ est égal a I'angle BDC (prop. 21.3), car ces
deux angles sont placés dans le méme segment
BADC; I'angle ACB est égal a 'angle ADB,
parce que ces deux angles sont placés dans le
méme segment ; donc I'angle total ADC est
egal aux angles BAC, ACB; donc si nous ajou-
tons un angle commun ABC, les angles ABC,
BAC, ACB seront égaux aux angles ABC,
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ADC; mais les angles ABC, BAC, ACB sont
égaux a deux droits : donc les angles ABC,
ADC sont égaux a deux angles droits. Nous
démontrerons semblablement que les angles
BAD, DCB sont aussi égaux ‘a deux droits.

Donc les angles opposés des quadrilatéres
inscrits dans des cercles sont égaux a deux
droits ; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XX,III.
THEXOREME.

Sur une méme droite, on ne peut pas décrire du
méme cdté deux segmens de cercles semblables-
et inégaux.

Supposons que cela soit possible ; décrivez du
méme c6té et sur la méme droite AB (fig. 85)
deux segmens de cercle ACB, ADB semblables
et inégaux , et conduisez la droite ADC etles .
. droites CB, DB.

Puisque le segment ACB est semblable an
segment ADB, et que les segmens de cercles
semblables sont ceux qui regoivent des angles
égaux (déf. 11.3), I'angle ACB sera égal &
I'angle ADB, c’est-a-dire qu'un angle intérieur
est égal 4 un angle extérieur ; ce qui est impos-
sible (prop. 16.1). .

4
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Donc sur une méme droite on ne peut pas
décrire du méme c6té deux segmens de cercles
semblables etinégaux; ce qu'il falloit démontrer.

~PROPOSITION XXIV.
THEOREME,

Sur des droites égales, les segmens de cercles
semblables sont égaux entr'eux.

Que sur les droites égales AB, CD (fig. 86)
soient décrits les segmens de cercles sem-
blables AEB, CFD : je dis que le segment
AEB est égal au segment CFD.

Car le segment AEB étant appliqué sur le
segment CFD, le point A sur le point C et la
droite AB sur la droite CD, le point B s’appli-
quera sur le point D puisque Ia droite AB est
égale a la droite CD; mais la droite AB s’appli-
quant exactement sur la droite CD, le segment
AEB s'appliquera exactement sur le segment:
CFD; car si la droite AB s’appliquant exacte-
ment sur la'droite CD, le segment AEB ne s’ap-
plique pas exactement sur le segment CFD, le
segment AEB changera de position et prendra
par exemple la positon CHGD; mais une cir-
conférence de cercle ne peut couper une autre
circonférence de cercle en plus de deux points
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(prop. 10.3), et la circonférence CHG D coupe
Ia circonférence CF D en plus de deux points,
savoir , aux points C, G, D, ce qui est impos-
sible; donc la droite AB s’appliquant exacte-
ment sur la droite CD, il est impossible que le
segment A ED ne s’applique pas exactement sur
le segment CFD : donc le premier segment
s'appliquera exactement sur le second : donc
il lui sera égal.

Donc, sur des droites égales, les segmens de
cercles semblables sont égaux entr’eux ; ce qu'il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
PROBL & ME.

Un segment de cercle étant donné, décrire
le cercle dont il est segment.

Soit ABC (fig.87,88,89)le segment de cer-
cle donné : il faut décrire le cercle dont ABC
est le segment. ‘

Coupez la droite AC en deux parties égales
au point D (prop. 10. 1), du point D conduisez
la perpendiculaire DB sur AC (prop.11.1),
et menez la droite AB; P'angle ABD est ou plus
grand que l'angle BAD, ou il lui est égal, ou il
est plus petit. ¢

\
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- Supposons d’abord qu’il soit plus grand ; sur
la droite donnée BA (fig.87) et au point
donné A faites I'angle BAE égal a Pangle ABD
( prop. 33. 1), prolongez la droite DB jus-
qu'en E, et conduisez la droite EC. Puisque
I'angle ABE est égal a 'angle BAE, la droite
BE sera égale a la droite EA (prop.6.1), et
puisque la droite AD est égale i la droite DC
et que la droite DE est commune, les deux
droites AD, DE sont égales aux deux droites
CD, DE, chacune a chacune ; mais ’angle ADE
est égal a Pangle CDE, car ils sont droits I'un et

l'autre ; donc labase AE est égale ala base EC '

(prop. 4. 1). Mais il a été démontré que la
droite AE est égale a la droite EB : donc la
droite BE est égale a la droite EC : donc les
trois droites AE, EB, EC sont égales entre
elles : donc la circonférence de cercle décrite
du point E comme centre, et avec un inter-
valle égal & une des droites AE, EB, EC,
passera par les autres points, et le cercle sera
décrit : donc un segment de cercle ayant été
donné, on a décrit le cercle dont il est seg-
ment ( prop. g. 3 ). 1l est évident que le seg-
ment ABC est plus petit qu'un demi-cercle,
puisque le centre E est placé en-dehors de ce
segment. :
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Si I'angle ABD (fig.88) est égal i I'angle
BAD, la droite AD étant égale a chacune des
droites BD, DC, les trois droites DA, DB, DC
seront égales entr’elles; le point D sera le centre
du cercle entier (prop.9.3), et le segment
ABC sera un demi~cercle.

Mais si I'angle ABD (fig.89) est moindre
que l'angle’'BAD, et si sur la droite BA et an
point A donné dans cette droite, on fait I'angle
BAE égal a Yangle ABD, le centre E sera en-
dedans du segment ABC et sur la droite DB, et
le segment sera plus grand qu'un demi-cercle.

Donc étant donné un segment de cercle, on

a décrit le cercle dont il est segment ; ce quil
falloit faire.

PROPOSITION XXVIL
THEOREME.

Dans des cercles égaux des angles égaux s’ap-
puient sur des arcs égaux , soit qu'ils soient
placés & leurs centres ou bien & leurs circon-
JSérences.

Soient ABC, DEF (fig. go) des cercles
égaux, qu'aux centres de ces cercles soient les
angles égaux BGC, EHF, et qu'a leurs circon-
férences soient les angles égaux BAC, EDF :
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je dis que larc BKC est égal & I'arc ELF.
" Conduisez les droites BC, EF.

Puisque les cercles ABC, DEF sont égaux ,
leurs rayons seront égaux : doncles deux droites
BG, GC sont égales aux deux droites EH,
HF ; mais les angles G, H sont égaux : donc la
base BC est égale a la base EF (prop. 4.1).
Puisque I'angle A est égal & I'angle D, le seg-
ment BAC sera semblable au segment EDF
(déf. 11.3); mais ces segmens sont placés sur
les droites égales BC, EF, et les segmens sem-
blables, qui sont placés sur des droites égales,
sont égaux entr’eux ( prop. 24. 3): donc le seg-
ment BAC est égal au segment EDF ; mais le
cercle entier ABC est égal au cercle entier
DEF : donc le segment restant BKC est égal
au segment restant ELF : donc P'arc BKC sera
€gal a 'arc ELF. -

Donc, dans les cercles égaux, des angles égaux
s’appuient sur des arcs égaux, soit qu'ils soient
placés a leurs centres ou & leurs circonférences;
ce qu'il falloit démontrer.
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 PROPOSITION XXVIL
TEEORE ME.

Dans les cercles égaux , les angles qui s’appuient
sur des arcs égaux sont égaux entr'eux, soit
qu'ils soient placés & leurs centres ou bien &
leurs circonférences.

Que dans les cercles égaux ABC, DEF
(fig. 91 ) les angles au centre BGC, EHF, et
les angles a la circonférence BAC, EDF s’ap-
puient sur les arcs égaux BC, EF : je dis que
Pangle BGC est égal a I'angle EHF, et I'angle
BAC égal a I'angle EDF.

Car si I'angle BGC est égal a I'angle EHF,
il est évident que I'angle BAC est égal 4 I'an-
gle EDF (prop.20.3); car si cela n’est pas, I'un
de ces angles est nécessairement plus grand que
Tautre. Supposons que I'angle BGC soit le plus
grand. Sur la droite BG et au point G faisons
Pangle BGK égal & 'angle EHF (prop.23.1);
or les angles égaux s’appuient sur des arcs égaux
lorsqu’ils sont placés au centre (prop.26.3):
donc I'arc BK est égal 4 I'arc EF, mais 'arc EF
est égal & I'arc BC : donc I'arc BK est égal &
Yarc BC, c’est-a-dire que le plus petit est égal
au plus grand ; ce qui est impossible : donc les
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angles BGC, EHF ne sont pas inégaux : done
ils sont égaux ; mais Pangle en A est la moitié
de Tangle BGC et I'angle en D la moitié de
Pangle EHF (prop. 20.3) : donc P'angle en A
est égal 2 I'angle en D.

Donc, dans les cercles égaux , les angles qui
s'appuient sur des arcs égaux sont égaux entre
eux, soit qu'ils soient placés & leurs centres ou
bien 4 leurs circonférences; ce qu'il falloit dé-
montrer.

PROPOSILTION XXVIIL
THEOREME.

Dans les cercles égau.z‘ » des cordes égales sou-
tendent des arcs égaux , le plus grand arc étant
égal au plus grand, et le plus petit égal au plus
petit.

Soient ABG, DEF (fig.92) deux cercles
égaux , et BC, EF deux cordes égales qui sou-
tendent les deux grands arcs BAC, EDF, et les
deux petits arcs BGC, EHF : je dis que le grand
arc BAC est égal au grand arc EDF, et que le
petit arc BGC est égal au petit arc EHF.

Prenez les centres K, L de ces cercles
(prop.1.3), et menez les droites BK, KC,
EL, LF.
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Puisque ces éercles sont égaux , leurs rayons
seront égaux : donc les deux droites BK, KC
sont égalés aux deux droités EL, LF ; mais la
base BC est égale & la base EF : donc I'angle
BKC est égal a I'angle ELF (prop.8.1); or
les angles égaux s'appuient sur des arcs égaux
quand ils sont placés aux centres (prop.26.3) :
donc Yarc BGC est égal 4 I'arc EHF; mais la
circonférence enti¢re ABC est égale i la circon-
férence enuére DEF : donc Parc restant ABC
est égal a l'arc restant EDF.

Donc, dans des cercles egaux des cordes
égales soutendent des arcs égaux, le plus grand
arc étant egal au plus grand, et le plus petit
égal aw plus petit ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THEOREME.

Dans des cercles égaux des cordes égales
soutendent des arcs égaux.

Soient le3 cercles égaux ABC, DEF (fig.g92);
que dans ces cercles soient pris les arcs égaux
BGC, EHF, et menez les cordes BC,EF : je
dis que la corde BC est égale a-la corde EF.

Prenez les centres K, L des cercles, et menez
les droites BK, KC, EL, LF.
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Puisque 'arc BG C est égal aF'arc EHF, Fan
gle BEC est égal a I'angle ELF (prop.2a7.3);
et puisque les cercles ABC, DEF sput égaux,
leurs rayons seront égaux : donc les denx droites
BK, KC sont égales aux deux droites EL ; LF;
mais ces droites comprennent des angles égaux :
donc labase BC estégale alabase EF (prop.4.1).

Donc, dans des cercles égaux, des cordes
égales soutendent des arcs égaux ; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXX,
PROBLEME.
Partager un arc donné en deux parties égales.

Soit ADB (fig.93) un arc donné : il faut
partager I'arc ADB en deux parties.

Menez la corde AB, et partagez-la en deux
parties égales en C (prop. 10.1); du point C
élevez ume perpendiculaire CD sur la corde AB
(prop.11.1), et menez les droites AD, DB.

Puisque la droite AC est eoale a la droite
CB, et que la droite CD est commune, les deux
droites AC, CD sont égales aux deux droites
BC, CD; mais I'angle ACD est égal a I'angle
BCD; car ils sont droits I'un et 'autre ; donec
la base AD est égule 4 labase DB (prop. 4.1);
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or les cordes égales soutendent des arcs égaux,
le plus grand arc étant égal au plus grand, et
le plus petit égal au plus petit ( prop.28.3);
mais l'un et Pautre des arcs AD, DB est moin-
dre qu'une demi-circonférence : donc I'arc AD
est égal & Parc DB.

DoucY'arc donné a ét€ partagé en deux parties

égales ; ce qu'il falloit faire.
PROPOSITION XXXI.
THEOREME.

Dans un cercle, Uangle qui est compris dans le
demi-cercle est droit ; celui qui est compris dans
un segment plus grand est plus petit qu'un angle
droit, et celui qui est compris dans un segment
moindre est plus grand qu’un angle droit. L’an-
gle d’un plus grand segment est plus grand gu’un
angle droit, et celui d’un segment moindre est
plus petit qu'un angle droit. o
Soit un cercle ABCD (fig. g4 ) dont le dia-

meétre est BC et le centre le point E ; menez les
droites BA, AC, AD, DC : je dis que 'angle
qui est compris dans le demi-cercle BAC est
droit; que I'angle compris dans le segment ABC
plus grand qu'un demi-cercle, savoir, l'ungle
ABC est plus petit qu'un angle droit, et que
Fangle compris dans le segment ADC plus petit
L
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qu'un demi-cercle, savoir, 'angle ADC est plus
grand qu’un angle droit.-

Conduisezladroite AE, et prolongezBAversF.

Puisque la droite BE est égale 4 ]a droite EA,
I'angle EAB sera égal a I'angle EBA ( prop.5.1).
De plus, puisque la droite EA est égale a la
droite EC, I'angle ACE sera égal aI'angle CAE :
donc I'angle total BAC est égal aux deux angles
ABC, ACB; mais l'angle extérieur FAC du
triangle ABC est égal aux deux angles ABC,
ACB (prop.32.1) : donc 'angle BAC est égal
a P'angle FAC : donc chacun de ces angles est
droit (peop. 10. 1) : donc I'angle BAC, compris
dans le demi-cercle BAC, est droit.

' Puisque les deux angles ABC, BAC du trian-
gle ABC sont plus petits que deux droits
(prop.17.1), et que l'angle BAC est droit,
T'angle ABC sera plus petit qu'un angle droit,
‘et cet angle est compris dans le segment ABC
plus grand qu’'un demi—cercle.

Puisque le quadrilatére ABCD est placé
dans un cercle, et que les angles opposés des
quadrilatéres décrits dans les cercles sont égaux
a deux angles droits (prop. 22.3), les angles
'ABC, ADC sont égaux & deux angles droits ;
mais I'angle ABC est plus petit qu'un angle
droit : donc I'angle restant ADC est plus grand
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qu’un angle droit, ct cet angle est compris dans .
le segment ADC plus petit qu'un demi-cercle.

Je dis en outre que 'angle d’'un plus grand
segment , compris par l'arc ABC et la droite
AC, est plus grand qu'un angle droit, et que
I'angle d'un segment moindre , compris par
Parc ADC et Ja droite AC, est moindre quun
angle droit, et cela est certainement évident;
car puisque I'angle compris par les droites BA ,
AC est droit, Pangle compris par I'arc ABC et
la droite AC sera plus grand qu’un angle droit.
De plus, puisque I'angle compris par les droites
CA, AF estdroit, V’angle compris par la droite
CA etl'arc ADC sera plus petit qu'un angle droit.

Donc, dans un cercle, angle compris dans
un demi—cercle est droit ; celui qui est compris
dans un plus grand segment est plus petit qu'un
angle droit, et celm qui est compris dans un
segment plus petit est plus grand qu’un angle
droit. De plus,l'angle d'un plus grand segment
est plus grand qu'un angle droit, et l'angle
d’un segment moindre est plus petit ; ce qu’il
falloit démontrer. '

AUTREMENT.

On démontre que I'angle BAC est droit, puis-.
que Pangle AEC est double de I'angle BAE,

2
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car il est égal aux deux angles intérieurs et
opposés ( prop. 32. 1); mais Iangle AEB est
double de I'angle EAC : donc les angles AEB,
AEC seront doubles de I'angle BAC ; mais les
angles AEB, AEC sont égaux a deux angles
droits (prop. 13. 1) : donc I'angle ABC est
droit ; ce quil falloit démontrer.

COROLLAIRE.

De la il suit manifestement que si I'un des
angles d'un triangle est égal aux deux autres,
cet angle sera droit, parce que son angle de
suite est égal aux deux autres; or quand deux
angles de suite sont égaux, ces deux angles
sont droits I'un et I'autre (déf. 10.1).

PROPOSITION XXXII.
THEOREME.

Si une droite touche la circonférence d’un cercle,
et si du point de contact on conduit une corde
les angles que cette corde fait avec la tangente
seront égaux aux angles qui sont placés dans
les segmens alternes du cercle.

Que la droite EF (fig. g5 ) touche la circon~
férence du cercle ABCD au point B, et que
du point B soit conduite la corde BD d'une ma-
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niére quelconque : je dis que les angles que la
corde BD fait avec la tangente EF sont égaux i
ceux qui sont compris dans les segmens alternes
du cercle ; c’est-3-dire que I'angle FBD est égal
4 'angle compris dans le segment DAB, et que
Pangle EBD est €gal a Pangle qui est compris
dans le segment DCB."

D’un point B conduisez la droite BA perpen-
diculaire sur EF (prop. 11. 1), et dans larc
BD prenez un point quelconque C et menez les
cordes AD, DC, CB.

Puisque la droite EF touche la circonférence
du cercle ABCD au point B, et que ladroite BA
a été menée du point de contact B perpendicu-
laire sur la tangente EF, le cenwre du cercle
ABCD seraplacé surladroite BA (prop.19.3):
donc P'angle ADB, compris dans le demi-cercle,
est droit (prop. 31.3) : donc les angles restans
BAD, ABD sont égaux & un angle droit; mais
P'angle ABF est droit par construction : donc
Yangle ABF est égal aux angles BAD, ABD
(ax. 10) : donc si on retranche I'angle com-
mun ABD, I'angle restant DBF est égal a celui
qui est compris dans le segment alterne du
cercle , c’est-a-dite 4 I'angle BAD. Actuelle-
ment , puisque le quadrilatére ABCD est ins<
crit dans le cercle, ses angles opposés sont

' 3
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égaux i deux droits (prop. 22.3) : donc les
angles DBF, DBE seront égaux aux angles
BAD, BCD (prop. 13. 1); mais on a démon-
ré que I'angle BAD est égal & I'angle DBF :
‘donc I'angle restant DBE sera égal i celui qui
est compris dans le segment alterne du cercle
DCB, c'est-i-dire a 'angle DCB.

Donc si une droite touche la circonférence
d’un cercle, et si du point de contact on con-
duit une corde, les angles que cette corde fera
avec la tangente seront égaux i ceux qui sont
‘compris dans les segmens alternes ; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIIIL
THEOREDME.

Sur une droite dounée , décrire un segment de
cercle qui recoive un angle égal & un angle
donné.

Soit AB (fig. 96,97, 98) la droite donnée
‘et C'angle donné : il faut sur la droite donnée
AB ddcrire un segment de cercle qui recoive
un angle égal a Pangle donné C. L’angle C est
aign ou droit ou obtus.

" Supposons d’abdrd que cet angle soit aigu,

comme dans la figure g6 ; sur la droite AB et
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au point A construisez un angle BAD égal a
Pangle C (prop. 23. 1) ; 'angle BAD sera aigu.
Du point A conduisez la droite AE perpendicu-
laire sur ladroite AD (prop. 11. 1); partagez AB
en deux parties égales au point F (prop. 10. 1),
et du point F conduisez la droite FG perpendi-

" culaire sur la droite AB, et menez la droite GB.
Puisque la droite AF est égale 4 la droite FB et
que la droite FG est commune, les deux droites
AF, F G sont égales aux deux droites FB, FG;
Pangle AFG est égal 4 'angle GFB : donc la base
AG est égale a la base GB (prop. 4. 1) : done
la circonférence décrite du centre G et avec
I'intervalle AG passera par le point B. Décri-
vez celte circonférence et qu’elle soit ABE,
et menez la droite EB. Puisque du point A,
extrémité du diamétre AE, on a conduit sur
la droite AE une perpendiculaire AD, cette
perpendiculaire AD touchera la circonférence
(prop. 16. 3); et puisque la droite AD touche la
circonférence du cercle ABE, et que du point
de contact qui est en A on a conduit une corde
AB, I'angle DAB sera égal a I'angle qui est dans
le segment alterne du cercle ( prop. 32.3);
c’est-i-dire & 'angle AEB; mais 'angle DAB est

* égal al'angle C : donc T'angle C sera égal a I'an-
gle AEB : donc sur la droite donnée AB, on a

4
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décrit un segment de cercle AEB qui recoit un
angle AEB égal a I'angle donné C.

Supposons ensuite que I'angle C soit droit,
et qu'il faille décrire sur la droite AB un seg-
ment de cercle qui recoive un angle égal a I'an-
gle droit C. Construisez un angle BAD égal &
Yangle droit C (prop. 23. 1), comme dans la
figure g7; partagezladroite AB en deux parties
égales au point F (prop. 10.1), et du centre P
et avec un intervalle égal d ’'une ou i I'autre des
droites AF, FB, décrivez la circonférence de
cercle AEB. Ladroite AD est tangente i la cir-
conférence ABE ( prop. 16.3), parce que I'an-
gle BAD est droit, et 'angle BAD est égal a I'an-
gle qui est compris dans le segment AEB, car
cet angle est droit, puisquil est compris dans
un demi-cercle (prop.31.3); maisI'angle BAD
est égal 4 I'angle C : donc on a décrit sur la
droite AB un segment de cercle AEB qui recoit
un angle égal 4 I'angle droit C.

Enfin que l'angle C (fig. g8) soit obtus;
sur la droite AB et au point A construisez un
angle BAD égal 4 I'angle C, comme dans la
figure 98 (prop. 23. 1), et conduisez la droite
AE perpendiculaire ala droite AD (prop.11.1);
partagez la droite AB en deux parties égales au
point F (prop. 10. 1); conduisez sur AB la per-
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pendiculaire F G, et menez la droite GB. Puis-
que la droite AF est égale aladroite FB et que la
droite FG est commune, les deux droites FG,
AG sont égales aux deux droites BG, FG; mais
I'angle AFG est égal 4 I'angle GFB : donc la base
AG est égale a la base GB (prop.4.1): done
la circonférence de cercle décrite du paint G
avec 'intervalle AG passera par le point B. Que
cette circonférence ait la position AEB; puis-
qu'on a mené la droite AD perpendiculaire
a l'extrémité du diamétre AE, la droite AD
touchera la circonférence (prop. 16.3), et
parce que la droite AB a été menée du point
de contact qui est en A, P'angle BAD est égal
a celui qui est compris dans le segment alterne
du cercle. Mais I'angle BAD est égal 4 I'angle
C : donc Fangle qui est dans le segment AHB
sera égal 4 I'angle C : donc on a décrit sur la
droite AB un segment de cercle AHB qui recoit
un angle égal a Pangle C; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXIV.
PROBLEME,

D'un cercle donné , retrancher un segment qui
regoive un angle égal & un angle donné.

SoitlABC (fig. 99 ) le cercle dooné, et D
Pangle dooné : il faut du cercle ABC retran-
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cher un segment qui recoive un angle égal a -
Yangle donné D.

Menez une droite EF qui touche le cercle
-ABC au pomt B (prop.17.3), et sur la droite
FE etau point B, pris dans cette droite, faites

I'angle FBC égal a 'angle D (prop. 25. 1).

~ Puisque la droite EF touche le cercle ABC
et que la droite BC a été menée du point de
contact B, I'angle FBC sera égal i celui qui est
compris dans le segment alterne du cercle BAC
(prop. 32.3) ; mais 'angle FBC est égal 4 I’an-
gle D : donc I'angle qui est compris dans le seg-
ment BAC sera égal 4 I'angle D.

Donc d'un cercle donné ABC on a retran-
ché le segment BAC qui recoit un angle égal
a P'angle donné D ; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XXXV.
THEOREME.

Si dans un cercle , deux cordes se coupent mutuel-
lement , le rectangle compris sous les segmens
de lUune de ces cordes est égal au rectangle
compris sous les segmens de Uautre.

Que dans le cercle ABCD (fig. 100) les deux
cordes AC, BD se coupent mutuellement au
point E : je dis que le rectangle compris sous
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les droites. AE, EC est égal & celui qui est
compris sous les droites DE, EB.

Si les droites AC, BD passent par le czntre,
de maniére que le point E soit le centre du
cercle ABCD, il est évident que les droites
AE,EC, DE, EB étant égales, le rectangle
compris sous les droites AE, EC est égal a
celul qui est compris sous les droites DE | EB.

Si les droites AC, DB (fig. 101) ne passent
pas par le centre, prenez le centre du cercle
ABCD (prop.1.3), que ce centre soit le
point F; du centre F conduisez les droites F G,
FH perpendiculaires sur les droites AC, DB
(prop. 12. 1), et menezles droites FB, FC, FE.

Puisque la droite GF menée par le centre
est perpendiculaire sur la droite AC qui n’est
pas menée par le centre, la droite GF coupe
la droite AC a angle droit, et la partage en
deux parties égales (prop. 3.3 ) : donc la droite
AG est égale 4 la droite GC. Puisque la droite
AC est coupée en deux parties égales au point G,
et en deux parties inégales au point E, le rec-
tangle compris sous les droites AE, EC, avec
le quarré de GE, est égal au quarré de GC
(prop- 5. 2): donc si nous ajoutons a ces quan-
tités le quarré de G F, le rectangle compris sous
les droites AE, EC, avec les quarrés de GE,
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GF, est égal aux quarrés de CG, GF. Mais

le quarré de FE est égal aux quarrés de EG,
GF (prop. 47. 1), et le quarré de FC égal aux
quarrés de CG, GF : donc le rectangle com-
pris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de FE, est égal au quarré de FC. Or la droite
FC est égale a la droite FB : donc le rectangle
compris sous les droites AE, EC, avecle quarre
de EF, est égal au quarre de FB. Par la méme
raison le rectangle compris sous les droites DE,
EB, avec le quarré de FE, est égal au quarré
de FB. Mais on a démontré que le rectangle
compris sous les droites AE, EC,avecle quarré
de FE, est égal au quarré de FB : donc le rec-
tangle compris sous les droites AE, E.C, avec le
quarré de FE, est égal au rectangle compris
sous les droites DE, EB, avec le quarré de FE:
donc si on retranche le quarré de FE, qui est
commun, le rectangle restant compris sous AE,
EC sera égal au rectangle restant compris sous
DE, EB.

Donc si dans un cercle deux cordes se cou-
pent mutuellement , le rectangle compris sous
les segmens de I'une sera égal au rectangle
compris sous les segmens de I'autre; ce qu'il
falloit démontrer.
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PROPOSITION XXXVI
THEOREME.

Si U'on prend un point quelconque hors d’un cer-
cle, et si de ce point on méne deux droites dont
Tune coupe le cercle et dont Uautre lui soit tan-
gente, le rectangle compris sous la sécante en-
tiére et le segment extérieur qui est intercepté
par ce point et Varc convexe sera égal au
quarré de la tangente.

Que hors du cercle ABC (fig. 102) soit pris
un point quelconque D, et que de.ce point
soient menées deux droites DCA, DB; que la
droite DCA coupe le cercle ABC, et que la
droite AB lui soit tangente : je dis que le rec-
tangle compris sous AD, DC est égal au quarré
de DB, soit que la droite DCA passe par le
centre ou non.

Supposons d’abord qu’elle passe parle centre
du cercle ABC, et que ce centre soitle point F;
menez la droite FB. L’angle FBD sera droit
(prop. 18.3). Puisque la droite AC est coupée
en deux parties égales au point F et que la
droite CD lui est ajoutée, le rectangle compris
sous les droites AD, DC, avec le quarré de FC,
sera égal au quarré de FD (prop. 6. 2); mais
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la droite FC est égale a la droite FB : donc le
“rectangle compris sous AD, DC, avec le quarré
de FB, est égal au quarré de F D; mais le quarré
de FD est égal aux quarrés des droites FB, BD
(prop- 47. 1), car I'angle FBD est droit : donc
le rectangle compris sous AD, DC, avec le
quarré de FB, est égal aux quarrés des droites
FB, BD. Donc si on retranche le quarré de FB,
qut est commun, le rectangle compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré de la tan-
gente DB.

Supposons a présent que la droite DCA
(fig. 103 ) ne passe pas par le centre du cercle
ABC; prenons le centre E, et du point E con-
duisons sur la droite AC la perpendiculaire EF
(prop. 13.1), et menons les droites EB, EC,ED.
Puisque I'angle EFD est droit, et que la droite
EF menée par le centre coupe a angles droits
Ia droite AC qui n’est pas menée par le centre,
la droite EF coupera la droite AC en deux

. parties égales (prop. 3.3) : donc la droite AF
est égale & la droite FC. De plus, puisque la
droite AC est coupée en deux parties égales au
point F et que la droite CD lui est ajoutée, Ie
rectangle compris sous les droites AD, DC, avec
le quarré de FC, sera égal au quarré de FD
(prop.6. 2): donc si on ajoute i ces deus quan-
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tités le quarré de FE, le rectangle compris sous
les droites AD, DC, avec les quarrés des droites
CF,FE, est égal aux quarrés de DF, FE. Mais
le quarr€ de DE est égal aux quarrés de DF, FE
(prop. 47. 1), car I'angle EFD est droit, et le
quarré de CE est égal aux quarrés CF, FE :
donc le rectangle compris sous les droites AD,
DC, avec le quarré de CE, est égal au quarré
de ED; mais ladroite CE est égale a la droite
EB : donc le rectangle compris sous les droites
AD, DC, avec le quarré de EB, est égal au
quarré de ED; mais les quarrés de EB, BD
sont égaux au quarré de ED (prop.47.1),
puisque I'angle EBD est droit : donc le rectan-
gle compris sous les droites AD, DC, avec le
quarré de EB, est égal aux quarrés de EB,BD:
donc si on retranche le quarré de EB, qui est
commun, le rectangle restant compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré de DB.
Donc si hors du cercle on prend un point .
quelconque, et si de ce point on méne deux
droites dont I'une coupe le cercle et dont I'autre
lui soit tangente, le rectangle compris sous la
sécante entiére et le segment extérieur qui est
intercepté par ce point et I'arc convexe sera
égal au quarré de la tangente; ce qu’il falloit
démontrer. :
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PROPOSITION XXXVII
THEORENE.

Si Uon prend un point quelconque hors d’un cer- -
cle, et si de ce point on méne deux droites dont
Lune coupe le cercle et dont Uautre tombe sur
sa circonférence, et si le rectangle compris sous
la sécante totale et le segment extérieur inter-
cepté entre ce point et larc convexe est égal
au quarré de la droite qui tombe sur la circon-

Jférence, cette derniére droite sera tangente &
la circonférence.

Que hors du cercle ABC ( fig. 104 ) soit pris
un point quelconque D, et que de ce point on
méne les deux droites DCA, DB dont la droite
DCA coupe le cercle et dont la droite DB
tombe sur sa circonférence; si le rectangle
compris sous les droites AD, DC est égal au
quarré de DB : je dis que la droite DB est tan-
gente au cercle ABC. -

Conduisez la droite DE de maniére qu’elle
soit tangente au cercle ABC (prop. 17.3), et
prenez le centre du cercle ABC ( prop. 1. 3),
que le point F soit ce centre; menez les droites
FE,FB,FD;'angle FEDseradroit (prop. 18.3).

Puisque la droite DE touche le cercle ABC
ct que la droite DCA la coupe, le rectangle
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compris sous AD, DC sera égal au quarré de DE
(prop- 36.53 ) ; mais le rectangle compris sous
AD, DC est supposé égal au quarré de DB:
donc le quarré de DE sera égal au quarré de
DB, et par conséquent la droite DE sera égale
ala droite DB. Mais la droite FE est égale 4 la
droite F B : donc les deux droites DE, EF sont
égales aux deux droites DB, BF, et la base
FD est commune : donc I'angle DEF est égal
a I'angle DBF (prop. 8. 1) ; mais 'angle DEF
est droit : donc I'angle DBF est droit aussi;
mass la droite FB prolongée est un diamétre,
et la droite qui est perpendiculaire a P'extré-
mité d'un diamétre est tangente au cercle

~(prop. 16.3 ). On démontreroit la méme chose
si le centre étoit placé sur la droite AC.

Donc sil'on prend un point quelconque hors
d’'un cercle, et si de ce point on méne deux
droites dontl'une coupe le cercle et dont I'autre
tombe sur la circonférence, et si le rectangle
compris sous la sécante totale et le segment exté-
rieur intercepté par ce point et 'arc convexe
estégal au quarré deladroite qui tombe surla cir-
conférence, cette derniére droite sera tangente
a la circonférence ; ce qu’il falloit démontrer.

FIN DU TROISIEME LIVRE.

M
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" . -l

LIVRE IV.

DEFINITIONS.

1. Une figure rectiligne est dite inscrite dans
une figure rectiligne , lorsque chaque angle de

la figure inscrite touche chaque c6té de celle
dans laquelle elle est inscrite.

2. Semblablement une figure est dite cir-
conscrite autour d'une figure , lorsque chaque
c6té de la figure circonscrite touche chaque
angle de la figure autour de laquelle elle est
circonscrite. -

3. Une figure rectiligne est dite nscrite dans
un cercle, lorsque chaque -angle de la figure
inscrite touche la circonférence de ce cercle.

4. Une figure rectiligne est dite circonscrite
autour d'un cercle, lorsque chaque c6té de la
figure circonscrite touche la circonférence de
ce cercle.

5. Semblablement un cercle est dit inscrit
dans une figure rectiligne, lorsque la circonfé-
rence du cercle touche chaque c6té de la figure
dans laquelle elle est inscrite.
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6. Un cercle est dit circonscrit autour d’une
figure rectiligne , lorsque la circonférence du
cercle touche chaque angle de la figurc autour
de laquelle elle cst circonserite. '

7. Une droite est dite appliquée dans un cer-
cle, lorsque ses extrémités sont dans la circon-
‘férence de ce cercle.

PROPOSITION PREMIERE.
PROBLEME.

Dans un cercle donné, appliquer une droite égale
< une droite donnée qui ne soit pas plus grande
qué le diamétre.

Soit ABC ( fig. 105 ) le cercle donné, et Dla
droite donnée moins grande que le dlamétre de
ce cercle : il faut dans le cercle ABC appliquer
une droite égale a la droite D. .

Conduisez le diamétre BC du cercle ABC.
Si la droite BC est égale a la droite D, on a déji
fait ce que I'on proposoit: car on a appliqué

__dans le cercle ABC une droite égale 4 1a droite
D. Si, au contraire , la droite BC est plus grande
que la droite D, faites la droite CE égale a la
droite D (prop.3.1), et da centre C et avec
Pintervalle CE décrivez la circonférence AEF
(dem. 3), et conduisez la droite CA (dem. 1).

2
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Puisque le point C est le centre du cercle
AEF, la droite CA sera égale a la droite CE;
mais la droite D est égale a la droite CE : donc

~la droite D sera égale a la droite CA.

Donc dans le cercle donné ABC on a appli-
«qué la droite C A égale a la droite donnée D qui
est moindre que son diamétre ; ce qu'il fallmt
faire.

PROPOSITIONIIL
PROBLEME.

Dans un cercle donné , inscrire un triangle qui
soit équiangle avec un triangle donné.

Soit ABC (fig. 106) le cercle donné et DEF
le triangle donné : il faut dans le cercle ABC
inscrire un triangle qui soit équiangle avec le
triangle donné DEF.

Conduisez la droite G AH de maniére qu elle
touche le cercle ABC au point A, et sur la
droite AH et au point A faites l’angle HAC égal
alangle DEF (prop.23.1). De plus, sur la
droite G A et au point A faites I'angle G AB égal
al'angle FDE, et menez la droite BC.

Puisque la droite HAG touche le cercle ABC
et que la droite AC a été menée du point de
contact, I'angle HAC est égal a celui qui est




DEUCLIDE. 181

placé dans le segment alterne du cercle, c'est-
a-dire & 'angle ABC (prop. 32. 3); mais I'an-
gle HAC est égal i langle DEF : donc l'angle
ABC est égal a l'angle DEF. Par la méme
raison Y'angle ACB est égal a I'angle FDE:
donc I'angle restant BAC sera égal a 'angle. res-
tant EF D (prop. 32. 1) : donc ]e triangle ABC
est équiangle avec lé triangle DEF, et il est
inscrit dans le cercle ABC (déf. 3. 4).

Donc dans le cercle donné on a inscrit un
triangle équiangle avec un triangle donné; ce
qu’il falloit faire.

PROPOSITION III
PROBLEME,

;lutour d’'un cercle circonscrire un triangle
équiangle avec un triangle donné.

Soit ABC ( fig. 107 ) le cercle donné et DEF
le triangle donné : il faut autour du cercle ABC
circonscrire un triangle équangle avec le trian-
gle donné DEF.

Prolongez la droite EF de part et d'autre
vers les points H, G (dem. 1), prenez le centre
K du cercle ABC(prop. 1.3); conduisez d’une
maniére quelconque la droite KB, faites sur la
droite KB et au point K un angle BK A égal a

3
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I'angle DEG, et 'angle BKC égal a 'angle DFH
(prop.25.1);parles pointsA ,B, C conduisezles
droites LAM, MBN, NCL de maniére qu’elles
soient tangentes au cercle ABC (prop. 17.3).
Puisque les droites LM, MN, NL touchent
le cercle ABC aux points A, B, C et que les
droites KA, KB, KC sont menées du centire K
aux points A, B, C, les angles seront droits aux
points A, B, C (prop. 18.3); et puisque les
quatre angles du quadrilatére AMBK sont égaux
a quatre angles droits (prop. 32.1), car ce qua-
drilatére peut se diviser en deux triangles; mais
parmi les angles de ce quadrilatére , les angles
KAM, KBM sont droits : donc les angles restans
A KB, AMB seront égaux a deux angles droits;
mais les angles DEG, DEF sont égaux 4 deux
droits(prop. t3.1): doncles angles AKB, AMB
~ sont égaux aux angles DEG, DEF ; mais I'angle
DEG est égal a I'angle AKB : donc Fangle res-
tant A M B sera égal al’angle restant DEF. Nous

démontrerouns semblablement que l’anglé LNM .

est égal a l'angle DFE : dong 'angle restant
MLN est égal a I'angle EDF ( prop.32.1):
donc le triangle LMN est équiangle avec le
- triangle DEF, et il est circonscrit autour du
cercle ABC (déf. 4.4).

‘Donc un triangle equiangle avec un triangle
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donné a été circonscrit autour du cercle donn€;
ce quil falloit faire.

PROPOSITION 1V.
PROBLEME.

Inscrire une circonférence de cercle dans
un triangle donné.

Soit ABC (fig. 108) le trlangle donné : il
faut dans le triangle ABC inscrire un cercle.
Partagez en deux parties égales les angles
ABC, BCA par les droites BD, CD qui se
rencontrent au point D, et du pont D con-
duisez sur les droites AB, BC, CA les perpent
diculaires DE, DF, DG (prop. 132.1).
Puisque angle ABD est égal a I'angle CBD,
car I'angle ABC a été partagé en deux parties
égales, et que 'angle droit BED est égal a I'an-
gle droit BFD, les deux tnangles EBD, DBF
auront deux angles égaux a deux angles et un
c6td égal d un c6té, car BD, qui est opposea deux
‘angles égaux , est commun : donc ils auront les
autres €6tés égaux aux autres cotés (prop. 26. 1):
*donc le ¢dté DE sera égal 'au cété DF Par la
“miérie raison le c61é DG sera égal an cté DF
donc ha circonférence décrite du point D avec
un intervalle égal  une des droites DE, DF,

‘ 4
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DG passera par les autres points et touchera les
droites AB, BC, CA, parce que les angles sont
droits en E, F, G; car si cette circonférence
coupoit ces droites, I perpendiculaire i I'ex-
trémité d'un diamétre tomberoit dans le cer-
cle; ce qui est absurde ( prop.16.3). Done
la circonférence décrite du point D avec un
intervalle égal a une des droites DE, DF, DG
ne coupera point les droites AB, BG, CA : donc
elle les touchera, et cette circonférence sera
inscrite dans le triangle ABC (déf. 5. 4).

. Donc dans le triangle donné ABC on a ins-
crit Ia circonférence de cercle EFG; ce qu'il
fallojt faire. :

PROPOSI,TION V.
PROBLEME.

Autour d’un triangle donné décrire une circon-
ﬁ:rence de cercle :

Sou AB c ( ﬁg 107) le mangle donné :il faut
.autour du triangle donué ABC décrire une ciz-
eonférence de cercle.
~ Partagez les cbtés AB, AC en deux pames
égales aux points D, E (prop. 10. 1), 6t des
points D, E condmsez sur les droites AB, AC
Jes perpenﬂicuﬂmres DF,EF (prop.11.1); -
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ces. perpendiculaires se rencontreront ou dans
le triapgle AB€ , ou.dans la droite BC, ou hors
du wrisngle ABC.
:; “Supposons d’abord que ces perpendlculan'ea
se rencontrent dans le triangle au poipt F;
menez les droites BF, FC, FA; puisque la
droite AD est dgale & la droite DB, et que la
perpendiculaire DF est commune, la base AF
sera égale 4 la base FB (prop. 4. 1). Nous dé-
montrerons semblablement que la droite CF
ess égale 3 la droite FA : donc la droite BF est
4gale 4 la droite FC : donc les trois droites FA,
FB, FCsont égales entr’elles : donc si du centre
F et avec un intervalle égal & une des droites
F A, FB, FC on déerit nne circonférence, cette
circonférence passera par les autres points, et
cette circonférence sera décrite autour du trian-
gle ABC (déf. 6. 4); décrivez la cn'conference
ABC.
-1, Supposons actuellement que les droites DF,
EF se rencontrentdans ladroite BC et au pointF,
.comme dans la fighre 108; menez la droite AF.
Nous.démontrerons semblablement que le point
F est le, centre dela circonférence circonscrite
-autous dn triangle ABC.
: Supposons:enfin que les droites DF, EF se
rencstrent hors du triangle ABC, au point F.
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comme dans la .figure 109 ; menez les droites
AF, FB, FC. Puisque la droite AD est égaleh
Ia droite DB et que la perpendiculaire DF ést
commune, la base AF sera égale a la base FB
( prop. 4. 1 ). Nous démentreronssemblable-
ment que la droite CF est égale i la droite FA :
donc la droite BF-est égale a la droite FC:
donc si du centre F et avec un intervalle égal
3 une des droites FA, FB, FC on décrit une
circonférence, elle passera par les autres points,
et cette circonférence sera circonscrite awteur
du man{,le ABC; décrivez donc la clrconfe-
rence ABC.

Donc une circonférence de cercle a été cir-
conscrite aulour du triangle donné; ce qull
falloit faire. e

1oy oy
yCOROLLAVIRE.a

11 est évident que sile centre du cercle tombe
dansletriangle, etsil’ angle ABC est comypitis dans
un segment- plus grand qu’un demi-cercle’, eét
angle sera moindre qu'un angledroit. Silecentre
du cercle tombe surla droite BG, si eet angle est

compris dans un demi-cercle , cet angle sera_

droit; si enfin le centré du cercle toinbe ho@é‘du
triangle ABC, et si cet-angle’ est-6ompris-dons
un segment plus petit qu'un denn Lercley-cet
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angle sera plus grand qu’un angle droit : donc si
letnangle donné est acutangle, lesdroites DF ,EF
se rencontreront dans le triangle ; si ce triangle
aunangle droit BAC, les droites se rencontre-.
ront dans la droite BC ; si enfin cet angle a un
angle obtus , ces droites se rencontreront hors

du triangle ABC.
PROPOSITION VI
PROBLEME.

Décrire un quarré dans un cercle donné.

Soit ABCD (fig. 110) le cercle donné : il
faut décrire un quarré dans le cercle ABCD.

Conduisez les diamétres AG, BD du cercle
ABCD de maniére qu’ils soient perpendicu-~
laires I'un sur Fautre (prop. r1.1); menez les
droites AB, BC, CD, DA.

Puisque la droite BE est égale i la droite ED,
car Je point E est le centre, et que la droite EA
est commune et perpendiculaire sur BD , la
base AB sera égale a la base AD (prop.4.1).
Par la méme raison, chacune des droites BC, CD
est égale & chacune des droites BA, AD : donc le
quadrilatére ABCD est équilatére. Je dis aussi
qu’il est rectangulaire ; car puisque laligne droite
BD est un diamétre du cercle ABCD, la figure
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DAD sera un demi-cercle : donc I'angle BAD
est droit ( prop.31.1); par la méme raison
chacun des angles ABC, BCD, CDA sera droit
aussi : donc le quadrilatére ABCD est rectan-
gulaire ; mais on a démontré qu'il est équila-
tére : donc ce quadrilatére est un quarré, et ce
quarré est inscrit dans le cercle ABCD.

Donc on a mscrit le quarré ABCD dans le
cercle donné ABCD ; ce quil falloit faire.

PROPOSITION VIL
_PROBLEME.

Circonscrire un quarré & un cercle donné.

Soit ABCD ¢fig. 111) le cercle donné : il
faut circonscrire un quarré aatour du cercle
ABCD.

Conduisez dans le cercle ABCD les deux
diamétres AC, BD de maniére qu’ils soient per-
pendiculaires 'un sur I'autre ; et par les points
A, B, C, D conduisez les droites FG, GH,
HK, KF de maniére qu’elles soient tangentes
du cercle ABCD (prop. 17.3 ). '

Puisque la droite FG est tangente du cercle
ABCD, et que la droite EA a été conduite du
centre E au point de contact qui est en A, les
angles seront droits en A (prop.18.3). Par la
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méme raison les angles seront droits en B, C, D,
Puisque I'angle AEB est droit et que I'angle
E BG est droit aussi, la droite GH sera paral-
léde 3 la droite AC (prop. 28.1). Par la méme
raison la droite AC est paralléle 4 la droite FK.
Nous démontrerons semblablement que I'une et
l'autre des droitesGF, HK est paralléle i la droite
BED :-donc les figures GK, GC, AK, FB,
BK sont des parallélogrammes : donc la droite
GF est égale a la droite HK (prop.34.1), et
la droite GH égale a la droite FK; et puisque
la droite AC est égale 2 la droite BD, que la
droite AC est égale & I'une et i l'autre des
droites GH, FH, et que la droite BD est égale
a l'une et a lautre des droites GF, HK, les
droites GH, FK seront égales aux droites GF,
HK : donc le quadrilatére FGHK est équila-
tére, etjedis qu'il est rectangulaire; car puisque
le quadrilatére GBE A est un parallélogramme,
et que 'angle AEB est droit, l'angle AGB
sera droit aussi (prop. 34. 1). Nous démon-
trerons semblablement que les angles qua sont
placés vers les points H, K, F sont des angles
droits : donc le quadrilatére FGHK est rec-
tangle. Mais on a démontré qu'il est équilatére ;
donc le quadrilatére est un quarré, et il est cir-
conscrit autowr du cercle ABCD.
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Donc on a circonscrit un quarré autour du
cercle donné; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VIIIL

PROBLEME.
H

. Inscrire un cercle dans un quarré donné.

Soit ABCD (fig. 112) le quarré domné : il
faut inscrire un cercle dans le quarré ABCD,

Coupez en deux parties égales I'une et I'autre
des droite.s AB, AD aux points F, E (prop. 10.1),
etpar le pointE conduisezladroite EHparallélea
Pune et dlautre des droites AB, CD (prop.31.1),
et par le point F conduisez aussi la droite FK
paralléle & 'une et 4 I'autre des droites AD,
BC : donc chacune des figures AK, KB, AH,
HD, AG, GC, BG, GD est un parallélogramme,
et leurs c6tés opposés sont égaux (prop. 34.1).
Puisque la droite AD est égale a la droite AB,
que la droite AE est-la moitié de AD et la
droite AF la moitié de AB, la droite AE sera
égale a la droite AF. Mais les c6tés qua leur
sont opposés sont égaux : donc la droite FG
est égale & la droite GE. Nous démontrerons
semblablement que les droites GH, GK sont
dgales aux droites FG, GE, chacune i cha-

cune : donc les quatre droites GE, GF, GH,
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GK sont égales entr’elles : donc le cercle dé-
crit du centre G avec un intervalle égal a une
des droites GE, GF, GH, GK passera par les
autres points , et sera tangent aux droites AB,
BC,CD, DA, parce que les angles en E, F,
H, K sont droits ; car st la circonférence cou-
poit les droites AB, BC, CD, DA, la perpen~
diculaire a 'extrémité d’'un dianétre entreroit
dans le cercle ; ce qui esi absurde (prop. 16.3):
donc la circonférence de cercle décrite du cen-
tre G avec un intervalle égal & une des droites
GE,GF,GH, GK ne coupera point les droites
AB, BC, CD, DA : donc elle sera tangente a
ces droites, et elle sera inscrite dans le quarré
ABCD (déf.5.4). '
Donc on a inscrit une circonférence de cer-
<le dans le quarré donné; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION IX.
PROBLEME.

Circonscrire un cercle autour d’un quarré donné.

Soit ABCD (fig. r13) le quarré donné : il
faut autour de ce quarré ABCD circonscrire
une circonférence de cercle.

Menez les droites AC, BD qui se coupent
mutuellement au point E.
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Puisque la droite DA est égale & la droite
AB et que la droite AC est commune, les deux
droites DA, AC sont égales aux deux droites
BA,AC;labase DC est égale alabase BC:done
I'angle DAC est égal 4 I’'angle BAC (prop.8.1):
donc I'angle DAB est coupé en deux parties
égales par la droite AC. Nous démontrerons
semblablement que chacun’ des angles ABC
BCD, CDA est coupé en deux parties égales
par les droites AC, DB : donc puisque I'angle
DAB est égal a I'angle ABC, que I'angle EAB
est la moitié de I'angle DAB , et 'angle EBA
la moitié de Tangle ABC, l'angle EAB sera
égal a I'angle EBA : donc le c6té EA est égal
au c6té EB (prop. 6. 1). Nous démontrerons
semblablement que les droites EC, ED sont
égales aux droites EA, EB, chacune a cha-
cune : donc les quatre droites EA, EB, EC,
E D sont égales entr’elles : donc la circonfé-
rence de cercle décrite du centre E avec un
intervalle égal a une des droites EA, EB, ED
passera par les autres points et elle sera circons-
crite autour du quarré ABCD; circonscrivez le
cercle ABCD.

Donc on a circonscrit un cercle autour d'un
quarré donné ; ce qu'il falloit faire.
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PROPOSITION X,

PROBLEME.

Construire un triangle isocéle qui ait chacun des
angles de sa base double du troisiéme angle. !

Soit la droite AB (fig. 114); que cette droite
soit coupée en un point C de maniére qué le
rectangle compris sous les droites AB, BC soit
£gal au quarré de CA (prop. 11. 2); du centre
A et avec l'intervalle AB décrivez la circonfé-
rence BDE (dem. 3); dans le cercle BDE
menez la corde BD égale a la droite AC qui est
moindre que le diamétre de ce cercle(prop.1.4),
et ayant conduit les droites DA, DC, circons-
crivez la circonférence ACD autour du trian-
-gle ACD (prop. 5. 4). '
Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de la droite AC et
que la droite AC est égale a la droite BD, le
rectangle compris sous les droites AB, BC sera
égal au quarré de BD : puisque le point B est
pris hors du cercle ACD et que du point B on
a mené un cercle ACD, les droitesBCA, BD,
dont P'une coupe le cercle et dont Fautre ne le
coupe point, et puisque le rectangle compris
sous les droites AB, BC est égal au quarré de
BD, la droite BD sera tangente au cercle ACD
N ,
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(prop- 37.3). Donc, puisque la droite BD est
tangente et que la corde DC a été menée du
point de contact D, I'angle BDC sera égal &
celui qui est compris dans le segment alterne du
cercle, c’est-a-dire 2I'angle DAC (prop.32.3).
Mais , puisque I'angle BDC est égal & I'angle
DAC, sinous ajoutons un angle commun CDA,
I'angle total BDA sera égal aux deux angles
CDA, DAC. Mais 'angle extérieur BCD est
¢égal aux deux angles CDA, DAC (prop. 32.1): -
donc V'angle BDA est égal 3 'angle BCD; mais
I'angle BD A est égal al'angle CBD (prop. 5.1),
puisque le c6té AD est égal au c6té AB : done
T'angle DBA sera égal a I'angle BCD : donc les
trois angles BDA, DBA, BCDsont égaux entre
eux ; et puisque I'angle DBC est égal a 'angle -
BCD, le c6té BD sera égal au c6té DC(prop.6.1);
mais le c6té BD est supposé égal au c6té CA:
donc le c6té AC est égal au cété CD : done
Y'angle CDA est égal a angle DAC ( prop. 5. 1):
donc les angles CDA, DAC, pris ensemble, sont
double de I'angle DAC ; mais I'angle BCD est
égal aux angles CDA, DAC (prop. 32.1): done
Yangle BCD est double de I'angle DAC ; mais
Yangle BCD est égal 4 chacun des angles BDA,
DBA : donc chacun des anglesBDA, DBA est
- double de Iangle DAB.
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- Donc on a construit un triangle isocéle ADB

dont chacun des angles de sa base BD est dou-
ble du wroisiéme angle; ce quil falloit faire.

PROPOSITION XI.
rroOBLENME.

Dans un cercle donné, inscrire un pentagone
équilatéral et équiangle.

Soit ABCDE (fig. 115) le cercle donné : il
faut inscrire dans ce cercle un pentagone équi-
latéral et équiangle.

Soit le triangle isocéle FGH, ayant chacun
des angles de sa base G, H double de I'angle F
{ prop. 10.4). Inscrivez dans le ¢ercle ABCDE
un triangle ACD équiangle avec le triangle FGH
(prop. 2.4) , de maniére que I'angle CAD soit
égal a 'angle F, et de maniére que chacun des
angles ACD, CDA soit égal i chacun des angles
G, H qui sont placés sur la base GH. Chacun des
angles ACD, CDA sera double de I'angle CAD.
Partagez chacun des angles ACD, CDA en deux
parties égales par les droitesCE, DB (prop.g.1),
et mene: les droites AB, BC, DE, EA.

Puisque chacun des angles ACD, CDA est
double de I'angle CAD, et que chacun de ces
angles est coupé en deux partes égales par les

2



196 ELEMENS
droites CE, DB, les cinq angles DAC, ACE,
ECD, CDB, BDA sont égaux entr’eux; mais
des angles égaux sont-appuyés sur des arcs égaux
(prop. 26. 3 ) : donc les cinq arcs AB, BC, CD,
DE, EA sont égaui; mais des cordes égales
soutendent des arcs égaux ( prop. 29. 3 ) : donc
les cinq cordes AB, BC, CD, DE, EA sont
égales entr'elles : donc le pentagone ABCDE
-~ est équilatéral. Je dis qu'il est aussi équiangle ;
car puisque l'arc' AB est égal a I'arc DE, si
~ Ton ajoute un arc commun BCD, I'arc total

ABCD sera égal a I'arc total EDCB. Or I'an~
gle AED est appuyé sur I'arc ABCD et 'angle
BAE est appuyé sur I'arc EDCB : donc I'an~
gle BAE est égal 4 'angle AED (prop.a7.3);
~ par la méme raison chacun des angles ABC,
BCD, CDE est égal a chacun des angles BAE,
AED : donc le pentagone ABCDE est équian-
gle; maisil a évé démontré qu'il est équilatéral.

Donc dans un cercle donné, on a inscrit un

pentagone équilatéral et équiangle ; ce qu'il
falloit faire.
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PROPOSITION XIL
PROBLEME,

Circonscrire & un cercle donné un pentagone'
équilatéral et équigmgle.

Soit ABCDE (ﬁg 1 16) le cercle donné : il
faut & ce cercle circonscrire un pentagone équi-
latéral et equmngle

‘Supposons que les points A, B, C, D, E soient
les sommets des angles d’un pentagone mscrit
dans ce cercle (prop. 11. 4 ), de maniére que
les arcs AB, BC, CD, DE, EA soient égaux;
par les points A, B, C, D, E, conduisez au
cercle les tangentes GH, HK, KL, LM, MG
(prop. ¥7.3); et ayant pris le centre F du cer-
cle ABCBE, mernez les droites FB, FK, FC,
FL, FD.

" Puisqueladroite KL touche le cercle ABCDE
au point C, et que la droite FC a-été mende
du centre F au point de contact C, la droite F€
sera perpendiculaire sur KL (prop.18.3):

donc chacun des angles FCK . FCL est droit;
chacun des angles‘ FBH, FB K FDL, FDM

est droit par la méme raison. Pulsque‘l’angle ’
FCXK est dioit, le quarré de la droite FK-est égal
aux quarrds des droites FC , €K (prop.47. 1)

3



198 ELEMENS

Le quarré de la droite FK est égal aux quarrés
des droites FB, BK, par la méme raison :
donc les quarrés des droites FC, FK sont
égaux aux quarrés des droites FB, BK ; mais
le quarré de la droite FC est €gal au quarré
de la droite FB : donc le quarré restant de la
droite CK sera égal au quarré restant de la droite
BK : done la droite CK est égale a la droite BK.
Puisque la droite FB est égale a la droite FC
et que la droite FK est commune, les deux
droites BF, FK sont égales aux deux droites
CF, FK; mais labase BK est égale alabase CK:
donc I'angle BFK est égal a I'angle KFC, et 'an-
gle BRF al'angle FKC (prop. 8. 1): donc I'an~
gle BFC est double de P'angle KFC et l'angle
BKCdouble deI'angle FKC. Par laméme raison
P'angle CF D est double de I'angle CFL, et I'an-
gle CLD double de I'angle CLF. Puisque I'arc
BC est égal 4 Farc CD, langle BF C sera égal
4 Fangle CF D (prop. 27.3); mais 'angle BFG
est double de I'angle KFC, et I'angle DFC dou-
ble de I'angle LF C : donc I'angle KF C est égal
a I'angle CFL : donc les deux triangles FKC,
FLC ont deux angles dgaux i deux angles,
chacun a.chacun, et un c6té égal i un cété,
tpuisque le c6té F C leur est commun ; donc ces
deux triangles ont leurs autres cé;ép,éggqx aux
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satres cdtés, et Pangle restant égal 3 Fangle res-
tant (prop. 26. 1 ) : donc la droite KC est égale
dladroiteCL, et I'angle FKC égal a angle FLC.
La droite KL sera double de la droite KC,
puisque la droite KC est égale a la droite CL.
Par la méme raison la droite HX sera double de
la droite BK. De plus, puisqu’on a démontré
que la droite BK est égale a la droite KC, que
la droite KL est doible de la droite KC et 1x
droite HK double de 1a droite BK, la droite HK
sera égale a la droite- K L. Nous démontrerops:
semblsblement: qué chacune des droites GH,
GM, ML est égale i 'une ou a Fautre des droites:
HK, K&.: done: l¢ pentigone GHKLNM est:
équilatéral. Je dis aussi qu'il est équiadgle; car' -
puisque Fangle FKC est égal i I'angle FLT,
et qu'oh a démontié que 'angle HK L est-dou-
bleide I'angle FKC et I'angle KLM double aussi
de l'angle FL.C, l'angle HKL sera égal & I'an~
gle KLM. Nous démontrerons par une raison
semblable que chacun des angles KHG HGM
GMH estégal 21k o d Pauntre des angles HKIL )
KLM ::denc léb ¢inlp angles GHK, HKL, KLM;,
LMG; MGH sont'égaux emr’eux : donc!jerpend:
tagone: G HKLM est équidngle. Néusavons dé~
montré qir'il est éqailatéral; et ik est cirdoxserit
au cercle ABCDE; ce qu’il falloit faire.. .- 0

4
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1

" PROPOSITION XIIIL
ST pRGELAmES
Dans un pentago;ze eqmlateral et equmngle

zuscrzre un cercle.
f

Soxt ABGDE (fig: 117 ) le pentagone équi~
latenal et équiengle donné : il faut inscrire un
cercle dans le pentagone ABCDE. :

Périagez.chacun desanglesBCD, CDE én deux-
parties égales par les droites CF, DF (prop.g. 1);:
et didpoint F oi les deux droites CF, DF se ren-:
conirent, menez les droites FB, FA , FE. Puis
que la'dtoite BC est égale i la droite CD et.que
la-droute FC est conimune, les deux dvotes BQ,
CP doit égales aux deux droites DC,:CF; mais
Pangle BCF est égal: 4 Yangle DCF: ¢ dohc la
hase BF est égale a 'la base DF (prop.i4.1);
le triangle BF C est égal au:triangle DCF:etiles
autres angles qui soutendent des cités égaux
dans ‘¢es deux - triangles sont "égaux entr'eux
( prop. 4. 1)x donc l'angle CBF sera égal a 'an~
gle.CDF ; et puisquel'angle C DE. est.double
de V'angls. CDF ‘et que l'angle CDE :ést- égal
aT’angle'ABC et V'angle CDF. égal i I'angle CBF,
Langle CB A sera donble de Pangle CBF, et par
conséquent I'angle ABF sera:égal al'angle FBC :
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donc 'angle ABC est partagé en deux parties
"égales par la droite BF. Nous démontrerons
semblablement que chacun des angles BAE,
AED est partagé en deux parties égales par les
droites FA, FE. Actuellement du point F con~
duisez sur les droites AB, BC, CD, DE, EA
les perpendiculaires FG, FH, FK, FL, FM.
Puisque I'angle HCF est égal a 'angle KCE et
que P'angle droit FHC est égal &4 I'angle droit
FKG, les deux triangles FHC, FKC. auront
deux angles égaux & deux angles et un coré
égal & un c6té; savoir, le c6té commun FC qui
soutend un des anolés ‘dgaux’: donc ces deux
triangles auront les.autres c61és égaux aux autres
c6tés (prop.26.1), etlaperpendiculaire FH sera
égale a la perpendiculaire F K. On démontrera
semblablement que chacune des droites FL,
FM, FG est égale 3 'une ou aI'awtre.des droites
FH, EK: doncles cing droites FG; FH, FK;
FL, FM sont égales entr’elles : donc si du
centre F et avec un interyalle égal 4 une des
draites FG, FH, FK, FL, FN on décrit une
circonférence. de _eerele » cette, cirgopférence
passera par. Jes, autres pomts et tpuchera ]es
droites AB, BC .CD, DE, EA, parop que, lqs

au lxeu de les toucher, elle les coupoxt ,]a per-
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pendiculaire menée i I'extrémité d’'un diamétre
entreroit dans le cercle; ce qui a été démontré
absurde (prop. 16.3) : donc la circonférence
décrite du centre F avec un intervalle égal &
une des droites FG, FH, FK, FL; FM ne cou-
pera point les droites AB, BC, CD, DE, EA:;
donc elle les touchera. Décnvez la cu-confe-
rence GHEKLM. o

Donc on a inscrit une circonférence de cercle
dans un pentagone équilatéral et equmngle ce
qu'il falloit faire.

PROPOSITION XIV.

PROBLEME.

Circonscrire ure circonférence da ccrclc dun,
pentagone équilatéral et équiangle donnd.

Soit ABCDE (fig. 1 18) un pentagone eqm-
latéral et équiangle : il faut A ce pentagone ci cir-
conscrire une circonférence de cercle:

Partagez en deux parties égales’ chacun des
angles BCD, CDE par les droites CF, FD
(prop.9. 1 ) ; et du point F 6t ces droites se
fencontrent, menez aux ‘points B A"Eles
drottes FB, FA, FE: Nous dtemontrerohs .
comme dans la’ pr0posmon precédente que
¢hacin des angles CBA, BAE, AED estcoupé
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en deux parties égales par lesdroitesBF,FA, FE.
Puisque I'angle BCD est égal 4 'angle CDE, et
que I'angle FCD est la moitié de 'angle BCD,
et 'angle CDF la moitié de I'angle CDE, I'an-
gle FCD sera égal 4 'angle FDC : donc le c6té
FC est égal au cété FD (prop. 6. 1). On démon-
trera semblablement que chacune des droites
FB, FA, FE est égale A chacune des droites FC,
FD : donc les einq droites FA, FB, FC, FD, FE
sont égales entr’elles : donc'la circonférence
décrite du point F et avec un intervalle égal a
une des droites FA, FB,FC, FD, FE passera
par les autres points et sera circonserite au
pentagone équilatéral et équiangle ABCDE.
Décrivez la circonférence ABCDE.

'Donc une circonférence de cercle a éié cir-
conscrite & un pentdgone eq‘ulhbera} et eqman-
gle; ce qu'il falloit faire. e
s PROPOﬁI’I‘ION xv

PROQLﬁME ,
In:cnre dans un cercle dohné unxhe.zvago)w équu
~ .. . latérabet dquiangle. ! - .,

"Soit ABC DEh(ﬁg 11g)le certle donné :'il

faut dans ce cerclé inscrire un bbxagbne équxJ

latéral et équiangle.
Menez le diathétte A'D du cercle ABCDEF,
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prenez le centre G de ce cercle, et du centre D
avec l'intervalle DG décrivez la circonférence
EGCH (dem. 3); menez les droites EG,CG,
prolongez-les vers les points B , F, et menez
les droites AB, BC, CD, DE, EF, FA : je dis
que I'hexagone. ABCDEF Jest, equllateral et
équiangle.

Puisque le pomnt G est le ¢centre du cercle
ABCDEF, la droite GE sera égale 4 la droite GD.
De plus, puisque le point D est Je centre du
cercle EGGCH, la droite DE sera égale a'la
droite DG ; mais on a démontré. que la droite
GE est égale i la droite GD : donc la droite GB
est égale’a Ia droite. E D :‘'dong le wiangle EGD
est équilatéral : donc ses trois angles EGD;
GDE, DEG sout,figeux etitr’eux , puisque dans
les. triangles: iso¢éles les angles i la base sonp
égaux entr'eux ( prop, 5: 1)} mais les, troiy
ané,les d un mangle ,sont egiau; a depx droits
(prop. 3a. r) donc Pangle EGD est le tiers
de deux angles dréits.'On ‘démontrera sembla-
blen'sent\qu& I'engle DG.C est le tiers de.deux
angles droits ; donc ;. puisquiune droite CG tom-
bant sur I3 draite EB fait lesangles de suite EGC,
CG B, égaux; a-deux droits {prop,13. 1), Vangle
restant CG B sera le tiers de geux apgles droits:
dong les angles EGD, DGC, CG B sont.égaux
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entr'eux ; mais les angles BGA, AGF, FGE

sont égaux aux angles EGD, DGC, CGB,

parce que ces angles sont opposés par le sommet

(prop. 15. 1) : donc les six angles EGD, DGC,

CGB,BGA, AGF, FGE sont ¢gaux entr’eux;

mais des angles égaux s’appuient sur des arcs

égaux (prop. 26.3) : donc les six arcs AB, BC,

CD, DE, EF, FA sont égaux entr’eux ; mais des
arcs égaux sont soutendus par des cordes égales
(prop. 29. 3 ) : donc les six cordes sont égales
entr’elles : donc I'hexagone ABCDEF est équi-
latéral. Je dis qu'il est équiangle, car puisque
Parc AF est égal 4 'arc ED, si nous leur ajou-
tons 4 chacun 'arc ABCD, T'arc total FABCD
sera égal 4 I'arc total EDCBA : dopc, puisque
Yangle FED s’appuie sur l'arc FABCD et que
Pangle AFE s’appuie sur I'arc EDCBA, l'an-
gle AFE est ¢gala 'angle DEF (prop.27.53).
On démontrera semblablement que les autres
angles de I'hexagone ABCDEF sont égaux
chacun i I'un ou & l'autre des angles AFE,
FED : donc I'hexagone ABCDEF est équian-
gle. Mais on a démontré qu'il est équilatéral, et
il est inscrit dans le cercle ABCDEF.

. Donc on a inscrit un hexagone équilatéral et
équiangle dans un cercle douné; ce qu'il falloit
faire.
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COROLLATIRE,

11 suit manifestement. de 1a que le c6té de
Phexagone est égal au demi-diamétre du cercle.

Si par les points A, B, C, D, E, F nous me-
nons des tangentes au cercle, on circonscrira
& ce cercle un hexagone équilatéral et équian~
gle, en suivant la méthode que nous avons
donnée pour le pentagone; c’est aussi de la
méme maniére que nous inscrirons et que nous
-circonscrirons une circonférence de cercle a
. un hexagone donné.

P\ROPOSITION XVI
PROBLENME.

Inscrire dans un cercle donné un quindécagone
équilatéral et équiangle.

Seit ABCD (fig. 120) le cercle donné : il
faut dans ce cercle inscrire un quindécagone,
équilatéral et équiangle.

Inscrivez dans le cercle ABCD le cété AC
d’un triangle équilatéral et le c6té AB d’un pen~
tagone équilatéral. Puisque la circonférence en-
tiecre ABCD doit éuwe partagée en quinze parties
égales , I'arc ABC qui est la troisiéme partie de
la circonférence en contiendra cinq, et 'arc AB
qui est le cinquiéme de la circonférence en con>
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tiendra trois : donc l'arc restant BC en con-
tiendra deux. Partager I'arc restant BC en deux
parties égales au point E ( prop. 30.3), chacun
des arcs BE , EC sera la quinziéme partie de -
la circonférence du cercle ABCD : donc si 'on
porteunedesdroites BE, ECsurlacirconférence
ABCD autant de fois qu’on le pourra(prop. 1.4),
on aura un quindécagone équilatéral et équian-
gle qui sera inscrit dans cette circonférence ;
ce qu’il falloit faire. ‘ _
En suivant la méthode que nous avons donnée
pour le pentagone, si par les points de division
d’un cercle on conduit des tangentes a ce cer-
cle, on circonscrira a ce cercle un quindéca-
gone équilatéral et équiangle. En suivant la
méme méthode, nous inscrirons et nous cir-
conscrirons une circonférence de cercle a un

quindécagone équilatéral et équiangle donné.

FIN DU QUATRIEME LIYRE.
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. d

- LIVRE VI

DEFINITIONS.

1. Lies figures rectilignes semblables - sont
celles dont les angles sont égaux chacun 3
ehacun et dont les c6tés placés autour des angles
égaux sont proportionnels.

2. Les figures sont réciproques lorsque les
antécédens et les conséquens des rasons se
trouvent dans I'une et I'autre figure.

. 3. Une droite est dite coupée en extréme et
moyenne raison lorsque la droite totale est aua
plus grand segment comme le plus grand seg—
ment est au plus petit.

4. La hauteur d’une figure est une perpexa—
diculaire menée de son sommet sur sa base.

5. On dit qu’une raison est composée de rai—
sons lorsque les quantités des raisons mulri-
pliées entr’elles produisent la quantté decette
raison.
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PROPOSITION PREMIERE.
THEORL NME. '

Les triangles et les parallélogrammes. qui ong
la méme hauteur sont entr'eux comme leyrs,

- bases.

Soient les triangles ABC, ACD (fig. 1a1)
et les parallélogrammes EC, CF qni ont la
méme hauteur, savoir, la perpendiculaire me-
née du point A sur la droite BD : je dis que le
triangle ABC est au triangle ACD et é{ue le’
parallelovramme ECest au parallélogramme CF.
comme la base BC est & la base CD. \
Prolongez la droite BD de part et d’autre’
versles points H, L, et faites les droites BG , GH
égales chacune & la base BC; ‘faites aussi les
droites DK, KL égales chacune & la base CD,-
et menez les droites AG, AH, AKX, AL. "
Puisque les droites CB BG, GH sont éoaies
entr’elles, les triangles AGH, AGB ABC seront-
égaux entr’ eux (prop.-38. x) donc le triangle
AHC contient le manole ABC airtant de ‘fois’
que ]a base HC contient la base BC. Par la mi¢me
raison le triangle ALC contient le triangle ACD'
autant de fois que Ia base LC contient la base CD.’

Silabase HC est égale i la base CL, le triangle
)
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AHC sera égal au triangle ABC ( prop. 538. 1);
si-la base HC Surpasse la base CL, le triangle
AHC surpassera le triangle ALC, et si cette
base est plus petite le triangle sera plus petit,
Ayaut donc quatre quantités , savoir , les deux
bases BC,"CD et les deux triangles ABC, ACD,
on a pris des équimultiples de la base BC et du
triangle ABC, savoir, la_base HC et le trian-
gle AHG; on a pris-aussi d’antres équimultiples
de Ja base CD et du triangle ACD), savoir, Ia
base C L et l¢ triangle ALC; et J'on a démontré
que si la hase HLC surpasse la base CL, I¢ trian-
gle AHC surpassera le triangle ALC; que si la
base HC cstiégale.d ka base CL, le triangle AHC
scra {gal au triangle ALC, et que si la base HC
est plus petite que la base CL, le triangle AHC
sera plps pent que le trangle ALC : donce le
triangle ABC est au triangle ACD comme la
basc BG et la base CD (déf. 5. §).

,.Puisque le parallélogramme EC est double
du trigngle ABC, que-le parallélogramme FC
est double ayssi du triangle ACD (prop. 41.1) 5
et i cause que les partigs ont entr’elles la méme
raison que leurs équimuliiples (prop. 15.5), le
parall¢logramme EC. sera: un. parallélogramme
FC comme le trianglc, ABC estun triangle ACD =.
dpnp puisqu’on a démontré que le triangle ABC
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est au triangle ACD comme la base BC estila
base CD; et a cause que le parallélogramme EC
est au parallélogramme FC comme le triangle
ABC est an triangle ACD, le parallélogramme
EC sera au parallélogramme F C comme la base
BC est i la base CD (prop. 11.5).

Donc les triangles et les parallélogrammes
qui ont la méme hauteur sont entr’eux comme
leurs bases ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION .II.
'rn}':onﬁmn.‘-

8i Uon conduit une droite qui soit paralléle & un
des cités d'un triangle , cette droite coupera
proportionnellement les cités de ce triangle; et
st deux c6tés d'un triangle sont coupés propor-
tionnellement, la droite qui joindra les sections
sera paralléle au cité restant du triangle.

Que I'on méne la droite DE (fig. 122) de
mauniére qu’elle soit paralléle i un des'cétés du
triangle ABC': je dis que CE est& EA comme
BD est a DA. ,

" Menez les droites BE, CD.

Le triangle BDE est égal au triangle CDE
(prop.37.1), parce qw'ils ont la méme base et
qu'ils sont compris entre les mémes paralleles

a
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Mais deux quantités égales ont la méme raison
avec une méme quantité (prop.7.5): doncle
triangle CDE est au triangle ADE comme le
triangle BDE est au triangle ADE. Mais le
triangle BDE est au triangle ADE comme BD
esta DA : car ces deux triangles , qui ontlaméme
hauteur, savoir, la perpendiculaire menée du
point E sur la base AB, sont entr’eux comme
leurs bases (prop.1.6). Par la méme raison le
triangle CDE est au triangle ADE comme CE
est d EA : donc BD est 3 DA comme CE est
a EA (prop. 11.5).

Si les cotés AB, AC du triangle ABC sont
coupés proportionnellement aux points D, E de
mauicre que BD soit i DA comme CE esta EA,
et si I'on méne ladroite DE : je dis que la droite
DE est paralléle a la droite BC.

Faites la méme construction. Puisque BD
est A DA comme CE estAEA, que BD est 2 DA
comme le triangle BDE est au triangle ADE
(prop. 1.6), et que CE est i EA comme le
triangle CDE est au triangle ADE; le triangle
BDE sera au triangle ADE comme le triangle
CDE est au triangle ADE (prop. 11.5): donc
chacun des triangles BDE , CDE a la méme
raison avec le triangle ADE : donc le tnangle
BDE est égal au triangle CDE (prop.g. 5),
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et ils ont ]a méme base. Mais des triangles égaux
et construits sur la méme base sont compris
entre les mémes paralleles (prop. 39. 1) : done
la droite DE cst paralléle a la droite BC.

Done si I'on conduit une droite qui soit pa-
ralléle & un des c6tés d'un triangle , cette droite
coupera proportionnelliement les cotés de ce
* triangle ; et s1 les cotés d’un triangle sont coupés
proportionnellement, la droite qui joindra les
sections sera parallele au c6té resiant de ce
triangle ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION IIL
THEOREME. /

Si un angle d'un triangle est partagé en deux par-
ties égales , ct si la droite qui partage cct angle
coupe la base , les scgmens de la base auront
la méme raison que les autres cétés de ce trian~
&gle; et si les scgmens de la base ont la méme
raison que les autres cétés du triangle, la droite
qui est menée du sommet a la section partagera
Vangle de cc triangle en deur parties égales. -

Soit le triangle ABC (fig. 123 ), que l'an-
gle BAC soit partagé en deux parties égales par
la droite AD : je dis que BD est a DC comme
BAestaAC. L

3
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Par le point C menez la droite CE paralléle
a la droite DA (prop.31.1); prolongez la droite
BA jusqu’a ce qu'elle rencontrera la droite CE
au point E. ‘

Puisque la droite A C tombe sur les paralléles
AD, EC, I'angle ACE sera égal i I'angle CAD
(prop. 29. 1 ); mais angle CAD est supposé
égal aYangle BAD : donc I'angle BA D sera égal
alangle ACE. De plus, puisque la droite BAE
tombe sur les paralléles AD, EC, I'angle exté-
rieur BAD est égal a I'angle intérieur AEC
(prop. 29. 1). Mais on a démontré que I'angle
ACE est égal al'angle BAD : donc I'angle ACE
sera égal a Pangle AEC : donc le cé1¢ AE sera
égal au c6té AC (prop. 6. 1 ). Puisque la droite
AD est paralléle a un des c6tés du triangle BCE,
savoir, au c6té EG, la droite BD sera 4 ]a droite
DC comme la droite BA est 3 la droite AE
(prop. 2.6). Mais la droitec AE est égale 4 la
droite AC : donc la droite BD est a la droite
DC comme la droite BA est a la droite AC
(prop.7.5). -

Supposons & présent que la droite BD soit a
la droite DC comme la droite BA est a la droite
AC; menez la droite AD : je dis que I'angle
BAC est partagé en deux parties égales par la
droite AD.
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Faites -la méme construction. Puisque BD
est a DC comme BA est a AC, et que BD est
a DC comme BA est i AE (prop.2.6), car
la droite AD est parallcle & un des ¢étés du
triangle BCE, savoir, au ¢6té EC, il est évi-
dent que BA sera 3 AC comme BA est 3 AE :
donc la droite AC est ¢gale & la droite AE
(prop.9.5) : donc l.mole AEC est égal aI'an-
gle ACE (prop. 5. 1); mais I'angle AEC est
égal & 'angle extérieur BAD (prop.29.1), et
l’angl% ACE égal aT'angle alterne CAD : donc
Pangle BAD sera €gal a I'angle CAD : dong
lan"le BAC est partagé en deux partics egale:
par la droite AD. :

Donc si un angle d’un triangle est partagé en
deux parties égales, et si la droite qui partage
cet au"le coupe la base les segmens de la base
auront la méme raison que les autres cOtés de
ce triangle ; et si les segmens de la base ont la
méme raison que les autres c6tés du triangle,
Ta droite qui est menéde du sommet i la section
de 1a base partage 'angle de ce triangle en deux
parties égales ; ce qu’il falloit démoutrer.

'
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PROPOSITION 1V.
THntOREME.

Dans les triangles équiangles , les cdtés qui sont
autour des angles égaux sont proportionnels ;
et on appelle cités homologuc..c ceux qui sou-
tendent des angles égaux.

Soient les triangles équiangles ABC, DCE
(fig. 124 ) dont I'angle ABC soit égal & I'angle
DCE, I'angle ACB égal a 'angle DEC, ¢t I'an-
gle BAC égal a I'angle CDE : je dis que dans
les deux triangles ABC ,DCE, les c6tés qui sont
autour des angles égaux sont proportionnels,
et que les c61és qua soutendent des angles égaux
sont homologues.

Placez le coté BC dans.la direction de CE;
puisque. les angles ABC, ACB sont moindres
que deux angles droits (prop.17.1), et que
I'angle ACB est égal a I'angle DEC, les angles
ABC, DEC seront plus petits que deux angles
droits : donc les deux droites BA, ED étant
prolongées , se rencontreront entr’elles (ax. 11);
et supposons qu’elles se rencontrent au point F.

Puisque 'angle DCE cst égal & I'angle ABC,
la droite DC sera parallele a la droite BF
( prop. 28. 1). De plus, puisque I'angle ACB
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est égal 4 I'angle DEC, la droite AC sera pa-
ralléle a la droite FE. Donc la figure FACD est
un parallélogramme : donc la droite FA est
égale a la droite FD et la droite AC égale i la
droite FD (prop.34. 1); et pmisqu’un des cotés
du triangle FBE, savoir, le ¢6té AC est paral-
léle au c6té FE, le c6t¢ BA sera an céié AF
comme le cété BC est au c61é CE (prop. 2.6).
Mais la droite AF est égale 4 ladroite CD : donc
BA est 4 CD comme BC esta CE (prop.7.5),
et, en alternant, AB est a BC comme CD est &
CE (prop. 16.5). De plus, puisque la droite
CD est paralléle a la droite BF, la droite BC
sera a la droite CE comme la droite FD cst a
la droite DE. Mais la droite DF est égale a la
droite AC : donc BC est a CE comme AC cst
"aED, et en alternant, BC est 3 CA comme CE
est 4 ED; mais puisqu'on a démontré que AB
est a BC comme DC est 3 CE, et que BCest &
CA comme CE est a ED, la droite BA sera &
la droite AC comme CD est & DE (prop.23.5).
Donc dans les triangles équiangles les c6tés
qui sont autour des angles égaux sont propor-
tionnels, et les c6tés qui soutendent des angles
égaux sont homologues; ce quil falloit dé-
montrer. ' '
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PROPOSITION V.
THEOREME.

-8i deux triangles ont leurs cotés proportionncls ,
ces deux triangles seront équiangles, et les an-
gles soutendus par les cétés homologues seront
égaux.

Soient deux triangles ABC, DEF (fig. 125)
dont les c6tés soient proportionnels, de ma-
niére que AB soit & BC comme DE est4 ET,
que BC soit 3 CA comme EF est a FD et que
BA s0itd AC ccmme ED est &4 DF : je dis que
les triangles ABC, DEF sont équiangles et que
les angles soutendus par les c6tés homologues
sont égaux, savoir, I'angle ABC égal a I'angle
DEF, I'angle BCA égal 4 'angle EF D, et enfin
T'angle BAC égal a I'angte EDF.

Construisez sur la droite EF et aux points
E, F I'angle FEG égal & Pangle ABC et I'an-
gle EFG égal a 'angle BCA (prop.23.1); le
troisiéme angle BAC sera égal au troisiéme
angle EGF (prop. 32. 1) : donc les triangles
ABC, EGF sont équiangles : donc dans les denx
triangles ABC, EGF, les cotés cui sont atitour
des angles égaux sont proportionnels et les cotés
qui soutendent les angles égaux sont homologues
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(prop- 4.6) : donc AB est 4 BC comme GE
est 3 EF; mais AB est a BC comme DE est a
EF : donc DE est a EF comme GE est 4 EF
(prop. 11.5): donc l'une et I'autre des droites
DE, GE ont la méme raison avec la droite EF :
donc la droite DE est égale i la droite GE
( prop.9.5). Ladroite DF sera égale i la droite
GF, par laméme raison. Donc, puisque la droite
EG est égale a la droite DE, et que la droite
EF est commune, les deux droites DE  EF sont
égales aux deux droites GE, EF; mais la base
DF est égale a 1a base GF : donc I'angle DEF est
égal a 'angle GEF (prop. 8. 1); donc le triangle
DEF est égal an triangle GEF et les autres angles
qui sont soutendus par les cétés égaux sont en-
core égaux : donc I'angle DF E est égal a I'angle
GFE et I'angle EDF égal a Pangle EGF. Puisque
DEF est égal al'angle GEF et que l'angle GEF
est égal a I'angle ABC, par construction, I'an-
gle ABC sera égal 3 'angle DEF. Par la méme
raison 'angle ACB sera égal a 'angle DFE et
Pangle A égal & Pangle D : donc des triangles
ABC, DEF sont équiangles.

Donc si deux triangles ont leurs c6tés pro-
portionnels, ces deux triangles seront équian-
g!&‘a , €t les angles soutendus par les cétés homo-
logues seront égaux;; ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION VI.
THEOREME.

Si dewx triangles ont un angle égal & un angle, et
si les cotés qui sont autour des angles égaux
sont proportionnels, ces deux triangles scront
équiangles ct les angles soutendus par les cités
homologues seront égaux.

Soient les deux triangles ABC, DEF
(fig. 136), ayant un angle BAC égal & un angle
EDF, et ayant de plus les c6tés qui sont autour
des angles égaux proportionnels entr’eux, de
maniere que BA soit 3 AC comme ED est a
DF : je dis que les triangles ABC, DET sont
équiangles et que Fangle ABC est égal al'angle
DEF et 'angle ACB égal a I'angle DFE.

Sur la droite DF. et aux points D, F cons-
. truisez I'angle FDG égal a I'un ou a I'autre des
angles BAC, EDF et I'angle DFG égal a I'an-
gle ACB (prop. 23. 1). L'angle restant B sera
égal 4 Panglg restant G (prop. 32. 1) :donc les
triangles ABC, DGF sont équiangles : donc BA
esta AC comme GD cst a DF (prop. 4.6);
mais on supposc que BA est 3 AC comme ED
est a DF : donc ED est 8 DF comme GD est
.a DF (prop. 11.5) : donc le c61é¢ ED est ¢gal
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au c6té DG (prop. 9. 5); mais le cité DF est
commun : donc les deux droites ED, DF sont
égales aux deux droites GD, DF; mais l'angle
EDF est égal a Pangle GDF : donc labase EF est
égale a la base FG (prop. 4. 1); donc le triangle
DEF égal au triangle GDF et les autres angles
qui sont soutendus par les cotés égaux sont en-
core égaux : donc 'angle DF G est égal a angle
DFE et I'angle G égal a Pangle E. Mais Fangle
DF G est égal a Pangle ACB, par construction:
donc 'angle ACB est égal 2 DFE; mais I'angle
BAC est supposé ‘égal & 'angle EDF : donc
Pangle restant B est égal i I'angle restant E
(prop. 32. 1) : donc les deux triangles ABC,
DEF sont équiangles. -

Donc si deux triangles ont un angle égal a
un angle, et si les c6tés qui sont autour des
angles égaux sont proporuionnels, ces deux
triangles seront équiangles, et les angles sou-
tendus par les c4tés homologues scront égaus ;
ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION VIL
THEOREME.:

Si deux triangles ont un angle égal & un angle,
si les cotés placés autour de deux autres angles
sont proportionnels entr'eux, et si chacun des
angles restans est en méme tems ou plus petit
ou n'est pas plus petit quun angle droit, les
triangles seront équiangles et les angles adja-
cens aux cdtés proportionnels seront égaux.

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig. 127)
ayant un angle égal a un angle, savoir , I'angle
BAC dgal a 'angle EDF et les c6tés qui sont
autour de deux autres angles ABC , DEF propor-
tionnels enur’eux, de maniére que DE soit 4 EF
comme AB est a BC, et que chacun des deux
autres angles ACB, DFE soit plus petit qu'un
angle droit : je dis que les triangles ABC, DEF
sont équiangles, que P'angle ABC est égal i I'an—
gle DEF, et I'angle ACB égal a I'angle DFE.

Car si I'angle ABC n'est pas égal a langle
DEF, I'un d'eux sera plus grand. Que I'angle
ABC soit le plus grand. Construisez sur la droite
AB et au point B un angle ABG égal a I'angle
DEF (prop.23.1). .

Puisque I'angle A est égal & 'angle D et I'an-
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gle ABG égal a I'angle DEF, I'angle AGB sera
égal aI'angle DFE (prop. 32. 1) ; donc les trian-
gles ABG, DEF sont équiangles : donc AB est
4 BG comme DE est a EF (prop.4.6); mais
par supposition DE est a8 EF comme AB est
4 BC:donc ABest 2 BC comme AB est 4 BG
(prop.11.5) : donc Ja droite AB a la méme
raison avec chacune des droites BC, BG : donc
la droite BC sera égale a la droite BG et par
conséquent 'angle BGC est égal a l'angle BCG
(prop- 5. 1) ; mais on a supposé que I'angle C
est plus petit qu'un angle droit : donc 'angle
BGC est plus petit qu'un angle droit et par con-
séquent I'angle de suite AGB est plus grand
qu'un angle droit (prop. 13. 1); mais on a dé-
montré. que I'angle AGB est égal 4 I'angle F :
‘donc I'angle F est plus grand qu’un angle droit ;
mais on'a supposé qu'il €toit plus peut qu’un
angle droit, ce qui est absurde : donc les angles
ABC, DEF ne sont pas inégaux : donc ils sont
égaux ; mais 'angle A est égal al'angle D : donc
I'angle C est égal 3 I'angle F : donc les triangles
ABC, DEF sont égaux.

. Supposons a présent que I'un et l'autre des
angles C, F n’est pas plus petit qu'un angle droit :
je dis encore que les triangles ABC, DEF sont
¢quiangles. '
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Ayant fait la méme construction, nous dé-
montrerons semblablement que le c6té BC est
égal au c6té BG et I'angle C égala 'angle BGC;
mais I'angle C n’est pas plus petit qu'un angle
droit : donc I'angle BGC n’est pas plus petit
qu’'un angle droit : donc deux angles du trian-
gle BGC ne sont pas plus petits que deux angles
droits, ce qui est impossible (prop. 17.1):donc
les angles ABC, DEF ne sont pas inégaux :
donc ils sont égaux; mais I'angle A est égal 2
I'angle D : donc I'angle C est égal a I'angle F
(prop. 32. 1) : donc les triangles ABC, DEF
sont equlang]es.

Donc si deux triangles ont un angle égal i un
angle, si les c6tés placés autour de deux autres
angles sont proportionnels entr’eux, et si cha-
cun des angles restans est en méme tems plus
petit ou n’est pas plus petit qu'un angle droit,
les triangles seront équiangles et les angles adja-
cens aux cOtés propomonnela seront egaux ;
ce qu'il falloit démontrer
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PROPOSITION VIII.
THEOREME.

Si dans un triangle rectangle on conduit une

- perpendiculaire de Uangle droit sur la base , les
triangles placés autour de la perpendiculaire
sont semblables au triangle total et semblables
entr’ewr.

Soit le triangle rectangle ABC (fig. 128 ) dont
Pangle BAC est droit; du point A conduisez la
perpendiculaire AD sur la base BC : je dis que
les triangles ABD, ADC sont semblables au
triangle total ABC et semblables entr’eux.

Car puisque I'angle BAC cst ¢gal a I'angle
ADB, étant droits 'un et I'autre, et que Pangle
B cst commun aux deux triangles ABC, ABD,
Pangle restant ACB sera égal a I'angle restant
BAD (prop.32.1) : donc les deux triangles
ABC, ABD sont équiangles : dounc le c6té BG
qui soutend I'angle droit du triangle ABC, est
au c6té BA qui soutend I'angle droit du triangle
ABD comme le c6té AB qui soutend I'angle C
du triangle ABC, est au c6té BD) qui soutend un-
angle égal a 'angle C, c’est-a-dire Pangle BAD
du triangle ABD, et enfin comme le c6té AC

est au c6té AD qui soutend un angle B commun
P
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a ces deux triangles : donc les triangles ABC,
ABD sont équiangles, et les cotés placés autour
a des angles égaux sont proportionnels entre
eux (prop.4.6): donc le triangle ABC est sem-
blable au triangle ABD (déf. 1.6). Nous dé-
montrerons que de méme le triangle ADC est
semblable au triangle ABC : donc chacun des
triangles ABD, ADC est semblable au triangle
total ABC. :

Je dis de plus que les triangles ABD, ADC
sont semblables entr’eux.

Car puisque l'angle droit BDA est égal a
Pangle droit ADC, et a cause qu'il a été dé-
montré que angle BAD est égal a Pangle C,
Fangle restant B sera égal a 'angle restant DAC
{prop.32.1) : donc les deux triangles ABD,
ADC sont ¢quiangles : donc le cété BD du
triangle ABD, qui soutend P'angle BAD est au
c6té DA du triangle ADC, qui soutend I'angle
C égal a I'angle BAD, comme le c6té AD du
triangle ABD qui soutend I'angle B est au c61é
DC du triangle ADC qui soutend 'angle DAC
€gal 4 'angle B, et comme le c6té BA qui sou-
tend I'angle droit ADB est au ¢6té AC qui sou-
tend I'angle droit ADC ( prop. 4.6 ) : donc le
triangle ABD est semblable au triangle ADC
(déf. 1.6). -
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Donc si dans un triangle rectangle, on con-
duit une perpendiculaire de I'angle droit sur la
base , les triangles placés autour de la perpen-
dnculaxre sont semblables au triangle total et
semblables entr’eux ; ce qu'il falloit démontrer.

"COROLL AIRE.

11 suit de 1a que , dans un triangle rectangle
la perpendiculaire conduite de I'angle droit sur
la base, est moyenne proportionnelle entre les
segmens de la base , et que chaque coté de l'angle
droit est moyen proportionnel entre la base et
le segment qui lm est conuvu

PROPOSITION IX
PROBLEME.

D'une droite donnéc retrancher une partie
- demandée.

Soit AB (fig. 129) la droite donnée : 11 faut
de la droite AB retrancher une partie demandée.

Que la partie demandée soit le tiers de cette
droite ; du point A conduisez une droite quel-
conque AC qui fasse avec la droite AB un éngle
quelconque ; prenez sur la droite AC un point
quelconque D et faites les droites DE, EC
égules chacune & la droite AD (prop.3.1);
conduisez ensuite la droite BC et par le point D

2
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conduisez la droite DF paralléle a Ja droite BC
(prop.31.1).

Puisqu’on a conduit la droite FD paralléle i
un des cétés du triangle ABC, savoir; au c6té
BC, la droite CD sera & la droite DA comme
la droite BF est 4 la droite FA (prop.2.6);
mais la droite CD est double de la droite DA :
donc la droite BF est double de la droite FA :
donc la droite BA cst double de la droite AF.

" Donc on a retranché de la droite donnée AB
sa troisiéme partiec demandée;; ce qu'il falloit
faire. '
PROPOSITION X
PROBLEME,

Partager une droite donnée qui n'est point par-
tagée dc la méine maniére qu'une autre droite
donnce est-partagée.

'SoitAB ( fig. 130 ) la droite donnée qui n’est
point partagée et AC la droite dounée qui est
partagée: il faut partager la droite AB qui n’est
pas partagée de la méme maniére que la droite
AC est parlagée.

Que la droite AC soit partagee aux points
D, E, et que les droites AC, AB soient placées
de maniére qu'elles comprennent un angle
quelconque. Conduisez la droite BC, et par les
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points D, E | conduisez les droites DF, EG
paralléles i la droite BC (prop. 31.1), et par
le point D conduisez la droite DHK paralléle
a la droite AB.

Les figures FH, HB sont des parallélo-
gramimes , et par conséquent la droite DH est
€gale a la droite FG et la dvoite HK égale a la
droite GB (prop. 34. 1); ct puisqu’on a conduit
la droite HE paralléle & un des c6tés du triangle
DKC, savoir, au ¢6t¢ KC, la droite CE sera a
la droite ED comme la droite KH est a la droite
HD ( prop. 2.6); mas puisque la droite KH est
égale a la droite BG et que la droite HD est
égale a la droite GF, la droite CE est i Ja droite
ED comme la drcite BG est a la droite GF. De
plus, puisqu’on a conduit la droite F D parallcle
a un des c6tés du triangle AGE , savoir au céié
EG, la droite ED sera a la droite DA comme
la droite GF est a la droite F A. Mais on a d¢-
montré que la droite CE est a la droite ED
comme la droite BG est i la droite GF : donc Ia
droite CE est a la droite ED comme la droite BG
est a la droite GF, et la droite ED est a la droite
DA comme la droite GF est a la droite FA.

Donc la droite donnée AB, qui n’est parta-
gée, a été partagée de la méme manicre que
~ la droite donnée AC; ce qu’il falloit faire.

[-4

2
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PROPOSITION XI
PROBLEME.

Deux droites étant données , trouver une troisi¢me
proportionnelle.

Soient AB, AC (fig. 131) les deunx droites
données ; placez-les de maniére qu’elles com-
prennent un angle quelconque : il faut trouver
une troisieme proportionnelle aux droites AB,
AC. ‘

Prolongez les droites AB, AC vers les points
D, E; faites la droite BD égale a la droite AC;
menez la droite BC, et par le point D menez la
droite DE parallcle i la droite BC (prop.31.1).

Puisque la droite BC est paralléle & un des
c6tés du triangle ADE, savoir au c6té DE, la
droite AB scra a la droite BD comme la droite
AC est a la droite CE (prop.2.6); mais la
droite BD est égale a la droite AC : donc la
droite AB est a la droite AC comme la droite
AC est a la droite CE.

Donc les deux droites AB, AC ayant été don-
nées, on a trouvé une troisi¢me proporuon-
nelle CE ce qu il falloit faire.
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PROPOSITION X11.
PROBLEME.

Trois droites étant données , trouver une qua-

triéme proportionnelle.

Soient A, B, C (fig. 152) les trois droites
données, il faut trouver une quatriéme propor-
tionnelle aux trois droites A, B, C.

Menez les deux droites DE, DF, compre-
nant un angle quelconque EDF ; faites la droite
DG dégale a la droite A, la droite GE égale a la
droite B et la droite DH égalc a la droite C.
Menez la droite GH, et par le point E mencz
la droite EF paralléle & la droite GH.

Puisque la droite GH est paralléle 4 un des
c6tés du triangle DEF, savoir au ¢6té EF, la
droite DG sera i la droite GE comme la droite
DH est a la droite HF (prop. 2.6). Mais la
droite DG est égale a la droite A, la droitc GE
égale a la droite B, et la droite DH égale i la
droite C : donc la droite A est a la droite B
comme la droite C est a la droite HF,

Donc trois droites A, B, C étant données, on
a trouvé une quatriéme proportionnelle HF ; ce

quil falloit faire.
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PROPOSITION XIII
PROBLEME.

Deux droites étant donnces , trouver une moyenne
proportionnelle.

Soient AB, BC (fig. 133) les deux droites
données ; il faut trouver une moyenne propor-
tionnelle entre ces deux droites. :

Placez ces deux droites dans la méme direc-
tion, et sur da droite AC déerivez le demi-cercle
ADC, du point B élevez la perpendiculaire AC
et menez les droites AD, DC (prop. 11.1).

Puisque I'angle ADC est dans un demi-cercle,
cet angle est droit (prop. 31.3); et puisque
dans le triangle rectangle ADC on a conduit de
I'angle droit la droite DB perpendiculaire sur la
base , la droite DB sera moyenne proportion-
nelle entre les segmens de la base AB, BC
(corrol. 8.6).

Donc les deux droites AB, BC ayant été
données, on a trouvé une moyenne propor-
uonnelle DB; ce qu'il falloit faire.
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PROPOSITION XI1V.
PROBLEME.

Si deux parallélogrammes égaux ont un angle
égal & un angle, les cétés qui sont placés autour
des angles égaux sont réciproguement propor-
tionnels ; et si deux parallélogrammes ont un
angle égal & un angle, et si les cotés qui sont
placés autour des angles égaux sont récipro-
quement proportionnels , ces deux parallélo-
grammes sont égaux entr'enx.

Soient AB, BC (fig. 134 ) deux parallélo-
grammes égaux , ayant denx angles égaux cn B.
Placez la droite BE dans la direction de DB;
la droite BG sera dans la direction de FB
(prop. 14.1) : je dis que les cités des parallé-
logrammes AB, BC qui sont placés autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-
nels, c’est-a~dire que DB est a BE comme GB
esta BF. ‘

Achevez le parallélogramme FE.

Puisque le parallélogramme AB est égal au
parallélogramme BC et que EF est un troisiéme
parallélogramme , AB sera a FE comme BC est
a FE (prop. 7.5); mais AB est 4 FE comme
DB est 2 BE (prop.1.6); ¢t BC est & FE
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comme GBest 2 BF : donc DB est & BE comme
GB csta BF (prop. 11.5): donc les cétés des
parallédlogrammes AB, BC qui sont autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-
nels. ' .

Supposons a présent que les ¢OLés qui sont
autour des angles égaux soient réciproquement
proportionnels, c’est-i-dire que DB soit 3 BE
conme GB est a BF : je dis que le parallélo-
gramme AB est égal au parallélogramme BC.

Puisque DB est 4 BE comme GB est & BF;
qnue DB est 8 BE comme le parallélogramme
AB cst au parallélogramme FE (prop. 1.6), et
(ue GB est a BF comme le parillélogramme
BC est au parallélogramme FE, AB sera a FE
comme BC est 4 FE (prop.11.5):donc le pa-
rallélogramme AB est égal au parallélogramme
BC (prop.9.5).

Donc s1 deux parallélogrammes égaux ont un
angle égal & un angle, les ¢61és qui sont autour
des angles ¢gaux sont réciproquement propor-
tionnels; et 'si deux parallélogrammes ont un
angle égal a un angle, et s les cotés qui sont
autour des angles égaux sont réciproquement
proportionnels, ces deux parallélogrammes sont
¢gaux; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XV.

" THEOREDME.

8i deux triangles égaux ont un angle égal a un
angle, les cotés placés autour des angles égaux
sont réciproquement proportionnels ; et si deux
* ’ ] hd
triangles ont un angle égal a un angle, et si
les cités placés autour de ces angles égaux sont
réciproquement proportionnels , ces dewr trian-
gles sont égaux entr’eux.

Soient ABC, ADE (fig. 135) des trangles
(‘gaux, ayant un angle égal & un angie , savolr,
I'angle BAC égal & I'angle DAE : je dis que les
c6tés des triangles ABC, ADE placés autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels entr’eux, c’est-i-dire que CA esti AD
comme EA est 4 AB.

Placez ces triangles de maniére que la droite
CA soit dans la direction de la droite AD; la
droite EA sera dans la direction de la droite AB
(prop. 14.1). Menez la droite BD.

Puisque le triangle ABC est égal au triangle
ADE et que ABD est un autre triangle,, le trian-
gle CAB sera au triangle BAD comme le trian-
gle ADE est au triangle BAD (prop.7.5); mais
le triangle C AB est au triangle BAD comme CA
esta AD (prop.1.6), et le triangle EAD est
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au triangle BAD comme EA esta AB : donc CA
est 8 AD comme EA est a AB (prop. 11.5):
donc les c6tés des triangles ABC, ADE, qui
sont autour des angles égaux , sont réciproque-
ment proportionnels.

Supposons a présent que les cotés des trian-
gles ABC, ADE soient réciproquement pro-
portionnels , c'est-a-dire que CA soit & AD
comme EA est 2 AB : je dis que le triangle ABC
est ¢gal au triangle ADE. Menez BD.

Puisque CA est 4 AD comme EA est 3 AB,
que CA est a AD comme le triangle ABC est
au triangle BAD (prop. 1.6), et que EA est
A AB comme le triangle EAD est au triangle
BAD, lc triangle ABC sera au triangle BAD
" comme le triangle EAD est au trianglc BAD
(prop. 11.5) : donc I'un et Pautre des triangles
ABC, ADE ont la méme raison avec le triangle
BAD: donc le triangle ABC est égal au triangle
EAD (prop. 9. 5).

Donc si deux triangles égaux ont un angle égal
aun ang]e , les c6tés placés autour de ces angles
égaux sont réciproquement proportionnels; et
st deux triangles ont un angle égal & un angle, et
si les c6tés placés autour des angles égaux sont
réciproquement proportionnels, ces deux trian-
gles scront ¢gaux ; ce qu'il falloit démoantrer.
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PROPOSITION XVI.
THEOREME.

+ 8i quatre droites sont proportionnelles , le rectan-
gle compris sous les deux droites extrémes est
égal au rectangle qui est compris sous les deux
droites moyennes ; et si le rectangle compris sous
deux droites extrémes est égal a celui qui est
compris sous deux droites moycnnes , ces quatre
‘droites sont proportionnelles.

Soient AB, CD, E, F (fig. 136 ) quatre droites
proportionnelles de maniére qu’on ait AB est a
CD comme E est a F : je dis que le rectangle
compris sous les droites AB, F est égal au rec-
tangle compris sous les droites CD, E.

Des points A, C ct sur les droites AB, CD é€le-
vez les perpendiculaires AG, CH (prop. 11.1);
faites la droite AG égale a la droite F et la droite
CH égale a la droite E, et terminez les parallé-
logrammes BG, DH.

Puisque AB est 4 CD comme E est & F et
que E est égal 4 CH et F égal 8 AG, AB sera
4 CD comme CH est 3 AG (prop.7.5): donc
les c6tés des parallélogrammes BG, DH placés
autour des angles égaux sont réciproquement
proportionnels ; mais lorsque les cotés des
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parallélogrammes équiangles qui sont autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
uonnels, ces parallélogrammes sont égaux entre
eux ( prop. 14.6) : donc le parallélogramme
BG est égal au parallélogramme DH; mais le
parallélogramme BG est compris sous les droites
AB, F; car AG est égal 4 F, et le parallélo-
gramme D [Ipst compris sous les droites CD, E;
puisque CH est égal a E :-donc le rectangle
compris sous les draites AB, F est égal & celu
qui est compris sous les droites CD, E.

Si le réctangle compris sous les droites AB,
F est égala celw qui est compris sous les droites
CD, E : je dis que ces quatre droites sont pro-
portionnelles, c'est-a-dire que AB est 4 CD
comme E est a F. '

Faites la méme construction ; le rectangle
compris sous les droites AB, F est égal i celui
qui est compris sous les droites CD, E; miais le
rectangle BG est compris sous les droites AB, F;
car AG est égal A F et le rectangle DH est com-
pris sous les droites CD, E, car CH est égal
a I. : donc le parallélogramme BG est égal au
parallélogramme DH et ces dcux parallélo-
grammes sont équiangles. Mais les cotés des
parallélogrammes égaux et équiangles placés
autour des angles ¢gaux sont réciproquement
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proportionnels {prop. 14.6): donc ABest i CD
comme CH est 8 AG; mais CH est égal a E et
AG égal a F : douc AB est a CD comme E est
AF. . :

Donc si quatre droites sont proportionnelles,
le rectangle compris sous les droites extrémes
est égal au rectangle compris sous les droites
moyennes; et si un rectangle compris sous deux
droites extrémes est égal a un rectangle compris
sous deux droites moyennes, ces quatre droites
sont proportionnelles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION .XVIL
THEOREME. .

Si trois droites sont pigportioﬁnelles , le rectangle
compris sous les dI‘Ol'[(,"S extrémes est égal au
quarré de la droite mojcune ; et si un rectangle
compris sous deux droites extrémes est égal au
quarré dune droite moyennc , ces trois droites
sont proportionnelles.

Soient AE, BG, C (fig. 137 ) wois droites
proportionnelles, de maniére que I'on ait AE
est 3 BG comme BG est a C :je dis que le rec-
tangle compris sous les droites AE, C est égal
au quarré de BG. i

Faites la droite D égale a la droite BG.
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Puisque AE est 3 BG comme BG est a C et
que BG est égal 3 D, la droite AE sera a la
droite'BG comme la droite D est a la droite C;
mais si quatre droites sont proportionnelles, le
rectangle compris sous les droites extrémes est
€gal & celui qui est compris sous les droites
moyennes ( prop. 16.6 ) : donc le rectangle
compris sous les droites AE, C est égal a celui
qui est compris sous les droites BG, D. Mais le
rectangle compris sous les droites BG, D est
égal au quarré de BG, car la droite BG est égale
a la droite D : donc le rectangle compris sous
les droites AE, C est égal au quarré de BG.

Si le rectangle compris sous les droites AE, C
est égal au quarré de BG : je dis quc AE est &
BG comme BG est & C.

Faites la méme construction. Puisque le rec-
tangle compris sous les droites AE, C est égul
au quarré de BG et que le quarré de BG est un
rectangle cormpris sous les droites BG , D, car
BG est égal a D, le rectangle compris sous les
droites AE, C est égal au rectangle compris sous
les droites BG, D. Mais si un rectangle compris
sous deux droites extrémes est égal aunrectangle
compris sous deux droites moyennes . . es quatre
droites seront proportionnelles (prop 16.6):
donc AE est 4 BG comme D est & C; mais BG est
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égal 4 D: donc AE est A BG commne BG est 3 C.

Donc si trois droites sont proportionnelles,
le rectangle compris sous les droites extrémes
sera égal au quarré de la droite moyenue; et si
un rectangle compris sous deux droites extrémes
est égal au quarré de la droite moyenue, ces
. trois droites seront proportionnelles, ce qu'il
falloit démontrer.

PROPOSITION XVIII
PROBLEME,

Sur une droite donnée, décrire une figure recti-
ligne sembluble & une autre et semblablement
placée.

Soit AB (fig. 138) la droite donnée et CE la
figure donnée : il faut sur la droite AB décrire
une figure semblable i la figure CE et sembla-
blcment placée. '

Menez la droite DF, et sur la droite AB et aux
points A, B faites Pangle GAB égal a l'angle C,
et I’angle ABG égal a I'angle CDF (prop. 23.1);
Pangle restant CF D sera égal a I'angle restant
AGB (prop.32.1):doncles triangles FCD, GAB
sont équiangles : donc FD est 3 GB comme FC
est 3 GA, et comme CD est 3 AB (prop. 4.6).
Construisez ensuite sur la droite BG et aux points

Q
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B, G I'angle BGH égal 2 I'angle DFE et P'angle
GBH égal al'angle FDE; 'angle E restant sera
égal aI'angle Hrestant : donc les triangles FDE,
GBH sont équiangles : donc FD est 4 GB comme
FEestaGH, et comme ED est i HB(prop. 4.6).
. Mais on a démontré que FD est 4 GB comme
FC esta GA, et comme CD est 3 AB : donc
FC est 3 GA comme CD est a AB, comme FE
est a GH, et comme ED est a HB (prop.11.5).
Mais Pangle CFD est égal a I'angle AGB par
construction, et I'angle DFE égal aI'angle BGH :
donc I'angle total CFE est égal a I'angle total
AGH. Par la méme raison ,'l’angle CDE est €gal
i 'angle ABH, langle C égal & l'angle A et
Pangle E égual 4 'angle H : donc les figures AH,
CE sont équiangles, et elles ont les cdtés oppo-
sés aux angles égaux proportionnels entr’eux:
donc les deux figures AH, CE sont semblables
(déf.1.6).

Donc, sur la droite AB on a décrit la figure
AH semblable a la figure CE et semblablement
placée; ce quil falloit faire.
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PROPOSITION XIX.
THEOREME.

Les triangles semblables sont entr'eux en raison

doublée des cités homologues.

Soient ABC, DEF (fig. 139) deux triangles
semblables , ayant I'angle B ¢gal a I'angle E.
Supposons que AB soit a BC comme DE est a
EF, de maniére que le coté BC soit Phonio-
logue du c6té EF (déf. 12.5): je dis que les
triangles ABC, DEF sont entr'eux en raison
doublée des cotés BC, EF.

Prenez une troisicme proportionnelle BG
(fig. 138 ) aux droites BC, EF, de maniére
que BC soit 3 EF comme EF est 3 BG, et
menez la droite GA (prop. 11.6).

Pumisque AB cst 3 BC comme DE est 2 EF,
st I'on rechange les places des moyens, on aura
AB est a DE comme BC est a EF (prop. 16.5);
mais BC est 4 EF comme EF est 4 BG : done
ABesta DE comme EF esta BG (pro.11.5):
donc les c61és des triangles ABG, DEF pla-
cés autour des angles égaux sont réciproque-
ment proportionnels. Mais deux triangles sont
€gaux entr’eux lorsq’ils ont un angle égal &
un angle et lorsque les cétés placés autour des

' 2
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angles égaux sont réciproquement proportion-
nels (prop. 15.6) : donc le triangle ABG est
¢égal au triangle DEF. Mais puisque BC est 24 EF
comme EF esta BG, et que lorsque trois droites
sont proportionnelles, la premicre et la troisiéme
sont entr’elles en raison doublée de la premiére
et de laseconde (déf. 10.5), les droites BC et BG
seront entr’elles en raison doublée de BC et de
EF; mais BC est a BG comme le triangle ABC
est au triangle ABG (prop. 1.6): donc le trian-
gle ABC et le triangle ABG sont entr’eux en
raison doublée de BC et de EF ; mais le triangle
ABG est égual au triangle DEF : donc le triangle
ABC et le triangle DEF sont entr’eux en raison
doublée de BC et de EF (prop.7.5).

Douc les triangles semblables sont entr’eux
en raison doublée des c6tés homologues; ce
qu'il falloit démontrer.

COROLLAIRE.

11 suit manifestement de la que si trois droites
sont proportionnelles, la premigre sera a la troi-
siéme comme triangle décrit sur la premiére est
triangle semblable qui est décrit semblablement
sur la seconde, puisqu’il a é1é démontré que CB
est 3 BG comme le triangle ABC est au triangle
ABG, c'est-a-dire au triangle DEF.
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PROPOSITION XX.
| THEOREME.

Les polygones semblables peuvent se diviser en
-+ triangles semblables, égaux en nombre et pro-
portionnels aux polygones ; et ces polygones
sont entr'eux en raison doublée de leurs cotés
homologues.

Soicnt ABCDE, FGHKL (fig. 140) deux
polygones semblables et que le c6té AB soit
I'homologue du c¢été FG : je dis que les poly-
gones ABCDE, FGHKL peuvent se diviser en
triangles semblables , égaux en nombre et pro-
portionnels aux polygones, et que les polygones
ABCDE, FGHKL sont entr’eux en raison
doublée des cétés AB, FG.

Menez les droites BE, EC, GL, LH.

Pujsque le polygone ABCDE est semblable
au polygone FGHKL, I'angle BAE est égal a
I'angle GFL; mais BA est 4 AE comme GF est a
FL : donc, puisque ces deux triangles ont un
angle égal 4 un angle et que les c6tés placés -
autour des angles égaux sont proportionnels,
les triangles ABE, FGL seront équiangles
(prop. 6.6), et par conséquent semblablcs
(prop. 4.6) : donc I'angle ABE est égal i I'an-

3
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gle FGL; mais I'angle total ABC est égal &
I'angle total FGH, a cause de la similitude des
pelygones : donc I'angle restant EBC est égal
a l'angle restant LG H; mais i cause de la simi-
litude des triangles ABE, FGL, EB est 4 BA
comme LG est a GF, et i cause de la similitude
des polygoncs, AB esta BC comme FG estaGH,
EB sera a BC comme LG est 8 GH (prop.22.5),
c’est-a-dire que les c6tés placés autour des an-
gles égaux EBC, LG H seront proportionnels :
donc les triangles EBC, LGH sont équiangles
(prop- 6. 6), et par conséquent semblables
(prop. 4. 6). Par la méme raison, les triangles
ECD, LHK sont encore semblables : donc les
polygones ABCDE, FGHKL sont divisés en
triangles semblables et égaux en nombre.

Je dis de plus que ces triangles sont propor-
tionnels aux polygones, c’est-i-dire que ces
triangles sont entr’eux comme les antécddens
ABE,EBC, ECD sont aux consé¢quens FGL,
LGH, LHK; je dis encore que les polygones
ABCDE, FGHKL sont en raison doublée des
c6tés homologues, c’est-a-dire en raison dou-
blée des ciiés AB, FG.

Menez les droites AC, FH.

Puisqu’a cause de la similitude des polygones

Pangle ABC est égal i I'angle FGH, ct que AB

’



DEUCLIDE. 247

est a BC comme FG est a GH, les triangles
ABC, FGH seront équangles ( prop. 6. 6) :
donc I'angle BAC est égal a I'angle GFH et
I'angle BCA égal a 'angle GHF. De plus, puis-
que 'angle BAM est égal a 'angle GFN et qu'il
a été démontré que I'angle ABM est égal a I'an-
gle FGN, I'angle restant AMB scra égal & I'an-
gle restant FNG ( prop. 32. 1) : donc les deux
triangles ABM, FGN sont équiangles. Nous dé-
montrerons semblablement que les deux trian-
gles BMC, GNH sont équiangles : donc AM
est A MB comme FN estaNG, ct BMesta MC
comme GN est a NH (prop. 4.6) : donc AM
est 8 MC comme FN est a NG (prop. 22.5);
mais AM est a MC comme le triangle ABM est
au triangle MBC, comme le triangle AME est
au triangle EMC, car 1ils sont entr’eux comme
" leurs bases (prop. 1.6), mais un scul des an-
técédens est a un seul des conséquens comme
tous les antécédens sont a tous les consc¢quens
(prop. 12.5 ) : done le triangle AMB est au
triangle BMC comme le triangle ABE est au
triangle CBE ; mais AMB est 8 BMC comme
AM est 4 MC : donc AM est &8 MC comme le
triangle ABE est au triangle EBC (prop.11.5). .
Par la méme raison FN est @8 NH comme le
triangle FGL est au triangle GLH; mais AM

4
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est i MC comme FN est a NH : donc le trian-
gle ABE est au triangle BEC comme le trian-
gle FGL est au triangle GLH (prop. 11.5):
ou bien en échangeant les places des moyens,
le triangle ABE est au triangle FGL comme le
triangle BE C est au triangle GLH (prop. 16.5).
Nous démontrerons semblablement , aprés avoir
mené BD, GH, que le triangle BEC est au trian-
gle GLH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK ; mais puisque le triangle ABE est au
triangle FGL comme le triangle EBC est au
triangle LGH et comme le triangle ECD cst
au triangle LHK , un des antécédens sera & un
des conséquens comme tous les antécédens
seront a tous les conséquens (prop.12.5):
donc le triangle ABE est au triangle FGL
comme le polygone ABCDE est au polygone
FGHKL; mais les triangles ABE , FGL sont
entr’eux en raison doublée des c6tés AB, FH;
car les triangles semblables sont en raison dou-
blée des c6tés homologues (prop. 19.6) : donc
les polygones ABCDE , FGHKL sont enraison -
doublée des c6tés homologues AB, FG.
Donc les polygones semblables peuvent étre
divisés en un méme nombre de triangles sem-
blables et proportionnels aux polygones ; et les
polygones semblables sont entr’cux en raison
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doublée des c6tés homologues; ce quil falloit
démontrer.

COROLLAIRE 1.

On démontrera de la méme maniére que les
quadrilatéres semblables sont en raison doublée
des c61és homologues; mais cela a é1é démontré
pour les triangles semblables (corol. 19.6): -
donc généralement les figures rectilignes sem-
blables sont entr’elles en raison doublée des
cétés homologues.

COROLLATIRE II.

Si nous prenons une troisi¢me proportion-
nelle O aux deux droites AB, FG, les droites
AB, O seront en raison doublée des droites AB,
FG (déf. 10.5); mais les polygones et les qua-
drilatéres sont entr’eux en raison doublée des
c6tés homologues, c’cst-a-dire en raison dou-
blée des c6tés AB, FG; I'on démontre cela pour
les triangles ; il est donc généralcment évident
que si trois droites sont proportionnelles , la
premiére et la troisiéme sont entr’elles en raison
doublée de la figure décrite sur la premiere, et
de la figure semblable décrite semblablement
sur la seconde.
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AUTREMENT.

Nous démontrerons autrement et plus briéve-
ment que les triangles sont proportionnels aux
polygories de la maniére suivante :

Sotent les polygones ABCDE, FGHKL
(fig. 141). Menez BE, EC, GL, LH : je dis
que le triangle ABE est au triangle FGL comme
le triangle EBC est au triangle LGH et comme
le triangle CDE est au triangle HKL.

Puisque les triangles ABE, FGL sont sem-
blables, les triangles ABE , FG L sont en raison
doublée des céiés BE, GL (prop. 19.6). Par
1a méme raison les triangles BEC, GI.H sont
en raison doublée des cétés BE, GL : donc le
triangle ABE est au triangle I'GL. comme le
triangle EBC est au triangle LGH (prop. 11.5).
De plus, puisque le triangle EBC est semblable
au triangle LGH, les triangles EBC, LGH
sont en raison doublée des droites CE, IIL
(prop. 19.6). Par la méme raison les triangles
ECD, LHK sont en raison doublce des droites
CE, HL : donc le triangle EBC est au trian-
gle LGH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK (prop. 11.5); mais on a démontré
que le triangle EBC est au triangle LG1 comme
le triangle ABE cst au triangle FGL : donc le
triangle ABE est au triangle FGL comme le
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triangle BEC est au triangle GLLH et comme le
triangle ECD est au triangle LHK : donc un
des antécédens est & un des COl]Sf:('lueIlS comme
tous les antécédens sont a tous les conséquens
(prop. 12.5); etlereste comme dansla premiére
démonstration ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI.
THEOREME.

Les figures rectilignes qui sont semblables a une
méme figure rectiligne sont semblables entre
elles.

Que chacune des figures rectilignes A, B
(fig. 142) soit semblable i la figure rectligne
C : je dis que la figure rectiligne A est sembla-
ble i la figure rectiligne B.

Car puisque les figures rectilignes A et B sont
semblables, ces deux figures sont équiangles
et les co6tés placés autour des angles égaux-
sont proportionnels (déf. 1.6). De plus, puis-
que les figures rectilignes B, C sont semblables,,
ces deux figures sont équiangles et les cotés
placés autour des angles égaux sont propor-
tionnels : donc I'une et Pautre des figures rec-
tilignes A , B sont équiangles avec la figure recti-
ligne C, et les cotés placés autour des angles
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- égaux sont proportionnels : donc les figures
rectilignes A, B sont équiangles (ax. 1), et les
cités placés autour des angles égaux sont pro-
portionnels ( prop. 11.5) : donc les figures
rectilignes A, B sont semblables (déf. 1.6);
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIL
THEOREME,

Si quatre droites sont proportionnelles , les figures
rectilignes semblables , construites semblable-
ment sur ces droites , seront proportionnelles ;
et st les figures rectilignes semblables et cons-
truites semblablement sur ces droites sont pro-
portionnelles , ces droites seront proportion—
nelles.

Soient AB, CD, EF, GH (fig. 143) quatre
droites proportionnelles, de maniére que ABsoit
4 CD comme EF est a GH. Soient décrites sur
les droites AB, CD les figures rectilignes sem-
blables et semblablement placées KAB, LCD,
et sur les droites EF, GH soient décrites les
figures semblables et semblablement placées
MF, NH: je dis que la figure rectiligne KAB
est 4 la figure rectiligne LCD comme la figure

rectiligne MF est a la figure rectiligne NH.
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Prenez une troisiéme proportionnelle O aux
droites AB, CD, et une troisicme proportion-
"nelle P aux droites EF, GH ( prop. 11.6).
Puisque AB est 3 CD comme EF esta GH et
que CD est 3 O comme GH est a P, AB sera
a O comme EF esta P (prop.22.5); mais AB
est 3 O comme la figure rectibgne KABesta la
figure rectiligne LCD (cor. 2. prop. 20.6), et
EF est a P comme la figure rectihigne MF est
a la figure rectiligne NG : donc KAB est 2 LCD
comme MF est a NH (prop.11.5). '

Si la figure rectiligne KAB est a la figure rec-
tiligne LCD comme la figure rectiligne MF est
a la figure rectiligne NH : je dis que AB est &
CD comme EF est 28 GH.

Prenons une quatriéme proportionnelle aux
trois droites AB, CD, EF de maniére que I'on
ait ABest 4 CD comme EF est 2 QR (prop. 12.6),
et sur QR décrivez la figure rectiligne SR de
maniére qu'elle soit semblable 4 l'une et a
I'autre des figures MF, NH, et semblablement
placée ( prop. 18.6).

Puisque AB est a CD comme EF est a QR,
que les figures rectilignes KAB, LCD décrites
sur les droites AB, CD sont semblables et sem-
blablement placées, et que les figures rectili-
gnes MF, SR décrites sur les droites EF, QR

~
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sont semblables et semblablement placées, la
figure rectiligne KAB est a la fignre rectiligne
LCD comme MF est a SR, ainsi que dans la
premiére partie de cette proposition ; mais on
suppose que la figure rectiligne KAB est a la
figure rectiligne LCD comme la figure rectili-
gne MF est a la figure rectiligne NH : done
la figure rectiigne MF a la méme raison avec
T'une et I'autre des figures rectilignes NH, SR
(prop. 11.5) : donc la figure rectiligne NH
cst égale & la figure rectiligne SR (prop. 9. 5);
mais la figure rectiligne NH est semblable a la
figure SR et semblablement placée : donc GH
est égal a QR (lem. smwv. ), et puisque AB est &
CD comme EF esta QR et que QR est égal 1 GH,
AB sera a CD comme EF est a GH (prop. 7.5).
Donc si quatre droites sont proportionnelles,
les figures rectilignes semblables , construites
semblablement sur ces droites, seront propor-
tionnelles ; et si les figures rectilignes sembla-
bles et semblablement construitessur ces droites
sont proportionnelles, ces droites seront pro-
portionnelles; ce quil falloit démontrer.

LEMME.

Si des figures rectilignes sont égales et sem-
blables , nous démontrerons de cette maniere
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que leurs cétés homologues sont égaux entre
eux.

Supposons que les figures rectilignes NH
SR soient égales et semblables, et que HG soit
a GN comme QR est 4 QS : je dis que QR est
égal a GH. .

Car si ces droites sont mégales, une d’elles
sera plus grande ; supposons que la droite QR
soit plus grande que la droite HG. Puisque QR
est 3 QS comme HG est & GN, si on échange
les places des moyens, QR sera & HG conmme
QS est a GN (prop. 16.5); mais QR est plus
grand que HG : donc QS sera plus grand que GN :
donc la figure rectiligne RS est plus grande que
la figure rectiligne HN (prop. 20. 6); mais elle
Ini est égale, ce qui est impossiblé': donc les
droites QR , GH ne sont pas inédgales : donc
elles sont égales; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIIL

L4
THEOREME. '

Les parallélogrammes équiangles sont entr'eux
en raison composée des cotés. .

Soient les parallélogrammes équiangles AC,
CF (fig. 144), ayant I'angle BCD égal & Pangle
ECG : je dis que les parallélogrammes AC, CF
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sont entr'eux en raison composée des cotés,
c’est-a-dire , en raison composée de la raison
de BC 4 CG et de la raison DC 4 CE.

Placez la droite BC dans la direction de la
droite CG; la droite DC sera placée dans la
direction de CE ( prop. 14. 1). Achevez le pa-
rallélogramme DG ; prenez une droite quel-
conque K, de maniére que BC soit 3 CG comme
KestaLet que DC soit 4 CE comme L est
aM (prop.12.6).

Les raisons de K& L et de L 3 M sont les
mémes que les raisons des c6tés, c’est-a-dire
de BC 4 CG et de DC a CE; mais la raison
de K A M est composée de la raison de K 4 LL
et de la raison de L & M (déf. 5.6) : donc les
droites K et L sont entr'elles en raison com-
posée des cétés; et pussque BC est 2 CG comme
le parallélogramme AC est au parallélogramme
CH (prop.1.6), et que BC est i CG comme K
estaL, K sera a L comme le parallélogramme
AC est au parallélogramme CH (prop. 11.5).
De plus, puisque DC est 2 CE comme le paral-
Iélogramme CH est au ‘parallélogramme CF, et
que DC est 8 CE comme L est a M (prop.1.6),
- L sera & M comme le parallélogramme CH est
au parallélogramme CF (prop.11.5): done
puisqu’il a été démontré que K est 4 L comme
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le parallelogl amme A C est au parallélogramme
CH, et que L est a M comme le parallélogramme
CH est au parallélogramme CF, K sera a M
comme le parallélogramme AC est au parallé-
logramme CF (prop. 22.5). Mais les droites K
et M sont en raison composée des c6tés : donc
les parallélogrammes AC, CF sont entr’eux en
raison composée des cotés.

Donc les parallelogrammes équlanvles sont
entr’eux en raison composée des cétés; ce qu'il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXIV.
THEOREME.

Dans tout parallélogramme, les parallélogrammes
placés autour du diamétre sont semblables au
parallélogramme total et semblables entr'eux.

Soit le parallélogramme ABCD (fig. 145)
dont AC est le diamétre ; qu’autour du diamétre
AC soient les parallélogrammes EG, HK : je
dis que les parallélogrammes EG , HK sont sem-
blables au parallélogramme total ABCD et sem-
blables entr’eux.

Car puisque la droite EF est paralléle 4 un
des c6tés du triangle ABC, savoir au cété BC,
1a droite BE sera 4 la droite EA comme la droite

R
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CF estaladroite FA (prop. 2.6). De plus, puis-
que la droite FG est paralléle a un des c6tés du
triangle ACD, savoir au c6té CD, la droite CF
sera 2 la droite FA comme la droite DG est 4 la
droite GA ; mais on a démontré que CF esta FA
comme BE esta EA : donc BE est 3 EA comme
DG est 2 GA (prop. 11.5); ajoutant les con-
séquens aux antécédens (prop.18.5), BA sera
A AE comme DA est 4 AG, et enfin en échangeant
les places des moyens (prop.16.5), BAsera a
AD comme AE est 2 AG : donc les cotés des
parallélogrammes ABCD, EG qui comprennent
un angle commun BAD sont proportionnels.
Puisque GF est parallele 2 DC, P'angle AGF
est égal i 'angle ADC (prop. 29. 1), et Pangle
GFA égal 4 I'angle DCA; mais I'angle DAC est
commun aux deux trianglesADC, AGF : donc
les triangles ADC, AGF sont équiangles. Les
triangles ABC, AFE sont équangles, par la
méme raison : donc le parallélogramme total
ABCD et le parallélogramme E G sont équian-
gles : donc AD est a DC comme AG est 2 GF.
(prop-4.6), et AC est & CB comme AF est &
FE, et de plus CB est 3 BA comme FE est a
EA : donc puisqu’on a démontré que DC cst
a4 CA comme GF est 3 FA et que AC esta CB
comme AF est a FE, DC sera 4 CB comme GF
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est a FE (prop. 22.5); doncles c6tés des paral-
lélogrammes ABCD, EG qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels : donc le pa-
rallélogramme ABCD est semblable au paral-
lélogramme EG (déf. 1.6). Le parallélogramme
ABCD est semblable au parallélogramme KH,
par la méme raison : donc chacun des parallé-
logrammes EG , HK est semblable au parallé-
logramme ABCD ; mais les figures qui sont
semblables chacune & une autre figure , sont
semblables entr’elles ( prop.21.6) : donc le
parallélogramme EG est semblable au parallé-
logramme HK.

Donc, dans tout parallélogramme , les pa=-
rallélogrammes' placés autour du diamétre sont
semblables au parallélogramme total et sembla-
bles entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
PROBLEME.

Construire une figure semblable & une figure donnée
et égale & une autre figure aussi donnée.

Soit ABC (fig. 145) la figure donnée, a laquelle

il faut construire une figure semblable, et D la

figure A laquelle il faut la faire égale : il faut
2



26o ELEMENS
construire une figure qui soit semblable i Ia
figure ABC et égale a la figure D.

Construisez sur la droite BC un parallélo~
gramme BE qui soit égal au triangle ABC,
(prop. 44 et45. 1), et sur la droite CE et dans
Iangle FCE qui est égal a I'angle CBL, cons-
truisez un parallélogramme CM égal 2 lafigure D;
1a droite BC sera dans la direction de CF, et la
droite LE dans la direction de EM (prop. 14.1).
Prenez une moyenne proportionnelle GH entre
les droitess BC, CF (prop.13.6), et sur cette
moyenne proportionnelle GH, construisez une
figure KG H semblable a la figure ABC et sem-
blablement placée ( prop. 18.6).

Puisque BC est 4 GH comme GH est 4 CF,
et puisque, lorsque trois droites sont propor-
tionnelles , la premiére est i la troisiéme comme
la figure qui est construite sur la prenieére est a
la figure semblable construite sur la seconde
et semblablement placée (cor. 2. prop.20.6),
la droite BC sera  la droite CF comme le trian-
gle ABC est au triangle KGH; mais BC est &
CF comme le parallélogramme BE est au paral-
lélogramme EF (prop. 1.6), et le triangle ABC
est au triangle KG H comme le parallélogramme
BE est au parallélogramme EF : donc en chan-
'geant les places des moyens (prop. 16.5), le
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wriangle ABC sera au parallélogramme BE comme
le triangle KGH est au parallélogramme EF;
mais le triangle ABC est égal au parallélogramme
BE, par construction : donc le triangle KGH est
€gal au parallélogramme EF ; mais le parallélo-
gramme EF est égal a la figure D : donc le
triangle KGH est aussi égal a la figure D; mais
le triangle KGH est semblable au wiangle ABC,
par construction. :
Donc on a construit une figure KGH sem-~
blable a la figure ABC et égale & une autre
figure donnée; ce qu'il falloit faire. :

PROPOSITION XX VL
THEOREME. |

Sid un parallelogramme on retranche un paral—
lelogramme qui soit semblable au parallélo-
gramme entier et semblablemsnt placé, et qui
ait avec lui un angle commun, ces deux pa-
rallelovrammes seront places autour du méme
dzametre ’ ,

Que du parallelqgramme ABC D (fig. 147)
on retranche le parallélogramme AEF G sem-
blable, au parallélogramme. ABCD et sembla-
blement placé et ayant avec lui un angle com-
mun DAB : je dis que les parallélogrammes

3
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ABCD, AEFG sont placés autour du méme

diametre.

Car si cela n’est potut, supposons, si cela est
possible, que la droite AHC soit leur diamétre,,
et par le pomt H conduisons la droite HK pa-
ralléle 4 'une et 4 I'autre des droites AD, BC.

‘Puisque les parallélogrammes ABCD, KG
sont placés autour du méme diamétre, le paral-
}élogramme ABCD sera semblable au parallé-
logramme KG (prop.24.6) : donc DA esta AB
comme GA est a AK (déFf. 1.6); mais a cause
de la simhitude des parallélogrammes ABCD,
EG, la droite DA est i la droite AB comme la
droite GA estiladroiic AE:doncGAest 3 AL
comme GA est 3 AK (prop. 11.5) : donc la
droitc G A a la méme raison avec. chacune des
droites AK, AE : donc la droite AK sera qgale
a la droite AE (prop 9.5), c’est-i-dire que la
plus pcme sera egale ala plus grande, ce qui est
xmpmsnble donc lés’ parallgrogrammes ABCD
KG ne sont point placcs autour du méme dia-
métre : donc les parallelogrammes ABCD,
AETG sont placés autour.du méme diamétre.

Done si d'un parallélogtamme on retranche
an’ parallélogramme qui soit semblable an pa-
rallélogramme total et semblablement placé, et
qui ait avec lui un angle commun, cés deux
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parallélogrammes seront placés autour duméme
diameétre ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVIIL
' THEOREME.

De tous les parallélogrammes qui sont appliqués
sur la méme droite et qui sont défaillans de pa-
rallélogrammes semblables au parallélogramme
décrit sur la moitié de cette droite et sembla-
blement placés que lui, le plus grand ést celui
qui est appliqué sur la moiti¢ de cette droite et
qui est semblable & s'on'dcffaut (1).

Soit la droite AB (fig. 148), que cette droite
soit coupée en deux parties égales au point C,

(1) Un bmllélogmmme est dit appliqué sur une
droite lorsqu’il est décrit syr cetté droite.

Un parallélogramme est dit défaillant d’un parallé-
logramme lorsqu'il est décrit suf ‘une partie de la base
d’un autre parallélogramme, sous ies mémes angles et
entre les mémes parallélas; le pardllélogramme dont it
est défaillant se nomme son défaut. Soit AQ le paral-
lélogramme que l'on considére; le parallélogramme
AD sera le parallélogramme défaillant et son défaut
sera le parallélogramme CO. o

Un parallélogramme est dit excédent d’un. parallé-
logramme lorsqu'’il est décrit sur la base prolongée d’un
autre parallélogramme;, sous le méme angle et entre

4
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et que sur cette droite AB soit appliqué le pa-
rallélogramme AD qui est défaillant du paral-
1élogramme CE semblable a celui qui est dé-

. crit sur la moitié de AB, c’est-a~dire sur AC :

je dis que de tous les parallélogrammes (ui sont
appliqués sur la droite AB et qui sont défaillans
de parallélogrammes semblables au parallélo-
gramme CE et semblablement placés que lui, le
plus grand est le parallélogramme AD. En effet,
appliquez sur la.droite AB le parallélogramme
AF défaillant du parallélogramme K H sembla-
ble au parallélogramme CE et semblablement
placé que lui : je dis que le parallélogramme AD
est plus grand que le parallélogramme AF.

Puis Ie parallélogramme CE est semblable
au parallélogramme KH, ces deux parallélo-
grammes seront placés autour du méme dia-
métre (prop. 26. 6). Menez leur diaméwe DB
et décrivez la figure.

Puisque le parallélogramme CF est egal an
parallélogramme FE (prop. 43. 1), sil'on ajoute

les mémes paralléles; le parallélogramme dont il sur-
passe le parallélogramme que 'on considére se nomme
son exceés. ‘

‘Soit AO le parallélogramme que I'on considére; le
parallélogramme A E sgera le paraliélogramme excé~
dent et le parallélogramme K E sera son excés,



DEUCLIDE. 205
a chacun le parallélogramme K11, le ‘parullélo-
gramme total CH sera égal au parallélogramme
total KE. Mais CH est égal 4 CG (prop.36.1);
parce que la droite AC est égale a la droite CB.
Donc GC est égal a EK : donc si nous ajou-
tons a chacune de ces quantités le parallé-
logramme CF, le parallélogramme total AF
sera égal au gnomon LMN : donc le parallélo-
gramme CE, c’est-a-dire le parallélogramme
AD, est plus grand quc le parallélogramme AT
(prop. 36. 1).

Partageons de nouveau la droite AB (ﬁg 149)
en deux parties égales au point C, et appliquons
sur cette droite le parallélogramme AL défail-
lant du parallélogramme CM, et de plus appli-
quons sur la droite AB le parallélogramme AE
défaillant du parallélogramme DF, semblable-
ment posé et semblable au parallélogramme
qui est décrit sur la moitié de AB, c’est-a-dire
au parallélogramme CM. Je dis que le paral-
lélogramme AL qui est apphqué sur la mowié
de la droite AB est plus grand que le parallé-
logramme AE.

Car puisque les parallélogrammes DF et CM
sont semblables , ces deux parallélogrammes
sont autour du méme diamétre (prop. 26.6).
Soit EB leur diameétre et décrivez la figure.
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Attendu que LT est égal 3 LH (prop. 36.1),
car FG est égal a GH, LF sera plus grand que
EK. Mais LF est égal a LD (prop.43.1) : donc
DL est plus grand que EK : donc si nous ajou-
tons a chacun de ces deux parallélogrammes le
parallélogramme KD, le parallélogramme total
AL sera plus grand que le parallélogramme
total AE.

Donc de tous les parallclogrammes qu sont
apphqués sur la méme droite et qui sont dé-
faillans de parallélogrammes semblables au pa-
rallélogramme déerit sur-la moitié de cette
droite et semblablement placés que lui, le plus
grand est celui qui est appliqué sur la moitié de
cette droite et qui est semblable a son défaut ;
ce qu'il falloit démontrer. '
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PROPOSITION XXVIIL
PROBLEME.

Sur une droite donnée appliquer un parallélo-
gramme qui soit égal a une figure rectiligne

' donnée et_qui soit défaillant d’un parallélo-
grémme semblable & un autre parallélogramme
donné; il faut que la figure rectiligne donnée,
@ laquelle on doit substituer une figure qui lui
soit égale, ne soit pas plus grande que le paral-
lélogramme qui est appliqué sur la moitié de la

. droite-donnée ; les défauts du parallélogramme
', appliqué sur la moitié de cette droite et de celui

. qui.doit étre défaillant d’un parallélogramme
' X semblable étant semblables entr’ eux.

~:Soit AB (fig. 50) la droite domnée a laquc'lle
il faut appliquer un parallélogramme égal & la
figure rectiligne donnée ., que cette figure soit
plus petite que le par'allélogr‘amm'e appliqué sur
la moitid de la droite AB, 168 défauts étant sem-
blables, et que le parullélogramme anquel le
défaut doit éiresemblable soit D. il faat sur
la droite 'AB‘appliquer un parallélogramme qui
soit égal 31 figure ‘rectiligne dénnée C et qui
soit défaillant d'uny parallelbcramme sembla‘ble
au parallélogramme D.» .2
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Coupez la droite AB en deux parties égales
an point E (prop. 10. 1), et sur EB décrivez le
parallélogramme EBFG semblable au parallélo-
gramme D et semblablement placé quelui (prop.
18.6), et terminez le parallélogramme AG. Le
parallélogramme AG est égal ala figure C, ouil
cst plus grand que cette figure. Si le parallélo-
gramme A G est égal  la figure C, on a fait ce qui
étot proposé ; car on a appliqué sur la droite AB
un parallélogramme AG égal i la figure rectiligne
donné C et défaillant d'un parallélogramme EF
semblable an parallélogramme D. Au contraire,
si le parallélogramme HE n’est pas égal 4 la
figure rectiligne C, ce parallélogramme sera plus
grand que cette figure. Mais HE est égal A EF:
donc EF cst plus grand que C. Construisez le
pirallélogramme KLMN de maniére 'que ce
parallélogramme soit égal a I'excés du parallé-
logramme EF sur la figure C, et semblable au
parallélogramme D et semblablément placé que
Ini (prop.25.6); mais EF est semblable 4 D:
donc le parallélogramme KM sera semblable
au parallélogramme EF. Que la dtoite' LK soit
I'homologue de la droite GE et la droite LM
I'homologue de la.droste GF. Puisque le pa-
rallélogramme EF est égal aux deux figures C,
KM, le parallélogramme EF sera plus grand
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que le parallélogramme KM : donc la droite GE
est plus grande que la droite KL, et la droite
GF plus grande que la droite LM ( prop. 20.6).
Faites la droite GO égale & la droite LK, et la
droite GP égale 2 ladroite LM (prop. 3. 1), et ter-
minez le parallélogramme OGPQ (prop. 31. 1).
" Le parallélogramme OP sera égal et sembluble
au parallélogramme KM (prop. 24.6); mais le
parallélogramme KM est semblable au parallé-
logramme EF : donc le parallélogramme OP est
semblable au parallélogramme EF (prop. 21.6):
donc ces deux parallélogrammes sont autour du
méme diamétre ( prop. 26. 6 ). Soit GQB leur
diamétre et décrivez la figure.

Puisque le parallélogramme EF est égal anx
deux figures C, KM, et que OP est égal a KM,
le gnomon restant VXY sera égal a la figure
restante C; et a cause que PR est égal 2 OS
(prop.43. 1), si I'on ajoute a chacun de ces
deux parallélogrammes le parallélogramme RS,
le parallélogramme total PB sera égal au paral-
lélogramme total OB. Mais OB est égal 4 TE
(prop. 36. 1), parce que le c6té AE est égal
an c6té EB : donc TE est égal a2 PB: donc
si-on ajoute & chacun de ces deux parallélo-
grammes TE, PB le parallélogramme OS, le
parallélogramme total TS sera égal au gnomon
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total VXY. Or on a démontré que le gnomon
VXY est.égal a C : donc le parallélogramme
TS est égal a la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite AB un
parallélogramme TS qui est égal & la figure
rectligne donnée C et qui est défaillant d’un
parallélogramme RS semblable a un parallélo-

gramme D, puisqué RS est semblable a PO ;
ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XXIX.
PROBLEME.

Appliquer sur une droite donnée un parallélo-
gramme qui soit égal & une figure rectiligne
donnée et qui soit excident d'un parallélo-

gramme semblable & un autre parallélogramme
donné.

Soit AB (fig. 151 ) la droite donnée a laquelle
il faut apphquer un parallélogramme qui soit
égal a une figure rectiligne donnée C et qu
soit excédent d’'un parallélogramme semblable.
au parallélogramime D : il faut sur la droite
AB appliquer un parallélogramme qui soir égal
4 la figure rectligne C, et qui soit excédent
d’un parallélogramme semblable au parallélo-
gramme D.
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Partagez la droite AB en deux parues égales
au point E ( prop. g. 1), sur la droite EB dé-
crivez le parallélogramme EL semblable au pa-
rallélogramme D et semblablement placé que
lui, et construisea le parallélogramme GH égal
aux deux figures EL, C, et semblable au paral-
lélogramme D et semblablement posé que lui
(prop.25.6); le parallélogramme GH sera sem-
semblable au parallélogramme EL. Que le c6té
KH soit 'homologue du c6té FL etle c6té KG
Yhomologue du cété F E. Puisque le parallélo-
gramme GH est plus grand que le parallélo-
gramme EL, la droite KH sera plus grande
que la droite EL et la droite KG plus grande
que la droite FE. Prolongez FL et FE jusqu’a
ce que la droite F LM soit égale a la droite KH
et jusqu’a ce que la droite FEN soit égale a la
droite KG ( prop. 3. 1), et terminez le paral-
lélogramme MN. Le parallélogramme MN sera
€gal et semblable au parallélogramme G H; mais
le parallélogramme EL est semblable au pa-
rallélogramme GH : donc le parallélogramme
MN sera semblable au parallédlogramme EL
(prop. 21. 6) : donc les deux parallélogrammes
FL, MN seront autour du méme diamétre
(prop. 26.6). Conduisez leur diagonale FO et
terminez la figure.
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Puisque le parallélogramme G H est égal aux
deux figures EL, C et que MN est égal 4 GH, le
parallélogramme MN sera égal aux deux figures
EL, C : donc, s1 I'on retranclie le parallélo-
gramme commun EL, le gnomon restant ZYX
sera égal 4 la figure rectiligne C ; ct puisque EA
est égal A EB, le parallélogramme AN sera égal
au parallélogramme N B (prop. 36. 1), c’est-a-
dire au parallélogramme LP (prop. 43.1):
donc si nous ajoutons i chacun de ces deux
parallélogrammes le parallélogramme EO, le
parallélogramme total AO sera €gal au gnomon
total ZY X ; mais le gnomon ZY X est égal a la
figure rectiligne C : donc le parallélogramme
AO est égal a la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite donnée AB
un parallélogramme AO qui est égal a la figure
rectiligne C et qui est excédent d’un parallélo-
gramme QP semblable gu parallélogramme D,
parce que le parallélogramme QP est sem-
blable au parallélogramme LE; ce qu'il falloit
faire. :
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PROPOSITION XXX.
PROBLEME.

Couper une droite finie et donnée en moyenne
et extréme raison.

Soit la droite AB {fig. 152) finie et donnée:
il faut couper cette droite AB en moyenne et
extréme raison.

Sur la droite AB construisez le quarré BC
(prop- 46. 1), et sur la droite AC appliquez un
parallélogramme CD qui soit égal au quarré BC
et dont le parallélogramme excédent AD soit
semblable au quarré BC (prop. 29. 6).

La figure BC est un quarré : donc la figure AD
sera aussi un quarré ; et puisque BC est égal a
CD, si I'on retranche la partie commune CE,
la figure restante BF sera égale a la figure res-
tante AD; mais ces deux figures sont équian-
gles : donc les c6tés des figures BF, AD qui
sont autour des angles égaux sout réciproque-
ment proportionnels (prop. 14.6) : donc FE
est 3 ED comme AE est 3 EB; mais FE est
égala AC (fig.34.1), c’est-a-dire 4 AB et ED
est égal a AE : donc AB est a AE comme AE
est 3 EB; mais AB est plus grand que AE : donc

AE est plus grand que EB.
S
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Donc la droite AE a été coupée au point E
en moyenne et extréme raison, et sa partic AE
est son plus grand segment; ce qu'il falloit

faire.
AUTREMENT.

Soit AB (fig. 153) la droite donnde : il faut
couper cette droite en moyenne et extréme
raison.

Partagez la droite AB au point C de maniére
«que le rectangle compris sous les droites AB,
BC soit égal au quarré de AC (prop. 11. 2).

Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de AC, AB sera a
AC comme AC esta CB (prop. 17.6) : donc
la droite AB a été coupée en moyenne et ex-
tréme raison (déf. 3. 6) ; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XXXIL
THEOREME.

_ Dans les triangles rectangles, la figure construite
sur le cdté qui soutend Vangle droit est égale
aux figures semblables qui sont décrites sem=
blablement sur les cités qui comprennent l'an<
gle droit.

Soit le triangle rectangle ABC (fig. 154 ) dont
Pangle BAC est droit : je dis que la figure cons-
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truite sur BC est égale aux figures semblables
décrites semblablement sur les cotés BA, AC.

Conduiscz sur BC la perpendiculaire AD.

Puisque dans le triangle ABC on a conduit
de I'angle A sur la base BC la perpendiculaire
AD, les triangles ABD, ADC placés autour de
la perpendiculaire sont semblables au triangle
total ABC et semblables entr’eux ( prop. 8.6 ).
Puisquc le triangle ABC est sembluble au trian-
gle ABD, CB sera 3 BA comme AB est 4 BD;
mais lorsque trois droites sont proportionnelles,
la premiére droite est a la troisicme comme Ia
figure construite sur la premiére droite est a la
figure semblable construite semblablement sur
la seconde (prop. 2. cor. 20.6) : donc CB est
a BD comme la figure construite sur CB est 4
la figure semblable construite’ semblablement
sur BA. Par la méme raison, BC est 4 CD
comme la figure construite sur BC est 4 la figure
décrite sur CA : donc BC est a BD plus DC
comme la figure construite sur BC est aux figures
‘semblables qui sont décrites semblablement sur
BA, AC; mais BC est égal A BD plus DC (1):

(1) En effet, si I'on ajoute les deux proportions
CB:BD::BE:BF,etBC:CD :: BE:CG,etsilon
divise les antécédens par deux, on aura la proportion
BC:BD + CD :: BE: BF 4 CG.

’ 2
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donc la figure construite sur BC est égale aux
figures semblables qui sont décrites semblable-
ment sur BA, AC.

Donc dans les triangles rectangles, la figure
qui est construite sur le c6té qui soutend I'an-
gle droit est égale aux figures semblables qui
sont semblablement décrites sur les cotés qui
comprennent 'angle droit; ce qu'il falloit dé-
montrer.

AUTREMENT.

Puisque les figures semblables sont entre
elles en raison doublée des c6iés homologues
(prop. 23.6), la figure construite sur BC et
celle qui est construite sur BA seront entr’elles
en raison doublée des cotés BC, BA; mais le
quarré construit sur BC et le guarré construit
sur BA sont en raison doublée de BC, BA
(prop. 1. cor. 20.6) : donc la figure construite
sur BC est 4 celle qu est construite sur BA
comme le quarré de BC est au quarré de BA
(prop.11.5). Par la méme raison la figure
construite sur BC est a celle qui est construite
sur CA comme le quarré de BC est au quarré
de CA : donc la figure construite sur BC est
aux figures construites sur BA, AC comme le
quarré de BC est aux quarrés de BA et de AC.
Mais le quarré de BC est égal aux quarrés de
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BA et de AC (prop. 47. 1) : donc la figure cons-

truite sur BC est égale aux figures semblables
qui sont semblablement décrites sur BA et sur
AC; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIL

THEOREME.

Si deux triangles qui ont deux cétés proportion-
nels & deux cdtés sont disposés selon un angle
de maniére que leurs cétés homologues soient

paralléles, les autres cotés formeront une seule
droite.

Soient les deux triangles ABC, DCE (fig. 155)
qui aient les deux c6tés BA, AC proportionnels
aux deux c6tés CD, DE de maniére que BA soit
a AC comme CD est 3 DE, et que AB soit pa- -
rallelé 3 DC ct AC paralléle aussia DE : je dis
que BC et CE ne formeront qu’une seule droite.

Puisque AB est parallele 28 DC et que AC
tombe sur ces deux droites, les angles alternes
BAC, ACD sont égaux entr’eux (prop. 29.1).
Par la méme raison, I'angle CDE est égal 4 I'an-
gle ACD : donc I'angle BAC est égal A Pangle
CDE; et puisque les deux triangles ABC, ACE
ont deux angles égaux en A et en D, et que les
¢Otés qui comprennent ces deux angles égaux

3
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sont proportionnels, c’est-a-dire que BA est i
AC comme CD est a DE, les triangles ABC,

DCE seront équiangles ( prop. 6.6) : donc

I'angle ABC est égal a Pangle DCE. Mais on a
démontré que I'angle ACD est égal i I'angle

BAC : donc I'angle total ACE est égal aux deux

angles ABC, BAC : donc, si nous ajoutons

chacune de ces deux quantités I'angle ACB, les

angles ACE, ACB scront aux angles BAC,

ACB, ABC; mais les angles BAC, ACB, ABC

sont égaux a deux angles droits (prop. 32.1):

donc les angles ACE, ACB sont égaux a deux

angles droits : donc avec une droite quelcon-
qlfe AC et au point C les deux droites BC, CE

placées de différens coiés font les angles de
suite ACE, ACB égaux 4 deux angles droits :

_ donc les deux droites BC, CE ne formeut qu’une
 seule droite (prop. 14. 1).

Donc si deux triangles qui ont deux cdétés
proportionnels & deux c6tés sont disposés selon
un angle de maniére que leurs cétés homolo-
gues soient paralléles, les autres cités for-
neront une seule droite; ce quil falloit dé-
montrer.
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PROPOSITION XXXIII.
THEOREME.

Dans les cercles égaux, les angles sont propon-
tionnels aux arcs qu’ils comprennent, soit que
ces angles soient placés aux centres ou bien
aux circonférences. Il en est de méme des sec-
teurs qui sont placés aux centres.

Soient les cercles égaux ABC, DEF (fig. 156),
que les angles BGC , EHF soient places & leurs
centres G, H, et que les angles BAC, EDF
soient placés a leurs circonférences : je dis que
Parc BC est 2 Varc EF comme I'angle BGC est
a I'angle EHF, comme l'angle BAC est & 'an+
gle EDF et comme le secteur GBC est au sec~
teur HEF.

Faites les arcs de snite CK, KL, etc. égaux
chacun a lare BC; faites aussi les arcs de suite
FM, MN, etc. égaux chacun i l'arc EF, et
nicnez les rayons GK, GL, HM, HN.

Puisque les arcs BC, CK, KL sont égaux
entr’cux , les angles BGC, CGH, KGL sont
aussi égaux entr’eux (prop. 27.3 ): donc larc
BL est multiple de I'arc BC autant de fois que
l‘angle BGL cst multiple de I'angle BGC. Par
la méme raison , Parc EN est multiple de Tarc

, i
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EF autant de fois que I'angle EHN est muluple
de 'angle EHF. Donc si I'arc BL est égal &
I'arc EN, I'angle BGL sera égal 4 I'angle EHN
(prop- 27.3), si arc BL est plus grand que
Yarc EN, I'angle BGL sera plus' grand que
I'angle EHN, et si Farc BL est plus petit que
Iarc EN, I'angle BGL sera plus petit que I'an-
gle EHN. Ayant donc quatre quantités, savoir
les arcs BC, EF et deux angles AGC, BHF,
on a pris des équimultiples de I'arc BC ot de
I'angle BGL, savoir, 'arc BL et I'angle BGL;
on a pris aussi des équimultiples de P'are EF et
de Tangle EHF, savoir, I'arc EN et langle
EHN; mais on a démontré que si I'arc BL sur-
passe Parc EN, Pangle BG L surpassera I'angle
EHN; que si Parc BL est égal a l'arc EN,
Yangle BGL sera égal a I'angle EHN, et que
si Parc BL est plus petit que I'arc EN, 'angle
BGL sera plus petit gue I’angle EHN : donc I'arc
BC cst a 'arc EF comme l'angle BGC est a
Iangle EHF (déf.5.5); mais I'angle BGC est
a 'angle EHF comme I'angle BAC est 4 I'angle
EDF (prop. 15.5), car ils sont doubles les nns
des autres ( prop. 20.3) : donc I'arc BC est a
Parc EF comme I'angle BGC cst a I'angle EIIF,
et comme l'angle BAC est 4 I'angle EDF.
Donc dans des cercles égaux, les angles sont
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proportionnels aux arcs, soit que ces angles
solent placés aux centres ou bien aux circon-
{érences; ce qu’il falloit démontrer.

Je dis de plus que I'arc BC est & l'arc EF
comme le secteur GBC est au secteur HEF.

Menez les droites BC, CK (fig. 157), et ayant
pris sur les arcs BC, CK, les points O, P, con-
duisez les droites BO, OC, CP, PK.

Puisque les deux droites BG, GC sont égales
aux deux droites CG, GK, et qu'elles com-
prennent des angles égaux, la base BC sera
égale 4 la base CK : donc le triangle GBC est
égal au triangle GCK (prop. 4. 1); et & cause
«que I'arc BC est égal 4 I'arc CK, et que le reste
CAB de la circonférence qui compléte le cercle
entier ABC est égal au reste KAC de la cir-
conférence qui compléte le méme cercle (ax. 3 ),
Yangle BOC sera égal a 'angle CPK (prop.27.3):
donc le scgment BOC est semblable au secgment
CPK (déf. 11.5), et ces deux segmens sont
Placés sur des droites ¢gales ; mais les segmens
semblables qui sont placés sur des droites égales
sont égaux (prop. 24. 3) : donc le segment BOC
est égal au scgment CPK; mais le triangle BGC
est égal au triangle CGK : donc le secteur total

'GBC sera égal an secteur total GCK (ax. 2).
Par la méme raison, le sccteur GKL sera égal &
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I'un ou a 'autre des secteurs GKC, GCB : donc
les trois secteurs GBC, GCK, GKL sont égaux
entr’eux. Les secteurs HEF, HFM, HMN
sont pareillement égaux entr’eux : doncarc BL
est multiple de I'arc BC autant de fois que le
secteur GBL est muluple du secteur GBC. Par
la méme raison, arc EN est multiple de 'arc
EF autant de fois que le secteur HEN est mul-
tiple du secteur HEF : donc d’aprés ce que I'on
vient de voir , si ¥arc BL est égal 4 I'arc EN,
le secteur GBL sera égal au secteur HEN; si
I'arc BL surpasse I'arc EN, le secteur GBL
surpassera le secteur HEN, et si I'arc BL est
plus petit que l'arc EN, le secteur GBL sera
plus petut que le sectcur HEN, Ayant donc
quatre quantités, savoir les deux arcs BC, EF
et les deux secteurs GBC, HEF, on a pris des
¢quimultiples de Parc BC et du secteur GBC,
savoir, I'arc BL et le secteur GBL; on a pris
aussi des équimuliiples de I'arc EF et du sec-
teur HEF, savoir, 'arc EN et le secteur HEN;
mais on a démontré que si 'arc BL surpasse I'arc
EN, le secteur GBL surpassera le secteur HEN,
que sil’arc BL est égal a I'arc EN, le secteur
GBL scra dgal an sectcur HEN, et que si Parc
BL est plus petit que I'arc EN, le secteur GBL
sera plus petit que le secteur GEN : donc Vare
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BC est i I'arc EF comme le secteur GBC est
au secteur HEF (déf. 5.5).

COROLLAIRE.

Il est évident qu’un secteur est 4 um autre
secteur comme ['angle du premier secteur est
a Pangle du second secteur (prop. 11.5).

FIN DU SIXIEME LIVRE.
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LIVRE XL

DEFINITIONS.

1. Un solide est ce qu a longueur, largeur
et épaisseur.

2. Un solide est terminé par des surfaces.

3. Une droite est perpendiculaire sur un plan
lorsqu’elle fait des angles droits avec toutes les
droites qui la rencontrent et qui sont dans ce
plan.

4. Un plan est perpendiculaire sur un plan,
lorsque les perpendiculaires’ menées dans un
seul plan sur la commune section des plans
sont perpendiculaires sur I'autrc plan.

5. L’inclinaison d’une droite sur un plan est
'angle aigu compris par cette méme droite et
par la droite qui joint le point du plan que la
premicre droite rencontre et le point de ce plan
que rencontre la perpendiculaire menée sur ce
plan de Vextrémité supérieure de la premiére
droite.
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6. L'inclinaison d’'un plan sur un plan est
I'angle aigu compris entre les perpendiculaires
sur leur commune section, menées d’'un point
de cette commune section dans l'un et dans
'autre plan. _

7. L'inclinaison d’'un plan sur un plan est
égale al'inclinaison d’un autre plan surun autre
plan, lorsque les angles de leurs inclinaisons
sont égaux entr’eux.

8. Les plans paralléles sont ceux qui, étant
prolongés, ne se rencontrent point.

9. Les solides semblables sont ceux qui sont
contenus dans le méme nombre des plans semn-
blables.

10. Les solides semblables et égaux sont
ceux qui sont contenus dans le méme nombre
de plans semblables et égaux.

11. Un angle solide est I'inclinaison de plus
de deux droites les unes vers les autres, qui se
rencondrent et qui ne sont pas dans le méme
plan.

AUTREMENT.

Un angle plan est celui qui est compris par
plus de deux angles plans qui ne sont pas dans
le méme plan et qui sont construits dans le
1géme point.

12. Une pyramide est un solide compris sous
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des plans qui, étant construits sur un seul plan,
se réunissent dans un méme point.

13. Un prisme est un solide compris sous des
plans , dont deux plans opposés sont égaux,
semblables et paralléles, et dont les autres plans
sont des parallélogrammes. ‘

14. Une sphere est un solide compris sous
la surface décrite par I'arc d'un demi-cercle
qui tourne autour du diamétre immobile jus-
qu’a cc qu'll soit revenu au méme endroit d’ou
il éuoit parti.

15. L’axe de la sphére est cette droite immo-
bile autour de laquelle tourne le denmn~cercle.

16. Le centre de la sphére est le méme que
celui du demi-cercle.

17. Un diamétre de la sphére est une droite
menée par le centre et terminée de I'un et de
Pautre c6té par la surface de la sphére.

18. Un céne est un solide aompris sous la
superficie décrite par deux c6tés d’un triangle
rectangle tournant autour d'un des cétés de
Yangle droit qui reste immobile, jusqu’a ce
qu'il soit revenu au méme endroit d’oll il étoit
parti. Si le c6té immobile est égal a 'autre co1é
de I'angle droit, le céne est rectangle; s'il est
plus petit, il est obtus-angle , et s'il est plus
grand, le cone est acutangle.
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19. L'axe du céne est la droite immobile
autour de laquelle tourne le triangle rectangle.

20. La base du cone est le cercle décrit par
un des c6tés qui tournent.

a1. Un cylindre est un solide compris sous
la surface décrite par trois c4tés d’un parallé-
logramme rectangle tournant autour du qua-
triéme cOté qui reste immobile jusqu’a ce que
ce rectangle soit revenu au méme endroit d’oit
il étoit parti. '

22. L’axe du cylindre est la droite immobile
autour de laquelle tourne le parallélogramme.

23. Les bases du cylindre sont les cercles
décrits par les deux ¢6tés opposés du parallé-
logramme qui se meuvent.

24. Les cOnes et les cylindres semblables
sont ceux dont les axes et dont les diamétres
des bases sont proportionnels.

25. Un cube est un solide compris sous six
quarrés égaux.

26. Un téwraédre est un solide compris sous
quatre triangles égaux et équilatéraux.

27. Un octaédre est un solide compris sous
huit triangles égaux et équilatéraux.

28. Un dodécaédre est un solide compris
sous douze pentagones égaux, équilatéraux et

équiangles.
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29. Un icosaédre est un solide compris sous
vingt triangles égaux et équilatéraux.

PROPOSITION PREMIERE.

THEOREME.

Une partic d’une droite ne peut étre dans un plan
et une autre partie de cette droite hors de ce
plan.

Supposons , st cela peut se faire, qu'une
partie AB (fig. 158 ) de la droite ABC soit dans
un plan et une autre partie BC hors de ce
plan.

Prolongez la droite AB dans le plan sur
lequel elle est placée; soit BD le prolonge-
ment de cette droite; les deux droites ABC,
ABD auront une partie commune AB, ce qui
est impossible , car deux droites ne peuvent se
rencontrer qu'en un seul point , autrement elles
se confondroient.

Donc une partie d’une droite n’est point dans
un plan et une autre partie de cette droite hors
de ce plan; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION IL
THEORTME.

Si deux droites se coupent, elles sont dans un
seul plan ; tout triangle est aussi placé dans
un seul plan.

Que les deux droites AB, CD (fig. 159) se
coupent mutuellement au point E : je dis que les
droites AB, CD sont dans un seul plan; je dis
aussi que tout triangle est placé dans un seul
plan. ‘

Prenez sur les droites EB, E C deux points
quelconques F, G; menez CB, FG et FH, GK:
je dis d’'abord que le triangle EBC est placé
dans un seul plan; car si la partie FHC ou la
partie GBK du triangle EBC est dans un plan
et 'autre partie dans un autre plan, une partie
de I'une des droites EC, EB sera dans un plan
et I'autre partie dans un autre plan; mais si une
partie FCBG du triangle ECB est dans un plan
et Pautre partie dans un autre plan, une cer-
taine partie de I'une et de l'autre des droites
EC, EB sera dans un plan et certaine autre
partie dans un autre plan; ce qui a été démon-
tré absurde : donc le triangle EBC est dans un
seul plan; mais I'un et 'autre des droites EC,

T
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EB sont dans le méme plan cue le triangle
BCE, et les droites AB, CD sont dans le méme
plan que 'une et que l'autre des droites EC , EB
(prop. 1. 11) : donc les droites AB, CD sont
dans un seul plan, et tout triangle est aussi
placé dans un seul plan; ce quil falloit dé-
montrer.

PROPOSITION IIL

THEOREME,
: .

8i deux plans se coupent mutuellement , leur com-
mune section est une ligne droite.

Que les deux plans AB, BC (fig. 160) se cou-
pent mutuellement et que leur commune sec-
tion soit DB : je dis que la ligne DB est une
ligne drorte.

* Car sl cela n’est point, du point D au point
B et sur le plan AB conduisez la droite DEB,
et sur le plan BC conduisez la droite DF B; les
extrémités des deux droites DEB, DF B seront
les mémes, et ces deux droites renfermeront
un espace, ce qui cst absurde (ax. 12): done
les lignes DEB, DFB ne sont pas des lignes
droites. Nous démontrerons semblablement que
toute antre ligne menée du point D au point B
n'est point une ligne droite , excepté la ligne

-



DEUCLID E 291
DB, c'est-a-dire la commune section des plans
AB, BC.

Donc si deux plans se coupent mutueliement,
leur commune section sera une ligne droite ; ce
qu’ll falloit démontrer. -

PROPOSITION 1IV.
THEOREME.

Si deux droites se coupent mutuellement, la droite
qui sera perpendiculaire sur ces deux droites,
a leur section commune, le sera aussi sur le
plan qui passera par ces deux droites.

~ Que les deux droites AB, CD (fig. 161) se
coupent mutuellement au pomnt E et que la
droite EF leur soit perpendiculaire au point E:
je dis que la droite EF est aussi perpendicu-
laire sur le plan qu1 passe par les droites AB, CD.

Prenez les droites AE, EB, CE, ED égales
entr’elles. Par le point E et sur le plan AB con-
duisez d’'une maniére quelconque une droite
GEH, menez AD, CB, et ensuite d'un point
quelconque F conduisez les droites FA, FG,
FD, FC, FH, FB. Puisque les deux droites
AE, ED sont égales aux deux droites CE,
EB, et que ces droites comprennent des angles
€gaux (prop. 15. 1), la buse AD sera égale &

2
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la base CB ( prop. 4. 1), le triangle AED égal
au triangle CEB, et P'angle DAE égal i 'angle
EBC; mais I'angle AEG est égal a 'angle BEH
(prop. 15. 1) : donc les deux triangles AGE,
BEH ont deux angles égaux i deux angles , cha-
cun i chacun ; mais les c6tés AE, EB adjacens
a des angles égaux sont ¢gaux enur’eux : donc les
autres c6tés de ces triangles seront aussi égaux
entr'cux (prop.26.1): donc GE estégal a EH
et AG égal A BH; et puisque AE est égal a EB
et que la perpendiculaire FE est commune, la
base FA sera égale a la base FB (prop. 4. 1).
Par la méme raison, FC sera aussi ¢gal i FD. De
plus, puisque la droite AD est égale a la droite
CB et la droite FA égale i la droite FB, les deux
droites FA, AD seront égales aux deux droites
FB, BC, chacune a chacune; mais on a dé-
montré que la base F D est égale a la base FC:
donc l'angle FAD est égal 4 I'angle FBC
(prop. 8. 1); mais on a démontré de plus que
AG cst égal a BH et FA est égal 2 FB : donc
les deux droites FA, AG sont égales aux deux
droites FB, BH; mais on a démontré que Van-~
gle FAG est égal 4 I'angle FBH : donc la base
FG est égale 4 la base FH-(prop. 4. 1); et puis-
quon a démontré encore que GE est égal a
EH, et 4 cause que la droite EF est commune,
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les deux droites.GE , EF seront égales aux deux
droites HE , EF; mais la base FH est égale 4 la
base FG: donclangle GEF est égal al'angle HEF
{prop.8. 1) : donc I'un et P'autre des angles
GEF, HEF sont droits : douc ladroite FE fait
des angles droits.avec la droite GH, de quelque
manicre que la droite GH soit menée dans le
plan AB par le point E. Nous démontrerons
semblablement que lu droite FE fait des angles
droits avec toutes les droites qui la rencontrent
et qui sont dans le plan, AB; mais une droite
est perpendiculaire sur un plan. lorsqu’elle fait

. des angles droits avec toutes les droites qui la
rencontrent et (ui sont placées dans. ce plan
(déf. 5. 11 ) : donc la droite EF est perpen—
diculaire sur le plan AB; mais le plan AB est
celui qui passe par les deux droites AB, CD:
donc la droite FE est perpendiculaire sur le plan.
qui passe par les droites AB, CD..

Donc si deux droites se coupent mutuclle-
ment, et si une droite est perpendiculaire sur
ces deux droites 2 leur commune secuon, cette
droite sera aussi perpendiculaire sur le plan qui
passe par ces deux droites ; ce qu'il falloit dé--
montrer..

o1
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PROPOSITION V.
THEOREME.

Si trois droites se rencontrent et si une droite leur
- est perpendiculaire a leur commune section, ees
trois droites seront dans un seul plan.

8i une droite AB (fig. 162) est perpendicu-
faire sur trois droites BC, BD, BE au point de-
contact B : je dis que les trois droites BC, BD,
BL sont dans un seul plan.

Car supposons, si cela est possible, que BD,
BE soient dans un plan et BC dans un autre
plan élevé au-dessous du.premier ; faites passer
un plan par les droites AB, BC; la commune
section de ce plan avec le plan inférieur sera
une ligne droite (prop. 3. rr); que cette droite
soit BF. Il est évident que l¢s trois droites AB,
BC, BF sont dans le plan qui passe par les droites
AB, BC : donc, puisque ]a droite AB est perpen-
diculaire sur I'une et I'autre des droites BD, BE .
cette droite sera perpendiculaire sur le plan qui
passe par DB, BE (prop. 4. 11); maisle plan qui
passe par DB, BE est Ie plan inférieur : donc la
droite AB est perpendiculaire sur le'plan infé-
ricur : donc cette droite sera perpendiculaire sur
toutes les droites qui la rencontrent et qui sont
dans ce plan (déf. 3. 11); mais cette perpendi-
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eulaire est rencontrée dans le plan inférieur par-
Ja droite BF : donc Pangle ABF est droit; mais
on a supposé que P'angle ABC est droit : donc
les deux angles ABF, ABC, placés dans le méme-
plan , sont égaux entr'eux ; ce qui est impossible:
(ax. g) : donc la droite BC n’est pas dans un-
plan élevé au-dessus de celui qui passe par les.
droites BD, BE : donc les trois droites BC, BD,
BE sont dans un scul plan..

Donc si trois droites se rencontrent, et si une:
droite leur est perpendiculaire 3 leur commune
section, ces trois droites seront dans un seul
plan; ce quil falloit démontrer..

"PROPOSITLON Ya

\

THFPOREME:
B R

S: deux droites sant per pcudu;zdmroc sur le mé'me'
plan, ces deux droites seront par alléles.

Que les deux droites AB; CD (fig. r65) solent’
perpendiculaires sur*un meme plan : je d}s que-
ABlest para]lchz ACD: -

Suppesons que ces perperidxculaxres rencon--
trent ce pfan.aux points B, D;* mene2 la droite
BT¥; ¢onduisez dans ée‘plmi l£ droite¢ DE per-
pendiculaire sur BD, 'et'aprééaﬁoir fait DE égSL
a.AB, menez les droites BE, AE, AD. "

4
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. Puisque la droite AB est perpendiculaire sar
Ie plan BDE, elle est perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce plan (déf. 3. 11); mais cette droite est ren-
contrée par I'une et lautre des droites BD,
BE qui sout dans ce plan : dong les angles ABD,

ABE sont droits I'nn et I'autre. Par la méme .

raison, les angles CDB, CDE sont aussi droits
T'un et 'autre. Mais puisque la droite AB est
égale & la droite DE et que la droite BD est
commune, les deux droites AB, BD sont égales
aux deux droites ED, DB; mais ces droites com~
prennent des angles droits : donc la base AD est
égale i la base BE (prop. 4. 1); et puisque lx
droite AB est égale 4 la droite DE et fa droite
AD égale a la droite BE, les deux droites AB,
BE sont égales aux deux droites ED, DB ; mais
la base AE est commuue : 'donc I'angle ABE
est égal i 'angle EDA (prop. 8. 1); mais I'an-
gle ABE est droit : donc I'angle EDA est droit
aussi : donc la droite ED est perpendiculaire
sur la droite DA ; mais la droite ED est per-
pendiculaire sur I'une et 'autre des droites BD,
DC: donc ED est perpendiculaire sur les trois
droites BD, DA, DC i leur point de contact :
donc les trois droites BD, DA, DC sont dans
un seul plan (prop. 5. 11); mais la droite AB est
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dans le méme plan que les droites BD, DA, car
tout triangle est dans un seul plan (prop. 2. 11):
donc les trois droites AB, BD, DC sont dans
un seul plan ; mais les angles ABD, BDC sont
droits'un et I'autre : donc la droite AB est pa-
ralléle a la droite CD (prop. 28. 1).

Donc si deux droites sont perpendiculaires
sur le méme plan, ces deux droites seront pa-
ralléles entr'elles; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION VII,
THE¥OREME.

Si deux droites sont paralléles, et si Uon prend
sur chacune de ces droites des points quelcon-
ques , la droite qui joindra ces points sera dans
le méme plan que les paralléles.

Soient AB, CD (fig. 164) deux droites pa-
ralléles, et soient pris dans ces droites des points
quelconques E, F: je dis que la droite qui joint
les points E, F est dans le méme plan que les
deux paralléles. :

Supposons que cela ne soit point, et suppo-
sons, si cela est possible ; que cette droite soit

dans un plan élevé au-dessus du premier, et
qu’elle ait, par exemple, la position EGF; par
la ligne EGF conduisez un plan qui fasse ayec
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le plan inféricur une section qui sera une ligne
droite (prop.3. 11); que cette section soit EF :
il est évident (ue les deux droites EGF, EF
renfermeront un espace, ¢e qui est impossible
(ax. 12) : donc la droite conduite du point E
au point F n’est point dans un plan élevé au-
dessus du premier : donc elle est dans celui qu1
passe par les paralleles AB, CD.

Donc si deux droites sont paralléles, et si 'on
prend dans I'une et 'autre de ces paralléles des
points quclconques, la dreite qui joindra ces
points sera dans le méme plan que les paral-
Iéles ; ce quil falloit démontrer.

"PROPOSITION VIIEL
'rnr';oni:ﬁ.}:.

Si deux droites sont paralléles , et si Uune d'clles
est perpendiculaire sur un plan, lautre sera
aussi perpendzculaue sur ce plan.

‘Soient AB, CD (fig. 163 ) deux droites pa-
ralléles, et que I'une de ces droites AB soit per-
pendiculaire sur le plan BED : je dis que I'autre
droite CD sera aussi perpendiculaire sur ce
plan. :

Quo les droites AB, CD rencontrent le plan
BLED aux points B, D. MenezBD. Les droites AB,
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DC, BD seront dans le méme plan (prop.7. 11).
Conduisez dans le plan BED la droite DE per-
pendiculaire sur BD; faites ensuite DE ¢gal &
AB, ey menez BE, AE, AD. Puisque AB est
perpendiculaire sur le plan AED, elle sera per-
pendiculaire sur toutes les droites qui la ren-
contrent et qui sont dans ce plan (déf. 3. 11):
donc les angles ABD, ABE sont droits I'un et
Tautre; et puisque la droite BD tombe sur les
droites AB, CD, les angles ABD, CDB seront
égaux & deunx allgles droits (prop. 29. 1). Mais
Fangle ABD est droit : donc Fangle CDB ést
droit anssi : donc CD est perpendiculaire sur
BD; et puisque la droite AB est égale i la droite
DE, et que la droite BD est commune, les deux
droites AB, DB sont égales aux deux droites
ED, DB; mais lf:mgle ADD est égal a I'angle
E DB, car ils sont droits I'un et Yantre : done
Ja base AD est égale i la base BE ‘('pro'p.:4.' 1);
et puisquc AB est égal 4 DE et BE égal a AD,
les deux droites AB, BE seront égales aux deux
droites ED, DA, chacune i chacune ; mais la
base AB est commune : donc I'angle ABE est
égal ATangle EDA (prop. 8. 1); mais Fangle
ABE est droit : donc T'angle EDA est droit
aussi : donc ED est perpendiculaire sur DA;
mais ED cst aussi perpendiculaire sur BD : donc
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la droite ED sera perpendiculaire sur le plan qui
passe par les droites BD, DA (prop.4.11):
donc la droite ED est perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce plan. Mais la droite DC est dans le plan qui
passe par les droites BA, AD, parce que les
droites AB, BD sont dans le plan gui passe par
les droites BD, DA (prop. 2. 1 1) ; mais la droite
DC est dans le méme plan que les droites AB,
BD (prop. 7. 11) :.donc la droite ED est per-
pendiculaire sur DC : donc la droite CD est per-
pendiculaire sur DE ; mais la droite CD est per-
pendiculaire sur la droite BD : donc la droite
CD est perpendiculaire sur les deux droites DE,
DB i leur point de rencontre D : donc la droite
CD est perpendiculaire sur le plan qui passe par
les droitcs DE, DB (prop. 4. 11); mais le plan
qui passe par les droites DE, DB est le plan
BED : donc CD est perpendiculaire sur le plan
BED; ce qu'il falloit démontrer..
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PROPOSITION IX.
THEOREME.

Les droites qui sont paralléles & une méme droite,
sans étre dans le méme plan que cctte autre
droite , sont cependant paralléles entr’elles.

Que T'une et lautre des droites AB, CD
(fig. 165) soient paralléles i la droite EF , et
que les droites AB, CD ne soient pas dans le
méme plan que la droite EF : je dis que la
droite AB est paralléle i la droite CD.

Prenez sur EF un point quelconque G, et de
ce pomnt menez dans le plan qui passe par EF,
AB la droite GH perpendiculaire sur EF, et
dans le plan qui passe par FE, CD, menes
la droite GK perpendiculaire aussi sur FE:
puisque la droite EF est perpendiculaire sur
I'une et autre des droites GH, GK, la droite
EF sera aussi perpendiculaire sur le plan qui
passe par Jes droites GH, GK (prop.4.11);
mais AB est paralléle aEF : donc AB est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les points
H, G, K (prop. 8.11); par laméme raison CD
est perpendiculaire sur le plan qui passe par les
ponts H, G, K : donc les droites AB, CD sont
perpendiculaires I'une et autre sur le plan qui
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passe par les points H, G, K ; mais si deux droites
sont perpendiculaires sur un seul plan , ces deux
droites sont paralléles entr’elles (prop.6.11):
donc la droite AB est paralléle 4 la droite CD;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION X.
THEOREME.

Si deux droites qui se touchent sont paralléles a
deux dro:lcs qui se touchent et qui ne sont pas
dans le méme plan, ces droites comprendront
des angles égaux.

Que les deux droites AB, BC (ﬁg 166) qui
se touchent solent paralléles aux deux droites
DE, EF qui se touchent et qui ne sont pas dans
le méme plan : je dis que I'angle ABC est égal
a P'angle DEF.

Prenez les droites BA, BC, ED, EF dgalcs
entr'elles, et menez les droites AD, CF, BE,
AC, DF. Puisque BA est égal et paralléle a ED,
AD sera égal et parall¢le 3 BE (prop. 35.1).
Par la méme raison CF sera égal et paralléle a
BE : donc les deux droites AD, CF sont égales
et paralléles chacune & la droite BE ; mais les
droites qui sont paralléles & une méme droite
sont paralléles entr’elles (prop. 9. 11) : donc la
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droite AD est parallcle et égale i la droite CF;
mais ces paralléles sont jointes par les droites
AC, DF : donc la droite AC est parallele et
égale a la droite DF; et puisque les droites AB,
BC sont dgales aux deux droites DE, EF, et
(ue la base AC est égale & la base DF, Fangle
ABC sera égal a 'angle DEF (prop. 8. 1).

Donc si deux droites qui se touchent sont
paralléles & deux droites qui se touchent et qui
ne sont pas dans le méine plan, ces deux droites
comprendront des angles ¢gaux; ce quil falloit
démontrer.

PROPOSITION XI1.
PROBLEME,

D’un point donné hors d'un plan, mener une

perpendicula[re sur ce plan.

Soit A (fig. 167) le point donné hors d'un
plan, soit BH le plan donn¢ : il faut du point A
mener une perpendiculaire sur ce plan.

Dans le plan donné , conduisez une droite
BC d'une mani¢re quelconque, et du point A
menez la droite AD perpendiculaire sur BC
(prop. 12.1). Sila droite AD est aussi perpen-
diculaire sur ce plan, on aura fait ce qui étoit
- propos¢; si cela n'est pas, du point D et dans le
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plan donné menez sur BC la perpendiculaire DE
(prop. 11.1), et du point A menez sur DE la
perpendiculaire AF (prop. 12. 1), et enfin par le
point F conduisez la droite G H paralléle 2 BC.
Puisque BC est perpendiculaire sur 'une et sur
Fautre des droites DA, DE, la droite BC sera per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les droites
ED, DA, et paralléle ala droite GH (prop.4.11);
mais s1 deux droites sont paralléles et st 'une
d’elles est perpendiculaire & un plan, Pautre
droite est aussi perpendiculaire & ce méme plan
(prop. 8. 11): donc GH est perpendiculaire sur
le plan qui passe par ED, DA, et par conséquent
perpendiculaire sur toutes les droites qui se
rencontrent dans ce plan (déf. 3. 11); mais la
droite AF rencontre la droite G H dans le plan
qui passe par ED, DA : donc la droite GH est
perpendiculaire sur AF : donc AF est perpen-
diculaire sur GH; mais AF est perpendiculaire
sur DF, par construction : donc la droite AF est
perpendiculaire 2 'une et & Pautre des droites
GH, DE ; mais si une droite est perpendiculaire
au point de contact sur deux droites qui se ren-
contrent, elle sera aussi perpendiculaire sur le
plan qui passe par ces deux droites (prop.4.x1):
donc FA est perpendiculaire sur le plan qui passe
par ED, GH; mais le plan qui passe par ED,

’
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GH estle plan BH : donc la droite AF est per-
_pendiculaire sur le plan BH.
Donc du point donné A, pris au-dessus d’'un
plan, on a mené une perpendxculalre AF sur ce
plan; ce qu'll falloit faire.

YPROPOSI‘TIQ.N' XII

PROBLEME.

Dun pomt donne dans un plau donne eleve,r

une petpend:culazre sur ce plan
»

Soit EF (fig..168) le plan dq:me et soit A
le point donpé Lﬂangs.oe,plan i il {aut du,pomtr A
€lever une perpendiculaire sur ce plap. -

D’un point, quelcouque B, pris au-dessus du
plan domné, menez une perpendigylaive BC
sur ce plan (prop. 3r1.i11.); et par le point A
menez AD paralléle 3 BC ( prop. 31,1 ). ...

Puisque les deux droites AD, CB sont paralr
leles et que BC ,I'une de tes droites, est peppenr
diculaire.sur le plan donné, lautre droite AD sera
aussi perpendiculairé sur.ce plan ( prop. 8. 1.1 ).

Donc, d’an pomt donné dans un plan donné,
on a élevé une perpendlcnlan'e sur ge plan; ce
qudfa&m fawe.. > - y
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- PROPOSITION XIII.
YTHEORﬁME

D un pomt donne dans un plan douné, on ne peut
élever du méme coté deux perperdiculaires sur
ce plan.

Supposons que ceia soit poasnhle du point
donné A (fig. ¥6g) pris dans le plan donné,
élevez du méme coté les deux perpendlculalres
AB, AC syr ce plan condmsez un plan par les
deux droites BA, AC; ce plan fera au point A
aveo le plén- donné ane section- qui sera une
ligne- drblte (prop:Bii11); que cette section
soit DAEY les drortes AB, AC; DAF seront
duns le roéme:plany mais puisque CA est per-
pendiculdire sur le'plan donné, elle- sera per-
pendicuhire sur toutesles droites qui la rencon-
trent et qui sons dems Te plan donné (déf. 5. 11);
mais fa drore DAE, qui est dans le plan donné,
remconire la droite CA : donc I'angle CAE est
droit. L'angle' B AE esvdrbit , par 1a méme rai~
son’; done: I'sngle CA-E-et Fangle BAE qui sont
daris le méme plan sont égaux entr’eéux, ce qui
est-imppssible (ax.g). -

.Donc, d’un point donné dansum plan donué,
on ne peut élever deux perpendiculaires sur ce
plan; ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION XIV,

THEOREME.

Les plans sur lesquels une méme droite est perpen-
diculaire sont paralléles entr'eux.

Que la droite AB (fig. 170) soit perpendn—
culaire sur I'un et I'autre plan CD, EF : je dls
que ces plans sont paralleles

Car si cela n’est pomt, ces plans étant pro-
longés se rencontreront et leur section sera wne-
ligne droite (prop.3.11). Que cette section
soit GH; ayant pris dans cette section un point
quelconque K, menez’ AK, BK. Puisqueé la
droite AB ést perpendiculaire sur le plan EF,
cette droite sera perpendiculaire sur la droite
BK qui est placée dans le prolongement du plan
EF (déf. 3. 11).: donc Vangle ABK est droit.:
L'angle BAK. est droit, par-la méme raison :
donc les deux angles ABK,'BAK du triangle
ABK sont égaux a deux angles droits; ee qui
est impossible (prop. 17. 1) : donc les plans.
CD, EF éiant prolongés, ne se renconireront
point entr’eux : donc les: plans CD; EF sont
paralléles. ' ~

Donc les plans sur lesquels une méme dnone
est perpendiculaire sont paralleles entr eu‘x ce

qu'il falloit demontrer. . S PR
2
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PROPOSITION XV.
THYOREDME.

Si deux droites qui se rencontrent sont paralléles
a deu.,'z droites qui se rencontrent et qui ne sont
pas Jam le méme plan, les plans qui passeront
" par ces drbites seront parallcles - ’

- Que les droites AB BC (fig. 17 1) (ui se ren=-
contrent soient paralleles avec deux droites DE,
EF qui se rencontrent et fui ne sont pas dans
le méme plan : je dis que les plans qui passent
par les droites AB, BC etpar les droites DE, EF
ne se rencontreront point 8'ils sont prolongés.

. ‘Du point B menez sur le plan qui passe par
les.droites DE, EF la perpendiculaire BG qui
rencontre ce.plan au point G (prop. 11.11);
par le point G menez la droite GH. paralléle 2
la droite ED ot Jadroite GK paralléle'a la droite
EF.(prop. 31..1). Puisque la droite BG est per-
peﬁdicnﬂhimys&r le plan qui passe par les droites
DE, EF, ello sera perpendiculaire sur toutes
les droites (i la rencontrent et qui sont dans
ce méme plan (déf. 3. 11); mais cette droite
est rencontrée par I'une et l'autre des droites
GH, GK qui sont dans le plan qui passe par les
droites DE, EF : donc les angles BGH, BGK
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sont droits I'nn et Fautre; et puisque BA est
paralléle a la droite GH, les angles GBA, BGH
seront égaux a deux angles droits (prop. 29. 1);
rais 'angle BGH est droit : donc I'angle GBA
sera droit : donc GB est perpendiculaire sur
BA. Par la méme raison, BG est perpendicu~
laire sur BC : donc puisque la droite BG est
perpendiculaire sur les deux droites BA, BC
qui se coupent mutuellement , la droite BG
sera perpendiculaire sur le plan «qui passe par
les deux droites AB, BC (prop. 4. r1). Par
la méme raison, la droite BG est perpendicu-
laire sur Je plan qui passe par les droites GH,
GK. Mais le plan qui passc par les droites GH,
GK est le méme que celui qu passe par les
.droites DE, EF : donc la droite BG est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les droites
DE, EF. Mais on a démoniré que la droite
BG est perpendiculaire sur le plan .qui passe
par les droites AB, BC, et-cette’droite est en-
core perpendiculaire sur le plan qui’ passe par
les droites DE, EF : donc la droite BG est pér,—
pendiculaire sur Pun et 'autre des, plans qui
passent par les droites AB, BC et par les droites
DE, EF’; mais les.plans surlesquels une méme
droite est perpendiculaire sont paralléles entre
eux (prop. 14.11) : donc le plan qui, passe par
3
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les droites AB, BC est paralléle a celui qui passe
par les droites DE, EF.

Donc si deux droites «qui se rencontrent sont
_ paralléles a deux droites qui se rencontrent et
qui ne sont pas dans le méme 'plan, les plans
qui passéront par ces droites seront paralléles
entr’eux; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XVI.
THEOREME.

Si deux plans paralléles sont coupés par un plan
quelconque , leurs communes sections seront
paralléles.

Que les deux plans paralléles AB,CD (fig. 172)
soient coupés par un plan quelconque EFGH,
et que leurs communes sections soient EF,GH :
je dis que EF est parallele 4 GH

Supposons que cela ne soit point ; prolongez
les droites EF, GH, ces droites se rencontre-
ront ou du c6té des pomnts F, H, ou du cété
des points E, G. Prolongez ces droites du c6té
des points F, H, et supposons qu’elles se ren-
contrent au point K; puisque EFK est dans le
plan AB, tous les points pris dans EFK seront
dans le méme plan; mais le point K est un des
points pris sur EFK : donc le point K est dans
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le ptan AB. Par la méme raison , le point K est
dans Je plan CD : donc les plans AB, CD pro-
longés , se rencontreront entr’eux; mais ces
deux plans ne se rencontreront point pnisqu’ils
sont para]leles donc les droites EF, GH pro-
longées ne se rencontreront pont du ¢6té des
points F; H. Nous démontrerons semblable~
ment que les droites EF, GH prolongées ne
se rencontreront point du coté des points E| G.
Mais les droites qui ne se rencontrent d’aucun
c6té sont paralléles (déf. 35. 1) : donc les droites
EF, GH sont paralléles. .

Donc si deux plans paralléles sont coupés par
un plan quelconque , leurs communes sections
seront parall¢les entr’elles; ce qu'il falloit dé-
montrer.

PROPOSITION XVII.
THEEOREME !

Si deux droites sont coupées par des plans pa~
ralléles , elles seront coupées propomonnel«
lement.

Que les deux droites AB, CD (fig. 175) soient
eoupées par les plans paralleles GH, KL, MN
aux pomts A,E,B,C,F,D: jedis que AE
est 3 EB comme CF est a FD.

‘*‘
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Menez les droites AC, BD, AD; supposons.
que la droite AD rencontre le plan KL au point

O ; et conduisez les droites EOQ, OF. Puisque .

les deux plans paralléles KL, MN sont coupés
par le plan EBDG, leurs sections EO, BD
sont paraliéles.(prop. 16. 11); puisque les deux
plans parallcles GH, KL sont coupés par le
plan AOFC, leurs sections communes AC, FO
sont paralléles, par ]a méme raison. Mais puis-
que EO est paralléle a un des c61és du triangle
ABD, savorr au c6té BD, le c6té AE sera au
c61é EB comme le c6té AO est an c6té OD
( prop- 2. 6). De plus, puisque le c6té OF est
paralléle a un des c6tés du triangle ADC, savoir
su c6té AC, le c6té AO est au c61é OD comme
le c6té CF est au c6té FD. Mais on a démontré
que le c61é AO est au c6té OD comme le c6té

AE est au c6té EB : donc le c6té AE est au .

coté EB comme le c6té CF est au c6té FD
(prop. 11.5).

Donc si deux droites sont coupées par des
plans paralléles, ces droites seront coupées pro-
portionuellement ; ce qu'il falloit démontrer.

————
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" PROPOSITION XVIIIL
THEOREME.

Si une droite est perpendiculaire sur un plan, tous
les plans qui passent par cette droite sont per-
pendiculaires sur ce méme plan.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 174) soit
perpendiculaire sur un plan : je dis que tous les
plans qui passent par cette droite sont perpen-
diculaires sur ce méme plan.

Par la droite AB conduisez le plan DE, et
que la droite CE soit la commune section da
plan DE et du plan donné; sur la droite CE
prenez un poiot quelconque F; de ce point et
dauns le plan DE conduisez la droite FG per-
pendiculaire sur la droite CE. Puisque la droite
AB est perpendiculaire sur le plan donné, cette
droite sera perpendiculaire sur toutes les droites
qui la rencontrent et qui sont dans ce plan
(déf. 3. 51) : donc la droite AB est perpendi-
culaire sur la droite CE : donc 'angle ABF est
droit ; mais I'angle GFB est droit aussi : donc AB
est paralléle a FG (prop. 28. 1); mas AB est
perpendiculaire sur le plan donné : donc FG sera
perpendiculaire sur ce méme plan (prop. 8. 11);

mais un plan est perpendiculaire sur un plan,
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lorsque les droites menées dans I'un de ces
plans sont perpendiculaires sur leur commune
section et sur l'autre plan (déf. 4. 11) : donc la
droite FG menée dans le plan DE et perpendi-
culaire sur la droite CE, commune section des
plans , est aussi perpendiculaire sur le plan
donné : donc le plan DE est perpendiculaire
sur le plan donné. Nous démontrerons sembla-
blement que tous les autres plans qui passent
par la droite AB sont aussi perpendiculaires sur
le plan donné. 4

Donc si une droite est perpendiculaire sur
un plan, tous les plans qui passeront par cette
droite seront perpendiculaires sur ce niéme
plan; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XIX.
THEOREME.

8i deux plans qui se coupent mutuellement sons
perpendiculaires sur un plan, leur commune
section sera aussi perpendiculaire sur ce plan.

Que deux plans AB, BC (fig. 175) qui se
coupent mutiiellement soient perpendiculaires
sur un plan donné, et que leur commune section
soit BD : je dis que la droite BD est perpendi~
culaire sur le plan donné.
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Supposons que cela ne soit point ; du point D
menez dans le plan AB la droite DE perpendicu-
laire sur la droite AD (prop. 11.1), ct du point D
et dans le plan BC menez la droite DF perpen-
diculaire sur la droite CD. Puisque le plan AB
est perpendiculaire sur le plan donné et que la’
droite DE a été menée dans le plan AB perpen-
diculaire 4 l]a commune section AD de ces plans,
la droite DE sera perpendiculaire sur le plan
donné. Nous démontrerons semblablement que
DF est perpendiculaire sur le plan donné : donc
du point D on a mené du méme c6té deux per-
pendiculaires sur le plan donné ; ce qui est im-
possible (prop. 13. 11) : donc du point D on
ne peut pas mener d’autres droites qui soient
perpendiculaires sur le plan donné, si ce n’est
1a commune section DB des plans AB, BC.

Donc s1 deux plans qui se coupent mutuelle-
ment sont perpendiculaires sur un plan donné,
leur commune section sera perpendiculaire sur
ce plan; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.
THEOREME.

Si un angle solide est compris sous trois angles
plans , deux de ces angles, de quelque ma-
niére qu’on les prenne, sont plus grands que le
troisiéme.

Que I'angle solide A (fig. 176) soit compris
sous les trois angles plans BAC, CAD, DAB:
je dis que deux quelconques des trois angles.
plans BAC, CAD, DAB, de quelque maniére
qu’on les prenne, sont plus grands que Vangle
restant.

~ Car si les angles BAC, CAD, DAB sont

égaux entr’eux , il est évident que deux quel-

conques de ces angles, de quelque maniére
qu’'on les prenne, sont plus grands que 'angle
restant. Supposons que ces trois angles ne sont
point égaux entr’eux, et que I'angle BAC est le
plus grand. Sur la droite AB et au point A fai-
sons dans le plan qui passe par BAC 'angle BAE
égal a I'angle DAB (prop. 23. 11). Faisons AE
égal 4 AD (prop.3.1), menons ensuite par le
point E la droite BEC qui coupe les droites AB,
AC aux points B, C, menons aussi les droites DR,
DC. Puisque la droite DA est égale dla droite ATS
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et que la droite AB est commune, les deux
droites DA, AB sont ¢gales aux deux droites
AE, AB; mais I'angle DAB est égal a I'angle
BAE : donc la base DB est égale a la base BE
(prop.4.1); et puisque les deux droites DB, DC
sont plus grandes que la droite BC et que la droite
DB est égale i la-droite BE, la droite restante
DC sera plus grande que la droite restante EC;
mais puisque la droite DA est égale 4 la droite
AE, que la droite AC est commune et que la
base DC est plus grande que la base EC, Van-
gle DAC scra plus grand que l'angle EAC,
(prop. 35. 1). Mais l'angle DAB est égal 4 I'an-
gle BAE , par construction : donc les angles
DAB, DAC sont plus grands que.I'angle BAC.
" Sil'on prend deux autres angles quelconques,
nous démontrerons semblablement qu'ils sont
plus grands que Fangle restant..

: . Donc si nn angle solide est corpris sous trois
angles plans, denx quelconques de ces angles,
de quelque maniére qu’on les prenne, sont plus
grands que le troisieme; ce qu A falloit dé-
monwer -
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PROPOSITION XXL

3

TREOREME,

Zout angle solide est compris sous des angles plans
qui sont moindres que quatre angles droits.

Soit T'angle solide A (fig. 177) compris sous.
les angles plans BAC, CAD, DAB : je dis que
les angles BAC, CAD, DAB sont moindres
que quatre angles droits. :

- Dans chacune des droites AB, AC, AD, pre-
nez des points quelconques B, C, D, et menez
BC, CD, DB. Puisque I'angle solide B est com-
pris sous les trois angles plans CBA, ABD,
€BD, deux quelconques de ces wiangles sont
plus grands que l'angle restant (prop.20.11):
donc les angles CBA ,'ABD sont plus grands que
I'angle CBD. Par la'méme raison, les angles
BCA, ACD sont plus grands que I'angle BCD, et
les angles CDA, ADB plus grands que langle
CDB: donc les six angles CBA, ABD,BCA, ACD,
ADC, ADB sont plus grands que les trois angles
CBD, BCD, CDB. Mais les trois angles CBDy
BCD, CDB sont égaux a deux angles droits
(prop.32. 1) : donc les six angles CBA, ABD,
BCA,ACD, ADC, ADB sont plus grands que
deux angles droits ; mais puisque les trois angles
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de chacun des triangles ABC, ACD, ADB sont
égaux & deux angles droits, les neuf angles CBA
ACB, BAC, ACD, DAC, CDA, ADB , DBA,
BADde ces trois triangles sont égaux a six angles
droits ; mais les six angles ABC, BCA, ACD,
CDA, ADB, DBA sont plus grands que deux
angles droits : donc les angles restans BAC, CAD,
DAB qui contiennent I'angle sohde sont plus
petits que quatre angles droits.

Donc tout angle solide est compris sous des
angles plans plus petits que quatre angles droits ;
ce qu'll falloit démontrer.

PROPOSITION XXII
vrn:’:onipn :

Si I'on a trois angles plans, dont deur de ces
angles, de quelque maniére qu ‘on les preunc,
sont plus grands que Uangle restant, et si ces

~angles sont compris par des cités égaur, on

: pourra construire un triangle avec les droztes
 qui joignent ces cdtés egau.z.

- Soient les trois angles plans ABC, DEF
GHK (fig. 178) dont deux de ces angles de
quelque maniére qu’on ‘les prenne, sont plas
grands que I'angle restant , c'est-i-dire’ que les
deux apgles ABC, DEF sont plus grands que
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Tangle GHK, que les deux angles DEF, GHK
sont plus grands que I'angle ABC, et enfin que
les deux angles GHK, ABC sont plus grands
que I'angle DEF; que les droites AB, BC, DE,
EF, GH, HK soient égales; menez AC, DF,
GK : je dis qu'on peut construire un triangle
avec des droites égales aux droites AC, DF, GK ;
c'est-a-dire que deux quelconques des droites
AC, DF, GK, de quelque maniére qu'on les.
prenne, sont plus grandes que la droite restante.
Si les angles ABC, DEF, GHK sont égaux
entr’eux, il est évident qu'on pourra construire
un triangle avec des droites égales .aux droites
AC, DF, GK qui sont alors égales entr’clles. Au
contraire, si ces angles ne sont point égaux, sur
la droite HK et au point H, faites Pangle KHL
égal a I'angle ABC ( prop. 23, 1); faites aussi
la droite HL égale & une- des droites AB, BC,
DE,EF,GH, HK, et menez les drontes GL,
KL. Puisque Ies deux drottes AB BC sont
ega]es aux deux droites KH, HL, et que T'an-
gle B est égal a l'angle KHL la base AC sera
égale'a la base KL (prop.4.'1); et puisque les
angles ABC, GHK sont plus grands que I'an:
gle DEF et que I'angle ABC est égal i I'angle
KHL, Pangle GHL sera plus grand que I'an-
gle DEF.. De plus, puisque les‘deux droites
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GH, ML sout ¢gales aux deux droites DI, EF
et que I'angle GHL est plus grand que Pangle I,
la base GL sera plus grande que la base DF
{ prop. 24. 1); mais les droites GK, KL sout
plus grandes que la droite GL (prop. 20.1):
donc, a plus forte raison, les droites GK, KL
sont plus grandes que la droite DF; mais KL
est ¢gal & AC : donc les droites AC, GK sont
plus grandes que la droite restante DF. Nous
démontrerons semblablement que les droites
AC, DF sont plus grandes que la droite GK,
et que les droites GK , DF sont aussi plus grandes
que Ia droite AC : douc on peut construire un
triangle avec des droites égales aux droites AC,
DF, GK (prop.22.1).

AUTREMENT.

Soient donnés les trois angles plans ABC,
DEF, GHK (fig. 179) dont deux de ces angles,
de quelque manicre qu’on les prenne, sont plus
grands que I'angle restant ; que ces angles soient
compris par des droites égales AB, BC, DE,
EF, GH, HK. Mcnez les droites AC, DF, GK :
je dis qu’on peut construire un triangle avec des
droites égales aux droites AC, DF, GK; c’est-
a-dire que deux de ces droites, de quelque ma-
niere qu'on les prenne, sont plus grandes que

X
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la droite restante. Si les angles ABC, DET,
GHK sont égaux, L s droites AC, DF, GK
seront égales entr'clles (prop. 4. 1), et deux
de ces droites scront plus grandes gue la droite
restante. Au contraire, si ces angles ABC, DEF,
GHK sont inégaux, et si 'angle ABC est plus
grand que l'un et que 'autre des anglesE, H, Ia
droite ACscraplusgrande quel'unc et quelautré
des droites DF, GK (prop. 24.1); et il est évi«
dent que la droite AC avec 'une ou avee l'autre
des droitesDF, GK sera plus grande que la droite
restante. Je dis que les droites DF, GK sont
plus grandes que la droite AC. Surla droite AB
et au point B construisez I'angle ABL dgal &
Pangle GHK (prop. 25. 1); faites la droite BL,
égale a une des droites AB, BC, DE, EF,
GH, HK, et menez AL, LC. Puisque les deux
droites AB, BL sont égales aux deux droites
GH, IIK, chacune & chacune, et qu’clles com-
prenncnt dés angles égaux , labase AL scra égale
4 la base GK (prop. 4. 1); et puisque les angles
E, H sont plus grands que I'angle ABC et que
I'angle GHK est égal a I'angle ABL, I'mgle
restant E sera plus grand que P'angle LBC. D¢
plus, puisque les deux droites LB, BC sont
€gales aux deux drottes DE, EF, chacune i
chacuné, et que I'angle DEF est plus grond
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qué i’iuigl'e LBC, la base DF sera plus grande
que la base LC (prop. 24. 1). Mais on a dé-
montré que la droité GK est égale a la droite
AL : donc les droites DF, GK sont plus grandes
que les droites AL, LC; mais les droites AL, L.C
sont plus grandes que la droite AC (prop. 20.1):
donc & plus forte raison les droites DF, GK
sont plus grandes que la droite AC : donc deux
des droites AC, DF, GK, de quelque maniére
qu’'on les prenne , sont plus grandes que la droite
restante.

Donc on peut construire un triangle avee
trois droites égales aux droites AC, DF, GK
(prop. 22. 1); ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIIL
PROBLEME.
Construire un angle solide avec trois anglés plans
dont deux de ces angles , de quelque maniére
gion les prenne, sont plus grands que Uangle

restant; il faut que ces trois angles soient plus
petits que quatre angles droits.

Soient donnés les trois angles plans ABC;
DET, GHK (fig. 180) dont deux de ces angles,
de quelque maniére qu’on les prenne, soient plus
grands que I'angle restant ; que ces trois angles

2
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soient plus petits que quatre angles droits : il
faut avec des angles égaux aux angles ABC,
DEF, GHK construire un angle solide.

Faites les drotes AB, BC, DE, EF, GH,
HK égales entr’elles et menez AC, DF, GK.
On peut avec des droites égales A AC, DF, GK
construire un triangle (prop. 22. 11). Cons-
truisez le triangle LMN (prop. 22. 1) de ma-
niére que LM soit égal A AC, MN égal 4 DF
et LN égal a GK. Déciivez ensuite une circons
férence de cercle LMN autour du triangle LMN
(prop. 5. 4 ); prenez le centre de ce cercle qui
sera ou dans le triangle LMN ou sur un de scs
cotés, on hors de ce triangle.

Que le centre du cercle soit d’abord dans le
triangle, et que ce centre soit O; mencz L.O,
MO, NO : je dis que AB est plus grand que LO;
car si cela n’est point, la droite AB sera égale &
la droite LO ou plus petite que cette droite.
Supposons d’abord qu’elle lui soit égale. Puisque
ABest égala LO et que AB est égal 4 BC, LO
sera égal 3 BC; mais LO est égal 8 OM : donc
les deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites LO, OM, chacune & chacune; mais la
base AC est supposce égale i la base LM : donc
I'angle ABC est égal a I'angle LOM (prop. 8. 1).
'ar ]améme raison , I'angle DEF est égal 4 I'an-
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gle MON et I'angle GIIK égal 2 I'angle NOL :
donc les trois angles ABC, DEF, GHK sont
(7gaux aux trois angles LOM, MON, NOL; mais
les trois angles LOM , MON, NOL sont égaux i
quatre angles droits : donc les trois angles ABC,
DEF, GHK sont égaux & quatre angles; mais
on les a supposés plus petits que quatre angles
droits , ce qui est absurde : donc la droite AB
n’est pas égale & la droite L.O : je dis de plus que
la droite AB n’est pas plus petite que la droite
LO. Car supposons, si cela est possible,, qu’elle
soit plus petite , et que la droite AB soit égale &
la droite OP et la droite BC égale & la droite OQ;
menez PQ. Puisque la drotte AB est égale i la
droite BC, la droite OP sera égale dla droite OQ:
donc la droite restante: PL sera égale i 1 droite
restante QM : donc la droite LM est parallcle
a la droite PQ (prop. 2.6): donc les triangles
LMO, PQO sont éyuiangles : donc OL est &
LM comme OP est ¥ PQ (prop. 4. 6), et en
échangeant les places des moyens , 1O est & op
corume LM est i PQ (prop. 16.5); mais LO
est plus giadd que OP : donc LM est plus grand
que PQ; mais LM est égal & AC, par cons-
truction : douc AC sera plus grand que PQ; et
puisque les deux droites AB, BC sont égeles
aux deux droites PO, 0Q ct que la basc A

3.

»
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est plus grande que la base PQ, I'angle ABC sera
plus grand que angle POQ (prop. 24. 1). Nous
démontrerons semblablement que I'angle DEF
est plus grand que 'angle MON et 'angle GHK
plus grand que Fangle NOL : donc les trois
angles ABC, DEF, GHK sont plus grands que
les angles LOM, MON, NOL; mais lcs angles
ABC, DEF, GHK sont supposés plus petits
que quatre angles droits : donc 4 plus forte
raison les trais angles LOM, MON, NOL sont
plus petits que quatre angles droits; mais ces
trois angles sont égaux & quatre angles drotts,
ce qu est absurde : donc la droite AB n’est pas
plus petite que la droite LO. On a démontré
qu’elle ne lui est point égale : donc la droite AB
est plus grande que la droite LO. Du point O.
élevez une perpendiculaire OR sur le plan du
cercle LMN (prop. 12. 11). Supposons que le
quarré de OR soit égal a I'excés du quarré de
AB sur le quarré de LO (lem. suiv.), et menons
les droites RL, RM, RN. Puisque la droite OR
est perpendiculaire sur le plan du cercle LMN,
cette droite sera perpendiculaire sur chacune
des droitcs LO, MO, NO (déf.3.11); et
puisque L O est égal A OM et que la droite OR
est comnune et qu’elle est perpendiculaire suy
ces deux droites, la base LR sera ¢gale i la
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base RM (prop. 4. 1). Par la méme raison, la
droite RN est ¢égule a I'une et & l'autre des
droites RL, RM : donc les trois droites RL,
RM, RN sont égales entr’elles. Puisque le
quarré fait sur OR est ¢gal & T'exces du quarré
de AB sur le quarréd LO, le quarré de AB scra
égal aux quarrds des droites L.O, OR; mais le
quarré de RL est égal aux quarrés des droites
LO, OR (prop. 47. 1), car Fangle LOR est
droit : donc le gquarré de la droite AB est égal
au quarré de la droite RL : douc la droite AB
est égale a la droite RL; mais chacune des
droites BC, DE, EF, GH, HK est égale d la
droite AB, et chacune des droites RM, RN est
égale dJadroite AL : done chacune des droites
AB,BC, DE,EF, GH, HK est égale a cha-
cune des droites RL, RM, RN; mais puisque
les deux droutes LR, RM sont égales aux deux
droites AB, BC et que la base LM est égale a
la base AC, I'angle LRM sera ¢gal a I'angle
ABC (prop.8.1). L'angle MRN scra ¢égal a
I'angle DEF et I'angle LRN égal a 'angle GHK,
par la méme raison : donc avec les trois angles.
plans LRM, MRN, LRN, qui sont égaux aux
wrois angles donnés, on a construit un angle-
solide R qui est compris sous les angles LRM,

MRN, LRN.
' &
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Que e centre du cercle soit présentement sur
un des c6tés , savoir, sur le c6té MN (fig. 181),
et que le centre de ce cercle soit le point O;
menez OL : je dis de nouveau que AB est plus
grand que LO; car si cela n’est point, la droite
AB sera égale a la droite LO ou bien elle serd
plus petite que cette droité. Supposons d’abord
gu’clle lui soit égale; les deux droites AB, BC,
c’est-a-dire les deux droites DE, EF, sont
égales aux deux droites MO, OL, ¢’est<a-dire
a la droite MN ; mais la droite M N est supposée
égale 2 la drovte DF : donc les droites DE, EF
sont égales a la droite DF, cé qui ne peut éire
(prop- 20. 1) : donc la droite AB n’est point
égale a la droite L.O. Oix démontreroit sem-
blablement qu’clle n’est pas plus petite, car de
cette siapposition il s’ensiivroit une plus grande
absurdiié : donc la droité AB est pla¢ grande.
que la droite LO. Si I'on méne k droite RO
perpendiculaire sur le plan du cercle, et si l’qn
suppose que le (r{uarré de OR so1f égal & T'excds
du quarré de AB sur Ie quarré LO (lem. suiv.),
le probléine sera résolu.

Que le centré du cercle soit enfin hors du
wriangle LMN (fig. 182}, et que le centre de
ce cercle soit O; menez LO, MO, NO : je dis
que ia droite AB est Plus grandé que la droite



D’EUCL1DE, 529

L O; car si cela n'est point, elle Jui sera égale
ou plus petite. Supposons d’abord qu'elle lui
soit égale ; dans cette supposiion les deux
droites AB, BC sont égales aux deux droites
MO, OL, chacune i chactine ; mais la base AC
est aussi 6gale 4 la base ML : donc I'angle ABC
est égal & Fangle MOL (prop. 8. 1). L'angle
GHK est égal & 'angle LON, pat la méme
raison : done Pangle total MON est égal aux
deux angles ABC, GHK; mais les angles ABC,
GHK sont plus grands que I'angle DET : donc
I'angle MON est plus grand Gue 'angle DEF;
et puisque les deux droites DE, EF sont égales
aux deux droites MO, ON, et que la base DF
est égale i 1a base MN, I'angle MON sera égal
a I'angle DEF (prop. 8.1); mais on a démon-
tré qu'il est plus grand, ce qti est absurde:
, donc ladroite AB n'est pas égale & la droite LO.
Nous démontrerons de surte qu'elle n'est pas
plus petite , done elle est nécessairement plis
grande. Si nous menons de nouveau la droite
OR perpendiculaire sur le plan du cercle, et st
nous supposons cette perpendiculaire égale i
une droite dont le uarré soit égal & Pexcés du
quarré de la droite AB sur le quarré de la droite
LO (lem.suiv.), le probléme sera résolu. Je dis
. a présent que la droite AB n'est pas plus petite
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que la droite LO. Supposons, si cela est possie
ble, qu'elle soit plus petite; faites OP égal & AR
et 00Q ¢égal A BC et menez PQ. Puisque AB est,
égal a BC, la droite OP scra égale a la droite
0Q : donc la drotte restante P L sera dgale d la
droite restante QM : donc la droite LM est pa-
rall¢le ala droite QP (prop. 2.6 : donc les deux
triangles LM O, QOP sont équiangles : done
1.0 est a LM comme OP est a4 PQ (prop. 4.6),
et en échangeant les plans des moyens, LO est
2 OP comme LM est & PQ; mais LO est plus
grand que OP : donc LM est plus grand que PQ;
mais LM est égal & AC par construction : dong
AC sera plus grand que P Q; mais puisque les
deux droites AB, BC sont ¢gales aux deux
droites PO, O Q, chacune a chacune, et que la
base AC est plus grande que la base PQ, I'an-
glé ABC scra plus grand que l'angle POQ
(prop. 25. 1). SiT'on prend la droite OV égale
4 chacune des droites OP, 0Q, et si 'on méne
PV, nous démontrerons semblablement que
I'angle GHK est plus grand que Pangle POV,
Sur la droite LO et au point O, pris sur cette
droite, construiscz I'angle LOS ¢égal a I'angle
ABC et Pangle LOT égal a Tl'angle GHK;
faites chacune des droites OS, OT égale a la
droite PO, ct menez PS, PT, ST. Puisque les
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deux droites AB, BC sont ¢gales aux deux
droites PO, OS, et que I'angle ABC est égal &
Pangle POS, la base AC, c'est-a-dire la droite
LM, sera égale i Ja base PS (prop.4.1). La,
droite LN sera égale ala droite PT, par Jaméme
raison; ct puisque les denx droites ML, LN
sont égales aux deux droites PS, PT et que
I'angle MLN est plus grand que I'angle SPT,
la base MN sera plus grande que la base ST
(prop- 24. 1); mais MN est é¢gal A DF : donc
DF sera plus grind que ST : donc puisque les
deux droites DE, EF sont ¢gales aux deux
droites SO, OT et que la base DF est plus
grande que la base ST, I'angle DETF scra plus
grand que SOT (prop. 25. 1); mais 'angle SOT
est égal sux angles ABC, GHXK : donc I'angle
DEF est plus grand que les angles ABC, GHK :
mais il est au contraire plus petit; ce qui est.
impossible.
LEMME.

Nous allons faire voir de quelle maniére on
fait sur RO un quarré qui soit égal a Pexces
du quarré dc la droite AB sur le qua_rré de la
droite LO.

Soient les droites AB, LO (fig. 183); que
AB soit la plus grande, et sur cette droite dé-

. ¢rivez la demi-circonférence ABC, et app]iquez‘
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dans la demi-circonférence ABC une droite AC
¢égale a la droite LO et menez la droite BC.

Puisque I'angle ACB est compris dans le demi-
cercle ABC, 'anglc ACBseradroit (prop.31.3):
donc le quarré de la droite AB est égal aux
quarrés des droites AC, CB (prop. 47.1):
donc le quarré de AB surpasse le quarré de
AC du quarré de CB; mais AC est égal A LO:
donc le quatré de AB surpasse le quarré de LO

. du quarré de CB : donc si nous faisons la droite

OR égale a la droite CB, le quarré de la droite
AB surpassera le quarré dc la droite LO du
quarré de la droite OR); ce que nous voulions
faire.
PROPOSITION XXIV.
THEOREME.

Si uri ;olide est conipris sous des plans paralliles,
les plans opposés sont des parallélogrammes
égaux.

Que le solide CDHG (fig. 184 ) soit compris
sous les plans paralléles AC, GF, AH, DF,
FB, AE :je dis que les plans opposés sont des.
parallélogrammes égaux. ‘

Puisque les deux plans paralléles BG, CE
sont coupés par le plan AC, leurs communes
sections sont paralléles (prop. 16. 11): doncla
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droite AB est parﬁn]lé]c dla droite DC. De plus,
puisque les deux plans paralicles BF, AE sont
coupds sur le plan AC, leuys communes scections
sont parall¢les : donc la droite AD est parallgle
a la droite BC; mais on a démontré que la
droite AB est paralléle a la droite DC : done le
plan AC est un parallélogramme. Nous démon-
trerons semblablement que chacun des plans
DF,FG, GB,BF, AE est un parallélogramme.

Menez les droites AH, DF, Puisque AB est
paralléle 3 DC et BH parallcle & CF, les deux
droites AB, BH qui se rencontrent seront pa-
ralléles aux deux droites DC, CF qut se ren-
contrent et qui ne sont pas dans le méme plan:
donc ces droites comprendront des angles égaux
(prop. 10. 11) : donc I'angle ABH est égal &
l'angle DCF; et puisque les deux drojtes AB,
BH sont égales aux deux droites DC, CF
(prop. 34. 1), ct que l'angle ABH est égal a
I'imgle DCF, la base AH sera dgale 4 la base
DF (prop. 4. 1), et le triangle ABH égal au
triangle DCF ; mais le parallélogramme BG est
double du triangle ABH et le parallélogramme
CE double aussi du triangle DCF (prop.34.1):
donc le parallélogramme BG sera égal au paral-
I¢logramme CE. Nous démontrerons sembla-
blement que le parallélogranune AC est égal au
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parallélogramme G F et le parallélogramme A
¢gal au parallélogramme BF.

Donc si un solide est compris sous des plans
paalleles, les plans oppasés sont des parallé=
logrammes ¢gaux ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXV
THEOREME.

§i un parallélipipéde est coupé par un plan pa=
ralléle a des plans opposés, les solides obtenus
par cette section seront entr’eux comme leurs

bases:

Que le parallélipipede ABCD (fig. 185) soit
coupé par un plan VE paralléle aux plans op=
posés RA, DH : je dis que le solide ABFV est
au solide EGCD comme la base AEFX est &
la base EHCF.
~ Prolongez de part et d’autre la droite AH et
prenez autant de droites égales que vous vou-
drez HM, MN égales chacune a la droite EH;
prenez aussi autant de droites que vous voudrez
AK, KL égales chacune 4 la droite AE et ache-
vez les parallélogrammes LP, KX, HY, MS, et
les parallélipipédes AQ, RZ, DM, MT. Puisque
les droites LK, KA, AL sont égales entr’elles
les parallélogrammes LP, KX, AF seront égaux
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enir’eux {prop. 38. 1). Les parallélogrammes
KO, KB, AG sont aussi ¢gaux entr’cux, ainsi que
les parallélogrammes LZ, KQ, AR(pro. 24.11),
car ces parallclogrammes sont opposés. Par la
méme raison , les parallélogrammes EC, HY,
MS sont encore égaux entr'eux, ainsi que les
parallélogrammes HG, HI, IN et les parallé-
logrammcs DI, MA’, NT: donc trois plans des
solides LQ, KR, AV sont ¢gaux a trois plans;
mais trois plans sont égaux a trois plans oppo-
sés : donhc les trois parallélipipedes LQ, KR,
AV seront ¢gaux entr’eux (défl 10.11). Les
trois parallélipipedes ED, DM, MT sont égaux
entr’eux, par la méme raison : done la buse LF
est muitiple de la base AF autant de fois que
le parallélipipéde LV est multiple du parallé-
lipipéde AV, Par la méme raison la base NT
est multiple de la base HF autant de fois que
le parallélipip¢de NV est multiple du parallé-
lipipéde HV. Enfin si Ja base LF est égale 4 la
base NF, le parallélipipcde LV sera égal au pa-
rallélipipéde NV; silabase LF surpassc la base
NF, le paralléhipipéde LV surpassera le paral-
lélipipéde NV, et si la base LF est plus petite
que la base NF, le parallélipipéde LV sera plus
petit que le paralichpipécde MV. On a done
(uatre quantités, savoir, les deux bases AF; T'IT
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et les deux parallélipipédes AV, VII, et I'oh a
pris des équimultiples de la base AF et du pa-
rallélipipéde AV, savoir, la base LT et le paral-
lélipipéde LV; on a pris aussi des équimulliples
de la base HF et du parallélipipéde HV, savor,
la base NF et le parallélipipéde NV. Mais on a
démontré que si la base LF surpasse la base
NF, le parallélipipéde LV surpassera le paral-
I¢lipipéde N V; que si la hase LV est égale 4 Ia
base NV, le parallélipipéde LV sera égal au
parallélipipéde NV, et que si la hase LV est
plus petite que la base NV, le parallélipipcde
LV sera plus petit que le parallélipipéde NV :
douc le parallélipipéde AV est au parallélipi-
péde VH comme la base AF est i la base FII
(déf. 5.5); ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVI.
PROBLEME.

Sur une droite donnée et & un point donné dans
cettt droite, construire un angle solide égal &

un angle solide donné.

Soit AB (fig. 186)la droite donnée, A le point
donné dans cette droite, et DI'angle solide donné
ct compris sous les plans EDC, EDF, FDC :
i faut suy la droite donnée AB et au point A



DEUCLIDE. 537

donné dans cette droite construire un angle
solide €gal a I'angle solide donné D.

Prenez dans la droite DF un point quelcon-
que F, et de ce point menez une perpendicu-
laire FG sur le plan qui passe par les droites ED,
DC (prop. 11. 11); que la perpendiculaire FG
. rencontre le plan DEC au point G ; menez la
droite DG. Ensuite sur la droite AB et au point
donné A pris dans cette droite construisez I'angle
BAL égal aPangle EDC (prop. 23.1), etl'an-
gle BAK égal 2 Pangle EDG; faites ensuite AK
égal 2 DG (prop. 3. 1); du point K menez KH
perpendiculaire sur le plan.qui passe par BAL
(prop. 12.11), faites enfin la droite KH égale
a la droite G F et menez la droitc HA : je dis
que langle solide A, compris sous les angles
BAL,BAH, HAL, est égal a Pangle solide D,
comypris sous les angles EDC, EDF, FDC.

Faites AB égal 4 DE et menez les droites
HB, KB, FE, GE. Puisque la droite FG est
perpendicalaire sur le plan EDC, cette droite
scra perpendiculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent et qui sont dans ce plan (déf.3. 11):
donc chacun des angles FGD, FGE est droit;
chacun des angles HKA, HKB est droit, parla
méme raison; et puisque les deux droites KA,
AB sont égales aux deux droites GD, DE,

Y
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chacune a chacune, et que ces droites comi-
prennent des angles égaux, la base BK sera
égale a la base EG (prop. 4. 1); mais la droite
K H est égale 4 la droite GF, et les angles HKB,
FHE sont droits I'un et autre : donc la droite
HB est égale i la droite FE. De plus, puisque
les deux droites AK, KH sont égales aux deux
droites DG, GF, et que ces droites compren=
nent des angles droits, la base AH sera égale i la
base DF ; mais la droite AB est égale i la droite
DE : donc les deux droites HA , AB sont égales
aux deux droites FD, DE; mais la base HB est
égale i la base FE : donc I'angle BAH sera égal
a langle EDF. L'angle HAL est égal a 'angle
FDC, parlaméme raison; en effet, funtes ladroite
AL égale aladroite DC, et menez les droites KL,
HL, GC, FC. Puisque l'angle total BAL est
égal a 'angle total EDC et que I'angle BAK est
égal a I'angle EDG, I'angle restant KAL sera
¢égal aI'angle restant GDCj et puisque les deux
droites KA, AL sont égales aux deux droites
GD, DC, et qu'elles renferment des angles
égaux, la base KL sera égale & la base GC
(prop. 4. 1) ; mais la droite KH est égale 4 la
droite GF : donc les deux droites LK, KH sont
égales aux deux droites CG, GF ; mais ces deux
droites renferment des angles droits : douc la
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~ base HL est égale 4 la base F C. De plus , puis-
que les deux droites HA, AL sont égales aux
deux droites FD, DC et que la base HL est
égale a la base FC, I'angle HAL sera égal a
Pangle FDC (prop.8.1); mais 'angle BAL est
€gal al'angle EDC : donc, sur une droite donnée
et & un point pris dans cette droite, on a cons-
truit un angle solide égal a un angle solide donné;
ce quil falloit faire.

PROPOSITION XXVII
PROBDLEME.

Sur une droite donnge décrire un parallélipipéde
gui soit semblable a un parallélipipéde donné
et semblablement placé que lui.

Soit AB ( fig. 187) la droite donnée et DC lé
parallélipipéde donné : il faut décrire sur la
droite AB un parallélipipéde qui soit semblable
au parallélipipéde donné DC et semblablement
placé que lui. '

Sur la droite AB et au point A donné dans
tette droite construisez un angle solide qui soit
compris sous les angles solides BAH, HAK,
KAB et qui soit égal a I'angle solide C, de ma-
niére que I'angle BAH soit égal 4 'angle ECF,
I'angle BAK égal i 'angle ECG et['angle KAH

a
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égal a I'angle GCF, et ensuite faites en sorte
que EC soit 2 CG comme BA esta AK, et que
GC soit a CF comme KA est a AH (prop. 12.6):
EC sera 3 CF comme BA est 3 AH(prop. 22.5);
terminez le parallélogramme BH et le parallé-
hpipéde AL. .

Puisque EC est 4 CG comme BA esya AK,
les co1és qui sont autour des angles égaux ECG,
B AK seront proportionnels : donc le parallélo-
gramme G E sera semblable au parallélogramme
KB (prop. 4.6). Par la méme raison, le paral-
Ilogramme G F sera semblable au parallélo-
gramme KH, etle parallélogramme FE sembla-
ble au parallélogramme HB : donc trois paral-
lélogrammes du parallélipipéde CD sont sem-~
blables a trois parallélogrammes du parallélipi-
péde AL; mais trois parallélogrammes sont
égaux et semblables a trois parallélogrammes
opposés (prop. 24. 1) : donc le parallélipipéde
total CD sera semblable au parallélipipéde total
AL.

Donc, sur la droite AB, on a construit un
parallélipipéde AL qui est semblable a un pa-
rallélipipéde donné CD et semblablement placé;
ce qu'il falloit faire. ' .
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PROPOSITION XXVIIIL
TRHREOREME.

S5 un parallélipipéde est coupé par un plan selon
les diagonales de deux plans opposés , le pa~-
rallélipipéde sera coupé en deux pame.s emles
par ce plan.

Que le parallélipipéde AB( fig. 188)soit coupé

- par le plan CDEF selon les diagonales des deux

plans opposés CF, DE : je dis que le parallé-

Lpipéde AB sera coupé en deux parties e"ales
par le plan CDEF.

Puisque le triangle CGF est égal au triangle
CBF (prop. 34. 1) et le triangle ADE égal au
triangle DEH, de plus, puisque le parallélo-
gramme CA est égal au parallélogramme BE
( prop. 24. 11), car ces deux parallélogrammes
sont oppose's et puisque le parallélogranume
GE est aussi egal an’ paral]elogramme CH, le
prisme compris sous les deux triangles C GF
ADE et sous les trois parallélogrammes GE,
AC, CE, sera égal au prisme compris sous'les
deux triangles CFB, DEH, et les trois parallé-
logrammes CH, BE, CE, car ils sont compris
sous des plans égaux en nombre et en grandeur
(déf. r0. 11) : donc le parallélipipéde total AB

3
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est coupé en deux parties égales par le plan
CDEF; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX,
THEOREME.

Les pﬁrallélz})z}}édes qui ont la méme base et la
méme hauteur, et dont les droites insistentes
sont placées dans les mémes droites , sont égaux
entr'eux.

- Que les parallélipipédes CM, CN (fig. 189)
aient la méme basc AB et la méme hauteur, et
que les droites insistentes AF, AG, LM, LN,
CD, CE, BH, BK soient dans les mémes droites
FN, DK :.je dis que le parallélipipéde CM est
égal au parallélipipéde CN.

Car 'puisque chacune des figures CH, CK est
un parallélogramme, la drone CB sera égale a
chacuue des droites DH, EK (prop. 34.1):
donc la droite DH sera egale a la droite EK,
Retranchez la partie commune EH, la droite
restante DE sera egqle i la droite restante HK ;
donc le triangle DEC est égal au triangle HKB
(prop-8.1),etle parallélogramme DG égal an
parallelo sramme HN (prop. 36. 1). Par la méme
raison le triangle AFG est égal au triangle LMN,
Mais le parallélogramme CF est €gal au parall¢-
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logramme BM et le parallélogramme CG égal
au parallélogramme BN ( prop. 24. 11), car
ces parallélogrammes sont opposés : donc le
prisme contenu sous les deux triangles AF G,
DEC et sous les trois parallélogrammes AD,
DG, GC est égal au prisme contenu sous les
deux triangles LMN, HBK et sous les trois
parallélogrammes BM, NH; BN (déf. 10. 11):
donc si nous ajoutons i chacun de ces prismes
le solide dont une des bases est le iparaliélo-
gramme AB et dont autre base est le parallé-
logramme GE HM, le parallélipipede total CM
sera ¢gal au paralléhpipede total CN.

Donc les parallélipipédes qui ont la méme
base et la méme hauteur, et dont les droites in-
sistentes sont placées dans les mémes droites,
sont égaux entr’eux ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION. XXX,
THEOREME,

Les parallclipipédes qui ont la méme base et la
méme hauteur , et dont les droites insistentes
ne sont point placées dans les mémes dro:tes »
sont egau.z‘ entr'eurx.

Soient CM, CN (fig. 190 ) des parallélipipédes
qui ont la méme base AB et la méme hauteur,

4
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et dont les droites insistentes AF, AG, LM,
LN, CD, CE, BH, BK ne sont point placées
dans les mémes droites : je dis que le parallé-
lipipcde CM est égal au parallélipipéde CN.
Prolongez les droites NK, DH et les droites
GE, FM, et que ces droites se rencontrent aux
points P, R, Q, O. Menez AO, LP, CQ, .
BR. Le parallélipipéde CM, dont la base est le
parallélogramme ACBL opposé au parallélo-
gramme FDHM, sera égal au parallélipipéde
CP dont ]a base est le parallélogramme ACBL
opposé au parallélogramme OQRP (pr. 29.11),
car ces deux parallélogrammes ont la méme base
et la méme hauteur, et leurs droites insistentes
'AF,AO,LM, LP, CD,.CQ, BH, BR sont
dans les mémes droites FP, DR; mais le paral-
Ilipipéde CP dont la base est le parallélo-
gramme ACBL opposé au parallélogramme
OQRP est égal an parallélipipéde CN dont la
base est le parallélogramme ACB L opposé au
parallélogramme GEKN (prop. 29. 11); car
ces deux parallélipipédes ont la méme base et
la méme hauteur , et leurs droiies insistentes
AG, AO,CE, CQ, LN, LP,BK, BR sont dans
les mémes droites GQ, NR : donc le paralléli-
pipéde CM est égal au parallélipipéde CN.
Donc les parallélipipédes qui ont la méme
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base et la méme hauteur, ct dont les droites
msistentes ne sont point plucées dans les mémes
droites , sont égaux entr'ecux ; ce quil falloit
démontter.

PROPOSITION XXXI.
THEOREME.

Les parallélipipédes qui ont des bases égales et la
méme hauteur, sont égaux entr’eux.

Que les parallélipipedes AE, CF (fig.1g91)
aient des bases égales AB, CD et la méme hau<
teur : je dis que le parallehpnpede AE est egal
au parallélipipéde CF.

D’abord que les droites insistentes HK BE
AG,LM, PQ, DF, CO, RS soient perpen«
diculaires sur les bases A B, CD, et:que I'angle
ALB ne soit_pas égal & Pangle CRD. Con-
duisez la droite RT dans la direction de la droite
CR, et faites sur la droite RT et au point R
pris dans cette droite I'angle TRY égal a I'ant
gle ALB (prop. 23. 1), faites la droite RT égale
a la droite AL et la droite RV:égale a la drone
LB; par le point V conduisez la droite YV pa-
ralléle i la droite RT, achevez la base RY et le
parallélipipéde ZV. Puisque les deux droites
TR, RV sont égales aux deux droites AL, LB
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et qu'elles comprennent des angles égaux, le
parallélogramme RY sera égal et semblable au
parallélogramme HL. De plus, puisque RT est
égal 4 AL et RS égal 4 LM et que ces droites
comprennent des angles égaux, le parallélo-
* gramme RZ sera égal et semblakle au-paral-
lélogramme AM. Le parallélogramme SV sera
égal et semblable au parallélogramme LE, par
la méme raison : donc trois parallélogrammes
du paralléhipipéde AE seront égaux et sem-
blables a trois parallélogrammes du parallélipi-
peéde ZV : donc puisque trois parallélogrammes
sont égaux et semblables a trois parallélogram~
mes opposés ( prop. 24. 11 ), le parallélipi-
péde total AE sera égal au parallélipipéde total
ZV.-Prolongez DR, YV, et que ces droites se
rencontrent’au point A’; par le point T con-
duisez la droite TT' patalléle 4 la droite DA/,
et prolongez TT', PD jusqu’'a ce qu'elles se
rencontrent au point B’, et complétez les paral-
Iélipipédes A'Z, RI. Le parallélipipéde ZA’ qui
a pour base le parallélogramme RZ opposé¢ au
parallélogramme "A'Q’ est égal au parallélipi-
péde ZV qui a pour base le parallélogramme
RZ opposé au parallélogramme VX, attendu
que ces deux parallélipipcdes ont la méme base
RZ et la méme hauteur, et que les droites in~
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_sistentes RA’, RV, TT', TY, S, SN, ZQ', ZX
sont placées dans les mémes droites A’Y, §'X;
mais le parallélipipéde ZV est égal au parallé-
lipipéde AE : donc le paralléhipipéde AE est
égal au parallélipipéde ZA’. Mais le parallélo-
gramme RVYT est égal au parallélogramme
A'T (prop.35. 1), car ces deux parallélogram-
mes ont la méme base RT et sont compris entre
les mémes paralléles RT, A'Y, et le parallélo-
gramme RV YT est égal au parallélogramme CD
parce que le parallélogramme CD est égal au
parallélogramme AB : donc le parallélogramme
A’T sera égal au parallélogramme CD; mais DT
est un autre parallélogramme : donc la base CD
est 4 la base DT comme la base A"T est 4 la base
DT (prop.7.5); et puisque le parallélipipede
CI est coupé par le plan RF paralléle aux plans
opposés, la base CD sera a la base DT comme
le parallélipipéde CF est au parallélipipéde RI
( prop. 25. 11). Par laméme raison, puisque le
parallélipipéde A'I est coupé par le plan RZ
paralléle aux plans opposés, la base A'T sera &
la base. DT comme le parallélipipéde A Z est
au parallélipipéde RI; mais la base CD est 4 la
base DT comme la base A'T est & la base TD:
donc le parallélipipéde CF est au parallélipi-
péde RI comme le parallélipipéde A’Z est au
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parallélipipéde RI (prop. 15.5) : done puisque
chacun des parallélipipédes CF, A'Z a laméme
raison avec le parallélipipéde RI, le paralléli-
pipéde CF sera égal an parallélipipéde A'Z
(prop. 9. 5); mais on a démonuré que le pa-
rallélipipéde A’Z est égal au parallélipipéde AE:
donc le parallélipipéde AE est égal au parallé-
hipipede CF.

Supposons & présent que les droites insis-
tentes AG, HK, BE, LM, CO, PQ, DF,
RS (fig. 192) ne soient point perpendiculaires
sur les bases AB, CD : je dis encore que le pa-
rallélipipéde AE sera égal au parallélipipéde CF.

Des pomts K, E, G, M, Q,F, 0, S con-
duisez sur les plans LN, A’D les perpendicu~
laires KN , ET, GV, MX, QY, FZ, OA/, SI qui
rencontrent ces plans aux points N, T, V, X,
Y,Z, A, I(prop.11.11), et menez les droites
NT,VX,NV,TX,YZ,YA', A'}, ZL Le pa-
rallélipipéde KX sera égal au paraliélipipéde QI
(prop. 31..11), parce que les parallélipipédes
KX, QI ont des bases égales KM, QS, et la
méme hauteur, et que leurs droites insistentes
sont perpendiculaires sur leurs bases. Mais le
parallélipipéde KX est égal au parallélipipéde
AE (prop. 30. 11), et le paralléhpipéde QF
égal au parallélipipéde GF, puisqu’ils ont la
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méme base et la méme hauteur, et que leurs

droites insistentes ne sont pas dans les mémes

droites : donc le parallélipipéde AE est égal

au parallélipipéde CF.

~ Donc les parallélipipédes qui ont des bases
égales et la méme hauteur , sont égaux entr’eux ;

ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXII.
THEOREME.

Les parallélipipédes qui ont la méme hauteur sont
entr'eux. comme leurs bases.

Soient AB,CD (fig. 193 ) deux parallélipipédes
qui aient la méme hauteur : je dis que ces pa-
rallélipipédes sont entr’eux comme leurs bases,
c'est-i-dire que le parallélipipéde AB est au
paralléhpipede CD comme la base AE est A la
base CF. .

Appliquez sur FG un parallélogramme FH qui
soit égal au parallélogramme AE (prop. 45.1),
et sur la base F H construisez le parallélipipéde
GK dont la hauteur soit la méme que celle du
parallélipipéde CD. Le parallélipipéde AB sera
égal au paralléhpipéde GK (prop.31.11), car
ces parallélipipédes ont des bases égales AE,
FH et la méme hauteur. Puisque le paralléli-
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pipéde CK est coupé par un plan DG paralléle
aux plans opposés, le parallélipipéde HD sera
au parallélipipéde DC comme la base HF est
i la base CF (prop. 25. 11); mais la base FH
est égale a la base AE et le parallélipipede GK
égal au parallélipipéde AB : donc le parallélipi-
pede AB est au parallélipipéde CD comme la
base AE cst a la base CF.

Donc les parallélipipédes qui ont la méme
hautcur sont entr'eux comme leurs bases ; ce
qu'1l falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIII
THEOREME.

Les parallélipipédes semblables sont entr’eux en
" raison triplée de leurs cités homologues.

Soient AB, CD (fig. 194) deux parallélipi~
pédes semblables et que le c6té AE soit I'ho-
mologue du c6té CF : je dis que les parallélipi=
pedes AB, CD sont entr’eux en raison triplée
des cotés AE, CF.

Menecz les droites EX, EL, EM dans la
direction des droites AE, GE, HE ; faites EK
égal 4 CF, EL égal 4 FN et EM égal a FR;
achevez le parallélogramme KL et le parallé=

lipipéde KP. Les deux droites EK, EL sont
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uralcs aux deux droites CF, FN; I'angle KEL
est e"al alangle CFN, parce quel’ anulc AEG
est eﬂal a CFN, a cause de la sumhtude des
parallé]ipipédes AB, CD : donc le parallélo-
gramme KL sera égal et semblable au parallé-
logramme CN. Par la méme raison, le paral=
lélogramme KM est égal et semblable au paral-
lélogramme CR, et le parallélogramme PE, égal
et semblable au parallélogramme DF : donc trois
parallélogrammes du parallélipipéde KP sont
égaux et semblables & trois parallélogrammes
du parallélipipéde CD : donc puisque trois pad
rallélogrammes sont égaux et semblables a trois
parallélogrammes opposés ( prop. 24. 11), le
parallélipipéde total KP sera égal et semblable
gu parallélipipcéde total CD (déf. 10.11). Ache-
vez le parallélogramme GK, et sur les bases
GX, KL construisez deux parallélipipédes EO,
L Q qui aient la méme hauteur que le parallé-
lipipéde AB. Puisqu’a cause de la similitude
des parallélipipédes AB, CD le c6té AE est au
¢6té CF comme le c6té EG est au c6té FN,
comme le c61é EH est au c6té F R, et puisque
FC est égal 4 EK, le c6té FN estégala EL,
et que FR est égal au c6té EM, AE sera au
c6té EK comme le c6té GE est au c¢6té EL et
comme le c6té HE est au c6té EM. Mais AE
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est 3 EK comme le parallélogramme AG cst au
parallélogramme GK (prop.1.6),et GE est &
EL comme le parallélogramme GX est au pa-
rallélogramme KL, et, de plus, HE estd EM
comme le parallélogramme QE est au parallé-
logramme KM : donc le parallélogramme AG
est au parallélogramme GK comme le parallé-
logramme G K est au parallélogramme KL et
comme le parallélogramme QE est au parallé-
logramme KM. Mais AG est i GK comme le
parall¢lipipéde AB est au parallélipipéde EO
(prop.32.11), et GK ést a KL comme le pa-
rallélipipéde OE est au parallélipipéde QL, et
de plus QE est 4 KM comme le parallélipipede’
QL est au parallélipipéde KP : donc le paral-
lélipipéde AB est au parallélipipéde E O comme
le parallélipipede EO est au parallélipipéde QL
et comme le parallélipipéde QL est au parallé-
lipipéde KP; mais si 'on-a quatre quantités de
suite qui soient proportionnelles, la premiére et
la quatriéme seront entr’elles en raison triplée
de Ia premiére et de la seconde (déf. 11.5):
donc les parallélipipédes AB, KP sont entr’eux
en raison triplée des paralléhpipedes AB, EO;
mais AB est a EO commne le parallélogramme AG
est au parallélogramme G K et comune la droite
AE est & la droite EK ( prop. 1.6) : donc les
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parallélipipcdes AB, KP sont en raison triplée
- des droites AE , EK. Mais le parallélipipede KP
est égal au parallélipipede CD et la droite EK
égale a la droite CF : donc les parallélipipédes
AB, CD sont en raison triplée des cétés homo-
logues AE, CF; ce qui falloit démontrer..

COROLLAIRE.

Il suit manifestement de li, que si quatre
droites sont proportionnelles, la premiére sera
ala quatriéme comme le parallélipipéde cons-
truit sur la premiére est au parallélipipéde sem-
blable et semblablement construitsurlaseconde,
puisque la premiére et la quatriéme droite sont
en raison triplée de la premiére et de laseconde.

PROPOSITION XXXIV.
THEOREME. .

Les bases des parallélipipédes égaux sont pro-
~ portionnelles aux hauteurs; et les parallélipi-
pédes dont les bases sont réciproquement pro-
fortionnelles aux hauteurs sont égaux entr'eux.

Que les parallélipipédes AB, CD (fig..195)
soient égaux : je dis que leurs bases sont réci-
proquement proportionnelles  leurs hauteurs;
c'est-d-dire que la Lase EH est 3 la base NQ

Z
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est 3 EK comme le parallélogramme A G est au
parallélogramme GK (prop.1.6),etGE est a
EL comme le parallélogramme GK est au pa-
rallélogramme KL, et, de plus, HE est  EM
comme le parallélogramme QE est au parallé-
logramme KM : donc le parallélogramme AG
est au parallélogramme GK comme le parallé-
logramme G K est au parallélogramme KL et
comme le parallélogramme QE est au parallé-
logramme KM. Mais AG est 4 GK comme le
parallélipipéde AB est au parallélipipéde EO
(prop. 32.11), et GK eést A KL comme le pa-
rallélipipéde OE est au parallélipipéde QL, et
de plus QE est 4 KM comme le parallélipipéde’
QL est au parallélipipéde KP : donc le paral-
lélipipéde AB est au paralléhipipéde EO comme
le parallélipipéde EO est au parallélipipéde QL
et comme le parallélipipéde QL est au parallé-
~ lipipéde KP; mais st I'on'a quatre quantités de
suite qui soient proportionnelles , la premiére et
la quatriéme seront entr’elles en raison triplée
de la premiére et de la seconde (déf. 11.5):
donc les parallélipipédes AB, KP sont entr’eux
en raison triplée des parallélipipédes AB, EO;
mais AB est 4 EO comme le parallélogramme AG
est au parallélogramme G K ct comune la droite
AE est & la droite EK (prop. 1.6) : donc les
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parallélipipédes AB, K P sont en raison triplée
- des droites AE , EK. Mais le parallélipipéde KP
est égal au parallélipipede CD et la droite EK
égale a la droite CF : donc les parallélipipédes
AB, CD sont en raison triplée des c6tés homo-
logues AE,, CF; ce qui falloit démontrer.

COROLLAIRE.

11 suit manifestement de la, que si quatre
droites sont proportionnelles , la premiére sera
3la quatriéme comme le paralléhipipéde cons-
truit sur la premiére est au parallélipipéde sem-
blable et semblablement construitsurlaseconde,
puisque la premiére et la quatriéme droite sont
en raison triplée de la premiére et de la seconde.

PROPOSITION XXXIV.
THEOREME. .,

Les bases des parallélipipédes égaux sont pro-
~ portionnelles aux hauteurs; et les parallélipi-
pédes dont les bases sont réciproquement pro-
portionnelles aux hauteurs sont égaux entr'eux.

Que les parallélipipédes AB, CD (fig..195)
sbient égaux : je dis que leurs bases sont réci-
proquement proportionnelles a leurs hauteurs;
c'est-d-dire que la base EH est 3 la base NQ

Z
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comme la hauteur du parallélipipéde CD est i
+ la hauteur du parallélipipéde AB.

Supposons d’abord que les droites insistentes
AG, EF, LB, HK, CM, NO, PD, QP soient
perpendiculaires sur les bases : je dis que la
base EH est ala base NQ comme CM est 2 AG.
Si la buse EH est égale i la base NQ et le pa~
rallélipipéde AB égal au parallélipipéde CD, la
hauteur CM sera égale a la bauteur AG ; car si
les bases EH, NQ étant égales, les hauteurs
AG, CM n’étoient pas égales, le parallélipi-
péde AB ne seroit point égal au parallélipipéde
CD (prop. 31.11); mais ces deux parallélipi-
pédes sont supposés égaux : donc les hauteurs
CM, AG ne sont pas inégales : donc elles sont
égales : donc la base EH est a la base NQ
comme CM est 3 AG, d’ou 1l suit évidemment
que les bases des parallélipipédes AB, CD sont
réciproquement proportionnelles a leurs hau-
teurs.
~ Supposons a présent que la base EH ne soit
pas égale & la base NQ et que la base EH soit la
plus grande; puisque le parallélipipcde AB est
égal. au. parallélipipéde CD, la hauteur CM
sera plus grande que la hauteur AG ; car si cela
n'étoit point, les parallélipipédes AB, CD ne
seroient pas égaux (prop. 31. 11); mais ils sont



DEUVCLIDE. 355
supposés égaux. Faites CT (fig. 196) égal &
AG et sur la base NQ construisez un parallé-
lipipéde X C dont la hauteur soit CT. Puisque
le parallélipipéde AB est égal au parallélipipéde
CD et que XC est un autre parallélipipede avec
lequel les deux parallélipipédes égaux AB, CD
ont la méme raison (prop. 7.5), le paralléli-
pipéde AB sera au parallélipipéde CX comme
le parallélipipéde CD est au parallélipipéde
CX; mais le parall¢hpipéde AB est au paralléli-
pipéde CX comme la base EH est a la base NQ
(prop. 32. 11), car les parallélipipedes AB, CX
sont égaux en hauteur, et le parallélipipéde CD
est au pdralléhpipéde CX comme la base MQ
est a la base QT (prop. 25.11), et comme le
c6té MC est au c6té CT (prop. 1.6) : donc la
base EH est & la base NQ comme le c6té MC
est au c6té CT; mais CT est égal 4 AG : donc
la base EH est a la base N Q comme le c6té MC
est au c6té AG : donc les bases des parallélipi-
pédes AB, CD sont réciproquement propor-
tionnelles aux hauteurs.

Supposons ensuite que les bases des paral-
1élipipédes AB, CD soient réciprogqueinent pro-
portionnelles aux hauteurs, c’est-a-dire que la
base EH soit 4 la base NQ comme la hauteur
du parallélipipéde CD est a la hauteur du pa-

2
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rallélipipéde AB : je dis que les parallélipipédes
- AB, CD sont égaux entr’eux.

Que les droites insistentes soient encore per-
pendiculaires sur les bases. Si ]a base EH est
égale a la base NQ et si la base EH est 4 la base
NQ comme la hauteur du parallélipipéde CD
est & la hautcur du parallélipipéde AB, la hau~
teur'du parallélipipéde CD sera égale i la hau-
teur du parallélipipede AB. Mais les paralléh- .
pipédes qui ont des bases égales et la méme
hauteur sont égaux entr’eux (prop.3r.11):
donc le paralléhpipéde AB sera égal au paral-
Iélipipéde CD.

Mais supposons que la base EH ne soit point
égale a la base N Q et que E H soit la plus grande
base; la hautcur du parallélipipéde CD sera plus
grande que la hauteur du pamllélipipéde AB,
c’est-a-dire que CM sera plus grand que AG;

. faites CT égal 4 AG, achevez également le pa-
rallélipipéde C X. Puisque la base EH est 4 la
base N Q comme le c6té CM est au coté AG et
que AG est égal 3 CT, la base EH sera a la
base NQ comme le c6té MC est au c6té CT.
Mais la base EH est 4 la base NQ comme le
parallélipipéde AB est au parallélipipéde CX
(prop. 3a. 11), car les parallélipipédes AB, CX
sont égaux en hauteur; mais le ¢61é MC est an
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c6té CT (prop. 1.6), comme la base MQ est
i la base QT et comme le parallélipipéde CD
est au parallélipipéde CX (prop. 25. 11); done
le parallélipipéde AB est au parallélipipede CX
comme le parallélipipéde CD est au parallélipi-
péde CX : done I'un et l'autre des parallélipi-
peédes AB, CD ont la méme raison avec le pa-
rallélipipéde CX : donc le parallélipipéde AB
sera égal au parallélipipede CD (prop -y 5),
ce qu nl falloit démontrer. .

Supposons maintenant que les. droues insis-
tentes FE, BL,GA,KH,ON,DP, MC,PQ
{fig. 197 ) ne soicut point perpendiculaires sug
les bases des parallélipipcdes. Des points F, G,
B,K, O, M, D, R conduisez sur les plans des
bases EH, NQ des perpendiculaires qui ren-
contrent ces plans aux fiomnts $, T, V, X, Y,
Z, B, A, et achevez les parallélipipédes FX,
OA’ (prop.ir. 11): je dis. que les bases des
parallélipipedes égaux AB, €D sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs; c’est-
t-dire que la base EH est a la base NQ comme
la hauteur du parallélipipéde CD est a la hau-
teur du - paralléhpipéde AB. Mais le paralléh-
pipede AB est égal au parallélipipéde CD;"le
parallélipipéde BT est égal au parallélipipéde
AB (prop. 3a. 11), car ils ont la méme base F K

3
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et l]a méme hauteur, et leurs droites insistentes
ne sont point placées dans les mémes droites ;
et le parallélipipéde DC est égal aussi an paral-
1élipipéde DZ, car ces deux parallélipipédes
ont la méme base OR et la méme hauteur, et
leurs droites insistentes ne sont point dans les
mémes droites : donc le parallélipipéde BT est
égal au parallélipipéde DZ. Mais nous venons de
voir que lesbases des parallélipipédes égaux dont
les hauteurs sont perpendiculaires sur les bases
sont réciproquement proportionnelles anx hau-
teurs : donc la base FK est a la base OR comme
la hauteur du parallélipipéde DZ est a la hau-
teur du parallélipipéde BT. Mais la base FK
est égale i ]la base EH (prop. 24.11), et labase
OR égale a la base NQ : donc la base EH est
2 la hase NQ comme la hauteur du parallélipi-
peéde DZ est i la hauteur du paralléhpipéde BT. -
Mais les hauteurs des parallélipipédes DZ, BT
sont les mémes que celles des paralléhipipédes
DG, BA : donc la basc EH est a la base NQ
comme la hauteur du parallélipipéde DC est &
la hautepr du parallélipipéde BA : donc les bases
des parallélipipédes AB, CD sont réciproque-
ment proportionnelles i leurs hauteurs.
Supposons enfin que les bases des parallélipi-
pédes AB, CD soient réciproquement propor-
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tionnelles aux hauteurs , c’est-a-dire que la base
EH soit a la base NQ comme la hauteur du
parallélipipéde CD est a la hauteur du paral-
lélipipede AB : je dis que le paralléhpipede AB
est égal au parallélipipede CD.

Faites la méme construction. Puisque la base
EH est a la base NQ comme la hauteur du pa-
rallélipipéde CD est a la hauteur du paralléhi-
pipéde AB, que.la base EH est égale i la base
FK etla base NQ égalc ala base OR, la base FK
scra a la base OR comme la hauteur du paral-
Iélipipéde CD est a la hauteur du parallélipi-
péde AB. Mais les hauteurs des paralléhpipédes
AB, CD sont les mémes que celles des paral-
Yélipipédes BC, DZ : donc la base FK est a la
base OR comme la hauteur du parallélipipede
DZ est a la hauteur du parallélipipéde BT:
donc les bases des parallélipipédes BC, DZ sont
réciproquement proportionnelles aux hauteurs.
Mais nous avons démontré que les parallélipi-
pédes qui ont leurs hauteurs perpendiculaires
sur les bases et qui ont leurs bases récipro- *
quement proportionnelles aux hauteurs sont
égaux entr’eux : donc le parallélipipede BT
est égal au parallélipipéde DZ. Mais le paral-
lélipipéde BA est égal au parallélipipéde BT
(prop. 30. 11 ), car ces deux parallélipipédes

4
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ont la méme base FK et la méme hautcur, et
leurs droites insistentes ne sont point dans les
mémes droites; et outre cela le parallélipipéde
DZ est égal au parallélipipéde D€, puisque ces
deux parallélipipédes ont la méme base OR et.
la méme hauteur , et que leurs droites insistentes
ne sont pas dans les mémes droites : donc le.
parallélipipede AB est égal au parallélipipéde.
CD; ce quil fallon démontrer.

PROPOSITION XXXV
THEORE ME.

Si des sommets de deux angles égaux on méne
au~dessus de leurs plans des droites qui fassent
avec leurs cdtés des angles égaux chacun 4
chacun ; si dans ces droites on prend des points
quelconques , si de ces points on méne des per-
pendiculaires sur les plans des angles donnés ,,
et si des points ou ces perpendiculaires rencon—
trent ces plans on ménc des droites aux sommets.
des angles donnés, les angles compris par ces
droites et par celles qu'on a d'abord menées des
sommets des angles au-dessus de leurs plans
seront ¢gaux entr'eux.

Soient les deux angles égaux BAC, EDF
(fig. 198 }; des points A, D ménez au-dessus
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des plans de ces angles les droites AG, DM qu
fassent avec les c6tés de ces mémes angles des
angles égaux chacun a chacun, savoir, 'angle
GAB égal 4 'angle MDE et 'angle GAC égal
al'angle MDF; prenez sur les droites AG, DM
des points quelconques G, M; des points G, M
menez sur les plans BAC, EDF les perpendi-
culaires GL, MN qui rencontrent ces plans aux
points L, N, et menez les droites LA, ND : je
dis que I'angle GAL est égal a I'angle MDN.
Faites la droite AH égale a la droite DM, et
par le point H menez la droite HK paralléle &
la droite G L. Puisque la droite G L, est perpen-
diculaire sur le plan BAC, la droite HK sera aussi
perpendiculaire sur le plan BAC (prop. 8. 11);
des points K, N conduisez sur AB, AC, DF,
DE les perpendiculaires KB, KC, NF, NE et
menez HC, CB, MF, FE. Puisque le quarré de
la droite HA est égal aux quarrés des droites
HK, KA et que les quarrés des droites KC,
CA sont égaux au quarré de la droite KA
(prop. 47. 1), le quarré de la droite HA sera
égal aux quarrés des droites HK , KC, CA. Mais
le quarré de la droite HC est égal aux quarrés
des droites HK, KC : donc le quarré de la
droite HA sera égal aux quarrés des droites
HC, CA : douc I'angle HCA est droit. L'an-
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gle DFM est droit, par la méme raison : done
Pangle ACH est égal a I'angle DF M. Mais
Fangle HAC est égal a 'angle MDF : donc
Ies deux triangles MDF, HAC ont deux angles
€gaux & deux angles, chacun 3 chacun, et un-
c6té égal & un c6té, c’est-a-dire les cotés sou-
tendus par des angles égaux, savoir, le c6ié
AH qui est égal au c61é DM par construc-
tion : done ces deux triangles ont les autres
¢Otés égaux aux autres c6tés , chacun a chacun
(prop. 26. 1) : donc AC est égal 2 DF. Nous
démontrerons semblablement que AB est égal
& DE. Menez les droites HB, ME. Puisque le
quarré de la droite AH est égal aux quarrés des
droites AK, KH et que les quarrés des droites
AB, BK sont égaux au quarré de la droite AK,
les quarrés des droites AB, BK, KH seront
€gaux au quarré de la droite AH. Mais le quarré
de la droite BH est égal aux quarrés des droites
BEK, KH, car angle HKB est droit a cause que la
droite HK est perpendiculaire sur le'plan BAC :
donc le guarré de la droite AH est égal aux
quarrés.des droites AB, BH : donc I'angle ABR
estdroit. L’angle DEM cst droit, par la méme
raison ; mais I'angle BAH est égal aFangle EDM,
par supposition, et la droite AH est égale a la
droite DM : donc la droite AB est égale a la
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droite DE ; donc puisque AC est égal a DF et
AB égal A DE, les deux droites CA, AB sont
égales aux deux droites FD, DE; mais 'angle
CAB est égal a I'angle FDE : donc la base BC
. est égale a labase EF (prop. 4.1), le triangle
égal au triangle et les autres angles égaux aux
autres angles : donc I'angle ACB est égal i I'an-
gle DFE; mais I'angle droit ACK cst égal a
Fangle droit DFN, par construction : donc
" Pangle restant BCK est égal a I'angle restant
EFN. Par la méme raison I'angle CBK est égal
a I'angle FEN : donc les deux triangles CBK,
FEN ont deux angles égaux & deux angles,
chacun a chacun, et un c6té égal a un cété,
c’est-a-direles c6tés quisontadjacens ddes angles
égaux,, savoir, le c6té BC qui est égal au coté EF :
donc ces deux triangles auront les antres coté¥
¢égaux aux autres cdtés (prop.26. 1) : donc le
c6té CK est égal au c6té FN; mais AC est égal &
DF : donc les deux droites AC, CK sont égales
aux deux droites DF, FN et ces droites com-
prennent des angles droits : donc labase AK est
égale & la base DN (prop. 4.1); et puisque la
droite AH est égale 4 la droite DM, le quarré de
AH sera égal au quarré de DM ; mais les quarrés
des droites AK , KH sont égaux au quarré de la
droite AH (prop. 47. 1), car I'angle AKH est
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droit et les quarrés des droites DN, N'M sont
égaux au quarré de la droite DM, parce que
Fangle DN M est droit ;: donc les quarrés des
droites AK, K H sont égaux aux quarrés des
droitecs DN, NM; mais le quarré de AK est .
égal au quarré de DN : donc le quarré de KH
est égal au quarré de N M : donc la droite HK
est égal a la droite MN : donc puisque les deux
droites HA, AK sout €gales aux deux droites.
MD, DN, chacune a chacune, et quon a dé-
montré que Ja base HK est égale i la base NM,
I'angle HAK sera égal a I'angle MDN ( prop.8. 1) ;
ce qu'il falloit démontrer.

COROLLAIRE.

11 suit manifestement de la que si deux angles
sont égaux i deux angles et que si des sommets
de ces angles et au-dessus de leurs plans on méne
des droites qui fassent avec les cotés des angles
donnés des angles égaux chacun a chacun, les
perpendiculaires menées de ces droites sur les
plans des premiers angles sont égales entr’elles,
si les points d’ou1 elles partent sont également
éloignés des sommets de ces angles.

\
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PROPOSITION XXXVI.
THEOREME.

Si trois droites sont proportionnelles , le paral-
lélipipéde construit avec ces trois droites est
égal au parallélipipéde construit avec la droite
moyenne ; il faut que ce dernier parallélipi-
péde, qui sera équilatéral, soit équiangle avec
le premier parallélipipede.

Soient trois droites proportionnelles A, B, C
(fig. 199), de maniére que A soit 4 B comme B
est a C : je dis que le parallélipipéde construit
avec les trois droites A, B, C est égal au paral-
Jlipipéde construit avec la droite B; il faut que
ce dernier parallélipipéde , qui sera équilatéral,
soit équiangle avec le premier parallélipipéde.

Soi P'angle solide E compris sous les trois
angles plans DEG, GEF, FED ; faites chacune
des droites DE, GE, EF ¢égales a la droite B,
et achevez le parallélipipéde EK. Faites ensuite
LM égal 4 A, sur la droite LM et au point L
construisez un angle solide qui étant compris
sous les plans NLO, OLM, MLN soit égal &
Pangle solide E (prop. 26.11); faites LO égal a
B, et LN égal & C. Puisque A esta B comme B
esta G, que A est égal 4 LM, que B est égal i
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chacune des droites LO, EF, EG, ED et que C
est égal a LN, la droite LM sera a ladroite EF
comme la droite DE est a la droite LN : donc
les c61és places autour des angles égaux MLN,
DEF sont réciproquement proportionnels : done
le parallélogramme M N est égal au parallélo-
gramme -DF (prop. 14.6); et puisque les deux
angles DEF, NLM sont égaux, que les droites
LO, EG qui sont égales entr’elles et qui sont
menées au-dessus des plans des angles égaux
DEF, NLM font avec leurs cotés des angles
égaux , chacun a chacun, les perpendiculaires
menées des points G, O sur les plans DEF,
NLM seront égales entr’elles (corol. 35. 11):
done les paralléhipipédes LH, EK ont la méme"
hauteur. Mais les parallélipipédes qui ont des
bases ¢gales et lamnéme hanteur sont égaux entre
eux (prop. 31. 11) : donc le parallélipipéde HL
est égal au parallélipipéde E K. Mais le parallé-
lipipéde HL a été construit avec les trois droites
A, B, C, et le parallélipipéde EK a été cons-
truit avec la droite B : donc le parallélipipéde
construit avec les trois droites A, B, C est égal
au parallélipipéde construit avec la droite B,
lequel est équilatéral et équiangle avec le pre-
mier parallélipipéde.

. Done si trois droites sont proportionnelles, le
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parallélipipede construit avee ces trois droites
est égal au parallélipipede construit avec la
droite'moyenne , et ce dernier parallélipipéde
est équilatéral et équangle avec le premier
paralléhpipéde ; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVII
THEOREME.

Si quatre droites sont proportionnelles, les paral-
lélipipcdes semblables et semblablement cons-
truits sur ces droites sont proportionnels , et si
des parallélipipédes semblables et semblable-
ment construits sur quatre droites sont propor-
tionnels , ces droites seront aussi proportion-
nelles entr'elles.

Soient quatre droites proportionnelles AB,
CD, EF, GH (fig. 200), de maniére que AB
soit 3 CD comme EF est 3 GH; construisex
sur les quatre droites AB, CD, EF, GH les
parallélipipédes semblables et semblablement
posés KA, LC, ME, NG : je dis que KA est
aLC comme ME est a NG. )

Puisque le parallélipipéde KA est semblable
au parallélipipéde L.C, les parallélipipédes KA,
LC seront entr’eux en raison triplée des cotés
AB, CD (prop.33.11). Par la méme raison,
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les parallélipipedes ME , NG seront entr’eux
en raison triplée des c6tés EF, GH. Mais, par
hypothése, AB est 8 CD comme EF esta GH:
donc AK est 3 LC comme ME est a NG.

Si le parallélipipéde AK est au parallélipi-
péde LC comme le paralléhipipede ME est au
parallélipipéde NG : je dis que la droite AB est
a la droite CD comme la droite EF est 4 la
droite GH.

Puisque les parallélipipédes AK, LC sont
entr’eux en raison triplée des c6tés AB, CD,
et que les parallélipipédes ME, NG sont aussi
en raison triplée des c6tés EF, GH, et a cause
que AK est 4 LC comme ME est 2 NG, la
droite AB sera a la droite CD comme la droite
EF est a la droite GH.

Donc si quatre droites sont proportionnelles,
les parallélipipédes semblables et semblable~
ment construits sur ces quatre droites seront
proportionnels ; et si quatre parallélipipedes
construits sur quatre droites sont proportion-
nels, ces quatre droites seront aussi propor-
tionnelles ; ce qu'il falloit démontwrer.
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PROPOSITION XXXVIII
THEOREME.

&8¢ un plan est perpendiculaire sur un autre plan,
et si d’un point pris dans un de ces plans on
conduit une perpendiculaire sur Uautre plan ,
cette perpendiculaire tombera sur la scction
commune des plans.

Que le plan CD (fig. 201 ) soit perpendicu-
laire sur le plan AB, ne leur commune section
soit AD, et que dans le plan CD soit pris un
point quelconque E : je dis que la perpendicu-
laire menée du pomnt E sur le plan AB tombe
sur la droite AD.

Que cette perpendiculaire tombe, si cela est
possible , hors de la commubpe section des plans;
qu'elle ait, par exemple, la position EF et
qu’elle rencontre le plan AB au point F; du
point F et dans le plan AB conduisez la droite
FG perpendiculaire sur DA (prop. 10. 1), cette
droite sera certainement perpendiculaire sur le
plan CD (déf. 4. 11). Menez EG.

Puisque la droite F G est perpendiculaire sur
le plan CD et qu'elle rencontre la droite EG
qui est dans le plan CD, I'angle FGF sera droit
(def. 3. 11). Mais la droite EF est perpendicu-

Aa
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laire sur le plan AB : donc I'angle EFG est droit :
donc le triangle EFG a deux angles droits , ce
qui est absurde ( prop. 17. 1) : donc la perpen-
diculaire mende du point E sur le plan AB ne
tombe pas hors de la droite DA : donc elle
tombe sur la droite DA.

Donc si un plan est perpendiculaire sur un
autre plan, et si d’un point pris dans un dé ces
plans on méne une droite perpendiculaire sur
Pautre plan, cette droite sera perpendiculaire
sur la commune section des plans; ce qu'il falloit
démoantrer.

PROPOSITION XXXIX.
THEEORLEME.

Si dans un parallélipipéde on coupe en deux
parties égales les cGtés des plans opposés , et si
par leurs sections on méne des plans, la com=-

. mune section de ces plans et le diamétre du
parallélipipéde se couperont mutucllement en
deux parties égales.

Que dans le paralléhipipéde AF (fig. 202)
les cOtés des plans opposés CF, AH soieut
coupés en deux parties égales aux points K, L,
M, N, O, Q, P, R, et par les sections de ces
c6tés soient conduits les plans KN, OR’ que
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la commune section de ces plans soit VS, et que
le diamétre du parallélipipéde soit DG : je dis
que les droites VS, DG se’ coupent en deux
parties égales , c'est-a-dire que VT est égal a
TS et DT égal a TG.

Mecnee DY, VE, BS, SG. Puisque DO est
paralléle a PE, les angles alternes DOV, VPE
sont égaux enu’eux (prop. 29. 1); et puisqque DO
est égal aPE, OV égal i VP et que ces droites
comprennent des angles égaux , la base DV sera
égale 4 la basc VE, le triangle DOV égal au
triangle VP E, et les autres angles égaux aux
autres angles : donc Pangle OVD est égal a
Pangle PVE : donc la hgne DVE est une ligne
droite (prop. 14.1). Par la méme raison, la
ligne BSG est aussi une ligne droite, et la droite
BS est égale a la droite SG. Puisque la droite
CA est égale et paralléle 2 DB et que la droite
C A est aussi égale et paralléle a la droite EG,
la droite DBsera égale et paralléle i ladroite EG
(pr.30.1); mais ces droites sont jointes par les
droites DE, BG : donc la droite DE est paralléle
ala droite BG (prop. 33. 1); mais on a pris dans
chacune de ces droites des points quelcongues
D,V,G, S eton a mené les droites DG, VS : donc
ces droites sont dans un seud plan (prop.7.11):
donc puisque la droite DE est paralléle iladroite

2
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BG, lcs angles EDT, BGT sont égaux, car ils
sont alternes (prop. 29. 1); mais I'angle DTV
est égal a angle GT S (prop. 15.1) : donc les
deux triangles DTV, GTS ont deux angles éganx
i deux angles, un c6té égal 4 un c6té, ces cotés
soutendant des angles égaux, c’est-i-dire que
le c6té DV est égal au c6té GS, car ces cotés
sont les moiués des droites DE , BG : donc ces
deusx triangles auront les autres c6tés égaux aux
autres cotés (prop. 26. 1) : donc DT est égal
ATG et VT égal a TS.

Donc si dans un parallélipipéde on coupe en
deux parties égales les c6tés des plans opposés;
ct si par leurs sections on meéne des plans, la
commune section de ces plans et le diamétre du
parallélipipéde se couperont mutuellement en
deux parties égales ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XL

THEOREME.

Si deux prismes sont égaux en hauteur, si lun
d’eux a pour base un parallélogramme et U autre
un tiangle, et si le parallélogramme est double
du triangle, ces prismes seront égaux.

Soient ABCDEF, GHKLMN (fig. 203)
des prismes ¢gaux en hauteur, que l'un d’eux
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ait pour base le parallélogramme AF et autre
le triangle GHK, et que le parallélogramme
AF soit double du triangle GHK : je dis que le
prisme ABCDEF cst égal au prisme GHKLMN.

Achevez les parallélipipédes AO, GP. Puis-
quele parallélogramme AF est double du trian-
gle GHK et le parallélogramme HK double aussi
du triangle GHK, le parallélogramme AF sera
égal au parallélogramme HK. Mais les parallé-
lipipédes qui ont des bases égales et la méme
hauteur sont égaux entr’eux (prop.31. 11 ):
donc les parallélipipédes AO, GP sont égaux;
mais le prisme ABCDEF est la moitié du pa-
rallélipipéde AO et le prisme GHKLMN la
moitié du paralléhpipéde GP : donc le prisme
ABCDEF est égal au pnsme GHKLMN..

Donc st deux prismes ont la méme hauteur,
st 'un d’eux a pour base un parallélogramme
et Fautre un triangle , et si le parallélogramme
est double du triangle ; ces deux prismes sont
égaux ; ce qu'il falloit démontrer.

FIN DU ONZIEME DIVRE.

(5]
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LIVRE XIL

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

Les polygones semblables inscrits dans des cer-
" cles sont entr’eux comme les quarrés des dia-
métres.

SOIENT les cercles ABCDE, FGHKL
(fig. 204 ) dans lesquels sont décrits les poly-
gones semblables ABCDE, FGHKL; queles
diamétres de ces cercles soient BM, GN : je
dis que le polygone ABCDE est au polygone
FGHKL comme le quarré de BM est au quarre
de GN.

Menez BE, AM, GL, FN. Puisque le po-
lygone ABCDE est semblable au polygone
FGHKL, que I'angle BAE est égal 4 I'angle
GFL (déf. 1.6) et que BA est 3 AE comme
GF est a FL, les deux triangles BAE, GFL
ont un angle égal 4 un angle, savoir, I'angle
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BAE égal a I'angle GFL et les cités placds
autour de ces angles sont proportiounels cutre
eux : donc les deux triangles ABE, FGL sont
équiangles (prop.6.6) : donc I'angle AEB est
égal 4 I'angle FL G, mais 'angle AEB est égal
a l'angle AMB (prop. 21.3), carils sont ap-
puyés sur le méme arc et 'angle F L G est aussi
égal a I'angle FN G ; donc Vungl¢ AMB est égal
al'angle FN G; mais angle droit BA M est égal
i I'angle droit GFN ; donc.I'angle restant est
égal a I'angle restant : .donc les doux tangles
ABM, FGN sont ¢qyangles 1 donec BM cst &
GN comme BA est & GE.{ prop. 4. G). Mais les
quarrés des droites BM, GN sont en raison
doublée -des droites BM, GN ( prop. 20.6),
et les polygones ABCDE,: FGHKL sont en
raison doublée des ¢dtés BA , GF : doune le
polygone ABCDE est au polygone EGHEKL
comune le quarré de BM est au quarré de GN.
- Donc les polygones semblables inserits dans
des cercles sont enu’eux comme les uarrés des
diaméwes ; ce quil falloit démontrer,

'
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PROPOSITION IL
THEOREME.

Les cercles sont entr'eux comme les quarres
de leurs diamétres.

Sosent les cercles ABCD, EFGH (fig. 205).
et que leurs diamétres soient BD, FH : je dis
que le cercle ABCD estau cercle EFG H
comme le quarré de BD est au quarré de FH.

Si cela n'est point , le'quarré du diamétre BDy
sera au quarré du diamétre FH comme le cer-
cle ABCD est a une surface plus grande ou i
une surface plus petite que le cercle EFGH.
Supposons d’abord que cette surface soit plus
petite et qu’elle soit S. Dans le cercle EFGH
décrivez le quarré EFGH; le quarré décrit
dans ce cercle est plus grand que la moitié du
cercle EFGH, parce que si par les points I,
F, G, H nous menons des tangentes a ce cer-
cle, le quarré EF G H sera la moitié du quarré
circonscrit ( prop. 47. 11, prop. 1.5 ) : mais un
cercle est plus petit que le quarré circonserit :
donc le quarré EFGH est plus grand que la
moitié du cercle EFGH. Partagez les arcs ET,
FG, GH, HE en deux parties égales aux pomts
K,L, M, N, et menez les droites EK,KF,
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FL,LG, GM, MH, HN, N F. Chacun des
riangles EKF, FLG, GMH , HNE est plus
grand que la moitié du scgment dans lequel il
est placé; parce que si par les points K, L,
M, N nous menons des tangentes au cercle,
et st sur les droites EF, FG, GH, HE et
entre ces tangentes nous construisons des pa-
rallélogrammes , chacun des triangles EKF,
FLG,GMH, HNE sera la moitié du paral-
lélogramme dans lequel il est placé (pr.37.1).
Mais chaque segment est plus petit qu'un
parallélogramme : donc chacun des triangles
EKF,FLG, GMH, HNE est plus grand
que la moitié du segment dans lequel il est
placé. $i nous partageons ensuite les arcs res-
tans en deux parties égales, et si nous joignons
leurs extrémités par des droites, et si nous con-
unuoens toujours de faire laméme chose, il nous
restera certains segmens de cercles dont la
somme sera moindre que l'excés du cercle
EFGH sur I'espace S; car nous avons démon-
tré dans le premier théoréme du dixiéme Livre
que deux quantités inégales étant données, si
Tou retranche de la plus grande quantité une
partie plus grande que la moitié de cette quan-
tité, si on retranche ensuite de ce qui reste une
parte plus grande que la moitié de ce reste, et

AY
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si 'on continue toujours de faire la méme chose,
il reste enfin une certaine quantité qui est moin-
dre que la plus petite des quanttés données.
Supposons qu’on ait pour reste les segmens du
cercle EF GH placés sur les cordes EK, KF,
FL, LG, GM, MH, HN, NE, et que ces
segmens soient moindres que I'excés du cercle
EFGH sur I'espace S, 1l est évident que le po-~
lygone EKFLGMHN sera plus grand que L'es-
pace S. Décrivez dans le cercle ABCD wn po-
lygone AOBPCQ DR semblable au polygone
EKFLGMHN; le quarré de BD sera au quarré
de FH comme le polygone AOBPCQDR
" est au polygone EKFLGMHN (prop. 1. 12);
mais par supposition le quarré de BD est au
quarré de FH comme le cercle ABCD est 3
I'espace S : donc le cercle ABCD est 4 'espace S
comme le polvgone AOBPCQDR est au poly-
gone EKFLGMHN, et en échangeant les
plans des moyens, le cercle ABCD est au po=
lygone qui lui est inscrit comme I'espace 8 est
au polvgone EKFLGMHN; mass lecercle
ABCD est plus grand que le polygone qui lui est
inscrit : donc Pespace S est plus grand que le po-
lygone EKFLGMHN ; mais, par supposition,
il est an contraire plus petit, ce qui est iImpossi-
ble : donc le quarré de BD n’est point au quarré
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de FH comme le cercle ABCD est a un espace
quelconque plus petit que le cercle FFGH. Nous
démontrerons semblablement que le quarré de
FH n’est poiat au quarré de BD comme le cer-
cle EFGH est & un espace quelconque plus
petit que le eercle ABCD. Je dis ensuite que
le quarré de BD n’est point aw gquarré de FH.
comme le cercle ABCD est a un espace quel-
conque plus grand que le cercle EFGH; car s1
cela est possible, supposons que le quarré de
BD soit au quarré de FH eomme le cercle
ABCD est 4 un espaece plus grand, et suppo-
sons que S soit cet espace. En mettant les anté-
cédens a la place deg conséquens et les consé-~
quens 3 la place des antécédens, le quarré de FH
sera au quarré de BD comms Lespace S est au
cercle ABCD; mais on démontrera plus bas que
Tespace § est au cercle ABCD eomune l¢ cercle
EFGH est 4 un espace quelcongue plus. petit
que le cercle ABCD : donc Je quarré de FH
est au quarré de BD comme le cercle EFGH
est & un espace plus petit que le cercle ABCD,,
ce qui a éé démontré impossible : donc le,
quarré de BD n'est pas au quarré de FII commie
le cercle ABCD est & un espace quelconque
plus grand que le cercle EFGH. Mais on a
démontré que le quarré de BD n'est poiat au
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quarré de FH comme le cercle ABCD est &
un espace quelconque plus petit que le cercle
EFGH : donc le quarré de BD est au quarré
de FH comme le cercle ABCD est an cercle
EFGH.

Donc les cercles sont entr’enx comme les
quarrés des diamétres ; ce qu’il falloit démon-
trer.

L EMME.

Si Fespace S est plus grand que le cercle
EFGH (fig.206) : je dis que l'espace S est
au cercle ABCD comme lé cercle EFGH est
-4 un espace quelconque plus petit que le cer-
cle ABCD. '

- Car supposons que I'espace S soit au cercle
ABCD comme le cercle FFGH est & un espace
T : je dis que 'espace T est plus petit que le
cercle ABCD; car puisque I'espace S est an
cercle ABCD comme le cercle EFGH est i
Pespace T, en échangeant les plans des moyens,
I'espace S sera au cercle EFGH comme le cer-
cle ABCD est a V'espace T ( prop. 16.6). Mais
par supposition I'espace S est plus grand que le
cercle EFGH : donc le cercle ABCD est plus
grand que I'espace T ; et par conséquent espace
S est au cercle ABCD comme le cercle EFGH
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est a un espace quelconque plus petit que le
cercle ABCD.

PROPOSITION IIL
THEOREME.

Toute pyramide triangulaire (1) peut se diviser
en deux pyramides triangulaires égales et sem~
blables entrelles et semblables a la pyramide
totale, et en deux prismes égaux qui sont plus
grands que la moitié de la pyramide entiére.

Soit une pyramide dont la base soit le trian-
gle ABC (fig. 207 ) et dont le sommet soit le

point D : je dis que la pyramide ABCD peut se
~ diviser en deux pyramides triangulaires égales
et semblables entr’elles et semblables 4 la py-
ramide totale, et en deux prismes égaux qui
sont plus grands que la moitié de la pyramide
totale.

Partagez les cotés AB, BC, CA, AD, DB,
DC en deux parties égales aux points E, F,
G, H, K, L, et menezles droitessEH, EG, GH,
HK, KL, LH, EK, KF, FG. Puisque AE
est égal A EB et AH égal 2 HD, la droite EH
scra paralléle a la droite DB (prop. 2.6). La

(1) Une pyramide triangulaire est celle dont 1a base
est un triangle.
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droite HK est paralléle 2 1a droite AB, par la
méme raison : donc la figure HEBK est un
parallélogramme : donc HK est égal 3 EB
(prop. 34. 1). Mais EB est égal 4 AE :-done
AE sera égal a HK. Mais AH est égal a HD:
donc les deux droites AE, AH sont égales aux
deux drottes KH, HD, chacune i chacune;
mais I'angle EAH est égal a I'angle KHD
(prop. 29. 1) : donc la base EH est égale 4 la
base KD (prop. 4. 1) : donc le triangle AEH
cst égal ct semblable au triangle HKD. Par la
méme raison , le. trialig]e AHG est égal et
semblable au triangle HLD. Puisque les deux
droites EH , HG qui se touchent sont paral-
léles aux deux droites KD, DL qui se touchent
et quine sont pas dans le méme plan, ces droites
comprendront des angles égaux (prop. 10. 11):
donc V'angle EHG est égal  I'angle KDL. De
plus , puisque les deux droites EH, HG sont
égales aux deux droites KD, DL, chacune a
chacune , et que I'angle EHG est égal a 'angle
KDL, la base EG sera égale 4 la base KL :
donc le triangle EHG est égal et semblable au
triangle KDL. Par la méme raison, le triangle
AEG est égal et semblable au triangle HKL:
donc la pyramide dont la base .est le triangle
AEG ct dont ]e sommet est le point H est égale
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et semblable a la pyramide dont la base est le
triangle HKL et dont le sommet est le point D.
Puisque la droite HK est paralléle 2 un des
c6tés du triangle ADB, savoir, au c6té AB, le
triangle ADB sera équiangle avec le triangle
DHK (prop. 29. 1) : donc ces deux triangles
auront leurs c6tés proportionnels (prop. 4.6),
et seront par conséquent semblables. Par la
méme raison, le triangle DBC est semblable au
. triangle DKL et le trangle ADC est semblable
aussi au triangle DHL. Mais puisque les deux
droites BA, AC qui se touchent sont paralléles
aux deux droites KH, HL qui se touchent et
qui ne sont pas dans le méme plan, ces droites
comprendront des angles égaux (prop. 10. 11):
douc 'angle BAC est égal a Pangle KHL. Mais
BAesta AC comme KH est 3 HL : douc le
triangle ABC est semblable au triangle HKL
(prop.6.6), et par conséquent la pyramide
dont la base est le triangle ABC et dont le
sommet est le point D est semblable a la pyra-
mide dont la base est le triangle HKL et dont
le sommet est le point D. Mais nous avons dé-
montré que la pyramide dont la base est le
triangle HK L et dont le sommet est le point D
est semblable a la pyramide dont la base est le
triangle AE G et dont le sommet est le pomnt H:
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donc la pyramide dont la base est le triangle
ABC et dont le sommet est le point D) est sem-
blable & la pyramide dont la base est le triangle
AEG et dont le sommet est le point H : donc-
T'une et l'autre des pyramides AEGH, HKLD
sont semblables & la pyramide totale ABCD.
Puisque BF est égal 2 FC, le parallélogramme
EBFG sera double du triangle GFC (pr. 41.1):
mais deux prismes de méme hauteur dont
I'un a pour base un parallélogramme et dont
I'autre a pour base un triangle sont égaux entre
eux lorsque le parallélogramme est double da
triangle (prop. 40. 11) : donc le prisme com-~
pris sous les deux triangles BKF, EHG et sous
les trois” parallélogrammes EBFG , EBKH,
KHGF est ¢gal au prisme qui est compris sous
les deux triangles GFC , HKL et les trois pa-
rallélogrammes KFCL, LCGH, HKFG. Mais
il est évident que chacun de ces prismes et cclui
dont la base est le parallélogramme EBF G op-
posé a la droite HK et celui dont la base est le
triangle G F C opposé au triangle KL H est plus
grand que chacune des pyramides dont les bases
sont AEG, HKL et les sommets les points H,
D; puisque sinous menons les droites EF, EK,
le prisme dont la base est le parallélogramme

EBFG opposé a la droite HK est plus grand
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que la pyramide qui a pour base le triangle
EBF et pour sommet le point K. Mais la
pyramide qui a pour base le triangle EBF et
pour sommet le point K est égale i la pyramide
qui a pour base I¢ triangle AEG ct pour sommet
le point H (déf. 10. 11), car elles sont com~
prises sous des plans égaux et semblables: done
le prisme qui a pour basc le parallélogramme
EBFG opposé a la droite HK est plus grand
que la pyramide qui a pour base le triangle AEG
et pour sommet le point H. Mais le prisme qui
a pour base le parallélogramme EBF G opposé
a la droite HK est égal au prisme qui a pour
base le triangle G F C opposé au triangle HK L’;
et la pyramide qui a pour base le triangle AEG
et pour sommet le point H est égale a la pyra-
mide qui a pour base le triangle HKL et pour
sommet le point D : donc les deux prismes dont
nous venons de parler sont plus grands que les
deux pyramides qui ont pour bases les trian-
gles AEG, HKL et pour sommets les points
H, D : donc la pyramide totale qui a pour base
le triangle ABC et pour sommet le point D a é1é
divisée en deux pyramides triangulaires égales
et semblables entr’elles et semblables ala py—
ramide totale et en deux prismes égaux qui

Bb



386 . BELEMENS

sont plus grands que la moiti¢ de la pyramide
totale ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION 1V.
THEOREME.

Si deux pyramides triangulaires de méme hauteur
sont divisées U'une et Uautre en deux pyramides
égales entr'elles et semblables a la pyramide
totale et en deux prismes égaux , si ces nou-
velles pyramides sont divisées de la méme ma~
niére et ainsi de suite , la base de Vune de ces

- pyramides sera a la base de Uautre pyramide
comme tous les prismes de Pune de ces pyra~

" mides sont & un méme nombre de prismes con-
tenus dans U'autre pyramide.

Soient deux pyramides triangulaires de méme
_hauteur qui aient pour bases les triangles ABC,
DEF (fig. 208) et pour sommets les points
G, H; que chacune de ces pyramides soit divi-
sée en deux pyramides égales entr'elles et
semblables aux pyramides totales et en deux
prismes égaux , que ces nouvelles pyramides
soient divisées de la méme maniére et ainsi
de suite : je dis que Ja base ABC sera a la
base DEF comme tous les prismes contenus
‘dans la pyramide ABCG sont au méme nombre
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de prismes contenus dans la pyramide DEFH,
Puisque BO est égal a OC et AL égal 3
LC, la droite AB sera paralléle i la droite OL,
(prop.2.6), et le triangle ABC sera semblable
au triangle LOC (prop. 4.6). Le triangle DEF
sera semblable au triangle RXF, par la mémeg
raison; et puisque la droite BC est dopble de
la droite CO et la dreite EF double aussi de
la droite F X, la droite BC sera i a droite GO
comme la droite EF est 3 la droite F X, M“ii
les ﬁgures rectilignes semblables et sembfab]e-
ment pos¢es ABC, LOC ont été décrites sur,
les droites BC, CO, et les figures recnlxgqes
semblables et semblablement posées DEF,
RXF ont été décrites sur les drojtes EF, FX :
donc le triangle ABC est au yriangle LOC
comme le triangle DEF est ay triangle RXF
(prop. 22.6), et en echa&geant les plans des
moyens , le triangle A ABC est au. triangle DEF,
comme le triangle LOC est au y;mngle RXF.
Mais on démontrera plus bas que le triangle
LOC est au triangle RXF comme le prisme
qui a pour base le triangle LOC opposé 3 PMN
est au prisme qui a pour base le triangle RXF
opposé 4 STV : donc le triangle ABC est ay
triangle DEF comme le prisme gni a pour base
le uiangle LOC opposé @ PMN est au prisme
2
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qm a pour base le- trnansle RXF oppose ASTV;

et puisque les deux pr ismes qui sont dans la
pyrannde ABCG sont ¢gaux entr’eux et que les
deux pnsmes qui sont dans la pyramxde DEFH
sont aussi égaux entr'eux, le prisme qui a pour
Kase le paralldo"ramme KLOB opposé a la
aroxte MP sera au prxsme qui a pour base le
mangle LOC opposé 4 PMM comme le prisme
c}m a poiir base le parallelogramme EQRX
6pposé a ha droite ST est au pnsme (i a pour
base’ le triangle RXF opposé 4 STV : donc,
en’ djoutant les conséquens aux antécédens
(prop.13. 5) , les prismes KBOLMP, LOCMNP
soht ‘au prisme LOCMNP comme les prismes
QE’(RST RXFSTV sont au prisme RXFSTV,

et enﬁn en échangeant les places des moyens,
lés pnsmes KBOLPM, LOCPMN 'sont aux
pnsmes QEXRST, RXFSTV comme le
phsme LOCMNP est au pnsme RXFSTV.

Mais on a démontré que le prisme LOCMNP
est au prisme RXFSTV comme la base LOC
est ¥ a base RX.F et comie la base ABC est
3 la base DEF : donc le tnangle ABC est au
triangle DEF comme les deux prismes qm sont
dans Ia pyramide ABCG sont aux deux prismes
qui sont dans la pyramide DEF H. Sinous par-
tageons de la méme maniére les nouvelles pyra-
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mides, savoir les pyramides PMNG, STVH, la
base PMN sera a la base STV comme les deux
prismes de la pyramide PMNG sont aux deux
prismes de la pyramide STV H. Mais la base
PMN est i la base STV comme la base ABC
est i la base DEF : donc la base ABC est a la
base DEF comme les deux prismes de la pyra-
mide ABCG sont aux deux prismes de la py-
ramide DEFH, comme les deux prismes de la
pyramide PMNG sont aux deux prismes de la
pyramide ST VH et comme les quatre prismes
sont aux quatre prismes. On démontrera la
méme chose pour tous les autres prismes qu'on
obtiendra par la division des pyramides AKLO
et DQRS, et en général de toutes les pyra-
mides égales en nombre; ce qu’il falloit dé-
moutrer, -
LEMME.,

Nous démontrerons de la maniére suivante
que le triangle LOC est au triangle RXF
comme le prisme qui a pour base le triangle
LOC opposé a PMN, est le prisme qui a pour
base le triangle RXF opposé a STV.

Dans les mémes ﬁgures imaginez des perpcn-
diculaires mendées des points G, H sur les plans
des triangles ABC, DEF. Ces pcrpendicul_air,és
seront egales entr'elles, parce qu’on a supposé

3
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ces pyramides égales en hauteur. Puisque la
droite GC et la perpendiculaire menée du point
G sont coupées par les plans paralléles ABC,
PMN, ces deux droites seront coupées pro~
p'ortiénnellement (prop. 11. 11). Or la droite
GC est coupée en deux parties égales au point
N par le plan PMN : donc la perpendiculaire
menée du point G sur le plan ABC est cou-~
pée en deux parties égales par le plan PMN.
- Par la méme raison, la perpendiculaire menée
du point H sur le plan DEF est coupée en
deux parties égales par le plan STV. Mais les
perpendiculaires menées des points G, H sur
_les plans ABC, DEF sont égales entr'elles :
donc les perpendiculaires menées des triangles
PMN, STV sur les triangles ABC, DEF sont
égales entr’elles : donc les prismes qui ont pour
bases les triangles LOC, RXF opposés 4 PMN,
STV sont égaux en hauteur : donc les parallé-
lipipédes qui sont décrits sur les prismes égaux
en hauteur dont nous venons de parler sont
entr'eux comme leurs bases, et il en sera de
méme de leurs moitiés, c’est-a-dire que les
bases LOC, RXF scront entr’elles comme les
prismes dont nous avons parlé ; ce qu’il falloit
démontrer.
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PROPOSITION V.

THEORRME.

Les pyramides triangulaires qui ont la méme
hauteur sont entr'elles comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
triangles ABC, DEF (fig. 208 ) et dont les
sommets sont les points G, H aient la méme
hauteur : je dis que la base ABC est a la base
DEF comme la pyramide ABCG est ala pyra-
mide DEFH. . '

Car si cela n’est point, la base ABC'sera ala
base DEF comme la pyramide ABCG est 4 un
solide plus petit que la pyrammde DEFH ou a
un solide plus grand. Supposons d’abord que la
base ABC soit a la base DEF comme la pyra-
mide ABCDH est a un solide plus petit et que
ce solide soit Y. Divisez la pyramide DEFH
en deux pyramides égales entr'elles et sembla-
bles 4 la pyramide totale, et en deux prismes.
égaux ; les deux prismes seront plus grands que
la moitié de la pyramide totale ( prop. 3. 12).
Que les nouvelles pygamides obtenues par

cette division soient partagées de la méme ma-

" miére jusqu'a ce qu'on ait obtenu de la pyra-

mide DEFH certaines pyramides qui soient
4 )
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plus petites que 'excés de la pyramide DEFH
sur le solide Y. Qu’on cherche ces pyramides,
et qu'elles soient par cxemple DQRS, STVH,
les prismes restans de la pyramide DEFH seront
plus grands que le solide Y. Partagez sembla-
blement la pyramide ABCG en autant de par-
ties que la pyramide DEFH. La base ABC
sera 4 la base DEF comme les prismes de la
pyramide ABCG sont aux prismes de la pyra-
mide DEFH (prop. 4.12); mais par suppo-
sition la base ABC est a la base DEF comme
la pyramide ABCG est au solide Y : donc la
pyramide ABCG est.au solide Y comme les
prismes de la pyramide ABCG sont aux prismes
de la pyramide DEFH, et en échangeant les
places des moyens, la pyramide ABCG est aux
prismes qu’elle renferme comme le solide Y est
aux prismes de la pyramide DEFH. Mais la
pyramide ABCG est plus grande que les prismes
qu’elle renferme : donc le sohde Y est plus
grand que les prismes que renferme la pyra-
mide DEFH; mais, au contraire, i est plus
petit; ce qui ne peut étre : donc la base ABC
n’est point a la base DEF comme la pyramide
ABCG est a un solide quelconque plus petit que
la pyramide DEFH. Nous démontrerons senr~
blablementcue la base DEF n’est point i la base
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ABC comme la pyramide DEFH est 2 un
solide quelconque plus petit que la pyramide
ABCG. Je dis enfin que la base ABC n'est
.point & la base DEF comme la pyramide ABCH
est a4 un solide plus grand que la pyramide
DEFH; car supposons, si cela est possible,
que la base ABC soit  la base DEF comme la
pyramide ABCG est a un solide quelconque
plus grand que la pyramide DEFH et que ce
solide soit Y. En mettant les antécédens & la
place des conséquens et les conséquens 3 la
place des antécédens , la base DEF sera a la
base ABC comme le solide Y est a la pyramide
ABCG. Mais le solide Y est i la pyramide ABCG
comme la pyramide DEFH est & un solide
quelconque plus petit que la pyramide ABCG,
ainst que cela a éié démontré : donc la base
. DEF est 2 la base ABC comme la pyramide
DEFG est 4 un solide quelconque plus petit
.que la pyramide ABCG, ce qui est absurde :
donc la base ABC n’est point a la base DEF
.comme la pyramide ABCG est & un solide quel-
conque plus grand que la pyramide DEFH.
Mais on a démontré que labase ABC n’est point
a la base DEF comme la pyramide ABCG est
4 un solide quelconque plus petit que la pyra-
mide DEFH : donc la base ABC est a la base
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DEF comme la pyramide ABCG est a la py-
ramide DEFH.

Donc les pyramides triangulaires qui ont
la méme hauteur sont entr’elles comme leurs
bases; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION VI.
THEOREME,

Les pyramides qui ont la méme hauteur et qui
. ont des polygones pour bases sont entr’elles
comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les
polygones ABCDE, FGHKL (fig. 209) et
" dont les sommets sont les points M, N aient la
méme hauteur : je dis que labase ABCDE est &
la base FGHKL comme la pyramide ABCDEM
est & la pyramde FGHKLN.

Partagez la base ABCDE en triangles et que
ces triangles soient ABC, ACD, ADE; par-
tagez aussi la base FGHKL en triangles et que
ces triangles soient FGH, FHK, FKL, et sup-
posons que chacun de ces triangles sojt la base
d’une pyramide qui ait la méme hauteur que
les deux pyramides qu’on avoit d’abord. Puisque
le triangle ABC est au triangle ACD comme
la pyramide ABCM est i la pyramide ACDM
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(prop. 5. 12), si Pon ajoute les conséquens
aux antécédens, le quadrilatére ABCD sera au
triangle ACD comme la pyramide ABCDM est
a la pyramide ABCM (prop.18.5); mais le
triangle ACD est au triangle ADE comme la
pyramide ACDM est a la pyramide ADEM :
donc la base ABCD sera i la base ADE comme
la pyramide ABCDM est a la pyramide ADEM
(prop- 22.5) : donc en ajoutant les conséquens
aux antécédens, la base ABCDE sera 4 la base
ADE comme la pyramide ABCDEM est 2 la
pyramide ADEM. Par la méme raison, la base
FGHEKL est i la buse FKL comme la pyra-
mide FGHKLN est & la pyramide FKLN; et
puisque ces deux pyramides triangulaires ont la
mwéme bauteur, Ja base ADE sera & ]abase FKL
comme la pyramide ADEM est i la pyramide
FKLN : donc puisque la base ABCDE est &
la base ADE comme la pyramide ABCEM est
a la pyramide ADEM, et gue la base ADE est
a la base FKL comme la pyramide ADEM est
4 la pyramide FKLN, labase ABCDE sera a la
base FKL comme la pyramide ABCDEM est
a la pyramide FKLN (prop. 22.5); mais la
base FKL est a labase FGHKL comme Ja py-
ramide FKLN est & la pyramide FGHKLN :
donc la base ABCDE est a la base FGHKL



596 ELEMENS
comme la pyramide ABCDEM est a la pyra-
mide FGHKLM. '

Donc les pyramides qui ont la méme haun-
teur et dont les bases sont des polygones sont
entr’elles comme leurs bases; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION VIL
THEOREME.

Tout prisme triangulaire peut se diviser en trois
pyramides triangulaires égales entr'elles.

Soit un prisme dont la base soit le triangle
ABC opposé au triangle DEF (fig. 210) : je
dis que le prisme ABCDEF peut étre partagé
en trois pyramides triangulaires égales entre
elles.

Menez les droites BD, EC, CD. Puisque
la figure ABED est un parallélogramme dont
BD est la diagonale, le triangle ABD sera égal
au triangle EDB (prop. 34. 1) : donc la pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale a la pyramide qui
a pour base le triangle EDB et pour sommet le
point C (prop. 5. 12); mais la pyramide qui a
pour base le triangle EDB et pour sommet le
point C est égale a la pyramide qui a pour base
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le triangle EBC et pour sommet le point D,
car elles sont comprises dans les mémes plans:
donc la pyramide qui a pour base le triangle
ABD et pour sommet le point C est égale i la
pyramide qui a pour base le triangle EBC et
pour sommet le point D. De plus, puisque la
figure FCRE est un parallélogramme qui a pour
diagpnale la droite CE, le triangle ECF est égal
au triangle CBE (prop. 34. 1) : donc la pyra-
mide qui a pour base le triangle BEC et pour
sommet le point D est égale i la pyramide qui
a pour. base le triangle ECF et pour sommet
le point D (prop. 5. 11). Mais on a démontré que
la pyramide qui a pour base le triangle BCE et
pour sommet le point D est égale a la pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C : donc la pyramide ¢uia pour
base le triangle CEF et pour sommet le point D
est égale & la pyramide qui a pour base le trian-
gle ABD et pour sommet le point C : donc le
prisme ABCDEF a été partagé en trois pyra-
mides triangulaires égales entr’elles. La pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale a la pyramide qui
a pour base le triangle CAB et pour sommet
le ‘point D, car ces pyramides sont comprises
sous les mémes plans ; mais on a démontré que
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la pyramide qui a pour base le triangle ABD et
pour sommet le point C est la troisi¢éme partie
du prisme qui a pour base le triangle ABC op-
posé au triangle DEF : donc la pyramide qui a
pour base le triangle ABC et pour sommet le
point D est la troisiéme partie d’un prisme qui
a la méme base , savoir, le triangle ABC opposé
au triangle DEF; ce qu'il falloit démontrer.

COROLLAIRE.

11 suit manifestement de I que toute pyra-
mide est la troisiéme partic d'un prisme qui a
1a méme base et la méme hauteur ; car une des
bases du prisme étant une figure rectiligne quel-
conque, la base opposée sera une figure égale
et semblablc, et ce prisme pourra étre divisé en
prismes qui auront des bases triangulaires et
dont les bases opposées seront des triangles.

PROPOSITION VIII.
¢ o
THEOREME.

Les pyramides semblables qm ont des bases trian-
gulaires sont entr'elles en raison triplée de leurs
cdtés homologues. .
Soient deux pyramides semblables et sem-

blablement placées qui aient pour bases les
triangles ABC, DEF (fig. 211) et pour sommets
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les pointsG, H : je dis que les pyramides ABCG,
DEFH sont entr’elles en raison triplée des cités
BC, EF,

Achevez les paralléhipipedes BGML, EHQP.
Puisque la pyramide ABCG est semblable & la
pyramide DEFH, I'angle ABC sera égal i I'an-
gle DEF (déf. g. 11), I'angle GBC égal a I'an-
gle HEF, I'angle ABG égal a I'angle DEH et
AB sera 4 DE comme BC est 3 EF et comme
BG est 2 EH : douc, puisque AB est 3 DE
comme BC est 3 EF et que les c6iés placés
autour d’angles égaux sont proportionnels, le
parallélogramme BM sera semblable au paral-
lélogramme EQ. Par la méme raison , le paral-
lélogramme BN sera semblable au parallélo-
gramme ER et le parallélogramme BK sembla-
ble au parallélogramme EO : donc les trois pa-
rallélogrammes BM, KB, BN sont semblables
aux trois parallélogrammes EQ, EO, ER ; mais
les trois parallélogrammes MB, BK, BN sont
égaux et semblables aux trois parallélogrammes
opposés et les trois parallélogrammes EQ, EO,
ER sont aussi égaux et semblables aux trois
parallélogrammes opposés (prop. 24. 11): done
les parallélipipédes BGML , EHQP sont com-
pris dans des plans semblables et égaux en nom-
bre : donc le parallélipipéde BGML est sem-
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blable au parallélipipéde EHQP (déf. g. 11).
Mais les parallélipipédes semblables sont entre
eux en raison triplée de leurs cités homologues
(pr.33.11) : donc les parallélipipédes BGMH,
EHQP sont enir’eux en raison triplée des
c6tés homologues BC, EF; mais le paralléli-
" pipéde BGML est au parallélipipede EHQP
comme la pyramide ABCG est 4 la pyramide
DEFO (prop.15.5), car une pyramide est la
sixiéme partie d’'un parallélipipéde , puisqu'un
prisme triangulaire qui est la moitié d’un paral-
lélipipéde est triple d’'une pyramide : donc les
pyramides ABCG, DEFH sont entr'elles en
raison triplée des c6tés BC, EF; ce qu’il falloit
démonurer. -

COROLLAIRE,

De li il suit évidemment que les pyramides
semblables qui ont des polygoncs pour bases
sont entr'elles en raison triplée de leurs cétés
homologues ; car ces pyramides peuvent étre
- divisées en pyramides triangulaires, puisque les
polygones semblables qui sont les bases de ces
pyramides peuvent étre divisés en un méme
nombre de triangles semblables ent’eux et pro-
portionnels a ces polygones : donc une des pyra-
niides triangulaires contenue dans la premiére
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pyramide est 3 ine autre des pyramides triangu-
laires contenue danslaseconde pyramide comme
la somme dé toutes les pyramides triangulaires
contenues dans la premiere pyramide est ¥ la
somme . de .toutes les pyramides trijpgulaires
contenues dans I'autre pyramide, c’est-i-dire
comme une des pyramides qui:a pour base un
polygone. est a 'autre pyramide qui a aussi poak
base uh polygene. Mais les pyramides. triangu-
laires semblables sont emtr’elles: en raison tri-
plée de leurs cétés homolegiics : dougylis pyra-
mides seniblablés qui ont’ ponir ibides ‘des poly:-
gones sont entr'elles' en raisdn: tnplee de leuss
ci1és homalogues. g h e el e i

-~
b}
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Les bases des pyramides ééqlqs; gui ‘or‘rt,llde;- bas_e‘;

- triangulaires sont réciproqpement properiion-
nelles qux hauteurs de ces pyramnides ; et les
p]ramides trim:gulaires (jui ont des hases, réci-

. proguement proportionnelles & leurs: hayleurs
. sont ggales pntrelles. U S

Soient deux 'pyrarmxdes'égdles qui alent - les
bases trianguilaires ABC, DEF (fig.212) et dont
les ‘sommets soient les points G, H : je dis que

‘ Cc
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-les bases des pyramides ABCG, DEFH sont réci=
proquement proportionnelles aux hauteurs de
ces pyramides, c’est-a-dire que la base ABC est
3 la base DEF gomme la hauteur de la pyra-
mide DEFH est. & la haubeur :de la pyramide
ABCG. Calit €
Achevez les parallehplpedes BGML , EHQP.
‘Puisque la pyramide ABCG est égale i la py-
ramide DEFH, que le parallélipipéde BGML
est sextuple de la pyramide ABCG et que le
-parallélipipede EHQP: est aussi sextuple d¢ la
pyramide DEFH, le paralléhipipéde: BGML
sera égak an parallélipipede EHQP (pr.15.5).
Mais les bases des parallélipipédes égaux sont
réciproquement proportionnelles aux hauteurs
de ces parallélipipédes ( prop. 34. 11) : donc la
base BM est a la hase EQ comme la hauteur du
parallélipipéde EHQP est i la hauteur du pa-
rallélipipéde BGML. Mais labase BM est i la
base EQ comme l¢é triangle ABC est au triangle
DEF : donc le triangle ABC est au triangle DEF
‘comme ‘la hauteur du parallélipipéde EHQP
ést 3 la hauteur du parallélipipéde BGML. Mais
la bauteur du parallélipipéde EHQP est la
~méme que la hauteur de la pyramide DEFH,
et Ja hauteur du paralléhplpede BGML est la
méme que la hauteur de la pyramide ABCG :
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donc la base ABC est a la base DEF comme
la hauteur de la pyramide DEFH est 4 la hautear
de la pyramide ABCG : donc les bases des py-
ramides ABCG, DEFH sont réciproquement
proportionnelles a leurs hauteurs. SR

Si les bases des pyramides ABCG, DEFH
sont réciproquement proporuonnclles a leurs
hauteurs, c’est-a-dire que s1la base ABC est 2
la base DEF comme la hauteur de la pyramide
DEF H est a ]a hauteur de la pyramide ABCG :
je dis que la pyramide ABCG sera égale a Ia
pyramxde DEFH. x , o

. Faites la méme construction. Pulsque la base
ABC est a la base DEF. comme la hauteur de
la pyramide DEFH est 4 la bauteur de la py-
ramide ABCG et que la base ABC est a la base
DEF comme le parallélogramme BM est au
parallélogramme EQ, le parallélogramme BM
sera au parallélogramme EQ comme la hauteur
de la pyramide DEF H est & la hauteur de la
pyramide AB€G. Mais la hauteur de la pyra-
mide DEFH est fa méme que la hauteur du
parallélipipéde EHQP, et la hauteur de la py-
ramide ABCG est la méme que la hauteur du
parallélipipéde BGML : donc la base BM est.
& la base EQ comme la hauteur du parallélipi-
péde EHQP est 4 la hauteur du parallélipipéde

2
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BGML; mais les parallélipipédes qui ont leurs
bases réciproquement proportionnelles 4 leurs
hauteurs sont égaux entr’eux (pr.34.11): donc
le parallélipipéde BGML est égal au parallé-
lipipéde EHQP. Mais la pyramide ABCG est
la sixidme partie du parallélipipéde BGML et
la-pyramide DEF H est aussi la sixiéme partie
du pardllélipipéede EHQP : douc la pyramide
ABCG est égale a.la pyramide DEFH. ,
. -Done les bases des pyramides égales qui ont
des bases .triangulaires sont réciproquement
proportionnelles aux hauteurs de ces pyra-
mides; et les pyramides triangulaires qui ont
des bases réciproquement proportionnelles &
leurs hauteurs sont égales entr elles ce quil
falloit démontrer.

.. PROPOSITION X

"THEOREME.
AR R N : : o
Un cine est la troisiéme,partie d’un cylindre qui
.a la méme base.gt, une hauteur égale. .
Qu'un céne ait la méme base qu'un cylndre,
savoir, le cercle ABCD (ﬁg 213) et une: ‘haw-
teur égale : je dis que ce cone esy’ la'trdlsleme
partie de ce cylindre. ! s L :
Car si le cylindre n’est pasle triple du cdne, il
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sera plus grand que le triple ou plus petit; sup-
posons d’abord qu’il soit plus grand que le tri-
ple. Décrivez dans le cercle ABCD le quarré
ABCD; le quarré ABCD sera plus grand que la
moité du cercle ABCD. Sur le quarré ABCD
élevez un prisme qui ait la méme hauteur que
le cyhindre ; ce prisme sera plus grand que la
moitié du cylindre ; parce que si I'on circons-
¢rit un quarré au cercle ABCD, le quarré ins-
crit sera la moitié du quarré circonscrit ; mais
les parallélipipédes, c'est~a-dire les prismes
élevés sur ces bases ont la méme hauteur:
donc ces prismes sont entr’eux comme leurs
bases : donc le prisme élevé sur le quarré ABCD
est la moitié du prisme élevé sur le quarré cir-
conscrit au cercle ABCD; mais le cylindre est
plus petit que le prisme élevé sur le quarré cir-
conscrit au cercle ABC D : donc le prisme élevé
sur le quarré ABCD, qui a une hauteur égale a
celle du cylindre , est plus grand que la moitié
du cylindre. Partagez les arcs AB, BC, CD, DA
en deux parties égales aux pomnts E, F, G, H,
et menez les droites AE, EB, BF, FC, CG,
GD, DH, HA; chacun des triangles AEB,
BFC, CGD, DHA scra plus grand que le demi-
segment du cercle ot il'est placé , comme nous
Favous démontré plus haut ( prop. 2. x:i)'; sur

“
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chacun de ces triangles élevons des prismes qui
aient une hauteur égale a celle du cylindre ;
chacun de ces prismes sera plus grand que la
moitié du segment respectif du cylindre , parce
que si par les points E, F, G, H on méne des
paralléles aux droites AB, BC, CD, DA, et si
sur les droites AB, BC, CD, DA et si entre ces
paralléles on construit des parallélogrammes sur
lesquels on éléve des parallélipipédes qui aient
Ia méme hauteur que le cylindre, les prismes
qui auront pour bases les triangles AEB, BFC,
CGP, DHA seront les moitiés de chacun de
ces parallélipipédes. Mais les segmens du cylin-
dre sont plus petits que ces parallélipipédes :
donc les prismes qui ont pour bases les triangles
AEB, BFC, CGD, DHA sont plus grands que les
moitiés des segmens respectifs du cylindre. Par-
tageons les arcs restans en deux parties égales,
joignons leurs extrémités par des droites, sur
chacun de ces triangles élevons des prismes qui
aient la méme hauteur que le cylindre, et con-
tinuons de faire la méme chose jusqu’a ce qu’il
reste certains segmens du cylindre qui soient
plus petits que I'excés dn cylindre sur le triple
du céne (prop. 1. 10). Supposons que les seg-
mens restans du cylindre soient AE, EB, BF,
FC, CG, GD, DH, HA; il est évident que lo
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prisme restant qui a pour base.le polygone .
AEBFCGDH et qui a Ia méme hauteur que le
cylindre sera plus grand que le triple du céne;
mais le prisme qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a la méme hauteur que.
le cylindre, est triple de la pyramide qui a pour
base le polygone AEBFCGDH et qui a le
méme sommet que le coéne (prop.7.13):
donc la pyramide qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a le méme sommet que
Je cone est plus grande que Je céne qui a pour
lase le cercle ABCD; mais au contraire la py-
ramide est plus peute car le c6ne comprend la.
pyrarmde ce qui ést impossible : donc le cyhn-
dre n’est pas plus grand gue le riple du céne.

Je dis & présent que le cylindre n’est pas plus.
petit que le triple du céne; car s'il pouvoit arri-
ver que le cylindre fit moindre que le triple
du.céne , le cone seroit plus grand que la troi-
siéme partie du cylindre. Dans le cercle ABCD
décrivons le quarré ABCD; le quarré ABCD
sera plus grand que la moitié du cercle ABCD.
Sur le quarré ABCD élevez une pyramide qui
ait le méme sommet que le céune, cette pyra-
mide sera plus grande que la moitié du coue;
parce que si NOUS CircONSCrivons un quarre au,
cercle ABCD), le quarré ABCD sera la moitié

4
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du quarré circonscrit a ce cercle, ainsi que nous
I'avons démentré ; et si sur ces quarrés nous
élevons des parallélipipédes, c’est-i-dire des
prismes, celui qui sera élevé sur le quarré ins-
critdans le cercle serala moitié du prisme élevé
sur le quarré circonscrit, car ces parallélipipédes
sont entr’eux comme leurs bases (prop. 32.11);
mais leurs troisiémes parties sont aussi entre
elles comme leurs bases : donc la pyramide
qui a pour base le quarré ABGD est la moitié
de la pyramide qui a pour base le quarré cir-
conscrit au cercle. - Mais la pyramide élevée
sur le quarré circonscrit au cercle est plus
grande que le cone, -car elle le comprend :
donc la pyramide qui a pour base le quarré
ABCD et qui a le méme sommet que le céne
est plus grand -que la moiué du céne. Par-
tagez les arcs AB, BC, CD, DA en deux par-
ties égales aux points E, F', G, H, et menez les
droites AE, EB, BF, FC,CG, GD, DH, HA.
Chacun des triangles AEB, BFC, CGD, DHA
sera plus grand que la moiué du segment res-.
pectif du cercle ABCD; sur chacun des trian-
gles AEB, BFC, CHD, DHA élevez des py-
ramides qui arent le méme sommet que le cone;
chacune de ces pyramides sera plus grande que
la moitié du segment respectif du cone. Par- »

4



DEUCLIDE. 409
tageons les arcs restans en deux. parties égales,
et joignons leurs extrémités par des droites; sur
chacun de ces triangles élevons une pyramide
qui ait le méme sommet que le céne et conti-
nuons de faire la méme chose; 1l restera enfin
certaines portions de cone ui seront moindres
que Pexcés du cone sur la troisicme partie da
cylindre (prop. 1.10). Qu’on ait ces portions
restantes du cone et qu'clles soient celles qui
ont pour bases les segmens AE , EB, BF,
FC, CG, GD, DH, HA. La pyramide res-
tante qui a pour base le polygone AEBFCGDH
et qui a le méme sommet que le cone est plus
grande que la troisiéme partie du cylindre.
Mais la pyramide qui a pour base le polygoue
AEBFCGDH et qui a le méme sommet que
le cone, est la troisitme partie du prisme qui
a pour base le polygone AEBFCGDH et qui
a la méme hauteur que le cylindre (pr.7.12): -
donc le prisme qui a pour ‘base le polygone
AEBFCGDH et qui a la méme hauteur que le
cylindre est plus grand que le cylindre qui a
pour base le cercle ABCD; mais le prisme est
au contraire plus petit que le cylindre, car le
cylindre comprend ce prisme ; ce qui est impos-
sible : donc le cylindre n’est pas plus petit que
le triple du-céne; mais on-a démontré qu'il
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n’est pas plus grand que le triple : donc le cy-:

lindre est le triple du céne et par conséquent.

le cone est la troisiéme partie du cylindre.
Donc un céne est la troisiéme partie d’un-

cylindre qui a la méme base et une hauteur

égale ; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XL

THY¥OREME.

Les cénes et lesl cylindres qui ont la méme hauteur

sont entr’eux comme leurs bases.

Que les cones et les cylindres dont les bases
sont les cercles ABCD, EFGH (fig. 214),
dont les axes sont les droites KL, MN, et dont
les diamétres des bases sont les droites AC, EG
alent la méme hauteur : je dis que le cercle
ABCD sera au cercle EFGH comme le cone
AL est au céne EN.

Car si cela n’est point, le cercle ABCD sera
au cercle EFGH comme le céne AL sera a un
solide quelconque plus petit ou plus grand que
le céne EN. Que le cercle ABCD soit d'abord
au cercle EFGH comme le cone AL est au
solide plus petit que le céne EN; que ce solide
soit O, et que I'excés du céne EN sur le solide
O soit égal au solide Z, le cone EN sera égal aux
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solides O, Z. Dans le cercle EFGH décrivons le
quarré EFGH ; ce quarré sera plus grand que la
moitié de ce cercle. Sur le quarré EFGH élevons
une pyramide qui ait la méme hauteur que.le
cone. Cette pyramide sera plus grande gue la
moitié du cone ; car si nous décrivons un quarré
autour du cercle EFGH, et s1 sur ce quarré nous
élevons une pyramide qui ait la méme hauteur
que le cdne, la pyramide inscrite sera la moitié
de la pyramide circonscrite, parce que ces py-
ramides sont comme leurs bases (prop.6.1a};
mais le céne est plus petit que la pyramide cir-
conscrite : done la pyramide qui a pour base le
quarré EF GH et qui a le méme sommet que le
cdne est plus grande que la moitié du cone. Par-
tageonsles arcs EF, FG,GH, HE en deux parties
égales aux pomts P, Q, R, S, et menons les
droites HP, PE, EQ, QF,FR, RG, GS, SH;
chacun des triangles HPE,, EQF, FRG, GSH
sera plus grand que la moitié du segment respec-
uf du cercle. Sur chacun des triangles HPE,
EQF, FRG, GSH élevons une pyramide qu ait
la méme hauteur que le céne; chacune de ces
pyramides sera plus grande que la moitié¢ du seg-
ment respectif du céne. St donc nous partageons
cn deux parties égales les arcs restans et si nous
joignons les extrémités de ces arcs par des
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droites , €t s1 sur chacun des trianéles nous
élevons des pyramides qui aient la méme hau-
teur que le cone, et si nous continuons de faire
la méme chose, il restera enfin certains seg-~
mens du cone qui seront plus petits que le
solide Z (pr. 1. 10). Supposons que I'on ait ces
segmens et (ue ces segniens soient ceux qui ont
pour bases les segmens circulaires HP, PE, EQ,
QF, FR, RG, GS, SH. La pyramide restante
qui a pour base le polygone HPEQFRGS et qui
a la méme hauteur que le cone sera plus grande
que le solide O. Dans le cercle ABGD décrivons
un polygone DTAVBXCY qui soit semblable
au polygone HPEQFRGS et semblablement
~ placé, et sur le polygone DTAVBXCY élevons
une pyramide qui ait la méme hauteur que le
cone AL. Puisque le quarré de AC est au quarré
de EG comme le polygone DTAVBXCY est au
polygone HPEQFRGS (pr. 20.6, pr.1.12), et
que le quarré de AC est au quarré de EG comme
le cercle ABCD est au cercle EFGH (pr.2.12),
le cercle ABCD sera au cercle EF GH comme
le polygone DTAVBXCY est au polygone
HPEQFRGS (prop. 11.5). Mais par suppo-
sition le cercle ABCD est au cercle EFGH
comme Je cone AL est au solide O, et le poly-
gone DTAVBXCY est au polygone HPEQFRGS
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comme la pyramide quia pour base le polygone
DTAVBXCY et pour sommet le point L est & la
pyramide qui a pour base le polygone HPEQFGS
et pour sommet le point N (prop. 6. 12) : donc
le cone AL est au solide O comme la pyramide
qui a pour base le polvygone DTAVBXCY et
pour sommet le point L est 2 la pyramide qui
a pour base le polygone HPEQFRGS et pour
sommet le point N : donc en échangeant les
plans des moyens, le cong AL est & la pyra-
mide qui lui est inscrite comme le solide O
est 4 la pyramide inscrite dans l¢ céne EN.
Mais le céne AL est plus grand que la pyra-
mide qui lui est inscrité : donc le solide O est
plus grand que la pyramide qul est inscrite dans
le cone EN ; mais le solide O est au comralre
plus petit que la pyramide insctite dans le céne
EN, ce qui est une absurdité : donc le cercle
ABCDn’est point au cercle EFGH comme le
céne AL est a un solide quelconque plus petit
que le céne EN. On démontrera semblable-
ment que le cerele EFGH n’est pomt au cer-
cle ABCD comme le cone EN est 4 un sohde
quelconque plus petit que le cone AL.

- Je disa présent que le cercle ABCD n’est point
au cercle EF GH comme le céne AL est 3'un
solide quelconque plus grand que le céne EN.
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Supposons que cela soit possible et que le cer-
cle ABCD soit au-cercle EFGH comme le
céne AL est a un solide plus grand que le cine
EN et que ce solide soit O. Mettons les con-
séquens a la place des antécédens et les antécé-
dens ala place des conséquens, le cercle EFGH
sera au cercle ABCD comme le solide O est au
céne AL. Mais le solide O est au céne AL
comme le céone EN est a un solide quelcon-
que plus petit que le céne AL : donc le cercle
EFGH est au cercle ABCD comme le céne
EN est 4 un solide plus petit que le céne AL;
ce que nous avons démontré impossible : donc
le cercle ABCD n’est point au cercle EFGH
comme le cone AL est & un solide quelconque
plus grand que le céne EN. Mais on a démon-
tré que le cercle ABCD n’est point au cercle
EFGH comme le céne AL est & un solide plus
petit que le céne EN : donc le cercle ABCD
est au cercle EFGH comme le cOne AL est
au cone EN, Mais un céne est 3 un c6ne comme
un cylindre est a un cylndre, car un cylindre
est le triple d’'un céne (prop. 10.12) : done
les cercles ABCD, EFGH sont entr’eux comme.
les cylindres qui ont ces cercles pour bases et
qui ont des hauteurs égales i celles des cones.
Donc les cones et les cylindres qui ont la
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méme hauteur sont entr’eux comme leurs bases;
cc qu'il falloit démoritrer.

PROPOSITION XII
THEORENME.

Les cénes et cylindres semblables :sbnt entrewx
en raison triplée des diamétres de leurs bases.

Que les cénes et les cylindres qui ont pour
bases les'cercles ABCD, EFGH (fig. 215),
pour diametres de leurs bases les droites BD,
FH et pour axes les droites KL, MN soient
-semblables entr’eux = je dis que.l¢ céne-qui a
pour base le cercle: ABCD et pour somamet le
point L, est au céne qui a pour hase le cercle
.EFGH et pour sommet le- pona N en raison
trlplee de BD A FH.. : N

Car si le cdne ABCDL n'est pomt au céuc

:EEGHN en raison triplée du diamétre BD au
‘diamétre FH, le cone ABCDL sera a un solide
quelconque. plus. grand ou plus petit que, le
céne EFGHN en raison triplée du diamétre
-BD au diamétre FH. Supposons -d'abord que
le céne ABCDL soit a un solide O plus petit que
Je céne EFGHN en raison triplée du diamétre
AD au diamétre FH; dans le cercle EFGH
décrivons le quarré EF GH; le quarré EFGH
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sera plus petit que la moitié du cercle EFGH.
Ensuite sur le quarré EFGH élevez une pyra~
mide qui ait la méme hauteur que le céne;
cette pyramide sera plus grande que la moitié
du céne. Partagez les.arcs EF, FG, GH, HE
en deux parties égales aux points P, Q, R, S,
et menez les droites EP, PF, FQ, QG, GR,~
RH, HS, SE; chacun des triangles EPF,
FQG, GRH, HSE sera plus grand que la
moitié du segment respectif dua cercle EFGH.
Sur chacun de ces triangles. élever des pyra-
mides qui aient le méme' sommet que le céne;
chacune de ces pyramides sera plus grande que
la moitié du segment respectif da cne. Sinous
partageons - les ‘arcs restans -em deux parties
égales | 8i mous joignons les extrémités de cas
arcs par des droites et st nous élevons sur cha-
eun de iccs triangles des f’yramldes qui aiedt le
méme sommet que le céne et si nous conti-’
nvions de faire la-méme chose, il'restera enfin
certains segmens de cdne qui seront phus petits
fue I'exces du céue EFGHN sur le solide O
{prop. 1.10). ‘Supposons que Pon ait ces seg-
ymens , que ces segmens solent ceux qm sont
élevés str lessegmicns circulairrs EP, PF, FQ,
QG,GR,RH,;H§,SE, Ia pyramide restante
qui a pour base le polygone EPFQGRHS et
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pour sommet le point N sera plus grande que
le solide O; dans le cercle ABCD décrivez un
polygone ATBVCXDY qui soit semblable au
polygone EPFQGRHS et semblablement placé.
Sur le polygone ATBVCXDY élevez une py-
ramide qui ait le méme sommet que le céne;
que LBT soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
ATBVCXDY et dont le sommet est le point L,
que NFP soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
EPFQGRHS et dont le sommet est le point
N, et enfin menez les droites KT, MP. Puis-
que le cone ABCDL est semblable au céne
EFGHN, la droite BD sera a la droite FH
comme I'axe KL est al'axe MN (déf. 24.11);
mais BD est 3 FH comme BK est 4 FM : done
BK est 4 FM comme KL est 8 MN : donc en
échangeant les plans des moyens, BK sera 3 KL
comme FM est 8 MN. Mais les angles BKL,
FMN sont égaux parce qu’ils sont droits, et ces
angles égaux sont compris par des c6tés propor-
tionnels : donc le triangle BKL est semblable au
triangle FMN (prop. 6. 6). De plus, puisque
la druite BK est & la droite KT comme la droite
FM est a la droite MP et que ces droites com-
prennent les angles égaux BKT, FMP, car la
Dd
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portion des quatre angles droits placés au cen-
tre H que comprend I'angle BKT est la méme
portion des quatre angles droits placés au een-
tre M que comprend l'angle F MP : donc puis-
que les c6tés qui comprennent les angles égaux
BKC, FMP sont proportionnels, le triangle
BKT est semblable au triangle FMP (prop.6.6).
De plus, puisqu’on a démontré que BK est a
KL comme FM est 4 MN, et 4 cause que BK
est égal 3 KT et FM égal 4 MP, la droite KT
sera a la droite KL comme PM est 4 MN. Mais
les cotés qui comprennent les angles droits
TKL, PMN sont proportionnels : donc le
triangle LKT est semblable au triangle NMP.
Mais a cause de la similitude des triangles
BKL, FMN la droite LB est a la droite BK
comme la droite NF est 4 la droite FM, et
a cause de la similitude des triangles BKT,
.FMP la droite KB est a la droite BT comme
la droite MF est a la droite FP: donc la droite
LB est a la droite BT comme la droite NF est a
la droite FP (prop. 22.5). De plus, & cause
de la similitude des triangles LTK, NPM la
droite LT esta la droite TK comme la droite
NP est a ladroite PM, et & cause de la simi-
litude des triangles KBT, PMF la draite KT
est i la droite TB comme la droite MP est a la
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droite PF : donc la droite LT sera a la droite
TB comme la droite NP est a la droite PF. Mais
on a démontré que TB est 2 BL comme PF est
aFN:doncTLestaLBcommePNestaNF:
donc les c6tés des triangles LTB, NPF sont
proportionnels : donc les triangles LTB, NPF
sont équiangles et par conséquent semblables
entr’eux (prop. 5.6) : donc la pyramide qui a
pour base le triangle BKT et pour sommet le
point L est semblable 3 la pyramide qui a pour
base le triangle FMP et pour sommet le point N
(déf. 9. 11); car ces deux pyramides sont com-~
prises sous des plans semblables et égaux en
nombre ; mais les pyramides semblables qui ons

des bases triangulaires sont entr’elles en raison
triplée de leurs c6tés homologues (prop. 8. 12):
donc les pyramides BKTL , FMP N sont entre
elles en raison triplée des droites BK, FM. Si
nous menons des droites des points A, Y, D,
X, C, Vau point K et des pomtsE, S, H, R,
G, Q au point M, et si sur les triangles que ces
droites forment avec les c6tés des polygones
inscrits noud élevons des pyramides qui aient
les mémes sommets que le c6ne, nous Jémon-
trerons semblablement que chaque pyramide
du polygone ATBVCXDY est a chaque pyra-
mide du polygone EPFQGRHS en raison triplée

: 2
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du 061é BK au c6té homologue FM, c'esta-dive
du diainéwe BD au diamétre F H. Mais un seul
des antécédens est & un seul des conséquens
comme tous les antécédens sont i tous les con~
séquens (prop. 12.5) : donc la pyramide BKTL
est a la pyramide FMPN comme la pyramide
totale qui a pour base le polygone ATBVCXDY
et pour sommet le point L est 4 la pyramide totale
qui a pour base le polygone EPFQGRHS et
pour sommet le point N : donc la pyramide quia
pourbaselepolygone ATBVX DY et pour sommet
e point L est i la pyramide qui a pour base le
polygone EPFQGRHS en raison triplée du dia~
métre BD au diaméwe FH. Mais on a supposé
que le céne qui a pour base le cercle ABCD
et pour sommet le point L est au solide O en
raison triplée de BD 4 FH : donc le céne qui
a pour base le cercle ABCD et pour sommet
le point L est au solide O comme la pyramide
qui a pour base le polygone ATBVCXDY et
pour sommet le point L est & la pyramide qui
a pour base le polygone EPFQGRHS et pour
sommet le point N : donc, en édhangeant les
places des moyens (prop. 16.5), le céne qui
a pour base le cercle ABCD et pour sommet
le point L est a la pyramide qui a pour base le
polygone ATBVCXDY et pour sommet le
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pont N ecomme le solide O est a la pyramide.
qui a pour hase le polygone EPFQGRHS et
pour sommet le point N. Mais le céne qui a

pour base le.cercle ABCD et pour sommet le.
point L est plus grand que la pyramide ins-
crite; car le ¢6ne la comprend : donc le solide O
est plus grand que la pyranude qui a pour base
le polygone EPFQGRHS et pour sommet le
point N; mais au contraire ce solide est plus
petit que cette pyramide; ce qui est impossible:
donc le cépe qu a pour base le cercle ABCD
et pour sommet le point L n’est pomnt 4 un
solide quelconque plus petit que le cone qui
a pour base le cercle EFGH et pour sommet
le point N en raison triplée de BD a FH.
Nous démontrerons semblablement que le céne
EFGHN n’est point & un solide quelconque
plus petit que le cone ABCDL en raison triplée
de FH 4 BD. Je dis.enfin que le céne ABCDH
n’est point & un solde quelcongue plus grand
que le céne EFGHN en raison triplée de BD.
a FH; car il peut arriver que le céne ABCDL,
soit a2 un solide O plus grand que le céne
EFGHN en raison triplée de BD 4 FH, en
mettant les conséquens a la place des anté-
eédens et les antécédens & la place aes consé-
quens, le solide O sera au cone ABCDL

3
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en raison triplée de FH a BD. Mais le solide O
est au cbne ABCDL comme le cone EFGHN
est 2 un solide plus petit que le céne ABCDL:
donc le céne EFGHN est & un solide quel-
conque plus petit que le céne ABCDL en rai-
son triplée de FHaBD, ce qui a été démontré
impossible : donc le cone ABCDL n'est point
a un solide quelconque plus grand que le céne
EFGHN en raison triplée de BD 4 FH. Mais
on a démontré que le cone ABCDL n'est point
3 un solide quelconque plus petit que le céne
EFGHN en raison triplée de BD 3 FH : done
le cone ABCDL est au céne EFGHN en
raison triplée de BD & FH; mais un céne est &
un autre céne comme un cylindre est 4 un
autre cylindre ; car un cylindre qui a la méme
- base qu'un céne et une hauteur égale est triple
de ce céne, puisqu’on a démontré qu’un céne
est la troisiéme partie du cylindre qui a la
méme base et une hauteur égale (prop.11.12):
donc ces cylindres semblables sont entr'eux en
raison triplée des droites BD, FH.

: Donc les cones et les cylindres semblables
sont entr’eux en raison triplée des diamétres des
bases ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIIL
THEOREME.

Si un cylindre est coupé par un plan parallile

aux plans opposés, lUun de ces cylindres sera

- & lautre cylindre comme Uaxe du premier est
a laxe du second. '

"Que le cylindre AD (fig. 216) soit coupé par
un plan GH paralléle aux plans opposés AB,
CD, ct que ce plan rencontre I'axe EF au point
K:je dis que le cylindre BG est au cylindre
GD comme l'axe EK est i 'axe KF.

Prolongez de part et d’autre I'axe EF vers
les points L, M, et prenez autant de droites que
vous voudrez EN, NL égales chacune & I'axe
EK; prenez aussi autant de droites que vous
youdrez FO, OM égales chacune a I'axe FK;
par les points L, N, O, M conduisez des plans
paralléles aux plans AB, CD, ct dans les plans
qui passent par les points L, N, O, M.et
autour des centres L, N, O, M imaginez des
cercles PQ, RS, TV, XY égaux aux cercles
AB, CD; imaginez ensuite les cylindres QR,
RB, DT, TY. Puisque les axes LN, NE,
EK sont égaux enu’eux, les cylindres QR,
RB, BG seront entr'eux comme leurs bases

4
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(prop. 11.12); mais les bases sont égales : done
les cylindres QR, RB, BG sont égaux entre
eux. Puisque les axes LN, NE, EK sont égaux
entr'eux , que les cylindres QR, RB, BG sont
aussi égaux entr'eux et que le nombre des
axes LN, NF, EK est égal au nombre des
cylindres QR, RB, BG, l'axe KL sera mul-
tiple de I'axe EK autant de fois que le cy-
lindre QG est multiple du cylindre GB. Par la
méme raison, 'axe MK est multiple de Vaxe
KF autant de fois que le cylindre YG est muls
tiple du cylindre GD. Si 'axe KL est égal
a I'axe KM, le cylindre QG sera égal au cylin-
dre GY; sil'axe KL est plus grand que 'axe
KM, le cylindre QG sera plus grand que le
cylindre GY, et si I'axe KL est plus petit que
Paxe KM, le eylindre QG sera plus petit que
le cylindre GY. On a donc quatre quantités,
savoir , les axes EK, KF et les cylindres BG,
GD, et I'on a pris des équimuliiples de Paxe
EK et du cylindre BG ; savoir, l'axe KL et le
cylindre QG ; on a pris aussi des équimultiples
de I'axe KF et du cylindre GD, savoir, I'axe
KM et le cylindre GY; on a démontré aussi
que si Paxe KL surpasse I'axe KM, le cylin-
dre QG surpassera le cylindre G Y, que si I'axe
KL est égal a 'axe KM, le cylindre QG sera
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égal au cylindre GY, et que si I'axe KL est plus
petit que P'axe KM, le cylindre KM sera plus
petit que le cylindre GY : donc I'axe EK est a
I'axe KF comme le cylindre BG est au cylindre
GD (déf. 4.5); ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI1V.
THFOREME.

Les cdnes et les cylindres qui ont des bases égales

sont entr'eux comme leurs hauteurs.

Que les cylindres FD, EB (fig. 217) aient
des bases égales AB, CD : je dis que le cylin-
dre EB est au cylindre FD comme I'axe GH
est a l'axe KL.

Prolongez I'axe KL vers le point N, faites
LN égal al'axe GH et autour de I'axe LN ima-
ginez le cylindre C M. Puisque les cylindres
EB, CM ont la méme hauteur, ces cylindres
sont entr’eux comme leurs bases (prop. r1. 12);
mais leurs bases sont égales : donc les cylindres
EB, CM seront égaux entr'eux. Mais puisque
le cylindre F M est coupé par le plan €D pa-
ralléle aux plans opposés, le cylindre CM sera
au cylindre F'D comme 'axe LN est a I'axe KL.
Mais le cylindre CM est égal au cylindre EB et
Yaxe LN égal a I'axe GH : donc le cylindre EB
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est au cylindre F D eomme I'axe GH est a I'axe
KL (prop.13. 12); mais le cylindre EB est
au cylindre FD comme le céne ABG est aw
céne CDK, car les cylindres sont triples des
cénes (prop. 10. 12): donc 'axe GHest a 'axe
KL comme le cone ABG est au cone CDK et
comme le cylindre EB est au cylindre FD; ce
qu’l falloit démontrer. '

PROPOSITEON XV.
THEOREME.

Les bases des cénes ou des cylindres égaux sont
réciproguement propoﬂiom:elles aux hauteurs
de cénes de ces cylindres ; et lorsque les bases
des cdnes ou des cylindres sont ‘réciproquement
proportionnelles aux hauteurs, les cdnes ou les
cylindres sont égaux entr’eux.

Que Jes cénes et les cylindres dont les bases
sont les cercles ABCD, EFGH (fig. 218),
dont les diamétres des bases sont les droites
AC,EG et dont les axes sont les droites KL,
MN qui sont en méme tems les hauteurs des
cénes et des cylindres soient égaux entr'eux;
achevez les cylindres. AO, EP : je dis que les
bases de ces cylindres AO, EP sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs; c’est=
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i-dire que la base ABCD est 4 la base EFGH
comme la hauteur MN est a la hauteur KL.

La hauteur KL est égale & la hauteur MN
ol elle lui est inégale ; qu’elle lui soit d’abord
égale. Puisque le cylindre AQO est égal au cylin-
dre EP et que les cones ou les cylindres qui
ont la méme hauteur sont entr’eux comme leurs
bases (prop. 11.12), la base ABCD sera égale
a la base EFGH : donc les bases sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs, c’est-
a-dire que ABCD est 3 EFGH comme la hau-
teur MN est & la hauteur KL. Supposons i pré-
sent que la hauteur KL ne soit point égale a la
hauteur MN et que la hauteur MN soit la plus
grande. De la hautenr MN retranchez la droite
QM égale i la droite KL et par le point Q
coupez le cylindre EP par le plan STV pa-
rall¢le aux cercles opposés EFGH, RPX, et
imaginez un cylindre ES dont la base soit le
cercle EFGH et la hauteur 'axe QM. Puisque
par supposition le cylindre AO est égal au cy-
lindre EP et que ES est un autre cylindre, le
cylindre AO sera au cylindre ES comme le cy-
lindre EP est au cylindre ES (prop.7.5). Mais
le cy]mdre AO est an cylindre ES comme la base
ABCD estalabase EFGH (prop.11.12), car
les cylindres AO, ES ont la méme bauteur;
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mais le cylindre EP est au cylindre ES comme 2
hauteur MN est 4 la hauteur MQ (prop. 13.13),
car le cylindre EP est coupé par le plan TVS
paralléle aux plans opposés ; mais la base ABCD
est 2 la base EFGH comme la hauteor MN est
a la hauteur MQ, et la hauteur MQ est égale
a la hauteur KL : donc la base ABCD est i la
base EFGH comme la hauteur MN est & la
hauteur KL : donc les bases des cylindres AO,
EP sont réciproquement proportionnelles aux
hauteurs de ces cylindres. ,
A'présent que les bases des cylindres AO,
EP soient réciproquement proportionnelles aux
hauteurs de ces cylindres , c’est-a-dire que la
base ABCD soit a la base EFGH comme la
hauteur MN est 4 la hauteur KL : je dis que
le cylindre AO est égal au cylindre EP.
Faites ]a méme construction. Puisque la base
ABCD est ala base EFGH comme la hauteur
MN est 4 .la hauteur KL et puisque la hauteur
KL est égale & la hauteur MQ), la base ABCD
sera a labase EFGH comme la hauteur M N est
a la hauteur MQ; mais la base ABCD est a la
base EF GH comme le cylindre AO est au cy-
lindre ES (prop.11.13), car ils ont la méme
hauteur , et la hauteur MN est & la hauteur MQ
comme le cylindre EP est au cyhindre ES
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(prop- 13.12) : donc le cylindre AO est au
cylindre ES comme le cylindre EP est au cy-
lindre ES : donc le cylindre AO est égal an cy-
lindre EP (prop.g.5) : la démonstration sera
la méme pour les cénes; ce qu'il falloit démon~

* trer.

PROPOSITION XVI.
PROBLEME.

Deux cercles concentriques étant donnés , décrire
dans le plus grand un polygone dont les cités
soient égaux et pairs en nombre et qui ne tou-

che point le plus petit cercle.

Soient les deux cercles ABCD, EFGH’
(fig. 219 ) ayant le méme centre K : il faut
dans le plus grand cercle ABCD décrire un
polygone dont les c6tés soient égaux et pairs
en nombre et qui ne touche point le plus petit
cercle EFGH.

Par le centre K menez la droite BD; par le
point G menez la droite AG perpendiculaire
sur BD et prolongez cette droite vers le point
C. La droite AC touchera le cercle EFGH
(prop. 16. 3). Partagez la demi-circonférence
BAD en deux parties égales et sa moitié en
deux parties égales, et ainsi de suite jusqua
ce quil reste un arc plus petit que I'arc AD
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(prop. 1. 10). Qu'on ait cet arc et que cet arc
soit LD; par le point L conduisez sur BD la
perpendiculaire LM ; prolongez cette perpen-
diculaire vers le point N et menez les droites

LD, DN; la droite LD sera égale i la droite
DN; et puisque la droite LN est paraliéle a la
droite AC et que la droite AC touche le cercle
EFGH, la droite LN ne touchera point le cer-
cle EFGH, a plus forte raison les droites LD,
DN ne toucheront pomnt ce méme cercle : donc
si I'on applique a la circonférence ABCD, a
la suite les unes des autres, des droites égales
a la droite LD (prop. 1.4}, on décrira un
polygone dont les c6tés seront égaux et pairs
en nombre et qui ne tonchera point le cercle
EFGH; ce quil falloit faire.

PROPOSITION XVII.
PROBLEME.

Deux: sphéres concentriques étant données, dé-
crire dans la plus grande un polyédre qui ne
touche point la surface de la plus petite.

Imaginez deux,sphéres qui aient le méme
centre A (fig. 220) : il faut dans la plus grande
sphére décrire un polyédre qui ne touche point
la surface de la plus petite.
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‘Faites passer un plan quelconque par le centre
de ces spheéres, les sections seront des cercles,
parce qu'une sphére étant engendrée par un
demi-cercle qui tourne autour de son diamétre
immobile ( déf. 14. 11), dans quelque position
que nous concevions ce dem-cercle, le plan
prolongé de ce demi-cercle produira nécessai-
rement une circonférence de cercle sur la sur-
face de la sphére ; et il est évident que cette
circonférence sera celle d’'un grand cercle ,
parce que le diamétre de la sphére, qui est aussi
celui du demi-cercle, est la plus grande de
toutes les droites menées dans le cercle ou

~ dans la sphére (prop. 15.3). Supposons en
conséquence que BCDE soit un cercle de la
plus grande sphére et que FGH soit un cercle
de la plus petite; menez leurs diamétres BD,
CE de maniére qu’ils soient perpendiculaires
Pun sur l'autre. Les deux cercles BCDE,
FGH ayant le méme centre , décrivez dans le
plus grand BCDE un polygone dont les cétés
soient égaux et pairs en nombre et qui ne touche
point le plus petit cercle FGH (prop. 16.12);
que les c6tés de cé polygone qui sont dans le
quart de cercle BE soient BK , KL, LM, ME;
menez la droite KA que vous prolongerez vers
. N au point A et sur le plan du cercle BCDE
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élevez la perpendiculaire AO qui rencontre la
surface de la sphére au point O, et par [a droite
AO et par chacune des droites BD, KN con-
duisez deux plans qui, d’aprés ce que nous
avbns dit, produiront deux grands cercles dans
la surface de la sphére. Supposons qu'on ait
ces deux grands cercles et que BOD, KON
en soient les moitids, et que BD, KN en soient
les diamétres. Puisque la droite OA est perpen-
diculaire sur le plan du cercle BCDE, tous les
plans qui passeront par cette droite AO seront
perpendiculaires sur le plan du cercle BCDE
(prop. 18. 11) : donc les demi-cercles BOD,
KON sont perpendiculaires sur ce méme plan;
et puisque les demi-cercles BED, BOD, KON
sont égaux, car leurs diamétres EC, BD, KN
sont égaux entr’eux , les quarts de leurs circon-
férences BE, BO, KO seront égaux entr’eux :
donc les quarts de cercle BO, KO contien-
dront chacun autant de c6tés du polygone ins-
crit que le quart de cercle BE, et les cotés
contenus dans les quarts de cercles BO, KO
seront égaux aux c6tés BK, KL, LM, ME,
chacun & chacun. Menez les cétés BP, PQ,
QR, RO, KS, ST, TV, VO et conduisez les
droites SP, TQ, VR, et des points P, S abais-
scz des perpendicnlaires sur le plan du cercle
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BCDE; ces per"pendiculaires tomberont dans
les communes sections BD, KN des plans
des demi-cercles BOD, KON (prop. 38. 11),
puisque ces plans sont perpendiculaires sur
le plan du cercle BCDE, par construction ;
que ces perpendiculaires tombent donc sur ces
comrmunes scctions et que ces perpendiculaires
soient PX , SY et menez la droite XY. Puis-
qu’on a pris les arcs égaux BP, KS dans les
demi-circonférences égales BOD, KON et
qu'on a mené les perpendiculaires PX, SY, la
droite P X sera égale a la droite SY et la droite
BX égale a la droite KY. Mais la droite totale
BA est égale & la droite totale KA : donc la
droite restante X A est égale a la droite restante
YA: donc BX esta XA comme KY esta YA:
donc la droite XY est paralléle A la droite KB
(prop.2.6); et puisque chacune des droites
PX, SY est perpendiculaire sur le plan du
cercle BCDE, la droite PX sera paralléle & la
droite SY (prop. 6. 11); mais on a démoatré
que ces droites sont égales : donc les droites
Y X, SP sont égales et paralléles (pr.33. 11);

et puisque la droite Y X est paralléle a la droite *

SP ct i la droite KB, la droite SP sera paralléle
a la droite KB (prop. 9. 11); mais ces droites
Ee

\
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sont jointes par les droites Bls, KS : donc le
quadrilatére KBPS est dans un seul plan, car
si deux droites sout paralléles et si dans cha-
cunc de ces droites on prend des points quel-
conques , les droites qui joignent ces points
sont dans lc méme plin que ces paralléles
( prop. 7. 11 ). Par la méme raison l'un et
Yautre des quadrilatéres SPQT, TQRYV sont
dans un seul plan; mais le triangle VRO est
aussi dans un seul plan (prop. 2. 11) : donc si
des points P, $,Q, T, R, Von concoit des
droites menées au point A, on aura construit
entre les arcs BO, KO un certain polyédre
composé des pyramides dont les bases seront
les quadrilatéres KBPS, SPQT, TQRVet le
triangle VRO et dont le sommet commun sera
Ie point A. Si sur chacun des ¢6tés KL, LM,
ME nous faisons la méme construction que
nous avons faites sur le c6té KB, si nous faisons
ensuite la méme chose dans les autres quarts
de cercle et dans autre hémisphére , nous au-
rons inscrit dans la sphére un certain polyédre
qui sera composé des pyramides dont les bases
sont les quadrilateres KBPS, SPQT, TQRYV et
le uriangle VRO, et les quadrilatéres etles trian-
gles correspondans & ces quadrilatéres et a ce
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triangle et dont le sommet commun sera lo
point A.

Je dis 2 présent que ce polyédre ne touche
point la surface de la pcute sphére dans laquelle
est le cercle FGH. Du point A menez la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatére
KBPS (prop.11.11), que cette perpendicu-
laire rencontre ce plan au point Z et menez les
droites BZ, ZK. Puisque AZ est perpendicu-
laire sur de plan da quadrilatére KBP S, elle
sera perpendiculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent et quisont dans ce plan (déf.3.11):
donc AZ est perpendiculaire sur I'une et Lautre
des droites BZ, ZK ; mais puisque AB est égal
4 AK, le quarré de AB sera égal au quarré de
AK ; mais les quarrés des droites AZ , ZB sont
égaux au quarré de AB (prop. 47. 1), car I'angle
-ent Z est droit par construction, et les quarrés
de AZ , ZK sont égaux au quarré de AK : donc
Jes quarrés des droites AZ, ZB sont égaux aux
quarrés des droites AZ, ZK. Retranchant le
quarré de AZ qui est commun, le quarré de BZ
sera égal au quarré de ZK : donc la droite BZ
est égale 2 la droite ZK. On démontrera sem—
blablement que les droites menées du point Z
aux points P, S sont égales chacune 4 'une et
& Pautre des droites BZ, ZK : donc le cercle

a
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décrit du centre Z et avec un intervalle égal a
une des droites ZB; ZK passera aussi par les
points P, S : donc le quadrilatére KBPS sera
inscrit dans un cercle ; et puisque la droite KB
est pius grande que la droite YX et que la
droite Y X est égale 4 la droite SP, la droite
KB sera plus grande que la droite SP. Mais la
droite KB est égale & I'une et & Vautre des
droites KS, BP : donc 'une et 'autre des droites
KS, BP sont plus grandes que la droite SP.
Puisque le quadrilat¢cre KBPS est déerit dans
un cercle et que les droites KB, BP, KS sont
égales, que la droite PS est plus petite et que
la droite BZ est menée du centre du cercle , le
quarré de KB sera plus grand que le double da
quarré de BZ'. Du point K meuez la droite KA’
perpendiculaire sur BD. Puisque la droite BD
cst plus petite que le double de DA’ et que DB
est i DA’ comme le rectangle compris sotis DB,
BA’ est au rectangle compris sous DA, ASB
(prop.1.6), si I'on décrit'un quarré sur, BA’
ct si sur A'D on compléte le parallélogramme
«womprissousA'D, A'B, le rectangle compris sous
DB, BA’sera plus petit que le double de celui qui
st compris sous DA, A’B.. Menez la droite
KD. Le parallélogramnme compris sous DB, BA’
scra égal au quarré de KB (prop. 8. Q) ,etle
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paréll'élogramm_e compris sous DA’, A’B égal
au quarré de KA’ : donc le quarré de KB est
pllis petit que le double du quarré de KA’;
mais le ¢quarré de KB est plus grand que le
double du quarré de BZ : donc le quarré de
K A’ est plus grand que le quarré de BZ ; et puis-
que BA est égal A KA, le quarré de BA sera
égal au quarré de KA. Mais les quarrés des
droites BZ, Z A sont égaux au quarré de la
droite BA (prop. 47. 1), et les quarrés des
droites KA’, A’A égaux au quarré de la droite
KA : donc les quarrés des droites BZ, Z A sont
égaux aux quarrés des droites KA’, A’A ; mais
le quarré de KA” est plus grand que le quarré
de BZ : donc le quarré de A’A est plus petit
que le quarré de ZA : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AA’ : donc la droite
AZ est a plus forte raison plus grande que la
droite AG ; mais la droite AZ est une perpendi-
culaire surune des bases du polyédre et ladroite
AG est un rayon de la plus petite sphére : donc
ce polyédre ne touche point la surface de la
plus petite sphére.

AUTREMENT.

Nous allons démontrer autrement et d'une

maniére plus prompte que la droite AZ est plus

3
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grande qué la droite AG. Du point G conduisez
une perpendiculaire GL sur AG et menez AL.
Puisque si 'on partage en deux parties égales
Farc EB et la moitié de cet arc en deux parties
égales et ainsi de suite, il restera enfin un cer-
tain arc plus petit que celui de la circonfé-
rence du cercle BCD qui est soutendu par une
droite égale a la droite GL ( prop. 1. 10). Qu'on
ait cet arc ct que cet arc soit KB, la droite KB
est plus petite que la droite GL ; mais puisque
le quadrilatére BKSP est inscrit dans un cercle
et que les droites PB, BK, K S sont égales et
que la droite PS est plus petite que chacune de
ces droites, I'angle BZK sera obtus : donc la
droite BK sera plus grande que la droite BZ;
mais la droite GL est plus grande que BK par
construction : donc i plus forte raison, la droite
GL sera plus grande que la droite BZ et par con-
séquent le quarré de GL sera plus grand que le
quarré de BZ; mais puisque la droite AL est égale
aladroite AB, le quarré de AL sera égal au quarré
de AB; mais les quarrés des droites AG, GL sont
égaux au quarré de la droite AL et les quarrés
des droites BZ, Z A sont égaux aux quarrés de
la droite AB : donc les quarrés des droites AG,
GL sont égaux aux quarrés des droites BZ, ZA ;
mais le quarré de BZ est plus petit que le uarré
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de GL : donc le quarré de ZA est plus grand
«ue le quarré de AG : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AG.

Donc, deux sphéres concentriques ayant éié
données, on a décrit dans la plus grande un po-
ly¢dre qui ne touche pas la swface de la plus
petite ; ce qu'il falloit faire.

COROLLATIIRE.

Sil'ondécritdansuneautre sphére un polyédre
semblable a celm qui est décrit dans la sphére
BCDE, lo polycdre déerit dans I sphére BCDE
sera au polyédre qui est décrit dans une autre
sphére en raison triplée du diametre de la
sphére BCDE au diamétre de I'autre sphére;
car ayant divisé ces polyédres en pyramides
€gales en nombre et dans le méme ordre, on
aura des pyramides semblables. Mais les pyra-
mides. semblables sont en raison triplée des
cités homologues (cor. 8. 12) : donc la pyra-
mide qui a pour base le quadrilatére KBPS et
pour sommet le point A sera a la pyranude cor-
respondante de l'autre sphére en raison triplée
d'un c61é de la premicre au c6té homologue de
la seconde, c'est-a-dire en raison triplée du
rayon AB de la sphére qui a pour centre le
point A au rayon de l'autre sphére. Semblabie-

/7

K3
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ment chacune des pyramides'comprises dans
la sphére qui a pour centre le point A sera &
chacune des pyramides du méme ordre com-
prise dans I'autre sphére en raison triplée du
rayon AB au rayon de lautre sphére. Mais un
des antécédens est a un des conséquens comme
tous les antécé lens sont a tous les conséquens
(prop. 12.5) :donc le polyédre total compris
dans la sphére qui a pour centre le point A est
au polyédre total compris dans l'autre sphére
en raison triplée du rayon AB au rayon de
Pautre sphére , c'est-a-dire en raison triplée du
diamétre AB au diamétre de Pautre sphere ; ce
quil falloit démontrer.

PROPOSITION XVIIL
THEOREME.

Les sphéres sont entrelles en raisons triplées
de leurs diamétres.

Imaginez les sphéres ABC, DEF (fig. 221)
dont les diamétres sont les droites BC, EF : je
dis que la sphére ABC est i la sphére DEF en
raison triplée du diamétre BC au diamétre EF.

Car si cela n'est point, la sphére ABC sera -
a une sphére plus petite ou 4 une sphére plus
grande que la sphére DEF en raison triplée de
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BC 4 EF. Supposons d’abord que la sphére ABC
soit & une sphére plus petite, savoir a la sphere
GHK en raison triplée de BC i EF. Imaginez
la sphére DEF placée antour du méme cen-
tre que la sphére GHK; déerivez dans la plus
grande sphére DEF un polyedre qui ne ton-
che point la surface de la plus petite spheére
GHK (prop. 17. 12), et dans la sphére ABC
déerivez un polyédre semblable & celui qui est
déerit dans la sphére DEF; le polyedre ins-
crit dans la éphére ABC sera au polyédre inscrit
dans la sphére DEF en raison triplée de BC &
EF (cor. 17.12); mais, par supposition, la
sphérc ABC est 4 la sphére GHK en raison
triplée de BC a4 EF : donc la sphére ABC est &
la sphére GHK comme le polyédre inserit dans
la sphére ABC est au polycdre inscrit dans la
sphére DEF (prop. 11.5) : donc en échan-
geant les places des moyens la sphére ABC scra
au polyédre inscrit dans cette sphére comme
la sphére GHK est an polyédre inscrit dans la
sphére DEF ; mais la sphére ABC est plus
grande que le polyédre qui lui est inscrit : donc
la sphére GHK est plus grande que le poly¢-
dre inscrit dans la sphére DEF; mais au con-
traire il est plus petit, car il est inscrit dans
cette sphére, ce qui est impossible : donc la
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sphére ABCn’est point a une spheére plus petite
que la sphére DET en raison triplée de BC i
EF. Nous démontrerons scrblablement que la
sphére DEF n’est point i une sphére plus
petite que la sphére ABC en raison triplée de
EF a BC. Je dis de plus que la sphére ABC
n'est point 4 une sphére plus grande que la
sphere DEF en raison triplée de BCa EF; car
si cela peut se faire , supposons que la sphére
ABC soit a une sphére plus grande que la sphere
DEF, savoir a la sphére LMN en raison triplée
de BC & EF; en meutant les conséquens i la
place des antécédens et les antécédens a la
place des conséquens, la sphére LMN scra a
la sphére ABC en raison triplée du diamétre
EF au diamétre BC. Mais la sphére LMN est
i la sphére ABC comme la sphére DEF est &
une spheére plus petite que la sphére ABC, ainsi
que cela a ¢1é démontré, puisque la sphére LMN
est plus grande que la sphére DEF : donc la
sphére DEF est a une sphére plus petite que
la sphére ABC en raison triplée de EF a BC;
ce qui a été démontré impossible : donc la
sphére ABC n'est point a une sphére plus
grande quc la sphére DEF en raison triplée
de BC a EF; mais nous avons démontré¢ que
la sphére ABC n’est point a une sphére plus
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petite que la sphére DEF en raisen triplée de
AB 2 EF : donc la sphére ABC est & la sphére
DEF en raison triplée de AB & EF; ce quil
falloit démontrer.

FIN DU DOUZIEME ET DEANIER LIVAR
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SUPPLEMENT

A LA GEOMETRIE D’EUCLIDE,

DEFINITIONS.

1. U~ cercle est une surface plane comprise
dans une seule ligne qu’on appelle circonfé-
rence et qui est telle que toutes les droites
mendes a cette ligne d’un des points qui sont
placés dans la figure sont égales entr’elles.

2. Ce point s’appelle le centre du cercle.

3. Un diamétre est une droite menée par le
centre et terminée des deux c6tés par la circon-
férence du cercle.

4. Un rayon est une droite menée du centre
a la circonférence.

%. Une corde est une droite menée d’un
poiit de la circonférence i un autre point sans
passer par le centre.

6. Un arc est une portion de la circonfé-
rence.

7. Un secteur est une figure comprise entre
deux rayons qui font-un angle et la circonfé-
rence du cercle.
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8. Un segment de cercle est une figure coms
prise entre une corde et la circonférence du
cercle. _

g. Les sccteurs ct les segmens circulaires
sont semblables lorsque les rayons qui com-
prennent leurs -arcs sont égaux.

10. Un cylindre est un solide contenu sous
deux cercles égaux et paralléles et sous la sur-
face décrite par une droite qui se nieut sursles
circonférences de ces cercles parallélement a
la droite menée par les centres de ces mémes
cercles, jusqu'a ce qu'elle soit revenue au
méme endroit d’ou elle étoit parue.

11. Les deux cercles égaux et paralléles
s'appellent les bases du cylindre.

12. La surface décrite par cette droite s’ap~
pelle la surface convexe du cylindre.

15. La droite menée par les centres des deux
bases s’appclle 'axe du cylindre.

14. Lorsque I'axe est perpendiculaire sur les
bases, on dit que le cylindre est droit; on dit
qu'il est oblique lorsque I'axe n’est point per-
pendiculaire sur les bases.

15. On peut définir le cylindre droit en di-
sant, que le cylindre droit est un solide com-
pris sous la surface décrite par trois c61és d’'un
parallélogramme rectangle tournant autour de



A LA GEOM. I’EUCLIDE. 449
son quatriéme c5té qui reste immobile jusqu’a
ce que ce rectangle soit revenu au méme en-,
droit d’ou il étoit parti.

16. Ua cduoe est un solide contenu sous un
cercle et sous la surface décrite par une droite
qui se meut sur la circonférence de ce cercle
en tournant autour d’un point immobile placé
au-dessus de ce méme cercle, jusqu’a ce que
cette droite soit revenue au méme endroit d’ou
elle étont partie.

17. Ce cercle s’appelle la base du céne.

18. La surface décrite par la droite qui tourne
autour d’un point immobile et sur la circonfé-
rence de la base s’appelle la surface convexe du
céne. '

19. Le point immobile s’appelle le sommet
du céne.

ao. Ladroite menée du sommet sur le centre
de sa base s’appelle I'axe du céne.

21. Lorsque l'axe est perpendiculaire sur la
base , on dit que le cne est droit; on dit qu’il
est oblique lorsque I'axe n’est point perpendi-
culaire sur la base.

22. On peut définir le cone droit en disant
que le céne droit est un solide contenu sous la
surfuce décrite par deux c6tés d’'un triangle
rectangle tournant autour d’un des cétés de

Ff



450 SUPPLEMENT
I'angle droit qui reste immobile jusqu’a ce que
ce triangle soit revenu au méme cndroit d’ou d
étoit parti.
23. Les cylmdres droits et les cones droits
sont semblables lorsque leurs axes et les dia-
“métres de leurs bases sont proportionnels ; les
cylindres obliques et les cdnes obliques sont
semblables lorsque leurs axes et lés diamétres
de leurs bases sont proportionnels et que leurs
axes sont également inclinés sur les bases.
24.:Une sphéré ést un solide contenu sous
la surface décrite par Fare d’'un demi-cercle
tournant dutour de son diamétre immobile
jusqu’a ce que ce demi-cercle soit revenu au
méme endroit d’ou il étoit parti.
25. L’axe de la sphére est cette droite immo-
bile autour de laquelle tourne le demi-cercle.
6. Les cxtrémités dé l'axe s'appellent les
poles de la sphére.
27. Le centre de la sphere est le méme que
celui du demi-cércle.
28. La suiface décrite par la demi-circon-
férence est la surface de la sphére.
ag. On appelle zéne la surface décrite par
un arc qui est plis petit que la demi-circonfé-
vence et dont unte des extrémités n’est point
un des poles de la spheére. .
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30. Un secteur sphérique est un solide con-
tenu sous la surface décrite par I'arc et par un
des rayons d’un secteur circulaire tournant au-
tour de son autre rayon jusqu'a ce que ce sec~
teur circulaire soit revenu au méme endroit
d’ou 1l étoit parti.

31. Un segment sphérique est un solide con-
tenu sous la surface décrite par le demi-arc et
par la demi-corde d'un segment circulaire tour-
nant autour d’'un rayon perpendiculaire sur la
corde de cet arc jusqu’a ce que ce demi-seg-
ment circulaire soit revenu au méme endroit
d’onr il étoit parti.

' 32. On appelle calotte de sphére la surface
décrite par le demi-arc du secteur circulaire.

33. La hauteur d’un segment sphérique est
la partie du rayon 1mmobile qui est comprise
entre I'are et ]a corde du secteur circulaire.

34. Les secteurs et les segmens sphériques
sont semblables lorsque les secteurs et les seg-
mens circulaires qui les ont engendrés sont
semblables. '



452 SUPPLEMENT
PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

Si un polygone est inscrit dans un cercle, il est
évident que le contour du polygone inscrit est
plus petit que la circonférence du cercle.

Car chaque c6té du polygone inscrit est plus
petit que l'arc qu’il soutend.
: Archimeéde, de la sphére et du cylindre
( prop. 1, liv. 1 ).
PROPOSITION IL
THEOREME.

Si un polygone est circonscrit & un cercle , le con=
_ tour de ce polygone est plus grand que la cir-
conférence de ce cercle.

Soit ABCDE (fig. 222) un polygone circons-
crit au cercle RSTVX : je dis que le contour
du polygone ABCDE est plus grand que la
circonférence du cercle RSTVX.

Car puisque les deux droites XA, AR com-
prennent I'arc XR et qu'elles ont les mémes
extrémités X, R que cet arc, les deux droites
XA, AR sont plus grandes que I'arc XR. Pareil-
lement les deux droites RB, BS sont plus grandes
que'arcRS. Les deux droites SC, CT sont aussi
plus grandes que Iarc ST; les deux droites
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- TD, DV plus grandes que Varc TV, et enfin
les deux droites VE, EX plus grandes que
Parc VX : donc le contour total du polygone
circonscrit est plus grand que la circonférence
entiére (1); ce qu'il falloit démontrer. .

Archiméde, de la sphére et du cylindre
( prop. 2, liv. 1).

(1) 11 est évident que le contour du polygone ins-
crit dans un cercle est plus petit que la circonférence
de ce cercle; mais il n’est pas également évident que le
contour du polygone circonscrit & un cercle soit plus
grand que la circonférence de ce cercle; et tous les
efforts que I'on feroit pour démontrer celte proposi-
tion, qui est cependant incontestable, se réduiroient
& démontrer gu’un polygone circonicrit est toujours
plus grand qu’un polygone inscrit. Pour démontrer
cette proposition, Archiméde pose en principe que
deux droites qui comprennent un arc et qui ont les
mémes exirémités que cet arc sont plus grandes que
cet arc; si Archiméde n’a pas démontré ce principe,
qui n’est point évident par lui-méme, c’est parce qu’il
est impossible de le démontrer d’une maniére satisfai~
sante. C'est sans doute & cause du défaut de I’évidence
de celte proposition et 4 cause de I'impossibilité de Ia
démontrer rigoureusement, qu’Euclide n’a point fait
usage de cette proposition, sans laquelle il lui a é1é
impossible de démontrer plusieurs théorémes impor~
tans concernant le cercle, le cylindre, le cone et la
sphére,
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PROPOSITION III
rafoREME.

Si deux cereles sont concenm'ques et 5i les cdtés

d'un polygone régulier inscrit dans le plus grand

cercle ne touchent point la circonférence du plus
. petit, le contour de ce polygone est plus grand
que la circonférence du plus petit cercle.

Soient FGHIK, LMNPQ (fig. 222) deux

cercies concentriques et LMNPQ un polygone
régulier inscrit dans le plus grand, de maniére
que les cotés de ce polygone ne touchent point
1a circonférence du plus petit cercle : je dis que
Ie contour du polgone LM NPQ est plus grand
que la circonférence FGHIK.
. Du centre O menez sur les cétés du poly-
gone LMNP Q les perpendiculaires OR’, OS’,
0T, 0V, 0X/, et par les points ou ces perpen-
diculaires rencontrent la circonférence FGHIK
menez les tangentes AB, BC, CD, DE, EA;
ces tangentes seront les cétés d'wn polygone
régulier circonscrit au cercle FGHIRK.

Puisque dans les triangles semblables LOM,

AOB le c61é OL est plus grand que le cdté

OA, le ¢6té LM sera plus grand que le coté
AB. On démontrera de la méme maniére que
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les awtres c6tés du polygone LMNP.Q sont
plus grands que les c6tés correspondans du po-
lygone ABCDE : donc le contour du polygone
LMNPQ est plus grand que le contour du po-
lygone ABCDE; mais le contour du polygone
ABCDE est plus grand que la circonférence
FGHIK : donc a plus forte rason le contour
du polygone LMNPQ est plus grand que la
‘circonférence FGHIK.

Donc si .deux cercles sont concentriques
et si les c6tés d'un polygone régulier inscrit
dans le plus grand certle ne touchent .point
la circonférence du plus petit, le contour de
ce polygone sera plus grand que la circonfé-
rence du plus .petit cercle ; ce qu'il fallpit-dé-
montrer. '

PROPOSITION 1V.
rn'on:.iuz

Deux cercles étant concentnques inscrire dans
le plus grand ur polygone régulier d’un nombre

pair de cdtés qui ne touchs point la circonfé-
rence du plus petit.

Soient les deux cerclés concentriques ABCD,
EFGH (fig.233) : il faut dans le plus grand
. ercle ABCD inscrire un polygone régulier
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d’un nombre pair de cétés qui ne touche pomt
le plus petit cercle EFGH.

Par le centre K conduisez la droite BD, ct
par le point G menez la droité AG perpendicu-
laire sur la droite BD et prolongez cette droite
vers le point C. La droite AC touchera le cer-
ele EFGH. Partagez la demi-circonférence BAD
en deux parties égales et sa moitié en deux
parties égales, et ainsi de suite jusqu’a ce qu'il
reste un arc plus petit que Farc AD. Qu’on ait
cet art et que cet arc soit LD; du pormt L con-
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM;
prolongez cette perpendiculaire vers le point N
et menez les droites LD, PN ; la droite LD
sera egale a la dreite DN; et puisque la droite
LN est paralléle a la droite AC et que la droite
AC touche le cercle EFGH, la droite LN ne
touchera point le cercle EFGH;; et a plus forte
raison les droites LD, DN ne toucheront point
ce méme cercle EF GH: donc si I'on applique
sur la circonférence ABED, i la suite les unes
des autres , des droites égales & la droite LD, -
on décrira un polygone régulier d'un nombre
pair de cotés qui ne touchera point le cercle
EFGH; ce qu'il falloit faire.
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PROPOSITION V.
PROBLEME.

Deux secteurs circulaires semblables et concen-

. triques étant donnés , inscrire dans le plus grand

une portion de polygone régulier qui ne touche
point Uarc du plus petit.

Soient les deux secteurs semblables et con-
centriques IKD, HKG (fig. 223) : il faut ins-
crire dans le plus grand une portion de polygone
régulier qui ne touche point I'arc du plus petit.

Par le centre K conduisez la droite BD et
par le pomnt G menez la droite AC perpendi-
culaire sur la droite BD; partagez Parc IDen
deux parties égales et sa moitié en deux parties
égales , et ainsi de suite jusqu'a ce qu'll reste
un arc plus petit que 'arc AD. Qu’on ait cet
arc, et que cet arc soit LD; du point L con-
daisez sur la droite BD la perpendiculaire LM,
prolongez cette perpendiculaire vers le pomnt
N et menez les droites LD, DN ; la droite LD
sera égale a la droite DN ; et puisque la droite
LN est paralléle a la droite AC et que la droite
AC touche le cerele EFGH, la droite LN ne
touchera point le cercle EF G H;; et a plus forte
raison les droites LD, DN ne toucheront point
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le méme cercle EFGH : donc si I'on applique
sur I'arc ID, A la suite les uns des autres des
droites égales a la droite LD, on décrira une
portion de polygone régulier qui ne touchera
point I'arc HG ; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION VI
PROBLEME.

Deux cercles étant concentrigues , circonscrire az
plus petit un polygone régulier dont les cotés
soient en nambre pair et ne rencontrent point
la circonférence du plus grand.

Soientlesdeux cerclesconcentriques LMNPQ,
FGHIK (fig. 222) : il faut au plus petuit cercle
‘FGHIK circonscrire un palygone régulier dont
les c6tés soient pairs en nombre et ne renconr
trent point Ja circonférence du plus grand cer-
cle LMNPQ. |

Dans le. grand cercle LM NP Q inscrivez un
polygone régulier dont les c6tés soient pairs en
nombre et ne touchent point la circonférence
du plus petit cercle. Circonscrivez ensuite aw
plus petit cercle un polygone semblable au po-
lygone inserit, 1l est évident que le polygone
circonscrit au plus petit cercle sera un poly-
gone régulier dont les cotés seronlL paws ew
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nombre et ne rencontreront point la circonfé-
rence du plus grand cercle; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION VIL
PROBLEIME.

Deux secteurs circulaires , semblables et concen-

trigues étant donnés , circonscrire au plus petit

. une portion de polygone régulier dont les cdtis
ne rencontrent point I'arc du plus grand.

Soient les deux secteurs circulaires serbla-
bles et concentriques IKD, HKG (fig. 223):
il faut circonscrire au plus petit une portion de
polygone régulier dont les c6tés ne rencon-
trent point I'arc du plus grand.

Dans le plus grand secteur inscrivez une
portion de polygone réguher dont les cotés ne
touchent point Farc du plus petit secteur. Cir-
conserivez ensuite a Parc du plus petit secteur
une portion de polygone semblable 4 la portion
du polygone régulier inscrit dans le plus grand
secteur.

11 est évident que Ia portion de polygone
circonscrite au plus petit secteur sera une por-
tion de polygone régulier dont les cétés ne ren-
contreront point I'arc du plus grand secteur;
‘ee qu'il falloit faire.

L)
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PROPOSITION VIIL
THEOREME.

Les circonférences de cercles sont entrelles
comme leurs diamétres.

Soient les deux cercles ABCD, EFGH
(fig. 224) : je dis que le diamétre BD est au
diamétre FH comme la circonférence ABCD
est a la circonférence EFGH.

Car si cela n’est point, le diamétre BD sera
au diamétre F H comme la circonférence ABCD
est a une circonférence plus petite ou a une
circonférence plus grande que la circonférence
EFGH. Supposons d’abord, si cela est possi~
ble, que le diamétre BD soit au diaméwre FH
comme la circonférence ABCD est a une cir-
conférence plus petite , savorr, a la circonfé-
rence concentrique RSTV. Inscrivons dans le
cercle EFGH un polygone régulier EIFKGLHM
dont les cétés soient pairs en nombre et ne
touchent peint la circonférence RSTV; ins-
crivons ensuite dans le cercle ABCD un poly-
gone semblable ANBOCPDQ, le diamétre
BD sera au diamétre FH comme le polygone
ANBOCPDQ est au polygone EIFKGLHM;
mais par supposition le diamétre BD est au dia-
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métre FH comme la circonférence ABCD est a
la circonférence RSTV : donc la circonférence
ABCD est & la circonférence RSTV comme
le polygone ANBOCPDQ est au polygone
EIFKGLHM : donc, en échangeant les places
des moyens, la circonférence ABCD sera au po-
lygone ANBOCPDQ comme le cercle RSTV
est au polygone EIF KGLHM; mais la circon-
férence ABCD est plus grande que le contour
du polygone ANBOCP DQ qui lui est inscrit :
donc la circonférence RSTYV est plus grande
que le contour du polygone EIFKGLHM; mais
au contraire la circonférence RSTYV est plus
petite que le contour du polygone EIFKGLHM ;
ce qui est impossible : donc le diaméwe BD
n’est point au diamétre FH comme la circon-
férence ABCD est A une circonférence plus
petite que la circonférence EFGH.
Je dis i présent que le diamétre BB n’est
point au diamétre FH comme la circonférence
ABCD est & une circonférence plus grande que
la circonférence EF GH. Car supposons que le
diamétre BD soit au diamétre FH comme la
circonférence ABCD est & une circonférence
‘plus grande que la circonférence EFGH, savoir,
a la circonférence concentrigue R'S'T'V", Cir-
conscrivons au cercle EFGH un polygone
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régulier dont les c6tés soient pairs en nombre et
ne rencontrent point la circonférence R'S'T' V',
Circonscrivons au cercle ABCD un polygone
semblable. Le diameétre BD est au diamétre FH
comme le contour du polygone circonscrit au
cercle ABCD est au contour du polygone cir-
conscrit au cercle EFGH; mais par supposi+
tion le diameétre BD est au diamétre EH comme
la circonférence ABCD est a la circonférence
R'S'T'V’ : donc la circonférence ABCD est a
la circonférence R'S'T'V’ comme le contour
du polygone circonscrit aa cercle ABCD est
au contour du polygone circonscrit au cercle
EFGH : donc en échangeant les places des
moyens , la circonférence ABCD est au con-
tour du polygone qui lui est circonsciit comme
la circonférence R'S'T'V’ est au contour du
polygone circonscrit au cercle EF G H; mais la
cicconférence ABCD est plus petite que le
contour du polygone qui lui est circonscrit:
donc la circonférence R'S'T' V' est plus petite
que le contour du polygone circonscrit au cer-
cle EFGH; mais cette circonférence est au
contraire plus grande; ce qui est impossible :
donc le diamétre BD n’est point au diamétre FH
comme la circonférence ABCD est a une cir~
conférence plus grande que la circonférence
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EFGH ; mais on a démontré que le diamétre
AD n’est point #e diamétre FH comme la cir-
conférence ABCD est 4 une circonférence plus
petite que la circonférence EFGH : donc le
diainétre AB est au diamétre FH comme la
circonférence ABCD est a la circonférence
EFGH. :

Donc les circonférences de cercles sont entre
elles comme leurs diamétres; ce qu’il falloit dé»
montrer.

COROLLA1RE.

Puisque les circonférences de cercles sont
entr’elles comme leurs diamétres, et que par
conséquent les diamétres des cercles sont entreé
eux comme leurs circonférences, il est évident
que si Pon counoissolt le diamétre d’'un cer-
cle et sa circonférence , on trouveroit la cir-
conférence de tout autre cercle dont le dia~-
métre seroit connu, en faisant la proportion
suivante : Le diamétre du cercle dont on con-
noit la cireconférence est a la circonférence de

_ee cercle comme le diamétre du cercle dont
on ne connoit pas la circonférence est &' la cir+
conférence de ce cerele. $i V'on vouloit trouver
le diamétre d’'un cercle dont on connoitroit
la eirconférence , on feroit la proportion sui-
vante : La circonférence du cercle dont on
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connoit le diamétre est au diamétre de ce cercle
comme la circonférence connue du cercle dont
on ne connoit pas le diamétre est au diameétre
de ce cercle. Mais il est impossible de trouver
exactement la longueur de la circonférence d'un
cercle dont le diamétre est connu ; et il est éga-
lement impossible de trouver exactement le
diamétre d’un cercle lorsque la longueur de sa
circonférence est donnée.

PROPOSITION IX.
THEOREME.

Un cercle étant donné, on peut lui circonscrire
un polygone régulier et lui inscrire un polygone
semblable, de maniére que la différence des
contours de ces deux polygones soit plus petite
gw'une droite donnée quelque petite qu’elle soit.

Soit ABCDEF (fig.225) le cercle donné et N
la droite donuée : je dis qu’on peut circonscrire
a ce cercle un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de maniére que la diffé-
rence des contours de ces deux polygones soit
plus petite que la droite donnée N.

Circonscrivons au cercle ABCDEF un po-
lygone régulier A'B'C'D'E'F’ et inscrivons-lui
un polygone gemblable, de maniére que leurs
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cdtés soient paralléles, et du centre O menons
la droite OG’ perpendiculaire sur le c6té A'B’
du polygone cireonserit; cette droite sera aussi
perpendiculaire sur le c6té AB du polygone
inscrit, & cause que les cétés de ces deux poly-
gones sont paralléles. Puisque les contours des
polygones réguliers et semblables sont entr’eux
comme les perpendiculaires menées de leurs
centres sur leurs c6tés, le contour du poly;
gone ABCDETF sera au contour du polygone
A'B'C'D'E’'F’ comme la droite OG est a la
droite OG’. Si nous circonscrivons au cercle
ABCDETF un polygone régulier dont le nom-
bre des cétés soit double, et si nous lui ins-
crivons un polygone semblable, si nous con-
tinuons de faire toujours la méme chose, et si
nous appelons P’ le contour d’un des polygones
circonscrits et P le contour du polygone ins-
crit qui lui est semblable; si nous appelons R’
la perpendiculaire menée du centre sur un des
cdtés du polygone circonscrit et R la perpen-
diculaire menée du centre sur un des cdtés du
polygone inscrit, hous aurons la proportion
suivante :
P:P:R:R
ou bien :
P—P:P::R—R:R.
Gg
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Cette dernicre proposition donnera I'équation
suivante :

P x (R'—R)

P—P=
R

Mais puisque la quantité R'—R qui est la diffé-
rence de la perpendiculaire mende du centre
sur un c6té des polygones circonscrits et de la
perpendiculaire menée de ce méme centre sur
un c6té du polygone inscrit qui lui est sembla-
ble diminue toujours 2 mesure que le nombre
des cotés des polygones circonscrits et inscrits
augmente, il est évident qu'en continuant de
circonscrire au cercle ABCDEF des polygones
réguliers dont le nombre des c6tés soit toujours
double et de lui inscrire des polygones sembla-
bles, il arrivera nécessairement que la quan-

tité —% < (R'—R) deviendra plus pette que

la quantité N et par conséquent que la quantité
P'—P, c'est-a-dire que la différence des con-
tours d’un polygone régulier circonscrit et d'un
polygone semblable inscrit.

Donc un cercle étant donné , on peut lui cir-
conscrire un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de maniére que la diffé-
rence des contours de ces polygones soit plus
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- petite qu'une droite donnée N, quelque petite
qu'elle soit; ce qu'il falloit démontrer.

”~

COROLLATIRE.
L]

Puisqu'un cercle éant donné, on peut lui
circonscrire un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de maniere que la diffé-
rence des contours de ces deux polygones soit
plus petite qu'une droite donnée N, quelque
petite qu'elle soit; et puisque le contour d’un
polygone circonserit est toujours plus grand
que la circonférénce, et que le contour d’un
polygone inscrit est toujours plus peut quie
cette méme circonférence, il est évident qu'on
peut, a plus forte raison, circonscrire a un
cercle ou lui inscrire un polygone régulier de
maniére que la diflérence du contour du poly-
gone circonscrit ou du polygone inscrit et de
la circonférence de ce cercle soit plus petite
qu'une droite donnée N, quelque petite qu’elle

soit.
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-PROPOSITION X.
PRO B.,L‘ﬁMF-‘ .

Trouver la circonférence approchée d'un cercle
dont on connott le diamétre.

Soit ABCDEF (fig. 225) un cercle dont on
connoft le diamétre AD : il faut trouver la cir-
conférence approchée de ce cercle.

Inscrivons dans le cercle ABCDEF un exa-
gone régulier et circonscrivons-lui un polygone
semblable , de maniére que les c6tés de ces
deux polygones soient paralléles; du centre O
menons la droite OG’ perpendxculau-e sur le
c6té A'B’ du polygone circonscrit ; cette droite
sera aussi perpendiculaire sur le c6té AB,
perce que les cdtés de ces polygones sont pa-
ralléles. _ 4
* Puisque les c6tés d’un hexagone régulier ins-
crit dans un cercle sont égaux chacun au rayon
de ce cercle, le contour de 'hexagone inscrit
dans le cercle ABCDEF sera égal au rayon OB.
multiplié par six.

A cause que le triangle ‘OGB est rectangle
en G et A cause que la droite GB est égale i Ia
moitié de la droite AB, le quarré de la droite
OG est égal au quarré du rayon OB moins le
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quarré de la droite de GB qui égal i la moiié
. du rayon : donc Ja droite OG sera égale a la
racine quarrée de la différence du quarré du
rayon et du quarré de la moitié du rayon..

Les deux triangles AOB, A'OB’ sont sem=
blables : donc la droite OG est a la droite OG’
comme la droite AB est a la droite A’B’ : done
la droite A’B’ est égale au produit de la droite
AB par la droite O G’ divisé par la droite OG:
donc le contour de I'hexagoune régulier circons-
crit au cercle ABCDEF est égal & ce produit
multiplié par six. '

Le contour de I'hexagone inscrit dans le cer-
cle ABCDEF est plus petit que la circonférence
de ce cercle, etle contour de 'hexagone circons-
erit a ce cercle est au contraire plus grand que
sa circonférence. Pour avoir une prenuére vae
leur approchée de la circonférence du cercle
ABCDETF, ajoutons les denx quamités aux-
quelles les contours du polygone inscrit et du
polygone circonscrit sont égales , et prenons la
moitié de leur somme ; la moitié de la somme
de ces deux quantités sera la premiére valeur
approchée de la circonférence ABCDEF.

Pour avoir une seconde valeur qui soit plus
approchée de la circonférence ABCDEF, ins-
erivous dans cette circonférence un dodéca-

3
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gone régulier et circonscrivons-lui ensuite un
poivgone semblable , de maniére que les cétés
de ces deux polygones soient paralléeles. Du
centre O menans un rayon perpendiculaire sur
un des c6tés KH du dodécagone circonscrit ,
ce rayon sera aussi perpendiculaire sur-le c6té
BG’ du polygone inscrit, puisque les cétés de
ces polygones sont paralléles.

Puisque le triangle HGB est rectangle en G,
le quarré du c6té G'B est égal au quarré de la
droite GB et au quarré de la droite GG’ : done -
la droite G'B égale laracine quarrée de Ia somme
des quarrés de la droite BG qui est la moitié de
la droite AB et de la droite GG’ qui est la diffé-
rence du rayon G'O et du rayon OG. Mulhi-
pliant cette racine par douze, on aura le con-~
tour du dodécagone régulier inscrit dans le
cercle ABCDEF.

Le triangle OgB étant rectangle en g, le
quarré de la droite Og sera égal au quarré du
rayon OB moins le quarré de ladroite Bg : donc
1s droite Og égale la racine quarrée de la ‘diffé-
rence du quarré du rayon.OB et du quarré de
la droite Bg qui est la moitié de la droite BG'.

Les deux triangles G'OB, HOK sont sem-
blables : donc la droite Og est & la droite Og’
comme la droite BG’ est 4 la droite KH : donc
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ladroite KH est égale an produit de 1 droite BG’
par la droite Og’ divisé par la droite Og: donc
le contour du’dodécagone régulier circonscrit
est égal a ce produit multiplié par douze.

Connoissant les contours du dodécagone ré-
gulier inscrit dans le cercle ABCDEF et du
dodecagone régulier semblable qui lui est cir-
conscrit , si 'on ajoute ces deux quantités et si
Yon divise leur somme par deux ; la moitié de
la somme de ces deux quantités sera une se-
conde valeur ‘qui sera plus 'approchée de Ia
circonférence ABCDEF. _

Si Pon continue d'inscrire dans la circonfé-
rence ABCDEF et de lui circonscrire des po-
lygones dont le nombre des cotés soit toujours

double, si I'on fait des opérations analogues &

celles que nous venons de faire, et si l'on re-
présente le rayon par un nombre quelconque,
on aura des valeurs qu seront de plus en plus

approchées de la circonférence dont on con-

noitde diamétre ou le rayon. Cest ainsi qu’Ar-
chiméde a trouvé que la circonférence d'un
cercle dont le diamétre est 7 égale 22 & peu de
chose prés, et qu'Adrien Méuus a trouvé dans
la suite que la circonférence d'un cercle dont
le diamétre est 113 égale 355 a trés-peu de
chose prés.

4
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"PROPOSITION XL
THEOREME..

Un cercle est égat & un triangle rectangle dont un
des cdtés de Pangle droit est égal & la circon-
ference de ce cercle et dont l’autre cété de

angle drozt est égal ¢ au rayon.. o
Sment le cercle ARCD (fig. 226) et un trian-
gle rectangle EFG dont le ¢6té FG soit égal a ‘
la circonférence de ce cer¢le et dony le 0616 EF
s0it égal 4 son rayon : je dis que le.cercle ABCD:
est ega] au triangle EFG.
. Car si cela n’est point, le triangle EF G sera
plus petit ou plus grand gue le cercle ABCD.
Supposons d’abord que le triangle EFGsoit plus,
petit que le cercle ABCD, et qu'il soit égal &
un cercle plus petit, savoir au cercle HRLM.
Inscrivons dans ls cercle ABCD un polygone:
régulier dont les cdtés spient pairs en nombre.
et ne touchent point la circomférence BKLM;.
du centre O menons sur. le cété AN la perpen~,
diculaire OP, le polygone imscrit est égal a un
triangle rectangle dont um des coiés de I'angle
droit est égal 4 la somme des cotés de ce po-
lygone et dont I'autre c6té de. I'angle droit est
€gal 2 la perpendiculaire PO. Mais le contour
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du polygone inscrit est plus peut que la cir-
conférence du cercle ABCD et la perpendicu-
laire PO est plus petite que le rayon de ce
cercle : donc ce polygone est plus peut que le
triangle EF G dont le c6té FG est égalala cir-
conférence du cercle ABCD et dont le cété
EF est égal au rayon de ce méme cercle. Mais,
par supposition, le triangle EFG est égal au
cercle HKLM : donc le polygone inscrit est
plus petit que ce méme cercle; mais au con-~
traire il est plus grand; ce qui est impossible :
donc le triangle EFG n’est pas plus petit que
le cercle ABCD.

Supposons en second liew que le triangle
EFG soit plus grand que le cercle ABED, et
qu’il soit égal au cercle H'K'L'M'. Circonscri~
vons au cercle ABCD un polygone régulier

-dont les c6tés soient pairs en nombre et ne
rencontrent pomt la circonférence H'K'L'M’;
du centre O menons au point de contact P’ le
rayon OP’. Le polygone circonscrit est égal a
un triangle rectangle dont un des c6tés de I'an-
gle droit est égal au contour de ce polygone
et dont Pautre c6té de I'angle droit est égal au
rayon OP’. Mais le contour du polygone cir-
conscrit est plus grand que la eirconférence du

cercle ABCD : donc le polygone circonscrit est.
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plus grand que le triangle EFG dont le c61é
FG estégalala circonférence du cercle ABCD
et dont le c6té EF est égal au rayon de ce
méme cercle. Mais , par supposition, le triangle
EFG est égal au cercle H' K'L'M’: donc le po-
lygone circonscrit est plus grand que le cercle
H'K'L'M’; mais au contraire ce polygone est
" plus petit; ce qiii est impeossible : donc le trian-
gle EFG n’est pas plus grand que le cercle
ABCD; mais on a démontré qu'il n’est pas plus
petit : donc il Jui est égal.

Done la surface d’'un cercle est égale i un
triangle rectangle dont un des c6tés de I'angle
droit est égal 4 la circonférence de ce cercle
et dont l'autre c6té de I'angle droit est égal &
son rayon ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XIL

y -

THEOREME.

Un secteur de cercle est égal & un triangle dont
un des cétés de Uangle droit est égal & larc
compris par les deux rayons de ce secteur et dant
Vautre coté de Uangle droit est égal au rayon
de ce cercle.

. Soit le secteur ANO (fig.226) et le triangle
rectangle EFG’ dont le c6té FG' de l'angle dreit
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est égal a Parc AN et dont lautre ¢6té EF de

T'angle droit est égal au rayon du cercle ABCD:
je dis que le triangle EF G’ est égal au secteur
ANO.

Prolongez le c6té FG' et faites le cété FG
égal a la circonférence du cercle ABCD, et
menez la droite EG'. - '

. Puisqu’un cercle est a un secteur de ce cercle
comme la circonférence entiére est a I'arc con-
pris par les deux rayons de ce secteur, le cercle
ABCD est au secteur AN O comme la circon-
férence du cercle ABCD est & P'arc AN ; mais -
la circonférence du cercle ABCD est égale ala
droite FG, par supposition, et I'arc AN égal
aussi a la droite FG’: donc le cercle ABCD est
au secteur AN O comme la droite FG est i la
droite FG’; mais le triangle EF G est au trian-
gle EFG’ comme la droite FG est i la droite
FG : donc le cercle ABCD est au secteur ANO
comme le triangle EF G est au triangle EFG’:
donc, en échangeant les plans des moyens, le
cercle ABCD est au triangle EF G comme le
secteur ANO est au triangle EF G’; mais. le
cercle ABCD est égal au triangle EFG : donc
le secteur ANO est égal au triangle EFG'.

Donc la surface d’un secteur est égale 4 un
triangle rectangle dont un des c6tés de Pangle
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droit est égal a I'arc compris par les rayons de
ce secteur et dont l'autre c6té de Fangle droit
st égal au rayon de ce secteur ; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XIIL
THEOREME. -

Les cercles sont entreux comme les quarrés
de leurs rayons.

Soient les deux cercles ABCD, FGHK
(fig. 227) : je dis que le cercle ABCD est au
cercle FGHK comme le quarré du rayon AE
est au quarré du rayon FL.

Supposons que le ¢6té NO de I'angle droit
du triangle rectangle MNO soit égal a la cir-
conférence du cercle ABCD, que l'autre cété
MN de I'angle droit soit égal au rayon du méme
cercle : supposons ensuite que le c6té QR de
Iangle droit du triangle rectangle PQR soit
égal 4 la circonférence du cercle FGHK et
que Vautre c6té PQ de P'angle droit du méme
triangle soit €gal an rayon du méme cercle.

Puisque les droites NO, QR sont égales aux
circonférences des cercles ABCD, FGHC, que
les droites MN, PQ sont égales aux rayons de
ces cercles, et que les circonférences des cer-
cles sont entr’elles comme leurs rayons, le c6té
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NO sera au cdt¢ QR comme le céwé MN est
au c6té PQ; mais les angles N, Q sont droits:
donc les deux wriangles MNO, PQR sont sem-
blables; mais les triangles semblables sont entre
eux comme les quarrés de leurs cétes homo-
logues : donc le triangle MNO est au triangle
PQR comme le quarré du c6té MN est au
quarré du c6té homolgue PQ; mais le cercle
ABCD est égal au triangle MNO, le cercle
FGHK égal au triangle PQR, le c6té MN
€égal au rayon AE, et le c4té PQ égal au rayon
FL : donc le cercle ABCD est au cercle FGHK
comme le quarré du rayon AE est au quarré du
rayon FL.

Donc les cercles sont entr’eux eomme les
quarrés de leurs rayons; ce qu'il falloit dé-
montrer.

COROLLAIRE

11 suit manifestement de i que les secteurs
semblables sqnt aussi entr'eux comme les
quarrés de leurs rayons. En effet ces secteurs
sont égaux 3 des triangles rectangles semblables
qui sont entr’eux comme les quarrés de leurs
cétés homologues ; mais parmi ces cdtés homo-
logues il en est qui sont égaux aux rayons de
ees cercles : donc les secteurs semblables sont
entr'eux comme les quarrés de leurs rayons.
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PROPOSITION XIV.
TBEOREM!

La surface convexe d’un cylmdre droit est égale
a un rectangle dont la base est égale a la cir-
conférence de la base du cylindre et dont la
hauteur est égale a celle du cylindre.

Soit le cylindre droit AQ (fig. 226) dont Ja
base est le cercle ABCD et dont la hauteur est
la droite OQ qui est en méme tems Faxe du cy-
hndre; soit le rectangle RT dont la base ST
est égale a la circonférence de la base de ce
cylindre et dont la hauteur RS est aussi égale 4
celle de ce méme cylindre : je dis que la sur-
face convexe du cylindre droit est égale au rec-
- tangle RT.

Car si le rectangle RT n’est point egal ala
surface convexe de ce cylindre, ce rectangle
sera plus petit ou plus grand que la surface
convexe de ce méme cylindre.

. Supposons d’abord que ce rectangle soit plus
petit que la surface convexe de ce cylindre et
qu’il soit égal & la surface d’'un cylindre plus
petit, savoir au cylindre HQ.

. Dans la circonférence de la base du cylin-
dre AQ inscrivons un polygone régulier qui ne
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touche point la circonférence de la base du
cylindre HQ. Imaginons que ce polygone soit
la base d'un prisme droit inscrit dans le cylin-
dre AQ, la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases , est égale 4 un rectan-
gle dont la base est égale a la somme des cétés
de la base de ce prisme et dont la hauteur est
la droite O Q. Mais le contour du polygone ins~
crit est plus petit que la circonférence ABCD:
donc la surface de ce prisme, sans y compren~
dre ses deux bases, est plus petite que le rec~
tangle RT. Mais, par supposition, ce rectangle
est égal 4 la surface convexe du cylindre HQ:
denc la surface du prisme, sansy comprendre
ses deux bases, est plus petite que la surface
convexe du cylindre HQ. Mais au contraire la
surface de ce prisme, sans y comprendre ses
deux bases, est plus grande que la surface con-
vexe de ce cylindre : donc le rectangle RT
n’est pas plus petit que la surface convexe du
cylindre HQ. )
__ Supposons en second lieu que le rectangle
RT soit plus grand que la surface convexe du
cylindre AQ et qu'il soit égal a la surface con-
vexe d'un cylindre plus grand, savoir au cy-
lindre H'Q; autour de la circonférence de la
base ABCD décrivons un polygone régulier

9



480 SUPPLEMENT

dont les ctés ne rencontrent point la circon-
férence de la base H'K'M'L’; imaginons que ce
polygone soit la base d’un prisme circonscrit au
cylindre AQ; la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases, est égale i un rectan-
gle qui a pour base une droite égale 4 la somme
des c6tés de ce polygone et pour hauteur la
droite OQ; mais le contour du polygone cir-
conscrit est plus grand que la circonférence
ABCD : donc la surface de ce prisme, sans y
comprendre les deux bases, est plus grande
que celle du rectangle RT; mais par supposi-
tion le rectangle RT est égal a la surface con-
vexe du cylindre H'Q : donc la surface de e
prisme , sans y comprendre ses deux bases, est
plus grande que la surface convexe du cylindre
H'Q; mais au contraire la surface de ce prisme,
sans y comprendre les deux bases, est plus
petite que la surface du cylindre H'Q; ce qui
est impaossible : donc le rectangle RT n’est pas
plus grand que la surface convexe du cylindre
AQ. Mais nous avons démontré que ce rectan~
gle n’est pas plus petit que cette surface : donc
le rectangle RT est égal a la surface convexe
du cylindre AQ.

Donc la surface convexe du cylindre droit
est égale & un rectangle dont la base est égale
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ala cuconference de la base de ce cylindre et
dont 1a Lauteur est égale a celle de ce meme
cylindre ; ce quTl falloxt démontrer. =
COROLLAIRE.
11 suit manifestement dé 1 que les surfaces
convexes-des cylindres droits et semblables sont
.entr’elles comme les quarrés des, diaméures de
leurs bases; car puisquie les swrfuces couvexesdes
«cylindres droits et semblables sont égales a des
rectzmgles dont lesbases sont égales aux circon-
‘férences des bases de ces cyhndres et dont les
‘hauteurs sont aussi egales aux hauteurs de ces
mémes cylindres, et puisque les circonférences
des bases des _(;ylmdrea droits et semiblables sont
proportionnelles aux haiteurs de ces mémes
‘cylindres , il est évident c que les rcctanblcs qui
sont égaux aux surfaces convexes des cyhndres
droits et semblables, sont des figures semblables,
puisque leurs ‘bases sont proportionnelles i leurs
‘hauteurs : ﬂonc ces rectangles” sont entr eux
-eomme les quarres ‘de leurs bases ; mais ces rec-
“tangles semblables sont égaux aux surfaqes ¢on-
vexes de ces cyhndres et les bases de ces ree-
“tangles sont égales aux circonférences des bases
‘de ces mémes cylmdres donc les surfaces coy-
vexes des cvlmdres droits et semblables sont
HL
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. entr’elles comme les quarrés des circonférences
de leurs bases, et par conséquent comme les
quarrés des diamétres de leurs bases.

PROPOSITION XV,
THEOREME.

Un cylindre droit ou oblx‘que est égal & un paral-
~ Uélépipéde dont la base et la hauteur sont égales
' & la base et a la hauteur de ce cylindre.

" Soit le cylindre AQ (fig. 226) dont la base est
le cercle ABCD et dont I'axe est la droite 0Q;
soit aussi un parallélépipéde RV ( ﬁg 228) dont

‘1a base et la hauteur soient égales a la base et

‘3 1a hauteur du cylindre AQ : je dis que le pa-
rallélépipéde RV est égal au cylindre AQ.

" Car si le parallélépipéde RV n’est pas égal au

“cylindre AQ, ce parallélépipéde sera égal 3 un

cylindre plus petit ou i un cylindre plus grand.

~ Supposons d’abord que le parallélépipéde RV

“soit plus petit quc le cylmdre AQ et qu'il soit

_égal 4 un cylindre plus petit, au cylindre HQ,
par exemple. Dans la circonférence de la base

'ABCD inscrivons un polygone régulier qui ne
touche pomt la clrconference delabase HKLM,

et mmgmons que ce polygone régulier soit la
base d'un prisme inscrit dans le cylindre AQ.
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Puisque la base du polygone inscrit est plus
petite que Ja base du cylindre AQ et que la
base du cylindre AQ est égale i la base du pa-
rallélépipéde rectangle RV, la base du prisme
inscrit sera plus petite que la base du parallé-
Iépipéde RV ; mais le prisme inscrit et le paral-
Iélépipéde RV ont la méme hauteur : donc le
prisme inscrit est plus petit que le parallélépi-
péde RV; mais nous avons supposé que le pa-
rallélépipéde RV étoit égal au cylindre HQ:
donc le prisme inscrit est plus petit que lo
cylindre HQ; mais au contraire le prisme ins-
crit est plus grand que le cylindre HQ, puisque
ce prisme contient ce cylindre; ce qui est im-
possible : donc le parallélépipéde rectangle RV
n’est pas plus petit que le cylindre AQ.

Supposons i présent que le parallélépipéde
rectangle RV soit plus grand que le cylindre AQ
et qu'il soit égal & un cylindre plus grand, au
cylindre H'Q, par exemple. A la circonférence
de la base ABCD, circonscrivons un polygone
régulier dont les cotés ne rencontrent point la
circonférence de la base H'K'L'M’, et imagi-
nons que ce polygone régulier soit la base d’un
prisme circonscrit au cylindre AQ; la base du
prisme circonscrit est plus grande que la hase du
cylindre AQ; mais I base du cylindre AQ est

2
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égale A la base du parallélépipéde rectangle RV :
donc la base du prisme circonserit est plus
grande que la base du parallélépipéde rectangle
RV ; mais le prisme inserit et le parallélépipéde
recmngle RV ont la méme hauteur : donc le
prisme circonserit est plus grand que le paral-
Jélépipede rectangle RV ; mais nous avons sup-
posé que ce parallélépipéde recumgle étoit égal
au cylindre H'Q : donc le prisme circonscrit est
plus grand que le cylindre H'Q; mais au con-
traire le prisme circonscrit est plas petit que le
eylmdre H'Q, car ce prisme est contenu dans
ce cylindre; ce qui est impossible : donc le pa-
rallélépipéde rectangle RV n'est pas plus grand
que Te cylindre AQ; mais on a démontré qu'il
n’est pas plus petit : donc le parallélépipede
‘rectangle RV est égal au cylindre AQ.

Donc un cylindre droit ou oblique est égal
3 un parallélépipéde dont la base et la hauteur
sont égales a la base et & la hauteur de ce cy-
lindre ; ce qu'il fulloit démontrer.
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PROPOSITION XVL
TREoREME

Les cylindres droits ou obliques qui ont des bases
égales sont entr'eux comme leurs hauteurs , et
ceuxr qui out des hanteurs égales sont cntr'eux
comme leurs bases. '

Car puisqu’un cyhndre est égal i un parallé-
fépipede dont la base et Ia hauteur sont égales.
4 la'base et a la hanteur de ce cylindre, il est
évident que les cylindres: sont entr’oux comme
les parallélépipédes qui ontdes bases et des hau-
teurs égales aux bases et aux hauteurs de ces
cylindres. Mais les parallélépipédes qui ont des-
bases égales sont entr’eux ¢omme leurs. hau-
teurs : donc les cylindres qui ont des bases.
égales sont enti’eux commie les lauteurs des
‘parallélépipédes qui ont des bases et des hau--
teurs ¢gales aux bases et anx hauteurs de ces.

-¢ylindres; ¢’est-d-dire que les cylindres qui ont-
des bases: égales sont. entr'eux comme lours-
hauteurs. ,

Puisque les cylindres sont entr'eus comme

les- parallélépipédes qui ont des bases et des.
-hauteurs égales aux bases et aux hauteurs de
ces cylindres , et que les parallélépipedes qui-
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ont des hauteurs égales sont entr’eux comme
leurs bases, il est évident que les cylindres qui
ont des hauteurs égales sont entr’eux comme
les bases des parallélépipédes qui ont des bases
et des hauteurs égales aux bases et aux hau-
teurs de ces cylindres ; ¢’est-d-dire que les cy-
lindres qui ont des hauteurs égales sont entre
eux comme leurs hases.

" Doncles cylindres droits ou obliques qui ont
des bases égales’, sont entr'eux comme leurs
hauteurs , et ceux qui ont des hauteurs égales
sont entr’eux comme leurs bases ; ce qu'il falloit
démontrer. '

PROPOSITION XVIL
TREOREME.

Les cylindres semblables, droits ou obliques , sont
entr'eux comme les cubes-des diamétres de leurs
bases. .

Que les cylindres qui ont pour bases les cer-
cles ABC, DEF (fig. 228), pour diamétres
de leurs bases les droites AC, DF, et pour
axes les droites GH, KL, soient semblables
entreux : je dis que ces deux cylindres sont

entr’eux comme les cubes des diametres de
leurs'bases AC, DF. .
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Construisez les deux parallélépipédes rectan-
gles MP, RV dont les bases soient des quarrés;
que la base et la hauteur du premier soient égales
3 la base et & la hauteur du eyliudre AH, et que
la base et la bauteur du second soient égales &
1a base et a la hauteur du-eylindre DL.

Puisque le cercle ABC est égal au quarré
NP et que le cercle DEF est égal au quarré SV,
le cercle ABC sera au quarré NP comme le
cercle DEF est au quarré SV : donc, en échan~
- geant les places des moyens, le cercle ABC sera
au cercle DEF comme le qnarré NP est au
quarré SV. Mais le cercle ABC est au cerele
DEF conme le quarré du diamétre AC est au
quarré du diamétre DF, et le quarré NP est
au quarré SV comme le quarré du cété NO est
au quarré du céué ST : donc le girarré du dia=
métre AC est au quarré du diamétre DF comme
le quarré du c61é NO est ai quatré du c61é ST :
donc le diamétre AC est au diamétre DF comme
le c6té NO est au c6té ST. Mais puisque Ia
hauteur du cylindre AH est & la hauteur du
cylindre DL comme le diamétre AC est au dia-
métre DF et que le ¢616 MN cst égal a la
hauteur du cylindre AH et le c6té RS égal a
Ila hauteur du cylindre DL, le diamétre AC
sera au diamétre DF comme le c6té MN est

4

-
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au c6té RS ; mais on a démontré que le diu-
métre AC est au diamétre DF, commie le cOté
NO est au eété RS.: done le .etté NO ‘est an
¢6té ST comme le €6té MN edt; au ¢61é RS £
donc les- cotés des parallélépipédes rectangles
MP, RV sont propertionnels : donc ees parak
Klépipédes sont semblables : donc: les parallé-
lépipédes M P, RV sout entr’sux comme les
cubes de leurs cdiés hamolagmnes N O, ST ; maid
le.e41é NO est au ¢6té ST comme 1o dameéirs
AG est au diamétse DF : done le eube dir-céig
N O est au cube du ct1é ST comme le eube dw
diametre AC est.au cdté du-diameétre DF : dong
Jes pparallélépipédes -MP, RV semt -entr'ent
ecomme les cubes des dimnetres AG, DF; mms.
les parallélépipédes MP, RV soss égamx aux
cylindres AH, DL, chacun & chacun : donc les
cyhndres AH, DL:semt éntr’ euxoommelescubes
dé lews diamesres A€, DF., - Lo

Donc les eylindres semblables;, droits ou o]al'u—
ques, sont entr’eux comme les cubes des diat
meétres de leurs hases; ce quil folloit démon-
frey. . : . L . \
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PROPOSITION XVIIL
 TEEOREME.

La surface convexe dun cbne droit est égale & un
triangle rectangle dont un des cdtés de Pangle
droit est égal & la circonférence de la base de
ce cone , et dont Vautre cdté de l’auglc droit est

‘ égal au cdeé de ce méme cine.,

Soit le céne droit AQ (fig. 229) dont la basa
estle cercle ABCD et dont le soinmet est le poing
Q; soit aussi le triangle rectangle EFG dont
an des c6tés FG de I'angle droit est égal a la
eirconférence de la base du céne AQ et dont
Fauwe c61é de I'angle droit est dgal an ¢iné
de ce coue : je dis que la surface convexe du
cdne AQ est égale au triangle rectangle EF G.

Car si le triangle rectangle EF G n'est pas
égal i Ia surface canvexe du cone droit AQ, ce
wriangle ‘sera plus petit.on plus grand .que L
surface convexe de ce cine.

Supposons d’abord que le tnangle recta.ngle
EFG.soit plus petit que la surface convexe da
cone AQ, et qu’il soit égal a la surface convexe
du céne plus petit, i la surface convexe du cone
HQ, par exemple. Dans la circonférence. de
la basc. ABCD inscrivous un polygone régu-
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lier qui ne touche point la circonférence de la
base HKLM, et imaginons que ce polygone
régulier soit la base d’'une pyramide inscrite
dans le céne AQ; la surface de la pyramide
AQ, sans y comprendre sa base, est égale a un
triangle rectangle dont un des c6tés de 'an~
gle droit est égal au contour de la base de
- cette pyramide et dont P'autre cété de I'angle
droit est égal 4 la perpendiculaire menée du
sommet de cette pyramide sur un des c6tés de
sa base ; mais le contour de la base de la py-
ramide inscrite est plus petit que. la circon-
férence de la base du céne AQ qui est égal &
un des c6tés de I'angle droit du triangle EFG
et la perpendiculaire menée du sommet de la
pyramide sur un des cétés de sa base est plus
courte que le c6té du cdne AQ qui est égal A
Yautre cété de I'angle droit du triangle rectan-
gle EFG : donc la surface de la pyramide ins-
crite, sans y comprendre sa base , est plus petite
que le triangle rectangle EF G. Mais nous avons
supposé que le triangle rectangle EFG est égal
4 la surface convexe du céne HQ : donc la sur-
face de la pyramide inscrite, sans y compren=
dre sa base, est plus petite que la surface con-
vexe du cone HQ; mais au contraire la surface
de la pyramide inscrite, sans y comprendre sa
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base, est plus grande que la surface convexe du
céne HQ; ce qui est impossible donc le trian-
gle rectangle EFG n’est pas plus petit que la
surface convexe du céne AQ.

Supposons a présent que le triangle rectan-
gle EF G soit plus grand que la surface convexe
du céne AQ, et qu’il soit égal a la surface con-
vexe d’'un céne plus grand, a la surface convexe
du céne H' Q, par exemple ; autour de la circon-
férence de la base du céne AQ décrivens un
polygone régulier dont les cités ne rencontrent
pas la circonférence de la base du céne H'Q, et
imaginons que ce polygone soit la base d’une
pyramide circonscrite au céne AQ; la surface de
cette pyramide , sans y comprendre sa base, est
égale 3 un triangle rectangle dont un des cétés
de I'angle droit est égal au contour de la base
de cette pyramide et dont I'autre c6té de Pangle
droit est égal a la perpendiculaire menée du
sommet sur un des cités de la base de cette
‘pyramide; mais le contour de'la pyramide cir-

-conscrite au céne AQ est plus grand que la
circonférence de la base du céne AQ, qui est
€gal 3 un des c6tés F G de I'angle droit du trian-
gle rectangle EFG, et la perpendiculaire menée
du sommet de la pyramide sur un c6té de sa base
est plus grande que le c6té du cone AQ qui est
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égal i 'autre c6té'de I'angle droit : donc fa sur
face de la pyramide circonscrite an cén¢ AQ,
sans y comprendre sa base , est plus grande que
le triangle rectangle EFG ; ma nous avons sup~
posé que le triangle rectangle EFG est égald la
surface convexe du cdne H'Q : donc la surface
de cette pyramide, sans y comprendre sa base,
est plus grande que la surface convere du cine:
H'Q ; mais au contraire la surface de cette pyrar-
mide est plus petite que la surface du céneH' Q;
ce qui est impossible : donc le triangle rectangle
EFG n’est pas plus grand que la surface con-
vexe du céne AQ ; mais nous avons démontré
que ce triangle n’est pas plus petit : donc le-
triangle rectangle EFG est égal a .la surface:
convexe du céne AQ. : :
Donc la. surface convexe du edne droit , sans
y comprendre sa base, est égale 2 un truamgle
rectangle dont un des c6tés de I'angle droit est
égal A la circonférence de la base de ce cone et
dont P'autre cété de I'angle droit est égal au
e6té de ce méme cone; oe quil falleit dé-
montrer. | :
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PROPOSITION XIX.
THEOREME.

La section de la surface convexe d’un céne droit
. ou oblique par un plan paralléle a sa base est
une circonférence de cercle. ‘

Coupez le céne ABRC (fig. 229) par un plan
FSG paralléle a la base BRC : je dis que la
section FSG de la surface convexe de ce cone
par ce plan est une circonférence de cercle.
-~ Du ¢centre O de la base du cone menez autant
de rayons que vous voudrez OB, OR, et par
I'axe AO et par les rayons OB, OR conduisez
les plane AOB, AOR, les secious AB, AR
de la surface convexe du cdne par ces plans
seront des lignes droites, car les lignes AB, AR
se confondent nécessairement avec la droite
génératrice de la surface convexe du coéne,
lorsque cette droite a une des positions AB, AR.
Le plan BRC étant paralléle au plan FSG, les
sections OB, PF de ces deux plans par le plan
AOB scront deux droites paralléles : donc les
deux wriangles AOB, APF sont semblables :
donc I'axe AO est i 'axe AP comme le rayon
OB est au rayon PF. On démontrera de la méme
maniére que 'axe AO est 2 'axe AP comme le

.
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rayon OR est au rayon PS : donc le rayon OB
est au .rayon PF comme le rayon OR est au
rayon PS : donc, en échangeant les plans des
moyens , le rayon OB est au rayon OR comme
le rayon PF est au rayon PS; mais le rayon OB
est égal an rayon OR : donc le rayon PF est
égal au rayon PS. On démontrera, de la méme
maniére, que toute autre section du plan FSG
par un plan .qui passe par I'axe est égale & cha-
cune des droites PF, PS : donc la section de
la surface convexe du cone ABRC par un plan
paralléle a la base de ce cone est une circon-
férence de cercle.

Donc la section de la surface convexe d’'un
cbne droit ou oblique, par un plan paralléle 3
sa base, est une circonférence de cercle ; ce
qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.
THEOREME.

Lasurface convexe d’un tronc de cdne droit a bases
paralléles est égale & un rectangle qui a pour
kauteur une droite égale au c6té du tronc et pour’
base une droite égale & la circonférence qui
7ésulte de la section de la surface convexe de
ce tronc par un plan paralléle aux deux bases
et inené & égale distance de ces deux bases.

Soit le tronc du céne droit BD. (ﬁg 229)dont
les bases BRC, ETD sont paralléles : je dis que la
surface convexe de ce tronc de céne est égale
4 un rectangle qui a pour hauteur le ¢c6té DC
du tronc BD et pour base une droite égale i la
circonférence qui résulte de la section de la
surface convexe de ce tronc par un plan pa-
ralléle aux deux bases et mené i égale distance
de ces deux bases. :

Completez le cone ABRC; sur le c6té AC et
au point C élevez la perpendiculaire CH; faites
la droite CH égale a la circonférence de la base
BRC; menez la droite AH, et par le point D
menez la droite DK paralléle 4 la droite CH.

Puisque les triangles AOC, AQD sont sem-
blables , la droite AC sera 2 la droite AD comme
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le rayon OCest au rayon QD. Mais les circonfé-
rences sont entr’elles comme leurs rayons : donc
la droite AC est a la droite AD comme la cir-
conférenee BRC est a la circonférence ETD;
et a cause que les triangles ACH, ADK sont
-semblables , la droite AC est 4 la droite AD
comme la droite CH est a la droite DK : douc la
circonférence BRC est 4 la cwrconférence ETD
comue la droite CH est 2 1a droite DK : donc en
échangeant les places des moyens, la circon-
férence BRC est a la droite CH comme 1a cir-
conférence ETD est 4 1a droite DK ; mais la
circonférence BRC est égale a la droite CH,
par supposition : donc la circouférence ETD
est égale 3 la droite DK. Mais la surface con-
vexe du céne total ABRC est égale au triangle
rectangle total ACH et la sarface convexe du
céne AETD est égale au triangle rectangle ADK:
donc 12 surface convexe du tronc de coneBD est
¢gale au trapéze restant DCHK. Dumilieude la
droite DC menez la droite GL paralléle 3 I'une
ou a I'autre des bases paralléles DK, CH; par le
point L, ol1 la droite €L rencontre le ¢6té KH,
conduisez la droite MN paralléle au cété DC,
et prolongez la droite DK jusqu’i ce qu’elle ren-
contre la droite MN au point M. Puisque, par
.construction, la droite DC cst perpendiculaire



A LA GEOM. D'EUCLIDE:. 497
sur la droite CH, la droite DC sera égale a la
distance des deux bases paralléles DK, CH; et
puisque la droite GL est égale ala droite CN; l¢
trapeze DCHK sera égal au rectangle DCN M.
Mais nous avons démontré que la surface con-
vexe du tronc de c¢éne BD est égale au trapéze
DCHK : donc la surface convexe du tronc de
céne BD est égale au rectangle DCNM. Nous
démontrerons que la circonférence FSG est
€égale 2 la droite GL, de la méme maniére que
nous avons démontré que la circonférence ETD
est égale a la droite DK : donc la surface con-
vexe du céne BD est égale i un rectangle qui
a pour base une droite égale A Ia circonférence
FSG et pour hauteur la droite DC.

Donc la surface convexe du tronc de cdne
droit & bases paralléles est égale 4 un rectan-
gle qui a pour hauteur une droite égale au c6té
du tronc de cdne et pour base une droite égale
4 la circonférence de cercle qui résulte de la
section de la surface convexe du tronc de céne
par un plan paralléle aux deux bases et mené
a égale distance de ces deux bases ; ce quil
falloit démeontrer.

i
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PROPOSITION XXI.
THEOREME.

La surface convexe d’un céne droit est égale &
un rectangle qui a pour hauteur une droite égale
au cété de ce cdne et pour base une droite égale
& la circonférence de cercle qui résulte de la
section de la surface convexe du céne par un
plan paralléle & la base du céne et mené par
te milieu de son cété. '

Soit un cone droxt ABRC (fig. 229) : je dis
que la surface convexe du céne ABRC est égale
a un rectangle qui a pour hauteur une droite
égale au c6té de ce cone et pour base une droite
égale A Ia circonférence de cercle qui résulte de
la section: de sa surface convexe par un plan
paralléle a sa base et mené par le. milieu de son
c6té AC. ;

Sur le cété AC et au pomt C elevons upe
perpendlculalre CH, faisons cette droite égale
A la circonférence de la base du c6ne et menons
la droite AH. : ~

Pulsque nous avons demomre que la surface
convexe d'un céne droit est égale 2 un triangle

" rectangle qui a pour base une droite égale a la
circonference de sa base et pour hauteur une



A LA GEOM. DEUCLIDE. 499
droiie égale au c6té de ce cone, le triangle ACH
sera égal & Ja surface convexe du cone ABRC.

Du milieu de la droite AC menons la droite
DK; nous démontrerons ; comme dans la pro-
position précédente, que la droite DK est égale
a la circonférence ETD.

Puisque les deux triangles ACH, ADK sont
semblables et que le c6té AC est double du ¢61é
AD, le c61é CH sera double du c6té DK : done
le triangle ACH est égal 4 un rectangle qui a
pour base la droite DK et pour hauteur la
droite AC, parce qu'un triangle est égal & un
rectangle qui a la méme hauteur que ce trianglé
et qui a pour base une droite égale & la moitié
de la base de ce méme triangle. Mais le trian-
gle ACH est égal & la surface conveié du céne
droit ABRC : donc le rectangle qui a pour
base la droite DK et pour hauteur la droite AC
est aussi égal a la surface convexe du céne
droit ABRC; mas la base de ce rectangle est
égale 4 la circonférence ETD et lu hauteur de
ce méme rectangle est égale au cété de ce cone.

Donc la surface convexe d’un cdne droit est
égale & un rectangle qui a pour hauteur une
droite égale au c6té de ce cone et pour base
une droite égale a la circonférence de cercle
qui résulte de la section de sa surface convesd

a
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par un plan paralléle i sa base et mené par
le milieu de son cété; ce quxl falloit dé-
montrer :

PROPOSITION XXI1I.
THEORE M E,

Un céne droit ou oblique est la troisiéme partie
d’un cylindre qui a la méme base et la méme
hauteur que ce cine.

Soientle cone AQ (fig. 226) et le cylindre AQ
ayant la méme base et le méme axe : je dis que
le cone AQ est la troisiéme partie du ‘eylin-

dre AQ

Car s1 le tiers du cylindre AQ n ‘est pas égal
au céme AQ, le tiers de ce cylindre sera plus
petit ou plus grand que le céne AQ. Supposons
d’abord que le tiers de ce cylindre soit plus petit
quele céne AQ, et qu'il soit égal & un céne plus
petit, au cbne HQ, par exemple. Dans la cir-
conférence de la base du céne AQ inscrivons
un polygone régulier uont les c61és ne touchent
pas la circonférence de 1a base du céne HQ, et
imaginons que ce polygone régulier soit la base
- d’un prisme inscrit dans le ¢ylindre AQ et d’une
pyramide inscrite dans le céne AQ.

La pyramide inscrite aans le céne AQ est
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égale au tiers du prisme inscrit dans le cylindre
AQ; mais le prisme inscrit est plus. pett que le
cylindre AQ : donc la pyramide inscrite est plus
petite que le tiers du cylindre AQ ; mais le tiers
du cylindre AQ est égal au céne HQ, par suppo-
sition : donc la pyramide inscrite est plus petite
que le cone HQ; mais au contraire celte pyra-
mide est plus grande , puisqu’elle le contient ;
ce qui est impossible : donc le tiers da eylin-
dre AQ n’est pas plus petit que le cone AQ.
Je dis 4 présent que le tiers du cylindre AQ
n’est pas plus grand que le cone AQ; car sup-
posons que le tiers du cylindre AQ soit égal &
un céne plus grand, au céne H'Q, par exem~
ple; autour de la base du eéne AQ décrivons
un polygone régulier dont les c6tés ne rencon-
trent point la base du céne H'Q, et imaginons
que ce polygone régulier soit la base d'un
prisme circonscrit au cylindre AQ et d’'une py-
ramide circonscrite au céne AQ; la pyramide
circonscrite est égale au tiers du prisme cir~
conscrit; mais le prisme circonscrit est plus
grand que le cylindre AQ : donc la pyramide
-circonscrite est plus grande que le tiers du ey-
lindre AQ ; mais le tiers du cylindre AQ est
égal au céne H'Q, par supposition : donc: la
pyramide circonscrite est plus grande que le
3
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cone H'Q ; mais au contraire cette pyramide est

plus petite que ce céne, puisque le céne con-

tient cette pyramide ; ce qui est impossible :

donc le tiers du cylindre AQ n’est pas plus grand

que le cone AQ; mais nous avoos démontré
qu'il n’est pas plus petit : donc le tiers du cylin-

dre AQ est égal au cone AQ,

Donc un céne droit ou oblique est le tiers
d’un cylindre qui a la méme base et le méme
axe que ce cone; ce qu'il falloit démontrer.

COROLLAIRE 1.

Puisque les cylindres qui ont des bases égales
sont entr’eux comme leurs hauteurs, et que les
cylindres qui ont des hauteurs égales sont entre
eux comme leurs bases, et parce qu'un céne
est le tiers d'un cylindre qui a la méme base et
le méme axe que ce cdne, et que les tiers sont
proportionnels aux tous; il est évident que les
cones qui ont des bases égales sont entr’eux
comme leurs hauteurs, et que ceux qui ont des
hauteurs égales sont entr’eux comme leurs bases.

COROLLAIRE I1.

Puisque les cylindres semblables sont entre
eux comme les cubes des diamétres de leurs.
bases, et parce que les cones semblables sont
les tiers de cylindxjes semblables qui ont les
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mémes bases et les mémes axcs, 1l est encore
évident que les cones semblables sont entr’enx
comme les cubes des diamétres de leurs bases.

PROPOSITION XXIIL
THEOREME.

Si un demi-polygone régulier d’un nombre pair
de cétés tourne autour de son dianiétre, la sur-
JSace décrite par un certain nombre de cétés de
ce demi-polygone est égale a un rectangle qui
a pour base une droite égale & la circonférence
inscrite dans le demi-polygone et pour hauteur la
portion du diamétre interceptée par deux droites
qui lui sont perpendiculaires et qui comprennent
les cotés qui ont décrit cette surface; et la sur-
Sace décrite par tous les cdtés du demi-polygone

. est égale a un rectangle qui a pour basc une
droite égale a la circanférence inscrite dans ce

demi-polygone et pour hauteur le diamétre de
ce méme polygone.

Soit ABCDEFG (fig. 230) un demi-poly-
gone régulier dont la droite AG est le diamétre,
et le point H le centre; du centre H menez la
perpendiculaire HK sur un des c6tés CB de ce
demi-polygone, et des points B et E menez les
droites BM, EO perpendiculaires sur le dia-

4
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métre AG : je dis que la surface décrite par les
cttés BC, CD, DE est égale a un rectangle
qui a pour base une droite égale 4 la circon-
férence inscrite et pour hauteur la droite MO:
je dis de plus que la surface décrite par tous
les c6tés du demi-polygone est égale 4 un
rectangle qui a pour base une droite égale 3
la circonférence inscrite et pour hauteur lo
diamétre AG.

Du point C et du milien du c6té CB menez
les droites CN, KL perpendiculaires sur le dia-
métre AG, et du point B menez aussi une droite
BQ perpendiculaire sur la droite CN. :

Le triangle HKL est semblable au triangle
BCQ; en effet, ces deux triangles ont chacun
un angle droit en L et en Q; I'angle HKL avec
I'angle BKL est égal & un angle droit; mais
P'angle BCN est égal a Fangle BKL : donc Fan-
gle HKL avec I'angle BCN est égal A un angla
droit ; mais I'angle KHL avec Fangle HKL est
aussi égal 2 un angle droit : donc les deux angles,
KHL, BCN sont égaux entr’eux : donc les
denx triangles HKL, BCQ ont deux angles
égaux cha¢un a chac_ﬁh : donc 1ils sont sem-
blables : donc la droite HK est a la droite KL
comme la droite CB est & la droite BQ ou 2 la
droite MN qui lui est égale. Mais les cirgon-
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férences sont proportionnelles i leurs rayons :
donc la circonférence qui a pour rayon la droite
HK est a la circonférence qui a pour rayon la
droite KL comme la droite CB est 4 la droite
MN; mais lorsque quatre droites sont propor-
tionnelles, le rectangle compris sous les deux
droites extrémes est égal au rectangle compris
sous les deux droites moyennes : donc le rec-
tangle compris sous la droite MN et sous une’
droite égale 4 la circonférence qui a pour rayon
la droite HK est égal au rectangle compris sous
le c61é CB et sous une droite égale A la cir-
conférence qui a pour rayon la droite KL;
mais Je rectangle compris sous le ¢6té CB et
sous une droite égale 4 la eirconférence qui a
pour rayon la droite KL est égal a la surface
convexe du tronc de céne déerit par le c6é
CB : donc le rectangle compris sous la droite
MN et sous une droite égale 2 la circonférence
qui a pour rayon la draite HK est égal i la
surface convexe du tronc de céne décrit par le
c6té CB. On démontrera, de la méme maniére,
que chacune des surfaces des woncs de céne
et des pyramides décrites par les autres cotés
AB,CD,DE,EF, FG est égale a un rectan-
gle compris sous la portion du diamétre inter-
cepté par les deux perpendiculaires qui com
: 4
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prennent chacun des c6tés AB, CD, DE, EF,
FG et sous une droite égale 4 la circonférence
qui a pour rayon la perpendiculaire mendée du
centre sur- chacun des cotés AB, CD, DE,
EF, FG. Mais les perpendiculaires menées du
centre du polygone régulier sur les cotés de ce
polygone sont égales entr’elles : donc les cir-
conférences qui ont pour rayons ces perpendi-
culaires sont aussi égales entr’elles, et par con-
séquent égales a la circonférence inscrite dans
le demi-polygone régulier ABCDEFG : donc
la surface convexe d’'un wonc de céne décrite
par un c6té quelconque du demi-polygone est
égale a un rectangle compris sur la portion du
diamétre interceptée par les deux droites qui
Iui sont perpendiculaires et qui comprennent
ce cOté, et sous une droite égale a la circonfé-
rence inscrite : donc les trois surfaces de troncs
de céne décrites par les trois cétés BC, CD,
DE sont égales a trois rectangles qui ont pour
bases des droites égales chacune 4 la circonfé-
rence inscrite et pour hauteur les droites MN,
NH, HO; mais ces trois rectangles sont égaux
4 un seul rectangle qui a pour base une droite
égale 4 la circonférence inscrite et pour hau-
teur la droite MO, c’est-a-dire la portion du
diamétre interceptée par les deux droites BM,
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EO qui lui sont perpendiculaires et qui com-
prenneént les c6tés BC, CD, EF : donc, par la
méme raison, la somme des surfaces convexes
des troncs de céne et des deux pyramides dé-
crites par tous les c6tés du demi-polygone est
égale 4 un rectangle qui a pour base une droite
égale 3 la circonférence inscrite et pour hauteur
le diamétre du pclygone.

Donc s1 un demi-polygone régulier d'un nom-
bre pair de c6tés tourne autour de son dia-
metre, la surface décrite par un certain nom-
bre de c6iés de ce demi-polygone est égale a
un rectangle qui a pour base une droite égale 4
la circonférence inscrite et pour hauteur la por-
tion du diametre interceptée par deux droites
qui lui sont perpendiculaires et qui compren-
nent les c6tés qui ont décrit cette surface; et
la surface décrite par tous les c6tés du demi-
polygone est égale & un rectangle qui a pour
base une droite égale a la circonférence ins~
crite et pour hauteur le diamétre de ce demi-
polygone ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX1V,
THEOREME,

La surface d’une sphére est égale & un rectangle
qui a pour base une droite égale & la circon-
Jérence d'un grand cercle de la sphére et pour
hauteur une droite égale & son diamétre.

Soit une sphére qui ait pour diamétre la droite
AB (fig. 331) et pour centre le point C : je dis
que la surface de la sphére qui a pour diamétre
Ia droite AB est égale a un rectangle Q qui a_
pour base une droite égale a la circonférence
d’'un grand cercle de cette sphére et pour hau-
teur une droite égale 4 son diametre.

Car si ce rectangle n’est pas égal 3 la surface
de la sphére qui a pour diamétre la droite AB,
ce rectangle sera égal i la surface d'une sphére
plus petite ou a la surface d’une sphére plus
grande. Supposons d’abord que ce rectangle
soit égal & la surface d’une sphére concentrique
plus petite, # celle, par exemple, qui a pour
diamétre la droite KM.

Faisons passer un plan par le diaméire AB,
les sections des sphéres qui ont pour diamétres
les droites AB, KM par ce plan donneront les
deux demi-cercles ADEFGHB, KLM; car
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les droites menées du centre d’une sphére a la
section de sa surface par un plan qui passe par
son centre sont égales chacune au rayon de
cette sphére. Dans la demi-circonférence dont
AB est le diamétre inscrivons un demi-poly-
gone régulier dont les c6tés soient en nombre
pair et ne touchent point la circonférence du
demi-cercle KLM. Supposons que ce demi~
palygone fasse une révolution autour du dia-
métre AB; le contour de ce demi-polygone ré-
gulier décrira une surface égale & un rectangle
qui aura pour base une droite égale a la cir-
conférence inscrite dans ce demi-polygone ré«
gulier et pour hauteur une droite égale au
diamétre AB'; mais le rectangle qui a pour base
une droite égale a la circonférence inscrite dans
le demi-polygone ADEFGHB et pour hauteur
une droite égale au diamétre AB est plus petit
que le rectangle Q qui a pour base une droite
égale a la circounférence ADEFGHB circons-'
crite a ce demi-polygone régulier et pour hau-
teur le diamétre AB, parce que ces deux rec-
tangles ayant des hauteurs égales, le premier a
une base plus grande que celle du second : donc
la surface décrite par le contour du demi-poly-
gone inscrit est plus petite que la surface de la
sphére décrite par le demi—cercle KLM, c’est=
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a-dire que la surface de la sphére qui a pour
diametre la droite KM, parce que nous avons
supposé que le rectangle Q éuoit égal i la sur-
face de cette sphére ; mais au contraire la sur-
face décrite par les c6tés du demi-polygone
inscrit est plus grande que la surface décrite par
la demi-circonférence KLM, c’est-a-dire que
la surface de la sphére qui a pour diamétre la
droite KM, puisque le contour de ce demi--
polygone est plus grand que la demi-circonfé-
rence KLM; ce qui est impossible : donc le:
rectangle Q n'est pas plus petit que la surface
de la sphére dont AB est le diamétre. S

Supposons en second lieu que le rectangle Q
soit égal a la surface d'une’ sphére concentri-
que plus grande que celle dont le diamétre est
la droite AB et qu'il soit égal, par exemple, a
la surface de la sphére dont le diamétre est la-
droite K'M" o '

Faisons passer un plan par le diamétre K'M';
les sections des sphéres dont les diamétres sont
les droites AB; K'M' par- ce plan donneront les -
deux demi-cercles ADEFGHB, K'L'M'. Cir--
conscrivons au demi-cercle dont AB est le dia~
métre un demi-polygone régulier dont les cotés
soient en nombre pair et ne rencontrent pas
la demi-circonférence K'L'M’, et supposons
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que ce demi-polygone fasse une révolution
autour du diameétre A’B'.

Le contour de ce demi-polygone régulier dé-
crira une surface égale & un rectangle qui aura
pour base une droite égale i la’ cireonférence
ADEFGHB et pour hauteur le diamétre A’B’;
mais le rectangle qui a pour base une droite
égale a la circonférence ADEFGHB et pour
hauteur une droite égale au diamétre A'B’ est
plus grand que le rectangle Q i a pour base
une droite égale a la circonférence ADEFGHB
et pour hauteur une droite égale a la droite AB,
parce que ces deux rectangles ayant des bases
égales,, le premier a une hauteur plus grande
que celle du second : donc la surface décrite
par le contour du demi-polygone circonscrit est
plus grande que la surface de la sphére décrite
par le demi-cercle K'L’'M’, parce que nous avons
supposé que le rectangle Q étoit égal a la sur-
face de cette sphére. Mais au contraire la sur-
face décrite par le contour. du demi-polygone
circonscrit est plus petite que la surface dé«
crite par la demi-circonférence K'L'M’, c'est~
a~dire que la surface de la:sphére’qui a pour:
diamétre la droite K'M’, puisque le contour du
demi-polygone circonscrit est plus petit que la-
demi-circqnférence K'L'M’; ce qui est impos--
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sible : donc le réctangle Q n'est pas plus grand
que la surface de la spliére qui a pour dia=
meétre la droite AB; mais nous avons démontré
que le rectangle Q n’est pas plus petit que la
surface de cette sphére : donc le rectangle Q
est égal a la surface de la sphére qua a pour
diamétre la droite AB.

Donc la surface d’une sphére est dgale & un
rectangle qui a pour base une droite égale a la
eirconférence d'un grand cercle de cette sphére
et pour hauteur le diamétre de cette méme
sphere. '

_ COROLLAIRE.

11 suit évidemment de la que la surface de la
sphére est égale & lasurface convexe du cylindre
droit qui lui est circonscrit. En effet , la surface
d’un cylindre droit est égale & un rectangle qui a
pour base une droite égale & la circonférence de
labase de ce cylindre et pour hauteur une droite
égale i la hauteur de ce méme cylindre ; mais la
circonférence de labase du cylindre circonserit
est égale A la circonférence d’un grand cercle de
la sphére et la hauteur du cylindre égale au dia-
métre de la sphére : donc la surface convexe du
cylindre circonscrit est égale a un rectangle qui
a pour base une droite égale i la circonférence*
de la sphére inscrite et pour hauteur une droite



A LA GEOM. D’ EUCLIDE. 51%

€gale au diamétre de cette méme sphére : donc
la surface convexe du cylindre circonscrit est
égale i la surface de la sphére inscrite : donc la
surface de la sphére est égale & la surface con-
‘vexe du cylindre qui lui est circonserit.

PROPOSITION XXV,
TREOREME.

La surface convexe d'un segment sphérique est
égale & un rectangle qui a pour dase une droite
égale a la circonférence d’un grand cercle de
la sphere et pour hauteur une droite égale & la
hauteur du segment sphérique.

Soit un segment sphérique dont la surface
convexe soit décrite par Parc ADE (fig. 23r)
pendant que le demi-cercle ADEFGHB fait
une révolution sur son diamétre AB : je dis que
la surface convexe de ce segment est égale i
un rectangle R qui a pour base une droite égale
4 la circonférence d’'un grand cercle et pour
hauteur une droite égale a la hanteur AN du
segment sphérique.

Car si le rectangle R n’est pas égal & la sur-
face convexe de ce segment sphérique, ce rec-
tangle sera plus petit ou plus grand. Supposons
d’abord qu'il soit plus petit et qu'il soit égal &

’ Kk
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la surface convexe d'un segment sphérique sem-
blable d’une sphére plus petite; savoir, i la sur-
face convexe d'un segment sphérique semblable
.de la sphére dont le diametre est la droite KM
et qui a le méme centre que la sphére ou se
trouve le segment décrit par I'arc ADE.

. Par le diamétre AB et par 'arc ADE faisons
passer un plan; la section de la sphére qui a
pour diamétre la droite KM, par ce plan, don-
‘nera le demi-cercle KL M. Menons la droite
EC; il est évident que le segment sphérique
dont la surface convexe est décrite par 'arc KL,
sera semblable au segment dont la surface con-
vexe est décrite par I'arc ADE.

Dans I'arc ADE inscrivons une portion de
polygone régulier dont les c6tés ne touchent
point I'arc KL ; cette portion de polygone ré-
- gulier, en faisant une révolution autour du dia-
métre AB, décrira une surface égale a un rec-
tangle qui a pour base une droite égale A la

_circonférence inscrite dans cette portion de
polygone et pour hauteur une droite égale i la
droite AN ; mais le rectangle qui a pour base
une droite €gale a Ja circonférence inscrite et
pour hauteur une droite égale i la droite AN
est plus petit que le rectangle R, qui a pour
ba§e une droite égale i la circonférence dout
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le diamétre ést la droite AB et pour hauteur une
droite égale a la droite AN, parce que ces deux
rectangles ayant la méme hauteur, le premier
a une base plus petite que celle du second. Mais
le rectangle R est égal, par supposition, a la
surface convexe du segment sphérique décrite
par I'arc KL : donc la surface décrite par le
contour de la portion du polygone régulier
inscrit dans 'arc ADE est plus petite que la
surface convexe du segment sphérique décrite
yar I'arc KL; mais, au contraire, la surface
décrite par cette portion du polygone régulier
inscrit est plus grande que la surface du seg-
ment sphérique décrite par I'arc KL, parce que
le contour de la portion du polygone régulier
inscrit dans P'arc ADE est plus grand que Varc
KL; ce qui est impossible : donc le rectangle R
-m’est pas plus petit que la surface du segment
sphérique décrite par I'arc ADE.

Supposons en second heu que le rectangle R
soit plus grand que la surface convexe du seg-
-ment sphérique décrite par I'arc ADE et qu'il
-soit égal a la surface convexe d'un segment
sphérique semblable d’une sphére plus grande;
-savoir , a la surface d’'un segment sphérique
-semblable de la sphére dont le diamétre est la
droite K'M’ et qu a le méme centre que la

a
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sphere ol se trouve le segment décrit par Farc
ADE. |
* Par le diamétre K'M’ et par I'arc ADE far-
sons passer un plan ; la section de la sphére qui
a pour diametre la droite K'M’ par ce plan
donpera le demi-cercle K'L'M’. Menons la
droite CE et prolongeons-la jusqu’a ce qu’elle
rencontre la demi-circonférence K'L'M’ au
point L'; il est évident que le segment sphé-
rique dont la surface convexe est décrite par
I'arc K'L’ sera semblable au segmem domnt la
surface convexe est décrite par l'arc ADE.
Circonscrivons 4 I'arc ADE une portion de
polygone régulier dont les c6tés ne rencontrent
point 'arc K'L’; du point E' menons la droite
E'’O perpendiculaire sur le diamétre K'M/, et
du point E la droite EI perpendiculaire sur Ia
droite E'Q. Le contour de cette portion de poly-
gone régulier , en faisant une révolution autour
du diamétre A’B’, décrira une surface égale a
un rectangle dont la base sera égale 4 la circon-
férence du cercle ADEFGHB, et dont la hau~
teur sera la droite A’O. Mais la circonférence
ADEFGHB qui a pour diamétre la droite AB
est égale i la base du rectangle R et la droite
A’O est plus grande que la hauteur AN de ce
méme roctangle; car la droite A'A est égale a
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Fhiypoténuse E'E-du triangle rectangle E'EL;
mais Phypoténuse E'E est plus grande que le
c6té E1 qui est égal a la droite ON : donc la
droite A’'A ess plus grande que la droite ON:
donc' 1a dreite AO avec la.droite A’A est plus.
grande ¢que la droite AO avec la droite ON:
donc la droite A’ O est plus grande que la droite
AN :dencle rectangle qui a pour base une dreite
égale 3 la circonférence dont le diametre est la
droite AB et pour hauteur la droite A’ O est plus
_grand que le rectangle R qu a pour base une
droite égale i la circonférence dont le diamétre
est la droite AB et pour hauteur une droite égale
a la droite AN, parce que ces deux rectangles.
ayant la n1éme hase , le’ premiter a une hauteur
plus grande que celle du second. Mais.le rec--
tangle R est par suppositionégal & la surface con-.
'vexe ditsegment sphériquedéerite par Parc K'T, :
‘doncla surface décrite par'le contour de la por-

“tion du polygone régulier cireonscrit& Fare ADE
est plus grande que la sarface convexe du seg-
ment déerite parlarc K‘L’; mais.au contraire la
surface décrite par le contour de cette portion
de polygone- régulier est plus petite que la sur-
face du segment sphérique décrite par I'arc K'L/,
parce que le contour de la portion de ce poly-
gone régulier circonscrit 4 'arc ADE est plus

3
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petit que Parc K'L’; ce qui est impossible -
donc le rectangle R n’est pas phis grand que la
surface du segment sphérique décrite par Parc
ADE ; mais nous avons démontré qu'il n’est
pas plus petit : done le rectangle R est égal &
la surface convexe du segment décrite par I'are
ADE. . = : ‘ '
Donc la surface convexe d’un segment sphé-
rique est égale i un rectangle qui a pour base une
droite égale i Ia circonférence d’un grand cercle
et pour hauteur une droite égale & la hautear
du segment sphérique; ce qu'il falloit démon-~
trer. ' o . : B
PROPOSITION XXVIL
tTniortme.
RPN [P P ’ B
La surface d’'une zone est égale & un rectangle qui
a pour base. une droite égale a.la circonférence
d’un grand cercle de la sphére et pour hauteur
une droite égale a la portion d'un diamétre iu-
-tercepté par dewx droites qui lui sont perpen-~
diculaires et qui embrassent cette zone.

Soit Ia zone décrite par I'are EG ( fig. 231);
des extrémités de Farc EG menez les deux
droites EN, GP pérpendiculaires sur fe dia~
méuwe AB: je dis que la surface de la zone dé=
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crite par Parc EG est égale 4 un rectangle qui 2
pour base une droite égale i la circonférence
dont ]la droite AB est le diamétre et pour hau~
teur la droite NP.

Puisque la surface convexe du segment sphé-
rique décrite par I'arc ADEFG est égale a un
rectangle qui a pour base une droite égale a la
circonférence dont le diamétre estla droite AB,
et pour hauteur la droite AP et que la surface
du segment sphérique décrite par I'arc ADE est
€gale 4 un rectangle qui a pour base une droite
égale i la circonférence dont la droite AB est le
diamétre et pour hauteurla droite AN, il est évi-
dent que la différence des surfaces convexes de
ces deux segmens sphériques sera égale i la dif-
férence de ces deux rectangles qui ontla ménic
base ; mais la différence des surfaces convexesde
ces deux segmens sphériques est égale i la zone
décrite parFarc EFG etla différence de ces deux
rectangles est égale a un rectangle qui a pour
base une droite égale a la circonférence dont la
droite AB est le diamétre et pourhauteur ladiffé-
rence des droites AP, AN, c’est-a~dire ladroite
NP ; mais ladroite NP est la portion du diameéuro
intercepté par les droites EN, GP qui lui sons
perpendiculaires et qui comprennent l'arc EFG
donc la surface de la zone décrite par 'arc EFG.

’

g
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est égale a la surface d’un rectangle qui a pour.
base une droite égale a la circonférence doms
la dwoite AB est le diamétre et pour bauteur Ia-
portion du diamétre intercepté par les deux
droites EN, GP qui lui sont perpendwnlaxrea
et qui comprennent P'arc EFG.

Donc la surface d'une zone est égale a un
rectangle qui a pour base une droite égale a la
circonférence d'un grand cercle de la sphére
et pour hauteur une droite €gale a la portion
d’un diameétre intercepté par deux droites qui:
lw sont perpendiculaires et qui embrassent cette:
zone; ce qu'll falloit démontrer.

' PROPOSITION XXVII,
THEOREME,

Les surfaces des sphéres sont entr'elles comate les
quarrés de leurs diamétres,

Soient deux sphéresABCD, FGHK (fig.227):
jediscue ces deux sphéres sont entr’elles commie
les quarrés de leurs diamétres AC, FH.

En eflet, la surface de la sphére cst égaleaun
rectangle qui a pour base une droite égale ala
circonférence d’un grand cercle et pour hauteuc
le diamétre de ce grand cercle ; etlasurface d'un
grand cercleest égale a up triangle rectangle dont
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un des c6tés de I'angle droit est égal  la circon-
férence, et dont 'autre c61é de I'angle droit est
égal a son rayon; mais ee triangle rectangle est
égal a un rectangle qui a pour base une droite
égale A la circonférence de ce grand cercle et
pour hauteur le quart du diamétre : donc la
surface de la sphére est quadruple d'un grand
cercle : donc la surface de la sphére est égale
A quatre grands cercles : donc la surface dela
sphére ABCD est 4 la surface de la sphére FGHK.
comme quatre grands cercles de la premiére
sphére sont a quatre grands cercles delaseconda,:
ou comme un grand cercle de la premiére est
aun grand cercle de la seconde. Mais ces cer-
cles sont entr’eux comme les quarrés de leurs
diameétres, et le diamétre d’'un grand cercle est
le méme que le diamétre de la sphére : done
les surfaces des sphéres ABCD, FGHK sont
entr’elles comme les quarrés de leurs diamétres.

Donc les surfaces des sphéres sont enur’elles
comme les quarrés de leurs diamétres ; ce qu'ib
falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVIII
THEOREME.

Deux sphéres cbncentn'ques étant Honnées , on
peut inscrire dans la plus grande un p_ob'édre‘
dont le's; Jaces ne touchent point la circonfe~
rencs de la plus petite.

Imaginons deux sphéres qui aient le méme
centre A (fig. 220): je dis qu'on peut inscrire
dans la plus grande sphére un polyédre dont
les faces ne touchent point la surface de Ia plus
petite.. :

Faites passer un plan quelconque par le centre
de ces sphéres, les sections seront des grands
cercles de la sphére. Supposons en conséquence
que BCDE soit un cercle de la plus grande
spheére et que FGH soit un cercle de la plus
petite ; menons les diamétres BD, CE de
maniére qu'ils soient perpendiculaires 'un sur
Yautre. Les deux cercles BCDE, FGH ayant
le méme centre , décrivons dans le plus grand
BCDE un polygone dont les c6tés soient égaux
et pairs en nombre et ne touchent point le plus
petit cercle F G H ; que les c6tés de ce polygone
qui sont dans le quart de cercle BE soient BK,
KL, LM, ME; menons le rayon K A que nous
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prolongerons vers N ; au point A et sur le plan
du cercle BCDE élevons la perpendiculaire
A O qui rencontrera la surface de la sphére an
point O, et par la droite AO et par chacune:
des droites BD, KN conduisons deux plans;-
ces deux plans produiront deux grands cer~
cles dans la surface de la sphére. Suppesons
qu’on ait ces deux grands cercles et que BOD,
KON en soient les moitiés, et que BD, KN
en soient les diamétres. Puisque la droite OA
est perpendiculaire’ sur le plan du cercle
BCDE), tous les plans qui passeront par cette
droite AO seront perpendiculaires sur le plan
du cercle BCDE : done les demi-cercles BOD;
KON sont perpendiculaires sur ce méiné plan ;
et puisque les demi-cerclés BED, BOD, KON
sont égaux, carleurs diamétres EC, BD; KN
sont égaux entr'eux), les quarts de leurs circon-
férences BE, BO', KO seront égawx entr'etix :
donc les quarts de cércle BO, KO contien-
dront chacun autant de c6tés du pelyzone ins-
‘erit que le quart de cercle BE, et les cdtés
.contenus dans les quarts de cerdes BO, KO
seront égaux aux c6tés BK, KL; LM, ME,
‘chacun 4 chacun. Meneons les cordes BP; PQ,
‘QR; RO, KS, ST, TV, VO et les.droites
SP, TQ. VR. Des points P, S abaissons deg
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perpendiculaires sur le -plan du cercle BCDE;
ces perpendiculaires tomberont sur les com-
manes sections BD, KN des plans. des demi-
cercles BOD, KON, puisque ces plans sony
perpendiculaires sur le plan du cercle BCDE,
par construction ; que ces perpendiculaires toms
bent donc sur ces communes sections et que
ces perpendiculaires soient PX, SY ; menes
Ia droite XY. Puisqu’on a pris les arcs égaux
BP, KS dans les demx-circonférences égales.
BOD, KON ét, que les droités PX, SY sont
perpendiculaires sur les diamétres BD , KN,
Ia drotte. PX sera . égele a la droite SY et la
droite BX égale a la droite KY. Mais la droite
totale B A est égale 2 1a droite totale KA : donc
la droite restante XAlest égale a la droite res-
tante 'YA ; donc BX est 28 XA comme KY est
2 YA 1 denc la droite X Y cst-paralléle a lu droite
KBj; et puisque chacune dés draitesPX, S Y est
perpendiculdire sur lé plan du cercle BCDE, la
droite P X sera paralléle i la droite $Y; muis on
a démontré que ces- droitgs sont égales.: donc
les droites YX , SP sont. €gales et paralléles;
et puisqie la droite 'YX ‘est parall¢le a la droate
SP et i la droite KB, la droite SP.séra paralléle
a fa draite KB ( prop. . 11) ; mais ces droites
sont jointes par les droites BP, KS : donc le
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quadrilatére KBPS est dans un seul plan, car
si deux droites sont paralléles et si dans cha-
cune de ces droites on prend des points quel-
conques , les droites qui joignent ces points
sont dans le méme plan que ces paralléles. On
démontrera de la méme maniére, que la droite
TQ est paralléle i la droite SP et la droite VR
paralléle & la droite TQ : donc chacun des
quadrilatéres SPQT, TQRY est dans un seul,
plan ; mais le triangle VRO est aussi dans un
seul plan : donc si des points P, S, Q, T,
R, V on concoit des droites menées au point
A, on aura constrnit entre les arcs BO, KO
un certain polyédre composé des pyramides
dont les bases seront les quadiilatéres KBPS,

-SPQT, TQRYV et le triangle VRO et dont
le sommet commun sera le point A. Si sur cha-
cun des cotés KL, LM, ME nous faisons la
méme construction que nous avons faite sur le
c6té KB, s1 nous faisons ensuite la méme chose
dans les autres quarts de cercle EAD, DAC,
OAB et dans I'autre hémisphére , nous aurons
inscrit dans la sphére un certain polyédre qui
sera composé des pyramides dont les bases sont
les quadrilatéres KBPS, SPQT, TQRY et le
triangle VRO, et les quadrilatéres et les trian-
gles correspondans & ces quadrilatéres et & ce
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triangle et dont le sommeét commun sera le
point A,

Je dis a présent que ce polyédre ne touche
point la surface de la petite sphére dans laquelle
‘est le cercle FG H. Du point A menons la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatére
.KBPS, que cette perpendiculaire rencontre ce
plan au point Z et menons les droites BZ, ZK.
Puisque AZ est perpendiculaire sur le plan du
.quadrilatére KBPS, elle sera perpendiculaire
sur toutes les droites qui la rencontrent et qui
sont daus ce plan : donc AZ est perpendigulaire
sur I'une et l'autre des droites BZ, ZK; mais
puisque AB est égal 3 AK, le quarré de AB sera
.égal au quarré de AK; mais les quarrés des
droites AZ , ZB sont égaux au quarré de AB, car
-Fangle en Z est droit par construction, et les
squarrés de AZ, ZK sont égaux au quarré de AK:
.donc les quarrés des droites AZ , ZB sont égaux
-aux quarrés des droites AZ, ZK : donc si I'on
-retranche le quarré commun de AZ, le quarré
.de BZ sera égal an quarré de ZK : donc la droite
BZ est égale ala droite ZK. On démontrera sem-
‘blablement que les droites menées du point Z
' -aux points P, S sont égales chacune i I'une et
a l'autre des droites BZ, ZK : donc le cercle
-décrit du centre Z et avec un intervalle égal a
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une des droites ZB, ZK passera aussi par les
points P, S : donc le quadrilatére KBPS sera
inscrit dans un cercle ; et puisque la droite KB
est plus grande que la droite YX et que la
droite Y X est égale a la droite SP, la droite
KB sera plus grande que la droite SP. Mais la
droite KB est égale a I'une et & Pautre des
droites KS, BP : donc I'une et l'autre des droites
KS, BP sont plus grandes que la droite SP.
Puisque le quadrilatére KBPS peut étre ins-
crit dans un cercle, que les droites KB, BP,KS
sont égales et que chacune de ces trois droites
est plus grande que la droite PS, la droite KB
soutendra un arc plus grand que le quart de la
circonférence : donc I'angle KZB est obtus:
donc le quarré de KB est plus grand que les
quarrés des rayons KZ, ZB, c’est-a-dire que
le quarré de KB est plus grand que le double
du quarré du rayon BZ. A .
Menons la droite KX. Puisque dans les trian-
gles KBX, PBX les droites KB, BX sont égales
aux droites PB, BX, et que I'angle KBX est
égal a Vangle BBX, I'angle KXB sera égal a
Yangle P XB; mais I'angle PXB est droit : done
I'angle KXB est un angle droit. Puisque la droite
DB est plus petite que le double de DX et que
DB est 4 DX comme le rectangle compris sons
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DB, XB est au rectangle compris sous DX,
XB, si sur DB on compléte le rectangle com-
pris sous DB, XB, et si sur DX on compléte le
rectangle compris sous DX, XB, le rectangle
compris sous DB, BX sera plus petit que le
double de celui qui est compris sous DX, XB.
Menez la droite KD. Le rectangle compris sous
DB, XBseraégal au quarré de KB, etle rectangle
compris sous DX, XB égal au quarré de KX ¢
donc le quarré de KB est plus petit que le dou-
ble du quarré de XX; mais le quarré de KB
est plus grand que le double du quarré de BZ:
donc le quarré de KX est plus grand que le
quarré de BZ; et puisque BA est égal A KA, le
quarré de BA sera égal au quarré de KA. Mais
les quarrés des droites BZ, ZA sont égaux
au quarré de la droite BA , et les quarrés des
droites KX, X A égaux au quarré de la droite
- KA : donc les quarrés des droites BZ, ZA sont
égaux aux quarrés des droites KX, X A ; mais
le quarré de KX est plus grand que le quarré
de BZ : donc le quarré de X A est plus petit
gue le quarré de ZA : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AX : donc la droite
AZ est & plus forte raison plus grande que la
droite AG ; mais la droite AZ est une perpendi-
culaire sur une des faces du polyédre inscrit, et
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ladroite AG ¢st uzi rayon de la plus petite sphére:
donc la face de ce polyédre sur laquellela droite
AZ est perpendiculaire ne touche point la sur-
face de la plus petite sphere.

Du centre A conduisons la droite AZ’ per-
pendiculaire sur le plan du quadrilatére SPQT
et menez la droite PZ/.

Nous démontrerons, de la méme maniére que
mous I'avons fait pour le quadrilatére KBPS,
que le pomt Z’ est le centre d’'un cercle cir-
conscrit au quadrilatére SPQT et que la droite
SP est plus grande que la droite TQ; mais on
a démontré que la droite SP est paralléle a Ia
droite TQ : donc les quadrilatéres KBPS,
SPQT qui peuvent étre inserits.dans des cereles
ont leurs c61és KB, SP, TQ paralléles entre
eux; mais les autres ctes BP, K8, PQ, ST
de ces quadrilatéres sont égaux entr’eux , et le
c61é KB est plus grand que le cété SP et le
c6té SP plus grand que le cére TQ : donc le
rayon BZ est plus grand que le rayon PZ'
(lem. suiv.). Menez la droite AP; cette droite
sera égale a la droite AB. Puisque angle AZ'P,
est droit, les quarrés des droites AZ', Z'P
seront égaux du quarré de la droite AP ou au
quarré de la droite AB; mais le quarré dé la
droite AB est égal aux quarrds des.droitds 4%,

Ll
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ZB : donc les quarrés des droites AZ', Z'P sont
égaux aux quarrés des droites AZ , ZB. Mais
le quarré de Z'P est plus petit que le quarré
de ZB : donc le quarré de la droite AZ' est
plus grand que le quarré de AZ : donc la droite
'AZ'’ est plus grande que la droite AZ. Mais on
a démontré que la droite AZ est plus grande
que la droite AG : donc la droite AZ' est, &
plus forte raison , plus grande que la droite AG :
donc le quadrilatére SPQT ne touche point la
surface de la plus petite sphére. Par la méme
raison , le quadrilatére TQR V ne touche point
la surface de la plus petite spheére; il en est de
méme du triangle VRO (cor. 2 dulem. suiv.), et
il en sera encore de méme de toutes les autres
faces du polyédre inscrit : donc les faces de ce
polyédre ne touchent point la surface de la
plus petite sphére.

Donc, deux sphéres concentriques étant
données, on peut toujours inscrire dans la plus
grande un polyédre dont les faces ne touchent
pas la surface de la plus petite; ce qu'il falloit
démontrer.

L EEM M E.
- Que les deux quadrilatéres ABCD, EFGH
( fig. 232) soient inscrits dans les cerclesABED,
EBGH; gue les cétés AB, DC soient paral-
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léles, ainsi que les cétés EF, HG; que les
autres cités AD, CB, HE, GF soient égaux
entr’eux et que le c6té AB soit plus grand que
le c6té EF ot le coté DC plus grand que l¢
c6té HG : je dis que le rayou KA sera plus
grand que le rayon LE.

Car si le rayon KA n’est pas plus grand que
Je rayon LE, le rayon KA sera égal au rayon
LE ou plus petit; suppposons d’abord que le
rayon KA soit égal au rayon LE; puisque les
cercles ABCD; EF GH sont égaux, et que les
cordes AD, BC sont égales aux cordes EH;
GF, les arcs AD, BC seront égaux aux arcs
EH, FG; mais la droite AB est plus grande
que la corde EF et la corde DC plus grande
que la corde HG t done. I'arc AB est plus grand
que larc EF et I'arc DC plus grand que Yarc
HG : donc la circonférence enuére ABCD sera
plus grande que lacirconférence entiére EFGH
mais ces deux circonférences sont égales; ce
qui est impossible : donc le rayon KA n’est
pas égal au rayon LE.

Supposons en second lien que le rayon KA
soit plus petit que le rayon LE, et que ce rayon
soit égal i la droite LM. Du centre L avec l'in<
tervalle LM décrivons la circonférence MNOP;
menons lesrayons LE, LF, LG, LP et les cordes

2
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MN,NO, GP, PM. Les cordes MN, NO, OP,
PM seront paralléles aux cordes EF, FG, GH,
HE, et les premiéres seront plus petites que
les derniéres : donc puisque la corde EH est
plus grande que la corde MP, la corde AD sera
plus grande que la corde MP; mais les cercles
ABCD, MNOP sont égaux : donc l'arc AD
est plus grand que I'arc MP; I'arc BC est plus
grand que l'are NO, par la méme raison; mais
la corde AB est plus grande que la corde EF,
et la corde EF est plus grande que la corde
MN : donc, a plus forte raison, la corde AB est
plus grande que la corde MN : donc l'arc AB
est plus grand que Farc MN; Varc DC sera
plus grand que I'arc PO, par la méme raisoun:
donc la circonférence entiéere ABCD est plus
grande que la circonférence enticre MNOP;
mais, au contraire , ces deux circonférences
sont égales; ce qui est impossible : donc le
rayon KA n’est pas plus petit que le rayon LE;
mais nous avons démontré qu’dl ne lui est pas
égale : donc le rayon KA est nécessairement
plus grand que le rayon LE; ce qu'il falloit
démontrer.
COROLLAIRE I

Sile cté PC du quadrilatére ABCD étoit

¢gal au cdté HG du quadrilatére EFGH, et si
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les autres c6tés du premier quadrilatére étoient
plus petits que les autres c6tés du second, on
démontreroit semblablement que le rayon KA
est plus grand que le rayon LE.

COROLLAIRE 11,

Si les deux triangles isoscéles ABC, DEF
(fig. 233 ) sont inscrits dans des cercles, et si
les c6tés AC, CB, DF, FE sont égaux entre
eux , et si le c6té AB est plus grand que le c6té
DE, on démontrera, comme dans le lemme pré-
cédent, que le rayon du cercle circonscrit au
triangle ABC est plus grand que le rayon du
cercle circonscrit au triangle DEL.

COROLLAIRE IIL

Si les deut triangles isoscéles ABC, DEF
(fig. 233 ) sont inscrits dans des cercles et si les
c6tés du premier sont plus petits que les edtés
du second, on démontrera semblablement que
le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC
-est plus grand que le rayon du cercle circons-
crit au triangle DEF.

[ 2]
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PROPOSITION XXIX,
THEOREME.

Peux sectews sphériques semblables et concen—
trigues étant donnés, on peut toujours inscrire
dans le plus grand un polyédre dont les faces
ne touchent pas la surface du plus petit.

Soient deux secteurs sphériques semblables
et concentriques dont les surfaces ont éié dé-
crites par deux arcs des quarts de cercle OBA,
O’GA (fig. 220) pendant que ces deux quarts
de cercle ont fait une révolution autour du
rayon AO : je dis qu’on peut inscrire dans le
plus grand un polyédre dont les faces ne tou-
Chgnt point la surface du plus petit secteur sphé-
rique.

Complettons les sphéres et inscrivons daus la
plus grande un polyédre dont les faces ne tou-
chent point la surface de la plus petite. I peut
arriver on que Parc qu a décrit la surface du
plus grand secteur contienne exactement un o,
plusieurs des arcs égaux OR, RQ, QP, PB ou
que cet arc ne contienne qu'une partie d'un de
ces drcs égaux, ou bien que ce méme arc con-.

tienne un ou plusicurs de ces arcs égaux avee
un reste.
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Supposons d’abord que I'arc qu a décrit la
surface du secteur sphérique contienne exacte-
ment un ou plusieurs de ces arcs égaux ; il est
évident qu'on aura inscrit dans le plus grand
secteur un polyédre dont les faces ne touche-
ront point la surface du plus petit.

Supposons en second lieu que I'arc qui a dé-
crit la surface du plus grand secteur sphérique
contienne I'arc OR, avec un reste RQ’; faisons
Yarc VT’ égal alarc RQ', ct menons les cordes
VT, T'Q’, Q'R, et faisons la méme chose dans
les autres portions de fuseaux qui composent
le reste de la surface du secteur sphérique dé-
erite par I'arc 0 Q'. Nous démontrerons abso-
lument de la méme maniére que nous I'avons
fait dans le théoréme précédent, que la per-
peundiculaire menée du centre A sur le quadri-
latére T'Q'RYV est plas petite que la perpen-
diculaire menée du centre A sur le quadrilatére
SPQT (cor. 1 du lem. précéd. ), et nous con-
clurons que le quadrilatéte T'Q'RV ne touche
pas la surface du plus petit secteur.

Supposons enfin que I'arc qui a décrit la sur-
face du plus grand secteur ne contienne qu'une
partie de I'arc OR, la partie OR’, par exemple ;
faisons Parc OV’ égal & l'arc OR’, menons les -
cordes OV’, V'R, R'0O, et faisons la méme-

4
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chose dens les autres portions de fuseaux qu¥
composcnt le reste de la surface du secteur sphé-
7ique déerite par Parc OR’'; nous démontrerons
encorc de 1a méme mamére que nous I'avons
fait dans le théoréme précédent, que la perpen—~
diculaire menée du centre A sur le triangle OV'R’.
est plus petite que lz perpendiculaire menée du
centre A sur le quadrilatére TQRY (cor. 3 du
Jem. ptécéd. ), et nous conclurons que le trian-
glé OV'R’' ne touche pas la surface du plus petis
secteur. -

© Pone deux secteurs: spbenquos semblables
et ooncentriques étant donnés;, on peat ins~
erire dans le plus grand um polyedre dont les
faces ne touchent pont la surface da plus petit;
ce qu il fallpit démontrer.

PROPOSITION X.X.X

Tnioxtmm

La sphére est égale a une m'rarmdc triangulaire
dont la base est égals g la surface de cette
.sphére et dont la hauteur est égale au rayon
ds cette méme sphére.

8ait Ia sphire ABC (fig. 234) 5 ;magmons
use pyramide HIKL dont la base IKL soit
égale A la surface de ¢ctte sphére et dont la
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hauteur HI soit égale au rayon de cette méme
sphére : je dis que la sphére ABC est égale &
la pyramide HIKL.

Car si la pyramide HIKL n’est pas égale a
la sphére ABC, cette pyramide sera plus petite
ou plus grande. Supposons qu’elle sort plus
petite et qu’elle soit égale & une spheére con-
centrique plus petite, savoir, a la sphére DEF.

Inscrivons dans la sphére ABC un polyédre
dont les faces ne touchent point la surface de
la sphére DEF ; ce polyédre sera un assem-
blage de pyramides qui auront toutes leurs som-
mets au centre de la sphére ABC. Si la hau-
teur de chacune de ces pyramides étoit égale
au rayoun de la sphére , ce polyédre seroit égal
& une pyramide triangulaire qui auroit pour
base une surface €gale a la surface du polyeédre
inscrit et pour hauteur le rayon de la sphére ;
mais les hauteurs de ces pyramides sont cha~
cune plus petites que le rayon de Ja sphére ABC,
et la surface de ce polyédre est plus petite que
la surface de cette sphére : donc le polyédre
imscrit est plus petit que la pyramide triangu-
laire HIKL qui a pour base une surface égale &
1a surface de la sphére ABC et pour hauteur une
droite égale au rayon de cette sphére ; mais Ia
pyramide GHKL est, par supposition, égale &
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la sphére DEF : donc le polyédre inscrit dans
la sphére ABC est plus petit que la sphére DEF;
mais, au contraire, le polyédre inscrit dans la
sphére ABC est plus grand que la sphere DEF,
puisque ce polyédre contient la sphére DEF;
ce qui est impossible : donc la pyramide HIKL
n'est pas plus petite que la sphére ABC.
Supposons en second lien que la pyramide
HI1KL soit plus grande que la sphére ABC et
qu'ellg soit égale a une sphére concentrique
plus grande, savoir, a la sphére D'E'F'.
Inscrivons dans la sphére D’E'F’ un polyédre
dont les faces ne touchent point la surface de
la sphére ABC; ce polyédre sera un assem-
blage de pyramides qui auront toutes leurs som-
mets au centre de la sphére D'E’F'. Si la hau-
teur de chacune de ces pyramides étoit égale
au rayon de la sphére ABC, ce polyédre seroit
€gal 4 une pyramide triangulaire qui auroit pour
base une surface égale alasurface de ce polyédre
et pour hauteur une droite égale au rayon de
cette sphére ; mais les hauteurs de ces pyra-
mides sont chacune plus grandes que le rayon
de la sphére ABC et la surface de ce polyedre
est plus grande que la surface de lasphére ABC:
donc ce polyédre inscrit est plus grand que la
pyramide HIKI. qui a pour base une surface
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égale a la surface de la sphére ABC et pour hau-
teur une droite égale au rayon de cette sphére.
‘Mais la pyramide HIKL est, par supposition,
égale a la sphére D'E’'F’: donc le polyédre ins-
crit est plus grand que la sphére D'E'F’; mais,
au contraire , le polyédre mscrit dans la sphére
D'E’F’ est plus petit que cette sphére, car il est
contenu dans cette spheére ; ce qui est impos-
sible : donc la pyramide HIKL n’est pas plus
grande que la sphére ABC ; mais nous avons
démontré qu’elle n’est pas plus petite : donc la
pyramide HIKL est égale a la sphére ABC.

Donc une sphére est égale 3 une pyramide
triangulaire dont la base est égale a la surface
de cette sphére et dont la hauteur est égale au
rayon de cette méme sphére ; ce qu'il falloit
démontrer.

COROLLAIRE.

Puisque la surface de la sphére est égale &
quatre grands cercles, le quart de la sphére est
égal 4 un céne qui a pour base un grand cercle
et pour hauteur le rayon de cette sphére : doncla
moitié de la sphére est égale & un céne quia pour
base un grand cercle et pour hauteur le dia-
métre de la sphére; mais le cylindre circons-
crit est égal i trois cénes qui ont pour base un
grand cercle et pour hauteur le diamétre de la
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sphére : donc la moitié de la sphére est égale
au tiers du cylindre circonscrit : donc la spbére
entiere est égale aux deux tiers du cylindre
circonscrit.

PROPOSITION XXXI.

THEOREME.

\
Un secteur sphérique est égal & une pyramide
triangulaire qui a pour base une surface égale
& la surface sphérique de ce secteur et pour
hauteur une droite égale au rayon de ce méme
secteur.

Soit le secteur sphérique ABG (fig. 234 ) :
je dis que ce secteur sphérique est égal a une
pyramide triangulaire HIMN qui a pour base
une surface égale i la surface sphérique de ce
secteur et pour hauteur une droite égale au
rayon de ce méme secteur.

Car i cette pyramide n’est pas egale a ce
secteur , elle sera plus petite ou plus grande.
Supposons d’abord qu’elle soit plus petite et
gu'elle soit égale a un secteur sphérique plus
petit, savoir au secteur sphérique DEG qui est
semblable au secteur sphérique ABG.

Aprés avoir inscrit dans le secteur sphérique
ABG une portion de polyédre qui ne touche
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point la surface du secteur sphérique DEG,
nous démontrerons , comme dans la proposition
précédente, que la pyramide HIMN n’est pas
plus petite que le secteur ABG.

Nous supposerons en second lieu que cette
pyramide est égale a un secteur sphérique plus
grand , savoir au secteur sphérique D'E’' G’ qui
est semblable au secteur sphérique ABG.

Aprés avoir inscrit dans le sectenr sphérique
D'F’'G’ une portion de polyédre dont les faces
ne touchent point la surface du secteur sphé-
rique ABG, on démontrera encore , comme
dansla proposition précédente, que la pyramide
HIMN n’est pas plus grande que le secteur sphé-
rique ABG, et I'on conchira que cette pyra-
mide est égale au secteur sphérique ABG, et
que par conséquent un secteur sphérique est
€gal 4 une pyramide triangulaire qui a pour base
une surface égale a la surface sphérique de ce
secteur et pour hauteur une droite égale au
rayon de ce méme secteur ; ce qu'il falloit dé-
moitrer.
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PROPOSITION XXXII,
THEOREME:

Les sphéres sont entr’elles comme les cubes de leurs
rayons, et les secteurs sphérigues semblables sont
aussi entr'eux comme les cubes de leurs rayons.

Soient les deux sphéres ABC, DEF (fig. 235):
jedis que cesdeux sphéres sont entr’elles comme
les cubes de leurs rayons. o

Supposons que la base de la pyramide GHKL
soit égale a la surface de la sphére ABC et que
sa hauteur soit égale au rayon de cette méme
sphére. Faisons la droite GM égale au rayon
de la sphére DEF, et par le point M conduisons
un plan qui soit paralléle a la base de la pyra-
mide GHKL; la section de cette pyramide par
ce plan sera un triangle semblable au triangle
HKL. Mais les triangles semblables sont entre

"eux comme les quarrés de leurs cétés homo-
logues : donc le triangle HKL est au triangle
MNO comme le quarré de la droite HK est
au quarré de la droite MN; mais les triangles
GHEK, GMN sont semblables : donc la droite
HKXK est a la droite MN comme la droite GH
est a la droite GM : donc le triangle HKL est
au triangle MNO comme le quarré de la droite
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GH est au quarré de la droite GM ; mais la sur-
face de la sphére ABC est a la surface de la
sphére DEF comme le quarré du rayon de la
‘sphére ABC est au quarré du rayon de la sphére
DEF, comme le quarré de la droite GH est au

uarré de la droite GM : donc la surface de la
sphére ABC est i la surface de la sphére DEF
comme le triangle HKL est au triangle MNO:
done, en échangeant les places des moyens, la
surface de la sphére ABC est au triangle HKL
comme la surface de la sphére DEF est au trian-
gle MNO ; mais la surface de la sphére est égale,
par supposition , au triangle HKL : done la sur-
face de la sphére DEF est égale au triangle
MNO, cest-a-dire a la base de la pyramide
GMNO; mais le rayon de cette sphére est égal
i la hauteur de cette méme pyramide : donc la
sphére DEF est égale a la pyramide GMNO;
mais les pyramides semblables GHKL ,GMNO
sont entr’elles comme les cubes de leurs hau-
teurs GH, GM : donc les sphéres ABC, DEF
qui sont égales aux pyramides GHKL , GMNOQ
sont entr’elles comme les cubes des hauteurs
GH, GM de ces pyramides, c’est-i-dire
comme les cubes des rayons des sphéres ABC,
DEF. On démontreroit d'une maniére sem-

blable que les secteurs sphériques semblables
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sont auss: entr'eux comme les cubes de leurs
rayons.

Donc les spheres sont ent’elles comme les
cubes de leurs rayons; donc les secteurs sphé-
riques semblables sont aussi entr'eux comme
les cubes de leurs rayons; ce qu’il falloit dé-
montrer (1).

De la mesure des lignes, des surfaces et des
solides.

DEFINITIONS.

1. On mesure une quantité en déterminant
combien de fois cette quantité contient une
quantité connue.

2. On mesure une ligne, une surface ct un
solide en déterminant combien de fois cette

(1) On pourroit démontrer de la maniére suivante
que les sphéres sont entr’elles comme les cubes de
leurs rayons. Les sphéres inscrites dans des cylindres
sont égales aux deux tiers des cylindres dans lesquels
elles sont inscrites; mais les cylindres circonscrits a
des sphires sont des solides semblables : donc les cy-
Jindres circonscrits a des sphéres sont entr’eux comme
les cubes des rayons de leurs bases, c’est-a-dire comme
les cubes des rayons des sphéres; donc les deux tiers
de ces cylindres, ¢’est-d-dire les sphéres inscrites, sont
aussi entr’elles comme les cubes de leurs rayons.
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ligne , cette surface et ce solide conticnnent
ume droite connue , un quarré connu, et un
tube connu : ces quantités connues s’appellent
unités de mesuré.

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

Deux rectangles sont entr’eux comrhe les produits
de leurs bases par leurs hauteurs.

Soient les deux rectangles DB, DF (fig. 236)
je dis que le rectangle DB est au rectangle DF
comme le produit de la base AD du rectangle
DB par sa hauteur DC est au produit de la base
DE du rectangle DF par sa hauteur GD.

Placez les deux rectangles DB, DF de ma-
niére que le coté DE soit dans la direction du
c6té AD et le c6té GD dans la direction du
c6té DC, et terminez le rectangle AG. Puis-
que les deux rectangles DB, DH ont la méme
base AD, le rectangle DB est au rectangle DH
comme la hauteur DC du rectangle DB est a
la hauteur DG du rectangle DH; et 4 cause que
les deux rectangles DH, DF ont la méme hau-
teur GD, le rectangle DH est aurectangle DF
comme la base AD du rectangle DH est 4 la bas¢
DE du rectangle DF. Si Pon multiplie chaque

Mm
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terme de la premiére proposition par chaque
terme de la seconde, les produits qui résulte-
ront de cette multiplication formeront encore
une proportion : donc le produit du rectangle
DB par le rectangle DH est au produit du rec-
tangle DF par le rectangle DH comme le pro-
duit de la base AD du rectangle DB par sa
hauteur DC est au produit de la base DE du
" rectangle DF par sa hauteur DG : donc si 'on
supprime le factenr DH qui est commun aux
deux premiers termes, le rectangle DB sera au
rectangle DF comme le produit delabase AD du
rectangle DB par sa hauteur DC est au produit
de la base DE du rectangle DF par sa hauteur
DG : dong les deux rectangles DB, DF sont
entr’eyux ¢omme les produits de leurs bases par
leurs hauteurs.

Donc deux rectangles quelconques sont entre
eux comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION Ii.
THEOREMNE.

Un rectangle a pour mesure le.produ;'t de sa base
* par sa hauteur (1).

Soit le rectangle AC (fig. 237 ) dont on veut
avoir la mesure ; que le qtfarré D soit Punité
de mesure. Multiplions le nombre qui exprime
combien de fois la base BC du rectangle AC
contient le c4té du quarré D par ke nombre qui
exprime combien de fois la hauteur AB du

(1) Je ne dis point, comme on le dit ordineirement,
que la surfyce ou l'aire d’un rectangle, &c.; car, en
parlant ainsi, c’est comme si 'on disoit Ia surface d’une
surface qui est terminée par quaire droites paralléles,
ou bien l'aire d’une aire terminée par quatre droites
paralléles, &c. C’est par la méme raison que je ne dis
point la solidité du parallélépipéde ou bien le volame
d’un parallélépipdde, parce que c’est comme & F'on
disoit la solidité d’un solide terminé par six parallé-
logrammes dont les parallélogrammes oppasés sont
égaux et paralléles, ou bien l¢ volume d’un volume
terminé par six parallélogrammes dont les parallélo-
grammes opposes sont égaux et paraljéles. Si je ne
m’exprime point ainsi, ¢’est pour me conformer &
la maniére d’Euclide , et pour ne pas me servir d’'une
fagon de parler que rien ne sauroit autoriser.

2



548 . SUPPLEMENT
rectangie AC contient le c61é du méme quarré
D (1) :je dis que ce produit exprime combien
de fois le rectangle AC contient le quarré D.
Car puisque les rectangles sont enir’cux
tomme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs , le rectangle AC est au quarré D
comme le produit du nombre qui exprime
combien de fois la base BC du rectangle AC
contient le ¢dté du quarré D par le nombre qui
exprime combien de fois Ja hauteur du rectan-
gle AB contiont le c61é du méme quarré D, est
au produit du nombre 1 que représente la base
du quarré D par le nombre 1 quireprésente
aussi la hauteur de ce méme quarré. Mais le
produit du nombre 1 par lui-méme est égal i 1 -
donc le rectangle AC est au quarré D comme
le produit du nombre qui exprime combien de
fois-la base BC du rectangle AC conticnt le c61é
du quarré D par le nombre qui exprime com-
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con-

(1) L est inutile d’avertir quele nombre qui exprime
eombien de fois la base dn reclangle AC conuent le
cdté du quarré D ou le nombre qui exprime com-
bien de fois la hauteur du rectangle AC contient le
c6té de ce méme quarré, peul &tre un nombre com-
mensurable, ou incommensurable, entier ou frac-
tionnaire, ou ménre une fraction. '
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tient la hauteur de ce méme quarré, esta1: donc
le produit du nombre qui exprime combien de
fois la base BC du rectangle AC contient le c6té
du quarré D par le nombre qui exprime com-
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con-
ticnt le c6té de ce méme quarré , est la mesure
du rectangle AC, puisque ce produit exprime
combien de fois le rectangle AC contient le
quarré D, pris pour unité de mesure : done
pour avoir la mesure du rectangle AC, le quarré
D éant pris pour unité, il faut multiplier le -
nombre «ui exprime combien de fois la base
du rectangle AC contient le c6té du quarré D
par le.nombre qui exprime combien de fois la
hauteur du rectangle AC contient le cété de
ce méme quarré, le produit de ces deux nom-
bres serala mesure du rectangle AC; ce qu'on
énonce en disant que le produit de la base du
rectangle AC par sa hauteur est la mesure de
ce rectangle. :

Donc un rectangle quelconque a pour mesare
le produit de sa base par sa hauteur; ce qu il
falloit demontrer.

COROLLAIRES.

1. Puisqu'un parallélogramme quelconque
est égal 3 un rectangle de méme hase et de
‘ 3
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méme hauteur , il est évident qu'un parallé-
~ logramme quelconque a pour mesure le pro-
duit de sa base par sa hauteur.

2. Un triangle étant égal a la moitié d’un pa-
rallélogramme de méme base et de méme hau-
teur, il est évident qu'un triangle a pour mesure
le produit de sa base par lamoitié de sa hauteur.

3. Toute figure rectiligne pouvant se partager
en triangles, il est évident qu’une figure rectili-
gue quelconque aura pour mesure Ja somme
des produits de la base de chacun des triangles
qui la composent par la moitié de sa hauteur.

4. Puisqu’un polygone régulier peut étre par-
tagé en autant de triangles égaux et semblables
que le polygone a de .cétés, en menant du
centre des droites i tous les angles de ce poly-
gone , et puisque chacun de ces triangles a pour
mesure le produit d'un des cétés du polygone
par la moii€ d'une perpendicubiire mende du
centre sur un des c6tés, il est évident qu'un
~ polygone rdgulier a pour mesure le produit de
don.contour par la moité d'une perpendiculaire
menée du centre sur un de ses ¢6tés.

5. Un cercle étant égal 4 un triangle qui a
pour base une droite égale i la circonférence
de ce cercle et i;our hauteur Fe rayon de cc
méme cercle, i est évident qu’un cercle a pour
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mesure le produit de sa circonférence par la
moitié de son rayon.

6. Un secteur circulaire étant égal 3 un trian-
gle qui a pour base une droite égale i Farc de
ce secteur et pour hauteur le rayon de ¢e séc-
teur, il est évident qu'un secteur a pour mesure
. le produit de son arc par la moitié de son rayon.

7. La surface convexe d'un cylindre droit
étant égale i un rectangle qui a pour base une
droite égale i la circonférence de la base de ce

- cylindre et pour hauteur une droite égale a Ia
hauteur du méme cylindre, il est évident que
la surface convexe du cylindre droit a pour me-
sure le produit de la eirconférence de sa base
par sa hauteur. ‘

8. La surface convexe du céne droit étant
égale 3 un trangle qui a pour base une droite
égale a la circonférence de la base.de ce cone
et pour hauteur une droite &gale au c6té de ce
céne , il st évident queé la surface convexe d’'un
céne droit a pour mesure le produit de la cir-
conférence de sa base par fa moitié de son cété.

9. La surface de la sphére étant égale & un
rectangle qui a pour base une droite égale i Ia
circonférence d'un de ses grands cercles et
pour hauteur le diamétre de la sphére, il est
évident que la surface de la sphére est égale

4
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au produit de la circonférence d'un de ses
grands cercles par son diametre. |

10. La surface convexe d'un segment sphé-
rique étant égale a un rectangle qui a pour base
une droite égale  la circonférence d’un grand
cercle de la sphére et pour hauteur une droite
égale a la hanteur du segment sphérique, il est
évident que la surface convexe d'un segment
sphérique a pour mesure le produit de la cir=
conférence d’'un grand cercle de la sphére par
la hauteur du segment sphérique.

PROPOSITION 111.
THEORE ME,

Les parallélépipédes rectangles sont entr'eux
comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs. ' ‘

Soient les deux parallélépipédes rectangles
BG, BQ (fig.238): je dis que le parallélépi-
péde BG est au parallélépipéde BO comme le
produit de la base BD du parallélépipéde BG
par sa hauteur AB est au produit de la basc BM
du parallélépipéde BO par sa hauteur QB.

Placez les deux parallélépipédes BG, BO de
maniére que I'angle QBC soit commun ; prolon~
gez labasc AG et terminez le parallélépipéde BS.
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Puisque les deux parallélépipédes rectangles
BG, BS ont la méme hauteur, le parallélépipcde
BG est au parallélépipéde BS comme lg base BD
du premier est ala base BM du second; et a cause
que les deux parallélépipédes rectangles BS,
BO ont la méme base BM, le parallélépipede
BS est au parallélépipéde BO comme la hau-
teur AB du premier est a la hauteur QB du
second. Si Pon multiplie chaque terme de la
premiére proportion par chaque terme de la
seconde, les produits qui résulteront de cette
multiplication seront encore en proportion :
donc le produit du para]léléf)ipéde BG par le
parallélépipéde BS est au produit du parallé-
lépipede BO par le parallélépipéde BS comme
la base BD du parallélépipéde BG par sa hau-
teur AB est au produit de la base BM du pa-
rallélépipéde BO par sa hauteur QB : donc st
Pon supprime le facteur BS qui est commun aux
deux premiers termes , le pardllélépipéde BG
seraau parallélepipede BO comme le produit de
la base BD du premier par sa hautcur AB est au
produit de la base BM du second par sa hauteur
QB : donc les deux parallélépipédes rectangles
BG, BO sont entr'eux comme les produits de
leurs bases par lcurs hauteurs.

Doncles parallélépipédes rectangles sontentre
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eux comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION 1V.
THEOREME.

Un parallélépipéde rectangle a pour mesurc
le produit de sa base par sa hauteur.

. Soitle parallélépipéde rectangle AD (fig. 239)

dont on veut avoir la mesure ; que le cube F
soit I'unité de mesure. Multiplions le nombre
qui exprime combien de fois la base BD con-
tient la base du cube F par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur AB con-
tient le ¢6té du cube F : je dis que ce produit
exprime combien de fois le paralleleplpede rec-
1angle AD contient le cube F.

Car puisque les parallélépipédes rectangles
sont entr’eux comme les produits de leurs bases
par leurs hauteurs, le parallélépipéde AB est au
cube F comme le produit du nombre qui ex-
prime combien de fois la base B du parallélé-
piptde AD contient Ia base du cube F par le
* nombre qui exprime combien de fois Ia hauteur
AB du parallélé p;péde AD contient la hauteurdn
cube F, est au produit de la base du cube F par
sa hauteur; mais la hasc du cube a pour mesure
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le produit du nombre 1 qui représente le coté
de ce cube par le nombre 1 : donc le produit de
la base du cube par sa hauteur est égal au pro-
duit ‘du quarré de 1 par 1 qui est 1 : donc le
parallélépipéde "AD est au cube F comme le
produit du nombre qui exprime combien de
fois la base BD du parallélépipede AB contient
Ta base du cube F par le nombre qui exprime
combien de fois la hauteur AB du parallélépi-
pede AD contient la hauteur du cube F, est a 1:
donc le produit du nombre qui exprime com-
bien de fois la base BD du parallélépipede AD
contient la base du cube F par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur AB du pa-
rallélépipédé AD contient le c6td de ce méme
cube, est la mesure du parallélépipede AD, puis-
que ce produit exprime combien de fois le cube
AD contient le cube F pris pour unité de me-
sure : donc pour avoir la mesure du parallélépi-
péde rectangle AD, il faut multiplier le nombre
qui exprinfe combien de fois la hase du parallé-
. 1épipédérectangle AD contientla hase du cube F
par le nombre qui exprime combien de fois la
- hauteur AB du parallélépipéde AD contient le
c6té du cube F, et le produit de ces deux nom-
bres sera la mesure du parallélépipede AD; ce
qu'on énonce en disant que le produit de la
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. base du parallélépipéde AD par sa hauteur est
- la mesure de ce parallélépipéde.

Donc un parallélépipéde rectangle quelcon-
fjue a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur ; ce qu’il falloit démontrer.

. COROLLAIRES.

1. Puisqu’un parallélépipéde quelconque est
égal a un parallélépipéde rectangle de méme
base et de méme hauteur, il est évident qu'un
parallélépipéde quelconque a pour mesure le
produit de sa base par sa hauteur.

2. Un prisme triangulaire quelconque étant
la moitié d’un parallélépipéde qui a une base
double et la méme hauteur, il est évident qu'un
prisme triangulaire quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur.

3. Un pnsme quelconque pouvant étre par-
tagé en prismes triangulaires de méme hau-
teur, et chacun de ces prismes triangulaires
ayant pour mesure le produit de sa base par
sa hauteur, il est évident que le prisme total a
pour mesure le produit de sa base par sa hau-
teur.

4. Un cylindre droit ou oblique étant égal a
nn parallélépipede qui a une base égale et la
m¢énie hauteur, il est évident qu'un cylindre
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droit ou oblique a pour mesure le prodmt de
sa base par sa hauteur.

5. Une pyramide triangulaire étant égale au
tiers d’'un prisme de méme base et de méme
hauteur, il est ¢vident qu'une pyramide trian-
gulaire quelconque a pour mesure le produit de
sa base par le tiers de sa hauteur.

6. Une pyramide quelconque pouvant éure
partagée en pyramides triangulaires de méme
hauteur, et chacune de ces pyramides triangu-
laires ayant pour mesure le produit de sa base
par le tiers de sa hauteur, il est évident que la
pyramide totale aura pour mesure le produit de
sa base totale par le tiers de sa hauteur.

7. Un solide quelconque terminé par des
surfaces planes pouvant se partager en pyra-
mides, 1l est évident que la mesure d’un solide
quelconque terminé par des surfaces planes sera
égale ala somme des produits de la base de cha-
cune de ces pyramides par le tiers de sa hauteur.

8. Un céne droit ou oblique étant égal au
tiers d'un cylindre de méme base et de méme
hauteur, il est évident qu’un céne quelconque’
a pour mesure le produit de sa base par le tiers
de sa hauteur.

9. Une sphére étaut égale & une pyramide
qui a une base égale i la surface de la sphére et
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pour hauteur le rayon de cette méme sphére,
il est évident que h sphére a pour mesure le
produit de sa surface par le tiers de son rayon.
10. Un secteur sphérique étant égal a une
pyramide qui a une base égale 2 la surface sphé-
rique de ce secteur et pour hauteur une droite
égale au rayon de la sphére, il est évident qu'un
secteur sphérique est égal au produit de sa sur-
face sphérique par le tiers de son rayon.
e

’

FIN DU SUPPLEMENT.




NOTES.

LIVRE L — DEFINITION 1V.

-aw

Crrrr définition d'Euclide a paru insignifiante &
plusieurs géomeétres; pour en comprendre le sens,
comparons une ligne droite avec une autre ligne qui
ait les mémes extrémités. Boit pour cet effet la droite
APGE (fig. 240) et la ligne ABCDE.

Laligne AB est également placée entre ses poinls

A et B, c’est-a-dire qu’elle ne s’avance ni vers la droite *

ni vers la gauche, qu’elle ne va ni en haut ni en bas;
il en est de méme de la ligne BC; mais il n’en est pas
de méme de la ligre ABC, car ceite ligne s'avance
vers B. La ligne C DE n’est pas également placée entre
ses points Cet E, car elle y'avance vers D : donc la ligne

ABCDE n’est pas également placée entra ses paints °

" A, B, C, E, carelle s'avance taniét vera un endroit,
tant6t vera un antre. La ligne A G H E est au contraire
également placée enire sos points Aet F,FetG, G
et E,Aet G,Fet E, A el E, car elle ne s’avance
jamais vers aucun ¢oté.

Selon Archiméde, la ligne droite est la plus courte
des lignes qui ont les mémes extrémités,

Selon Platon, la ligne droite est celle dont les axtré-
mijés sont ombragées par les points intermédiaires. Ne
pourroit-on pas dire que la lighe droite est celle qui
peut tourner sur ses ex irémités immobiles sans chpnger
de place? '



560 NOTES
LIVREL —~DEFINITION VIL

Cetle définition est analogue i celle de la ligne droile
el peut par conséquent éire expliquée d’une maniere
analogue. .

Selon Héron, la superficie plane est celle sur toutes
les parties de laquelle on peut appliquer une ligne
droite. .0

"LIVRE I. —DEFINITION XXXIIT.

Celle définition renferme une condition superfiue ;
car si les cblés opposés d’un quadrilalére sonl égaux,
les angles opposés sont nécessairement égaux. (Roberé
Simson. ) )

LIVRE L — aAax18NME VIIL

Cet axidme veut dire que les lignes, que les surfaces
quis'appliquent exaclement les unes sur les autres sont
égales; que les angles dont les cotés 8'appliquent exac-
tement les uns sur les autres sont égaux, et que deux
solides sont égaux lorsqueles faces de I'un s'appliquent
exactement sur les faces de Fautre. Si 'on disoil que
les choses qui s’appliquent exactement les unes sur les
autres sont égales , on ne pourroit point se servir de
cet wxidme, lorsque 'on voudroit conclure que deax
solides dont les faces s’appliquent exaétement les unes
sur les auntres, sont égaux enir’eux.

LIVRE L — PROPOSITION VIL

" Celle proposition a deux cas, car il peut arriver que
le point D tombe dans le triangle ABC. Robert Simson
démontre le second cas; mais cela éloit inulile, car le
second cas est compris implicitement daus la proposi-
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tion xx1 du méme livre, ot Euclide déemonlre que Jes
deux droites BD, DC sont plus courtes que les droites
BA, AC; caril esi évident que si les deux droiles B
DC sont plus courtes que les deux droites ﬁAf A; .
les deux droites BD, DC ne seront point égz{l.es aux
deux droites BA, AC, chacune a chacune.’ .

LIVRE I.— rroposiTION XX1V, pag. 58, l‘gw

Car puisque , &c. lisez que parmi ies droites DE, DF
la droite DE soit celle qul n'est pas plun grande que
la droite DF. Puisque, &ec. (Robert Simson). =

LIVREIL — pRrROPOSITION xxx'f I

Robert Simson remarque que cetle proposmon a
trois cas, et qu'Euclide ne démontre que le cas ou le
point E tombe entre le point D et le point F.

Les deux autres cas ont lieu lovsque le pomt E
(fig- 241) tombe sur le point D et lorsque le point E
tombe entre le point A et le point D (fig. 242 ). Voici
comment on peut démontrer ces deux autrescas: . -

Aprés avoir démontré, pour le second cas, que le
triangle ABD (fig. 341 ) est égal au iriangle DCF, et
apres avoir ajoutéa chacun de ces deux triangles égaux
le triangle BCD, on conclura que le parallélogramme
ABCD sera égal au parallélogramme BCF D.

Aprésavoir démontré, pour le troisiéme cas, que le
triangle ABE (fig. 242) est égal au triangle DCE, ot
apres avoirajouté a chacun de ces deux triangles égaux
le quadr -latere BCDE, on conclura que le parallélo-
gramme ABCD sera égal au parallélogramme BCFE.

Nrt
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LIV’RD IV.— COROLLAIRE DE LA PROP U~
N g1TION XXV, pag. 206, lig. o1

He:tgone lisez hexagone équilatéral et équiangle,
. Robert éunson)

LIVRE VI « DEFINIPION IL

Robert Simsom trouve cette définition obscnve ef
la rerplace par la suivante :

& L‘es figures, les triarigles et les parallélogrammes ,
par éxe‘l‘npi’e sont réciproques lorsqueles c1ésquicom-
prennent dehx angles sont proportionnels, de ma-
niére qu'un ¢61é de la premiére figure est & un coté de
la seconde comme un autre cdté de laseconde esta un

aptre cbié de la premiére ». Je donne la préférence &
la définilion d’Euchde, mais j'approuve la définition
de Robert Simson comme explicalion.

1 . LIVRE VL — PEFINITION V.

‘Eaclide erifend ‘parla quanmité d’une raison le quo-
tient qui résulté de ta division de Pantécédent par son
conséquent : d’od il suit que la quantité d'une raison
peut tonjours dtreé représentée par une fraction dent le
puréraenr est 'antécédent de la raison et dont le dé-
nomtinateur e est le conséyuent.

Soient les raisons suivantes,a: b,¢:d,e:f. Les

.y o . '@ac e
uantités de ces raisons sont les fractions 1, - I dont

le produit est Ia fraction > ou la raison ace : bdf

bdf
qui eat une raison composée des raisonsa: b, c:d, e fe
11 est évident que I'antécédent ace de la raison com-

Pposte est ¢gal au produit de tous les antécédens des
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rdisons cotnposatites, et que le conséquent b f de I
raison compoiée ost égal ad produil de lous ks consée
quens des raisons compovantes; d’od il buit qu’on pour-
‘roit énoncer la définition v* de Ja manidre saivante :

Une raisen conrposée de vaisons est cedle dont Vein-
técédent est égal au produit de 1ous tes antécédens des
raisons composantes et dont le conséquenl est Banl ath
prodait de tous les consequens dea raisons’ cbmfw—
santes. cr ‘

LIVRE Xl —1)1 FlNlTIuh x.

Celle. deﬁm(mu west pas propl cmenr une deﬁm«,
tion , meis bien un théoréme qu’il faut demontrer. J
donnerai la démonstration de celle définition dans ls
cas ou les angles splides ne sont pas compris par plus
de trous anglés plaus; je ne déwmontrerai quie ce cas,
parce que daus lontes ke demowstrations gni sant apr
puyées sur, cette définition , il n’est gas question d’un
seul solide dout' lgs anglos wlices .soaent qqmpm pac
plus de froisangles plass. ... o L Lo o0

Robert Simson soulient quq“lq dﬁﬁnmonr_;,‘,n,’m
pas vraie dans{ons lps cad, ot gue piar conséguent un
grand nombye de démgmhﬂiom,duﬁxgelyivreet plu-
sieurs démonsirations du Livre x11 ont un foridement
ruineus; en oonaéq‘ue‘nce il'supprime cette définition
et la remplace par. trtis-theorémed, q»’ll meti la Juu.e
de la praposition Xa¥g.is.. - . . v e

Pour dpmontrér que la défin ition,x ast fagsse dam
cerluing 0as, Roberl.Simsqh sapponsd deux sblides qui
ond ly méme romtbre . de facas semblablaes ¢4 crales;
mais dont Yun a unl angle solida renumnty téndis.(que
tous les afgles solided de I'aulve somé.suillams: Mais

a
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n’est-H pas évident qu'Euclide n’avoil en vue que lex
solides qui n’ont point d’angles renirans? Eioit-if
nécessaire de l'énoncer d’une maniére expresse ?
Cette définition. est vraie dans tous les cas, lorsque les
angles solides sont saillans. #oyes les notes qui sont
i la suite des Elémens de Géoméirie de A. M., Le-
gendre. ‘

Le théoréme. que Robert Sunson met & la place de
cetie définilion est exprimé ainsi: « Les solides qui
sont conlenus dans des plans semblables, égaux en
nombre et en grandeur et semblablement posés, et
dont les angles solides ne ‘soht pas ¢contenus par plus
de trois wdgles plans, sont égaux et semblables entre
eux .’

Ce théoréme renferme une condition superflue ; de
cela seul que deux solides sont terminés par le méme
nombre de faces égales et semblables, les'faces de ces
solides ‘sont ;également posées dans chaque solide;
c’est comitie o ¥on- disoit que les triangles qui sont
lerminés par des droxles égaleset semblablement poaees
sont égaaxiett semblables.’ _

Le théoréme de Robert Simson a deux cas ; car une
face du.prethiér solide-élant appliquée exactement sue
1a face homelogae du second, il peut arriver que les
autres faces du prémieit solide s'appliquent exactement
sur les autres fabes da'sovond aolide, et il peut arviver
aussi que le premier solide soit- placé: hoi's du second.
Robert Simson :n¢ démontre que le premier cas, et
il ne parle pas du second, qui sert de base aux dé-
monstrations xxvarr et xr' du x1® Livre et aux dé~
monstrations: nux ‘et:1v du x1® Livre : donc' toutes
ces-démoniitrations ont véritablement un foudement
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ruineux par le moyen des corrections de Robert
Stmson (1).

LIVRE X4{. —PROPOSITION XV,pag.309,lig. 1.

Aprés cette phrase, « et pnisque BA est paralléle &
la droite GH», Robert Simson veut qu'on ajoute:
« car chacune de ces deux droites est paralléle & la
droite ED qui n’est pas dans le méme plan que ces
droites ». ,

7

(1) Etonné que les Géomélres aient cru pendant treize siécles
que la définition x étoit vraie, RobertSimson s'écrie, pag. 388 :
Quid autem dicendum, si bec propusitio non verasit? Nonne
confitendum est Geometras per mille tercentos annos in hic re
elementari deceptos fuisse? Et ex hoc quidam modestiam dis-
cere debemus, atque agnoscere quam parum nobis cavere pos—
sumus, quas es! menlis humanm imbecillitas, ne in errores
incidamus eliam in principiis acientiarum quz inter maxime
certas,merito astimantur.

Mais que devons-nous dire si cette proposition n’est pas
vraie ? Ne devons-nous pas avouer guie les Géométres ont été
dans 'erreur pendant treize siécles au sujet de cetle proposi-
tion élémentaire? Que cela nous apprenae & éire modesies et
4 recounoitre combien il nous est difficile d’étre toujours sur
nos gardes, et combien nolre esprit est foible, puisque nous
ne pouvons pas méme nous garautir de I'erreur dans les prin-
cipes des sciences qui passent avec raison pour les plus cer-
taines.
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~. &, Les propositions suivanles, qui sout la dcmonstra—

tion de la définition x, doivent étre mises aprés la propo~
silion XX11I.

PROPOSITION 4

8i deux angles solides sont-compris chacun par trois
- angles plans, et & des angles plans du premier sont
ézaux aux angles plans du second , chacun & chacun,
les plans des angles égaux seront également inclinés
- les uns sur les autres dans lex deux solides.

_Soient les deux apgles solides A et A’ (fig. 243) que
r angle salide A soit coalpris par les trois'angles plans
BAC, CAD, DAB; que l'angle solide A’ soit com-~
pris par les txois angles plans B'A'C,, CA'D’, D'A’B’;
que 'angle BAC soit égal A Vangle B'A'C’, 'angle CAD
égal & Pangle C'A’D’ et Fangle DAB égal 2 P'angle
D’A'B’: je dis que les plans des angles égaux sont
également inclinés les uns sur les autres dans les deux
angles solides. N

D'un point (i_uelgonqgle B de la droite AB menez
dansle plan BAD la droite BD perpendiculaire sur
la droite A R; du méme point B menes dans le plan
BAC la dyoite BC perpendiculaive sur la droite A B;
joignes lee poinis C, Dr: faites la droite A’ B égale & la
droite A B, et du point B’ menez dans le plan A'B'D*
la droite B'D’ perpendiculaire sur la droite A'B', et
dansle plan B’ A’C’ la droite B'C’' perpendiculaire
sur la droite A’ B’; joignez les poinls C’, D'. La droite
AB étant égale a la droile A'B', P'angle BA D égal &
Fangle B’ A’ D, et 'angle ABD étanl droil asi que.
Vangle A’B'D’, les triangles ABD, A'B'D’ serong
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¢gaux : donc la droite BD est égale 4 1a droite B’ D’ et
la droite AD égale a la droite A’DY'. La droite BC est
€gale a la droite B’ C’ et la droile AC égale 4 la droile
A'C/, par la méme raison. Mais I'angle CA D est égal
& l'angle C' A’D’, la droite AC égale a la droite A’ C'
el la droile A D égale a la droite A’ D' : donc le trian-
gle CA D est égal au triangle C'A’D’ : donc les deux
triangles BCD, B’ C'D’ ont leurs cités égaux cha-
cin a chacun : donc ces deux triangles ont aussi
Jeurs angles égaux chacun a chacun : donc angle CBD
est égal A angle €' B'D’ : donc l'inclinaison du plan
CB A cur le plan DBA est égale a l'inclinaison du
plan C'B’A’ sur le plan D’B’A’. On démontrera de
la méme maniére ,que les plans des autres angles égaux
sont également inclinés les uns sur les sutres dana ces
deux angles solides.

Donc si deux angles solides sont compris chacun
par {rois angles plans, et si les angles plans dn pre-
mier sont égaux aux angles plans du second, chacun
A chacun, les plans des angles égaux seront également
inclinés les uns sur les autres dans les deux solides;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION B

Si deux angles solides sont compris ckacun par treis
angles plans, et si les angles plans du premier sont
égaux aux angles plans du second, chacun dchacun,
ces angles solides seront égausx entr’eus.

Soient les angles solides A, A’; que les angles plans
BAC,CAD, DAB del'angle solide A soient égaux
sux angles plans B'A’C’, CA'D’, D'A’B’ de l'angle
' 4
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solide A’, chaoun a chacun: je dis que I'angle solide A
sera €gal a 'angle solide A'.

Appliquons exactement Fangle BA D sur son égal
B'A’D/, il peut arriver que les autres angles plans qui
sont égaux dans les deux angles solides A, A’ soient
placés des mémes cdlés ou ne soienl pas placés des
mémes c6lés. Snpposons d’abord que 'angle BAD
étant appliqué exactement sur son égal B'A'D’, les
aulres angles plans qui sont égaux dans les deux angles
solides A, A’ soient placés des mémes cétés. Puisque
Finclinaison du plan de I'angle BA C sur le plan de
P'angle BAD esl égale & I'inclinaison du plan ‘del ‘angle
B'A’C sur le plan de I'angle B'A'D’ (pr. A4), le plan
del'angle B A Cs’appliquera exactement sur le plan de
Yangle B’A’'C’; mais Pangle BAC est égal & 'angle
B'A’C’ : donc la droile AC s’applique exactement sur
1a droite A’ C’; mais la droite AD est appliquée sur la
droite A’ D’ et la droite AC sur la droite A’ C’ : done
I'angle plan D A C s’applique exactement sur angle
plan D'A’C’: donc les trois angles plans de I'angle
solide A s'appliquent exactemenl sur les irois angles
plans de V'angle solide A" : donc les angles solides A
et A' sont égaux.

Supposons en second lieu que les angles plans BAD,
dab, quisont €gaux entr'eux, solent appliqués exacte-
ment Pun sur 'aulre, la droite A Bsur la droite ad et

" la droite A D sur la droite a b, et que les autres angles
plans qui sont égaux enlr'eux ne soient pas plucés des
mémes cHlés; il est évident, dans cetle supposition, que
le plan BAC ne s’appliquera point sur le plan dac,
parce que V'inclinaison du plan BAC sur le plan BAD
n'est pas égale & l'inclinaison du plan dac surle plan
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dab. Le plan D A C ne s’appliquera point sur le plan
‘bac, par la méme raison : donc les angles plans BAD,
dab élant appliqués exaclement Fun sur l'auire, la
droite A B sur la droite ad et la droite AD sur la
droite a b, les autres angles plans qui sont égaux dans
ces deux angles solides ne s'appliqueront pas les uns
sur les autres,

Si I'on plagoit I'angle plan BA D sur I'angle plan
bad, de maniére que le point A tombét sur le point a,
que la droile AB s'appliqudt sur la droite ab, il est
évident que la droite A D s'appliqueroit sur la droite
 ad; maisalors le plan de I'angle BAC auroit la position
bac',etle plan de 'angle CAD auroit la positionC' ad,
de sorie que I'angle solide A seroit placé au-dessous du
plan abd. D'ou je conclus que le principe de super-
position ne peut pas éire employé pour démontrer
I'égalité de deux angles solides qui sont compris cha-
cun par trois angles plans et dont les angles plans du
premier sont égaux aux angles plans du second, cha-
cun a chacun, lorsgu’ayant appliqué 1’un sur 'autre
deux angles plans qui sont égaux, les aulres angles
égaux de ces angles solides ne sont pas placés des
mémes cblés (1) : donc, dans ce cas, 'on doil se con-
tenter de dire que deux angles solidez qui sont com pris
chacun par trois angles plans et dont les angles plans
du premier sont égaux aux angles plans du second sont
égaux entr'eux , parce que lenrs parties conslitnantes,
leurs angles plans et leurs inclinaisoms sont égdles de
part et d’autre.

() Lea augles solides ézaux dont les angles plans ne peu-
vent poinl étre superposés les uns sur les aulres, s'appcllent
solides symeéiriques.
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Donc si deux angles solides sont compris chacun
par trois angles plans, et si les angles plans du pre-
mier sont égaux aux angles plans du second, chacun
& chacun, ces angles solides sont égaux entr'eux; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION'C

Les solides qui sont contenus dans le méme nombre de
Jaces égales et semblables entr’elles et dont les angles
solides ne sont pas compris par plus de trois angles
Plans sont égaux et semblables entr’eux.

Soient lessolides ABCDEF, A’B'C'D'E'F’ (fig. 244)
dont les angles solides ne sont pas compris par plus de
trois angles plans et que ces solides soient contenus
sous le méme nombre de faces égales et semblables,
c'est-a-dire que les faces ABC, DEF,BD, BE, EC
soient semblables et égales aux faces A'B'C', D'E'F’,
B'D', BE', EC : je dis que ces solides sont égaux et
semblables.

Si I'on pose une face quelconque A BC du premier
solide sur la face homologue A’B'C’ du second, de
maniére que les cdiés de ces faces, qui sont des cotés
homelogues des faces égales et semblables BD, BE,
EC, BD', B'E, E'C’ soienl appliqués exactement
les uns sur les autres, ces deux solides seront places
du méme c6té sur le plan-A’B'C', ot ils sexont placés
T'un an-dessus et 'antre au-dessous du plan A’B'C'(1).

Supposons d’abord queles deix solides ABCDEF,

(1) Lorsque tes solides sont placés I'an au-dessus et Vautre
av-dessous du plan A'B'C’, ils sappellent solides symé-
triqucs. i ’
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A’B'C'D'E'F' soient placés du méme cété surle plan
A’B’C’. Puisque l'inclinaison du plan AT sur le plan
ABC esl égale & I'inclinaison du plan A’ F' sur le
plan A'B'C’ (pr. A), la face AF sappliquera exac~
tement sur la face A'F qui Ini esl semblable et égale,
Les autres faces du solide ABCD EF s'appliqueront
exactcment sur lesautres faces des solides A’'R'C'D'E'F’,
parla méme raison: donc ces deux solides seront égaux.,

"Mais les faces homologues sant également inclinées les”
unes sur les gutres dans ces deux solides ( pr. 4) : donc
les deux solides ABCDEF, A'B'C'D'E'TF, qui sont
contenus dans le wéme nombre de faces égales et sem-
blables, sont égaux et semblables entr’eux.

Supposons en second lieu que les solides ABCDEF,
abedef soient placés Yun au-dessus et 'avtre au-

.dessous du plan abc; il est évideat que dans ce cas
le principe de superpasilion ne peut pas éire employé
pour démontrer I'égalité de deux solides qui sont con-
tenys dans le méme nombre de faces égales et sembla-
bles entr'elles, et dont Jes angles snlides ne sont pas
compris par plus de trois angles plans : donc Fon doit
se contenter de dire que ces deux solides sont égaux
el semblables, parce que leurs parlies constituantes,
savoir , leurs faces, les inclinaisons de ces faces (pr. £),
leurs anglesgolides ( pr. R), wntparzfnitemegt tgales de
part et d’autre.

Donc les solides qui sont contenus dans le méme
nombre de faces égales et semblables entr’elles, et dont
les angles solides me sont pas compris par plus de trois -
angles plans, sont égaux et semblables entr'eux; ce
q_u‘il falloit démontrer. ' '
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LIVRE XI. — PROPOSITION XXVIIT, pag. 341,lig. g,

Selon Robert Simson et Clavius, Euclide auroit dd
démontrer que les diagonales CF, DE sont paralltles;
ce que Robert Simson démontre de la maniére sui-
vanle : . ’ ’

« Soit le parallélipipéde AB (fig. 188) et que les
diagonales DE, CF joignent les extrémités des mémes
arétes; puisque chacune des arétes CD, FE est paral-
Jele 2 I'aréte G A qui n’est pas dans Je méme plan, les
arétes CD, FE seront paralléles : donc les diagonales
CF, DE sont dans le méme plan que les arétes CD,
FE, ct sont paralléles entr’elles : je dis, &e.

LIVRE XI. —PROPOSITION XXIX.

Celte proposition a trois cas, et Euclide n’en dé-
montre qu'un seul. En effet, il peut arriver que la
droite M H tombe sur la droite G E ou bien entre la
droite GE et la droite F D. Pour démontrer ces deux
derniers cas, on fera des raisonnemens analogues & °
ceux qu’on a faits pour démontrer les deux derniers
cas de la proposition xxxv du 1°" Livre. #oyez la note
sur celle proposition.

LIVRE XIIl.~— PROPOSITION® XVII.

Cette démonstration est.incompléte selon Robert
Simson et selon moi. Aprés avoir démontré que le
. quadrilatére BK SP ne touchera point la surface de
la plus petite sphére,, Euclide conclud que les faces du
polyédre inscrit ne toucheront point la surface de la
plus petite sphére. J’ai complété cetle démonsiration

~
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d’Euclide. Zoyes la proposition xxvin dua Supplé-
ment, le Lemme et le deuxi¢me Jorollaire qui suivent
cette proposition.

FIN.

DE LIMPRIMERIE DE CRAPELET.
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