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RAPPORT

falt a la Classe des Sciences physlques et mathé
mam{ues de lInsntut natlonal '

'\u\/\;.

par les citoyens LAGRANGE et DELAMBRE.

) Seance du lund: 28 venl6se an xII.

Pxv d’ouvrages ont été aussi souvent traduits, com-

' mentés et reproduits, que les Elémens d’Euclide; mais
il n’est pas d’auteur avec qut ses traducteurs aient pris
d’aussi étranges libertés. Sous prétexte de donner aux
démonstrations plus de clarté et de simplicité, il n’est
presque pas de proposition dont ils n’aient changé on
modifié les preuves. Pour ne parler que des traduc—

teurs frangais, il suffit de jeter les yeux sur I'Euclida
de Dechalles, réimprimé plusieurs fois successivemens
par Ozanam et Audierne, pour voir que ces éditeurs

n’ont presque rien respecté dans Pauleur- original, si
ce n'est ordre et 'énoncé des theorémes Mais malgré.
tous leurs soins et leurs prétenhonp, ils n’ont pas fait
oublier le véritable Euclide; on trouve méme encore
quelques.savans qui, soit avec raison , soit par un goit
un peu trop exclusif pour-les méthodes. des ancions,
prétendent que malgré les talens et les succés des au~,
teurs modernes, les Elémens d’Euclide sont, & quel-.
ques endroits prés, le meilleur ouvrage que nous ayons.
en ¢e genre. Sans prendre aucun parti sur celte ques-.
tion, on peut conclure an moins.de leur, opinion, que

le citoyen Peyrard a fait une.chose utile en.traduisant:
fdélement un ouvrage dant nous n’avons pas en de. .
traduction exacte depuis plus de deux cents ans, et
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dont les bonnes édjtiotis, soit grepql_;es s0it latines,, sont
assez rares, et & la porlée de peu de savans, sans
conpter les difficultés des deux langues; qui diminuent
encore assey consldérablement le nombr¢ des lecteurs.
Nous avonslu avec soin la nouvelle traduction , enla
comparant a1’otiginat grec, da moins quantil’énonce
de chaque proposition, et pour les parues essentielles
des démondirations; car c’eiit été un travail aussi long
qu’inutile que de.suivre lo traducteur dans des détails
qui ne peuvent se traduire de deux maniéres. Par-tout
le citoyen Peyrard nous a paru rendre avec exachlude
Je sens et niéme Jes expressions de son auteur,
L'ouvrage d’Euclide, quelqi’estimable qu’il soit;
est pourtant incomplet i plusieurs égards. Il y manque
sur-tout nombre de propositions importantes relatives
a 1a surface du Cerclé, de 1a Sphére, dh Cylindre et
du Céne, et 3 la solidité de ces trois derniers corps.
Le traducteur en a fait la matiére d’un Supplément,
qu’il commence pir deux proposmons empruntées
&’Archimeéde, en averlissant dans une note que la
seconde lni-"phrbit impossible & #émontrer bien rigon-
reusethent. T ajoute que c’est sans doute pour celte
raison gu’Euklide n'a rien dit de Ia surface du Cerclé
ni de ¢elle de 1a Sphere s ‘agit de prouver que le
ooiitéur da Polygone clrconscm est plus grand que
celii du Cércle. Pour y parvenir, Archiméde avoit
posé én prrhcxpe que d deux lignes concaves du méme
cOth be 'qui ont Tnémies extrémités, celle qui environne
Palitre est I plus grande ‘des deux. 1] est vrai que ce
principe mériloit bien une démonstration, mais il
kst pas prouvé que ce soit précisément celte dlﬁiculle
qui sit a¢rété Euelide. Quand il comjosa ses Elémens,
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Archiméde n’étoit peut-dire pas né, il est bien pro-
‘bable an moins qu’il n’avoit encore publié mi son
Traité de la Sphére et du Cylindre, ni cului de Ja
amesure du Cercle. Les Théorémes que contient cet
ouvrage éloienl encore incennus pour la ploparn, et
da réputation qu’ils ont acquise i leur sateur, le prix
qu’il y attachoit lui-méme, nous prouvent combien
on les avoit jugés difficiles. Il st dont tout simple
d’imaginer qu’Euclide les ignoroit entiérement; car
&'l les eft comnus, ils sont d’une telle imporiance,
qu’il auroit dii, ce me semble, les indiquer , sauf i con-
venir de ce que la démonstrauon pdnvott renfermer
d’hypothéiique. '

Tous {es Théoréntes sont démontrésdansle Snpplé-
ment dn citoyen Péyrard, & la maniére d’Euclide et .
en se servant autant qu’il a été poussible des proposi~
tions qui se trouvent dans les Elémens. Ces démons-
trations eont presque toutes indirectes, c’est-A-dire
qu’elles prouvent , non pas qu’une chose soit de telle
ou de telle maniére, mais qu'il y aurcit de 'absurdité
a la supposer auirement.... Quelques-unes des dé=
monsirations du citoyen Peyrard ressemblent beau-
coup & celles qu’on trouve dans I'ouvrage du citoyen
Legendre ; mais quand on compose un livre d’Elé-
mens, on 1o s "impose pas U'obligation d’étre togjours

’ neuf loujours inventeur ; tout le monde sait bien gue
- c’est la chose impossible. On trouvera du moins plu-
sieurs propositions importantes qui sont démontrées
d’une maniére nouvelle; ainsi pour arriver au théo-
réme sur la solidilé de la Sphére, le citoyen Peyrard
emploie {a proposition xvi1 du livre xu1°, et ce théo-
réme paroit en effet un corollaire assex simple de cette
i



Vijj RAPPORT FAIT ‘A’ L'INSTITUT.

.proposition. La démonstration qu’elle fournit est plus
Jacile que celle d’Archiméde. Mais cette proposition
-p’étoit quimparfaitement démontrée dans Euclide.
Robert Simson y avoit relevé plusieurs omissions et
-inexactitudes. Le citoyen Peyrard en a complété la -

" démonstration d’une maniére qui ne laisse rien &
desirer.

Le Supplément est terminé par quelques théorémes
cannus, d’un usage trés-fréquent dans la mesure des
Lignes, des Surfacea et des Solides, et qui ne se trou-
voient pas assez expressément énoncés dans les Elé-
mens d’Euclide.... . 8

L’ouvrage est terminé par des notes o I'on rap~
porte et on discute quelques objections et quelques
.corrections proposées par Robert Simson. :

L’auteur, dans sa Préface, annonce un travail sem~
blable, qu’il a commencé , sur Archiméde. Nous pen-
sons que la Classe, en approuvant celui qu’il vient de
faire sur Euclide, doit engager le citoyen Peyrard a
terminer la traduction, non moinsim portante, et bien
plus difficile, &’ Archiméde.

Signé LAGRANGE et DELAMBRE.

La Classe approuve le Rapport et en adopte les con-
¢lusions.

Signé DELAMBRE, Secrdtaire perpdiucl. .
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PREFACE,

Lozrsque je fus nommé Bibliothécaire
de PEcole Polytechnique , je formai le
projet de donner au public une traduc-
tion littérale des @uvres d’Euclide et
d’Archiméde, les deux plus grands Géo-
métres de Pantiquité. Je pensois qu’il étoit
en quelque sorte de mon devoir de con-
sacrer mes momens de loisir & des travaux
'qlui fussent analogues & ceux de IEcole
" Polytechnique. Je publierai, dans le cou-
rant de ’an x111, une traduction littérale
des @uvres complétes d’Archiméde; cette
traduction sera accompagnée d’'un Com-~
mentaire pour faciliter I'intelligence des
endroits difficiles (1). Je fais paroitre au-

(1) La souscription pour la traduction littérale des
@uvrea complétes d’Archiméde ,- avec un commen-
taire et des planches, par #. Peyrard, Bibliothécaire
. de I'Ecole Polytechnique, est ouverte d’ici au 1°" ven-
démiaire an x1m. Cet ouvrage sera imprimé par.
Crapelet ,sur caractére dit saint-augustin, format in-4°.
papier fin.d’Angouléme. Prix 36 fr., et en papier
vélin 72 fr. Tous les exemplaires seront numéyotés,

VILLE DE LYON
Bibljoth. du Falais Cos ATAS
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jourd’hui la traduction des Livres de la
Géométrié d’Euclide, auxquels j’ai ajouté
un Traité du Cercle, du Cylindre, da
Céne et de la Sphére la mesure des Sur-
faces et des Solides. Jai traduit Euclide
littéralement, et méme mot & mot, quand
le génie de la langue frangaise a pu me le
permettre. Dans mon Supplément , j’ai
adopté les principes d’Archiméde , et je
me suis conformé, autant qu’il a été‘e#
mon pouvoir, 2 la méthode et 4 la marche
d’Euclide. Dans les notes qui accompa-
gnent ce Supplément, je me suis appliqué
& éclaircir quelques endroits obscurs; je
rapporte et je discute quelques objections
proposées par Robert Simson. Je fais voir
dans ces notes que Robert Simson est

&t livrés suivant 'ordie des 'soii'déﬁ]f[iﬁhs. T tiste des
gouscripteurs sera fmprimée en téte da volume. I ne
dera pés tiré ¥n séul exemplaire au-dela du -nembre
fles souscriplions ; #nsi il sera absolument fmpossible
de Ken procurér autrement qu'en souscrivant. Cet
ouvrage paroftra dans le courant de I'an xmr1. On
souscrit & Paris, chez 'Editeur, & 'Ecole Polytech-
nique, ét ches- . Loms, Libralre rue die Shvoxe,
ne 12, S
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tombé dans une erreur trés-grave au sujet
de la définition x du Livre xi1.

" Au lieu du Supplément que j’ai com-
posé pour servir de suite i la Géométrie
d’Euchde, je devois donner la traduction
lltterale du Traité du Cylindre et de la-
Sphére et du Traité de la mesure du Cer-
cle d’Archiméde ; mais ayant fait réflexion
que ces deux Traités ne sont pas asses
élémentaires, fe me suis décidé & cotposer
un Tra.lté succinct du Cercle, du Cxlin- )
dre, du Céne et de la Sphére, qui fitila
- portée de ceux qui apprennent les ma-
thématiques, et dont toutes-les proposi-
tions fussent rigoureusement démontrées.

La démonstration d’Archiméde, qui
regarde la mesure de la sphére, est telle-
ment com’pliquée , qu’il faut Ia plus grande
contentlon d’esprit | pour la comprendre;
_Ia démonstratlon que je lui substitue est
courte et facile A saisir, et cependant elle
a toute la rigueur qu’on peut exiger.

Je ne ferai pas Véloge d’Euclide; on se
méfie toujours de 1’éloge d’un auteur fait
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par son traducteur. Je laisserai parler deux
illustres Géométres, Montucla et Bossut.

« Cest sur-tout & ses Elémens qu'Euclide
doit la célébrité -de son nom. 1l ramassa dans
cet ouvrage , le meilleur encare de tous ceux
de ce genre, les vérités élémentaires de la Géo-
métrie, decouvertes avant lui. 11 y mit cet en-
chamement si admiré par les amateurs de la
rigueur géométrique , et qui est tel, quil n’y a
aucune proposition qui n’ait des rapports né-
cessaires avec celles. qui la précédent ou qui la
suivent. En vain divers Géométres , & qui Tars
rangement d’Euclide a déplu, ont tiché de le
réformer , sans porter atteinte a la force des
démonstrations. Leurs efforts impuissans ont
fait voir combien il est difficile de substituer i la
chdine formée parI'ancien géométre, une chatne
aussi ferme et aussi solide. Tel étoit le sen-
timent de l'illustre M. Leibnitz, dont l'au~
torité doit étre d'un grand poids en ces ma-
tiéres; et M. Wolf, qui nous P'apprend, con-
vient d’avoir tenté inutilement d’arranger les
vérités géométriques dans un ordre différent,
sans supposer des choses qui n’étoient point
encore démontrées , ou sans se relicher beau-
coup sur la solidité de la démonstration. Les.
Géométres anglais , qui sgm_bl_ent avoir le mieux
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vonservé le goit de Ia ngoureuse géoméirie,
ont toujours pensé ainsi ; et Euclide a trouvé
chez eux de zélés défenseurs dans divers Géo-
métres habiles. L’Angleterre voit moins éclore
de ces ouvrages, qui ne facilitent la science
qu’en Pénervant; Euclide y est presque‘ le seul
auteur élémentaire connlu, et Fon n’ y manque'
pas de Géométres. - :

» Le reproche da désordre fait & Euclide;
m'oblige & quelques réflexions sur Yordre pré=
tendu qu’affectent nos auteurs modernes d'é1é=
mens, et sur les inconvéniens qui en sont la
suite. Peut-on regarder comme un véritable
ordre, celui qui oblige & violer la condition
la plus essentielle 4 un raisonnement géomé:
wique , je veux dire, cette rigueur de dé-
monstration , seule capable de forcer un esprit
disposé & ne se rendre qu’a I'évidence méta-
physique ? Or rien n’est plus commun chez les -
auteurs dont on parle ; que ces atteintes-portées
3 la rigueur géométrique. ‘Mais il leur falloit
nécessairement se relﬁcher‘jusqu’b ce point, ou
commencer a traiter d’'un certain genre d’éten-
due; avant que d’avoir épuisé ce qu'il y avoit
dire d'un autre plus sunple et ils ont miéux
aimé ne 'démontrer -qu’a demi, c’est--dire , ne

-point démontrer du tout, que de blesser un -
prétendu ordre. dont ils étoient épris, -
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_ » lly améme, 4 mon avis, une sorte de pué-
rilité daps cette 3ffectation de ne point parler,
d’un genre de grandeur, des triangles, par exem-
ple, avant que d’avair traité au long des lignes
et des angles : car pour peu que, s'astreignant
i cet ordre , on veuille observer la rigngur géas
métrique, il faut faire les mémes frais de dé-
monstrations, que si I'on elit commencg per: c¢
genre d’étgndue plus composé, et daillenrs si
simple, guil n'exige pas qu'on s’y éléve pac
degrés. Tose aller plus loin, et je ne. qrains
point de dire que cet ordre affecté va i réurdar
Pesprit, et 3 Paccoutumer & yng marche. can=
traire 2 celle du génie des découiertes, £'ast
déduire Jahorieusement plusigurs yérités parti= -
culiéres, tandis qu’il n’étoit pas plus difficile
f'embrasser tont.d'un goup le.trone, dont eles
ne sant que les branches. Que sopt en'effet ls
plupart de ces propositions sur, les perpendiy
sylaires st les- pbligmes , qui emplissent plu-
sieurs sections des ouvrages dons en parle,
gwon apjapt de conséquences fort smples de
la propri¢té du trigzigle isoscele ? 11 digit hien
plus lumipenx , e3 méme plus coust, de comr
mencer § démoytrer cette praprifld, et d'en dé-
duire ensujje toutes ces autres Propopitipns a,
( Histgire des Mathématiques, par I. F. Mon-
TUCLA. Baris, 4B VI, 1O/ 1, Pag. 303:)
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« Jamais livre de science n’a eu mm succés
comparable  celui des Elémens d’Euclide. s
ont éié enseignés exclusivement pendant Plu,
sieurs siécles dans toutes les écoles de mathé-
matiques, traduits et commentés dans toutes les
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lELEMENS

DE

GEOMETRIE
DEUCLIDE.

LIVRE PREMIER.

DEFINITIONS.

1. Lz point est ce qui n’a aucune partie.

2. La ligne est une longueur sans largeur.

3. Les extrémités d’une ligne sont des points.

4. La ligne droite est celle qui est toute éga-
lement interposée entre ses points (1).

5. Une superficie est ce_qui a longueur et
largeur seulement.

(1) Dans la suite nous dirons une droite au lieu de
dire une ligne droite.

yitiE pe Tyoy
Biplgib. Gu Fies i §m
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6. Les extrémités d'une superficie sont des
lignes.

7. Une superficie pleine est celle qui-est
également interposée entre ses lignes droites.

8. Un angle plan est 'inclinaison mutuelle de’
deux lignes qui se touchegt dans un plan et qui
ne sont point placées dans la méme direction.

9. Lorsque des lignes droites comprennent
un angle , I'angle s’appelle reculigne.

10. Lorsqu’une droite tombant sur une droite
fait les angles de suite égaux entr’eux, chacun
des angles égaux est droit. La droite tombante
est dite perpendiculaire i celle sur laquelle elle
tombe.

" 11. L’angle obtus est celui qui est plus grand
que I'angle droit.

12. L’angle aigu est eelui qui est plus petit
que Yangle droit.

13. On appelle terme ou limite ce qui est

“Textrémité de quelque chose.

14. On appelle figure ce qui est compris
entre une ou plusieurs limites.

15. Le cercle est une figure plane comprise
dans une seule ligne qu'on appelle circonfé-

~ rence; toutes les droites menées a la circon-
férence d’'un seul point de ceux qui sont placés
dans les figures, sont égales entr’elles.
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16. Ce point se nomme le centre du cercle.
17. Le diamétre du cercle est une droite
menée par le centre et terminde de part et
d’'autre par la circonférence du cercle ; le

diameétre partage le cercle en deux parties
égales.

(23]

18. Un demi-cercle est une figure comprise
entre le diamétre et la portion de la circonfé-
rence qui est interceptée par le diamétre.

19. Unsegment de cercle est une portion du
cercle comprise entre une droite et la circon-
férence du cercle. ,

20. Les figures rectilignes sont celles qui sont

.terminées par des droites.
< 21. On appelle trilatéres ou triangles les figures
terminées par trois droites.
» 22, Quadrilatéres, celles qui sont terminées
par quatre.

2%. Multilatéres ou polygones, celles qui sont
terminées par plus de quatre droites.

24. Parmi les figures trilatéres , celle qui est
terminée par trois cOtés égaux se nomme trian=
gle équilatéral.

25. Celle qui a seulement deux cétés égaux
se nomme triangle isocéle.

26. Celle dont tous les cdtés sont inégaux se
nomme triangle scaléne.

2
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27. Parmi les figures trilatéres, celle qui a un
angle droit se nomme triangle rectangle.

28. Celle qui a un angle obtus se nomme
triangle amblygone ou triangle obtus-angle.

29. Celle qui a ses trois angles aigus, trian-
gle oxygone ou triangle acutangle.

" 30. Parmi les figures quadrilatéres , celle qui
ses c6tés égaux et ses angles droits , se nomme
quarré.

31.Celle qm a ses angles droits, mais qui n’a
pas ses c6tés égaux , se nomme quarré oblong
ou rectangle.

32. Celle qui a ses c6tés égaux , mais quin’a
pas ses angles droits , se nomme rhombe.

33. Celle dont les c6tés et les angles opposés
sont égaux , mais dont tous les c6tés ne sont pas -
égaux et dont les angles ne sont pas droits, se
nomme rhomboide.

34. Les autres quadrilatéres, ceux-1a excep-
tés, se nomment trapézes (1).

35. Enfin, les paralléles sont des droites qui,
étant placées sur un méme plan, et qui étant

{1) On nomme aujourd’hui trapéze un quadrilatére
dont deux de ses c6lés seulement sont paralléles, et
les autres quadrilaléres, excepté le trapéze et les qua-
drilatéres dont parle Euclide, se nomment ordinaire-
ment quadrilatéres simplement dits. -
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prolongées de part et d’autre a l'infini, ne se
rencontrent nulle part.

DEMANDE S.

1. Conduire une droite d'un point quelcon-
que A un point quelconque.

2. Prolonger continuellement , selon sa di-
rection, une droite finie.

3. D’un pont quelconque et avec un inter-

valle quelconqué décrire une circonférence de.
cercle.

Notions communes ou axiomes.
.

1. Les quantités qu sont égales 4 une méme
quantlte sont égales entr elles. |
2. 51 & des quantités égales on a]oute des
quantités égales, les tous seront égaux.
3. 81 de quantités égales on retranche des
quantités égales , les restes seront égaux. |
4. Si 4 des quantités inégales on ajoute des
quantités égales, les tous seront inégaux.. ;
5.8 de quantités inégales on retranche des
quantités égales, les restes seront inégaux.
6. Les quantités qui sont doubles d'une méme
quantité sont égales entr’elles. o
7. Les quantités qui sont les momes d’une
‘méme quantité sont égales enir elles.

P

o]
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. 8. Les choses qui se convietinent mutuelle=
ment sont égales entr’elles.

Q- Le tout est plus grand que sa partie.

10. Tous les angles droits sont égaux (1).

11. Si une droite tombant sur deux droites
fait les angles intérieurs du méme cé6té plus
petits que deux droits, les deux droites pro-
longées a I'infini se rencontreront du coté on
les angles sont plus petits' que deux droits.

12. Deux droites ne renferment pomnt un
espace.

PROPOSITION PREMIERE.

PROBLEME.

Sur une droite donnée et finie , construire
un triangle équilatéral.

Soit AB (fig. 1) la droite donnée et finie : il
faut construire sur la droite AB un triangle

- équilatéral.
Du centre A et avec un intervalle AB, dé-
* crivez la circonférence BCD (dem. 3); ensuite
du centre B et avec I'intervalle BA décrivez la
circonférence ACE; et du point C, ot les cir-

(1) Dans quelques manuscriis les axiomes 10 et 11
se trouvent placés parmi les demandes.
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conférences se coupent mutuellement , con-
duisez aux points A, B, les droites CA, CB
(dem. 1).

Car puisque le point A est le centre du cer-
cle CDB, la droite AC sera égale 4 la droite AB
(déf. 15); de plus , puisque le point B est le
centre du cercle CAE, la droite BC sera égale
a la droue BA; mais il a é1é démontré que la
droite CA étoit égale 4 la droite AB: donc cha-
cune des droites CA, CB est égzle i la droite
AB; or les quantités qui sont égales d une méme
quantité sont égales entr’elles ; donc la droite
CA est égale aladroite CB: donc les trois droites
CA, AB, BC sont égales entr’elles.

Dongc le triangle ABC (déf. 24 ) est équila-
téral , et de plus il est construit sur la ligne
donnée et finmie AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION IL
PROBLEME,

D’un point donné conduire une droite égale & une
droite donnée.

Soit A (fig. 2) le point donné et BC la droite
donnée : il faut conduire du point A une droite
égale a la droite BC.

Conduisez du point A au point B la droite

/
‘+
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AB (dem. 1); sur cette droite construisez le
triangle équilatéral DAB (prop.1), et pro-
longez les droites AE , BF dans la direction
des c6tés DA, DB; du centre B et avec I'inter-
valle BC , décrivez la circonférence CGH
(dem. 3); et du centre D et avec I'intervalle
DG décrivez ensuite la circonférence GKL.

En effet, puisque le point B est le centre du
cercle CGH, la droite BC sera égale a la droite
BG (déf. 15); de plus, puisque le point Destle:
centre du cercle GKL, la droite DL sera égale
a la droite DG ; mais la droite DA est égale a
la droite DB : donc la droite AL sera égale a la
droite BG (axiome 3 ); mais il a été démontré
que la droite BC est égale a la droite BG: donc
les droites AL, BC sont égales chacune 4 la
droite BG. Mais les quantités qui sont égales a
une méme quantiié sont égales entr’elles : donc

‘1a droite AL est égale a la droite BC.

Donc du point donné B on a conduit une
droite AL égale 4 la ligne donnée BC; ce qu'il
falloit faire.
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PROPOSITION IIIL
PROBLEME.

Deux droites inégales étant données , retrancher
de la plus grande une droite égale & la plus
petite.

Soient AB et C (fig. 3) les deux droites iné-
gales données dont la plus grande soit AB : il
faut de la plus grande AB retrancher une droite
qui soit égale a la plus petite C.

Du point A conduisez une droite AD égale
3 la droite C (prop. 2), et du centre A et avec
un intervalle AD décrivez la circonférence DEF
(dem. 3).

Puisque le point A est le centre du cercle
DEF, la droite AE sera égale a la droite AD ;
mais la droite C est égale i la droite AD : donc
les deux droites AE, C sont égales chacune a
la droite AD : donc la droite AE est égale a la
droite C. ’ .

Donc les deux droites inégales AB, C ayant
été données, 1l a été retranché de la plus grande
AB une droite AE égale i la plus petite C; ce
qu'il falloit faire.
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‘PROPOSITION 1V.
THEOREME.

Si deuxr cdtés d'un triangle sont égaux & deux
cdtés d’un autre triangle chacun & chacun , et si
les deux angles compris entre les cotés égaux
de ces deux triangles sont aussi égaux , la base
de l'un sera égale a la base de Uautre ; ces deux
triangles seront égaux , et les autres angles com-
pris entre les cotés égaux de ces deux triangles
seront aussi égaux entr’eux. ’

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig. 4)
dont les deux c6tés AB , AC sont égaux aux deux
c6tés DE; DF chacun i chacun, c’est-a-dire,
le c6té AB égat au c6té DE, et le c61é AC au
c61é DF; que l'angle BAC soit aussi égal a
. Pangle EDF : je dis que la base BC est égale a
Ia base EF, que le triangle ABC est égal au
triangle DEF, et que les autres angles compris
entre les c6tés égaux de ces deux triangles sont
aussi égaux chacun a chacun; 'angle ABC égal
" alangle DEF, et Fangle ACB égal i Tangle
DFE. -

Car si le triangle ABC est apphqué sur le
triangle DEF, le point A étant posé sur le point
D, ladroite AB surladroite DE, le point B tom-
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bera sur le point E, parce que la droite AB est
égale i la droite DE : mais la droite AB s’appli-
quant exactement sur la droite DE, la droite AC
s’appliquera de méme exactement sur la droite
DF, parce que langle BAC est égal a Pangle
EDF; le point C tombera sur le point F, parce
que Ja igne AC est égale a 1a ligne DF; mais le
point B tombe sur le point E.: donc la base BC
est égale a la base EF, car si le point B tombant
sur le point E, et le point C sur le point F, la
base BC ne s’applique pas exactement sur la
base EF, il faut nécessairement que deux lignes
droites comprennent un espace, ce qui est im~
possible (axiome 12); donc la base BC s’apphi-
quera exactement sur la base EF, et lui sera
€gale ; donc aussi le triangle entier ABC s’ap-
pliquera exactement sur le triangle entier DEF
et lm sera égale. Par conséquent les autres an-
gles de I'un des triangles s’apphqueront exac-
tement sur les autres angles de autre triangle
et seront par conséquent égaux aussi entr’eux ;
c’est-a—-dire I'angle ABC égal I'angle DEF, et
Pangle ACB égal 4 I'angle DFE.

Donc si deux cétés d'un triangle sont égaux a
deux cotés d’'un autre triangle chacun a chacun,
et si les deux angles compris entre les cétés
€gaux de ces deux triangles sont aussi éganx , la
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base de I'un sera égale & la base dé I'autre; ces
deux triangles seront égaux , et les autres angles
compris entre les c6tés égaux des deux trian-
gles seront aussi égaux entr’eux ; ce qu'il fallon
démontrer.

PROPOSITION V.
THEOREME.

Dans les triangles isocéles les angles placés sur
la base sont égaux entr'eux, et les cdtés égaux
étant prolongés , les angles placés au-dessous
de la base seront ausst égaux entr’eux.

Soit le triangle isocéle ABC (fig. 5) dont le
c6té AB est égal au c6té AC; prolongez les
droites AB, AC, vers D et vers E (dem. 2):je
dis que P'angle ABC est égal aI'angle ACB et que
Pangle CBD est encore égal a 'angle BCE.

Car prenons sur la droite BD un point quel-
conque F, et de la droite AE retranchons la
droite AG égale a la droite AF, qui est plus
petite que la droite AE (prop.3), et condm—
sons les droites FC et GB.

Puisque la droite AF est égale ala droite AG
et la droite AB i la droite AC, les deux droites
F A, CA seront égales aux deux droites GA , BA
chacune i chacune; mais ces droites compren-
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nent 'angle commun FAG: donc (prop. 4) la
base FC sera égale ilabase GB; le triangle AFC
sera égal au triangle AGB et les ‘autres angles
compris entre les cotés égaux de ces deux
triangles seront aussi égaux entr’eux, c’est-a-
dire, 'angle ACF égal a 'angle ABG, et Pangle
AFC iYangle AGB; imais comme la droite AF
est égale a la droite AG et la droite AB 4 la
droite AC, la droite BF égalera la droite CG
(axiome 3 ); maisil a été démontré que la droite
FC est égale ala droite GB : donc les deux droites
BF, FC sont égales aux droites CG, GB cha-
cune 4 chacune ; mais I'angle BFC est égal &
I'angle CGB et la droite BC est la base com-
mune de ces deux triangles : donc le triangle
BFC sera égal au triangle CGB et les autres
angles compris entre les cotés égaux de ces
deux triangles seront aussi égaux chacun a cha-
cun (prop. 4) : donc I'angle FBC est égal &
I'angle GCB, et P'angle BCF égal aussi 4 Van-
gle CBG. Mais comme il a été démontré que
Pangle total ABG étoit égal a langle total ACF
et que Pangle CBG étoit aussi égal a I'angle
BCF, I'angle restant ABC (axiome 3 ) et Pangle
restant ACB placés sur la base seront égaux. Il
a été démontré aussi que les angles FBC et GCB
placés au-dessous de labase etoient aussi égaux.
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Donc dans les triangles isoceles les angles
placés sur la base sont égaux entr'eux, et les
cdtés égaux-étant prolongés, les angles placés
au-dessous de la base seront aussi égaux entre
eux; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION VL
THEOREME.
- 8i deuwx angles d'un triangle sont égayx entr’eur,

les cOtés opposés a ces angles égaux seront aussi
égaux entr'eux.

Soit le triangle ABC (fig. 6) ayant I'angle
ABC égal a I'angle ACB : je dis que le c6té
AC est égal au c6té AB.

Car si le c6té AC n’est pas égal au c6té AB,
I'un d’eux sera plus grand que l'autre. Soit AB
le plus grand; retranchez de AB qui est le plus
grand c6té (prop. 3) la droite DB égal au plus
petit c6té-AC, et menez la droite DC.

Puisque’ DB est égal a la droite AC, et. que
la droite BC est le cété commun, les deux
droites DB, BC sont égales aux deux droites
AC, CB chacune i chactne ; mais P'angle DBC
est égal a I'angle ACB : donc la base DC est
égale a la base AB et le triangle ABC égal au
triangle DCB ; c’est-i-dire que le plus grand est
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égal au plus petit : ce qui est absurde. Donc la
droite AB n’est pas plus grande que la droite
AC, donc elle In est egale.

Donc si deux angles d’un triangle sont égaux
entr'eux , les cotés opposés aux angles égaux
seront aussi égaux entr’eux ; ce quil falloit dé-
montrer.

PROPOSITION VII
THEOREME.

Ayant conduit par les extrémités d'une droite
deux droites qui se rencontrent, il est impossi-
ble de mener des mémes extrémités deux autres
droites qui leur soient égales chacune & cha-
cune , si le point o se rencontrent les deux
derniéres draites est placé du méme cété et n’est

_ pas le méme que celui ot se rencontrent les deux
premiéres.

Supposons qu’il soit possible de conduire par
les extrémités A, B de la droite AB (fig. 7), deux
droites AD, DB égales chacune 4 chacune a
deux autres droites AC, CB conduites aussi par
les mémes extrémités A, B, et se rencontrant
au point C qui est placé du méme cété et qui
n’est pas le méme que celui ou se rencontrent
les deux droites AD, DB, de mani¢re que
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les deux droites CA, DA partant de la méme
extrémité A soient égales entr’elles, et que les
deux droites CB, DB partant de la méme extré-
mité B soient aussi égales entr’elles; conduisez
la droite CD.

Puis donc que la droite AC est égale a la
droite AD, Fangle ACD est égal a 'angle ADC
(prop. 5); d’otr il suit que Pangle ADC est plus
grand que I'angle DCB, et que I'angle CDB est
beaucoup plus grand que DCB; de plus puis-
que la droite CB est égale a la droite DB, I'an-
gle CDB sera égal a Pangle DCB; mais il a été
démontré qu’il est beaucoup plus grand, ce qui
est impossible.

Donc ayant conduit par les extrémités d'une
droite deux ‘droites qui se rencontrent, il est
impossible de conduire par les mémes extré-
mités deux autres droites qui leur soient égales
chacune & chacune , lorsque le point ol1 se ren-
contrent ces deux derniéres droites est placé
du méme c6té et n’est pas le méme que celui
ou se rencontrent les deux prermeres ce qu’il
falloit démontrer.
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PROPOSITION VIIIL
THEORLEME.

8i deux cotés d’un triangle sont égaux & deuwr
cdtés d’un autre triangle, chacun & chacun, et si
la base de Vun est égale a la base de Uautre 3
les deur angles compris entre les cotés égaux
seront aussi égaux.

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig.8)
ayant les deux c6tés AB, AC égaux aux cotés
DE, DF, chacun i chacun, c’est-a-dire le
c6té AB égal au coté DE, et le c6té AC égal
au c6té DF ; que la base BC soit ausst égale a
la base EF: je dis que 'angle BAC est égal &
I'angle EDF. 4

Car si le triangle ABC est appliqué sur le
triangle DEF, le point B sur le point E, et la
droite BC sur la droite EF, le point C tombera
sur le point F, parce que la droite BC est égale
3 la droite EF. La droite BC s’appliquant exac-
tement sur la droite EF, les droites BA, AC
s’appliqueront exactement sur les droites DE,
DF : car s1 la base BC s’appliquant exactement
sur la base EF, les c6tés BA, AC ne s’appli-
quant pas exactement sur les cétés DE, DF,

et prenoient une autre position comme EG,
B
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GF, il seroit possible , aprés avoir conduit par
les extrémités d'une droite deux droites qui se
rencontrent, de mener par les mémes extré-
mités deux autres droites quileur seroient égales
chacune a chacune, lors méme que le point ou
se rencontroient les deux derniéres seroit placé
du méme c6té et ne seroit pas le méme que
celui ol se rencontrent les deux premiéres ;
mais cela est impossible (prop. 7 ) : donc la’
-base BC s’appliquant exactement sur la base
EF, il est impossible que les c6tés AB, AC ne
s'appliquent pas exactement sur les cétés ED,
DF : donc ils sappliquent exactement les uns
sur les autres : donc I'angle BAC s’applique
exactement sur I'angle EDF : donc il lui est
- égal. '
Si donc deux cétés d’un triangle sont égaux
a deux c6tés d’un autre triangle , chacun & cha-
cun, et si la base de I'un est égale A la base de
I'autre , les deux angles compris entre les c6tés
€gaux seront égaux ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION IX.
PROBLEME.

Partager un angle rectiligne donné en deux paﬂfe:
égales.

Soit BAC (fig.g) Pangle’ rectlhgne donne
il faut le partager en deux parties égales. -

Prenez sur la droite AB un point quelcon-
que D, retranchez de la droite AC la droite AE

égale 3 la droite AD (prop.3), conduiséz la
drone DE, surladroite DE construisez le trian-
gle eqm.lateral DEF (prop: 1), ét condmsez la
droite AF.

Puisque la droite AD est égdle a la droxte
AE et que ladroite AF est commune les deux
droites DA, AF seront égales aux deu; droites
EA, AF, chacune 2 chacune ; mais la base DF
est égale i la base EF : donc Tangle DAF est
égal 3 Yangle EAF (prop.8): donc I'angle rec-
tiligne donné BAC est partagé en deux parties
égales par la ligne AF ; ce qu’il falloit faire,
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PRQPO.‘SITION X.
' PROBLEME.

Partager une droite dennée et finie en deux
parties égales.

- Soit AB (fig. 10) la droite donnée et finie :
il faut, partager cette droite AB en deux parties
égales. :

Construlsez sur cette lxgne un triangle équi-
latéral ABC (prep 1), et partagez 'angle ACB
en deux parties ega]qs (prop.9) : je dis que la
droite AB est partagée en deux parties égales au
pdint D

Car puisque la droite AC est égale 4 la droite
CB, et que 1a droite CD est commune, les deux
droites AC, CD sont égales aux deux droites
BC, CD, chacune a chacune ; mais 'angle ACD
est egal a langle BGD donc la base AD est
égale  la base BD (prop 4).

Donc la dro:te donnée et ﬁme AB est par—
tagée en deux parues egales au pomt. D; ce
qu’ll falloxt fau'e
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PROPOSITION XL
PROBLEME.,

Sur une droite donnée et d’un poirt donné dans
cette ligne, conduire une droite qui fasse deux
angles droits avec la droite donnée.

~ SoitAB (fig. 11) ladroite donnée et Cle point
donné dans cette droite : il faut par le point C
conduire ala droite AB'une droite qui fasse
deux angles droits. -~ - -

Prenez dans la ligne AC un pomt. quelconque
D, faites CE égalé 4 CD (prop.3), construisez
sur la droite DE un triangle équilatéral FDE
(prop. 1), etmenez ladroite FC : je dis que la
droite CF, conduite par le point.C sur la droite
donnée AB, fait deux angles droits avec elle.

Car puisque la droite CD est égale a'la droite
CE et que la droite FC est commune., les deux
droites DC, CF sont égales hux deux droites
EC, CF, chacune i chacune; mais la base DF
est égale a la base EF : dowe I'angle DCE est
égal al'angle ECF (prop. 8). Or ces deux angles
sont de suite ; mais ¢uand. une droite fai avec
une autre les angles de suite égaux entr’eux,
chacun des angles égaux est droit ( déf. r0):
donc chacun des angles DCF, FCE est droit.

5



22 ELEMENS

Donc la droite FC, conduite par le point C
sur la droite AB, fait deux angles droits avee
la droite AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XIL
‘ PR‘VO~BL1.:'.M_E.f

Swr une droite donnée et. mdf_zﬁme et d’'un point
place hors d’elle s mener une perpendzculazre

Soit AB (fig..12) la droite donnée ‘et indé-

finie , et C le point donné placé’hors de cette
droite : il faut sur cette droite donnée et indé-
finie AB, conduire du point donné C, pris hors
de cette droite, une droite perpdndiculaire. .
- Prenez de l'autre c6té de la droite AB un
point quelconque D, et du centre C et avec un
intervalle CD décrivez une circonférence EFG
(dem.3), partagez la droite EG en deux par-
ties égales au point H (prop. 10), et condui-
sez les droites CG, CH, CE : je dis que sur la
droite indéfinie'AB et du p'oint donné C placé
hors de cette droite on a mené une perpendlcu-
laire CH.

Car puisque la droite GH est égale ala droite
HE, et queladroite CH est commune , les deux
droites GH, HC sont égales aux deux droites
EH, HC, chacune 4 chacune; mais la base CG
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est aussi égale i la base CE (déf. 15) : donc
P'angle CHG est égal 4 'angle EHC (prop. 8).
Or ces deux angles sont de suite ; mais lors-
qu'une droite tombant sur une droite fait avec
elle les angles de suite égaux entr’eux , chacun
de ces angles est droit, et la droite tombante
est dite perpendiculaire  celle sur laquelle elle
tombe. :

Donc on a conduit une perpendiculaire CH
sur la droite indéfinmie AB, du point donné C,
qui est placé hors de cette droite;; cequil falloit
faire. . '

PROPOSITION XIIL.
THEOREME.
Si une droite placée sur une autre droite fait des

angles, elle fera avec elle ou deux angles droits
ou dewx angles égaux a deux angles droits.

" Qu’une droite quelconque AB (fig. 13) placée
sur une droite DC fasse les angles CBA, ABD:
je dis que les angles CBA , ABD ou seront droits
ou égaux a deux droits.

Car si I'angle CBA est égal a I'angle ABD,
ces deux angles seront droits (déf. 10). Sile
contraire arrive , du-point B conduisez la droite
BE de maniére qu’elle fasse deux angles droits

avec la droite DC (prop. 11). Puisque P'angle

4
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CBE est égal aux deux angles CBA, ABE, si
on ajoute un angle commun EBD, les angles'
CBE, EBD seront égaux aux treis angles CBA,
ABE, EBD. De plus, comme Pangle DBA est
égal aux deux angles DBE, EBA, si on ajoute
un angle commun ABC, les angles DBA, ABC
seront égaux aux trois angles DBE , EBA , ABC;
or il a éié démontré que les angles CBE , EBD
sont aussi égaux 3 ces trois angles donc pms—
que les choses qui sont égales 4 une méme
chose sont égales entr’elles, les angles CBE,
EBD seront égaux aux angles DBA, ABC;
mais les angles CBE , EBD sont deux angles
droits ; donc les angles DBA, ABC sont égaux
i deux angles droits.

- Donc si une droite placée sur une autre droite ,
forme des angles , elle fera on deux angles droits
ou deux angles égaux a deux droits; ce qu’il
falloit de’monu'er./
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PROPOSITION X1V.
THEOREME.

Si dans un point quelconque d'une ligne droite ,
deux droites placées de différens cdtés font avec
elle deux angles de suite égaux & deux droits,
ces deux droites seront dans la méme direc-
tion , c’est-d-dire qu'elles ne formeront qu'une
seule et méme drotte.

Que dans un point B(fig. 14) de la ligne droite
AB les deux droites BC, BD placées de diffé-
rens cOtés fassent avec elle les angles de suite
ABC, ABD égaux & deux droits : je dis que la
droite BD est dans la direction de la droite CB.

Car si la droite BD n’est point dans la direc-
tion de la droite BC, supposons que la droite BE
soit dans la direction de la droite BC (dem. 2).

Puis donc que la droite AB est placée sur la
droite CBE, les angles ABC, ABE seront
égaux i deux droits (prop. 13 ); mais les angles
ABC, ABD sont égaux a deux droits par suppo-
sition : donc les angles CBA , ABE sont égaux
aux angles CBA, ABD. Otez I'angle commun
ABC, l'angle restant ABE sera égal a I'angle
restant ABD, c’est-a-dire que le plus petit sera
¢égal au plus grand; ce qui est impossible. La
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droite BE n’est donc pas dans la direction de
la droite BC. Nous démontrerons de la méme
maniére quil 'y en a point d’autre qui soit
dans la direction de BC, si ce n’est BD. Donc
Ia droite CB est dans la direction BD. .

Donc si dans un point d’une ligne droite, deux
droites placées de différens cotés font avec elle
deux angles de suite égaux a deux droits, ces
deux droits seront dans la méme direction; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XYV.
THEOREME.

Si deux droites se coupent mutuellement , elles
Jont les angles au sommet égaux entreux.’

Que les deux droites AB, CD (fig. 15) se
coupent mutuellement au point E : je dis que
Pangle AEC est égal a I'angle DEB, et I'angle
CEB égal & l’angle AED.

- Car puisque la droite AE. est placée sur la
droite CD, faisant les deux angles CEA, AED,.
les angles CEA, AED sont égaux & deux droits
(prop. 13 ). De plus, puisque la droite DE est
placée sur la droite AB ; faisant les deux angles
AED, DEB, les angles AED, DEB sont égaux
4 deux droits (prop. 13 ). Maisil a été démon-
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tré que les angles CEA, AED sont égaux &
deux droits : donc les angles CEA, AED sont
égaux aux angles AED, DEB. Retranchez Pan-
gle commun AED, Pangle restant CEA éga-
lera I'angle restant BED. On démontrera de
la méme maniére que les angles CEB, DEA
sont egaux entr’eux.

Donc st deux droites se coupent mutuelle-
ment , elles feront les angles au sommet égaux
em.r’eux; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE,

De-la il suit manifestement que quel que soit
le nombre des lignes qui se coupent en un
point, les angles au point de section sont égaux
a quatre angles droits.

PROPOSITION XVL
THEOREME.

Ayant prolongé un cété d'un triangle quelconque,
Vangle extérieur est plus grand que chacun des
angles intérieurs et opposés.

Soit le triangle' ABC (fig. 16 ), prolongez
le c6té BC jusqu’en D : je dis que I'angle exté-
rieur ACD est plus grand que chacun des angles
intérieurs et opposés CBA, BAC.
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Partagez la droite AC en deux parties égales
en E (prop. 10); et aprés avoir conduit la droite
BE, prolongez-la jusqu’en F, faites la droite
EF égale a la droite BE (prop. 3), conduisez
la droite FC et prolongez AC jusqu’en G.

Puisque la droite AE est égale & la droite
EC et la droite BE égale aussi i la droite EF,
les deux droites AE, EB seront égales aux
deux droites CE, EF, chacune & chacune;
I'angle AEB est égal d I'angle FEC (prop. 15),
puisqu’ils sont opposés au sommet; donc la
base AB est égale i la base FC (prop.4); le
triangle ABE est égal au triangle FEC, et les
angles opposés 4 des c6tés égaux sont égaux
chacun & chacun : donc Pangle BAE est égal &
Yangle ECF (ax.g); mais I'angle ECD est plus
grand que I'angle ECF : donc Pangle ACD est
plus grand que I'angle BAE. Si on partage le
c6té BC en deux parties égales , on démontrera
de la méme maniére que I'angle BCG, c’est-
a~dire I'angle ACD (prop. 15), est plus grand
~ que I'angle ABC. '

Donc , ayant prolongé un cété d’un triangle
(quelconque , Pangle extérieur est plus grand
que chacun des angles intérieurs et opposés ; ce
qu’il falloit démontrer.
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* PROPOSITION XVIL
THIf:‘ORl":ME.

- Deux angles d’un triangle quelconque, de quel-
que maniére qu'ils soient pris , sont moindres
que deux droits.

Soit le triangle ABC (fig. 17) : je dis que
deux angles du triangle ABC, de quelque ma-~
niére quiils soient pris , sont moindres que
deux droits. Prolongez la droite BC jusqu’en D
(dem. 2). L’angle extérieur ACD du triangle
ABC est plus grand que I'angle intérieur et op-
posé ABC (prop. 16). Donc si nous ajoutons un.
angle commun ACB, les angles ACD, ACB
seront plus grands que les angles ABC, BCA;
mais les angles ACD, ACB sont égaux a deux
droits (prop. 13) : donc les angles ABC, BCA
sont moindres que deux droits. On démeontrera
de la méme maniére que les anglesBAC, ACB
sont aussi moindres que deux droits; on dé-
montrera encore la méme chose par rapport
aux angles CAB, ABC.

Donc deux angles d’un triangle quelconque,
de quelque maniére qu’ils soient pris, sont
moindres que deux angles droits; ce qu’il falloit
démontrer.
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PROROSITION XVIIL

THEOREME.

Dans tout. triangle , un plus grand cdté est opposé
& un plus grand angle.

Soit le triangle ABC (fig. 18) ayant le c6té
AC plus grand que le c6té AB: je dis que I'an-~
gle ABC est plus grand que I'angle BCA.

Puisque le c6té AC est plus grand que le
c6té AB, faites la droite AD égale au c6té AB
(prop. 3), et conduisez la ligne BD.

L’angle ADB, qui est un angle extérieur du
triangle BDC, est plus grand que Pangle inté-
rieur et opposé DCB (prop. 16 ); mais Pangle
ADB est égal & Pangle ABD (prop.5), parce
que le c6té AB est gal au c6té AD : donc P'an-
gle ABD est plus grand que 'angle ACB : donc
I'angle ABC est beaucoup plus grand que I'an-
gle ACB. -

Donc dans un triangle quelconque, un plus
grand c6té est opposé a un plus grand angle ;
ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIX.

THEOREME.

Dans tout triangle , un plus grand angle est opposé
’ & un plus grand cété.

_ Soit le triangle ABC (fig. 19 ) ayant Jangle
ABC plus grand que I'angle BCA : je dis que le
c6té AC est plus grand que le c6té AB. '

~Car s'il n’est pas plus grand , le c6té AC est
€égal au c6té AB, ou bien il est plus petit. Or le
c6té AC n’est pas égal au c6té AB, car alors
I'angle ABC seroit égal a 'angle ACB ( prop.5);
or I'angle ABC n’est point égal & 'angle ACB:
donc le c6té AC ne sera pas égal au c6té AB.
Le cété AC n’est pas cependant plus petit que
le c6té AB, car alors I'angle ABC seroit plus
petit que l'angle ACB (prop. 18); or I'angle
ABC n’est pas plus petit que I'angle ACB; donc
le c6té AC ne sera pas plus petit que le c6té AB.
Mais il a été démontré qu’il ne lui est pas égal :
donc le c6té AC est plus grand que le c6té AB.
Donc dans un triangle quelconque, un plus
grand angle est opposé a un plus grand coté ;
ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.
THEORLEDME.

Deux cétés d’un triangle quelconque, de quelque
maniére qu'ils soient pris , sont plus grands que
le cété restant.

Car soit le triangle ABC (fig. 20) : je dis que
deux co6tés du triangle ABC, de quelque ma-
niére qu’ils soient pris, sont plus grands que le
c6té restant ; c’est-a~dire que les c6tés BA, AC
sont plus grands que le c61é BC; les c6tés AB,
BC plus grands que le c6té AC, et les cotés
BC, CA plus grands que le c6té AB.

Prolongez le c6té AB jusqu’an point D, faites
la droite DA égale 4 la droite CA (prop.3), et
conduisez la droite DC.

Puisque la droite DA est égale 4 la droite AC,
I'angle ADC sera égal al'angle ACD (prop. 5);
mais I'angle BCD est plus grand que I'angle
ACD (ax.g): donc I'angle BCD est plus grand
que I'angle ADC : donc, puisque dans le triangle
DCB, I'angle BCD est plus grand que langle
BDC, et qu'un plus grand c6té est opposé a
un plus grand angle (prop. 1g), le c6té DB sera
plus grand que le c6té BC; mais la droite DB
est égale aux c6iés AB, AC; donc les cétés
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AB, AC sont plus grands que le c6té BC. Nous

démontrerons de la méme maniére que les c6tés
AB, BC sont plus grands que le c6té CA, etles
c6tés BC, CA plus grands que le c6té AB.
Donc deux cétés d'un triangle quelconque,
de quelque maniére qu'ils soient pris, sont
plus grands que le c6té restant; ce qu'il falloit
démontrer. .

PROPOSITION XX
THEOREME.

" 8i des extrémités d’un cdté d’un triangle on meéne

’ deux droites qui se rencontrent dans ce trian-

gle, ces deux droites seront plus courtes que

les deux autres cdtés du triangle, mais elles
comprendront un angle plus grand.

Des extrémités B, C (fig. 21 ) du c6té BC,
menez en dedans du triangle ABC les deux
droites BD, DC: je dis que les droites BD, DC
seront plus petites que les deux autres céiés
BA, AC du triangle ABC, et que cependant
elles comprendront un angle BDD plus grand
que l'angle BAC.

Prolongez la droite BD jusqu’au point E.

Puisque deux c6tés d’un triangle quelconque
sont plus grands que le c6té restant (prop. 20),
les deux c6tés AB, AE du triangle ABE sont

: C
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plus grands que le c6té BE. Donc si nous ajous
tons une droite commune EC, les c6tés BA, AC
seront plus grands que les droites BE , EC. De
plus, puisque les deux cétés CE, ED du trian-
gle CED sont plus grands que le c6té CD, si
nous ajoutons une droite commune DB, les .
droites CE , E B seront plus grandes que les
. droites CD, DB; mais on a démontré que les
cétés BA, AC sont plus grands que les droites
BE, EC : donc les c6tés BA, AC sont beau-
coup plus grands que les c6tés BD, DC.

Mais comme un angle extérieur d’un trian-
gle quelconque est plus grand qu’un des angles
intérieurs et opposés ( prop. 16 ), I'angle BDC,
qui est un angle extérieur du triangle CDE,
est plus grand que I'angle CED. Par la méme
raison I'angle CEB, qui est un angle extérieur
du triangle ABE, est plus grand que I'angle
BAC ; mais il a été démontré que I'angle BDC
est plus grand que I'angle CEB : donc I'angle
BDC est beaucoup plus grand que 'angle BAC.

Donc si des extrémités d’un c6té d’un trian-
gle quelconque on méne deux droites qui se
rencontrent dans ce triangle, ces deux droites
seront plus petites que les deux autres c6tés du
triangle, et cependant elles comprendront un
plus grand angle ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXIIL
PROBLEME.

Avec trois droites égales & trois droites données
construire un triangle ; il faut que deux de ces
trois droites , de quelque maniére gu’elles soient
prises, soient plus grandes que la troisi¢me.

Soient données les trois droites A, B, C
(fig. 22), dont deux, de quelque maniére qu’on
les prenne, soient plus grandes que la troi-
siéme ; c’est-a-dire les droites A, B plus grandes
que la droite C, les droites A et C plus grandes
que B, et enfin les droites B et C plus grandes
que A : 1l faut avec trois droites égales aux
droites A, B, C construire un triangle.

Supposons la droite DE terminée en D et
indéfinie vers E ; faites la droite DF égale 4 la
droite A (prop.3), la droite FG égale a la
droite B et la droite GH égale a la droite C;
ensuite du centre F et avec l'intervalle FD
décrivez la circonférence DKL (dem.3), du
centre G avec l'intervalle GH décrivez la cir-
conférence KLH, et conduisez les droites K F,
KG : je dis que le triangle KF G est construit
avec trois droites égales aux droites A, B, C.

Car puisque le point F est le centre du cercle

2
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DKL, la droite FD est égale 4 la droite F
(déf. 15); mais la droite FK est égale ila droite
A : donc la droite KF égale la droite A. De
plus , puisque le point G est le centre du cercle
LKH, la droite GH est égale a la droite GK;
mais la droite GH est égale 4 la droite C : donc
la droite KG égale la droite C; or la droite KG
est égale a la droite B : donc les trois droites
KF, FG, GK égalent les trois droites A, B, C.

Donc le triangle KFG a été construit avec
trois droites KF, FG, GK qui sont égales aux
trois droites données A, B, C; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXIII.
PROBLEME.

Sur une droite donnée et & un point donné dans
cette droite, construire un angle égal ad un angle

donné.

Soit AB (fig.23) la droite donnée et A le
point donné dans cette droite; que DCE soit
I'angle donné : 1l faut sur la droite donnée AB
et au point donné A construire un angle rec-
tiligne égal a I'angle rectiligne donné DCE.

Soient pris dans I'une et I’autre ligne CD, CE
deux points quelconque D, E; conduisez la



DEUCLIDE. 37.

droite DE, et avec trois droites égales aux
~“droites CD, DE, CE, construisez le triangle
AFG (prop. 22), de maniére que la droite CD
soit égale 4 la droite AF, la droite CE égale 4 la
droite AG, et la droite DE égale a la droite FG.

Puisque les deux droites DC, CE sont égales
aux deux droites FA, AG, chacune i cha~
_ cune, et que la base DE est égale a la base
FG, I'angle DCE sera égal 4 Pangle FAG
(prop. 8).

Donc I'angle rectiligne FA G a été construit
égal 4 l'angle rectiligne DCE sur la droite
donnée AB, et au point donné A dans cette.
droite. :

PROPOSITION XX1V.
THEOREME.

Si deux triangles ont deux cotés égaux a deux
cotés, chacun & chacun, et si Uun des angles com—
pris entre ces cotés égaux ‘est plus grand que
Uautre, labase de Uun de ces triangles sera aussi
plus grande que la base de Uautre.

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig. 24)
dont les deux c6tés AB, AC sont égaux aux
deux c6tés DE, DF, chacun i chacun, c’est~
a-dire le c6té AB égal au ¢6té DE et le coté

5 .
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AC au c6té DF; que I'angle BAC soit plus
grand que l'angle EDF : je dis que la base BC
est plus grande que la base EF.

Car puisque Pangle BAC est plus grand que
Pangle EDF, construisez sur la droite DE et
au point D un angle EDG égal i I'angle BAC
(prop. 23 ); faites la droite DG égale 4 I'une
ou 4 Pautre des droites AC, DF (prop.3), et
conduisez les droites GE, FG.

Puisque la droite AB, est égale a Ia droite
DE, et la droite AC 4 la droite DG, les deux
droites BA , AC seront égales aux deux droites
ED, DG, chacune i chacune; mais I'angle BAC
est égal par construction 4 P'angle EDG : donc
la base BC sera égale 4 la base EG (prop.4).
De plus, puisque la droite DG est égale 4 la
droite DF, et Pangle DEG égal 3 Pangle DGF
(prop-5), donc Pangle DEG sera plus grand que
I'angle EGF : donc I'angle EFG sera beau-
~ coup plus grand que I'angle EGF ; mais puisque

Tangle EFG du triangle EF G est plus grand
que I'angle EGF, et qu'un angle plus grand
est opposé & un coté plus grand (prop. 19),
le c61é EG est plus grand que le ¢6té EF;
mais le c6té EG est égal au c6té BC par cons-
truction : donc le c6té BC est plus grand que
le c6té EF.
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Donc si deux triangles ont deux ctés égaux
a deux co6tés, chacun a chacun, et si I'un des
angles compris entre ces c6tés égaux est plus.
grand que Pautre , la base de I'un de ces trian-
gles sera plus grande que la base de I'autre.

PROPOSITION XXV.
THEOREME.

Si deux triangles ont deux cétés égaux chacun &
chacun, et si la base de Uun est plus grande que
la base de Vautre, ils auront aussi les angles
compris entre les cdtés égaux plus grands l'un
que Lautre.

Soient ABC,; DEF (fig. 25 ) deux triangles
qui aient les deuxc6tés AB, AC égaux aux deux
¢6tés DE., DF, chacun i chacun, c’est-d-dire le
c6té AB égal au c61é DE, et le c6té AC égal
au c6té DF; qué la base BC soit plus grande
que la base EF : je dis que I'angle BAC est plus
grand que EDF.

~ Car si Pangle BAC n’est pas plus grand que

Pangle EDF, il lui est égal , ou il est plus petit ;

or I'angle BAC n’est pas égal a I'angle EDF,

car alors la base BC seroit égale & la base EF

(prop. 4 ) ; mais elle ne lui est pas égale ; donc

Fangle BAC n’est pas égal 4 'angle EDF. L'an~
4
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gle BAC n’est pas plus petit que I'angle EDF,
car ¢'1l étoit plus peuit, la base BC seroit plus
petite que la base EF (prop. 24 ); or elle n’est
pas plus petite : donc ’angle BAC n’est pas plus
petit que I'angle EDF. Mais il a été démontré
qu'il ne lui est pas égal : donc 'angle BAC est
plus grand que P'angle EDF,

Donc si deux triangles ont deux c6tés égaux,
chacun a chacun, et si la base de l'un est plus
grande que la base de I'autre, ils auront aussi
les angles compris entre les cétés égaux plus
grands I'un que l'autre ; ce qu’il falloit dé-
montrer.

PROPOSITION XXVI
THEOREME.

Si deux triangles ont deux angles égaux , chacun
& chacun , s'ils ont de plus un cété égal & un
cdté, ou celui qui est adjacent aux angles égaux
ou celui qui est opposé & un des angles égaux, ils
auront les autres cdtés égaux , chacun & chacun ,
et le troisiéme angle de Uun sera encore égal au
troisiéme angle de Uautre.

Soient ABC, DEF (fig. 26) deux triangles
qui aient les deux angles ABC, BCA égaux aux
deux angles DEF , EFD, chacun a chacun,
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c’est-a-dire I’angle ABC égal & I'angle DEF et
Pangle BCA égal a 'angle EFD; que ces deux
triangles aient aussi un c6té égé\l aun cOté, et”
d’abord celui qui est adjacent aux angles égaux,
c’est-d-dire le c6té BC égal au c6té EF : je dis
qu’ils auront les autres c6tés égaux aux autres
" ¢6tés, chacun i chacun , c’est-3-dire le c6té AB
égal au c6té DE, et le c6té AC égal au c6té DF;
je dis de plus que I'angle BAC sera encore égal
a langle EDF.

Car si le c6té A B n’est pas égal au c6té DE,
P'un de ces c6tés sera plus-grand que Pautre.
Soit AB le plus grand c6té; faites la droite GB
égale au c6té DE (prop.3), et conduisez la
droite GC. : :

Puisque le c6té BG est égal au c6té DE, et
le c6té BC égal au c6té EF, les deux cdtés BG,
BC sont égaux aux deux c6tés DE, EF, chacun
a chacun ; mais 'angle GBC est égal 4 I'angle
DEF : donc la base GC est égale alabase DF
(prop. 4); le triangle GCB est égal au trian-
gle DEF, et les autres angles qui sont oppo-
sés a des cOtés égaux sont aussi égaux entre
cux : donc I'angle GCB est égal 4 ’angle DFE;
mais I'angle DFE est supposé égal a I'angle
BCA : donc I'angle BCG est égal aI'angle BCA,
c’est-a-dire que le plus petit est égal au plus
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grand, ce qui est impossible : donc les c6tés AB
et DE ne sont pas inégaux : donc ils sont égaux ;
mais le c6té BC est égal au c6té EF : donc les
deux cétés AB, BC sont égaux aux deux cétés
DE, EF, chacun a chacun; mais 'angle ABC
est égal a I'angle DEF : donc la base AC est
égale a la base DF (prop. 4), et le troisiéme
angle BAC est égal au troisiéme angle EDF.
Supposons & présent que les cétés qui sont
opposés aux angles égaux soient égaux, c’est-
a-dire le c6té AB égal au c61é DE : je dis que
les autres c6tés de l'un de ces triangles sont
encore égaux aux autres c6tés de l'autre trian-
gle; c’est-a-dire que le c6té AC sera égal an
c6té DF, le c6té BC égal au c6té EF, et le troi-
siéme BAC égal aussi au troisiéme angle EDF.
Car si le c61é BC n’est pas égal au c6té EF,
Pun de ces c6tés sera plus grand que l'autre.
Supposons §il est possible que BC soit le plus
grand ; faites BH égal au ¢6té EF (prop. 3), et
conduisez la droite AH. ~
. Puisque le c6té BH est égal au c6té EF etle
c6té AB égal au c61é DE, les deux cétés AB, BH
seront égaux aux deux cétés DE, EF, chacun
/a chacun ; mais ces c6tés comprennent des an-
gles égaux : donc la base AH est égale & la base
DF (prop. 4);le triangle ABH est égal au trian-
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~ gle DEF, etles autres angles qui sont opposés
a des cdtés égaux seront aussi égaux, chacun a
chacun : donc I'angle BHA est égal 4 I'angle
EFD; mais par supposition I'anglé EFD est
égal 3 I'angle BCA : donc I'angle BHA est égal 2
I'angle BCA, c’est-a-dire que I'angle extérieur
BHA du triangle ACH est égal 4 I'angle BCA
intérieur et opposé ; ce qui est impossible
( prop. 16) : donc les c6tés BC et EF ne sont
pas inégaux : donc ils sont égaux. Mais le c6té
AB est égal au c6té DE : donc les deux cotés
AB, BC sont égaux aux deux cétés DE, EF,
chacun a chacun ; mais ces c6tés comprennent
des angles égaux : donc la base AC est égale a
labase DF (prop. 4); le triangle ABC est égal
au triangle DEF, et le troisiéme angle BAC égal
aussi a un troisiéme angle EDF.

Donc si deux triangles ont deux angles égaux,
chacun & chacun, et un c6té quelconque égal
4 un ¢6té, ou celui qui est adjacent aux angles
égaux ; ou celui qui est opposé & un des angles

‘égaux , les autres c6tés sont égaux aux autres
c6tés, chacun i chacun, et ces deux triangles
auront un troisitme angle égal 4 un troisiéme
angle ; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVIL
THEOREME.

Si une droite tombant sur deux autres droites fait
les angles alternes égaux entr'eux, ces deux
droites seront paralléles.

‘Que la droite EF (fig. 27) tombant sur les
deux droites AB, CD fasse les angles alternes
AEF, EFD égaux entr’eux : je dis que la droite
AB est paralléle 4 la droite CD. ,

Car si elle ne lui est pas parallcle, les droites
AB, CD étant prolongées se rencontreront ou
du c6té BD ou du c6té AC. Prolongez ces
droites, et supposons qu’elles se rencontrent
du c6té BD au point G.

L’angle AEF, qui est hors du triangle EGF,
est plus grand que I'angle intérieur et opposé
EFG (prop. 16 ) ; mais par supposition il lui
est égal , ce qui est impossible : donc les droites
AB, CD prolongées du c6té BD ne se rencon-
treront point. On démontreroit de l]a méme ma-~
niére qu’elles ne se rencontreront pas non plus
du c6té AC; or les droites qui ne se rencontrent
d’aucun c6té sont paralléles (déf. 35): doncla
droite AB est paralléle a la droite CD.

Donc si une droite tombant sur deux autres
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droites fait les angles alternes égaux entr’eux,
ces deux droites seront paralléles ; ce qu’ll
falloit démontrer.

PROPOSITION XXVIII
THEOREM E.

8i une droite tombant sur deux autres droites fait
un angle extérieur égal & un angle intérieur
opposé et placé du méme cété , ou bien si elle
Jait les angles intérieurs et placés du méme coté
égaux & deux droits, ces Weux droites seront

: earalléles.

Que la droite EF (fig. 28) tombant sur les
deux droites AB, CD fasse I'angle extérieur
EGB égal a I'angle intériewr opposé et placé
du méme c6té GHD, ou bien les angles inté-
rieurs et placés du méme cété BGH, GHD
égaux A deux droits : je dis que la droite AB
est paralléle & la droite CD.

Car puisque I'angle EGB est égal a I'angle
GHD, et que I'angle EGB est égal a'angle AGH
( prop. 15), 'angle AGH sera égal & Pangle
GHD; mais ces angles sont alternes: donc la
droite AB est paralléle i la droite CD (prop. 27).
* De plus, puisque les angles BGH, GHD sont
égaux i deux droits, et que les angles AGH,
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BGH sont encore égaux 4 deux droits (prop. 13),
les angles AGH , BG H seront égaux aux angles
BGH, GHD. Donc si nous retranchons I'angle
commun BGH, I'angle restant AG H sera égal &
Pangle restant GHD; mais ces deux angles sont
alternes : donc la droite AB est paralléle 4 la
droite CD (prop. 27).

Donc si une droite tombant sur deux autres
droites fait un angle extérieur égal a un angle
intérieur opposé et placé du méme cé6té, ou si
elle fait les angles intérieurs et placés du méme
c6té égaux 4 deux droits, ces droites seront
paralléles ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THEOREME.

Si une droite tombe sur deux paralléles , les angles
alternes sont égaux entr’eux , Uangle extérieur
est égal & Uangle intérieur opposé et placé du
méme coté , et les angles intérieurs placés du

- méme coté sont égaux & deux droits.

Si la dreite EF (fig. 28) tombe sur les paral-
léles AB, CD, je dis que les angles alternes
"AGH, GHD seront égaux entr’eux, l'angle
extérieur EGB sera égal & l'angle intérieur
opposé. et placé du méme c6té GHD, et les
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angles intérieurs et placés du méme c6té BGH,
GHD seront égaux a deux droits.

Car si 'angle AGH n’est pas égal i Pangle
GHD, I'un de ces angles sera plus grand. Que
angle AGH soit le plus grand; puisque I'angle
AGH est plus grand que I'angle GHD, si oo leur
ajoute un angle commun BGH, les angles AGH,
BGH seront plus grands que les angles BGH,
GHD; mais les angles AGH, BGH sont égaux
a deux droits (prop. 13 ) : donc les angles BGH,
GHD sont moindres que deux droits ; mais
deux droites étant prolongées i I'infini du c6té
ou les angles intérieurs sont plus petits que -
deux droits se rencontrent entr’elles (ax. 11 ):
donc les droites AB, CD prolongées 4 I'nfini
se rencontreront ; mais elles ne se rencontre-
ront pas puisqu’elles sont paralléles : donc les
angles AGH, GHD ne sont point inégaux ,
donc ils sont égaux. Mais angle AGH est
égal a I'angle EGB (prop.15) : donc langle
EGB sera égal a I'angle GHD. Donc s1 nous
ajoutons un angle commun BGH, les angles
EGB, BGH seront égaux aux angles BGH,
GHD; mais les angles EGB, BGH $ont égaux
4 deux droits (prop. 13): donc les angles BGH,,
GHD sont égaux a deux droits.

Donc si une droite tombe sur deux paralléles,
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les angles alternes sont égaux entreux , I'angle
extérieur est égal & Pangle intérieur opposé et
placé du méme c6té, et les angles intérieurs
placés du méme c6té sont égaux a deux droits;
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITIO,N X X X.
THEOREME.

_Les droites qui sont paralléles & une méme droite
sont paralléles entr'elles.

- Que chacun des paralléles AB, CD (fig. 29)
soit paralléle ala droite EF : je dis que la droite
AB est paralléle a la droite CD.

Conduisez sur ces droites la droite GK.

~ Puisque la droite GK tombe sur les paralléles

AB, EF, I'angle AGH est égal a 'angle GHF
(prop.27). De plus puisque ladroite GK tombe
sur les paralléles EF, CD, I'angle GHF est égal
a P'angle GKD (prop. 28). Or il a été démon-
tré que l'angle AGK est égal & I'angle GHF:
donc langle AGK est €gal a I'angle GKD;
mais ces angles sont alternes : donc la droite
AB est paralléle a la droite CD (prop. 29).

Donc les droites qui sont paralléles i une
méme droite sont paralléles ent’elles; ce qu'il
falloit démontrer.
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PROPOSITION XXXI1.
PROBLEME.

Par un point donné conduire une droite paralléle
a une droite donnée.

Soi% {fig. 30) le point donné et BC la droite
donnée : il faut par le point A conduire une
droite paralléle & la droite BC. :

Prenez sut la droite BC un point quelconque
D, et menez AD; construisez sur la droite DA
et en un point A un angle DAE égal i Pangle
ADC, et prolongez la droite AF dans la d.lrecu
tion de EA.

Puisque la droite AD tombant sur les deux
droites BC, EF fait les angles alternes EAD),
ADC égau‘x entr’eux , la droite BCsera:paral=
1¢le A la droite EF ( prop. 27 ). :

‘Donc par lé point douné A, la droite EAF
a8 menée paralléle a la droxte donnée BC;
ce qu il falloit faire.
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PROPOSITION XXXIL
THEOREME.

Ayant prolongé un cité d'un triangle quelconque ,

Uangle extérieur est égal aux deux angles in-

. térieurs et opposés, et les trois angles intérieurs
du triangle sont égaux & deux droits. .

Soit le triangle. ABC (fig- 51); prolongez
le c61é BC en D : je dis que l'angle extérieur
ACD est égal aux deux angles intérieurs et
opposés CAD, ABC, et que les trois angles
intérievirs ABC, BCA, CAB sont égaux & deux
droits.

Menez par le point C la droite CE paralléle
A la droite AB (prop. a1 ).

' Puia'que" I droite CE est paralléle 4 la droite
AB et que la droite AC tombe sur ces deux
droites , les angles alternes BAC, ACE sont
égaux entr’eux ( prop. 29 ). De plus puisgme ka
droite AB est paralléle a la droite CE et que
la droite'BD tombe sur ces deux droites, 'an~
gle extérieur ECD est égal a l'angle intérieur
et opposé ABC. Or il a été démontré que I'an-
gle ACE est égal a I'angle BAC : donc Fangle
extérieur total ACD est égal aux deux angles
extérieurs et opposés BAC, ABC.
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- Donc si on ajoute un angle commun ACB,
les angles ACD, ACB seront égaux aux trois
angles ACB,BCA, CAB; maislesangles ACD,
ACB sont égaux 4 deux droits (prop. 13): donc
les angles ACB, CBA, CAB sont égaux & deux
droits.

-Donc, ayant prolongé un cété de tout trian-
gle, I'angle extérieur est égal aux deux angles
intérieurs et opposés, et les trois angles inté-
rieurs du triangle sont égaux a deux droits;
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIIL
THEOREME.

Les droites qui joigneht des mémes cdtés des droites
égales et paralléles sont elles-mémes égales et
paralléles.

Soient AB, CD (fig. 32) deux droites égales
et paralléles ; joignez-les des mémes cétés par
les droites AC, BD : je dis que les droites AG,
. BD sont aussi égales et paralléles.

Menez la droite BC.

Puisque la droite AB est paralléle i 1a droite
CD et que la droite BC tombe sur ces-deux
droites , les angles alternes ABC, BCD sont
égaux (prop. 29 ). De plus, puisque la droite

2
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'AB est égale i la droite CD et que la droite BC
est commune aux deux triangles BCA, BDC,
les deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites CD, BC; mais I'angle ABC est égal &
I'angle BCD : donc la base AC est égale a la base
BD, le triangle ABC est égal au triangle BCD, et
les autres angles qui sont opposés a4 des cotés
égaux sont égaux, chacun a chacun: donc Fan~ -
gle ACB est égal a I'angle CBD. Puisque la
ligne droite BC tombant sur deux droites AC,
' BD fait les angles alternes égaux entr’eux, la
droite AC est paralléle a la droite BD et lui est
égale ( prop. 27).

Donc les droites qui joignent des mémes cétés
deux droites égales et paralléles, sont elles-
mémes égales et paralléles; ce qu’il falloit dé-
montrer.

PROPOSITION XXXI1V.
THfOREME.

Les cdtés et les angles opposés des parallélogram—
mes sont égaux , et la diagonale les partage en

. deux parties égales.
Soit ACDB (fig. 32) un parallélogramme et
BC sa diagonale : je dis que les cétés et les
angles opposés du parallélogramme ACDB sont
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égaux, et que sa diagonale BE le partage en
deux parues -égales.

Car puisque la droite AB.est paralléle 3 Ia
droite CD et que la droite BC tombe sur. ces
deux droites, les angles alternes ABC, BCD
seront égaux entr’eux ( prop. 29). De plus.,
puisque la droite AC est paralléle i la droite BD
et que la droite BC tombe sur ces deux droites;,
les angles alternes ACB, CBD sont égaux entre
eux : donc les deux triangles ABC, CBD ont
deux angles: ABC , BCA égaux aux deux angles
BCD, CBD, chacun a chacun, ils ont de plus un-
c6té commun BC adjacent i des angles égaux:.
donc ils auront les autres c61és égaux aux autres
edtés, chacun i chacun (prop. 26), et Ie troi-
siéme angle égal au troisiéme angle : done'le
c6té AB est égal au c6té CD, et I'angle BAC
égal 4 I'angle BDC. Puisque l'angle ABC est.
égal a I'angle BCD, et Pangle CBD égal 4 l'an~
gle ACB, I'angle total ABD sera égal 4 I’angle-
total ACD. Mais il a été demontre que langle
BAC est égal a I’angle BDC.

Donc les cétés et les. angles. opposés des pa~
rallélogrammes sont égaux entr’eux. ‘

Je dis de plus que la diagonale- partage- les.
parallélogrammes en deux parties égales. Car-
puisque la droite AB est égale a la droite CD-

’ 3.
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et que la droite BC est commune aux deux
triangles, les deux droites AB, BC seront égales
aux droites DC, CB, chacune i chacune ; mais
Pangle ABC est égal & l'angle BCD : donc la
base AC est égale a la base BC (prop. 4), et
le triangle ABC égal au triangle BCD.

Donc la diagonale BC partage le parallélo-
gramme ACDB en deux parties égales ; ce qu'il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXXV.

TEEOREME.

Les parallélogrammes qui sont construits sur la
méme base et entre les mémes paralléles sont
égaux entr'eux.

Soient les parallélogrammes ABCD, EBCF
(fig. 33 ) construits sur la méme base BC et
entre les mémes paralléles AF, BC : je dis que
le parallélogramme ABCD est égal au parallé- .
logramme EBCF.

Car puisque ABCD est un parallelo«ramme y
la droite AD est égale aladroite BC (prop. 34 ),
et par laméme raison la droite EF est aussi égale
aladroite BC: donc la droite AD est égale 4 Ia
droite EF : donc, si on ajoute une droite com-
mune DE, la droite totale AE sera égale a la.
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droite totale DF (axiome 2) ; mais la droite AB
est égale a la droite DC : donc les deux droites
EA, AB sont égales aux deux droites FD, DC,
chacune a chacune ; mais'angle extérieur FDC
est égal 4 l'angle intérieur EAB (prop. 29) :
donc la base EB est égale 4 la base FC (prop. 4 ),
et le triangle EAB égal au triangle FDC; donc
si l'on retranche la partie commune DGE, le
trapéze restant ABGD sera égal au trapéze res-
tant EGCF. Douc si on leur ajoute le triangle
commun GBC, le parallélogramme total ABCD
sera égal au parallélogramme total EBCF.
Donc les parallélogrammes construits sur les
mémes bases et entre les mémes paralléles sont
égaux entr’eux ; ¢e qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVL

4 LY

THEOREME.

Les parallélogrammes construits sur des bases
égales et entre les mémes paralléles sont égaur
entreux.

Soient les parallélogrammes ABCD, EFGH
(fig. 34) construits sur des bases égales BC,
F G et entre les mémes pacalléles AH, BG : je
dis que le parallélogramme ABCD esi égal au
parallélogramme EFGH.

' 4
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Conduisez les droites BE, CH.

Puisque la droite BC est égale 4 la droite FG
et la droite FG égale & la droite EH, la droite
BC sera égale i la droite EH ; mais les droites
BC, EH sont parallgles et joignent les droites
BE, CH; or les droites qui joignent des mémes
c6tés deux droites égales et paralléles sont égales
( prop. 33 ) : donc les droites EB, CH sont
égales et paralléles : donc EBCH est un paral-
Klogramme, et ce parallélogramme est égal au
parallélogramme ABCD (prop.35); carilala
méme base BC que lui et il est construit entre les
mémes paralléles. Par la méme raison le paral-
lélogramme EFGH est égal au parallélogramme
EBCH : donc le parallélogramme ABCD est
égal au parallélogramme EFGH,

Donc les parallélogrammes construits sur des
bases égales et entre les mémes. paralléles sont
égaux ; ce qu'il falloit démontrer,

PROPOSITION XXXVIL
THEOREME,

Les triangles construits sur la méme base et entre
les mémes paralléles sont égaux.

Soient les triangles ABC, DBC (fig. 35)

construits sur la méme base BC et entre les
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mémes paralléles AD, BC : je dis que le trian-
gle ABC est égal au triangle DBC.

Prolongez de part et d’autre la droite AD
vers les points E, F, et par le point B con-
duisez une droite BE paralléle a la droite CA
(prop.31), et par le point C conduisez aussi
une droite CF paralléle 2 BD.

Les figures EBCA, DBCF sont des parallé-
logrammes, et le parallélogramme EBCA est. -
égal au parallélogramme DBCF (prop.35);
car ils sont construits 'un et Pautre sur la méme
base et entre les mémes paralléles; mais le trian-
gle ABC est la moitié du parallélogramme
EBCA; car la diagonale AB le partage en deux
parties égales; le triangle DBC est la moitié
du parallélogramme DBCF, car la diagonale
DC la partage en deux parties égales (prop.34);
mais les moitiés des quantités égales sont égales
entr’elles : donc le triangle ABC est égal au
triangle DBC.

Donc les triangles construits sur la méme base
et entre les mémes paralléles sont égaux entre
eux ; ce qu'il-falloit démontrer.
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PROPOSITION XXXVIIL
THEOREME.

Les triangles construits sur des bases égales et
entre les mémes paralléles sont égaux entre
eux.

b

Soient les triangles ABC, DEi‘-4 (fig. 36)
construits sur des bases égales BC, EF et entre
~ les mémes paralléles BF, AD : je dis que le
triangle ABC est égal au triangle DEF.

Car prolongez de part et d’autre la droite AD
vers les pomts G, H; par le point B conduisez
la droite BG paralléle i la droite CA (prop.31),
et par le point F conduisez aussi la droite FH
paralléle i la droite DE.

Les figures GBCA, DEFH sont des paral-
1élogrammes ; mais les parallélogrammes GBCA,
DEF H sont égaux entr’eux ( prop. 36), car ils
sont construits sur des bases égales et entre les
mémes paralléles. Or le triangle ABC est la
moitié du parallélogramme GBCA, car la dia-

gonale AB le partage en deux parties égales
( prop- 34 ); le wiangle EFD est la moitié du o
paraliélogramme DEFH, car la diagonale BE."

le partage en deux paruies égales; mais les
moitiés des quantités égales sont égales entre
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elles : donc lé triangle ABC est égale au trian-

- gle DEF.

Donc les triangles construits sur des bases
égales et entre les mémes paralléles sont égaux
entr’eux ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIX.
TH ﬁoni:ﬁn.

Les triangles égaux qui sont construits surla méme
base et qui sont placés du méme cité sont com—
pris entre les mémes paralléles.

Soient les deux triangles égaux ABC, DBC
(fig. 37) construits sur la méme base BC et
placés du méme c61é : je dis que ces deux trian-
gles sont compris entre les mémes paralléles.

Conduisez la droite AD : je dis que la droite
AD est paralléle a la droite BC.

Car si la droite AD n’est pas paralléle a la
droite BC, conduisez par le point A une droite
AE paralléle 4 la droite BC (prop.31); con-
duisez ensuite la droite EC.

Le triangle ABC est égal au triangle EBC
(prop. 37), car ces deux triangles sont cons-
truits sur laméme base BC, et compris entre les
mémes paralléles BC, AE. Mais par hypothése
Je triangle ABC est égal au triangle DBC : donc
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Ie triangle DBC est égal au triangle DBC:c’est g
a-dire que le plus grand est égal au plus petit,
ce qui ne peut se faire : donc la droite AE n’est
point paralléle i la dreite BC. Nous démaontre-
rons de méme que toute autre droite , excepté
AD, ne peut étre paralléle a BC : donc la droite
AD est paralléle A lagdroite BC.

Donc les triangles égaux qui sont construits
sur la méme base et qui sont placés du méme
¢6té sont compris entre les mémes paralléless
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XL.
_.THEOREME.

Les triangles égawx qui sont construits sur des
bases égales et qui sont placés du méme cdté
sont compris entre les mémes paralléles.

Soient les triangles égaux ABC,CDE (fig.38)
construits sur des bases égalesBC, CE et placés
du méme cété : je dis qu'ils sont compris entre
les mémes paralléles. Conduisez la droite AD:
je dis que la droite AD est paralléle 4 la droite BE.

Car si la droite AD n’est pas paralléle a la
droite BE , conduisez par le point A la droite
AF paralléle a la droite BC, et conduisez en~
suite la droite FE.

[
R
—-
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Le triangle ABC est égal au triangle FCE
(prop. 38); car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales et compris entre les
mémes paralléles BE, AF ; mais le triangle ABC
est égal au triangle DCE : donc le triangle DCE
est égal au triangle FCE, cest-i-dire que le
plus grand est égal au plus petit, ce qui ne peut
&tre : donc la droite AF n’est point paralléle 3
la droite BE. Nous démontrerons de la méme
maniére que toute autre droite, excepté AD,
ne peut étre paralléle 2 BE : donc la droite AD
est paralléle & la droite BE.

Donc les triangles égaux qui sont construits
sur des bases egales et qui sont placés du méme
c6té sont compris entre les mémes paralleles ;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XLI.
THEOREME.

S un parallélogramme et un triangle ont la méme
base et sont compris entre les mémes paralléles,
le paraliélogramme est double du triangle.

En effet, que le parallélogramme ABCD
et le triangle EBC (fig. 39 ) aient la méme
base et soient compris I'un et 'autre entre les

mémes paralléles BC, AE : je dis que le paral-
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lélogramme ABCD est double du triangle
BEC. :

Conduisez la droite AC. Le triangle ABC est
€gal au triangle EBC (prop. 37), car ces deux
' triangles sont construits sur la méme base BC
et compris entre les mémes paralléles BC, AE;
mais le parallélogramme ABCD est double du
triangle ABC, car la diagonale AC partage ce pa-
rallélogramme en deux parties égales ( Prop- 34):
donc le parallélogramme ABCD est au.ssx dou-
ble du tnangle EBC.

Douc si un parallélogramme et un triangle
ont Ja méme base et sont compris entre les
mémes paralléles, le parallélogramme sera dou-
ble du triangle ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XLIL
. PROBLEME.

Construire dans un angle donné, un parallélo-
‘gramme égal a un triangle donné..

Soit ABC (fig. 40) le triangle donné et D
Pangle donné : il faut construire un parallélo-
gramme qui soit égal au tnangle ABC dans
un angle égal a I'angle donné D. :

Partagez la droite BC en deux parties égales
au pouit.E et conduisez la dreite AE; sur la
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droite EC et au point E construisez un angle
CEF égal a I'angle D (prop. 23 ), par le point
A conduisez une droite AG paralléle 4 la droite
EC (prop. 51), et par le point C conduisez
aussi une droite CG paralléle a la droite FE :
la figure FECG sera un parallélogramme.
Puisque la droite BE est égale a ladroite EC,
le triangle ABE sera égal au triangle AEC
(prop. 38), car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales BE, EC, et compris
entre les mémes paralléles BC, AG : donc le
triangle ABC est double du triangle AEC ; mais
le parallélogramme FECG est double du trian-
gle AEC, car ils ont la méme base et ils sont
compris entre les mémes. paralléles : donc le
parallélogramme FECG est égal au triangle
ABC (ax.6), et il a un angle égal & I'angle D.
. Donc le parallélogramme FECG a été cons-
truit égal au triangle ABC dans un angle CEF
égal a langle donné D ; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XLIIL "~
THEOREME.

Dans tout paraliélogramme , les complémens des
 parallélogrammes qui sont autour de la diago- -
nale sont égaux entr'eux.

Soit le parallélogramme ABCD (fig. 41 ) dont

AC est la diagonale autour de laquelle soientles -

parallélogrammes EH, FG, et les parallélo-
grammes BK , KD qu’on appelle complémens :
je dis que le complément BK est égal au com=
plément KD.

. Car puisque la figure ABCD est un parallé~
logramme dont la droite AC est la diagonale,
le triangle ABC est égal au triangle ADC
(prop- 34 ). De plus, puisque la figure EKHA.
est un parallélogramme dont la droite AK est
la diagonale, le triangle AEK est égal au trian~
gle AHK; le triangle KF C est égal au triangle
KGC, par la méme raison : donc puisque le
triangle AEK est égal au triangle AHK, et que
le triangle KF C est aussi égal au triangle KFC;
le wiangle AEK, réuni avec le triangle KGC,
est égal au triangle AHK réuni avec le triangle
KFC; mais le triangle total ABC est égal an
triangle total ADC : donc les restes BK, KD,
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qu'on appelle complémens , sont egaux entre
eux (axiome 3 ).

Donc dans tout parallélogramme , les com-
plémens des parallélogrammes qm sont autour

de Ia diagonale sont égaux entr’eux ; ce qull
falloit démontrer.

PROPOSITION XLIV.
PROBLENME.

Sur une droite donnéde et dans un angle donné ,
construire un parallélogramme qui soit égal &
un triangle donné.

Soient donnés la droite AB (fig. 42), le
triangle C et I'angle D : il faut sur la droite AB
et dans un triangle égal a angle D, construire
un parallélogramme égal au triangle donné C.

Construisez un parallélogramme BEF G égal
au triangle C; dans un angle EBG égal 4 I'an-
gle D (prop. 42); placez la droite BE dans la
direction de la droite AB; prolongez la droite
FGvers H; et par le point A conduisez la droite
AH paralléle a la droite BG ou a la droite EF
(prop. 31), et menez la droite GB. Puisque la
droite HF tombe sur les paralleles AH, EF,
les angles AHF, HFE sont égaux & deux an-
gles droits ( prop. 29) : donc les angles BHG

E _
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GFE sont moindres que deux angles droits;
mais les droites qui sont prolongées & linfini
du cété ou les angles intérieurs sont moindres
que deux angles droits se rencontrent (ax. 11):
* donc les droites HB, FE se rencontreront étant
prolongées ; que ces deux droites soient pro-
longées (dem. 2), et supposons qu’elles se ren-
contrent en K ; par le point K conduisez la
droite KL paralléle 4 la droite EA ou a la droite
FH (prop. 31), et prolongez les droites AH,
GB vers les points L, M. :
» La figure HLKF est un parallélogramme
dont HK est la diagonale ;- antour de la diago-
nale HK sont les parallélogrammes AG, ME,
et les parallélogrammes LB, BF, qu'on nomme
complémens : donc le parallélogramme LB est
égal ‘au parallélogramme BF (prop. 43 ); mais
_ Ie parallélogramme BF est égal au triangle C:
donc le parallélogramme L B sera égal au trian-
gle C; et puisque I'angle GBE est égal i 'angle
ABM (prop.15) et que l'angle GBE est égal
alangle D, 'angle ABM sera égal a I'angle D.

Donc sur la droite donnée AB et dans un
angle ABM égal 4 'angle D, le parallélogramme
1.B a été construit égal au triangle donné C; ce
quil falloit faire.

)

(a
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PROPOSITION XLV.
"PROBLEME.

Construire , dans un angle donné, un parallélo-

gramme qui soit égal & une figure rectiligne
donnée.

Soit ABCD (fig. 43 ) la figure rectiligne
donnée et E I'angle donné : il faut, dans un
angle égal i I'angle E, construire un parallélo=
gramme qui soit égal i la figure ABCD.

Conduisez la'droite DB, et construisez dans
Yangle HEF égal i l'angle E, un parallélo-
gramme FH qui soit égal au triangle ADB, et
sur la droite G H construisez ensuite dans I'ans
gle GHM égal a I'angle E, un parallélogramme
GM qui soit égal au triangle DBC.

Puisque l'angle E est égal a chacun des an-
gles HKF, GHM, I'angle GHM sera égal a
I'angle HKF : donc si nous leur ajoutons l'an-
gle commun KHG, les angles FRH; KHG
seront égaux aux angles KHG , GHM. Mais
les angles FKH, KHG sont égaux & deux an-
gles droits (prop. 29) : donc les angles KHG,
G HM seront égaux a deux angles droits. Mais
puisque les deux droites KH, HM; placées de
différens.cotés , font sur.la-droite GH et au

- 2
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point H de cette droite, deux angles de suite
égaux 4 deux droits, la droite KH est dans la
direction de la droite HM (prop. 14); et puis-
que la droite HG tombe sur les paralléles KM,
FG, les angles alternes MHG, HGF sont
égaux ( prop. 29 ); donc si nous Jeur ajoutons
Pangle commun HGL, les angles MHG, HGL
seront égaux aux angles HGF, HGL. Mais
les angles MHG, HGL sont égaux a deux
angles droits ( prop. 29 ); donc les angles
HGF, HGL seront aussi égaux & deux angles
droits ; donc la droite FG est dans la direc-
tion de la droite GL; et puisque la droite KF
est égale et paralléle & la droite HG, et que
la droite HG est aussi égale et paralléle & la
droite ML, la droite KF sera égale et paral-
_léle a la droite ML (ax. 1 et prop. 30). Mais
ces deux droites sont jointes ensemble par les
“droites KM, FL : donc les. droites KM, FL
sont égales et paralléles.( prop. 33 ) : donc la
figure KFLM est un parallélogramme ; mais
comme le wriangle ABD est égal au parallélo-
gramme HF, et que le triangle ABC est égal an
parallélogramme GM, la figure totale ABCD
sera égale au parallélogramme total KFLM.
Donc le parallélogramme KFLM a été cons-
wrait égal i la figure rectiligne ABCD, dans
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. Fangle FKM égal a Pangle donné E; ce qu'il
falloit faire. '

PROPOSITION XLVL
‘ PROBLEME,
Décrire un quarré sur une droite dounée.

Soit AB (fig. 44 ) la droite donnée : il faut
décrire un quarré sur cette droite.

Du pomt A, donné dans la droite AB, con-
duisez une droite A C perpendiculaire i la droite
AB (prop. 11); faites la droite AD égale a la
droite AB (prop.31); par le pointD conduisez -
la droite DE parallele ala droite AB (prop.3r1),
et par le point B conduisez aussi une droite BE
paralléle a la droite AD.

La figure ADEB est un parallélogramme :
donc la droite AB est égale a la droite DE, et
la droite AD égale i la droite BE; mais la
droite AB est égale & la droite AD : donc les
quatre droites BA, AD, DE, EB sont égales
entr’elles : donc le parallélogrammne ADEB est
équilatéral. Je dis de plus, qu'il est rectangle,
car puisque la' droite AD tombe sur les paral-
léles AB, DE, les angles BAD, ADE sont égaux
a deux droits (prop. 29); mais Uangle BAD est
droit par construction ;. donc langle ADE est

‘ 3
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droit aussi. Mais les e6tés et angles opposés des
parallélogrammes sont égaux (prop. 34 ) ; donc
chacun des angles opposés ABE, BED est droit,
et par conséquent le parallélogramme ADEB est
rectangle;; mais nous avons démontré qu'il étoit
équilatéral.

Donc le parallélogramme ADEB est un quarré
décrit sur la droite AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XLVIL
‘ THEOREME.

Dans les triangles rectangles , le quarré décrit sur

~ le cdté opposé & Uangle droit est égal aux
quarrés construits sur les c8tés qui comprennent
Cangle droit.

Soit ABC (fig. 45) un triangle rectangle
dont P'angle droit est BAC : je dis que le quarré
construit sur le c6té BC est égal aux quarrés
construits sur les c6tés BA, AC.

Construisez le quarré BDEC sur le c6té BC
construisez aussi les deux quarrés GB, HC sur
les c6tés BA, AC, et par le point A conduisez

-une droite AL paralléle a 'une ou & I'autre des
droites BD, CE; conduisez ensuite les droites
.AD, FC.

- Puisque chacun des angles BAC, BAG est
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droit, et que les deux droites AC, AG, placées
de part et d’autre de la droite BA, font au point
A, avec la droite AB, deux angles de suite

égaux a deux angles droits, la droite CA'est” °

dans la direction de la droite' AG : la droite
AB est dans la direction de la droite AH, par
la méme raison; et puisque I'angle DBC est
égal a I'angle FBA (axiome 10); étant droits
I'un et I'autre, s1 nous leur ajoutons un angle
commun ABC, -I’angle total DBA sera égal &
Pangle total FBC; mais les deux droites DB,
BA étant égales aux deux droites CB, BF, cha~
cune 4 chacune, et I'angle DBA égal a I'angle
FBC, la base AD sera égale a la base FC, ct le
triangle ABD égal au triangle FBC (prop. 4).
Or le parallélogramme BL est double du trian-
gle ABD (prop. 41), car ils ont la méme base
BD et sont compris entre les mémes paralléles
BD, AL. Le quarré GB cst aussi double du
triangle FBC, car ils ont la méme base FB et
sont compris entre les mémes paralléles FB,
GC; mais les quantités qui sont doubles de
quantités égales sont égales entr’elles : donc le
parallélogramme BL est égal au quarré GB.
Ayant conduit les droites AE, BK, nous dé-
montrerons de la méme maniére que le paral-
lélogramme CL est égal an quarré HC : done
4
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le quarré total BDEC est égal aux deux quarrés
GB, HC; mais le quarré BDEC est construit
sur le c6té BC, et les quarrés GB, HC sont
coustruits sur les ¢6tés BA, AC : donc le quarré
BE, construit sur le c6té BC, est égal aux
quarrés construits sur les cétés BA, AC.
Donc dans les triangles rectangles, le quarré
-construit sur le c6té opposé & I'angle droit est
égal aux deux quarrés construits sur les cotés
qui comprennent I'angle droit; ce qulil falloit

démontrer.

PROPOSITION XLVIIL
THEOREME,

Si le quarré qui est construit sur un des cdtés
d’un triangle est égal aux quarrés construits
sur les autres cdtés du triangle , Uangle com~

. pris entre ces deux derniers cétés est droit.

Que le quarré construit sur un cé6té BC
(fig. 46 ) d’'un triangle ABC, soit égal aux
quarrés construits sur les deux autres cétés
BA, AC: je dis que I'angle BAC est droit.

Conduisez du point A une droite AD per-
pendiculaire sur la droite AC (prop. 11); faites
la droite AD égale a la droite BA, et conduisez
la droite DC.
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Car puisque la droite DA est égale 2 la droite
AB, le quarré construit sur DA sera égal au
quarré construit sur AB. Donc si nous ajoutons
un quarré commun, celui qui est construit sur
AC , les quarrés construits sur DA, AC seront
égaux aux quarrés construits sur BA , AC. Mais
le quarré construit sur DC est égal aux quarrés
construits sur DA, AC (prop. 47), car angle
DAC est droit. Or le quarré construit sur BG
est supposé égal aux quarrés construits sur BA,
AC : donc le quarré construit sur DC est égal a
celui qui est construit sur BC : donc le c6té DC
est égal au c6té CB; et comme le c6té AD est
égal an c6té AB et que le c6té AC est com-
mun, les deux c6tés AD, AC sont égaux aux

deux c6tés BA, BC, chacun 4 chacun; maisla * -

base DC est égale ala base CB; donc'angle DAC
est égal a I'angle BAC (prop. 8) ; mais P'angle
DAC est droit : donc I'angle BAC est droit aussi.

Donc si le quarré construit sur un c¢6té d'un
triangle est égal aux quarrés construits sur les
deux autres c6tés , 'angle compris par ces deux
derniers cotés sera droit; ce qu’il falloit dé=
montrer. '

FIN DU PREMIER LIVRE.
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LIVRE IL

DEFINITIONS.

X. Tov'r parallélogramme rectangle est dit
contenu sous les deux droites qui comprennent
un angle droit. -

2. Dans tout parallélogramme , on appelle
gnomon la réunion de 'un quelconque des pa-
rallélogrammes décrits autour de la diagonale
avec les deux complémens.

PROPOSITION PBEMIERE.
THEORE ‘M E.

8i Pon a deux droites, et si Pune d’elles est par-
tagée en un certain nombre de parties , le rec-
tangle compris sous ces deux droites est égal
aux rectangles compris sous la droite qui wa
point été partagée, et sous chacun des segmens
de lautre.

Soient deux droites A, BC (fig.47), et que
la droite BC soit partagée d’'une maniére quel-
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‘donque aux points.D, E : je dis que le rectangle
compris sous les droites A, BC est égal au rec-
tangle -compris : sous les droites A, BD, au
rectangle compris sous les droites A, DE, et
.au réctangle compris sous les droites A, EC.

Conduisez par le point B la droite BF perpen~
“diculaire sur la droite BC ( prop. 11.1)*; faites
‘Ja droite BG égale 2 la droite A, et par le point
G conduisez la droite GH parall¢le 4 la droite
BC (prop.31.1); par les points D, E, C, con-
duisez ensuite lcs droites DK, EL, CH pa-
ralléles 4 la droite BG.

Le rectangle BH est égal aux rectangles BK,+
DL#EH; mais le rectangle BH est compris

“sous les droités A, BC, car il est compris sous

les droites GB, BC, dont la droite BG est égale
ala droite A; le rectangle BK est compris sous
les droites A, BD, car il est compris sous les
droites GB, BD, dont la droite GB est égale ala
droite A ; le rectangle DL est compris sous les
droites A ; DE, puisque DK, c’est-a-dire BG,

est égale é la droite A; et enfin, le rectangle
EH est compris sous les droites A, EC : donc

 le rectangle compris sous les droites A, BC est

* Le premier nombre indique la proposition, et le
second indique Ie livre.
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égal au rectangle compris sous les droites &,
BD, au réctangle compris sous les droites A,
DE, et enfin’' au rectangle compris sous les
"droites A, EC.

Donc sil’on a deux droites, et si I'une d’elles
est partagée en un certain nombre de parties,
le rectangle compris sous ces deux droites est.
égal aux rectangles compris sous la droite qui
n’a point été partagée et sous chacun des seg~
mens de I'autre ; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION I1.
THEOREME. '

8t une droite est partagée d’une maniére quel-
conque en deux parties , le reetangle compris
sous la droite totale et sous lun et Uautre seg-
ment, est égal au quarré de la droite entiére.

Que ladroite AB (fig. 48) soit partagée d’une
maniére quelconque au point C : je dis que le
rectangle compris sous les droites AB, BC, avec
le rectangle compris sous les droites BA, AC,
est égal au quarré de la droite AB. o

Sur la droite AB construisez le quarré ADEB
(prop. 46. 1), et par le point C conduisez la
droite CF paralléle a 'une et al'autre des droites
AD, BE { prop. 31.1).
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Le quarré AE est égal aux rectangles AF,
CE; mais le quarré AE est construit sur la
droite AB; le rectangle AF est compris sous
les droites BA, AC, car il est compris sous les
droites DA, AC, dont la droite AD est égale a
AB; et enfin le rectangle CE est compris sous
les droites AB,,BC, puisque la droite BE est.
€gale 2 la dreite AB; donc le rectangle compris
sous les droites BA, AC, avec le rectangle com-
pris sous les droites AB, BC, est égal au quarré
de la droite AB.

Donc si une droite est partagée d’'une ma-
niére quelconque en deux parties, les rectan-
gles compris sous la droite totale et sous cha-
cun des segmens sont égaux au quarré construit
sur la droite totale ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION IIL
THiO REME.

8i une droite est partagée d’une maniére quel-
congue en deux parties, le rectangle compris
sous la droite totale et U'un des segmens , est égal
au rectangle compris sous les segmens et au
quarré formé sur le segment premiérement pris.

Que la droite AB (fig. 49) soit partégée en
un point quelconque C : je dis que le rectangle
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compris sous les droites AB, BC est égal au
rectangle compris sous les droites AC, CB, et
au quarré de Ja droite BC.

Sur la droite BC construisez le quarré CDEB
( prop. 46. 1), prolongez en F ladroite ED, et
par le point A conduisez la droite AF paral-
léle 3 I'une ou i l'autre des droites €D, BE
(prop.31.1).

Le rectangle AE est certainement égal aux
rectangles AD, CE; mais le rectangle AE est
compris sous les droites AB, BC, car il est
compris sous lés droites AB, BE, dont la droite
BE est égale 2 la droite’BC; le rectangle AD
est compris sous les droites AC, CB, puisque
la droite DC est égale & la droite CB; et enfin
le quarré DB est construit sur la droite BC :
donc le rectangle compris sous les droites AB,
BC est égal au rectangle compris sous les droites
AC, CB et au quarré de la droite BC.

Donc si une droite est partagée d’'une ma-
niére quelconque en deux parties, le rectangle
compris sous la droite totale et sous un des
segmens, est égal au rectangle compris sous les
segmens et au quarré construit sur le segment
premiérement pris ; ce qu'il falloit démontrer.
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"PROPOSITION 1V.
THEOREME,

\ S; une droite est partagée d’une maniére quel-

~ conque en deux: parties, le quarré construit sur

" la droite entiére est égal aux quarrés formés
sur les dewx segmens et au double du rectangle
compris sous ces deux segmens.

: Quela droite AB (fig. 50) soit partaoee d’une
maniére quelconque au point C : je dis que le
quarré construit sur AB est égal aux quarrds
gonstruits sur AC, CB, et au double du rec~
tangle compris sous les segmens AC, CB.

Construisez le quarré ADEB sur la droite AB
(prop-46.1), conduisez la droite BD; par le
pomt C conduisez la droite CGF paralléle 2 'une
ou a l'antre des droites AD, BE (prop. 31. 1),
et par le point G conduisez la droite HK paral-
léle a 'une ou a l'autre des droites AB, DE.

Puisque la droite CF est paralléle 4 la droite
AD, et que la droite BD tombe sur ces deux
droites, I'angle extérieur BGC sera égal 3 I'an-
gle intérieur et opposé ADB (prop. 29.1); mais
I’angle ADB est égal a Pangle ABD (prop. 5. 1),
parce que le c6té BA est égal au c6té AD; donc
P’angle CGB est égal a l'angle GBC: donc le
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cdté BC est égal au c6té CG (prop. 6. 1) ; mais
le c6té CB est égal au c6té GK (prop.34.1), et
le c6té CG égal au c6té BK : donc le c61é GK
est égal au c6té GC : donc le quadrilatére CGKB
est équilatére. Je dis de plus qu'ill est rectan-
gle; car puisque la droite CF est paralléle a la
droite BK, et que la droite CB tombe sur ces
deux droites, lesanglesKBC, GCBsont égaux
a deux droites (prop. 29. 1); mais I'angle KBC
est droit (déf. 30. 1) : donc I'angle GCB est
droit aussi : donc les angles opposés CGK,
GKB seront encore droits (prop.34.1) : donc
le quadrilatére CG KB est rectangle. Mais on a
démontré qu'il étoit équilatére; donc ce qua-
drilatére est un quarré, et ce quarré est cons-
truit sur la droite BC. Par la méme raison le
quadrilatére HF est encore un quarré qui est
construit sur HG, c¢’est-a-dire sur AC. Donc HF,
CK sont deux quarrés construits sur AC, CB;
et puisque le rectangle AG est égal au rectangle
GE (prop. 43.1), et que ce rectangle AG est

compris sous les droites AC, CB, GC étant égal . -

a CB, le rectangle GE sera égal i un rectangle
qui est compris sous les droites AC, CB : donc
les rectangles AG, GE sont égaux au double
du rectangle qui est compris sous les droites
AC, CB; mais les quarrés HF, CK sont cons-
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truits sur les droites AC, CB : donc les quatre

_ figures HF, CK, AG, GE sont égales aux
quarrés construits sur AC, CB et au double du
rectangle compris sous les droites AC, CB;
mais les quatre figures HF, CK, AG, GE com-
posent toute la figure ADEB qui est le quarré
construit sur AB ; donc le quarré construit sur
AB est égal aux quarrés construits sur AC,CB,
et au double du rectangle compris sous les
droites AC, CB.

Donc si une droite est partagée d’'une ma-
ni¢re quelconque, le quarré de la droite en-
tiére est égal au quarré des segmens et au
double du rectangle compris sous ces segmens; ;
ce quil falloit démontrer. ¥

AUTREMENT.

Je dis que le quarré construit sur la droite
AB est égal aux quarrés construits sur AC, CB
et an double du rectangle compris sous AC,CB.

En effet, puisque dans la méme figure le
c61é BA est égal au c6té AD, I'angle ABD sera
égal alangle ADB (prop.5.1); et comme les
trois angles d’un triangle quelconque sont égaux
a deux droites (prop.32.1), les trois angles
ABD, ADB,BAD du triangle ABD seront
égaux a deux droits. Mals l’angle BAD est

K .
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droit : donc les deux autres angles ABD, ADB
sont égaux i un angle droit; or ces deux angles
sont égaux entr’eux : donc chacun des angles
ABD, ADB est égal & la moitié d’'un angle
droit. Mais I'angle BCG est droit , car il est égal
i I'angle intérieur et opposé BAD : donc l'an-
gle restant CGB est la moitié d'un angle droit;
donc P'angle CGB est égal a Pangle CBG : donc
le c6té BC est égal au c6té CG (prop. 34.1);
"mais CB est égal 2 KG, et CG égal aussi 4 BK
(prop. 4. 1) : donc le quadrilatére CK est
équilatére; mais i1l a un angle droit : donc ce
quadrilatére est un quarré , et ce quarré est cons-
truit sur le segment CB. Le quadrilatére HF
est un quarré , par la méme raison, et ce quarré
" est construit sur le segment AC : donc les qua-
drilatéres CK, HF sont deux quarrés, et ces
deux quarrés sont construits sur les segmens
AC, CB. De plus, puisque le rectangle AG est
. €égal au rectangle EG (prop. 31. 1), et que le
rectangle AG est compris sous les droites AC,
- CB, car la droite CG est égale a la droite CB,
le rectangle EG -est égal au rectangle compris
sous les-droites AC, CB : donc les rectangles
AG, GE sont égaux au double du rectangle qui
seroit compris sous les droites AC, CB, mais les
guarrés CK, HF sont égaux & ceux qui seroient
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construits sur les segmens AC, CB : donc les
quatre figures CK, HF, AG, GE sont égales
aux quarrés construits sur les segmens AC,
CB, et au double du rectangle compris sous
ces mémes segmens. Mais les figures CK, HF,
AG, GE composent toute la figure AE qm est
le quarré construit sur AB.

Donc le quarré formé sur la droite AB est
égal aux quarrés formés sur les droites AC,
. CB, et au double du rectangle compris sous -
les mémes droites AC, CB; ce quil falloit dé-
montrer.

" COROLLAIRE.

11 suit de Ia que , dans les quarrés, les parallé~
logrammes qui sont autour de la diagonale sont
toujours des quarrés.

»
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PROPOSITION V.
THEOREME.

8i une droite est coupée en deux parties égales
et en deux parties inégales , le rectangle com~
pris sous les deux segmens inégaux de la droite
entiére avec le quarré de la droite qui est placée
.entre les points de section , est égal au quarré de

" la moitié de cette droite. -

. Qu’une droite quelconque AB (fig.51) soit
coupée en deux parties égales au point C et en
deux parties inégales au point D : je dis que le
rectangle compris sous les droites AD, DB,
avec le quarré construit sur CD, est égal au
quarré construit sur CB.

Sur la droite BC construisez le quarré CEF B
(prop- 46. 1), et conduisez la droite BE ; par le
point D conduisez la droite DHG paralléle a 'une
ou a I'autre des droites CE, BF (prop. 31.1);
par le point H conduisez la droite KL M paral-
léle a 'une ou A Pautre des droites CB, EF,
et enfin par le point A conduisez la droite AK
paralléle 3 I'une ou I'autre des droites CL, BM.

Puisque le complément CH est égal au com-
plément HF (prop. 453. 1), si nous ajoutons a
chacun de ces complémens le quarré DM, le
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rectangle total CM sera égal au rectangle total
DF; mais le rectangle CM est égal au rectan-
gle AL (prop. 36.1), puisque la droite AC est
égale i la droite CB : donc le rectangle AL est
égal au rectangle DF ; donc si nous ajoutons
le rectangle CH a chacun de ces deux rectan-
- gles, le rectangle total AH sera égal aux rectan-
gles DF, DL; mais le rectangle AH est com-
pris sous les droites AD, DB, puisque la droite
DH est égale i la droite DB; or les rectangles
FD, DL forment le gnomon NOP : donc le
gnomon NOP est égal au rectangle compris
sous les droites AD, DB; donc si nous ajoutons
a chacune de ces deux quantités le quarré LG
qui est égal au quarré de CD (corol. 4.2), le .
gnomon NOP et le quarré LH seront égaux an
rectangle compris sous les droites AD, DB, et
au quarré construit sur CD; mais le gnomon
NOP et le quarré LG forment tout le quarré
CEFB qu est construit sur CB : donc le rec-
tangle compris sous AD, DB, avec le quarré
construit sur CD, est égal au quarré construit
sur CB.

Donc si yne droite est coupée ensdeux par-
ties égalqs/et en deux parties inégales, le rec-
tangle compris sous les deux segmens inégaux
de la‘droite totale avec le quarré de la droite

3
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qui est placée entre les deux points de section,
est égal au quarré de la moitié de cett= drone ;
ce qu’il falloit démontrer.’

PROPOSITION VI

THEOREME.

.

Siunelignedroite est coupée en deuwx parties égales,
et si on lui ajoute directement une droite quel-
conque ; le rectangle compris sous une droite
composée de la premiére droite et de la droite
ajoutée, et sous la droite ajoutée, avec le quarré
de la moitié de la premiére ligne droite, est égal
au quarré d’une droite composée de la moitié de
la premiére ligne droite et de la droite ajoutée.

-Qu’une ligne droite quelconque AB (fig. 52)
soit coupée en deux parties égales au point C;
qu'on lui ajoute directement une droite quel-
conque BD : je dis que le rectangle compris
sous’ AD, DB, avec le quarré de la droite CB,
est égal au quarré de CD.

Sur la droite CD décrivez le quarré CEFD
(prop. 46. 1); conduisez la droite DE; par le
point B conduisez la droite BHG paralléle 4 'une
ou a Pautre des droites CE, DF (prop.31.1);
par le point H conduisez la droite KLM parall¢le
alune ou i 'autre des droites AD, EF, et enfin
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par le point A conduisez la droite AK paralléle
a line ou A l'autre des droites CL, DM.

Puisque la droite AC est égale & la droite
CB, le rectangle AL sera égal au rectangle CH
(prop.36.1); mais le rectangle CH est égal au
rectangle HF (prop. 43. 1) : donc le rectangle
AL sera égal au rectangle HF ; donc si nous
ajoutons a chacun de ces rectangles le rectangle
CM, le rectangle total AM sera égal au gnomon
NOP; mais le rectangle AM est compris sous
les droites AD, DB, car DM est égal a DB
(corrol. 4. 2); donc le gnomon NOP est égal
4 un rectangle qui est compris sous les droites
AD, DB; donc si nous ajoutons 4 chacune de
ces deux quantités le quarré LG qui est égal a
quarré construit sur CB, le rectangle compris
sous les droites AD, DB avec le quarré cons-
truit sur BC sera égal au gnomon NPO et au
quarré LG. Mais le gnomon NPO et le quarré
LG composent le quarré total CEFD qui est
construit sur CD : donc le rectangle ‘compris
sous AD, DB avec le quarré construit sur BC
est égal au quarré construit sur CD.

Donc s1 une ligne droite est coupée en deux
parties égales, et si on lui ajoute directement
une droite quelconque, le rectangle compris -

sous une droite composée de la premiére ligne

4
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droite et de la droite ajoutée, et sous la droite
ajoutée , avec le quarré de la moitié de la pre-
miére ligne droite, est égal au quarré d’une
droite composée de la moitié de la premiére
ligne droite et de la droite ajoutée; ce qul
falloit démontrer.

PROPOSITION VII
THEOREME.

Si une droite est partagée en deux parties d'une
maniére quelconque, le quarré de la droite en-
ticre et le quarré de Uun de ses segmens égalent
le double du rectangle compris sous la droite
entiére et ce segment et le quarré de Uautre
segment.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 53) soit
partagée d’une maniére quelconque au point C:
je dis que le quarré de AB et le quarré de BC
sont égaux au double du rectangle compris sous
AB, BC, et au quarré de AC. '

Sur AB décrivez le quarré ADEB (prop. 46. 1)
et construisez la figure.

‘Puisque le rectangle AG est égal au rectan-
gle GE (prop. 43. 1), si nous ajoutons  I'un
et a lautre le quarré CF , le rectangle AF sera
égal au rectangle CE : donc les rectangles AF,
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CE sont doubles du rectangle AF; mais les
rectangles AF , CE composent le gnomon
KLM et le quarré CF : donc le gnomon KLM
et le quarré CF sont doubles du rectangle AF;
mais le double du rectangle compris sous les
droites AB, BC est double du rectangle AF, car
la droite BF est égale & la droite BC (cor. 4.2):
donc le gnomon KLM et le quarré CF sont
égaux au'rectangle compris sous les droites’
AB, BC; donc si nous ajoutons a ces quantités
le quarré HN , qui est construitsur la droite AC,
le gnomon KL M et les quarrés CF, HN seront
égaux au double du rectangle compris sous AB,
BC, et au quarré de AC; mais le gnomon KLM
et les quarrés CF, HN forment le quarré total
ADEB et le quarré CF qui sont construits sur
AB, BC : donc les quarrés de AB et de BC
sont égaux au double durectangle compris sous
AB, BC, et au quarré de AC.

Donc si une droite est partagée en deux
parties d’'une maniére quelconque, le quarré
de la droite entiére et le quarré de I'un de ses
segmens sont égaux au double du rectangle
compris sous la droite entiére et ce segment,
et au quarré de l'autre segment ; ce qu’il falloit
démontrer.
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PROPOSITION VIII.-
THEOREME.

Si une droite est partagée en deux parties d’une
maniére quelconque, le quadruple du rectangle
compris sous la droite enticre et un de ses seg~
mens , avec le quarré de Uautre segment, est égal
au quarré construit sur la droite entiere et le
premier segment , considérés comme ne formant
gv'une seule droite.

Que la droite AB (fig. 54 ) soit partagée en
deux parties d’'une maniére quelconque au
pomnt C : je dis que le quadruple du rectangle
compris sous les droites AB, BC avec le'quarré
de AC, est égal au quarré construit sur les
droites AB, BC, considérées comme ne for---
mant qu'une seule droite.

Prolongez la droite DB dans la direction de
AB; faites BD égal 4 CB; décrivez sur AD le
quarré AEF D (prop. 46. 2), et construisez une
double figure. o

‘Puisque la droite CB est égale 4 la droite
BD, et que la droite CB est égale & la droite
GK (prop. 34. 1), et la droite BD égale aussi
a la droite KN, la droite GK sera égale a'la
droite KN ; la droite QR est égale a la droite
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RP par la méme raison. Puisque CB est égal
aBD, et GK égal & KN, le rectangle CK sera
- égal au rectangle BN, et le rectangle GR égal
au rectangle KP (prop. 36. 1); mais le rectangle
CK est égal au rectangle RN (prop. 43. 1), car
ils sont les complémens du parallélogramme CP:
donc le rectangle BN est égal au rectangle GR :
donc les quatre rectangles BN, KC, GR, RN
sont égaux entr’eux : donc ils sont le quadruple
" du rectangle CK. De plus, puisque CB est égal
a2 BD et que BD est égal 4 BK, c’est-a-dire a
CG (34.1), et CB égal 4 GK, c’est-a-dire
GQ, la droite CG sera égale a la droite GQ;
or QR est égal 24 RP : donc le rectangle AG
est égal au rectangle MQ (prop. 36. 1), et
le rectangle QL égal au rectangle RF ; mais
le rectangle MQ est égal au rectangle QL
( prop. 43. 1), puisqu’ils sont les complémens
du parallélogramme ML : donc les rectangles
AG, RF sont égaux : donc les quatre rectangles
AG,; MQ, QL, RF sont égaux entr’eux , et
*sont par conséquent quadruples du rectangle
AG. Mais on a démontré que les quatre quarrés
CK, BN, GR, RN, éioient quadruples du
quarré CK : donc les huit figures qui compo-
. sent le gnomon STV sont quadruples du rec-
tangle AK, et puisque le rectangle AK est
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compris sous les droites AB, BD; car BK est
égal A BD (cor.4.2), le quadruple du rec-
tangle AK sera compris sous les droites AB,
BD; mais il a été démontré que le gnomon
STV est quadruple du rectangle AK ; donc le
rectangle qui est compris sous les droites AB,
BD est égal au gnomon STV ; donc si nous ajou-
tons 4 ces quantités égales le quarré OH qui est
égal au quarré de AC (cor. 4. 2), le quadruple
du rectangle compris sous les droites AB, BD,
et le quarré de AC seront égaux au gnomon
STV et au quarré OH; mais le gnomon STV
et le quarré OH comprennent tout le quarré
AEFD qui est décrit sur AD : donc le qua-
druple du rectangle compris sous les droites
AB, BC et le quarré de AC est égal au quarré
construit sur les droites AB, BC considérées
comme ne faisant qu'une seule droite.

Donc si une droite est partagée en deux par-

ties égales d’une maniére quelconque, le qua~

druple du rectangle compris sous la droite en-
tiére et un de ses segmens et le quarré de lautre
segment , sont égaux au quarré construit sur la
droite entiére et le premier segment, consi-
dérés comme ne formant qu’une seule droite ;
ce qu’il falloit démontrer.

-
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PROPOSITION IX.
THEORENME.

+ 8i une droite est partagée en deux parties égales
et en deux p'artiers inégales , les quarrés des
segmens inégaux sont doubles du quarré de la
moitié de cette Hroite et du quarré de la droite
interceptée entre les points de section.

Que la droite AB (fig. 55) soit partagée en
deux parties égales au point C et en deux par-
ties inégales au point D : je dis que les quarrés
de AD, DB sont doubles des quarrés de AC,
CD.

Du point C conduisez une droite CE qui soit
perpendiculaire 4 la droite AB (prop. 11.1);
faites la droite EC égale 4 'une ou a I'autre des"
droites AC, CB, et menez les droites EA, EB;
par le point D conduisez la droite DF paralléle
i la droite EC (prop. 31. 1), et par le point F
conduisez la droite FG paralléle a la droite AB,
et menez la droite AF.

Puisque la droite AC est égale 4 la droite
CE, l'angle EAC sera égal & I'angle AEC
(prop. 5. 1) et puisque 'angle ACE est droit,
les angles AEC, EAC seront égaux 4 un angle
droit (prop. 32.1); mais ces deux angles sont
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¢égaux entr’eux : donc chacun des angles AEC,
EAC est la moitié d'un angle droit. Par la
méme raison, chacun des angles CEB, EBC
est aussi la moitié d'un angle droit : donc I'an-~
gle total AEB est droit. Puisque 'angle GEF
est la moitié d’un angle droit et que I'angle
EGF est droit, car il est égal a 'angle intérieur
et opposé ECB (prop. 29. 1), 'angle EFG
sera la moitié d'un angle droit : donc l'angle
GEF est égal 4 'angle EFG : donc le c6té EG
est égal au c6té GF (prop. 6. 1). De plus, puis-
que I'angle EBD est la moitié d’'un angle droit,
et que I'angle FDB est droit, car il est égal a
I'angle intérieur et opposé ECB, I'angle BFD
sera la moitié d'un angle droit : donc I'angle
FBD est égal a 'angle DFB : donc le ¢6té DF
est égal au c61é DB (prop. 6. 1). Puisque la
droite AC est égale a la droite CE, le quarré
de AC sera égal au quarré de CE : donc les
quarrés de AC, CE sont doubles du quarré
de AC; mais le quarré de EA est égal aux
quarrés de AC, CE (prop. 47. 1), puis Vangle
ACE est droit : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus, puisque
EG est égal 4 GF et que le quarré de EG est
égal au quarré de GF, les quarrésde EG, GF
seront doubles du quarré de GF ; mais le quarré
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de EF est égal aux quarrés de EG, GF
{prop. 47. 1) : donc le quarré de EF est dou-
ble du quarré de GF ; mais la droite GF est
. égale a la droite CD (prop. 34. 1) : donc le
quarré EF est double du quarré de CD; mais
le quarré de AE est double du quarré de AC:
donc les quarrés de AE , EF sont doubles des
quarrés de AC, CD; or le quarré de AF est
égal aux quarrés de AE, EF (prop. 47.1),
puisque 'angle AETF est droit : donc le quarré
de AF est double des quarrés de AC, CD;
mais les quarrés de AD, DF sont égaux au
quarré de AF (prop. 47.1), car 'angle ADF
est droit : donc les quarrés de AD, DF sont
doubles des quarrés de AC, CD; or la droite
DF est égale a la droite DB : donc les quarrés
de AD, DB seront doubles des quarres de AC,
CD.

Donc si une droite est partagée en deux
parties égales et en deux parties inégales ,, les
. quarrés des deux segmens mégaux sont doubles
. du. quarre de la moitié de cette droite et dn
. quarré de la droite interceptée entre les deux
~ points de section ; ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION X.

’

THEOREME,

Si une ligne droite est coupée en deux parties
égales , et si on lui ajoute directement une
droite quelconque , le quarré d’une droite com~
posée de la ligne droite entiére et de la droite
ajoutée, et le quarré de la droite ajoutée, sont
doubles du quarré de la moitié de cette ligne
droite et du quarré d’une droite composée de
la moitié de cette ligne droite et de la droite
ajoutée , comme ne faisant qu'une seule droite.

Que la droite AB (fig. 56 ) soit partagée en
deux parties égales au point C, et qu'on lui
ajoute directement une droite quelconque BD:
je dis que les quarrés de AD, DB sont doubles
des quarrés de AC, CD.

Du point C conduisez la droite CE perpen-
diculaire sur AB (prop. 11.1); faites la droite
CE égale a I'une ou a l'autre des droites AC,
CB; menez les droites AE, EB; par le point
E conduisez la droite EF paralléle i la droite
AD, et par le point D conduisez la droite DF
paralléle 4 la droite CE. Puisque la droite EF
tombe sur les parallélesEC, FD, les angles CEF,
EFD sont égaux & deux droits (prop. 29. 1) :
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‘donc les angles FEB, EF D sont moindres que
deux-angles droits ; or deux droites se rencon-
trent quand elles sont prolongées a I'infini du
* c6té ot elles forment deux angles moindres que
deux droits (ax. 11) : donc les droites EB,
FD, prolongées du ¢6té BD, se rencontreront.
Prolongez ces droites, et supposons qu’elles se

' rencontrent au point G ; menez la droite AG.
Puisque la droite AC est égale & la droite
- CE, l'angle AEC sera égal 4 I'angle EAC
“ (prop. 5. 1); or Pangle ACE est droit : donc
- chacun des angles EAC, AEC est la moitié
- d'un angle droit (prop.32:1). Par la méme
Taison, chacun des angles CEB, EBC est la
moitié d’un angle droit : donc I'angle AEB est
* droit. Puisque I'angle EBC est la moitié d'un
angle droit, I'angle DBG est aussi la moitié
- d'un angle droit (prop. 15. 1). Mais I'angle
BDG est droit (prop. 29. 1), car il est égal &
I'angle alterne DCE : donc I'angle DGB est la
moiiié d’un angle droit : donc 'angle DGB est
égal 3 'angle DBG : donc le c6té BD est égal
au c6té GD (prop.6.1). De plus, puisque
Pangle EGF est ]a moitié d’'un angle droit, et
que I'angle EFD est droit, car il est égal 4 I'an-
gle opposé ECD ( prop. 34.1), l'angle FEG
- est la moitié d’un angle droit : donc P'angle

G
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EGF est égal 2 I'angle FEG : donc le c61é GF
est égal au c6té EF (prop- 6.1); et comme la
droite EC est égale i la droite CA, le quarré de
EC est égal au quarré de AC : donc les quarrés
de EC, CA sont doubles du quarré de CA. Or
le quarré de EA est égal aux quarrés de EC,
CA (prop. 47. 1) : donc le quarré de EA est
double du guarré de AC. De plus, puisque la
droite GF est égale A la droite EF, le quarré
de FG est égal au quarré de FE: donc les
quarrés de FG, F E sont doubles du guarré de
EF; or le quarré de EG est égal aux quarrés
de GF, FE (prop. 47. 1) : donc le quarré de
EG est double du quarré de EF ; mais la droite
EF est égale a la droite CD : donc le quarré
de EG est double du quarré de CD; mais on
a démontré que le quarré de EA est double du
quarré de AC : donc les quarrés de AE, EG
sont doubles des quarrés de AC, CD; mais le
quarré de AG est égal aux quarrésde AE, EG
(prop.47. 1) : doncle quarré de AG est double
des quarrés de AC, CD. Or les quarrés de AD,
D G sont égaux au quarré de AG (prop. 47.1):
donc les quarrés de AD, DG sont doubles des
quarrés de AC, CD; mais la droite DG est
égale 2 la droite DB : donc les quarrés de AD,
DB sont doubles des quarrés de AC, CD.
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Donc si une Iigne droite est partagée en deux
parties égales, et si on lui ajoute directement
une droite quelconque, le quarré d’une droite ”
composée de la ligne droite entiére et de la
droite ajoutée, et le quarré de la droite ajoutée,
sont doubles du quarré de la moitié de la ligne
droite et au quarré d’'une droite composée de
la moitié de la ligne droite et de la droite
ajoutée comme ne faisant qu'une seule droite;
¢e qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI.
PROBLEME.

Partager une droite donnée de maniére que le
rectangle compris sous la droite entiére et U'un
de ses segmens , soit égal au quarré de lautre
segment.

Soit AB (fig. 57) la droite donnée : il faut
partager la droite AB de maniére que le rec-
tangle compris sous la droite entiére et 'un de
"ses segmens , soit égal au quarré de l'autre seg-
ment. .

Sur la droite AB décrivez le quarré ABDC
(prop 46. 1), partagez la droite AC en deux
partles égales en E (prop. 10. 1), et menez la
; a}rmt prolonge ensuite la drotte CA
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vers F, faites la droite EF égale 4 la droite' BE
(prop. 3. 1), décrivez sur AF le quarré FH,
et pralongez la droite GH vers K : je dis que
la droite AB est partagée en H de maniére que
le rectangle compris sous AB et BH est égal au
quarré de AH. '

" Puisque la droite AC est coupée en deux
parties égales en £, si nous lui ajoutons directe-
ment la droite AF, le rectangle compris sous les
droites CF, F A et le quarré de AE, pris ensem-
ble, seront égaux au quarré de EF (prop.6. 2);
mais la droite EF est égale & la droite EB:
donc le rectangle compris sous CF, FA et le
quarré de AE, pris ensemble, sont égaux au
quarré de EB; mais les quarrés de BA, AE
sont égaux au-quarré de EB (prop. 47. 1), car
Vangle BAE est droit ; donc le rectangle com-
pris sous CF, FA avec le quarré de AE est égal
aux quarrés de BA, AE. Donc, si on retran-
che le quarré de AE qui est commun, le rec-
-tangle compris sous CF, FA sera égal au quarré
de AB; mais le rectangle FK est compris sou's
les droites CF, F A, puisque la droite AF est
égale 4 la droite FG, et le quarré de AB est
égal au quarré AD : donc le rectangle FX est
égal au quarré AD : donc, si 'on retranche-le
rectangle commun AK, le quarré F H sera égal
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au rectangle HD; mais le rectangle HD est .
compris sous les droites AB, BH, puisque AB
est égal.a BD et que FH est Je quarré de AH:
donc le rectangle compris sous AB, BH sera
égal au quarré de AH.

. Donc la droite AB est coupée au point H, de
maniére que le rectangle compris sous AB, BH
est égal au quarré de AH; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XII.
THEOREME.

Dans les triangles obtus angles , le quarré du coté
opposé & Uangle obtus est égal aux quarrés des
deux cotés qui comprennent Uangle obtus, et
au double du rectangle compris sous le cété de
Vangle obtus qui est prolongé jusqu’a la per-
pendiculaire abaissée du sommet de langle
opposé et sous la droite interceptée entre la
perpendiculaire et le sommet de Uangle obtus.

- Soit ABC (fig. 58) un triangle obtus angle
dont I'angle BAC est obtus; du point B con-
duisez une perpendiculaire BD sur le c6té pro-
longé CA : je dis que le quarré de BC est égal
aux quarrés de BA, AC, et au double du rec-
tangle compris sous les droites CA, AD.

Puisque la droite CD est coupée d'une ma-
3
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niére quelconque au point A, le quarré de CD
sera égal aux quarres de CA, AD, et au double
du rectangle comprls sous les droues CA, AD
(prop. 4. 2): donc si on ajoute & ces quantités
egales le quarré de DB, les quarrés de CD, DB
seront égaux aux quarrés de CA, AD, DB et
au double du rectangle compris sous les droites
CA, AD; mais le quarré de CB est égal aux
quarrés de CD, DB (prop. 47.1), car I'angle
CDB est droit, et le quarré de AB est égal aux
quarrés de AD, DB : donc le quarré de CB est
égal aux quarrés de CA, AB, et au double du
rectangle compfis sous les droites CA, AD.
Donc dans les triangles obtus angles le quarré
du c6té opposé a langle obtus est égal aux
quarrés des deux c6tés qui comprennent ’an-
gle obtus et au double du rectangle compris
sous le c6té de I'angle obtus qui est prolongé
jusqu’a la perpendiculaire abaissée du sommet
de V'angle opposé et sous la droite interceptée
entre la perpendiculaire et le sommet de angle
obtus; ce quil falloit démiontrer.
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PROPOSITION XIII
"THEOREME.

Dans les triangles acutangles, le quarré d’un cété
opposé & un angle aigu est égal aux quarrés
des cdtés qui comprennent cet angle aigu moing
le double du rectangle compris sous le cété de
Vangle aigu sur lequel tombe la perpendicu-
laire abaissée du sommet de Uangle opposé et
sous la droite interceptée entre cet angle aigu
et la perpendiculaire.

Soit le triangle acutangle ABC (fiz. 59 ) dont
‘Pangle B est aigu ; du point A conduisez sur la
droite BC la perpendiculaire AD : je dis que
le quarré de AC égale les quarrés de CB, BA,
moins le double du rectangle compris sous les
droites CB, BD.

Puisque la droite CB est coupée d’une ma-
niére quelconque au pont D, les quarrés de
CB, B D seront égaux au double du rectangle
compris sous les droites CB, BD, et au quarré
de DC (prop. 7. 2) : denc si nous ajoutons a
ces quantités égales le quarré de AD, les quarrés
de CB, BD, DA seront égaux au double du
rectangle compris sous les droites CB,BD, et
aux quarrés de AD, DC; mais le quarré de AB

4

¢
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est égal aux quarrés de BD, DA (prop. 47.1),
car I’angle ADB est droit, et le quarré de AC
est égal aux quarrés de AD, DC : donc les
quarrés de CB, BA sont égaux au quarré de AC
et au rectangle compris sous les droites CB,
BD : donc le quarré de AC égale les quarrés
de CB, BA, moins le double du rectangle com-
pris sous CB, BD.

Donc dans les triangles acutangles le quarré
d’un c6té opposé a un angle aigu est égal an
quarré des deux autres cotés qui compren-
nent 'angle aigu moins le double du rectan-
gle compris sous le c6té de l'angle aigu sur
lequel tombe la perpendiculaire abaissée du
sommet de Pangle opposé et sous la droite in-
terceptée entre la perpendiculaire et cet angle

aigu (1).

"(1) Cette proposition est encore vraic, lors méme
. que Vangle A est droit ou obtus.
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PROPOSITION XI1V.

PROBLEME.

Construire un quarré égal & une figure rectiligne
donnée.

Soit A (fig. 60) la figure rectiligne donuée :
" il faut construire un quarré qui soit égal & cette
figure. ' _ ’

Construisez un rectangle BD égal a la figure
rectiligne doonée A (prop.45. 1). Silec6té BE
éuoit égal au c6té ED, on auroit déja fait ce
qu’on proposoit, car le quarré BD auroit été
construit égal a la figure rectligne A. Si, au
contraire, I'un des c6tés BE, ED est plus grand
que l'autre, et s1 le c6té BE est le plus grand,
prolongez-le vers F, et faites EF égal 4 ED
(prop.3.1); ayant ensuite partagé la droite F B
en deux parties égales au point G, du pomnt G
et avec un intervalle égal 4 I'nune ou a Pautre
des droites GB, GF, décrivez la demi-circon-
férence BHF (dem.3 ), prolongez DE jusqu’en
H, et menez la droite GH.

Puisque la droite BF est partagée en deux
parties égales au point G et en deux parties
inégales au point E, le rectangle compris sous -
les droites BE, EF et le quarré de EG, seront
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égaux au quarré de GF (prop. 5. 2); mais la
droite GF est égale a4 la droite GH : done le
rectangle compris sous les droites BE, EF et
le quarré de EG serout égaux au quarré de
GH ; mais les quarrés de HE, GE sont égaux
au quarré de GH ( prop. 47. 1) : donc le rec-
tangle compris sous les droites BE, EF et le
quarré de GE, pris ensemble , sont égaux aux
quarrés de HE, GE: donc, si nous retranchons
le quarré commun GE, le rectangle compris
sous les droites BE , EF sera égal au quarré de
EH; mais le rectangle compris sous les droites
BE, EF, est le parallélogramme BD , puisque
la droite EF est égale i la droite ED : donc le
parallélogramme BD est égal au quarré de HE;
or le parallélogramme BD est égal, par cons-
truction, 4 la figure rectiligne A : donc la figure
rectiligne A est égale an quarré construit sur
la droite EH. ‘
Donc le quarré construit sur la droite EH
est égal a la figure rectiligne donnée A ; ce qu'il
falloit faire. : ‘

FIN DU SECOND LIVRE.
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LIV'RE ITL

DEFINITIONS.

1. Lies cercles égaux sont ceux dont les dia-
métres sont égaux, ou ceux dont les droites
menées des centres aux circonférences sont
€gales. .

2. Une droite qui touchant le cercle et qui
étant prolongée ne le coupe point, est appelée
tangente du cercle. .

3. Les cercles qui se touchant ne se cou-
pent point, sont appelés cercles tangens.

4. Dans le cercle on dit que les droites sont
également éloignées du centre , lorsque les per-
pendiculaires menées du centre sur ces droites
sont égal.s.

5. On dit qu’une droite est plus éloignée du
centre lorsque la perpendiculaire qui tombe sur
elle est plus grande. '

6. Un segment de cercle est une figure qui
est comprise entre une droite et la circonfé-
rence du cercle.
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7. L’angle du segment est celui qui est com~
pris par une droite et la circonférence du cercle.
8. Un angle est dans le segment, lorsque I'on
prend un point quelconque dans la circonfé-
rence du segment , et que I'on conduit de ce
point deux lignes droites aux extrémités de Ia
droite qui est la base du segment ; I'angle est
compris par les deux lignes droites qui ont été
menées d’'un point de la circonférence.

9. Mais lorsque les droites qui comprennent
I'angle embrassent une portion de la circonfé~
rence, cet angle est dit appuyé sur la circon-
férence. ‘

- 10. Un secteur de cercle est une figure com-
prise entre deux rayons qui font un angle au
.centre et la portion de la circonférence qu’em-~
brassent ces deux rayons. ’

11. Les segmens des cercles sont semblables,
lorsqu’ils recoivent des angles égaux ou lorsque
les angles qu’ils contiennent sont égaux entre
eux (1).

LY

(1) Une droite menée du centre i la circonférence
se nomme rayon. Une droite menée d’un point de la
eirconférence 4 une autre se nomme corde. On nomme
are une poriion de la circonférence.
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PROPOSITION PREMILRE.
"PROBL E M E.

Trouver le centre d’un cercle donné.

Soit ABC (fig. 61) le cercle donné : il faut
trouver le centre du cercle ABC. )

Conduisez dans le cercle une droite quel-
conque AB, partagez-la en deux parties égales
au point D (prop. 10.1); du point D élevez une
perpendiculaire DC sur AB (prop.11.1), pro-
longez la droite D C jusqu’en E, et partagez CE
en deux parties égales au point F : je dis quele
point F est le centre du cercle ABC.

Car supposons que le point F ne le soit pas,
et que ce soit le point G, si cela est possible.
Conduisez les droites GA, GD, GB. Puisque
la droite AD est égale & la droite DB et que la
droite DG est commune, les deux droites AD,
DG seront égales aux deux droites DB, DG,
chacune A chacune ; mais la base GA est égale
a la base GB, puisque ce sont deux droites
menées du centre ala circonférence (déf. 15. 1):
donc l'angle ADG est égal a l'angle GDB.
(prop. 8. 1) ; mais lorsqu’'une droite tombant -
sur une autre droite fait avec elle les angles de
suite égaux, chacun de ces angles égaux est
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droit (déf. 10. 1) : donc I'angle GDB est droit ;
mais 'angle F DB est droit aussi : donc Pangle
FDB est égal 4 I'angle GDB; c’est-i-dire que
le plus grand est égal au plus petit, ce qui est
impossible : donc le point G n’est pas le centre
du cercle ABC. On démontrera de la méme
maniére que tout autre point, excepté le point
F, n’est pas le centre du cercle.

Donc le point F est le centre du cercle.
COROLLAIRE.

De 14 1l suit évidemment que si dans un cer-
cle une droite en coupe une autre en deux
parties égales en faisant avec elle deux angles
droits, le centre du cercle est placé dans la
droite sécante.

PROPOSITION IL
THEOREME,
Si Ton prend deux points quelconques dans la

-circonférence d'un cercle, la droite qui joint ces
deux points tombera dans le cercle.

Soit le cercle ABC (fig. 62); qu’on prenne.
deux points quelconques A, B, dans la circon-
férence de ce cercle : je dis que la droite qui
est menée du point A au point B, tombe dans
le cercle. '
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Si cette droite ne tombe pas dans le cercle,
supposons , sl est possible, qu’elle tombe en
dehors, en AEB par exemple; cherchez le cen-~
tre du cercle ABC (prop. 1.3), supposons que
D soit ce centre ; menez les rayons AD DB,
et prolongez DF jusqu’en E.

Puisque la droite DA est égale 4 la droite DB,
I'angle DAE sera égal aT'angle DBE (prop.5.1);
et puisque I'on a prolongé un cété AEB du
triangle DAE, I'angle DEB sera plus grand que
Pangle DAE (prop. 16. 1 ); mais 'angle DAE
est égal 4 I'angle DBE : donc I'angle DEB est plus
graod que I'angle DBE ; mais le plus grand c6té
est opposé a un plus grand angle (prop. 18.1):

donc la droite DB est plus grande que la droite
DE; mais la droite DF est égale a la droite DB:
donc la droite DF est plus grande que la droite
DE; c'est-a~lire que la plus petite surpasse la
plus grande, ce qui est impossible : doncladroite
menée du point A au point B ne tombe pas hors
du cercle. Nous démontrerons de la méme ma-
niére qu’elle ne tombe pas dans la circonfé-
rence : donc elle tombe en-dedans du cercle.

Donc si I'on prend deux points quelconques
de la circonférence, la droite qui joint ces
deux points tombe en-dedans du cercle; ce
qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION IIL
THEOREME.

Si dans un cercle une droite qui passe par le centre
coupe en deux parties égales une droite qui ne
passe pas par le centre , la premiére droite cou-
pera la seconde & angles droits ; et si la pre-
miére coupe la seconde & angles droits, elle la
coupera cn deux parties égales.

~ Soit le cercle ABC (fig. 63 ); supposons que
~ la droite CD menée dans le cercle par le centre
coupe la droite AB, qui ne passe pas par le
centre , en deux parties égales au point F : je
dis que la premiére droite coupe la seconde a
angles droits.

Cherchez le centre du cercle ABC ( prop. 1. 5)
supposons que son centre soit le point E, con-
duisez les droites EA, EB

Puisque la droite AF est égale a la droite
FB et que la droite FE est commune, les deux
* droites AF, EF sont égales aux deux droites
FB, FE; mais la base EA est égale a la base
EB: donc I'angle AF E sera égal a l'angle BFE
* (prop. 8. 1); mais lorsqu’une droite tombant
sur une autre droite fait les angles de suite
égaux entr’eux, chacun de ces angles est droit:
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donc chacun des angles AFE, BFE est droit:
donc la droite CD, menée par le centre et cou-
pant en deux parties égales la droite AB quine
passe pas par le centre, coupe la droite AB &
angles droits.

Si la droite CD coupe la droite AB a angles
droits , je dis qu’elle la coupe aussi en deux
parties égales, c’est-d-dire que la droite AF est
égale i la droite FB.

Faites la méme construction ; puisque la
droite EA est égale & la droite EB, l'angle
EAF sera égal a I'angle EBF (prop.5.1);
mais I'angle droit AFE est égal a I'angle droit
BFE : donc les deux triangles EAF, EBF
auront deux angles égaux a deux angles, chacun
a chacun, et un c6té égal 4 un c6té, c’est-a-dire
un ¢6té commun qui est opposé a i des angles
égaux : donc ces deux triangles auront les autres
cOtés €gaux aux autres cotés (prop. 26. 1)
donc la droite AF est égale a la droite BF.

Donc si dans un cercle une droite qui passe
par le centre coupe en deux parties égales une
autre droite qui ne passe pas par le centre,
Ia premiére coupera la seconde i angles droits;
et si la premiére coupe la seconde 4 angles

~ droits, elle la coupera en deux parties égales ;
ce qu’il falloit démontrer.
H



7

114 ELEMENS

PROPOSITION 1V.
THEOREME.

Si dans un cercle deux droites qui ne passent
point par le centre se coupent, elles ne se cou~
peront point en deux parties égales.

- Soit le cercle ABCD (fig. 64 ), et supposons
que les deux droites AC, BD, qui ne sont point
conduites par le centre , se coupent mutuelle-
ment au point E : je dis qu’elles ne se coupent
point en deux parties égales.

Supposons, s'il est possible, qu’elles se cou-
pent en deux parties égales , de mameére que AE
soit égal & EC et BE égal 4 ED : prenez le
centre du cercle ABCD, et supposons que son
centre soit le point F; menez FE.

Puisque la droite. FE, conduite par le centre,
coupe en deux parties égales la droite AC qui
n’est point conduite par le centre, la premiére
coupera la seconde a angles droits (prop.3.3):
donc I'angle FEA est droit. De plus, puisque
la droite FE coupe en deux parties égales la
droite BD qui n’est pas conduite par le centre,
la premiére coupera la seconde & angles droits :
donc I'angle FEB est droit. Mais on a démon-
tré que Vangle FE A est droit aussi : donc I'an-
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gle FEA est égal a I'angle FEB; c’est-a~dire
que le plus petit est égal au plus grand, ce qui
est mpossible : donc les droites AC, BD ne
se coupent point en deux parties égales.

Donc si dans un cercle deux droites qui ne
sont pomt conduites par le centre se coupent
mutuellement , elles ne se couperont point en
deux parties égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V.
THEOREM E.

Si deux. cercles se coupent mutuellement, ils
r’aurant pas le méme centre.

Que les deux cercles ABC, CDG (fig. 65)
se coupent mutuellement aux deux points B, C :
je dis qu’ils n’auront pas le méme centre.

Supposons , s'il est possible , qu’ils aient le
méme centre et que ce centre soit le point-E;
aprés avoir cgnduit la droite EC, .conduisez la
droite EF G d’'une maniére quelconque.

Puisque le point E est le centre du cercle
ABC, la droite EC sera égalé a la dreite EF
( déf. 15.1). De plus, puisque le point E est
le centre du cercle CDG, la droite EC sera
égale a la droite EG. Mais on a démonué que
1a droite EC est égale & la droite EF : donc la

2
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~ droite EF est égale a la droite EG, c’est-3-dire
que la plus petite est égale 2 la plus grande,
ce qui est impossible. Donc le point E n’est
pas le centre des cercles ABC, CDG.

Donc si deux cercles se coupent mutuelle~
ment, ils n’auront pas le méme centre; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION VI
THEOREME.

Si deux cercles se touchent intérieurement, ils
n’auront pas le méme centre.

Que les deux- cercles ABC, CDE (fig.66)
se touchent intérieurement au point C : je dis
qu’ils n’auront pas le méme centre.

Supposons que cela se puisse et queleur centre
soit le point F; aprés avoir conduit la droite
FC, conduisez d’'une maniére quelconque la
droite FEB.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC, la droite FC est égale 4 la droite FB.
De plus, puisque le point F est le centre du
cercle CDE, la droite FC est égale a la droite
FE. Mais on a démontré que la droite FC est
égale a la droite FB : donc la droite FE est
égale 4 la droite FB; c’est-a~dire que la plus
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petite est égale & la plus grande, ce qui est
impossible : doncle point F n’est point le centre
des cercles ABC, CDE.

Donc si.deux cercles se touchent intérieure-
ment , ils n’auront pas le méme centre ; ce qu'il
fallou; demontrer

PROPOSITION VII.
an’:o'iizmn.'

Si dans le diamétre d’un cercle on prend un point
quelconque qui ne soit pas le centre de ce cer-
cle, et si de ce point on conduit des droites &
la circonférence, la plus grande sera celle qui
passera par le centre, et la plus petite sera le
reste du diamétre ; quant aux autres droites ,
celle qui sera plus proche de celle qui passe par
le centre sera plus grande que celle qui en est
plus éloignée; et enfin duméme point on ne peut
“conduire de part et d’autre de la plus petite que
deux droites qui soient égales.

Soit le cercle ABCD (fig.67), que AD soit
son diamétre, prenez un pomnt quelconque F qui
ne soit pas le centre de ce cercle, que le centre
du cercle soit le point E; du point F condui-
sez 3 la circonférence ABCD les droites FB,
FC,FG: je dis que la droite FA est la plus

.3
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grande, que la droite FD est la plus petite, et
‘que parmi les autres la droite FB est plus grande -
que la droite FC, et que ]2 droite FC est plus
grande que la droxte FG.

Conduisez les droites BE, CE, GE.

Puisque deux c6tés d’un trlangle sont plus
grands que le c6té restant (prop. 21.1), les
droites EB, EF seront plus grandes que la
droite BF; mais la droite AE est égale a la
droite BE : donc les droites BE , EF sont égales
A la droite AF : donc la droite AF est plus
grande 'ciue la droite BF. De plus, puisque la
dioite BE est égale 4 la droite CE et que la
droite EF est commune, les deux droites BE
EF sont égales aux deux droites CE, EF; mais
Tangle BEF est plus grand que 'angle CEF :
donc la base BF est plus grande que la base CF
(prop. 24. 1); par la méme raison la base CF
est plus grande que la base FG.

De plus, puisque les droites GF, FE sont
plus grandes que la droite EG, et que la droite
EG est égale ala droite ED, les droites GF, FE
seront plus grandes quela droite ED : donc si
on retranche la droxte cammune EF, la droite
" restante GF sera plus grande que la droite res-
tante F D : donc la droite FA est la plus grande,
et la droite FD la plus petite : donc ladroite FB
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est plus grande que la droite FC, et la droite FC
plus grande que la droite FG.

Je dis aussi que du point F, on ne peut con-
duire 414 circonférence ABCD, de part et dautre
de la plus petite FD, que deux droites égales;
car sur la droite EF et au point donné E pris
sur cette droite construisez Fangle FEH égal
a Pangle GEF (prop. 23. 1), et conduisez la
droite FH. Puisque la droite GE est egale ala
droite EH et que la droite EF est commune,,
les deux droites G E, EF sont égales aux deux
droites HE, EF; mais I'angle GEF est égal a
Pangle HEF par construction : donc la base
F G sera égale a labase FH (prop. 4.1) : jedis
que du point F on ne peut conduire une autre
droite égale 3 FG. €ar supposons que cela se
puisse , et que ce soit la droite FK; puisque la
droite FX est égale a FG, et que FH est ausst
égale 4 FG, la droite FH sera égale 4 la droite
FK, c’est-a-dire que la droite qui est plus prés
de celle qui passe par le centre est égale a celle
qui en est plus éloignée ; ce qui ne peut étre.

AUTREMENT.

Conduisez la droite EK; puisque la droite
GE est égale aladroite EK, que la droite FE
est commune , et que la base GF est égale a la

4
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base FK, I'angle GEF sera égal 4 'angle KEF
(prop. 8. 1); mais I'angle GEF est aussi éghl a
Yangle HEF : donc angle HEF sera égal a
Pangle KEF, c’est-i-dire que le plus petit est
égal au plus grand; ce qui est impossible : done
per le point F on ne peut pas conduire 4 la cir-
conférence une autre droite quisoit égaleaGF :
donc on n’en peut conduire qu'une seule.

. Donc si dans le diamétre d’un cercle on prend
un point quelconque qui ne soit pas le centre
de ce cercle, et si de ce point on conduit des
droites 2 la circonférence , la plus grande sera
celle qui passe par le centre, et la plus petite
sera le reste du diameétre ; quant aux autres
droites, celle qui sera plus proche de celle qui
passe par le centre sera plus grande que celle
qui en est plus éloignée; et enfin du méme
point on ne peut conduire de part et d’autre
de la plus petite que deux droites. qui soient
égales; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION VIII.
THEOREME.

Si Uon prend un point quelconque hors d’'un cer-
cle, et si de ce point on conduit & ce cercle plu-
sieurs draites dont lune passe par le centre et
dont les autres passent par-tout oz I'on voudra ;
parmi les droites qui vont & la circonférence
concave , la plus grande est celle qui passe par
le centre; celle qui est plus prés de celle qui
passe par le centre est plus grande que celle
qui s’en éloigne davantage; mais parmi les
droites qui vont & la circonférence convexe,
la plus petite est celle qui est comprise entre le
point pris hors du cercle et le diamétre ; et celle
qui est plus prés de la plus petite est plus courte
que celle qui s’en éloigne davantage ; enfin de
ce point on ne peut mener & la circonférence
et de part ¢t d’autre de la plus petite que deux
droites qui soient égales.

Soit le cercle ABC (fig.68), et hors de ce
cercle soit pris un point quelconque D; de ce
point menez a ce cercle les droites DA, DE, DF,
DC, et supposons que DA passe par le centre:
je dis que de toutes les droites qui vont  la cir-
conférence concave AEFC, ladroite DA, qui

’
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passe par le centre, est la plus grande, et que
celle qui est plus prés de celle qui passe par le
centre est plus grande que celle quis’en éloigne
davantage, c’est-a-dire que la droite DE est plus
grande que la droite DF, et la droite DF plus
grande que la droite DC; mais parmi les droites
qui vont 4 la circonférence convexe HLKG,
celle qui est comprise entre le point D et le
diamétre AG est la plus petite, et celle qui
est plus prés de la plus petite est toujours plus
courte que celle qui s’en éloigne davantage ;
c’est-a-dire que la droite DK est plus courte
que la droite DL, et la droite DL plus courte
que la droite DH.

Cherchezle centre du cercle ABC (prop. 1.3),
supposons que M soit ce centre; conduisez les
droites ME, MF, MC, MK, ML, MH.

Puisque la droite AM est égale a la droite
EM, si nous leur ajoutons une droite com-
mune M D, la droite AD sera égale aux droites
EM, MD; mais les droites EM , M D sont plus’
grandes que la droite ED (prop. 20.1) : donc
~ la droite AD est plus grande que la droite ED.
De plus, puisque Ja droite ME est égale a la
droite MF, et que la droite MD est commune,
les droites EM, M D seront égales aux droites
MF, MD; mais V'angle EMD est plus grand
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que I'angle FMD': donc la base ED sera plus .
grande que la base FD (prop. 24. 1). Nous dé-
montrerons de -Ja méme maniére que la droite
FD est plus grande que la droite CD : donc la
. droite DA est la plus grande, la droite DE est
plus grande que la droite DF, et la droite DF
plus grande que la droite CD.

De plus, pmsque les droites MK, KD sont
plus grandes que la droite MD (prop.20.1),
et que Ja droite MG est égale i la droite MK,
la droite restante KD sera plus grande que la
_ droite restante GD : donc la droite GD est plus
petite que la droite KD : donec elle est la plus:

petite. Si des extrémités du c6té MD du trian-
gle MLD on conduit intérieurement les droites
MK, KD, les droites MK, KD seront plus
petites que les droites ML, LD ( prop. 21.1);
mais la droite MK est égale 4 la droite ML :
donc la droite restante DK est plus petite que
la droite restante DL. Nous démontrerons de
la méme mameére que la droite DL est plus
petite que la droite DH : donc la droite DG
est la plus petite, et la droite DK est plus petite
~ que la droite DL, et la droite DL plus petite
que la droite DH.

Je dis encore que du point D on ne peut con-

duire au cercle, de part et d’autre de la plus
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petite, que deux droites égales. Construisez sur
la droite MD, et au point donné M, un angle
DMB égal i I'angle KMD, et conduisez DB.
Puisque la droite MK est égale a la droite MB
et que la droite MD est commune, les deux
droites KM, MD sont égales aux deux droites
BM, MD, chacune 4 chacune; mais 'angle
KMD est égal 4 'angle BMD : donc la base DK
est égale & la base DB (prop. 4. 1) : je dis quil
est impossible de conduire du point D au cer-
cle ABC une autre droite qui soit égale 4 la
droite DK. Supposons que cela se puisse et
que cette droite soit DN ; puisque la droite DK
est égale A la droite DN et la droite DB égale
aussi & la droite DK, la droite DB sera égale a la
droite DN, c’est-a-dire que la droite qui est plus
prés de la plus petite est égale & la droite qui
s’en éloigne davantage; ce qui a été démontré
impossible.

AUTREMENT.

. Conduisez la droite MN ; puisque la droite
KM est égale a la droite MN, que la droite MD
est commune et que la base DK est égale a la
base DN, I'angle KM D sera égal & 'angle DMN .
(prop. 8. 1); mais I'angle KMD est égal a I'an-
gle BMD : donc Pangle BMD est égal a I'angle



DDEUCLIDE, 125
BND, c'est-a-dire que le plus petit est égal au
plus grand, ce qui est impossible : donc il est
impossible de conduire du point D au cercle
ABC, et de part et d’antre de la plus petite
droite GD, plus de deux droites égales.

Donc siI'on prend un point quelconque hors
d’un cercle, et si de ce point on conduit i ce
cercle plusieurs droites dont Pune passe par le
centre et dont les autres passent par-tout ou
Pon voudra; parmi les droites qui vont  la cir-
conférence concave, la plus grande est celle
qui passe par le centre ; celle qui est plus prés
de celle qui passe par le centre est plus grande
que celle qui s’en éloigne davantage ; mais
parmi les droites qui vont a la circonférence
convexe , la plus petite est celle qu est com-
prise entre le point pris hors du cercle et le
diamétre ; et celle qui est plus prés de la plus
petite est plus courte que celle qui s’en éloigne
davantage ; enfin de ce point on ne peut mener
a la circonférence, et de part et d’autre de la
_plus petite, que deux droites qui soient égales;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION IX.
THEOREM E.

St dans un cercle Uon prend un point quelconque,
et si parmi les droites menées de ce point a la
circonférence il y en a plus de deur qui soient
égales entr'elles , ce point sera le centre du
cercle.

Soit le cercle ABC (fig. 69), que dans ce
cercle I'on prenne le point D et quil y ait plus
de deux droites égales entr’elles qui aillent de
ce point a la circonférence., c’est-a-dire les
droites DA, DB, DC : je dis que le point D est
le centre du cercle ABC.

Conduisez les droites AB, BC, et partagez-
les en deux parties égales aux points E, F
(prop. 10. 1); conduisez les droites ED, DF,
que vous prolongerez vers les points G, K, H, L.

Puisque la droite AE est égale a la droite EB,
et que la droite ED est commune, les- deux
droites AE , E D seront égales aux deux droites
. BE, ED; mais la base D A est égale a la base
DB : donc 'angle AED est égal a I'angle BED
(prop.8.1), et par conséquent chacun des
angles AED, BED est droit : donc la droite
GK, qu coupe la droite AB en deux parties

A
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dgales, la coupe aussi 4 angles droits ; mais lors-
que dans un cercle une droite coupe une autre
droite en deux parties égales et & angles droits,
le centre du cercle est placé dans la droite
sécante (cor. 1.3) : donc le centre du cercle
ABC sera dans la droite GK; par la méme
raison le centre du cercle ABC sera placé-dans
la droite HL ; mais les droites GK, HL n’ont
qu'un seul point commun qui est le point D:
donc le point D est le centre du cercle ABC.

Donc si dans un cercle on prend un pont
quelconque, et si parmi les droites menées de
ce point a la circonférence il y en a plus de
deux qui soient égales entr’elles , ce point sera

le centre du cercle. '

AUTREMENT.

" Dans le cercle ABC (fig. 70) soit pris un
point quelconque D, et que parmi les droites
menées du point D & la circonférence ABC il
y en ait plus de deux qui soient égales entre
elles, c’est-a-dire les droites DA, DB, DC: je
dis que le point D est le centre du cercle ABC.

Suppdsons, s'il est possible , que le point D
ne soit pas le centre du cercle ABC, et suppo-
sons que le centre de ce cercle soit le point E,
conduisez la droite DE et prolongez-la versF, G.
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La droite FG sera un diamétre du cercle ABC.
SiTon prend dans le diamétre FG du cercle
ABC un point D qui ne soit pas le centre de
ce cercle, la droite DG sera la plus grande de
toutes, et la droite DC sera plus grande que la
droite DB, et la droite DB plus grande que la
droite DA (prop. 7.3); mais ces droites sont
égales, ce qui ne peut étre : donc le pomnt E
n’est pas le centre du cercle ABC. Nous dé-
montrerons de la méme maniére qu'il n’y a pas
d’autre point, excepté le point D, qui soit le
centre du cercle ADC : donc le point D est le
centre du cercle ABC.

PROPOSITION X.
THEOREME.

Une circonférence de cercle ne peut couper la
circonférence d’'un autre cercle qu'en deux
points.

Supposons que cela puisse arriver, et que la
circonférence du cercle ABC (fig. 71) coupe la
circonférence du cercle DEF en plus de deux
points : savoir, aux points B, G, H; conduisez
les droites BG, BH, et partagez-les en deux -
jparties égales aux points K, L; par les points
K, L, conduisez les droites KC, LM perpen-
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diculaires sur BG, BH, et prolongez-les vers
les points A, E..

Puisque dans le cercle ABC la droite AC
coupe la droite BH en deux parties égales et &
angles droits, le centre du cercle ABC sera placé
dans la droite AC (corol. 1.3). De plus, puis-
que dans le méme cercle ABC la droite NO
coupe la droite BG en deux parties égales et &
angles droits, le centre du cercle ABC sera
placé dans la droite NO. On a démontré que
le centre est placé dans la droite AC, et les
deux droites AC, NO ne se rencontrent qu’au
seul point O : donc le point O est le centre du
cercle ABC. Nous démontrerons de la méme
maniére que le point O est le centre du cercle
DEF : donc les deux cercles ABC, DEF, qu{
se coupent mutuellement, auront le méme
centre O; ce qui est impossible (prop. 5.3).

Donc la circonférence d’un cercle ne peut
pas couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux pomts ce qu'il falloit dé-
montrer.

' AUTREMEN T~

Car que la circonférence du cercle ABC
(fig.72) coupe la circonférence du cercle DEF
en plus de deux points, savoir , aux points B,

I
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‘G, F; prenez le centre du cercle ABDS et que
son centre soit le point K ; menez les droites
KF,KG, KB. 4
Puisque dans le cercle DEF on a pris un
point K, et que parmi les droites qui vont de
ce point a la circonférence DEF ily en a plus
de deux &ui sont égales entr’elles, savoir,
les droites KB, KF, KG, le point K sera le
centre du cercle DEF (prop. 9.3 ); mais le
point K est le centre du cercle ABC : donc ces
deux circonférences, qui se coupent, auront le
méme centre ; ce qui est impossible (prop.5.3).
Donc une circonférence de cercle ne peut
pas couper la circonférence d’'un autre cercle
en plus de deux points ; ce qu'il falloit dé-
montrer.

PROPOSITION XI.
THEOREME.

Si deux circonférences de cercle se touchent inté-
rieurement , et si on prend leurs centres, la
droite qui joindra leurs centres ira au point

- de contact si elle est prolongée.

Que les deux cercles ABC, ADE (fig. 73)
se touchent intérieurement au point A ; qu’on
prenne leurs centres, que le point F soit le
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centre du cercle ABC, et que le point G soit
le centre du cercle ADE : je dis que la droite
menée du point G au point F ira au point de
contact A, si elle est prolongée.

Supposons, s’il est possible, que cette droite
étant prolongée n’aille pas au point de contact
et quelle ait la position FGDH; menez les
droites AF, AG.

Puisque les droites AG, G F sont plus grandes
que la droite FA (prop. 20. 1), ¢’est-a-dire que
la droite FH, car la droite FA est égale a la
droite FH, puisqu’elles partent du méme centre:
donc si on 6te la droite commune FG, la droite
AG sera plus grande que la droite G H; mais la
" droite AG est égale & la droite GD : donc la
droite GD est plus grande que la droite GH ; *
c’est-a-dire que la plus petite surpasse la plus
grande; ce qui est impossible : donc la droite
menée du point F au point G ne peut pas passer
autre part qu'au point de contact A : donc elle
passe au point de contact.

‘Donc si deux cercles se touchent intérieu-
rement, la droite qui joint leurs centres passera
par le point de contact, si elle est prolongde;
ce qu'il falloit démontrer.
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AUTREMENT.

Supposons que la droite menée du point G.
au point F ait la position GFC et qu'elle soit
‘prolongée Jdirectement vers le point H, et-tp’on
méne les droites AG, AF.

Puisque les droites AG, GF sont plus grandes
que la droite AF, et que la droite AF est égale
a la droite CF, ou bien i la droite FH, si I'on
retranche la droite commune FG, la droite
restante AG sera plus grande que la droite res-~
tante GH; mais AG est égal 4 GD : donc la
droite GD est plus grande que la droite GH ,-
c’est-a-dire que la plus petite surpasse la plus
grande; ce qui est impossible. Si le centre du
grand cercle est hors du petit cercle, nous
démontrerons de méme qu’l. s’en suit une

absurdité.
PROPOSITION XII.

THEOREME

Si deux circonférences de cercle se touchent exté-
rieurement , la droite qui joindra les deux
centres passera par le point de contact.

Que les circonférences des deux cercles ABC,
ADE (fig. 74) se touchent extérieurement au
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pomt A; qu'on prenne leurs centres, que le
centre du cercle ABC soit le point F, et que
le centre du cercle ADE soit le point G : je
dis que la droite qui est conduite du point F
au point G passe par le point de contact.

Supposons, s’il est possible , que le contraire
arrive, et que cette droite ait la position FCDG;
conduisez les droites AF, AG.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC, la droite FA sera égale & la droite FC.
De plus, puisque le point G est le centre du
cercle ADE, la droite AG sera égale a la droite
GD; mais on a démontré que la droite FA est
égale 4 la droite FC : donc les droites FA, AG
sont égales aux droites FC, DG : donc la droite
" totale FG est plus grande que les droites FA,
AG ; mais, au contraire, elle est plus petite
( prop. 20. 1), ce qui est impossible : donc la
droite menée du point F au. point G ne peut
pas passer autre part quau point de contact :
dong il faut nécessairement qu’elle passe ‘au
point de contact.
~ Donc si deux circonférences de cercles se
touchent extérieurement, la droite qui joindra
leurs centres passera par le point de contact ,
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIIL
THEOREME.

Une circonférence de cercle ne peut pas toucher
une autre circonférence de cercle en plus d’un
point, soit qu’elle la touche intérieurement, soit
qu'elle la touche extérieurement.

Car si cela est possible , supposons d’abord
que la circonférence du cercle ABDC (fig. 75)
touche intérieurement la circonférence du cer-
cle EBF D en plusieurs points, savoic aux points
B, D.

Cherchez les centres des cercles ABDC,
EBFD; que le point G soit le centre du pre-
mier et le point H le centre du second.

La droite qui est conduite du point G au
point H passera par les points B, D (prop.11.3).
Qu’elle ait la position BG HD; puisque le point
G est le centre du cercle ABDC, la droite BG
est égale & la droite GD : donc la droite BG
est plus grande que la droite HD, et la droite
BH beaucoup plus grande: que la droite HD.
De plus, puisque le point H est le centre du
cercle EBF D, la droite BH est égale 4 la droite
HD; mais on a démontré qu’elle est beaucoup
plus grande , ce qui est impossible : donc une
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circonférence de cercle ne touche point inté-
rieurement une autre circonférence de cercle
en plus d’un point. '

Je dis encore qu’il est impossible qu’une cir-
conférence de cercle touche extérieurement
une autre circonférence de cercle en plus d’'un
point ; car si cela étoit possible, il faudroit que
la circonférence du cercle ACK touchit exté-
rieurement la circonférence du cercle ABDC
en plus d’un point, aux points A, G, par exem-
ple; conduisez la droite AC.

Puisque dans la circonférence des cercles
ABDC, ACK on apris deux points quelconques
A, C, la droite qui joint ces deux points tom-
bera intérieurement dans l'une et l'autre des
deux circonférences ( prop. 2.3 ); mais la droite
qui tombe dans le cercle ABDC tombera hors
du cercle ACK (déf.3.3), ce qui est absurde :
donc une circonférence de cercle ne touche
point extérieurement une autre circonférence
de cercle en plus d’'un point. On a démontré
qu'une circonférence ne touche point inté-
rieurement une autre circonférence en plus
de deux pomts.

Donc une circonférence de cercle ne touche
point une autre circonférence de cercle en plus
d’un point, soit qu'elle la touche intérieure-

. 4 .
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ment, soit qu'elle la touche extérieurement ;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI1V.
THEOREME.

Dans une circonféroncede cercle les droites égales
sont également éloignées du centre, et celles qui
sont également éloignées du centre sont égales.

- Soit le cercle ABDC (fig. 76) et que les
" droites AB, CD, prises dans sa circonférence,
solent égales : je dis que ces deux droites sont
également éloignées du centre.
- Cherchez l= centre du cercle ABDC, et que
ce centre soit le point E; de ce point conduisez
les droites EF, EG perpendiculaires sur les
droites AB, CD, et menez les droites AE , EC.
- Puisque la droite EF, menée par le centre,
coupe A angles droits la droite AB, qui n’est pas
menée par le centre, elle la coupe en deux
parties égales (prop.3.3) : donc la droite AF
‘est égale :1a droite FB et par conséquent la
droite AB est- double. de la droite AF. Par la
méme raison la droite CD est double de la
droite CG; mais la droite AB est égale a la
droite CD : donc la droite AF est égale a la
droite CG : et puisque la droite AE est égale
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3 la droite EC, le quarré de la droite AE est
"égal au quarré de la droite EC; mais les quarrés
des droites AF, FE sont égaux au quarré de la
droite AE (prop. 47. 1); car 'angle AFE est
droit; et les quarrés des droites EG, GC sont
égaux au quarré de la droite EC, puisque I'an-
gle CGE ést droit : done les quarrés des droites
AF, FE sont égaux aux quarrés des droites
€G, GE; mais le quarré de la droite AF est
égal au quarré de la droite CG, puisque la
droite AF est égale a la droite CG : donc le
quarré restant de la droite FE est égal au
quarré restant de la droite EG : donc la droite
FE est égale i la droite EG; mais dans un cer-
cle les droites sont dites également éloignées
du centre lorsque les perpendiculaires menées
du centre sur ces lignes sont égales (déf. 4. 3)
-donc les droites AB, CD sont également éloi-
gnées du centre.
Supposons actuellemeént que les droites AB,
CD soient également éloignées du centre; c’est-
a-dire , supposons que la droite' FE soit égale
a la droite EG : je dis que la droite AB est
égale i la droite CD.
Avec les mémes constructions nous démon-
trerons également que la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et que la droite CD est

r
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double aussi de la droite CG. Puisque la droite
AE est égale 4 la droite EC, le quarré de la droite
AE sera égal au quarré de la droite EC; mais
les quarrés des droites EF , P sont égaux au £ #
quarré de la droite de AE (prop. 47.1), etles
quarrés des droites EG, GC égaux au quarré
de la droite EC : donc les quarrés des droites
EF, FA sont égaux aux quarrés des droites
EG, GC; mais le quarré de la droite EG est
égal au quarré de la droite EF, car la droite
EG est égale a la droite EF : donc le quarré
restant de Ja droite AF est égal au quarré res-
tant de la droite CG : donc la droite AF est
égale 4 la droite CG ; mais la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et la droite CD double de
la droite CG : donc la droite AB sera égale a
la droite CD.

Donc dans une circonférence de cercle les
droites égales sont également distantes du cen-
tre, et les droites également distantes du centre
sont égales; ce qul falloit démontrer.
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PROPOSITION XYV.
THEOREME.

Dans une circonférence de cercle le diamétre est

_ la plus grande de toutes les droites , et la droite
qui est plus prés du centre est plus grande que
celle qui en est plus éloignée.

Soit le cercle ABCD (fig. 77 ) dont le dia-
meétre est la droite AD et dont le centre est le
point E; que la droite BC soit plus prés du
centre E que la droite FG : je dis que la droite
AD est la plus grande de toutes, et que la droite
‘BC est plus grande que la droite FG.-

Conduisez du centre les droites EH, EK
perpendiculaires sur BC, F G. Puisque la droite
BC est plus prés du centre que la droite FG,
la droite EK sera plus grande que la droite EH
(déf. 5. 3); faitesla droite EL égale 4 la droite
EH, et par le point L conduisez la droite LM
perpendiculaire sur EK, prolongez la droite
LM vers le point N, et menez les droitess EM,
EN, EF, EG. -

Puisque la droite EL est égale a la droite
EH, la droite MN sera égale a la droite BC
(prop. 14.3). De plus, puisque la droite AE
est égale 4 la droite EM et la droite ED égale
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3 la droite EN, la droite AD sera égale aux
droites ME, EN; mais les droites ME, EN
sont plus grandes que la droite MN : donc la
droite AD est plus grande qﬁe la droite MN;
mais la droite MN est égale a la droite BC:
donc la droite AD est plus grande que la droite
BC; et puisque les deux droites ME, EN sont
égales aux deux druites FE, EG, et que Ian~-
gle MEN est plus grand que I'angle FEG, la
base MN sera plus grande que la base FG
(prop. 24. 1). Mais on a démontré que la droite
MN est égale i la droite BC : donc la droite BG
est plus grande que la droite FG : donc le dia-
métre AD est la plus grande de toutes les
droites , et la droite BC est plus grande que la
droite FG.

Donc dans une circonférence de cercle le
diamétre est la plus grande de toutes les droites,
et la droite qui est plus prés du centre est plus
-grande que celle qui en est plus éloignée; ce

?

qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVI
'rnr’:oni:M‘z.

Une droite perpendi, culaire au diamétre d'un cercle
et menée par une de ses extrémités , tombe hors
dece cercle; il estimpossible qu'ily ait une droite
dans Uespace qui est compris entre cette perpen—
diculaire et la circonférence ; Uangle du demi=

- cercle est plus grand qu’aucun angle rectiligne

aigu , et Uautre angle est plus petit qu’aucun
angle rectiligne aigu.

Soit le cercle ABC (fig. 78) dont le point D
estle centre et la dr01te AB le diametre : je dis
que la perpendlculalrea la droite AB, menée
par le point A, tombe hors du cercle.

Car s1 cela n’est point , supposons s’il est
possible , qu’elle tombe en-dedans et qu'elle
ait la position AC; conduisez la droite DC.

Puisque la droite DA est égale a la droite DC,
l’angle DAC sera égal a 'angle ACD (prop.5.1);

mais 'angle DAC est droit: donc langle ACD .

est droit aussi : donc les angles DAC, ACD
sont égaux i deux angles droxts, ce qui est im-

possible (prop. 17. 1) : donc la perpendiculaire -

au diamétre AB, menée par le point A pe tombe
point dans le cercle. Nous démontrerons de
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la méme maniére qu'elle ne tombe point sur la
circonférence : donc il est nécessaire qu’elle
,tombe en-dehors , et qu'elle ait ume position
eomme la droite AE.

Je dis qu'il est impossible qu’il y ait une
droite dans Pespace qui est compris entre la
droite AE et la circonférence CHA.

Car si cela est possible, supposons qu'll
y ait une droite qui ait la position FA; du
point D menez une droite DG'perpendiculaire
aFA.

Puisque Pangle AGD est droit et que I'angle
DAG est plus petit qu'un angle droit, la droite
AD sera plus grande que la droite DG; mais la
droite DA est égale a la droite DH : donc la
droite DH est plus grande que la droite AG,
c’est-a~dire que la plus petite surpasse la plus
grande , cg qui est impossible : donc il est im~
possible qu’il y ait une droite dans I'espace qui
est compris_entre cette perpendxculau'e et la
circonférence. . ' ;

Je dis de plus, que I'angle du demi-cercle
qui est compris par la droite BA et ]a circon-
férence CHA est plus grand qu'aucun angle
rectiligne aigu, et que I'angle restant compris
par la circonférence CHA et la droite AE est
plus petit qw'aucun.angle rectiligne aigu. .
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Car il y a un angle rectligne plus grand
que l'angle compris par la droite BA et par la
circonférence CHA, ou s'll y a un angle recti-
ligne plus petit que 'angle compris par la cir-
conférence CHA et par la droite AE, suppo-
sons que dans P'espace compris entre la circon-
férence CHA et la droite AE, il y ait une droite
quelconque qui fasse un angle plus grand que
celui qui est compris par la droite BA et la cir-
conférence CHA, savoir, un angle compris par
deux droites, et qu'il y ait un angle plus petit que
celui qui est compris par la circonférence CHA
et la droite AE; mais il n’y en a point : donc il
n’y a point d’angle aigu qui, étant compris par
des droites, soit plus grand que I'angle compris
par la droite BA et la circonférence CHA, ni
d’angle plus petit que celui qui est compris par
Ia circonférence CHA et la droite AE; ce qu’il
falloit démontrer. '

COROLLATIRE.

11 suit manifestement de 13 que la droite per-
pendiculaire au diamétre, et menée d’'une de
ses extrémités , touche la circonférence, et que
cette droite ne la touche qu’en un seul point,
parce que nous avons démontré que les droites
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que rencortre le cercle en deux points, entrent
dans le cercle (prop. 2.3).

PROPOSITION XVII
PROBLZEME.

D’un point donné, conduire une droite qui touche
la circonférence d’un cercle donné.

Soit A (fig. 79) un point donné quelconque
et BCD le cercle donné : il faut conduire du
point A une droite qui touche la circonférence
du cercle BCD.

Prenez le centre de ce cercle, conduisez la
droite AE; du centre E et avec un intervalle
EA, décrivez la circonférence AFG (dem. 3);
par le point D conduisez une perpendiculaire
DF surladroite EA, et menez les droites EBF,
AB : je dis que la droite AB, menée du point A,
touche la circonférence du cercle BCD.

Puisque le point E est le centre des cercles
BCD, AF G, la droite EA sera égale 4 la droite
EF, et la droite ED égale ala droite EB : donc
les deux droites AE , EB sont égales aux deux
droites FE, ED; mais ces droites comprennent
un angle commun qui est en E : donc la base
DF est égale a la base AB, le triangle DEF
égal au triangle EBA, et les autres angles de
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Pun de ces triangles sont égaux aux autres
angles de Fautre triangle (prop.4.1) : done
Yangle EBA est égal 4 'angle EDF ; méis I'an-
gle EDF est droit : donc l'angle EBA est droit
aussi. Mais la droite EB est un rayon, et la per-
pendiculaire & une des extrémités d’'un diamétre
touche le cercle (prop. 16.3) : donc la droite
AB touche le cercle.

- Donc la droite AB, qui a été menée par le
point A, touche le cercle BCD; ce qu'il falloit
faire.

PROPOSITION XVIIL

THEOREME.

8i une droite touche la circonférence d’un cercle,
et si du centre on méne une droite au point de
contact , cette derniére droite sera perpendi-
culaire sur la premiére. -

Que la droite DE (fig. 80 ) touche au point C
1a circonférence du cercle ABC; prenez le cen-
tre F de ce cercle, et de ce centre conduisez
1a droite FC au point C : je dis que la droite FC
est perpendiculaire sur la droite DE.

Car si elle ne I'est. pas, du’ point F conduisez
la droite FG perpendlculau'e sur la droite DE

rop. 12. 1 )
(prop. ) X
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Puisque P'angle FGC est droit, I'angle GCF
sera aigu (prop. 17.1); mais un plus grand an--
gle est opposé a un plus grand e6té (prop. 19.1):
donc la droite FC est plus grande que la droite
FG; or la droite FC est égale a la droite FB:
donc la droite FB est plus grande que la droite
FG, c'est-a-dire que la plus petite surpasse la
plus grande ; ce qui est impossible : donc la
droite FG n’est pas perpendiculaire sur la droite
‘DE. Nous démontrerons d’'une maniére sembla-
ble qu’il 0’y a point d’autre droite, excepté FC,
qui soit perpendiculaire sur la droite DE: donc
la droite FC est perpendiculaire sur la droite DE.

Donc si une droite touche une circonférence
de cercle, et si du centre on méne une droite
au point de contact , cette derniére droite sera
perpendiculaire sur la premiére; ce qu’il falloit
démontrer. '

PROPOSITION XIX.
Tnioiﬁmn.

Si une droite touche le cercle., et si par le point de
contact on lui méne une perpendiculaire, cette
perpendiculaire passera par le centre.

Qu’une droite DE (fig. 81) touche le cercle
ABC au point C; par le point C conduisez une
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perpendiculaire sur la droite DE : je dis que la
perpendiculaire AC passera par le centre. Car
si cela n’est point, supposons, s'il est possible
que le centre soitle point F, et menons la droite
CF.

Puisque la droite DE touche le cercle ABC
et que la droite FC a été menée du centre an
- point de contact, la droite FC sera perpendi-
culaire sur la droite DE (prop.18.3) : done
Yangle FCE est droit; mais Vangle ACE est
droit aussi : donc I'angle FCE est égal a 'angle
-ACE, c’est-d-dire que le plus petit est égal au
plus grand, ce qui est impossible : donc le point
F n’est pas le centre du cercle ABC. Nous de-
montrerons d’'une maniére semblable qu’il n’y
a aucun autre point qui puisse étre le centre
du cercle, 4 moins qu’il ne soit placé dans la
droite AC.

Donc si une droite touche un cercle, et sipar
le point de contact on lui méne une perpen-
diculaire , cette perpendiculaire passera par-le
centre ; ce quil falloit démontrer.
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. PROPOSITION XX,
THEOREME.

Dans le cercle , Uangle au centre est double de
Vangle a la circonférence,, quand ils ont pour
base la méme portion de la circonférence.

Soit le cercle ABC (fig.82), que l'angle
BEC soit au centre de ce cercle, que I'angle
BAC soit 4 la circonférence, et que ces deux
angles aient pour base la méme portion de la
circonférence BC : je dis que I'angle BEC est
double de I'angle BAC. ‘

Conduisez la ligne AE, et prolongez-la jus-
qu'en F.

Puisque la droite EA est égale 4 ladroite EB,
Pangle EAB sera égal a'angle EBA (prop.5.1):
donc les angles EAB, EBA sont doubles de ’
Tangle EAB; mais I'angle BEF est égal aux
angles EAB, EBA (prop.32. 1); donc P'angle
BEF est double de 'angle EAB. L'angle FEC
est double de I'angle F AC, par la méme raison ;
donc I'angle total BEC est double de I'angle
total BAC.

Que I'angle BAC change de position et qu'il
devienne BDC; conduisez la droite DE et pro-
longez-la jusqu’en G. Nous démontrerons sem-
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blablement que I'angle GEC est double de I’an-
gle GDC;; mais 'angle GEB est double de I'an-
gle GDB : donc I'angle restant BEC est double
de I'angle restant BDC. .

Donc dans le cercle, langle au centre est
double de I'angle 4 la circonférence’, quand ils
ont pour base ]a méme portion de la circon-
férence ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI
THEOREME.

Les angles placés dans un méme segment de cercle
sont égaux entreux.

Sou; le cercle ABCD (fig.83) et que | les
angles BAD, BED soient placés dans le méme
segment BAED : je dis que ces angles sont
égaux entr'eux.

Prenonsle centre ducercleABCD(prop 1. 3),
et que ce centre sqit le p_omt_ F; menez les
droites BF, FD.. _

- Puisque I angle BFD estau centre que l'an-
gle BADestala clrconference et que ces deux
angles ont pour base la méme portion de la
circonférence , 'angle BFD sera double de I'an-
gle BAD (prop.20.3); langle BFD est double
aussi de ’angle BED, par ]a méme rasxson : done
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I'angle BAD est égal  angle BED (ax. 7).
Donc les angles, placés dans le méme seg-

ment de cercle, sont égaux entr’eux ; ce qu'il

falloit démontrer. : '

s PROPOSITION XXIIL

Sl ,i"'rnl’:on‘ﬁiun ‘

* Les angles opposés des quadnlateres inscrits dans
des ceréles sont égaux & deux droits.

Soit le cercle ABCD (fig. 84 ) et que le qua-
drilatére ABCD soit inscrit dans ce cercle : je
dis que les anoles opposés de ce quadnlatere
sont égaux a deux droits. -

‘Conduises les droites AC, BD.

Puisque les trois angles de tout triangle sont
égaiix 4 deux droits (prop.32.1), les trois
anglesCAB,ABC,BCAdu trlang]e ABC séront
égatx i deux angles drons mais I'angle CAB
est égal a Pangle ‘BDC (prop. a1. 3), car ces
deux angles sont placés dans le méme segnient
BADC Pangle ACB est égal i Fangle ADB,
pa1 ce que ces deux ang]es sont places dans le
méme ‘segment ; donc langle total ' ADC est
egal aux angles BAC, ACB; donc sinous ajou-
tons un abgle commiun ABC les angles ABC,
BAC, ACB seront. égaux aux angles ABC
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ADC; mais les angles ABC, BAC, ACB sont
égaux a deux droits : donc les angles ABC,
ADC sont égaux a deux angles droits. Nous,
démontrerons semblablement que lgs angles
BAD, DCB sont aussi ‘égatix & deux droits.
Donc les angles opposés des quadrilatéres
inscrits dans des cercles sont égaux & deux
droits ; ce qu’il falloit démontrer. -

PROPOSITION XXIIL
Tnéonimn ' a

Sur une méme droite, on ne peut pas décrire du’
méme. cote deux segmens de cercles semblables
et megau.r s

 :Supposons que, cela soit possxble decnvez du
méme c¢6té et sur la méme droite AB (fig. 85)
deux segmgns de cercle ACB, ADB seplblables
et inégaux, et conduisez la drmt,e ADC et les
droites CB, DB..

. Puisque le segment ACB est semblable an
segment ADB, et que les segmens de ce;'(;lgs
semblables sont ceux qui regoivent des angles
égaux (déf. 11, 8), I'angle ACB-sera égal a
Pangle ADB, c’est-i-dire qu'un angle intérieur
est égal & un angle extérieur ; ce qui est impos-
sible (prop.-16.1).- .
4
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' Donc sur une méme droite on ne peut pas
" décrire du méme c6té deux segmens de cercles
semblables et inégaux ; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XXI1IV.
- THEORtME

Sur des droites égales, les segmens de cercles
semblables sont egau.z‘ entr eux.

Que sur les droites egales AB, CD (fig. 86)
soient décrits les segmens de cercles sem-~
blables AEB, CFD : je dis que le segment
AEB est égal au segment CFD. .

Car le segment AEB étant apphque sur le
segment CFD, le point A sur le pomt Cetla
drmte AB s’ur la droite CD, le point B s’appli~
quera sur Te point D; pulsque la droite AB est
egaTe a ]a droite'CD; mais 1a droite’AB s'appli-

arit exattemerit sur la droite C D, 1¢ segment
AEB s apphquera exactement sur le segment
CFD; car st la droite AB s “apphquant exacte-
_ ment sur la droite CD, le segment AEB ne s’ap—
Phque pas exicternent sur le segment CFD,le
segment AEB changera de position.et: prendra
pér éxemple'la position CHGD; mais une cir-
conférence de cercle né peut couper une autre
circonférence de cercle en plus de deux points
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{prop. 10.3), et la circonférence CHGD coupe
la circonférence CF D en plus de deux pomts,
savoir, aux points C, G, D; ce qui est impos-
sible; donc la droite AB s’appliquant exacte-
ment sur la draite CD, 1l est impossible que le.
segment AED ne s’applique pas exactement sur
le segment CFD : donc le premier segment
s'appliquera exactement sur le second : donc
il Iui sera égal.

‘Donc, sur des droites égales, les segmens de
- cercles semblables sont égaux entr’eux ; ce qu'il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
PROBL £ ME.

. Un segment de cercle étant donné, décrire
le cercle dont il est segment.

Soit ABC (fig.87,88,89)le segment de cer-
cle domné : il faut décrire le cercle dont ABC
est le segment.

Coupez la droite AC en deux parties égales
au point D (prop. 10. 1), du point D conduisez
la perpendiculaire DB sur AC (prop.11.1),
et menez la droite AB; I'angle ABD est ou plus
grand que 'angle BAD, ou il lui est égal, ou il
est plus petit.
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- Supposons d’abord qu'il soit plus grand ; sur
. la droite donnée BA (fig.87) et au point
donné A faites I'angle BAE égal & 'angle ABD
( prop. 25. 1), prolongez la droite DB jus-
qu'en E, et conduisez la droite EC, Puisque
Pangle ABE est égal 4 'angle BAE, la droite
BE sera égale 4 la droite EA (prop.6.1), et
puisque la droite AD est égale a la droite DC
et que la droite DE est commune, les deux
droites AD, DE sont égales aux deux droites
CD, DE, chacune 4 chacune ; mais I’angle ADE
est égal 4 Pangle CDE, car ils sont droits I'un et
autre ; donc labase AE est égale 4 la base EC
(prop. 4. 1). Mais il a été démontré que la
droite AE est égale a la droite EB : donc la
droite BE est égale a la droite EC : donc les
trois droites AE , EB, EC sont égales entre
elles : donc la circonférence de cercle décrite
du point E comme centre, et avec un inter-
valle égal & 'une des droites AE, EB, EC,
passera par les autres points, et le cercle sera
décrit : donc un segment de cercle ayant éié
donné, on a décrit le cercle dont i est seg-
ment ( prop.g. 3 ). Il est évident que le seg-
ment ABC est plus petit qu'un demi-cercle,
puisque le centre E est placé en-dehors de ce
segment. . .
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“Si Pangle ABD (fig. 88) est égal & Pangle

BAD, la droité AD éwant égale & chacune des

_droites BD, DC, les trois droites DA, DB, DC

seront égales entr’elles; le point D sera le centre

du cercle entier ( prop. g. 5), et le segment
ABC sera un demi-cercle.

Mais si I'angle ABD (fig.8g) est moindre
que P'angle BAD, et si sur la droite BA et au
point A donné .dans cette droite, on fait 'angle
BAE égal a I'angle ABD, le centre E sera en-
dedans du segment ABC et sur la droite DB, et
le segment sera plus grand qu'un demi-cercle.

Donc étant donné un segment de cercle, on

a décrt le cercle dont il est segment ce qu’il
falloit faire.

PROPOSITION X XVI1,
THROREME.

Dans des cercles égaux des angles égaux s’ap-
puient sur des arcs égaux , soit qu'ils soient

placés &-deurs - centres- ou bien & leurs-circon=.
Fopert oL i IR S S .

Soient ABC, DEF (fig. go) des cercles
, égaux, qu'aux centres de ces cercles soient les
angles égaux BGC, EHF, et qu’a leurs circon-
férences soient les angles égaux BAC, EDF :
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je dis que I'arc BKC est égal 4 Yarc ELF.
Conduisez les droites BC, EF. ’
Puisque les cercles ABC, DEF sont égaux,
- leurs rayons seront égaux : doncles deux droites
-BG, GC sont égales aux deux droites EH,
HF ; mais les angles G, H sont égaux : donc la
- base BC est égale 4 la base EF (prop.4.1).
Puisque I'angle A est égal a I'angle D, le seg-
ment BAC sera semblable au segment EDF
(déf. 11.3); mais ces segmens sont placés sur
les droites égales BC, EF, et les segmens sem-
blables, qui sont placés sur des droites égales,
sont égaux entt’eux (prop. 24. 3) : donc le seg—-
ment BAC est égal an segment EDF ; mais le
cercle entier ABC est égal au cercle enter
DEF : donc le segment restant BKC est égal
au segment restant ELF : donc 'arc BKC sera
égal 4 P'arc ELF.

Donc, dansles cercles égaux, des angles égaux
s’appuient sur des arcs égaux , soit qu'ils soient
placés a leurs centres ou aleurs circonférences;
ce qu'il falloit démontrer.

[ S
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PROPOSITION XXVIL
THEOREME.

Dans les cercles égaux , les angles qui s’appuient
sur des arcs égaux sont égaux entr'eux , soit
qu’ils soient placés é deurs centres- ou-bwn a
leurs eireonférences. ' v

‘Que dans les cercles égaux AB C, DEF ‘
(fig. 91 ) les angles au centre BGC, EHF et
les angles 2 la circonférenge BAC, EDF s’ap-
puient sur les arcs égaux BC, EF : je dis que
Yangle BGC est égal 4 'angle EHF, et I'angle
BAC égal a I'angle EDF.

Car si I'angle BGC est égal 4 I'angle EHF,
il est évident que I'angle BAC est égal 4 l'an-
gle EDF (prop.20.3); car si celan’est pas, I'un
de ces angles est nécessairement plus grand que
. Pautre. Supposons que I'angle BGC soit le plus
grand. Sur la droite BG et au point G faisons
Iangle BGK égal a I'angle EHF (prop.23.1);
or les angles égaux s’appuient sur des arcs égaux
lorsqu’ils sont placés au centre (prop.26.3):
donc I'arc BK est égal 4 'arc EF, mais 'arc EF
est égal & I'arc BC : donc l'arc BK est égal a
Parc BC, c'est-a-dire que le plus petit est égal
au plus grand ; ce qui est impossible : donc les:



et

158 ELEMENS
angles BGC, EHF ne sont pas inégaux : done
ils sont égaux; mais I'angle en A est la moiué
de I'angle BGC et 'angle en D la moitié de
Yangle EHF (prop.20.3): donc I'angle en A
est égal i 'angle en D.

Donc, dans les cercles égaux , les angles qui
s'appuient sur des arcs egaux sont égaux entre
eux, soit qu’ils soient placés 4 leurs-eentres ou

- bien-& leurs elrcqnférenoes ce qu 11 fa]lon de-

«««««

montrer.

PROPOSITION XXVIIL

/

THEOREME,

" Dans les cercles égaux, des cordes égales sou—

tendent des arcs égaux , le plus grand arc étant
égal auplus grand, et le plus petit égal au plu:
petit. .

Soient ABC, DEF ( ﬁg. 92 ) deux cercles
égaux , et BC, EF deux cordes égales qui sou-
tendent les deux grands arcs BAC, EDF, etles
deux petits arcs BGC, EHF : je dis que le grand
arc BAC est égal au grand arc EDF, et que le
petit arc BGC est égal au petit arc EHF.

Prenez les centres K, L de ces cercles
(prop.1.3), et menez les draites BK, KC,
EL, LF. :
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Puisque ces cercles sont égaux , leurs rayons
seront égaux : donc les deux droites BK, KC
sont égales aux deux droites EL, LF ; mais la
base BC est égale a la base EF: donc I'angle
BKC est égal 4 'angle ELF (prop.8.1); or
les angles égaux s’appuient sur des arcs égaux
quand ils sont placés aux centres (prop.26.3):
donc I'arc BGC est égal 4 'arc EHF; mais la
circonférence entiére ABC est égale i la circon-
férence entiére DEF : donc I'arc restant ABC
est égal a I'arc restant EDF.

Donc, dans des cercles égaux, des cordes
égales soutendent des arcs égaux, le plus grand
arc étant égal au plus grand, et le plus petit
égal‘ au plils petit; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THEOREME.

Dans des cercles égaux des cordes égales
soutendent des arcs égaux.

Soient les cercles égaux ABC, DEF (fig.g2);
que dans ces cercles soient pris les arcs égaux
BGC, EHF, et menez les cordes BC, EF : je
dis que la corde BC est égale a la corde EF.

Prenez les centres K, L des cercles, et menez
les droues BK, KC, EL, LF.
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Puisque 'arc BGC est égal aVarc EHF, Pan-
gle BKC est égal a 'angle ELF (prop.27.3);

et puisque les cereles ABC, DEF sont égaux,.

leurs rayons seront égaux : donc les deux droites
BK, KC sont égales aux deux droites EL, LF;
mais ces droites comprennent des angles égaux :

donc labase BC est égale alabase EF (prop.4.1).

Donc, dans des cercles égaux , des cordes
égales soutendent des arcs égaux ; ce qu'il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXX.
PROBLEME.
Partager un arc donné en deux parties égales.

Soit ADB (fig.93) un arc donné : il faut
partager 'arc ADB en deux parties.

Menez la corde AB, et partagez-la en deux
parties égales en C (prop 10.1); du point C
élevez une perpendiculaire CD sur la corde AB
(prop. 11.1), et menez les droites AD, DB.

Puisque la droite AC est égale a la droite
‘CB, et que la droite CD est commune, les deux
droites AC, CD sont égales aux deux droites
BC, CD; mais Tangle ACD est égal a angle
BCD; car ils sont droits 1'un et Yautre ; donc
la base AD cst égule a labase DB (prop.4.1);
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.or les cordes égales soutendent des arcs égaux,
le plus grand arc étant égal au plus grand, et
le plus petit égal au plus petit ( prop.28.3);
mais I'un et 'autre des arcs AD, DB est moin-
dre qu'une demi-circonférence : donc I'arc AD
est égal a 'arc DB. ' A
DoncI'arc donné a été partagé en deux parties
égales ; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XXXI.
THEROREME.

Dans un cercle, Uangle qui est compris dans le
demi-cercle est droit ; celui qui est compris dans
un segment plus grand est plus petit qu’un angle
droit, et celui qui est compris dans un segment
moindre est plus grand qu’un angle droit. L'an-
gle d’un plus grand segment est plus grand qu’un
angle droit, et celui d’un segment moindre est
plus petit gu’un angle droit.

Soit un cercle ABCD (fig. 94 ) dont le dia-
métre est BC et le centre le point E ; menez les
droites BA, AC, AD, DC : je dis que I’angle
qui est compris dans le demi-cercle BAC est
droit; que P'angle compris dans le segment ABC
plus grand qu'un demi-cercle, savoir, l'angle -
ABC est plus petit qu’un angle droit, et que
P'angle compris dans le segment ADC plus peut

L
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qu'un demi-cercle, savoir, lfanglé ADCest plus
grand qu’un angle droit.

. Conduisezladroite AE, et prolongezBAversF.
- Puisque la droite BE est égale 2la droite EA,
I'angle EAB sera égal 2 'angle EBA (prop. 5. 1).
De plus, puisque la droite EA est égale a la
droite EC, I'angle ACE sera égal 4 'angle CAE :
donc Iangle total BAC est égal aux deux angles
ABC, ACB; mais I'angle extérieur FAC du
triangle ABC est égal aux deux angles ABC,
ACB (prop.32.1): donc I'angle BAC est égal
a I'angle FAC : donc chacun de ces angles est
droit ( prop. 10. 1) :donc 'angle BAC compns
dans le demi-cercle BAC, est droit.

_ Puisque les deux angles ABC,BAC du trian--
01e ABC sont plus petits que deux droits
( prop. 17.1), et que l'angle BAC est droit,
Tangle ABC sera plus pelit qu’un angle droit,
et cet angle est compris dans le segment ABC
plus grand qu'un demi~cercle. "

* Puisque le quadrilatére ABCD est placé
‘dans un cercle, et que les angles opposés des
quadrilatéres décrits dans les cercles sont égaux
"4 deux angles droits (prop. 22.3), les angles
-ABC, ADC ‘sont égaux  deux angles droits ;
“mais 'angle ABC ‘est-plus petit qu'un angle -
-droit : donc P'angle restant ADC est plus grand
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qu’un angle droit, et cet angle est compris dans,
le segment ADC plus petit qu'un demi-cercle.

Je dis en outre que 'angle d'un plus grand.
segment , compris par Parc ABC et la droite
AC, est plus grand qu'un angle droit, et que
I'angle d'un segment moindre , compris par
Iarc ADC et la droite AC, est moindre qu’un
angle droit, et cela est certainement évident ;
car puisque Pangle compris par les droites BA ,
AC est droit, 'angle compris par 'arc ABC et
la droite AC sera plus grand qu’un angle droit.
De plus, puisque I'angle compris par les droites
CA, AF estdroit, 'angle compris par la droite
CA etI'arc ADC sera plus petit qu'un angle droit.

Donc, dans un cercle, Fangle compris dans
un demi-cercle est droit; celu1 qui est comprls
dans un plus grand segment est plus petit qu’un
angle droit, et celui qui est compris dans un
segment plus petit est plus grand- qu’un angle
droit. De plus, I'angle d’un plus grand segment
est plus grand qu'un angle droit, et I'angle
d’un segment moindre est plus petit ; ce qu il
falloit demontrer

AUTREMENT.

On-démontre que I'angle BAC est droit, puis-.
que I'angle AEC est double de I'angle BAE ,.

2
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car il est égal aux deux angles intérieurs et
opposés ( prop. 32. 1); mais I'angle AEB est
double de I'angle E AC : donc les angles AEB,
AEC seront doubles de I'angle BAC ; mais les
angles AEB, AEC sont égaux a deux angles

droits ( prop.13.1) : donc I'angle ABC est
~ droit; ce qu'il falloit démontrer.

COR'OLLAIRE.

De la il suit manifestement que si I'un des
anOIes d’un triangle est égal aux deux autres,
cet angle sera droit, parce que son angle de
suite est égal aux deux autres; or quand deux
angles de suite sont égaux, ces deux angles
sont droits I'un et lautre (déf. 10.1).

"PROPOSITION XXXII
‘ Tnéoni:\mn.

St une droite touche la circonférence d’un cercle;
et si du point de contact on conduit une corde,
les angles que cette corde fait avec la tangente
seront égaux aux angles qui sont placés dans
les segmens alternes du cercle.

Que la droite EF (fig. 95 ) touche la circon-
férence du cercle ABCD au point B, et que

u point B soit conduite la corde BD d’'une ma-
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niére quelconque : je dis que les angles que la
corde BD fait avec la tangente EF son égaux 3
ceux qui sont compris dans les segmens alternes
du cercle ; c’est-a-dire que I'angle FBD est égal
a I'angle compris dans le segment DAB, et que
Pangle EBD est €gal a Pangle qui est compus
dans le segment DCB.

D'un point B conduisez 1a droite BA perpen-
diculaire sur EF (prop. 11. 1), et dans I'arc
BD prenez un point quelconque C et menez les
cordes AD, DC, CB.

Puisque la droite EF touche la cu'conference
du cercle ABCD au point B, et que ladroite BA
a été menée du point de contact B perpendicu-
laire sur la tangente EF; le centre du cercle
ABCD sera placé sur ladroite BA (prop. 19.3):
doncI'angle ADB, compris dans le demi-cercle,
est droit (prop. 31.3) : donc les angles restans
BAD, ABD sont égaux a un angle droit; mais
I'angle ABF est droit par construction : done
I'angle ABF est égal aux angles BAD, ABD
(ax. 10) : donc si on retranche I'angle com-
mun ABD, l’angle restant DBF est égal a celui
qui est compris -dans le segment alterne du
cercle , c’est-a-dire 2 l’angle BAD. Actuelle-
ment puisque le Yuadrilatére ABCD est ins-

crit dans le cercle , ses angles opposés sont
3
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égaux a deux droits (prop.22.3) : donc les
angles DBF, DBE seront égaux aux angles
~“BAD; BCD (prop. 13. 1); mais on a démon- .
tré que 'angle BAD est égal a langle DBF-:
‘donc langle restant DBE sera egal a celui qu
‘est compris dans le segment alterne du cercle
DCB, c’est-a-dire a Pangle DCB.

Donc si une droite touche la circonférence
‘d’un cercle, et si du point de contact on con-
duit une corde, les angles que cette corde fera
avec la tangénte seront égaux a ceux qui sont
‘compris dans les segmens alternes ; ce qu'il
falloit démontrer. :
. PROPOSITION XXXIII.

T BE0REME.
-iSur.une droite donnée , décrire un segment de
cercle (jui regoive un angle égal a un angle
*  donrné. Co

“Soit AR (fig- 96, 97, 98) la droité donnée
etC l’aixole donné : il faut sur la droite donnée
AB dccrlre un segment 'dé cercle qui re¢oive
un angle eoal a 'angle donné C. L’a n"]e Cest
algu ou dront ou obrus ‘ '

‘ Supposons d’abord que ‘cet angle soit aigu,
comme dans la ﬁoure g6; sur la droite AB et
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au point A construisez un angle BAD égal 4
Pangle C (prop. 23. 1) ; I'angle BAD sera aign..
Du point A conduisez la droite AE. perpendicu-
Iaire sur la droite AD (prop. 11. 1); partagez AB
en deux parties-égales au-point F (prop. 10. 1),
et du point F conduisez la droite F G perpendi~
culaire sur la droite AB, et menez la dreitg GB,
Puisque la droite AF est égale 3 la-droite FB'et
que la droite F G est commune, les deux droites
AF, F G sont égales aux deux droites FB, F G}

" Tangle AFG est égal 2 'angle GFB donc la hase

AG est égale a la base GB (prop. 4.1): donc
la circonférence décrite du centre G et avee
Iintervalle AG passera par le point B. Décri-
vez cette circonférence et quelle soit ABE,
et menez la droite EB. Puisque du point A‘-,
extrémité du diamétre AE, on a conduit syr
la droite AE une perpendiculaire AD, cette
perpendiculaire AD touchera la circonférence
(prop. 16.3); et puisque la droite AD touche la
circopférence du cercle ABE , et que du point
de contact qui est en A on a conduit une corde
AB, I'angle DAB sera égal aI'angle qui est dans
Je segment alterne du cercle ( prop. 32..3);
. c’est-a-dire 4 'angle AEB; mais 'angle DAB est
égal 4 Pangle C : donc I'angle C sera égal i I'an-
gle AEB : donc sur la droite donnée AB, ona
‘ 4
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décrit un segment de cercle AEB qui regoit un
~ angle AEB égal 2 l’angle donné C.
~ Supposons ensuite que P'angle C soit droit,
et qu'il faille décrire sur la droite AB un seg-
ment de cercle qui regoive un angle égal a I'an-
gle droit C. Construisez un angle BAD égal &
Yangle droit C (prop. 23. 1), comme dans la
figure g7; partagezladroite AB en deux parties
égales au point F ( prop. 10. 1), et du centre F
et avec un intervalle égal 4 'une ou 4 'autre des
droites AF, FB, décrivez la circonférence de
cercle AEB. La droite AD est tangente a la cir-
conférence ABE ( prop. 16.3), parce que I'an~
gle BAD est droit, et 'angle BAD est égal 4 I'an-
gle qui est compris dans le segment AEB, car
cet angle est droit, puisqu’il est compris dans
un demi-cercle (prop. 31.3); mais'angle BAD
ést égal a I'angle C : donc on a-déerit-sur la
droite AB un segment de cercle AEB qu1 recoit
un angle égal a I'angle droit C.

- Enﬁn que Pangle C (fig. 98) soit obtus;
sur la droite’'AB et au point A construisez un
angle BAD égal 3 I'angle C, comme dans la
figure g8 (prop. 23. 1), et conduisez la droite
AE perpendxculau-e aladroite AD (prop 11.1);
pertagez la droite AB en deux parties égales an
- pointF (prop. 10.1); conduisez sur AB la per-
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pendiculaire FG ; et menez la droite GB. Puis-
-que la dr;oite AF est égalealadroite FBet que la
droite'Fé'-est commune, les deux droites FG,

F' > sont égales aux deux droites B’é, FG; mais’

T'angle AFG est égal 4 Pangle GFB : donc la base
~ AG est égale a la base GB (prop.4.1): done
la circonférence de.cercle décrite du point G .
- avec.l'intervalle AG passera par le point B. Que
- . cette circonférence ait la position AEB; puis-
quwon a mené la droite AD perpendiculaire
-4 lextrémité du diamétre AE, la droite AD
.touchera la circonférence (prop. 16.3), et
- parce que la droite AB a été menée du point
-de contact qui est en A, I'angle BAD est égal
a celui qui est compris dans le segment alterne
du cercle. Mais I'angle BAD est égal a I'angle
C : donc I'angle qui est dans le segment AHB
sera égal a Pangle C : donc on a décrit sur la
droite AB un segment de cercle AHB qui recoit
un angle égal 4 'angle C; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XXXIV.
PROBLEME.

D'un cercle donné, retrancher un segment qui
recoive un angle égal & un angle donné.

" Soit ABC (fig. 99 ) le cercle donné, et D
I'angle donné : il faut du cercle ABC retran-
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cher un segment qui recoive un angle egal A
Tangle donné D. :
Menez une droite EF qui touche le cercle
, ABC au point B (prop. 17.3), et sur la drotte
'FE et au point B, pris dans cette droite, faites
Tangle FBC égal a 'angle D (prop. 23. 1).
Puisque la droite EF touche le cercle ABC
et que la droite BC a été menée du point de
-contact B, I'angle FBC sera égal a celui qui est
‘compris dans le segment alterne du cercle BAC
‘(prop. 32.3) ; mais 'angle FBC est égal 3 P'an-
gle D : donc I'angle qui est compris dans le seg-
ment BAC sera égal & I'angle D.
Donc d’'un cercle donné ABC on a retran-
‘ché le segment BA'C qui recoit un angle égal
a l’angle donné D; ce qu’ll falloit faire.

PROPOSITION XXXYV.
'rnr.oni'.mz

Si dans un cercle deux cordes se coupent mutuel-
lement le rectangle compris -sous les segmens
de lune de ces:cordes est-égal au rectangle
compris sous les_segmens de Uautre. '

Que dans le cercle ABCD (fig. 100) les deux
qorde; AC, BD se coupent mutuellement an
point E.: jo dis que le rectangle compris sous
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les droites AE, EC est égal a celni qui est
compris sous les droites DE, EB.

- 8i les droites AC, BD passent par le centre,
de maniére que le point E soit le centre du
~cercle ABCD, 1l est évident que les droites
AE,EC, DE, EB étant égales, le rectangle
compris sous les droites AE, EC est égal a
celui qui est compris sous les droites DE , EB.

* 8i les droites AC, DB (fig. 101) ne passent
pas par le centre , prenez le centre du cercle
ABCD (prop.1.3), que ce centre soit le
point F; du centre F conduisez les droites FG,
FH perpendiculaires sur les droites AC, DB
{ prop. 12. 1), et menezles droites FB, FC, FE,

Puisque la droite GF menée par le centre
est perpendiculaire sur la droite AC qui n’est
pas menée par le centre, la droite GF coupe
la droite AC a angle droit, et la partage en
deux parties égales (prop. 3. 3) : donc la droite
AG est égale ala droite GC. Puisque la droite
AC est coupée en deux parties égales au point G,
et en deux parties inégales au point E, le rec-
tangle compris sous les drortes AE, EC, avec
le quarré de GE, est égal au quarré de GC
(prop. 5.2): donc sinous ajoutons & ces quan-_
tités le quarré de G F, le rectangle compris sous
les droites AE, EC, avec les quarrés de GE,
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GF, est égal aux quarrés de"CG, GF. Mais
le quarré de FE est égal aux quarrés de EG,
GF (prop. 47. 1), et le quarré de FC égal aux
quarrés de CG, GF : donc le rectangle com-
pris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de FE, est égal au quarré de FC. Or la droite
FC est égale ala droite FB : donc le rectangle
compris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de EF, est égal au quarré de FB. Par la méme
raison le rectangle compris sous les droites DE,
EB, avec le quarré de FE, est égal au quarré
de FB. Mais on a démontré que le rectangle
compris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de FE, est égal au quarré de F B : donc Ie rec-
tangle compris sous les droites AE, EC, avec le
quarré de FE, est égal au rectangle compris
.sous Jes droites DE, EB, avec le quarré de FE:
donc si on retranche le quarré de FE, qui est
conmypun, le rectangle restant compris sous AE,
EC sera égal au rectangle restant compris sous
DE, EB. . |

Donc si dans un cercle deux cordes se cou-
pent mutuellement , le rectangle compris sous
les segmens. de I'une sera égal au rectangle
compris sous les segmens de P'autre ; ce qu’il
falloit démontrer.
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PROPOSITION XXXVL
‘Tlnr':onﬁmn.

Si Uon prend un point quelconque hors d’un cer-
cle, et si de ce point on méne deux droites dont
Lune coupe le cercle et dont I'autre lui soit tan-
gente, le rectangle compris sous la sécante en-
tiére et le segment extérieur qui est intercepté
par ce point et larc convexe sera égal au

quarré de la tangente.

Que hors du cercle ABC ( fig. 102) soit pris
un point quelconque D, et que de ce point
soient menées deux droites DCA, DB; que la -
droite DCA coupe le cercle ABC, et que la
droite AB lui soit tangente : je dis que le rec-
tangle éompris sous AD, DC est égal au quarré
de DB, soit que la droite DCA passe par le
centre ou non. '

Supposons d’abord qu elle passe par le centre
du cercle ABC, et que ce centre soitle pointFj -
menez la droite FB. L’angle FBD sera droit
{ prop. 18. 3). Puisque la droite AC est coupée
en deux parties égales au point F et que la
droite CD lui est ajoutée, le rectangle compris
sous les droites AD, DC, avec le quarré de FC,
sera égal au quarré de FD (prop: 6. 2) ; mais
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la droite FC est égale a la droite FB : donc le
“rectangle compris sous AD, DC, avec le quarré
de FB, est égal au quarré de F D; mais le quarré
*de F D est égal aux quarrés des droites FB, BD
(prop-47. 1), car Pangle FBD estdroit : donc
le rectangle compris sous AD, DC, avec le
quarré de FB, est égal aux quarrés des droites
FB, BD. Donc si on retranche le quarré de FB,
qui est commun, le rectangle compris sous les
droites AD, DC sera- egal au quarre de la tan-
gente DB.

Supposons a présent que la droite DCA
(fig. 103 ) ne passe pas par le centre du cercle
ABC; prenons le centre E, et du point E con-
duisons sur la droite A C la perpendiculaire EF,
(prop. 12.1), et menons les droites EB, EC, ED.
Puisque 'angle EF D est droit, et que la droite
EF menée par le centre coupe a angles droits
la droite AC quin’est pas menée par le centre ,
la droite EF coupera la droite AC en deux
parties égales (prop.3.3): donc la droite AF
est égale i la droite FC. De plus, puisque la
droite AC est coupée en deux parties égales an
point F et que la droite CD lui est ajoutée, le
rectangle compris sous les droites AD, DC, -avec
le quarré de FC, sera egal au quarré de FD
‘(prop Q. 2): donc si on ajoute a ces deux ‘quan-
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tités le quarré de FE , le rectangle compris sous
les droites AD, DC, avec les quarrés des droites
CF,FE, est égal aux quarrés de DF, FE. Mais
le quarré de DE est égal aux quarrés de DF, FE
( prop- 47.1), car 'angle EFD est dron etle
quarré de CE est egal aux quarrés CF, FE :
donc le rectangle compris sous les droites AD,
DC, avec le quarré de CE, est égal au quarré
de ED; mais la droite CE est égale a la droite
EB : donc le rectangle compris sous les droites
AD, DC, avec le quarré de EB, est égal an
quarré de ED; mais les quarrés de EB, BD
sont égaux au quarré de ED (prop. 47.1),
puisque 'angle EBD est droit : donc le rectany
gle compris sous les droites AD, DC, avec l¢
quarré de EB, est égal aux quarrés de EB,BD:
donc si. on retranche le quarré de.EB, qui est
commun , le rectangle restant compris sous les
.droites AD, DC sera égal au quarré de DB.

Donc si hors du cercle on prend un point
quelconque, et si de ce point on méne deux
droites dont I'une coupe le cercle et dont 'autre
lui soit tangente, le rectangle compris sous la
sécante entiére et le segment extérieur qui est
intercepté par ce point et arc convexe sera
égal au quarré de la tangente; ce quil falloit
‘démontrer. . B
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PROPOSITION XXXVIL
THEOREME.

Si Pon prend un point quelconque hors d’un cer-
cle, et si de ce point on méne deux droites dont -
Yune coupe le cercle et dont Uautre tombe sur
sa circonférence, et si le rectangle compris sous
la sécante totale et le segment extérieur inter-
cepté entre ce point et larc convexe est égal .
au quarré de la droite qui tombe sur la circon-
férence, cette dernicre droite sera tangente &
la circonférence.

Que hors du cercle ABC ( fig. 104) soit pris -
un point quelconque D, et que de ce point on
meéne les deux droites DCA, DB dont la droite .
DCA coupe le cercle et dont la droite DB
tombe sur sa circonférence; si le rectangle
compris sous les droites AD, DC est égal au
quarré de DB : je dis que la droite DB est tan-
gente au cercle ABC.

Conduisez la droite DE de maniére qu’elle
soit tangente au cercle ABC (prop. 17.3), et
prenez le centre du cercle ABC (prop:1:3),
que le point F soit ce centre; menez les droites
FE,FB,FD; Y angle FEDseradroit (prop.18.3).

Puisque la droite DE touche le cercle ABC
ct que la droite DCA da coupe, le rectangle
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compris sous AD, DC sera égal au quarré de DE
(prop. 36.3 ) ; mais le rectangle compris sous
AD, DC est supposé égal an quarré de DB:
donc le quarré de DE sera égal au quarré de
DB, et par conséquent la droite DE sera égale
a la droite DB. Mais la droite FE est égale 4 la
droite FB : donc les deux droites PE, EF sont
égales aux deux droites DB, BF, -t la base
F D est commune : donc langle DEF est egal
a I'angle DBF (prop. 8. 1) ; mais I'angle DEF
est droit : donc I'angle DBF est droit aussi;
mais la droite FB prolongée est un diamétre ,
et la droite qui est perpendiculaire a Pextré-
mité d'un diamétre est tangente au cercle
( prop.16.3). On demontreroxt la méme chose
si le centre étoit placé sur la droite AC.

Donc si'on prend un point quelconque hors
d’un cercle, et si de ce point on méne deux
droites dont I'une coupe le cercle et dont I'autre
tombe sur la circonférence, et si le rectangle
compris sous la sécante totale et le segment exté-
rieur intercepté par ce point et 'arc convexe
est egal auquarré deladroite quitombe surla cir-
conférence, cette derniére droite sera tangente
i la circonférence ; ce qu’il falloit démoptrer. -

FIN DU TROISIEME LIVRE.

™
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LIVRE IV.

. . DEFINITIONS.

1 :UNE figure rectiligne est ditc inscrite dans
une figure rectiligne , lorsque chaque angle de
la figure inscrite touche chaque cété de celle
dans laquelle elle est inscrite.

2. Semblablement une fi igure est dite cir-
conscrite autour d’nne ﬁgure lorsque chaque
coté de la ﬁuure c1rconscme touche chaque.
angle de la- ﬁbrure autour de laquelle elle est
circonscrite. o . _

* 3. Une figure réctiligne est dite inscriie dans
un cercle, lorsque chaque angle de la figure
inscrite touche la ¢irconférence de ce cercle.

4. Une figure rectiligne est dite circonscrite
antour d'un cercle lox sque chaque c6té de la
figure cu'conscme touche la clrconference de
ce cercle.’ v

5. Semblablethent un cercle est dii inserit
dans une figure rectiligne, lorsque la circonfé-
rence du cercle touche chaque cété de la figure
dans laquelle elle est inscrite.
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6. Un cercle est dit circonscrit autcr d'nae
ﬁgure rectiligne, lorsqiie 1a clrconference du
cercle touche chaque angle de la ﬁ’“ure autour
: k ]aque]lP elle est circonserite: 1 2

7. Une droite est dite apphquee “dans un cer-
cle lomxﬁ@bes extmmltés sont dins: Ia circon-
ﬁarénbé ide cercerdlents sl roe ~iy e

Tt

PROPOSITION PREMIERE
d1 7/ b be s T Dy

PROBLEME.

PERL [N S WP ARE
Dans un cercle donne applzquer une droite égale

uﬂe ‘droite doWihke 2]m ﬁc sozt pas plus grande
qué‘le diamétre.’ U MR

- 86l ABG (fig. 105 e cercle donue étDla
didite dorinée moins grande que le diathétre de
ce ceréleiil:faupdans leicercle ABC apphquer'
une droite égale a la droité D. :

+'Conduisez le dismébirt BC du' cercle: ABC
Si Ia droite BC est égale & la droite D, on a'déj
fait ee que I'on proposoit::car.on a appliqué
dans le cercle ABC une droite égale i la droite
D. Si, 4u contraire , la droite BC est plus grande
que la droite D, fantes la droite CE égaleia la
droite D-(prop:3.1), et 'du centre C et avec
Vintervalle CE décrivez la circonférence AEF
(dem.:3), et conduisez la droite CA (dem. 1).

a

P
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Puisque le point C est le centre du cercle
AEF, la droite CA sera égale a la droite CE;
mais la droite D est égale a la droite CE,.: donc
la droite D sera égale a la droite CA. -

Donc dans le cercle donné ABC on.a apph—
qué la droite C A égale a ladroite donnée D quy
ést moindre que son diamétre ; ce.q'il, fallony
faire

PROPOSITION Il

PROBLEME.
. 3 ‘ M . RY .
Dans un cercle donne » mscnra un tnangle qui
soit equzangle avec un tnangle donné.

.*Soit ABG (fig: 106) le gercle donné et D,EF
le trian’gle donné ; il faut dans:le cercle ABC
inscrire un trianwle qui seit. equlangle wae l¢ -
trnangle donné DEF." . .: '

. Conduisez la droite G AH de manisre qu e]le
touohe le cercle ABG :au point A, et sur la
droite AH et-au point A faites 'angle HAC égal
a I'angle DEF (prop.23.1). Deplus; sur la
droite GA et au point A faites angle G A B: égal
aI'angle FDE, et meunez la droite BG.. .1 .

- Puisque ladroite HAG touche le cercle: ABC
et que la droite AC a été menée du point de
contact, 'angle HAC est égal . celui’qui est
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placé dans le segment alterne du cercle, c’est-
a-dire a I'angle ABC (prop. 32. 3); mais I'an-
gle HAC est égal 4 I'angle DEF : donc I'angle
ABC est égal 4 I'angle DEF. Par la méme -
raison I'angle ACB. est égal i Iangle FDE :
donc P'angle restant BAC sera égal a I'angle res-
tant EFD (prop. 32. 1) :'donc le triangle ABC
est équiangle avec le triangle DET, et il est
inscrit dans le cercle ABC (déf. 3.4).

Donc dans le cercle donné on a inscrit un
triangle équiangle awee. un triangle donné ; ce
qu’il falloit faire.

_PROPOSITION IIL
PROBLEME.

Autour d’un cercle circonscrire un triangle |
dquiangle avee -un triangle donné. -

- Soit ABC (fig. 107) le cercle donné et DEF
le tnangle donné : il faut autour du cercle' ABC
circonsérire un triangle equlang]e avee le trian-
gle donné DEF. : :
Prolongez la droite EF de part et "d’autre
vers les points H, G (dem. 2), prenez le centre
K du cercle ABC (prop. 1. 5) “conduisez d’'une
maniére quelconque la droite KB, faites sur la
droite KB et au point K'un anglé BKA égal a
3
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Yangle DEQ, et 'angle BKC égal & Yangle DFH
(prop.23.1);parlespointsA , B, Cconduisezles
droites LAM, MBN, NCL de maniére qu’elles
soient tangentes au derele ABC (prop. 17.3).
Puisque les droites LM, M'N, NL touchent
le cercle ABC aux points A;; B; C et que les
droites. KA, KB, KC sont menées du'eentre K
aux.points A, B, C, les angles serorit droits-anx
points A, B, C (prop. 18.3); et puisque les
quatr'e angles du quadrilatére AMBX sont égaux
a quatre angles droits:(prop.32.1), car ce qua-

drilatére peut se diviser en deux triangles; nseis <

parmi les angles de ce quadrilatére , les angles
KAM, KBM sont droits : donc les an"les restans
AKB, AMB seron: égaux a deux ansles droits;
mais Ies angles DEG, DEF sont égaux i deux
droits (prop.13.1): donc les angles AKB, AMB
sont égaux aux angles DE G, DEF ; mais 'angle
DEG est égal a 'angle AKB : done Pangle res-
tant A M B sera égal 4 'angle restant DEF. Nous
démontrerons semblablement que I'angle LNM
est égal a angle DFE : donc I'angle restant
MLN est égal a Yangle EDF ( prop.32.1):
dong e triangle LMN est eqmangle axec le
" triangle DEF, et il est circonscrit autour. du
cercle ABC (déf. 4.4). ,

. Donc un triangle equiangle aves un triangle
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donné a été circonscrit autour du cercle donne ;

ce quil falloit faire.

PROPOSITION 1V.
PROBLEME.

Inscrire une circonférence de cercle dans
un triangle donné.

Soit ABC (fig. 108) le- trianglé donné : il
faut dans le tr 1an51e ABC inscrire un cercle.

Partagez en deux partles égales les angles
ABC, BCA par les droites BD, CD qui se
rencontrent au point D, et du point D con-
duisez sur les droites AB, BC, CA les perpen-
diculaires DE, DF, DG (prop. 12.1).

Puisque I'angle ABD est égal a 'angle CBD,
car I'angle ABC a été partagé en deux parties
égales, et que I'angle droit BED est égal & 'an-~
gle droit BFD, les deux triangles EBD, DBF
auront deux angles égaux i deux angles et un:
c6té égal d un c61é, car BD, qui est opposé a deux
angles égaux , est commun : donc ils auront les
autres cOtés égaux aux autres c6tés (prop.26.):
donc le c6té DE sera égal au c6té DF Par la
‘méme raison le c6té DG sera égal au c6té DF:
donc la circonférence décrite du point D avec
un intervalle égal & une des droites DE, DF,

4
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DG passera par les autres points et touchera les
droites AB, BC, CA, parce que les angles sont
droits en E, F, G; car si cette circonférence
coupoit ces droites, la perpendiculaire a I'ex-
uwémité d'un diamétre tomberoit dans le cer-
cle; ce qui est absurde (prop. 16.3). Donc
la circonférence décrite du point D avec un
intervalle égal & une des droites DE, DF, DG
ne coupera point les droites AB, BC, CA : donc
elle les touchera, et cette circonférence sera
inscrite dans le triangle ABC (déf.5.4).
Donc dans le triangle donné ABC on a ins-
crit la circonférence de cercle EFG; ce qu'il
falloit faire,

PROPOSITION V.
. PROBLEME.

Autour d’un triangle donné décrire une circon~
Sérence de cercle.

Soit ABC (fig. 107 ) le triangle donné : il faut
autour du triangle donné ABC décrire une cir-
conférence de cercle. :

Partagez les cotés AB, AC en deux parties
€gales aux points D, E (prop. 10.1); et des
points D, E conduisez sur les droites AB, AC
les perpendiculaires DF, EF ( prop. 11.1);
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" ces perpendiculaires se rencontreront ou dans
le triangle ABC, ou dans la droite BC, on hors
du triangle ABC.

Supposons d’abord que ces perpendiculaires
se rencontrent dans le triangle au point F;
menez les droites BF, FC, FA; puisque la
droite AD est égale a la droite DB, et que la
perpendiculaire DF est commune, la base AF
sera égale i la base FB (prop. 4. 1). Nous dé-
montrerons semblablement que la droite CF
est égale 3 la droite FA : donc la droite BF est
égale 4 la droite FC: donc les trois droites FA,
FB, FC sont égales entr’elles : donc s1 du centre
F et avec un intervalle égal & une des droites
FA, FB, FCon décrit une circonférence, cette
circonférence passera par les autres points, et
cette circonférence sera décrite autour du trian-
gle ABC (déf. 6. 4); décrivez la circonférence
ABC. .

Supposons actuellement que les droites DF,
EF se rencontrentdans ladroite BCet au pointF,
comme dans la figure 108; menez la droite AF.
Nous démontrerons semblablement que le point
F est le centre de la circonférence circonscrite
eutour_du triangle ABG.

Supposons enfin que les droites DF, EF se
rencontrent hors du triangle ABC, au point F
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comme dans la figure 109 ; menez les droites
AF, FB, FC. Puisque la droite AD est égale &
la droite DB et que la perpendiculaire DF est
commune, la base AF sera égale a la base FB
(prop. 4. 1). Nous démontrerons semblable-
ment que la droite CF est égale 4 la droite FA :
donc la droite BF est égale a la droite FC:
donc s1 du centre F et avec un intervalle égal
a une des droites FA, FB, FC on décrit une
circonférence, elle passera par les autres points,
et cette circonférence sera circonscrite autour
du triangle ABC; décrivez donc la circonfé-
rence ABC.

Donc une circonférence de cercle a été cir-

conscrite autour du triangle donné; ce qu’il
falloit faire.

COROLLATIRE.

Il est évident que sile centre du cercle tombe
dansletriangle, et sil’angle ABC est compris dans
un segment plus grand qu'un demi-cercle, cet
angle sera momdre qu’un angle droit. Sile centre
du cercle tombe surladroite BC, si cet angle est
compris dans un demi-cercle , cet angle sera
droit; si enfin le centre du cercle tombe hors du
triangle ABC, et si cet angle est compris dans
un segment plus petit qu’'un demi -cercle, cet
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angle sera plus grand qu’un angle droit : donc si
le triangle donné est acutangle,les droites DF ,EF.
se rencontreront dans le triangle ; si ce triangle
aunangle droit BAC, les droites se rencontre-

ront dans la droite BC ; st enfin aoumgle aun

angle obtus , ces droites se rencontreront hors
du triangle ABC.

P.ROPOSITION VI
PROBLEDME.

Décrire un quarré dans un cercle donné.

Soit ABCD (fig. 110) le cercle donné : il

faut décrire un quarré dans le cercle ABCD.

~ Conduisez les diamétres AC, BD du cercle
ABCD de maniére qu'ils soient perpendicu-~
laires I'un sur I'autre (prop. 11.1); menez les
droites AB, BC, CD, DA.

Pmsque la drmte BE est égale ala droite E D
car le point E est le centre, et que la droite EA
est commune et. perpendiculaire sur BD |, la
base AB sera égale a la base AD (prop. 4.1).
Par la méme raison, chacune des droites BC,CD
est égale & chacune des droites BA, AD : donc le
quadrilatéere ABCD est équilatére. Je dis ausst’
qu’il estrectangulaire ; car puisque la ligne droite
BD est un diamétre du cercle ABCD, la figure .
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DAD sera un demi-cercle : donc I'angle BAD
est droit (prop.3r.1); par la méme raison
chacun des angles ABC, BCD, CDA sera droit
aussi : donc le quadrilatére ABCD est rectan-
gulaire ; mais on a démontré qu’il est équila~
teére : donc ce quadrilatére est un quarré, et ce
quarré est mscrit dans le cercle ABCD.

Donc on a inscrit le quarré ABCD dans le
cercle donné ABCD ; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION VI1I
PROBLEME.

-Circonscrire un quarré a un cercle donné.

Soit ABCD (fio 111) 16 cercle donné : il
faut circonscrire un quarré autour-du cercle
ABCD.

Conduisez dans le cercle ABCD les deux
diamétres AC, BD de maniére qu’ils soient per-
pendiculaires Pun sur I'autre ; et par les points
A, B, C, D conduisez les droites FG, GH,
HK, KF de maniére qu’elles soient tangentes
du cercle ABCD (prop. 17.3).

Puisque la droite FG est tangente du cercle
ABCD, et que la droite EA a été conduite du
centre E au point de contact qui est en A, les
angles seront droits en A (prop. 18.3). Par la




DEUCLIDE. 189

méme raison les angles seront droits en B,C, D.
Puisque I'angle AEB est droit et que 'angle
EBG est droit aussi, la droite GH sera paral—
1¢le 4 la droite AC ( prop 28.1). Pai la méme
raison la droite A C est paralléle 4 la droite FK.

Nous démontrerons semblablement que I'une et
Yautre des droitesGF, HK est paralléle a ladroite
BED : donc les figures GK, GC, AK, FB,
BX sont des parallélogrammes : donc la droite
GF est égale a la droite HK (prop.34.1), et
1a droite GH égale a la droite FK; et puisque
la droite AC est égale a ladroite BD, que la
droite AC cst égale & I'une et a l'autre des

droites GH, BH et que la droite BD est égale

a Fune et 4 Vautre des droites GF, HK, les
droites GH ,FK seront égales aux droites GF,
HK 2.denc’le quadrilatére FGHK est équila-
tére, €ije dis qu'il est rectangulaire; car puisque
le ginadrilatére GBEA estun parallélogramme,
et qué Pangle AEB est droit, Pangle AGB
sera droit aussi {prop. 34. 1). Nous démon-
trerons semblablement que les angles, ¢t sont
placés vers les'points Hy K, 'F sont des angles
dreits : denc le' quadrilatére FGHK .est rec-
tangle. Maié on a démontré qu'il est équilatére ;
donc le quadrilatére est un quarré, et il est cir-'
conscrit autour du cercle ABCD.
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. Donc on a circonserit un uarré. ausour-da
cercle donné; ce qu'il falloit fare. .

 'PROPOSITION VIIL;'
 PROBLEME.
'Inscrire,un\celrcle dans'un qzmrl'ré‘donnlé.

Soit ABCD (fig. 112) le quarré domé : ik
faut inscrire un cercle dans le quarré ABCD. .
-~ Coupez en deux parties égales 'une et Fautre
des droites AB, AD aux poinis ¥, E (prop. 10.1),!
etparle peint Econdiisezladroite EHparallelea
Yune etal'autre des droites AB, CD(prop.31.1),
et par le point F conduigez anssi la droite: FK:
paralléle & P'une et a Vautre des drosesiAD,
BC : donc chacune des figures AK, KB AH,
HD, AG, GC, BG, GD est un paraliélogrbmmie ;
et leurs cotés opposés sont égaux (prop.B4.1).
Puisque la droite AD est égale 4 la droite AB,
quela droite AE est.la tuéonid 'de'"A'D‘e_t Ia
droite AF la moitié de AB, laidroite. AE sera
égale a la droite AF. Mais les .cbiés .qui. Jeur
sont opposés sont égaux :'dong: la droite FG
est égale & la- droite GE. Nous démentrerons
semblablement ' que les droites GH; G K sont

'('egalés aux droites FG ; GE, chacune -4 cha-
cune : donc les quatre droites GE, GF, GH,
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GK sont égales entr’elles : donc le cercle dé-
crit du centre G avec un intervalle égal A une
des droites GE, GF, GH, GK passera par les
autres points , et sera tangent aux droites AB,
BC,CD, DA, parce que les angles en E, F,
H, K sont drotts ; car si la circonférence cou-
poit les droites AB,BC,CD, DA, la perpen—
diculaire & I'extrémité d’'un diamétre entreroit
dansle cercle ; ce qui est absurde (prop. 16.3):
donc la circonférence de cercle déerite du cen-
tre G avec un intervalle égal & une des droites
GE,GF,GH, GE ue coupera point les droites
AB, BC, CD, DA : donc elle sera tangente
ces droites , et elle sera inscrite dans le quarré
ABCD (déf.5.4). '
Donc on a inscrit une circonférence-de cer-
cle dans le quarré donné; ce qu'il falloit faire.

" PROPOSITION IX.
PROBLEDME. '
Circonscrire un cercle awsour-d'un qz@arré donn;e'.
Soit ABCD (fig. 113) le quarré donné : il
faut autour de ce quarré ABCD circonscriré
nne circonférence de cercle. '

Menez les droites AC, BD qui'se coupent
mutuellement au pomnt E.
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Puisque la droite DA est égale i la droite
AB et que la droite AC est commune, les deux
droites DA, AC sont égales aux deux droites
BA,AC;labase DC est égale 2labase BC: donc
I'angle DAC est égal i l'angle BAC (prop.8.1):
donc Pangle DAB est coupé en deux parties
égales par la droite AC. Nous démontrerons
semblablement que chacun des angles ABC
BCD, CDA est coupé en deux parties égales
par les droites AC, DB : donc puisque I'angle
DAB est égal 4 angle ABC, que I'angle EAB
est Ja moitié de I'angle DAB , et I'angle EBA
la,moitié de l'angle ABC, Pangle EAB sera
égal a I'angle EBA : donc le c6té E A est égal
au c6té EB (prop. 6. 1). Nous démentrerons
semblablement que les droites EC, ED sont
~égales aux: droites EA , EB, chacune a cha-
cune : donc'les quatre droites EA, EB, EC,
ED sont egales entr’elles : donc la circonfé-
rence de.cercle décrite du centre E avec un
intervalle €gal 4 une des droites EA, EB, ED
passera par les autres pomts et elle sera circons-
crite attour du quarré ABCD ; circonscrivez le
cercle. ABCD.
Donc on a circonserit, un cercle antonr d'ua

quarré .douné ; ce qu'il falloit faire. .
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PROPOSITION X.

PROBLEME.

Construire un triangle isocéle qui ait chacun des
" angles de sa base double du troisiéme angle.

Soit la droite AB (fig. 114); que cette droite
soit coupée en un point C de maniére que le
rectangle compris sous les droites AB, BC soit
€gal au quarré de CA (prop. 11. 2); du centre
A et avec l'intervalle AB décrivez la circonfé-
rence BDE (dem. 3); dans le cercle BDE

. menez la corde BD égale ala droite AC qui est
moindre quele diamétre de ce cercle(prop 1.4),
et ayant conduit les droites DA, DC circons~
crivez la circonférence ACD autour dn trian-

- gle ACD (prop. 5. 4).

Puisque le rectangle compris sous les droites

' AB, BC est égal au quarré de la droite AC et

. que la droite AC est égale a la droite BD, le
rectangle compris sous les droites AB, BC sera
ég’al au quarré de BD : puisque le point B est
pris hors du cercle ACD et que du point B on
a mené.am cercle ACD, les droites BCA,BD,
dont P'une coupe le cercle et dont I'autre ne le
coupe point, et puisque le rectangle compris
sous les droites AB, BC est égal au quarré de
BD, la droite BD sera tangente au cercle ACD

N
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(prop. 37.3). Donc, puisque la droite BD est

tangente et que la corde DC a été menée du

point de contact D, I'angle BDC sera égal a

celui qui est compris dans le segment alterne du -
cercle, c’est-a-dire al'angle DAC (prop.32.3).

Mais, puisque I'angle BDC est égal & l'angle
DAC, sinous ajoutons un angle commun CDA,
Yangle total BDA sera égal aux deux angles
CDA, DAC. Mais langle extérieur BCD est
égal aux deux angles CDA, DAC (prop. 32. 1):
donc I'angle BDA est gal i P'angle BCD; mais
Yangle BDA est égal A1'angle CBD (prop.5.1),
puisque le c6té AD est égal au c6té AB : donc
I'angle DBA sera égal 4 1'angle BCD : donc les
trois angles BDA, DBA, BCDsont égaux entre
eux ; et puisque 'angle DBC est égal a I'angle
BCD, le c6té BD sera égal au c6té DC(prop.6.1);
mais le c6té BD est supposé égal au c6té CA :
dongc le co6té AC est égal au c6té CD :.done
I'angle CDA est égal i 'angle DAC ( prop. 5. 1):
donc les angles CDA , DAC; pris ensemble, sont
double de I'angle DAC ; mais I'angle BCD est
€égal aux angles CDA, DAC (prop.32.1): done
Yangle BCD est double de 'angle DAC ; mais
Pangle BCD est égal i chacun des angles BDA,
DBA : donc chacun des angles BDA, DBA est

double de I'angle DAB.
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- Donc on'a construit un triangle isocéle ADB
dont chacun des angles de sa base BD est dou-
ble du troisiéme angle; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XI.
"PROBLEME.

Dans un cercle donné, inscrire un pentagone
. équilatéral et éqmangle

Soit ABCDE ( fig. 115) le cercle donné : il
faut inscrire dans ce cercle un pentagone équi-
latéral et équiangle. ‘

Soit le triangle isocéle FGH, ayant chacun
des angles de sa base G, H double de I'angle F
(prop. 10.4 ). Inscrivez dans le cercle ABCDE
un triangle ACD équiangle avec le triangle FGH
{ prop. 2. 4), de maniére que I'angle CAD soit
égal a 'angle F, et de maniére que chacun des
angles ACD, CDA soit égal a chacun des angles
G, H qui sont placés sur la base GH. Chacun des
angles ACD, CDA sera double de I'angle CAD."
Partagez chacun des angles ACD, CDA en deux’
parties égales par les droitesCE, DB (prop.g.1),
et menez les droites AB, BC, DE, EA,

Puisque chacun des angles ACD, CDA est
double de I'angle CAD, et que chacun de ces
angles est coupé en deux parties égales par les

a
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droites CE, DB, les cinq angles DAC, ACE,
ECD, CDB, BDA sont égaux entr'eux; mais
des angles égaux sont appuyés sur des arcs égaux
(prop. 26. 3) : donc les cinq arcs AB, BC, CD,
DE, EA sont égaux; mais des cordes égales
soutendent des arcs égaux ( prop. 2g. 3 ) : donc
les cinq cordes AB, BC, CD, DE, EA sont
égales entr’elles : donc le pentagone ABCDE
est équilatéral. Je dis qu'il est aussi équiangle ;
car puisque I'arc AB est égal & I'arc DE, si
Von ajoute un arc commun BCD, larc total
ABCD sera égal a I'arc total EDCB. Or lan-
gle AED est appuyé sur 'arc ABCD et I'angle
BAE est appuyé sur I'arc EDCB : donc V'an-
gle BAE est égal 4 'angle AED (prop. 27.3);
par la méme raison chacun des amgles ABC,
BCD, CDE est égal a chacun des angles BAE,
AED : done le pentagone ABCDE est équian-
gle ; mais il a été démontré qu’il est équilatéral.

~ Done dans un cercle donné, on a inscrit un
pentagone équilatéral et équiangle ; ce qu'itk
fallois faire.
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PROPOSITION XI1I1.
PROBL E ME.

Circonscrire & un cercle donné un pentagone
équilatéral et équiangle.

Soit ABCDE (fig. 116) Je cercle donné : il
faut 4 ce cercle circonscrire un pentagone dqui-
latéral et équiangle.

Supposons que les points A, B, C, D, E soient
les sommets des angles d’'un pentagone inscrit
dans ce cercle (prop. 11. 4 ), de maniére que
les arcs AB, BC, CD, DE, EA soient dgaux;
par les points A, B, C, D, E, condaisez an
cercle les tangentes GH, HK , KL, LM, MG
{prop. 17.3); et ayant pris le centre F da cer-
cle ABCDE, menez les droites FB, FK, FC,
FL, FD. : ' '
| Puisque la droite KL touche le cercle ABCDE |

‘au point C, et que la droite FC a été menée
du centre F au point de contact C, la droite FG
sera perpendiculaire sur KL ( prop. 18. 3):

donc chacun des angles FCK, FCL est droit;
chacun des angles FBH, FBK, FDL, FDM
est droit par Ta méme raison. Puisque I'angle
FCK est droit; le'quarré de la droite F K est égal
aux quaryés'des droites FC, CK (prop.47.1).

3
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Le quarré de la droite FK est égal aux quarrés
des droites FB, BK, par la meme raison :
donc les quarres des drones F C ‘FX sont
égaux aux quarrés des droites FB, BK; mais
le quarré de la droite FC est e’gal au quarré
de la droite FB : donc le quarré restant de la
droite CK sera égal au quarré restant de la droite
BK : donc la droite CK est égale i la droite BK.
Puisque la droite FB est égale i la droite FC
. et que la droite FK est commune, les deux
droites BF, FK sont égales aux deux droites
CF, FK; mais labase BK est égale dlabase CK:
‘donc I'angle BFK est égal a I'angle KFC, et I'an-
gle BKF al'angle FKC (prop. 8. 1): donc I'an~
gle BFC est double de I'angle KFC et l'angle
BKCdouble de'angle FKC. Par la méme raison
Pangle CF D est double de I'angle CFL, et I'an~
gle CLD double de I'angle CLF. Puisque l'arc
BC est égal a 'arc CD, I'angle BFC sera égal
4 Pangle CF D (prop. 27.3); mais I'angle BFC
est double de I'angle KF C, et 'angle DF C dou~
ble de Iangle LF C : donc I'angle KF C est égal
a l’angle CFL : donc les deux mangles FKC,
FLC ont deux angles égaux i deux angles,
.chacun & chacun, et un ¢6té égal & un céié,
‘puisque le c6té F C leur est commun : donc ces
.deux triangles ont leurs autres c6tés égaux aux
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autres c6tés, et I'angle restant égal 4 'angle res-
tant (prop. 26. 1 ) : donc la droite KC est égale
aladroite CL, et’angle FKC égal 4 I'angle FL.C.
La droite KL sera double de la droite KC,
puisque la droite KC est égale i la droite CL.
Par ]a méme raison la droite HK sera double de
la droite BK. De plus , puisqu’on a démontré
que la droite BK est égale i la droite KC, que
la droite KL est double de la droite KC et la-
droite HK double de la droite BK, la droite HK
sera égale i la droite KL. Nous démontrerons
semblablement que chacune des. droites GH ,
GM, ML est égale 2 'une ou i l'autre des droites
HK, KL : donc le pentagone GHKLM est
équilatéral. Je dis aussi qu'il est équiangle ; car
puisque I'angle FKC est égal i l'angle FLC,
et qu'on a démontré que l'angle HKL est dou~ -
ble de I'angle FKC et I'angle KLM double aussi
de I'angle FLC, I'angle HKL sera égal a 'an-
gle KLM. Nous démontrerons par une raison
semblable que chacun des angles KHG, HGM
€M est égal 2 P'un ou i autre des angles HKL,
KLM : done les cinq angles GHK, HKL, KLM,
LMG, MGH sont égaux entr’eux : donc le pen-
tagone GHKLM est éguniangle. Nous avons dé-
montré qu’il est équilatéral , et il est circonscrit
au cercle ABCDE; ce qu’il falloit faire.

4
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PROPOSITION XIIL
PROBLEME.

Dans un pentagone équilatéral et équiangle ,
inscrire un cercle.

. Soit ABCDE (fig. 117) le pentagone équi-
latéral et équiangle donné : il faut inscrire un
cercle dans le pentagone ABCDE.

Partagez chacun desanglesBCD, CDE en deux
parties égales par les droites CF, DF (prop.g. 1);
et du point F ou les deux droites CF, DF seren~
contrent, menez les droites FB, FA , FE. Puis-
que la droite BC est égale i la droite CD et que
la droite FC est commune, les deux droites BC,
CF sont égales aux deux droites DC, CF ; mais
Langle BCF est égal & Pangle DCF : donc la
hase BF est égale & la base DF (prop.4.1);
le triangle BF C est égal au triangle DCF et les
autres  angles qui soutendent des cétés égaux
dans ces deux triangles sont égaux entr’eux
(prop. 4. 1) : donc I'angle CBF sera égal a I'an-
gle CDF; et puisque l'angle CDE est double
* de l'angle CDF et que I'angle CDE est égal
4 I'angle ABC et I’anglé CDF égal a 'angle CBF,
Yangle CB A sera double de I'angle CBF, et par
conséquent I'angle ABF sera égal al'angle FBC:
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donc I'angle ABC est partagé en deux parties
égales par la droite BF. Nous démontrerons
semblablement que chacun des angles BAE,
AED est partagé en deux parties égales par les
droites FA, FE. Actuellement du point F con-
duisez sur les droites AB, BC, CD, DE, EA
les perpendiculaires FG, FH, FK, FL, FM.
Puisque I'angle HCF est égal a l'angle KGE et
que l'angle droit FHC est égal 4 I'angle droit
FKC, les deux triangles FHC, FKC auront
deux angles égaux i deux angles et un c6té
¢égal 4 un c6té; savoir, le c6té commun FC qui
soutend un des angles égaux : donc ces deux
triangles auront les autres c4tés égaux aux autres
c6tés (prop.26.1), etlaperpendiculaire FH sera
égale i la perpendiculaire F K. On démontrera

-

semblablement que chacune des droites FL,

FM, FG est égale 4 'une ou i I'autre des droites
FH, FK: donc les cing droites FG, FH, FK,
FL, FM sont égales enir’elles ; donc si du
centre F et avec un intervalle -égal 4 une des
droites FG, FH, FK, FL, FM on déerit une
circonférence de cercle, cette circonférence
passera par les autres points et touchera les
droites AB, BC, CD, DE, EA, parce que les
angles sont droitsen G, H, K, L, M; en effet, si
au lieu de les toucher, elle les coupoit, la per-
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pendicula\ijre menée i extrémité d'un diamétre
entreroit dans le cercle ; ce quia été démontré
absurde (prop. 16.3) : donc la circonférence
décrite du centre F avec un intervalle égal a
une des droites FG, FH, FK , FL , FM ne cou-
pera point les droites AB, BC, CD, DE, EA:
done elle les touchera. Decrwez la circonfé-
rence GHKLM.

Donc on ainscrit une circonférence de cercle
dans un'pentagone équilatéral et eqmangle ce
qu’ll falloit faire. -

PROPOSITION XIV.
PROBLEME.

Circonscrire une circonférence de cercle & un
pentagone équilatéral et équiangle donné.

Soit ABCDE (fig. 118) un pentagone équi-
latéral et équiangle : il faut i ce pentagone cir-
conscrire une circonférence de cercle.

Palﬁt'agez en deux parties égales chacun des
angles BCD, CDE par les droites CF, FD
(prop. 9. 1), et du point F oi1 ces. droites se
rencontrent, menez aux points B, A, E les
droites FB, FA, FE. Nous démontrerons,
comme dans la proposition précédente, que
chacun des angles CBA, BAE , AED est coupé
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en deux parties égales par lesdroitesBF ,FA, FE.
Puisque I'angle BCD est égal  'angle CDE, et
que P'angle FCD est la moitié de I'angle BCD,
et 'angle CDF la moitié de I'angle CDE, Pan-
gle FCD sera égal  'angle FDC : donc le c6té
FC est égal au c6té FD (prop. 6. 1). On démon-
trera semblablement que chacune des droites
FB, FA, FE est égale a chacune des droites FC, -
FD : donc les einq droites FA, FB, FC, FD, FE
sont égales entr’elles : donc la circonférence
décrite du point F et avec un intervalle égal 2
une des droites FA, FB, FC, FD, FE passera
par les autres points et sera circonscrite au
pentagone équilatéral et équiangle ABCDE.
Décrivez la circonférence ABCDE.

Donc une circonférence de cercle a été cir-
conscrite 4 un pentagone équilatéral et équian-
gle; ce qul falloit faire.

PROPOSITION XV.
PROBLEME.

Inscrire d«ms un cercle donné un hexagone equz-
, latéral et équiangle.

Soit ABCDEF (fig.1 19) le cercle donné : il
faut dans ce cercle inscrire un hexagone équi-
latéral et équiangle.

. Menez le diamétre AD du cercle ABCDEF,
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prenez le centre G de ce cercle, et du centre D
avec l'intervalle DG décrivez la circonférence
EGCH (dem. 3); menez les droites EG, CG,
prolongez-les vers les points B, F, et menez
les droites AB, BC, CD, DE, EF, FA : je dis
que 'hexagone ABCDEF est équilatéral et
équiangle.

Puisque le point G est le centre du cercle
ABCDEF, la droite GE sera égale ala droite GD.
De plus, puisque le point D est le centre du
¢ercle EGCH, la droite DE sera égale a la
~ droite DG ; mais on a démontré que la droite
GE est égale iila droite GD : donc la droite GE
est égale a la droite ED : donc le triangle EGD
est équilatéral : donc ses trois angles EGD,
GDE, DEG sont égaux entr’eux , puisque dans
les triangles isoceéles les angles & la base .sont
égaux emtr'eux ( prop. 5. 1); mais les. trois
angles d’'un triangle sont égaux a deux droits
(prop.32. 1) : donc l'angle EGD est le tiers
de deux angles droits. On démontrera serbla-
blement que I'angle DGC est le tiers de deux
angles droits ; donc , puisqu’une droite CG tom-
bant sur la droite EB fait les angles de surie EGC,
CGB égaux i deux droits (prop. 13, 1), Fangle
restant CG B sera le tiers de deux angles droits:
donc les angles EGD, DGC, CG B sont égaux



DDEUCLIDE. 205

entr’eux ; mais les angles BGA, AGF, FGE
sont égaux aux angles EGD, DGC, CGB,
parce que ces angles sont opposés par le sommet
(prop. 15. 1) : donc les six angles EGD, DGC,
CGB,BGA, AGF, FGE sont égaux entr’eux;
mais des angles égaux s’appuient sur des arcs
€gaux (prop. 26. 3 ) : donc les six arcs AB, BC,
CD, DE, EF, FA sont égaux entr’eux ; mais des
arcs égaux sont soutendus par des cordes égales
(prop. 29. 3) : donc les six cordes sont égales
entr’elles : donc 'hexagone ABCDEF est équi-
latéral. Je dis qu’il est équiangle , car puisque
I'arc AF estégal aTarc ED, si nous leur ajou-
tons & chacun 'arc ABCD, l'arc total FABCD
sera égal & I'arc total EDCBA : donc, puisque
T'angle FED s’appuie sur Farc FABCD et que
Tangle AFE s’appuie sur 'arc EDCBA, l'an-
gle AFE est égal a Pangle DEF (prop.27.3).
On démontrera semblablement que les autres
angles de I'hexagone ABCDEF sont égaux
chacun & I'un ou a lautre des angles AFE,
FED : donc I'hexagone ABCDEF est équian-
gle. Mais on a démontré qu'il est équilatéral , et
il est inscrit dans le cercle ABCDEF.

. Done on a inscrit un hexagone équilatéral et
équiangle dans.un cercle douné; ce qu'il fallait
faire. :
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COROLLAIRE,

11 suit manifestement de 12 que le c6té de
I'hexagone est égal au demi-diamétre du cercle.

§i par les points A, B, C, D, E, F nous me-
nons des tangentes au cercle, on circonscrira
-4 ce cercle un hexagone équilatéral et équian-
gle, en suivant la méthode que nous avons
-donnée pour le pentagone; c’est aussi de la
méme maniére que nous inscrirons et que nous
circonscrirons une circonférence de cercle a
un hexagone donné.

PROPOSITION XVI
PROBLEME.

- Inscrire dans un cercle donné un quindécagone
équilatéral et équiangle.

Soit ABCD (fig. 120) le cercle donné : il
faut dans ce cercle inscrire un quindécagone
équilatéral et équiangle. - )

Inscrivez dans le cercle ABCD le c6té AC
d’un triangle équilatéral et le c6té AB d’un pen-
tagone équilatéral. Puisque la circonférence en-
tiére ABCD doit éwre partagée en quinze parties
égales, I'arc ABC qui est la troisiéme partie de
la circonférence en contiendra cing, et 'arc AB-
qui est le cinquiéme de la circonférence en con-
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tiendra trois : donc P'arc restant BC en con-
tiendra deux. Partagez I'arc restant BC en deux
parties égales au point E ( prop. 30. 3 ), chacun
des arcs BE, EC sera la quinziéme partie de
Ia circonférence du cercle ABCD : donc si I'on
porteunedesdroitesBE, ECsurlacirconférence
- ABCD autant de fois qu’on le pourra (prop. 1.4),
on aura un quindécagone équilatéral et équian-
gle qui sera inscrit dans cette circonférence ;
ce qu’il falloit faire. .

En suivant la méthode que nous avons donnée
pour le pentagone, si par les points de division
d’un cercle on conduit des tangentes i ce cer-
cle, on circonscrira i ce cercle un quindéca-
gone équilatéral et équiangle. En suivant la
méme méthode , nous inscrirons et nous cir-
conscrirons une circonférence de cercle 4 un

quindécagone équilatéral et équiangle donné.

FIN DU QUATRIEME LIVRE.
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LIVRE VI

DEFINITIONS.

1. Lies figures rectilignes semblables - sont
celles dont les angles sont égaux chacun a
chacun et dont les c6tés placés autour des angles
égaux sont proportionnels.

2. Les figures sont réciproques lorsque les
antécédens et les conséquens des raisons se
trouvent dans une et Pautre figure.

3. Une droite est dite coupée en extréme et
moyenne raison lorsque la_droite totale est au
plus grand segment comme le plus grand seg-
ment est au plus peut.

4. La hauteur d’une figure est une perpen-
diculaire menée de son sommet sur sa base.

5. On dit qu’une raison est composée de rai-
sons lorsque les quantités des raisons mult-
pliées entr’elles produisent la quantité de cette
raison.
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 PROPOSITION PREMIERE.
L i{ FOREME,

Les tnangles et les parallelogmmmes qui ont
la méme hauteur- sont entr'eux comme leurs
-bases.

* Soient les triangles ABC, ACD ( ﬁg 121)
et les parallélogrammes EC, CF qui ont la
méme hauteur , savoir, la perpendlculaxre me-
née du point A sur la droite BD : je dis que le
triangle ABC est au triangle ACD et que le
parallélogramme EC est au parallélogramme CF
comme la base BC est 4 la base CD.

. Prolongez la droite BD de part et d’autre
vers les points H, L, et faites les droites BG , GH
égales chacune a la base BC; faites aussi les
droites DK, KL égales chacune 4 la base CD;:
et menez les droites AG, AH, AK, AL. '
Puisque les drottes CB, BG, G H sont égales
entr’elles, les triangles AGH, AGB, ABC seront:
égaux entr’eux ( prop. 38. 1) : donc le triangle-
AHC contient le triangle:ABC autant de fois
que la base HC contient la base BC. Par la méme-
raison le triangle ALC contient le triangle ACD,
autant de fois que labase LC contient labase CD.!
Si la base HC ‘est égale i la base CL, le-triangle
0
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AHC sera égal au triangle AB€ (prop 38.1);A le
si la base HC surpasse la base CL, le triangle
AHC surpassera le triangle ALC, et si cette
base est plus petite le triangle sera plus petit.
Ayaut donc quatre quantités , savoir, les deux
bases BC, CD et les deux triangles ABC, ACD y
on a pris des équimultiples de la base BC et du
triangle ABC, savoir, la base HC et le irian-
gle AHC; on a pris aussi d’autres équimultiples
de la base CD et du triangle ACD, savoir, la
base CL et le triangle ALC’; et 'on a démontré
que si la base HC sarpasse la base CL, le trian-
gle AHC surpassera le triangle ALC; que si la
base HC est égale i la base CL, le triangle AHC
sera égal au triangle ALC, et que si la base HC
est plus petite que la base CL, le triangle AHC
sera plus petit que le triangle ALC : donc le
triangle ABC est au wiangle ACD comme la
base BC ét lIa base CD (déf. 5.5).

+ Puisque le parallélogramme EC est double
dw triangle' ABC, quie le parallélogramme FC
est double-aussi du triangle ACD (prop. 41.1),
et a cause que les parties ont entr’elles la méme
raison que leurs equqnuluples (prop.15.5),le
parallélogramme EC sera ua * parallélogramme
FC comme le triangle ABC estun triangle ACD:
donc puisqu’on a démontré'que le triangle ABC
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" est an triangle ACD comme la base BC estala
base CD; et & cause que le parallélogramme EC
est au parallélogramme FC comme le triangle
ABC est au triangle ACD, le parallélogramme
EC sera au parallélogramme F C comme la base
BC est 4 la base CD (prop. 11.5).

Donc les triangles et les parallélogrammes
qui ont la méme hauteur sont entr’enx comme
leurs bases ; ce qu'il falloit démontrer. -

PROPOSITION’ I11.
THEOREME.

Si Uon conduit une droite qiu' soit paralléle & un
des cotés d’un,triangle, cette droite coupera
proportionnellement les cétés de ce triangle; et
si deux cdtés d’un triangle sont coupés propor-
tionnellement , la droite qui joindra les sections
sera paralléle au coté restant du triangle.

Que I'on méne la droite DE (fig. 122) de
maniére qu'elle soit paralléle 4 un des c6tés du
triangle ABC : je dis que CE esta EA comme
BD est a DA.

Menez les droites BE, CD. .

Le triangle BDE est égal au triangle CDE
(prop:37.1), parce qu’ils ont la méme base et
qu'ils sont compris entre les mémes paralléles.

Pt
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Mais deux quantités égales ont la méme raison
avec une méme quantité ( prop.7.5) : doncle
triangle CDE‘est au triangle ADE comme le
triangle BDE est au triangle ADE. Mais le
triangle BDE est au triangle ADE comme BD
esta DA : car ces deux triangles , qui ontlaméme
‘hauteur, savoir, la perpendiculaire menée du
point E sur la base AB, sont entr’eux comme
leurs bases (prop.1.6). Par la méme raison le
triangle CDE est au triangle ADE comme CE
est AEA : donc BD est a DA comme CE est
A EA (prop. 11.5).

Si les c6tés AB, AC du triangle ABC sont
coupés proportionnellement aux points D, E de
maniére que BD soit 4 DA comme CE estA EA,
et'si I'on méne la droite DE : je dis que la droite
DE est paralléle & la droite BC.

Faites la ‘'méme construction. Puisque BD
est 2 DA comme CE est AEA, que BD est 4 DA
comme le triangle BDE est au triangle ADE
(prop.1.6), et que CE est a EA comme le
triangle CDE est au triangle ADE; le triangle
BDE sera au triangle ADE comme. l¢ triangle
CDE est au triangle ADE (prop. 11.5) : donc
chacun des triangles BDE, CDE a la méme
~ raison avec le triangle ADE : donc e triangle

BDE est égal au wriangle CDE (prop. 9. 5),
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et ils ont la méme base. Mais des triangles égaux
et construits sur' la méme base sont compris
entre les mémes paralléles ( prop. 39. 1 )2:doné
la droite DE est paralléle a la droite BGuu:i s

Donc st 'on conduit une droite qui soit: pa=~
ralléle 4 un des c6tés d'un trangle , cette droité
coupera proportiommellement les eétés de ce'
triangle ; et siles.c6tés d’un triingle sont conpés:
pro‘pOrti'onnellemen’t la droite qun ‘joindra:léds;
sections sera paralléle au coté restant de'ce
t.nangle ce quil fallolt dem(mtrer ERTE

i

PROPOSITION 11,1

' LI
’I‘HE'OREME. e "

"Siun angle & un tnangle est. paﬂage en deur par-
 ties égales, et sila draitg qui partage cet angle
. goupe la base, les, segmens de la base auront
« la méme raison que les autres obtés de ce trian—
. gle; et si les segmeps, de la base ont la méme,
: ,Taison que les autres; qgteg_’du trigngle, la droite

qui est menée du sommet & la section partagera
Vangle de ce triangle ¢n.deuw parties égales. . ‘
-Soit le triangle AB® (ig. 123 ), que Fan-
gle BAC soit partagé en ews parties égales par
la droite-AD::-je dis que BD est & DC connné
BA esta AC. _ i
3



214 ELEMENS

Par le: point C menez la droite CE parallcle
ala droite DA (prop.31.1); prolongez la droite
BA jusqu’a ce qu’ elle rencontrera la droite CE

au point E,
-. Puisque la droite A C tombe sur les paralléles

AD, EC, I'angle ACE sera égal a I'angle CAD:

( prep- 29. 1 ); mais 'angle.CAD est supposé

égalaLangle BAD : donc I'angle BAD sera-égal
a bPangle ACE. De plus, puisque la droite BAE
tombe sur les paralléles AD, EC, I'angle exté~
ricur BAD .est égal & l'angle intérieur AEC.

(prop. 29. 1). Mais on a demontre que I'angle
ACE est égal aT an{,fe BAD: donc l’angle ACE
sera égal a l angle AEC : dong le c6té AE sera
égal au c6té AC (prop. 6. 1 ). Puisque la droite
ADest parallele i un des ¢6tés du triangle BCE,
savoir , au ¢6té EC,'la’droite BD sera A Ia’ droite
DC comme la droite BA ¢st 4 la droite’ AE
(prop. 2.6). Muis la Uroite AE est dgale 4 la
droite AC : donc la dﬁmte BD est A la droite
DC comme la- drone BA est ala droxte AC
(prop.7.5). |

Supposons & pn ésent que la droite BD soit a
la droite DC comme 13 droite BA est 4 la droite

AC; nienez la droite AD:: je dis que. 1 angle‘

BAC est partagé:.en deux parties. égales 1 par la
droite AD DY S

-
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Faites 14 méme construction. Puisque BD
est 3 DC comme BA est 2 AC, et que BD est
a DC comme BA est & AE (prop. 2.6), car
la droite AD est parallele a un des cétés du
trlangle BCE, savoir, au'c6té EC, il est &vi-
dent que BA sera 3 AC comme BA est 3 AE :
donc la droite AC est eﬂ'ile 4 la droite AE
(prop.9.5) : doncT angle AEC ést égal a Pan-
gle ACE.(prop.5. 1 ); mais Yangle AEC est
égal-o' 'angle estérieur BAD {prop.29.1), et
Pangle ACE égal a Pangle alterhe CAD : donc
L'angle BAD sera - egal a:Fangle' CAD : done
l'angle'BAC est partage en deux parues egales
par ladroite AD. - < = - »

- Dene si un angle- d’tm'mangle est partagé en
deux parties égales, et si la droite qui partage
cethngle 'cbﬁp’é la ~base‘z, les segmens dela'base
garont'la méme raison que 18s. autres céés de
_ &éitriangle ; et i les segmehs-de la base ont la

ménie raison que les ateres edtés du iriangle
1a droite qut est menée du sommet i la'section
de 1a base partage 'angleé:de ce triangle en dewx
Ws égrﬁwen ce qﬂ’i} falloie’ demontrer. for

s
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" _PROPOSITION IV.
THEOREME.

Dans les tnangles equmngles Ies cétes quz sanf.
€t or appelle cdtds homologues ce.u'.x;”quz sou-
tendent des angles egau.r C -

- ‘Soient les wriangles equxangles ABC DCE
(fig. 124 ) dont T'angle ABC:soit egal a I'angle
DCE, I'angle AGB égal i I'angle DEC}, et Lan-
gle BAC égal i langle CDE : je dis que dans
les deux triangles ABC ; DCE, les.cHiés qui sont
autour des angles égaux sont propOrtibnnéls
et queiles cotés'qui souteﬂdent des angles egaux
sont.homologues. . .

. Platez le.ct1é BC dans. la dwemon de CE
puisque les:angles ABG, . AGB sont moindres
que . deux arglés .draits { prop. 17.1), et que
Vangle ACB est égal & l’;mg!e DEC, les apgles
ABG; DEG sexont plys, petits que; deux. angles
drolts:o donc Jes,denxidroites. BA, ED drang
prolqngees »$¢EECORYr eront entr’ eHes(a;, z.,x),
et supposons qu’elles se rencontrent au point F.

Puisque I'angle DCE est egal a l'angle ABC,
la droite DC sera paralléle a4 la droite BF
(prop- 28. 1). De plus, puisque l'angle ACB

,'.
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est égal a Pangle DEC, la droite AC sera pa-
ralléle ila droite FE. Donc la figure FACD est
un parallélogramme : donc la .droite FA est
égale a la droite FD et la droite AC égale i la
droite FD (prop. 34. 1) et puisqu’un-des c6tés
du triangle FBE, savoir, le c6té A€ est paral-

1éle au coté FE, le c6té BA sera au coté AF

comme le c6té BC est au c6té CE (prop.2.6).
Mais la droite AF est égale a ladroite CD : done
BA estaCD comme BC estz‘i CE (prop.7. 5),
CE (prop. 16. 5) - De plus, Pms.que;l@ droite
CD est paralile: a la. droite BF, Ja. droite BC
sera a la droite CE comme la droxtc FD est a
la droite DE. Mais la droite DF gst ;gale ala
droite AC : done BC est & CE comne AC1 est
a ED; et en alternant, BC est a CA comme CE
est 2 ED; mais puissqu’on a demomre que AR
est a BC comme DC est 3 CE, et que BCest a
CA comme CE est 4 ED; la droite BA sera a
11 dtonte AC comme €D est 3 DE (prop. 22. 5)

. Done, dans les triangles equlan gles lcs cou,s
gui sQny autour des angles égaux sont, propor-
tionmels, et les cités qui soutendent -des. angles
égaux sont: boxpglogues ; ce qu $ll fal,lqn de—
monteer.  © oacolnco ey Lo -

peotos e e o el Uy g
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'PROPOSITION V.
 THEOREME.

Si deux triangles ont leurs cétés proportionnels,
ces deux triangles seront équiangles , et les an-
. gles soutendus par les cdtés homologues seront
égaux.

Soient deux triangles ABC, DEF (fig. 135)
dont les c6tés sotent proportionnels,-de ma-
niére que AB soit 3 BC comme DE esta EF;
que BC soit & CA comme ‘EF est 4 FD et qué
BA 50it 3’ A'C comme ED est i’ DF : je dis qué
les triangles ABC, DEF sont équiangles et que
les anwles soutendus par les cotés homologues
sont éﬂaux savoir, 'angle ABC égal i Pangle
DEF, l angle BCA égal i Pangle EFD et enfin
Pangle BAC égal & angle RDF. " - -7

Construisez sur la drone EF et aux pomts
E, F Pangle FEG égal & 'angle ABC ét I'an
gle EFG égal 4 Pangle BCA (prop.23.1)7 le
troisiéme a‘no'Ie BAGC sera €gal ‘au ‘woisiéme
angle EGF (prop 32. 1) : donc lés triangles
ABC, EGF sont equxangles “dohc dans lesident
tnan«rles ABC,EGTF, les ¢6té§ qui sont atitour
des angles égaux sont proportionnels et les ¢5tés
quisoutendent les angles égaux sont homologues
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(prop. 4.6) : donc AB est 8 BC comme GE
est 3 EF; mais AB est 2 BC comme DE est a
EF : donc DE est 3 EF comme GE est 2 EF
(prgp 11.5): donc T'une et I'autre des droites
DE, GE ont la méme raison avec la droite EF:
donc la droite DE est égale a la droite GE
(prop.9.5). Ladroite DF sera égale i la droite
GF, par laméme raison. Donc, puisque la droite
EG est égale a la droite DE, et que la droite
EF et communc les deux drones DE EF sont
égales aux deux droues GE, EF; mais la base
DF est égaleila base GF : donc Pangle DEF est
égal 2 Yangle GEF ( prop. 8.1); donc le triangle
DEF est égal au tnangle GEF et lesautres angles
qu1 sont soutendus par les cétés egaux sont dn-
core égaux : donc 'angle DFE est égal A.langle
GFE et l'arigle EDF*¢gal 4 'angle EGF . Puisqué
DEF est e«ral al angle GEF et que 'angle GEF
est'épal & l’ ngle ABC par construction:, Y'an+
gle ABCﬂera enal l'a'n"le DEF. PitTh ma;ne
taison Pangle ACBserd égal i Pangle DFE &t
Pangle A éoal ‘¥ langle D': don lestltrlangles
ABC, DEF som équianolés Sonh el T
' Pone si “deux u‘la‘nd’les ént leurs céids 'pvo«-
ﬁorubnnels ces deux'tnannrles seromt équiane
gles ‘ét les angles isoutendus par les cétés homos
logues sétont'égau ; ce'gqwil falloi @émontfer,
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’ PROPOSITION VI ‘

P i.

'rnr.onnmn - r

Si dewx triangles ont un angle egal dun angle et
si les cOtés qui sont autour des angles eaauI
sont proportionnels , ces deuz triangles seront

I équzangles et les angles soutendus' par lc.s' cétw 4

' ,homologues seront egau.z' '

Sment les deux. mangles AB C D,QF
(fig. 126, ayant un angle BAC égal & un Angle
EDF, et ayant de plus les c6tés qui sont autour
des:angles égaux proportionnels entr’eux; de
mani¢re. que BA soit 2 AC.comme ED est &
DF : je dis que les mngles ABC, DEF sont
équiangles et que Pangle ABC est egal al.anble

DEF et I'angle ACB égal:x 'angle DFE, -,

Sur la droite DF et _aux .points D, F, oons-
trnisez 'angle FDG égal 4.'pn ou 3 Pautre. des
angles BAQ; EDF egliangle: DF G égal-a Van-
gle ACB (prop. 25. 1). I.angle restany B sera
égal a Fangle restant G (prop. 32.41 ) : donc les
maﬂgles ABC,DGF som,qq,u;aqglcs donc BA
est 2 AC gcomme G D .est.a DF (,prop. 4,6);
mais oh suppose que BA est 3 AC commg ED
est 3 DF : donic ED est & DE comme; GD est
aDF (prop..11.5) s donc Jg,pité EI est, égal
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au c6té DG (prop. 9. 5); mais le c6té DF est
commun : donc les deusx droites ED, DF sont
égales aux deux droites GD, DF; mais I'angle
EDF est égal a Pangle GDF : donc la base EF est
égale 4 1a base FG ( prop. 4. 1) ; donc le triangle
DEF égal au tr;ianﬂle GDF et les autres angles
qui sont soutendus par les c6tés égaux sont en-
core égaux : donc I'angle DFG est égal 4T’ angle
DFE et I'angle G égal a I'angle E. Mais I'angle
DFG est égal 4 Pangle ACB, par construction:
donc 'angle ACB est égal 2 DF E; mais 'angle
BAC est supposé égal & I'angle EDF : donc
Yangle restant B est égal 3 l'angle restant E
(prop- 32. 1) : donc les deux triangles'-ABC,
DEF sont équiangles.

Donc si deux triangles ont un angle égal a
un angle, et si les c6tés qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels, ces deux
triangles seront équiangles, et les angles sou~
tendus par les c6tés homologues seront égaux ;
ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION :VIL
THEOREME.

Si deux triangles ont un angle égal & un angle,
si les cotés placés autour de deux autres angles
sont proportionnels entr'eux, et si chacun des
angles restans est en méme tems ou plus petit
ou nest pas plus petit qu'un angle droit, les
triangles seront équiangles et les angles adja-
cens daux cotés proportionnels seront égaux.

Soientles deux triangles ABC, DEF (fig. 127)
ayant un angle égal & un angle, savoir , I'angle
BAC égal a I'angle EDF et les c6tés qui sont
autour de deux autres angles ABC, DEF propor-
tionnels enur’eux , de maniére que DE soit 4 EF
comme AB est 24 BC, et que chacun des deux
autres angles ACB, DFE soit plus petit qu'un
angle droit : je dis que les triangles ABC, DEF
sont équiangles, que I'angle ABC est égal & I'an-
gle DEF, et I'angle ACB égal aI'angle DFE.

Car s1 I'angle ABC n'est pas égal 4 l'angle
DEF, 'un d’ecux sera plus grand. Que Pangle
ABC soit le plus grand. Construisez sur la droite
AB et au point B un angle ABG égal a Pangle
DEF (prop.23.1).

Puisque I'angle A est égal a 'angle D et I'an-
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gle ABG égal 2 l'angle DEF, I'angle AGB sera
égal 4 Pangle DFE (prop. 32. 1) : donc les trian-
gles ABG, DEF sont équiangles : donc AB est
a BG comme DE est 3 EF (prop.4.6); mais
par supposition DE est 3 EF comme AB est
4 BC.: donc AB est 2 BC comme AB est 3 BG
( pr‘op. 11.5) : donc la droite AB a la méme
raison avec chacune des droites BC, BG : donc
la droite BC sera égale 4 la droite BG et par
conséquent I’angle BGC est égal i 'angle BCG
{ prop. 5. 1) ; mais on a supposé que I'angle C
est.plus petit qu'un angle droit : donc I'angle
BGC est plus petit qu'un angle droit et par con-
séquent l'angle -de suite AGB est plus grand,
qu’un angle droit { prop. 13. 1 ) ; mais on a dé-
montré que I'angle AGB est égal a I'angle F :
doncl'angle F est plus grand qu’un angle droit ;
mais on a supposé qu'il étoit plus petit quun
angle droit, ce qui est absurde : donc les angles
ARG, DEF ne sont pas inégaux : donc ils sont
égaui ; mais 'angle A est égal 4 Pangle D-: donc
I'angle C est égal 2 I'angle F : donc les triangles
ABC, DEF sont égaus.

Supposons & présent que I'un et Pautre des
angles G, F n’est pas plus petit qu'un angle dreit :
je dis encore que les triangles ABC, DEF sont
équiangles.
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Ayant fait la méme construction, nous dé-

montrerons semblablement que le c6té BC est

égal au c6té BG et I'angle C égala I'angle BGC;
mais 'angle C n’est pas plus petit qu'un angle
droit : donc I'angle BGC n’est pas plus petit
qu'un angle droit : donc deux angles du trian-
gle BGC ne sont pas plus petits que deux-angles
droits, ce qui est impossible (prop. 17.1) : donc
les angles ABC, DEF ne sont pas inégaux :
donc ils sont égaux; mais I'angle A est égal &
Pangle D : donc Pangle C est égal & Pangle F
. (prop 32.1) : donc les mangles ABC, DEF
sont equlangles.

Donc si deux trlangles ont un angle égal 4 un
angle, si les c6tés placés autour de deux autres
angles sont proportionnels entr’eux, et si cha-
cun des angles restans est en méme tems plus
petit ou n’est pas plus petit qu'un angle droit,
les triangles seront équiangles et les ariglés adja-
- cens aux c6tés proportionnels seront egaux 3
ce qu'il falloxt démontrer.
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PROPOSITION VIIL
THEOREME.

St dans un triangle rectangle on conduit une
perpendiculaire de Uangle droit sur la base , les
triangles placés autour de la perpendiculaire
sont semblables au triangle total et semblables
entr’eux.

Soit le triangle rectangle ABC (fig. 128 ) dont
T’angle BAC est droit; du point A conduisez la
perpendiculaire AD sur la base BC : je dis que
les triangles ABD, ADC sont semblables au
triangle total ABC et semblables entr’eux.

Car puisque l'angle BAC est égal a l'angle
ADB, étant droits I'un et Vautre, et que I'angle
B est commun aux deux triangles ABC, ABD,
Pangle restant ACB sera égal a I'angle restant
BAD (prop.32. 1) : donc les deux triangles
ABC, ABD sont équiangles : donc le c6té BC
qui soutend Pangle droit du triangle ABC, est
un c61é BA qui soutend P'angle droit du triangle
ABD comme le c6té AB qui soutend I'angle C
du triangle ABC, est au ¢6té BD qui soutend un
angle égal & 'angle C, c’est-a-dire Pangle BAD
du triangle ABD, et enfin comme le c61é AC
est au c6té AD qui soutend un angle B commun

P
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a ces deux triangles : donc les triangles ABC,
ABD sont équiangles et les c6tés placés autour
a des angles égaux sont proportionnels entre
eux (prop. 4.6) : donc le triangle ABC est sem-
blable au triangle ABD (déf. 1.6). Nous dé-
montrerons que de méme le triangle ADC est
semblable au tnangle ABC : donc chacun des
triangles ABD, ADC est semblable au triangle
total ABC.

Je dis de plus que les trlangles ABD, ADC
sont semblables gntr’eux.

Car puisque langle droit BDA est egal a
Yangle droit ADC, et A cause qu'il a été dé-
montré que l'angle BAD est égal a 'angle C,
Yangle restant B sera égal 4 I'angle restant DAC
{prop.32.1) : donc les deux triangles ABD,
ADC sont équiangles : don¢ le c¢6té BD du
triangle ABD, qui soutend angle BAD est au
c6té DA du triangle ADC, qui soutend I'angle
C égal a Pangle BAD comme le c6té AD du
~ triangle ABD qui soutend l’angle B est au coté
DC du triangle ADC qui soutend l'angle DAC
égal & l’angleB et comme le c6té BA qul sou-
tend I'angle droit ADB est au c6té A C qui sou-
‘tend Y'angle droit ADC ( prop. 4. 6): doncle
triangle ABD est’ semblable au trlangle ADC
(def 1.6). P
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Donc si dans un triangle rectangle, on con-
duit une perpendiculaire de 'angle droit sur la
Yase , les triangles placés autour de la perpen-
diculaire sont semblables au triangle total et
semblables entr’eux ; ce qu'il falloit démontrer.

COROLLATRE.

11 suit de 12 que , dans un triangle rectangle
la perpendiculaire conduite de I’angle droit sur
la base, est moyenne proportionnelle entre les
segmens de la base, et quethaque c6té de I'angle
droit est moyen proportionne] entre la base et
le segment qui lui est conugu

PROPOSITION IX.
l_’ROBLﬁME.

D’une droite donnée retrancher une partie
demandée.

Soit AB (fig. 129) la droite donnée : il faut
de la droite AB retrancher une partie demandée.
Que la partie demandée soit le tiers de cette
droite ; du pomt A condmsez une droite quel-
conque AC qui fasse avec la droite AB un angle
quelconque ; prenez sur la droite AC un point
- quelconque D et faites les droites DE, EC
égales chacune a la droite AD (prop. 3. 1);
conduisez ensuite la droite BC et par le point D
2
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conduisez la droite DF paralléle 4 la droite BCG
(prop.31.1).
Puisqu’on a conduit la droite FD para]lele a
un des cotés du mangle ABC, savoir, au c6té
BC, la droite CD sera i da droite DA comme
la droite BF est & la droite FA (prop.2.6);
mais la dr(nte CD est double de la droite DA:
donc la drmte BF est double de la droite FA: |
donc la droite BA est Youble de la droite AF. 7! ’l'j.- ¢
Donc on a retranché de la droite donnée AB
- sa troisiéme partie demandée; ce quil falloit
faire.

PROPOSITION X.
PROBLEME.

Partager une droite donnée qui n’est point par-
tagée de la méme maniére qu'une autre droite
donnée est partagée.

Soit AB ( fig. 130 ) la droite donnée qui n’est
point partagée et AC la droite donnée qui est
partagée: il faut partager la droite AB qui n’est
pas partagée de.la méme maniére que la droite
AC est parlagée.

Que la droite AC soit partagée aux points
D, E, et que les droites AC, AB soient placées
de maniére qu'elles comprennent un angle
quelconque. Conduisez la droite BC, et par les
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points D, E | conduisez les droites DF, EG
paralléles a la droite BC (prop. 31. 1), et par
le point D conduisez la droite DHK paralléle
a la droite AB. E

Les figures FH, HB sont des parallélo-
grammes , et par conséquent la droite DH cst
€gale i la droite FG et la droite HK égale a la
droite GB (prop. 34. 1) ; et puisqu’on a conduit
Ia droite HE paralléle a un des c6tés du triangle
DKC, savoir, an ¢6té KC, la droite CE sera &
la droite ED comme la droite KH est 4 la droite
HD (prop. 2. 6); mais puisque la droite KH est
égale 4 la droite BG et que la droite HD est
égale a la droite GF, la droite CE est & ]a droite
ED comme ladroite BG est a la droite GF. De
plus, puisqu’on a conduit la droite F D paralléle
4 un des c6tés du triangle AGE, savoir au coié
EG, la droite ED sera & la droite DA comme
la droite GF est a la droite FA. Mais on a dé-
montré que la droite CE est 4 la droite ED
comme la droite BG est a la droite GF : donc la
droite CE est a la droite ED comme la droite BG
est & la droite GF, et ]a droite ED est a la droite
DA comme la droite GF est a la droite FA.

Donc la droite donnée AB, qui n’est parta—
gée, a été partagée de la méme maniére que
la droite donnée AC; ce qu’il falloit faire.

-

a



230 ELEMENS
PROPOSITION XI.
PROBLE M E.

Deux droites étant données , trouver une troisi¢me
 proportionnelle.

Soient AB, AC (fig. 131 ) les deux droites
données ; placez-les de mameére qu’elles com-
prennent unlang]e quelconque : il faut trouver
une troisiéme proportionnelle aux droites AB,
AC. o

Prolongez les droites AB, AC vers les pbims
D, E; faites la droite BD égale 4 la droite AC;
menez la droite BC, et par le point D menez la
droite DE paralléle 2 la droite BC (prop.3t.1).

Puisque la droite BC est paralléle 4 un des -
c6tés du triangle ADE, savoir au ¢6té DE, la
droite AB sera a la droite BD comme la droite
AC est a la droite CE (prop.2.6); mais la
droite BD est égale a la droite AC : dong la
droite AB est a la droite AC comme la droite
AC est a la droite CE. '

Donc les deux droites AB, AC ayant été don-
nées, on a trouvé une troisiéme proportion-

~ nelle CE; ce quil falloit faire.
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PROPOSITION XII.
PROBLEME.

Trois droites étant donndes , trouver une qua-
triéme proportionnelle. '

Soient A, B, C (fig. 132) les trois droites
données, il faut trouver une quatriéme propor-
tionnelle aux trois droites A, B, C. ‘

Menez les deux droites DE, DF, compre-
nant un angle quelconque EDF ; faites la droite
DG égale a la droite A, la droite GE égale 4 la
droite B et la droite DH égale & la droite C.
Menez la droite GH, et par le point E menez
la droite EF paralléle a la droite GH.

Puisque la droite GH est paralléle a un des.
cotés du triangle DEF, savoir au c6té EF | la
droite DG sgra i la droite GE comme la droite
DH est & la droite HF (prop. 2.6). Mais la.
droite DG est ega]e a la droite A, la droite GE
égale 4 la droite B, et la droite DH égale i la
droite C : donc la droite A est 4 la droite B
comme la droite C est a la droite HF.

Donc trois droites A, B, C étant données, on
a trouvé une quatriéme proportionnelle HF ; ce
qu'il falloit faire.
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PROPOSITION XIII.
PROBLEME.

Deux droites étant données , trouver une moyenne
proportionnelle.

Soient AB, BC (fig. 133) les deux droites
données ; il faut trouver une moyenne propor-
tionnelle entre ces deux droites.

Placez ces deux droites dans la méme direc-
"tion, et sur la droite AC décrivez le demi-cercle
ADGC, du point B élevez la perpendiculaire AC
et menez les droites AD, DC (prop. 11.1).

Puisque I'angle ADC est dans un demi-cercle,
cet angle est droit (prop.31.3); et puisque
dans le triangle rectangle ADC on a conduit de
I'angle droit la droite DB perpendiculaire sur la
base, la droite DB sera moyenne proportion—
nelle entre les segmens de la base AB, BC
(corrol. 8.6).

Donc les deux droites AB, B C ayant été
données, on a trouvé une moyenne propor-
tionnelle DB; ce qu'il falloit faire.
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PROPOSITION XIV.
Pnopnimn.

- 8i deux parallélogrammes égaux ont un angle
égal a un angle, les cotés qui sont placés autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels ; et si deux parallélogrammes ont un
angle égal & un angle, et si les cotés qui sont
placés autour des angles égaux sont récipro-
quement proportionneks , ces deux parallélo-
grammes sont égdur entr'eux.

~ Sotent AB,BC (fig. 134 ) deux parallélo-
grammes égaux , ayant deux angles égaux en B.
Placez la droite BE dans la direction de DB;
Ja droite BG sera dans la direction de FB
(prop. 14. 1) : je dis que les cotés des parallé-
logrammes AB, BC qui sont placés autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-
nels, c’est-a-dire que DB est 3 BE comme GB
cst 3 BF.

Achevez le parallélogramme FE.

Puisque le parallélogramme AB est égal an
parallélogramme BC et que EF est un troisiéme
parallélogramme , AB sera a FE comme BC est
a FE (prop.7.5); mais AB est 3 FE comme
DB est 3 BE (prop.1.6); ct BC est 4 FE
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comme GB est a BF : donc DB est a BEE comme
GB esta BF (prop. 11.5) : donc les c6tés des
parallélogrammes AB, BC qui sont autour des
angles égaux sont réciproquement proportion~
nels.

Supposons A présent que les cétés qui sont
autour des angles égaux soient réciproquement
proportionnels, c’est-a-dire que DB soit a BE
comme GB est a BF : je dis que le parallélo-
gramme AB est égal au parallélogramme BC.

Puisque DB est 4 BE comme GB est 4 BF-
que DB est 3 BE comme le parallélogramme
AB est au parallélogramme FE (prop. 1.6), et
gque GB est &4 BF comme le parallélogfamme

'BC est au parallélogramme FE, AB sera 4 FE
‘comme BC est AFE (prop.11.5): donc le pa-
 rallélogramme AB est égal au parallélogramme
"BC (prop. 9. 5). :
Donc si deux parallélogrammes égaux ont un
~ angle égal 2 un angle, les c6tés qui sont autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels; et si deux parallélogrammes ont un
‘angle égal a un angle, et si les cétés qui sont
~ autour des .gngles égaux sont réciproquement
* proportionnels, ces deux parallélogrammes sont
" -égaux ; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XV.
THYXOREME.

Si deux triangles égaux ont un angle égal a un
angle, les cotés placés autour des angles égaui'
sont réciproquement proportionnels ; et si deux
triangles ont un angle égal & un angle, et si
les cdtés placés autour de ces angles égaux sont
réciproquement proportionnels , ces deux trian-
gles sont égaux entr'eux. '

Soient ABC, ADE (fig. 135) des triangles
égaux , ayant un angle égal & un angle, savoir,
I'angle BAC égal 4 'angle DAE : je dis que les
c6tés des triangles ABC, ADE placés autour
des angles égaux sont réciproquement propor—
tionnels entr’eux, c’est-3-dire que CA esti AD
comme EA est 4 AB.

Placez ces triangles de maniére que la droite
C A soit dans la direction de la droite AD; la
droite EA sera dans la direction de la droite AB
(prop. 14. 1). Menez la droite BD.

Puisque le triangle ABC est égal au triangle
ADE et que ABD est un autre triangle , le trian-
gle CAB sera au triangle BAD comme le trian-
gle ADE est au triangle BAD (prop.7.5); mais
le triangle CAB est au triangle BAD comme CA
est a AD (prop. 1.6), et le triangle EAD est
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au triangle BAD comme EA est 3 AB : donc CA
est 3 AD comme EA est 2 AB (prop. 11.5):
donc les c6tés des triangles ABC, ADE, qui
sont autour des angles égaux, sont réciproque-
ment proportionnels. .

Supposons a présent que les cdtés des trian-
gles ABC, ADE soient réciproquement pro-
portionnels , c’est-a-dire que CA soit a AD
comme EA est a AB : je dis que le triangle ABC
est égal au triangle ADE. Menez BD.

Puisque CA est 2 AD comme EA est 3 AB,
- que CA est a AD comme le triangle ABC est
au triangle BAD (prop. 1.6), et que EA est
a4 AB comme le triangle EAD est au triangle
BAD, le triangle ABC sera au triangle BAD
comme le triangle EAD est au triangle BAD
(prop. 11.5) : donc 'un et I'autre des triangles
ABC, ADE ont la méme raison avec le triangle
BAD: donc le triangle ABC est eoal au triangle
EAD (prop 9-5).

Donc si deux triangles égaux ont un angle égal
‘aun angle , les c6tés placés autour de ces angles
égaux sont réciproquement proportionnels; et
si deux triangles ont un angle égal 4 un angle, et
s1 les c6tés placéé autour des angles égaux sout
réciproquement proportionnels, ces deux trian-
gles scront égaux ; ce qu'il falloit démontrer.



DEUCLIDE. 25y

PROPOSITION XVI.
THEY¥OREME,

Si quatre droites sont proportionnelles , le rectan-
gle compris sous les deux droites extrémies est
-égal au rectangle qui est compris sous les deux
droites moyennes ; et si le rectangle compris sous
deux droites extrémes est égal & celui qui est
compris sous deux droites moyennes , ces quatre
droites sont proportionnelles.

- Soient AB, CD, E, F (fig. 136 ) quatre droites
proportionnelles de maniére qu’on ait AB est &
CD comme E est 4 F : je dis que le rectangle
compris sous les droites AB, F est égal au rec-
tangle compris sous les droites CD, E.

Des points A, C et sur les droites AB, CD éle-
vez les perpendiculaires AG , CH (prop. 11.1);
faites la droite AG égale i la droite F et la droite,
C H égale a la droite E, et terminez les parallé+
logrammes BG, DH.

Puisque AB est 4 CD comme E est a F et
que E est égal 2 CH et F égal 3 AG, AB sera

"2 CD comme CH est 3 AG (prop.7.5): dong
les c6tés des parallélogrammes BG, DH placés,
autour des angles égaux sont réciproquement
proportionnels ; mais lorsque les cotés des
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- parallélogrammes équiangles qui sont autour
des angles égaux sont réciproquement propor-
uonnels; ces parallélogrammes sont égaux entre
eux (prop. 14.6) : donc le parallélogramme
BG est égal au parallélogramme DH; mais le
parallélogramme BG est compris sous les droites
AB, F; car AG est égal a F, et le parallélo-
gramme DH est compris sous les droites CD, E;
puisque CH est égal 3 E : donc le rectangle
compris sous les droites AB, F est égal & celu
qui est compris sous les droites CD, E.

Si le rectangle compris sous les droites AB,
F est égala celui qui est compris sous les droites
CD,E:jedis que ces quatre droites sont pro-
poruonne]]cs c’est-a-dire que AB est a CD

comme E est a F. -

Faites la méme construction ; le rectangle
compris sous les droites AB, F est égal & celui
qui est compris'sous les droites CD, E ; mais le
' re'ctat;gle BG est compris sous les droites AB, F;
car AG est égal A F et le rectangle DH est com-
pris sous les droites CD, E, car CH est égal
a E : donc le parallélogramme BG est-€égal au
parallélogramme DH et ces deux parallélo-
grammes sont équiangles. Mais les c6tés des
parallélogrammes égaux et équiangles placés
autour des angles égaux sont réciproquement

T
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“proportionnels (prop. 14.6): donc AB.est 2 CD
" comme CH est 2 AG; mais CH est égal aE et

AG égal a T : donc AB est a CD comme  est
aF.

Donc si quatre droites sont proporuonnellea,
le rectangle compris sous les droites extrémes
- est égal au rectangle compris sous les droites
- moyennes; et si un rectangle compris sous deux

droites extrémes est égal a un rectangle compris
- sous deux droites moyennes , ces quatre droites
sont proportionnelles; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XVIIL
THEOREME.

Si trois droites sont proportionnelles., le rectangle
compris sous les droites extré'me? est égal au
quarré de la droite moyenne ; et si un rectangle
compris sous deux droites extrémes est égal au
quarré d’'une droite moyenne , ces trois droites
sont proportionnelles. ‘ ‘

Soient AE, BG, C (fig. 137 ) trois droites
proportionnelles, de maniére: que I'on ait AE
est 3 BG commé BG est 4 C : je dis que le rec-
1angle compris sous les droites AE C est égal
au quarré de BG., :

. Faites la droxte D égale a la droite BG.

VILLE DE LYOX
DAL du Palais des drs



240 FLEMENS

~Puisque AE est i BG comme BG est & C.et
que BG est égal a D, la droite AE seraa la
droite BG comme la droite D est-a la droite C;
mais si quatre droites sont proportionnelles, le
rectangle compris sous les droites extrémes est
égal & celm qui est compris sous les droites
moyennes ( prop. 16.6 ) : donc le rectangle
compris sous les droites AE, C est égal a celmi
* qui est compris sous les droites BG, D. Mais le
rectangle compris sous les droites BG, D est
égal au quarré de BG, car la droite BG est égale
i la droite D : donc le rectangle compris sous
les droites AE, C est égal au quarré de BG.

Si le rectangle compris sous les droites AE, C
est égal au quarré de BG : je dis que AE est &
BG comme BG est a C.

Faites la méme construction. Puisque le rec-
tangle compris sous les droites AE, C est égal
au quarré de BG et que le quarré de BG est un
réctangle compris sous les droites BG, D, car
BG est égal a D, le rectangle compris sous les
droites AE, C est égal au rectangle compris sous
les droites BG, D. Mais si un rectangle compris
sous deux droites extrémes est égal Aunrectangle
compris sous deux droites moyennes , . es quatre
droites seront proportionnelles (prap 16.6):
donc AE est 4 BG comme D estdC; mais BG est
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égal 1 D: donc AE est 4 BG comme BG est 3 C.

Donc si trois droites sont proportionnelles,
le rectangle compris sous les droites extrémes
sera égal au quarré de la droite moyenne; et si
un rectangle compris sous deux droites extrémes
est égal au‘qual ré de la droite moyenne, ces
trois droites, seront proportjonnelles, ce qull
falloit démontrer. :

_PROPQSI'TION_ XVIIL o

v . PROBLEME
i, [ e

Sur une. drmte donnee decrzre une ﬁgure rec(zr
lggnc semblable & une autre et semblablement

placee ‘ U

Soit AB (ﬁg 1 58) la dro;te donnee etGEla
figure donaiée «il faut sur la droite AB décrire
une figare samblable a la figuré CE et semblar
blecment placée. IR

Menézla dioite DF, etsur la drmte AB €t aux
points A;, B faites I'angle GAB égal a Pangle G,
et 'angle ABG égal al'angle CDF (prop; 23.1);
I'angle restant CF D sera égal a I'angle restant
AGB (prop.32.1):doncles triangles FCD, GAB
sont équiangles : donc FD esta GB comme FC
est 3 GA, et comme CD est a AB (prop. 4.6).
Construisez ensuite sur la droite BG et aux points

- Q
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B; G I'angle BGH égal 4 'angle DFE et Pangle
GBH égal a I'angle FDE ; I'angle E restant sera
égal 4 Vangle Hrestant : donc les triangles FDE,
GBH sont équiangles : donc FD est 4 GB comme
FE estaGH, et'‘cothme ED est 4 HB (prop.4.6).
Mais on a démontré que FD est & GB comme
FCest 2 GA, ét-€omme CD est 2 AB:: donc
FC est 3 GA comme CD est 3-AB, eotame FE
est a GH, et comme ED est 4 HB (pr op-I1. 5).
Mais I'angle CFD est égal a lancle "AGR par
construction, et 'angle DFE égal 4 1’an01e BGH:
donc Pangle total CFE est égal & langle total
AGH Par la méme raison, I’ angle CDE et égal
a l’angle ABH,'T’ angle C égal & T'angle A’ et
I'angle E égal a l angle H : donc les figures AH
G E sont équiarigles ; €t elles onLles}:&.és'bp'po—
sés aux angles égaux proportionnels. entr’eux :
dbire les: deux figures AH; CE. bom semblables
(déf. 1.6). S e
~Done, sur la droite:AB on a decrit\ la ﬁ.gure
AH» semblable a lafigure €E et sembldnlement
placee ‘ce qu’ll fallon: f.ure ,' RERRRE Fyes
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PROPOSITION XIX
THEOREME.

Les triangles semblables sont entr'eux en raison
doublée des cités homologues.

Soient ABC, DEF (fig. 13g) deux triangles
semblables , ayant I'angle B égal & I'angle E.
Supposons que AB soit a BC comme DE: est &
EF, de maniére que le c6té BC soit 'homo-
logue du c6té EF (déf.12.5): je dis que les
triangles ABC, DEF sont entr’eux en raison
doublée des cétés BC, EF.

Prenez une troisieme proportionnelle BG
(£ig--238) aux droites BG, EF, de maniére
que BC soit a EF comme EF est 4 BG, et
menez la droite GA(prop 11.6). = -«

Puisque AB est 3 BC comme DE est 4 EF,
s1 Uon rechangp les places des moyens, on aura
AB est a DE comme BC est 3 EF ( prop- 16.5);
mais BC ést a EF comme EF est & BG : donc
ABest 3 DE comme EF est3 BG (pro.i1.5):
donc les ¢6tés des triangles ABG, DEF pli-
cés autour des angles égaux sont réciproque-
ment‘propbx‘iionnels. Mais deux triangles soiit
égaux entr’eux lorsqu’ils ont un angle égal a
un angle et lorsque les ¢6tés placés autour des

2
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angles égaux sont réciproquement proportion-
nels (prop. 15.6) : donc le triangle ABG est
égal au triangle DEF. Mais pmisque BC est a EF
comme EF estaBG, et que lorsque trois droites
sont proportionnelles, la premiére et la troisiéme
sont entr’elles en raison doublée de la premiére
etdelaseconde (déf. 10.5),les droites BC et BG
seront entr’elles en raison doublée de BC et de
EF; mais BC est 2 BG comme le triangle ABC
est au triangle ABG {(prop. 1.6): donc le trian-
gle ABC et le triangle ABG sont entr’eux en
raison doublée de BC et de EF ; mais le triangle
ABG est égal au triangle DEF : donc le triangle
ABC et le triangle DEF sont entr’eux en raison
doublée de BC et de EF (prop. 7.5).

. Donc les triangles semblables sant entr’eux
en raison doublée des cétés homologues ; ce
qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE

1 suit manifestement de 1 que si trois dro:tes
sont proportionnelles, la premiére sera i la troi-
siéme comme tr 1angle décrit sur la premiére est
triangle semblable qui est decrlt semblablement
sur la seconde , puisqu’il a été demontre que CB
est3 BG comme le triangle ABC est au tmangle
ABG, c'est-a-dire au manglc DEF.
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PROPOSITION XX.
THEOREME,

Les polygones semblables peuvent se diviser en

' triangles semblables, égaux en nombre et pro-
portionnels aux polygones ; et ces polygones
sont entr'eux en raison doublée de leurs cdtés
homologues.

Soient ABCDE, FGHKL (fig. 140) deux
polygones semblables et que le cété AB soit
I'homologue du c6té FG : je dis que les poly-
gones ABCDE, FGHKL peuvent se diviser en
triangles semblables , égaux en nombre et pro-
portionnels aux polygones, et que les polygones
ABCDE, FGHKL sont entr'eux en raison
doublée des c6tés AB, FG.

Menez les droites BE, EC, GL, LH.

Puisque le polygone ABCDE est semblable
au polygone FGHKL, Pangle BAE est égal &
Pangle GFL; mais BA est 4 AE comme GF est 4
FL : donc, puisque ces deux triangles ont un
- angle égal 4 un angle et que les cétés placés
autour des angles égaux sont proportionnels,
les triangles ABE, FGL seront équiangles
(prop. 6. 6), et par conséquent semblables
(prop. 4.6) : donc I'angle ABE est égal a I'an-

3



246 ELEMENS
gle FGL ; mais Iangle total ABC est égal a
I'angle total FGH, & cause de la similitude des
polygones : donc I'angle restant EBC est égal
al'angle restant LG H; mais 4 cause de la simi-
Litude des triangles ABE , FGL, EB est a BA
comme LG est a GF, et a cause de la simihtude
des polygones, AB est 4 BC comme FG est 4GH,
" EBseraaBC comme LG esta GH (prop.22.5),
c’est-a-dire que les c61és placés autgur des an-
gles égaux EBC, LG H seront proportionnels :
donc les triangles EBC, L GH sont équiangles
(prop. 6. 6), et par conséquent semblables
(prop. 4. 6). Par la méme raison, les triangles
_ECD, LHK sont encore semblables : donc les
polygones ABCDE, FGHKL sont divisés en
triangles semblables et égaux en nombre.

Je dis de plus que ces triangles sont propor-
tionnels aux polygones, c’est-a-dire que ces
triangles sont entr’eux comme les antécédens
ABE, EBC, ECD sont aux consé¢quens FGL,
LGH, LHK; je dis encore que les polygones
ABCDE, FGHKL sont en raison doublée des
cotés homologues, c’est-a-dire en raison dou-
blée des c6tés AB, FG. '

Menez les droites AC, FH.

Puisqu’a cause de la similitude des polygones
Tangle ABC est égal al'angle FGH, et que AB
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est 4 BC comme FG est 3 GH, les triangles
ABC, FGH seront équiangles (prop.6.6):
donc I'angle BAC est égal a I'angle GFH et
I'angle BCA égal & I'angle GHF. De plus, puis-
que I'angle BAM est égal i I'angle GFN et qu'il
a été démontré que I'angle ABM est égal a I'an-
gle FGN, 'angle restant AMB sera égal a I'an-
+ gle restant FNG ( prop. 32. 1) : donc les deux
triangles ABM , FGN sout équiangles. Nous dé-
montrerons semblablement que les deux trian-
gles BMC, GNH sont équiangles : donc AM
est A MB comme FN esta NG, ctBMesta MC
comme GN est 3 NH (prop. 4.6): donc AM
est 3 MC comme FN est 3 NG (prop.22.5); -
‘mais AM esta MC comme le triangle ABM est
au triangle MBC, comme le triangle AME est
au triangle EMC, car ils sont entr’eux comme
leurs bases (prop. 1. 6), mais un seul des an-
técédens est a un seul des conséquens comme
tous les antécédens sont A tous les conséquens
(prop. 12.5 : donc le triangle AMB est au
triangle BMC comme le triangle ABE est an
triangle CBE ; mais AMB est a. BMC comme
AM est & MC : donc AM est a MC comme le
tri:;mgle ABE est au triangle EBC (prop.11.5).
Par la méme rason FN est a NH comme le
triangle FGL est au triangle GLH ; mais AM

4
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est A MC comme FN est 3 NH : donc le trian-
gle ABE est au triangle BEC comme le trian-
gle FGL est au triangle GLH (prop. 11.5):
ou bien en échangeant les places des moyens,
le triangle ABE est au triangle FGL comme le
triangle BE C est au triangle GLH (prop. 16.5).
Nous démontrerons semblablement , aprés avoir
-, K menéBD, GH, que le triangle BEC est au trian-
gle GLH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK ; mais puisque le triangle ABE est au
triangle FGL comme le triangle EBC est au
triangle LGH et comme le triangle ECD est
au triangle LHK , un des antécédens sera a un
des conséquens comme tous les autécédens
seront & tous les conséquens { prop.12.5):
donc le triangle ABE est au triangle FGL
comme le polygone ABCDE est an polygone
FGHKL; mais les triangles ABE , FGL sont
entr’eux en raison doublée des cétés AB, FH; |-
car les triangles semblables sont en raison dou-
blée des c6tés homologues (prop. 19.6) : donc
les polygones ABCDE, FGHKL sont en raison
doublée des cotés homologues AB, FG.

Donc les polygones semblables peuvent étre
divisés en un méme nombre de triangles sem-
blables et proportionnels aux polygones ; et les
polygones semblables sont entr’eux en raison
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doublée des c6tés homologues ; ce qu'il falloit
démontrer.

COROLLAIRE 1.

On démontrera de la méme maniére que les
quadrilatéres semblables sont en raison doublée
des c6tés homologues ; mais cela a été démontré
pour les triangles semblables (corol. 19.6):
donc généralement les figures rectilignes sem-
blables sont entr’elles en raison doublée des
c6tés homologues.

COROLLAIRE II.

Si nous prenons une troisiéme proportion-
nelle O aux deux droites AB, FG, les droites
AB, O seront en raison doublée des droites AB,
FG (déf. 10.5); mais les polygones et les qua-
drilatéres sont entr’eux en raison doublée des
cétés homologues , c’est-a-dire en raison dou-
blée des cotés AB, FG; 'on démontre cela pour
les triangles ; il est donc généralement évident
que si trois droites sont proportionnelles , la
premiére et la troisiéme sont entr’elles en raison
doublée de la figure décrite sur la premiére , et

de la figure semblable décrite semblablement

sur la seconde.
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AUTREMENT.

Nous démontrerons autrement et plus briéve-
ment que les triangles sont proportionnels aux
polygones de la maniére suivante :

Soient les polygones ABCDE, FGHKL
(fig. 141). Menez BE, EC, GL, LH : je dis
que le triangle ABE est au triangle FGL comme
le triangle EBC est au triangle LGH et comme
le triangle CDE est au triangle HKL.

Puisque les triangles ABE, FGL sont sem-
blables, les triangles ABE , FGL sont en raison
doublée des c6tés BE, GL ( prop. 19.6). Par
la méme raison les triangles BEC, GI.H sont
en raison doublée des c61és BE, GL : donc le
triangle ABE est au triangle FGL comme le
triangle EBC est au triangle LGH (prop. 11.5).
De plus, puisque le triangle EBC est semblable
au triangle LGH, les triangles EBC, LGH
sont en raison doublée des droues CE, HL
(prop.19.6). Par la méme raison les triangles
ECD, LHK sont en raison doublée des droites
CE, HL : donc le triangle EBC est au trian-
gle LGH comme le triangle ECD est an trian-
gle LHK (prop. 11.5); mais on a démontré
que le triangle EBC est au triangle LGH comme
le triangle ABE est au triangle FGL : donc le
triangle ABE est au triangle FGL comme le
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triangle BEC est au triangle G LH et comme le
triangle ECD est au triangle LHK : donc un
des antécédens est 3 un des conséquens comme
tous les antécédens sont & tous les conséquens
(prop.12.5); etlereste comme dansla premiére
démonstration ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI.
THEOREME.

Les figures rectilignes qui sont semblables a une
méme figure rectiligne sont semblables entre .
elles.

Que chacune des figures rectilignes A, B
(fig. 142) soit semblable 4 la figure rectiligne
C : je dis que la figure rectiligne A est sembla-
ble a la figure rectiligne B.

Car puisque les figures rectilignes A et Bsont
semblables, ces deux figures sont équiangles
et les cOtés placés autour des angles égaux
sont proportionnels (déf. 1.6). De plus, puis-
que les figures rectilignes B, C sont semblables,
ces deux figures sont équiangles et les cétés
placés autour des angles égaux sont propor-
tionnels : donc I'une et l'autre des figures rec-
tilignes A, B sont équiangles avec la figure recti-
ligne C, et les ctés placés autour des angles
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_ égaux sont proportionnels : donc les figures
rectilignes A, B sont équiangles (ax. 1), et les
cités placés autour des angles égaux sont pro-
portionnels ( prop. 11.5) : donc les figures
rectilignes A, B sont semblables (déf. 1.6);
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIL

TEEOREME.

Si quatre dPoites sont proportionnelles , les figures
rectilignes semblables , construites semblable-
ment sur ces droites , seront proportionnelles ;
et si les figures rectilignes semblables et cons- -
.truites sémblablement sur ces droites sont pro-
po;tionrrelles » ces droites seront proportion—
“nelles.

Soient AB, CD, EF, GH (fig. 143) quatre
droites proportionnelles, de maniére que ABsoit
- 4 CD comme EF est 3 GH. Soient décrites sur
les droites AB, CD les figures rectilignes sem-
- blables et semblablement,placées KAB JLED,
et sur les droites EF , GH soient décrites les.
figures semblables et semblablement placées
MF, NH: je dis que la figure rectiligne KAB
est & la figure rectiligne LCD comme la figure

rectiligne MF est & la figure rectiligne NH.
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Prenez une-troisiéme proportionnelle O aux
droites AB, CD, et une troisiéme proportion-
nelle P aux droites EF, GH (prop. r1.6).

Puisque AB est 4 CD comme EF esta GH et

que CD est 3 O comme GH est a P, AB sera
a O comme EF esta P (prop.22.5); mais AB
est 3 O comme la figure reculigne KABestala
figure rectiligne LCD (cor. 2. prop. 20.6), et
EF est a P comme la figure rectiligne MF est

a la figure rectiligne DfG : donc KAB est 4 LCD 22

comme MF est 3 NH (prop. 11.5).

- Sila figure rectiligne KAB est i la figure rec-
tiligne LCD comme la figure rectiligne MF est
a la figure rectiligne NH : je dis que AB est a
" CD comme EF est 4 GH. . S0

.-Prenons une quatriéme proportionnelle aux
trois droites AB, CD, EF de maniére que ’on
ait AB est a CD comme EF est a2 QR (prop.12.6),
et sur QR décrivez la figure rectiligne SR de

maniére qu'elle soit semblable & P'une et &

Yautre des figures MF, NH, et semblablement
placée ( prop. 18.6). : )
~ Puisjue AB est 2 CD comme EF est 2 QR,
que les figures rectilignes KAB, LCD décrites
sur les droites AB, CD sont semblables et sem-
blablement placées, et que les figures rectili-
gnes MF, SR décrites sur les droites EF, QR



254 ELEMENS

sont semblables et semblablement placées, la
figure rectiligne K AB est a la figure rectiligne
LCD comme MF est a SR, ainsi que dans la
premiére partie de cette proposition ; mais on
suppose que la figure rectiligne KAB est a la
figure rectiligne LCD comme la figure rectili-
gne MF est a la figure rectiigne NH : done
la figure rectiligne MF a §a méme raison avec
Pune et 'autre des figures rectilignes NH, SR
(prop. 11.5) : donc la figure rectiligne NH
est égale a la figure rectiligne SR (prop.g.5);
mais la figure rectiligne N H est semblable a la
figure SR et semblablement placée : donc GH
est égal 3 QR (lem. suiv. ), et puisque AB est &
CD comme EF est a QR et que QR est égal 2 GH,
AB sera 4 CD comme EF esta GH (prop. 7.5).
. Donc s1 quatre droites sont proportionnelles,
les figures rectilignes semblables, construites
‘semblablement sur ces droites , seront propor-
tionnelles ; et si les figures rectilignes sembla-
bles et semblablement construitessur ces droites
sont proportionnelles, ces droites seront pro-
portionnelles; ce quil‘falldit démontrer.

" LEMME.

Si des figures rectilignes sont égales et sem-
blables , nous démontrerons de cette maniére
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que leurs cétes .homoloducs SO‘nt égaux entre
eux. WD T !

Supposons: qhe les ﬁ"uries rccuhgnes NH,
SR solent égalesi &t seml)lables ét'qucHG soit
a4 GN comme QR est 2 QS :je dxs que QR est
égata GH. © ' r1eqo o ’

Car 31 ces droites dont inégales’, uné- d'e]lc~s
sera plus’ grandé ; sup‘pnsons qhe“fa droite. QR
soit plus'grande que M droitée HG? P‘ulsque QR
est 4 QS comme HG est a 6N ;'si on échan e
les places des: moyens QR‘ sér"l'fn HG comme
QS wstik ON:( prop.16.5); i QRlest plus
grand que HG: dend QSsera plubliand ¢ qr SN
donela ﬂﬂ‘l!l‘re‘t-édtllwﬁe RS‘é‘éi(iﬂdSQ'ran( que
1a'fipure r(ichhgne‘HN (prop- ‘36“6) ‘Thils’ e]le
duiest egale i éeepi €t un‘p‘cfmhlb d5ne Tes
drottes QR 'GP hie sont pas: hieéales “dtie

e}tes somrt égalds .Ce qu'll fa?]qlf)d?dju : rer. 3

PROPOSLTLON XK1 10

C ’A.", T }f 1;’0 '® i}‘}u“l-: " |

_Les parallel;grawnmes. equmngsl&s”;;‘nt ¢ o eud‘
en’'raison composée .deés 06tds.

Soient les’ paralleldgraiﬁmes ﬂt{ﬁiaﬁgléS'A C‘
CF'(fig. 14%), ayant ] dnglé BCD €égal § l'angle
ECG: jé dissqué les parallclocrraniﬁlea Ac, CH



256 ELEMENS:
sont entr’eux en raison composée des. coiés,
c’est-a-dire , en raison composée de la raison
de:BC a CG et de la raison DC.a CE.
* Placgz la droite BC dans la direction de la
droite CG la droite DC sera placée. dans la
direction de CE (prep. 14. 1). Achevez le pa-
rallélogramme DG ;. prepez une droite quel-
conque K, de maniére, que BC soit 2 CG cornme
KestaLet que-DC. soit 4 CE comme L est
aM (prop 12.6). . -

Les raisons, de, K a L et de L a M sont les
1. émes que. les raisons des cotés Cest-a-dire |
d. BCaCG er de DC a CE; mais la, raison
de K aM est composee de la.raison de K a L
et de la raison de L & M (déf. 5.6) : donc les

2. drontee‘K et § sont entr ell:;s €n raison com-

posee ‘es cOtés; et puisque, BG est a CG commig
le pm lelpgramme AC estau parallélogramme
CH( . p.1.6),etqueBC esta CG commeK
esta! K stra & L tomrhe le ‘paralélogramme
AC est 1 parallelogramme CH (prop. 11.5).
De plus, puisque 'DC est 3 CE comme le paral-
Klocramme C Festau parallélogramme CF ' et
que DC esth CE'comme L, est& M{(prop. 1. 6) )
L sera o M comme le parallélogramme CH est
au parallelqgramme CF:(prop.11.5) : done
puisquiil a été démontré que K est & L copme
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le parallélogramme A C est au parallélogramme
CH, et que L est 2 M comme le parallélogramme
CH est au parallélogramme CF, K sera 4 M
comme le parallélogramme AC est au parallé-
logramme CF (prop. 22.5). Mais les droites K
et M sont en raison composée des cétés : donc
les parallélogrammes AC, CF sont entr’eux en
raison composée des cotés.

Donc les parallélogrammes équiangles sont
entr’eux en raison composée des cotés; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION XXIV.
THEOR:‘:M_E.‘

Dans tout parallélogramme , les parallélogrammes

placés autour dw-diametre sont semblables au .~ /¢ <"

parallélogramme total et semblables entr’eux.

Soit le parallélogramme ABCD (fig. 145)
dont AC est legdiaﬁr%;ﬂqu’-autour dudiamétre
AC soient les parallélogrammes EG, HK : je
dis que les parallélogrammes EG , HK sont sem-

blables au parallélogramme total ABCD et sem-’

blables entr’eux. _
Car puisque la droite EF est paralléle 3 un

des c6tés du triangle ABC, savoir au c6té BG,:

la droite BE sera a la droite E A comme la droite
R
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CF est 2 la droite FA (prop. 2. 6). De plus, puis- -
que la droite FG est paralléle a un des cdtés duw
triangle ACD), saveir an ¢6té CD, la droite CF
sera i la droite FA comme la droite DG est a la
droite GA ; mais on a démontré que CF est aFA
comme BE esta EA : donc BE esta EA comme
DG est 24 GA (prop. 11.5); ajoutant les con-
séquens aux antécédens (prop.18.5), BA sera
a AE comme DA est 4 AG, et enfin en échangeant
les places des moyens (prop.16.5), BA sera a
AD comme AE est 3 AG : donc les. c6tés des
parallélogrammes ABCD, EG qui comprennent
un angle commun BAD sont proportibnnels.
Puisque GF est paralléle 3 DC, Pangle AGF
est égal 4 'angle ADC (prop. 29. 1), et l’angle
GFA égal aPangle DCA; mais 'angle DAC est
commun aux deux triangles ADC, AGF : donc
les triangles ADC, AGF sont équiangles. Les
tfigagles ABC, AFE sont équiangles, par la
méme raison : donc le parallélogramme total
ABCD et le parallélogramme E G sont équian~
gles : donc AD est 4 DC comme AG est 3 GF
(prop:4.6), et AC est a CB comme AF est a
FE, et de‘plus CB est &4 BA comme FE est a
EA ; donc puisqu’on a démontré que DC est
a CA comme GF est &4 FA et que AC est 2 CB
comme AF est A FE, DC sera 4 CB comme GF
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st 3 FE (prop. 232.5) ; doncles cotés des para)-
l1élogrammes ABCD, EG qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels : donc le pa-
rallélogramme ABCD est semblable au paral-
lélogramme EG (déf. 1.6). Le parallélogramme
ABCD est semblable au parallélogramme KH,
par la méme raison : donc chacun des parallé-
logrammes EG , HK est semblable an parallé-
logramme ABCD ; mais les figures qui sont
semblables chacune & une autre figure , sont
semblables entr’elles ( prop. 21.6) : donc Ie
parallélogramme EG est semblable au parallé—
logramme HK.

Donc, dans tout parallélogramme , les pa-

rallelogrammes placés autour du-diamétre sont -

semblables au parallélogramme total et sembla-
bles entr’eux; ce quil falloxt démontrer.

PROPOSITION' XXV.
PROBLEME.
Construire une figure semblabled une figure donnée

et égale & une autre figure aussi donnée.

Soit ABC (fig. 146)1a figure donnée, 3 laqﬁelle
il faut construire une figure semblable, et D la
figure A laquelle il faut la faire égale : il faut

2
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construire une figure qui soit semblable 4 la
figure ABC et égale a la figure D.

Construisez ‘sur la droite BC un parallélo-
gramme BE qui soit égal au triangle ABC,
(prop. 44 et45. 1), et sur la droite CE et dans -
Tangle FCE qui est égal a I'angle CBL, cons-
truisez un parallélogramme CM égal a lafigure D;
la droite. BC sera dans ]a direction de CF, et la
droite LE dans la direction de EM (prop. 14.1).
Prenez une moyenne proportionnelle GH entre
les droites BC, CF (prop.13.6), et sur cette
moyenne proportionnelle GH, construisez une
figure K G H semblable i la figure ABC et sem-
‘blablement placée ( prop. 18.6).

Puisque BC est 2 GH comme GH est 4 CF,
et puisque, lorsque trois droites sont propor-
tionnelles , la premiére est 4 latroisiéme comme
la figure qui est construite sur la premiére est a
la figure semblable: construite sur la seconde
et semblablement placée (cor. 2. prop.20.6),
la droite BC sera a la droite CF comme le trian~
gle ABC est au triangle KGH; mais BC est a
CF comme le parallélogramme BE est au paral-
1élogramme EF (prop. 1.6), etle triangle ABC
est au triangle KGH comme le parallélogramme
BE est au parallélogramme EF : donc en chan-
geant les places des moyens (‘prop. 16.5), le
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triangle ABC sera au parallélogrammeBE comme
le triangle KGH est au parallélogramme EF;
. maisle triangle ABC est égal au parallélogramme
BE, par construction : donc le triangle KGH est
égal au parallélogramme EF ; mais le parallélo-
gramme EF est égal a la figure D : donc le
triangle KG H est aussi égal 4 la figure D; mais
le triangle KGH est semblable au triangle ABC,
par construction.

+ Donc on a construit une figure KGH sem-'
blable a la figure ABC et égale i une autre
figure donnée; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XXVL
THEOREME.

Si d’un parallélogramme on retranche un paral-

lélbgramme qui soit semblable au parallélo—

) gramine entier et semblqblemént placé, et Qui

ait avec lui un angle commun, ces deux pa-

' rallélogrammes seront. places autour du-—méme
diametre. or 7t 1ivova xA'm;/LA

J

~ Que du parallélogramme ABCD (fig. 147)

on retranche le parallélogramme AEF G sem-

blable au parallélogramme ABCD et sembla-

blement placé et ayant avec lui un angle com-

mun DAB : je dis que les parallélogrammes
3
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... ABCD, AEFG sont placés autour d&—méma‘

| diamétre. [ Je
Car SI cela n est poxnt supposons Sl cela est

possible, que la droite AHC soit leurdismrstre, via A

et par le point H conduisons la droite HK pa-
ralléle & I'une et a aatre des droites AD, BC.

. Puisque les'.pqraﬂe)ogrammfs ABCD, KG
sont placés autour dam&gé’-amﬁ:ege le paral-
lélogramme ABCD sera semblable au parallé-
legrammhe KG (prop: 24.6):: donc DA esta AB
comme GA esta AK (déf. 1.6); mais a cause
de la similitude des parallélogrammes ABCD,
EG, la droite DA est a la droite AB comme la
droite GA estiladroite AE: donc GA est 3 AE
comme GA est a AK (prop.11.5) : donc la

droite GA a la méme raison avec chacune des .

droites AK, AE : donc la droite AK sera égale
4 la droite AE (prop. g.5), Cest-a-dire que la
plus petite sera égale i la plus grande, ce qui est
impossible : donc les parallélogrammes ABCD,
KG ne sont point placés” autour du méme dia-
métre : donc les parallélogrammes ABCD,
AEFG sont placés autour du.meme-dmnea-e i
Donc si d’'un paraliélogramme on retranche
un parallélogramme qui soit semblable au pa—
rallélogramme total et semblablement placé, et
qui ait avec lul un angle commun, ces deux

[Dem
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parallélogrammes seront placés autourdu-meme cdem
diametre ; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVII
THEORGEME.

De tous les parallélogrammes qui sont appliqués
- sur la méme droite et qui sont défaillans de pa-
‘rallélogrammes semblables au parallélogmmmé

décrit sur la moitié de cette droite et sembla-
blement placés quedwi, le plus grand est celui
qui cst appliqué sur la moitié de cette droite et
qui est semblable & son dqfaut (x). .

Soit la droite AB (fig. 148 ), que cette droite
soit coupée en deux parties égales au point.C,

(1) Un parallélogramme est dnt appliqué sur une
droite lorsqu’il est décrit sur cette droite.

Un parallélogramme est dit défaillant d’un parallé-
logramme lorsqu'il est décrit sur une partie de la base
d’un autre paraliélogramme , sous1és mémes angles et
entre les mémes paralléles; le parallélogramme dont il
est défaillant se nomme son défaut. Soit AO le paral-
lélogramme que l'on considére; le parallélogramme
AD sera le pa'rallélogmmme défaillant et son défa,ut
sera le parallélogramme CO.

- Un parallélogramme est dit excédent d’un:pa;'qﬂe-
logramme lorsqu’il est décrit sur la base prqloagee d’un
autre parallélogramme, sous le mémg a»gle e} entre

4
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et que sur cette droite AB soit appliqué le pa~
rallélogramme AD qui est défaillant du paral-
lélogramme CE semblable 4 celui qui est dé-
crit sur la moitié de AB, c’est-a-dire sur AC:
je dis que de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur la droite AB et qui sont défaillans
de parallélogrammes semblables au parallélo-

gramme CE et semblablement p]acesqanﬂﬂl Ie

plus grand est le parallélogramme AD. En effet,
appliquez sur la droite AB le para]lélogramme
AF défaillant du parallélogramme K H sembla-
ble au parallélogramme CE et semblablement
placé quelui : je dis que le parallélogramme AD
est plus grand que le parallélogramme AF.
~Puis’ le parallélogramme CE est semblable
au parallélogramme KH, ces %ieux paralléjo-
grammes seront placés ‘autour Gl&-,n’:'éﬁft::r
-ragire (prop. 26.6). Menez leur da;é(‘me DB

et décrivez la figure.

‘Puisque le, parallélogramme: CF est égal au

parallélogramme FE (prop. 43. 1), sil on ajoute

1¢s mémes paralléles; le parallélogramme dont il sur-
passele parallélogrammeque l’on considére se nomme
son excés.

" Soit AO'Te pamllélogramme que- l’on conmdere le
{parallélogismme A B werd le parallélogramme excé~
‘denit et le'pdrallélogramme K E sera son excés. .

i

{ 2
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i chacun le parallélogramme KH, le paraliélo-
gramme total CH sera égal au parallélogramme
total KE. Mais CH est égal 4 CG (prop. 36.1),
parce que la droite AC est égale 4 la droite CB.
Donc GC est égal 4 EK : donc si nous ajou-
tons 2 chacune de ces quantités le parallé-
logramme CF, le parallélogramme total AF
sera égal au gnomon LMN : donc le parallélo-
gramme CE, c’est-a-dire le parallélogramme
AD, est plus grand que le parallélogramme AF
(pr0p 36.1).
Partageons de nouveau la droite AB(fig. 149)
. endeux parties égales au point C, et appliquons
sur cette droite le- parallélogramme AL défail-
lant du parallélogramme CM, et de plus appli-
quons sur la droite AB le parallélogramme AE
défaillant du parallélogramme DF, semblable-
ment posé et semblable an parallélogramme
qui est déerit sur la moitié de AB, c’est-a-dire
au parallélogramme CM. Je dis que le paral-
lélogramme AL qui est appliqué sur la moitié
de la droite AB est plus grand que le parallé-
logramme AE.

Car puisque les parallelogrammes DF et CM
sont semblables\ ces deux parallélogrammes
sont autour d&—n?;izeﬁ-ametfe (prop. 26.6)."

Soit EB leur diaméte et décrivez la figured<a 9 -



266 ELEMENS

Attendu que LF est égal A LH (prop. 36.1),
car FG est égal 4 GH, LF sera plus grand que -
EK. Mais LF est égal 3 LD (prop.43. 1) : done
DL est plus grand que EK : donc si nous ajou-
tons a chacun de ces deux parallélogrammes le
parallélogramme KD, le parallélogramme total
AL sera plus grand que le parallélogramme
total AE., -

Donc de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur la méme droite et qui sont dé-
faillans de parallélogrammes semblables au pa-
rallélogramme décrit sur la moitié de cette
droite &t semblablement placésque-lui, le plus
grand est celui qui est appliqué sur la moitié de
cette droite et qui est semblable & son défaut;
ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVIII.
PROBLEME.

Sur une droite donnée appliquer un parallélo-
gramme qui soit égal & une figure rectiligne
donnée et qui soit défaillant d’'un parallélo-

. gramme semblable & un autre parallélogramme

donné; il faut que la figure rectiligne donnée, w

& laquelle on doit substituer unefegwee qui lui >’ 99"
soit égale, ne soit pas plus grande que le paral-
lélogramme qui est appliqué sur la moitié de la
droite donnée ; les-défauts du parallélogramme “ I" '/1 t:, .,,{, ;f:: ( '
appliqué sur la moitié de cette droite et de celui
qui doit étre défaillant d’un parallélogramme
semblable étant semblables entr’eux.

Soit AB (fig. 150) la droite donnée i laquelle
il faut appliquer un parallélogramme égal i la '
figure rectiligne donnée C, que cette figure soit

plus: petlte que le parallélogramme appliqué sur
Ia moitié de Ia droite AB les-défruts-¢tant-sem-

Blables ; et-que-le. parallélogramme-auquel-le
défaut-doit-ére-semblable-sex-B. 11 faut sur
la droite AB appliquer un parallélogramme qui
soit égal 4 la figure rectiligne donnée C et qui

soit défaillant d'un parallélogramme semblable

au arallelo anyneD L Selfe a b e E g &7
}7“, (/f’ 1/ ,7.4( ;’ e 11 ! r( Lf‘ Lok
;(;né/ at /)ura (' "7 Jeie, 2
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Coupez la droite AB en deux parties égales
au point E (prop. ro. 1), et sur EBdécrivezle
parallélogramme EBFG semblable au parallélo-
gramme D et semblablement placé que hai ( prop.
18.6), et terminez le parallélogramme AG. Le
parallélogramme AG est égal 4 la figure C, ouil
est plus grand que cette figure. Si le parallélo-
gramme A G est égal 2 lafigure C, on a fait ce qui
étoit proposé ; car on a appliqué sur la droite AB
un parallélogramme AG égal i la figure rectiligne

. donné C et défaillant d’un parallélogramme EF

semblable au parallélogramme D. Au contraire,
si le parallélogramme HE n’est pas égal 2 la
figure rectihgne C, ce parallélogramme sera plus
grand que cette figure. Mais HE est égal AEF :
donc EF est plus grand que C. Construisez le
parallélogramme KLMN de maniére que ce
parallélogramme soit égal i 'excés du parallé-
logramme EF sur la figure C, et semblable au
parallélogramme D et semblablement placé que:
Juar (prop. 25.6) ; mais-EF estsemblable 3-B :
dene. le parallélogramme KM sera semblable
au parallélogramme EF. Que la droite LK soit
I'homologue -de la droite GE et la droite LM
I'homologue -de la droite GF. Puisque le pa-
rallélogramme EF est égal aux deux figures C,
KM, le parallclogramme EF sera plus grand

n(}?,—.( ,f” et di ,e”,/p
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que le parallélogramme KM : donc la droite GE
est plus grande que la droite KL, et la droite
GF plus grande que la droite LM (prop. 20.6).
Faites la droite GO égale a la droite LK, et la
droite GP égale aladroite LM (prop. 3. 1), et ter-
minez le parallélogramme OGPQ (prop. 31.1).
Le parallélogramme OP sera €gal et semblable
au parallélogramme KM (prop. 24. 6 ); mais le
parallélogramme KM est semblable au parallé-
logramme EF : donc le parallélogramme OP est
semblable au parallélogramme EF (prop. 21.6):
donc ces deux parallélogrammes sont autour du
méme diamétre (prop. 26. 6 ). Soit GQB leur
diamétre et décrivez la figure.

Puisque le parallélogramme EF est egal aux
deux figures C, KM, et que OP est égal a KM,
le gnomon restant VXY sera égal 4 la ﬁgure
restante C; et a cause que PR est égal 2 OS
(prop. 43.1), si Ion ajoute a chacun de ces
deux parallélogrammes le parallélogramme RS,
le parallélogramme total PB sera égal au paral-

1élogramme total OB. Mais OB est égal 4 TE
(prop. 36.1), parce que le c6té AE est égal
au cdté EB : donc TE est égal 2 PB : donc
si on ajoute a chacun de ces deux parallélo-
grammes TE, PB le parallélogramme OS, le
parallélogramme total TS sera égal au gnomon-

<
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total VXY. Or on a démontré que le gnomon
VXY est égal a C : donc le parallélogramme
TS est égal a la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite AB un
parallélogramme TS qui est égal 4 la figure
rectiligne donnée C et qui est défaillant d’un
parallélogramme RS semblable & un parallélo-
gramme D, puisque RS est semblable 4 PO ;
ce qu’il falloit faire.

PROPQSITION XXIX.
PROBLEME.

Appliquer sur une droite donnée un parallélo- .
. gramme qui soit égal & une figure rectiligne
donnée et qui soit excédent d’un parallélo-

- gramme semblable & un autre parallélogramme
donné.

Soit AB (fig. 151) la droite donnée 2 laquelle
il faut appliquer un parallélogramme qui soit
égal a une figure rectiligne donnée C et qui
soit excédent d'un parallélogramme semblable
au parallélogramme D : il faut sur la droite
AB appliquer un parallélogramme qui soit égal

a la figure rectiligne C, et qui soit excédent

d’un parallélogramme semblable au parallélo-
gramme D.
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- Partagez la droite AB en deux parties égales
au. point E ( prop. 9. 1), sur la droite EB dé-
crivez le parallélogramme EL semblable au pa-
rallélogramme'D et semblablement placé que
Iui, et construisez le parallélogramme GH égal
aux deux figures EL, C, et semblable au paral-
Jélogramme D et semblablement posé que lui
(prop. 25.6); le parallélogramme GH sera sem-
semblable au parallélogramme EL. Que le c61é
KH soit 'homologue du c6té FL etle c61é KG
Thomologue du c6té F E. Puisque le parallélo-
gramme GH -est plus grand que le parallélo-
gramme EL, la droite KH sera plus grande
que la droite B et la droite KG plus grande
que la droite FE. Prolongez FL et FE jusqu’a
ce que la droite FL M soit égale a la droite KH
et jusqu'a ce que la droite FEN soit égale a la
droite KG ( prop. 3. 1), et terminez le paral-
lélogramme MN. Le parallélogramme MN sera
égal et semblable au parallélogramme G H ; mais
le parallélogramme EL est semblable au pa-
rallélogramme GH : donc le parallélogramme
MN sera semblable au parallélogramme EL
(prop. 21. 6) : donc les deux parallélogrammes
FL, MN seron} autour du méme diamétre
(prop. 26.6). Couduisez leur diagonale FO et
terminez la figure.
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Puisque le parallélogramme GH est égal aux
deux figures EL, C et que MN est égal A GH, le
parallélogramme MN sera égal aux deux figures
EL, C : donc, st I'on retranche le parallélo-
gramme commun EL, le gnomon restant ZYX
sera égal 4 la figure rectiligne C; et puisque EA
est égal 2 EB, le parallélogramme AN sera égal
au parallélogramme NB (prop. 36. 1), c’est-a-
dire au parallélogramme LP (prop. 43.1):
donc si nous ajoutons 4 chacun de ces deux
parallélogrammes le parallélogramme EO, le
parallélogramme total AO sera égal an gnomon
total ZY X ; mais le gnomon ZYX est égal a la
figure reculigne C : donc le parallélogramme
AO est égal 4 la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite donnée AB
un parallélogramme AO qu est €gal a la figure
rectiligne C et qui est excédent d’'un parallélo-
gramme QP semblable au parallélogramme D,
parce que le parallélogramme QP est sem-
blable au parallélogramme LE; ce qu’il falloit
faire.
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PROPOSITION XXX,
PROBLEME.

Couper une droite finie et donnée en moyenne

et extréme raison.

Soit la droite AB (fig. 152) finie et donnée:
il faut couper cette droite AB en moyenne et
extréme raison.

Sur la droite AB construisez le quarré BC
(prop. 46. 1), et sur la droite AC appliquez un
parallélogramme CD qui soit égal au quarré BC
et dont le parallélogramme excédent AD soit
semblable au quarré BC ( prop. 2g. 6).

La figure BC est un quarré : donc la figure AD
sera aussi un quarré; et puisqe BC est égal &
CD, si I'on retranche la partie commune CE,
la figure restante BF sera égale a la figure res-
tante AD ; mais cés deux figures sont équian-
gles : donc les c6tés des figures BF, AD qui
sont autour des angles égaux sont réciproque-
ment proportionnels (prop. 14.6) : donc FE
est 4 ED comme AE est 4 EB; mais FE est
égal 3 AC (fig. 34. 1), c'est-a-dire 4 AB et ED
est égal 4 AE : donc AB est 3 AE comme AE
est 2 EB; mais AB est plus grand que AE : donc

AE est plus grand que EB.
S

\
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Donc la droite AE a été coupée au point E
en moyenne et extréme raison, et sa partie AE
est son plus grand segment; ce qu’il falloit
faire.
AUTREMENT.

Soit AB (fig. 153) la droite donnée : il faut
couper cette droite en moyenne et extréme
raison. ’

Partagez la droite AB au point C de maniére
que le rectangle compris sous les droites AB,
BC soit égal au quarré de AC (prop. 11.2).

Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de AC, AB sera a
AC comme AC est 3 CB (prop. 17.6) : donc
la droite AB a été coupée en moyenne et ex-
wréme raison (déf. 3. 6) ; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXI,
THEOREME.

Dans les triangles rectangles, la figure construite

- sur le coté qui soutend Uangle droit est égale
aux figures semblables qui sont décrites sem=
blablement sur les cotés qui comprennent Uan~
gle droit.

Soit le triangle rectangle ABC (fig. 154 ) dont
I'angle BAC est droit : je dis que la figure cons-
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truite sur BC est égale aux figures semblables
~décrites semblablement sur les c6tés BA, AC.
Conduisez sur BC la perpendiculaire AD.

Puisque dans le triangle ABC on a conduit
de Tangle A sur la basé BC la perpendiculaire
AD, les triangles ABD, ADC placés autour de
la perpendiculaire sont semblables au triangle
total ABC et semblables entr’eux { prop. 8.6).
Puisque le triangle ABC est semblable au trian-
gle ABD, CB sera 2 BA comme AB est 2 BD;
mais lorsque trois droites sont proportionnelles,
la premiére droite est a la troisiéme comme la
figure construite sur la premiére droite est a la
figure semblable construite semblablement sur
la seconde (prop. 2. cor. 20.6) : donc CB est
4 BD comme la figure construite sur CB est 4
la figure semblable construite semblablement
sur BA. Par la méme raison, BC est 4 CD
comme la figure construite sur BC est 4 la figure
décrite sur CA : donc BC est a BD plus DC
comme la ﬁgure construite sur BC est aux figures
semblables qul sont décrites semblablement sur
BA, AC; mais BC est égal 4 BD plus DC (1):

(1) En efet, si I'on ajoute les deux proportions
CB:BD:: BE:BF,etBC:CD :: BE:CG etsilon
divise les antécédens par deux, on aura la proportion
‘BC:BD+4-CD :: BE: BF 4 CG.

2
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donc la figure construite sur BC est égale aux
figures semblables qui sont décrites semblable~
ment sur BA, AC.

Donc dans les triangles rectangles, la figure
qui est construite sur le c6té qui soutend I'an-
gle droit est égale aux figures semblables qui
sont semblablement décrites sur les c6tés qui
comprennent I'angle droit; ce qu’il falloit dé-
montrer.

AUTREMENT.

- Puisque les figures semblables sont entre
elles en raison doublée des cotés homologues
(prop. 23.6), la figure construite sur BC et
celle qui est construite sur BA seront entr’elles
en raison doublée des c6tés BC, BA; mais le
quarré construit sur BC et le quarré construit
sur BA sont en raison doublée de BC, BA
(prop. 1. cor. 20.6) : donc la figure construite
sur BC est & celle qui est construite sur BA
comme le quarré de BC est au quarré de BA
(prop. 11.5). Par la méme raison la figure
construite sur BC est i celle qui est construite
sur CA comme le quarré de BC est au quarré
de CA : donc la figure construite sur BC est
aux figures construites sur BA, AC comme le
quarré de BC est aux quarrés de BA et de AC.
Mais le quarré de BC est égal aux quarrés de
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BA et de AC (prop. 47.1) : donc la figure cons-
_ truite sur BC est égale aux figures semblables
qui sont semblablement décrites sur BA et sur
AC; ce quil falloit démontrer. -

PROPOSITION XXXIIL

THEOREME.

Si deux triangles qui ont deux cftés proportion-
" nels & deux cdtés sont disposés selon un angle
de maniére que leurs cotes homologues solent

paralléles K les autres cotes fonneront une seule'

’drotte. A
ST AN S

Sment les dgnx triangles ABG; DCE (fig.1 55)
qui axent les deux c6tés BA, AC proporuonne]s
aux deux ¢Otés CD, DE de maniére que BA soit
a2 AC comme CD est 2 DE, et que AB soit’pa-
ralléle 3 DC et AC paralléle anssia DE - je dis
que BC et CE ne formeront qu’une seule droite.
~ Puisque AB st paralléle 2 DC et que AC
tombe sur ces deux-droites, les angles alternes
BAC, ACD sont égaux entr’eux (prop.29.1).
Par l1a méme raison, 'angle CDE est égal a I'an-
gle ACD : donc l'angle BAC est égal 4 I'angle .
CDE; et puisque les deux triangles ABC, AGE P ¢ |

- ont deux angles égaux en A eten D, et que les
c6tés qui comprennent ces deux angles égaux

3
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sont proportionnels , ¢’est-a-dire que BA est &
AC comme CD estd DE, les triangles ABC,
DCE seront équiangles ( prop. 6. 6) : done
Pangle ABC est égal a 'angle DCE. Mais on a
démontré que I'angle ACD est égal i I'angle
BAC : donc I'angle total ACE est égal aux deux
angles ABC, BAC :'done, si nous ajoutons a
chacune de ces deux quanutesl angle ACB, les.
angles ACE, ACB seront i augles BAC,
ACB, ABC; mais les angles BAC, ACB, ABC
sont égaux A deux angles droits ( prop- 3a. 1):
donc les angles ACE, ACB sont égaux a deux
angles droits : donc avec une droite quelcon-
que AC ¢t au point C les deux’divites BC, CE
placees de différens cétés font les angles de
suite ACE, ACB égaux & deux’ angles droits :’
donoles deux droites BC, CE ne forment qu’une
seu,le droite (prop- 14i 1):: '

Donc gi, deux. triangles qui’ ont deux cétés
proportionnels & deux c6tég sont disposés selon
un angle de maniére. que leurs: cétés homolo-
gues soient paralléles, les autres c6iés for-
meront une seule droxte ce quil fallon dé-
montrer,
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PROPOSITION XXXIII1.
THY¥OREME.

Dans les cercles égaux , les angles sont propor-
tionnels aux arcs qu’ils comprennent, soit que
ces angles soient placés aux centres ou bien
aux circonférences. Il en est de méme des sec-

" teurs qui sont placés aux centres.

Soient les cercles égaux ABC, DEF (fig. 156),
que les angles BGC , EHF soient placés a leurs
centres G, H, et que les angles BAC, EDF
soient placés a leurs circonférences : je dis que
Varc BC est a 'arc EF comme I'angle BGC est
al'angle EHF, comme 'angle BAC est & I'ans
gle EDF et comme le secteur GBC est au sec—
tewr HEF. ‘

Faites les arcs de smite CK, KL, etc. égaux
chacun & I'arc BC; faites aussi les arcs de suite
FM, MN, etc. égaux chacun & l'arc EF, et
menez les rayons GK, GL, HM, HN.

Puisque les arcs BC, CK, KL sont égaux
entr'eux , les angles BGC, CGH, KGL sont
aussi égaux entr’eux (prop. 27.3 ) : donce Parc
BL est multiple de I'arc BC autant de fois que
Pangle BGL cst multiple de I'angle BGC. Par
la méme raison, I'arc EN est multiple de I'arc

4
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EF autant de fois que I'angle EHN est multiple
de I'angle EHF. Donc si I'arc BL est égal a
I'arc EN, Pangle BGL sera égal 4 I'angle EHN
(prop. 27.3), si l'arc BL est plus grand que
larc EN, l'angle BGL sera plus grand que
Pangle EHN, et si Parc BL est plus petit que
Iarc EN, I'angle BGL sera plus petit que I'an-
gle EHN. Ayant doPc quatre quantités, savoir
les arcs BC, EF et deux angles AGC , B&¥, eHF
on a pris des équimultiples de I'arc BC et de |
Yangle B&L, savoir, 'arc BL et 'angle B&E; - >C
‘on a pris aussi des équimultiples de 'arc EF et
de l'angle EHF, savoir, Parc EN et I'angle
EHN; mais on a démontré que si I'arc BL sur-
passe I'arc EN, Pangle BG L surpassera I'angle
EHN; que st 'arc BL est égal & I'arc EN,
Iangle BGL sera égal a I'angle EHN, et que
st I'arc BL est plus petit que 'arc EN, I’angle
BGL sera plus petit que I'angle EHN : donc l'arc
BC est a 'arc EF comme l'angle BGC est a
Iangle EHF (déf.5.5); mais 'angle BGC est
a l'angle EHF comme I'angle BAC est 4 'angle
EDF (prop. 15.5), car ils sont doubles les uns
des autres ( prop. 30.3) : donc Parc BC est a
Parc EF comme I'angle BGC est a I'angle EHF,
et comme I'angle BAC est 4 'angle EDF.

Donc dans des cercles égaux, les angles sont
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proportionnels aux arcs, soit que ces angles
solent placés aux centres ou bien aux circon-
férences; ce quil falloit démontrer.

Je dis de plus que I'arc BC est a 'arc EF
comme le secteur GBC est au secteur HEF,

Menez les droites BC, CK (fig. 157), et ayant
pris sur les arcs BC, CK, les points O, P, con-
duisez les droites BO, OC, CP, PK.

Puisque les deux droites BG, GC sont égales
aux deux droites CG, GK, et quelles com- .
prennent des angles égaux, la base BC sera
égale a la base CK : donc le triangle GBC est
égal au triangle GCK (prop. 4. 1); et a cause
que P'arc BC est égal a 'arc CK, et que le reste
CAB de la circonférence qui compléte le cercle
entier ABC est égal au reste KAC de la cir-
conférencequi compléte le méme cercle (ax. 3),
I'angle BOC sera égal a I'angle CPK (prop.27.3):
donc le segment BOC est semblable au segment
CPK (déf. 11.3), et ces deux segmens sont
placés sur des droites égales ; mais les segmens
semblables qui sont placés sur des droites égales
sont égaux (prop. 24.3) : donc le segment BOC
est égal au segment CPK ; mais le triangle BGC
est égal au triangle CGK : donc le secteur total
GBC sera égal au secteur total GCK (ax. 2).
Par la méme raison, le secteur GKL sera égal'a
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I'un ou a l'autre des secteurs GKC, GCB : donc
Ies trois secteurs GBC, GCK, GKL sont égaux
entr'eux. Les secteurs HEF, HFM, HMN
sont pareillement égaux entr’eux : donc'arc BL
est multiple de I'arc BC autant de fois que le
secteur GBL est multiple du secteur GBC. Par
la méme raison, I'arc EN est multiple de I'arc
EF autant de fois que le secteur HEN est mul-
tiple du secteur HEF : donc d’aprés ce que 'on
vient de voir , si 'arc BL est égal a I'arc EN ,-
le secteur GBL sera égal au secteur HEN; si
Yarc BL surpasse I'arc EN, le secteur GBL
surpassera le secteur HEN, et si I'arc BL est
plus petit que I'arc EN, le secteur GBL sera
plus petit que le secteur HEN. Ayant donc
quatre quantités, savoir les deux arcs BC, EF
et les deux secteurs GBC, HEF; on a pris des
¢quimultiples de 'are BC et du secteur GBC,
savoir, Parc BL et le secteur GBL; on a pris
aussi des équimultiples de I'arc EF et du sec-
teur HEF, savoir, 'arc EN etle secteur HEN;
mais on a démontré que si 'arc BL surpasse I'arc
EN, le secteur GBL surpassera le secteur HEN
que sil'arc BL est égal a 'arc EN, le secteur
GBL sera égal an secteur HEN), et que si 'arc
BL est plus petit que 'arc EN, le secteur GBL
sera plus petit que le secteur GEN : donc larc
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BC est & 'arc EF comme le secteur GBC est
au secteur HEF (déf. 5.5).

COROLLAIRE,

Il est évident qu'un secteur est 4 un autre
secteur comme l'angle du premier secteur est
a P'angle du second secteur (prop. 11.5).

FIN DU SIXIEME LIVRE,
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LIVRE XL

DEFINITIONS.

1. Ux solide cst ce qui a longueur, largeur
ct épaisseur. v

2. Un solide est terminé par des surfaces.

3. Une droite est perpendiculaire sur un plan
lorsqu’elle fait des angles droits avec toutes les
droites qui la rencontrent et qui sont dans ce
plan.

4. Un plan est perpendiculaire sur un plan,
lorsque les perpendiculaires menées dans un
seul plan sur la commune section des plans
sont perpendiculaires sur I'autre plan.

5. L'mclinaison d’une droite sur un plan est
I'angle aigu compris par cette méme droite et
par la drotte qui joint le point du plan que la
premicére droite rencontre et le point de ce plan
«jue rencontre la perpendiculaire menée sur ce
plan de Iextrémité supéricure de la premiére
droite.
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6. L'inclinaison d’un plan sur un plan est
Yangle aign compris entre les perpendiculaires
sur leur commune section , menées d’un point
de cette commune section dans l'un et dans
Pautre plan.

7. L’'inclmaison d’'un plan sur un plan est
égale a'inclinaison d’un autre plan surun autre
plan, lorsque les angles de leurs inclinaisons
sont égaux entr’eux.

8. Les plans paralléles sont ceux qui, étant
prolongés, ne se rencontrent point.

9. Les solides semblables sont ceux qui sont
contenus dans le méme nombre des plans sem-
blables.

10. Les solides semblables et égaux sont

* ceux qui sont ‘contenus dans le méme nombre
de plans semblables et égaux. '

11. Un angle solide est I'inclinaison de plus
de deux droites les unes vers les autres, qui se
renconirent et qu1 ne sont pas dans le méme

' plan. o
AUTREMEN T.
Un angle plan est celn qui est compris par
* plus de deux angles plans qui ne sont pas dans
le méme plan et qui sont construits dans le
"méme point. :
12. Une pyramide est un solide compris sous
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des plans qui, étant construits sur un seul plan,
se réunissent dans un méme point.

13. Un prisme est un solide compris sous des
plans , dont deux plans opposés sont égaux,
semblables et paralléles, et dont les autres plans
sont des parallélogrammes.

14. Une sphére est un solide compris sous -
la surface décrite par 'arc d'un demi-cercle
qui tourne autour du diamétre immobile jus-
qu’a ce qu'il soit revenu au méme endroit d’ou
il éroit parti.

15. L’axe de la sphére est cette droite immo-
bile autour de laquelle tourne le demi~cercle.

16. Le centre de la sphére est le méme que
celui du demi-cercle.

17. Un diamétre de la sphére est une droite
menée par le centre et terminée de l'un et de
I'autre cté par la surface de la sphére.

18. Un céne est un solide compris sous la
superficie décrite par deux c6tés d'un triangle
rectangle tournant autour d’un des c6tés de
Pangle droit qua reste immobile, jusqu'a ce
qu’il soit revenu au méme endroit d’on il étoit
parti. Si le c6t€ immobile est égal & I'autre c6té
de Iangle droit, le cone est rectangle; s'il est
plus petit, il est obtus-angle , et s'll est plus
grand, le céne est acutangle.
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19. L’axe du céne est la droite immobile
autour de laquelle tourne le triangle rectangle.

20. La base du céne est le cercle décrit par
un des c6tés qui tournent.

21. Un cylindre est un solide compris sous
la surface décrite par trois c6tés d’un parallé-
logramme rectangle tournant autour du qua-
triéme c6té qui reste immobile jusqu’a ce que
ce rectangle soit revenu au méme endroit d’otx
il étoit parti. '

-22. L’axe du cylindre est la droite immobile
autour de laquelle tourne le parallélogramme.

23. Les bases du cylindre sont les cercles
décrits par les deux c6tés opposés du parallé-
logramme qui se meuvent. )

24. Les cbnes et les cylindres semblables
sont ceux dont les axes et dont les diamétres
des bases sont proportionnels.

25. Un cube est un solide compris sous six
quarrés égaux.

26. Un tétraédre est un solide compris sous
quatre triangles égaux et équilatéraux,

27. Un octaédre est un solide compris sous
huit triangles égaux et équilatéraux.

28. Un dodécaédre est un solide compris,
sous douze pentagones égaux, équilatéraux et

équiangles.

'
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29. Un icosaédre est un solide compris sous
vingt triangles égaux et équilatéraux. ‘

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

Une partie d’une droite ne peut étre dans un plan
et une autre partie de cette droite hors de ce
plan.

Supposons , si cela peut se fawre, qu'une
partie AB (fig. 158 ) de la droite ABC soit dans
un plan et une autre partie BC hors de ce
plan. )

Prolongez la droite AB dans le plan sur
lequel elle est placée; soit BD le prolonge-
ment de cette droite; les deux droites ABC,
ABD auront une partie commune AB, ce qui
est impossible , car deux droites ne peuvent se
rencontrer qu’en un seul point, autrement elles
~ se confondroient.

Donc une partie d’une droite n’est point dans
un plan et une autre partie de cette droite hors
de ce plan; ce qu'il falloit démontrer.
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PROPOSITION IL

THEOREME.

Si deux droites se coupent, elles sont dans un
~ seul plan; tout ‘triangle est aussi placé dans
un seul plan. : B '

Que les deux droites AB, CD (fig. 159) se
coupent titnellement an point E :je dis que les
droités AB, CD sont dans un seul plan; je dis
auissi que tout triangle est placé dans un seul
plan. R AR v

Prenez sur les droites EB, EC deux points
quelconques F, G; menex. CB, FG et FH, GK:
je dis d’abord. que le triangle EBC est placé
dans un seul plan; car si la partie FHC ou la
partie GBK du triangle EBC est dans un plan
et lautre partie dans un autre plan, une partie
de l'une des droites EC, EB sera dans un plan
et 'autre partie dans un autre plan; mais siune
partie FCBG du triangle ECB est dans un plan
et.autre partie dans un, antre plan , une cer-
taine partie de I'une et de l'autre des droites
EC, EB sera dans.un plan et certaine autre
partie dans un autre plan; ce qui a.été démon-
tré absurde ¢ donc le triangle EBC est dans un
. seul plah; mais 'un et l'autre des dro,ites‘EC ”

T
VILLE DE LYON

Bibljoth. Gu Feluis Ges ALLS



ago {3 LEMENS

EB sont dans.le méme plan que le triangle
BCE, et les droites AB, CD sont dans le méme
plan que I'une et que I'autre des droites EC, EB
(prop. 1.1 1) : donc les droites AB, CD sont
dans un’seul plan, et tout trlanvle est aussi
placé dans un seul plan; ce qu’ll falloit de-

montrer,
PROPOSITION 1IL
-'rnlf:oni:mn_.’

* Si deux plans se coupent mutuellement, leur com~
mune section est une ligne droite.

Que les deux plans AB, BC (fig. 160 ) se coti-
peut mutuellemernt et que leur tommune sec=
tion soit DB : je dls que la ligne DB est une
ligne droite. :

+ Car si cela'n’est point, du -point D au point
B et sur le plan AB-conduisez la droite DEB,
et sur le plan BC conduisez la droite DFB; les
extrémités des deux droites DEB, DF B scront
les mémes, et ces deux:droites renfermeront
un-espace, ce ui est absurde (ax. 12): done
_les lignes DE/B, DFB ne sont pas des lignes.

droites:. Nous démontrerons semblablement quee.
toute autre ligne menée du point D au- point B
u’est pomt une ligne droite, excepté la Ligne
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DB, c’est-a-dire la commune secnon des plans
AB, BC.

Donc sideux plans se coupent mutuellement
leur commune section sera une ligne’ droite’; ce

qu gl falloit d(.montn rer.

PBOPOSITION IV

o s

THEOREME

Si deux draites se coupent mutuellement, In droité

qui sera perpendwulazrc sur ces deux droites,

. & leur section commune , le: sera’ aussi sur lc
plan qui passera par cés deux dmztes

" Que les deux droites AB, CD (fig. 161) se
coupent mutuellement au pont E et,, que_ la
droite EF leur soit perpendlculalre au pmnt E.
je dis que la droite EF est aussi rperpendlcu-
lalre sur le plan qui passe par les droites AB,CD,,

" Prenez les drones AE, EB CE,ED evales
entr elles Par le pomt E et surle plan AB con-
duisez d’une miniére, qpelconque une droue.
GEH, menez AD, CB, et ensuite dqn po
queleonque F condmsez les. droites FA, F G.,
FD, FC, FH, FB Pulsque les deux drones
AE, ED sont euales aux deux drones CE
EB, et que cés drontes comprennent des an"les
égaux (prop. 15, 1), la base AD sera ega ea

2
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la base CB (plop 4. 1), le triangle AED égal
" au trlangle CEB, et 'angle DAE egal alangle
EB”C”,mals r anﬂle AEG est égal 4 'angle BEH
(prop.15.1): donc les deux triangles AGE,
BEH ont deux angles égaux 3 deux angles, cha-
cun 4 chacun ; mais les cétés AE, EB adjacens
a des angles égaux sont ¢gaux entr’enx : donc les
autres cotés de ces triangles seront ausst égaux
entr’eux (prop. 26. 1): donc GE est égal 2 EH
et AG égal aBH ; et puisque AE est égal A EB
et que la perpendiculaire FE est commune, la
base FA sera égale a la base FB (prop. 4. 1).
Par la méme raison, FC sera aussi égal 4 FD. De
plus, puisque la droue AD est egale a la droite
CB etla droite FA égale A la dr oue FB, les deux
droites FA, AD seront égales aux deux droites
FB, BC, chacune a chacune; mais on a dé-
montré que- J1a base FD est ega]e dla baSe FC:
donc Tangle FAD est égal a4 l’angle FBC
(prop.8.1); mais on a démontré de plus que
AG est égal A BH et FA est égal a FB donc
Ies deux droites FA AG sont egales aux deux
dt‘Oll.eS ’FB BH; mals ona demontre que l’an-
gle FAG' est égal & langle FBH : - donc Ia base
FG est egale alabase FH (prop. 4. 1); £t puis-
qu'on a démontré ‘encore que GE est egal a
EH, et a cause que la droite EF est conunune,

[
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Tes deux droites GE, EF seront égales aux deux
droites HE . EF ; mais la base FH est égale a la
base FG: doncl'angle GEF est égal al'angle HEF
(prop. & 1) : donc I'un et T'autre des angles.
GEF, HEF sont droits : donc la droite FE fait
des angles droits avec la droite GH, de quelque
_ maniére que la droite GH soit menée dans le
plan AB par le point E. Nous démontrerons
semblablement que la droite FE fait des angles
droits avec toutes les droites qui la rencontrent
et qui-sont dans.le plan AB; mais une droite
est perpendiculaire sur un plan.lorsqu’elle fait
des angles droits avec toutes les: droites qui la
rencontrent et qui sont placées dans ce plan
(déf. 3. 31 ) : donc'la droite EF est petpen—
diculaire sur le-plan AB; ‘mais.le- plan AB est
celui. qui passe par les deux droites AB,, CD =
donc la droite FE est perpendiculaire sur le plarr
qui passe par les.droites AB, CD:

Donc si deux droites se coupent mutuelle~
ment,; et si une droite est perpendiculaire sur
ces deux droites 4 leur commune section ; cetter
droite sera aussi perpendiculaire sur le plan qu
passe par ces deux. droites ;. ce qu'il falloit dé—
monirer.. A
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PROPOSITION V.
- THEOREME. )

S trois droites se rencontrent et si une droite leur
est perpendiculaire & leur commune section , ces:
trois droites seront dans un seul plan.

Si‘une droite AB (fig. 162) est perpendicu=
Taire sur trois droites BC, BD, BE au point de-
eontact B : je dis que les trois-droites BC, BD,
BE sont dans-un seul plan.

Car supposons, si cela est possible, que BD .
BE soient dans un' plan et BC dans un autre’
plan élevé au-dessous du premier ; faites passer
un‘plan par les droites AB, BC; la commune
section de ce plan avéc le plan inférieur sera
une ligne droite (prop. 3. r1); que cette droite
soit BF. 1l est évident que les trois droites AB
BC, BF sont dans le plan qui passe par les droites
AB, BC : donc, puisque la droite AB est perpen~
diculaire sur l'une et 'autre des droites BD, BE
cette droite sera perpendiculaire sur le plan qui
passe par DB BE (prop. 4. 11); maisle plan qur
passe par DB, BE est le plan inférieur : donc la
droite AB est perpendiculaire sur le plan infé-
rieur : donc cette droite sera perpendiculaire sur
toutes les droites qui la rencontrent et qui sont
dans ce plan (déf. 3. 11); mais cette perpendi~
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eulaire-est rencontrée dans le plan inférieur par
la droite BF : 'donc Iangle ABF est droit ; mais.

" on a supposé que Fangle ABC est droit : donc
les deux angles ABF, ABC, placés dans le méme
plan , sont égaux entr’eux ; ec qui est impossible-
(ax.g) : donc la droite BC n’est pas-dans un:
plan élevé au-dessus de celui qui passe par les.
droites BD, BE : donc les trois droites BC, BD
BE sont dans un seul plan.

Donc si trois droites se rencontrent, et si une:
droite leur est perpendiculaire 4 leur commune-
section , ces trois droites seront dans un seul
plan; ce qu'il falloit démontrer..

PROPOSITION VE

THEOREME.

1

8 deux droites sont perpendiculaires sur le méme-
plan , ces deux droites seront paralléles:,

Que les deux droites AB, €D (fig. 1'65) soient’
perpendiculaires sur un méme‘ pIan ]e dis que:
AB est parallélé 3 CD.- ’

‘Supposens-que ces: perpendlculalres ‘reneon--
trent ce plan aux points B, D; mienex la drone

. BD; conduisez dans ce’ plan la.droite DE per-
pendiculaire sur BD, et apre&avon' fait DE’ egal
. & AB., menez les. droxtes BE; AE,'AD:
4
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Puisque la droite AB est perpendiculaire sur
le plan BDE, elle est perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qu1 sont dans
ce plan (déf. 3. 11); mais cette droite est ren~
contrée par I'une et Vauire des droites BD,
BE qui sont dans ce plan : donc les angles ABD,
ABE sont droits I'un et l'autre. Par la méme
raison , les angles CDB, CDE sont aussi droits
Yun et Iautre. Mais puisque la droite AB est
égale a la droite DE et que la droite BD est
commune, les deux droites AB, BD sont égales
aux deux droites ED, DB mais ces droites com-~
prennent des angles droits : donc la base AD est
égale a la base BE (prop. 4. 1); et puisque la
droite AB est égale 4 la droite DE et la droite
AD égale a la droite BE, les deux droites AB,
BE sont égales aux deux droites ED, B8; mais &
1a base AE est commune : donc I'angle ABE
est égal i Pangle EDA (prop. 8. 1); mais I'an-
gle ABE est droit : donc I'angle EDA est droit
aussi : done la droite ED est perpendiculaire
sur la droite DA; mais la droite ED est per-
pendiculaire sur Fune et 'autre des droites BD,
DC : donc ED est perpendiculaire sur les trois
droites BD, DA, DC i leur point de contact :
donc les trois droites BD, DA, DC sont dans
un seul plan (prop. 5. 11); mais la droite AB est
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dans le méme plan que les droites BD, DA, car
tout triangle est dans un seul plan (prop. 2. 11):
donc les trois droites AB, BD, DC sont dans
un seul plan; mas les angles ABD, BDC sont
droits I'un et Pautre : donc la droite AB est pa-
ralléle 4 la droite CD (prop. 28. 1).

Donc si deux droites sont perpendiculaires
sur le méme plan, ces deux droites seront pa-
ralléles entr’elles; ce qu'il falloit démeritrer.

PROPOSITION VIL
THEOREME.

Si deux droites sont paralléles , et si Uon prend
sur chacune de ces draites des points quelcon—
ques , la droite qui joindra ces points sera dans
le méme plan que les paralléles.

Soient AB, CD (fig. 164) deux droites pa-
ralléles, et soient pris dans ces droites des points
quelconques E, F:je dis que la droite qui joint
les pomts .E, F est dans le méme plan que les
deux paralleles :

: Supposons que cela ne soit point , et suppo-
sons,si ¢ela est possible, que cette droite soit
dans un Rlan élevé au-dessus du premier, et
qu'elle’ait, par exemple, la position EGF; par
la igne EGF condulsez un plan qui fasse avec
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le plan inférieur une section qui sera une figne
droite (prop.3.11); qﬁe cette section soit EF :
i est évident que les deux droites EGF, EF
renfermeront un espaee, ce qui est impossible
(ax. 13) : done la droite conduite du point E
au point F n’est point dans un plan élevé au—~
dessus du premier : donc elle est dans celui qu1~
passe par les paralleles AB, CD.

Donc si deux droites sont para]IeIes ,ets1lomr
. prend dans I'une et Pauire de ces paralléles des
points quelconques, la droite qui joindra ces
points sera dans le méme plan que les paral-
léles; ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION VIIL.
THEOREME.
Si deux droites sont paralléles , et si Pune d’elles

est perpendiculaire sur un plan, Uautre sera
aussi perpendiculaire sur ce plan.

Soient. AB, CD (fig. 163 ) deux droites pa-
ralléles, et que I'une de ces droites.AB soit per-
pendiculaire surle plan BED : je dis que Fautre
droite CD sera aussi perpendxculaure sur ce
plan. Lo ' \
Que les droites AB, CD rencontrent le plan:
BED aux pomntsB, D. MenezBD Lesdroites AB,-
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DC, BD seront dans le méme plan (prop.7.11).
Conduisez dans le plan BED la droite DE per-
pendiculaire sur BD; faites ensuite DE égal &
AB, et menez BE, AE, AD. Puisque AB est
perpendiculaire sur le plan AED, elle sera per-
pendiculaire sur toutes les droites qui Ia ren-
contrent et qui sont dans ce plan (déf.3.11)~
donc les angles ABD, ABE sont dreits I'un et
Fautre; et puisque ia droite BD tombe sur les
droites AB, CD, les angles ABD, CDB seront
égaux i deux angles droits (prop. 29. 1). Mais
Pangle ABD est droit : donc I'angle CDB est
drot aussi : donc CD est perpendiculaive sur
BD; et puisque la droite AB est égale a la droite

DE, et que la droite BD est commune, les deux*

droites AB, DB sont é\ga‘les aux deux droites
ED, DB; mais I'angle ABD est égal 4 I'angle
EDB, car ils sont droits I'un et 'autre : donc
Ia base AD est égale 4 la base BE (prop. 4. 1);
et puisque AB est égal 2 DE et BE égal 4 AD,
les deux droites AB, BE seront égales aux deux
droites ED, DA, chacunc i chacune ; mais la
base AB est commune : donc 'angle ABE est
égal a Pangle EDA (prop. 8. 1); mais l’angle
ABE est droit : donc Pangle EDA est droit
aussi : donc ED est perpendiculaire sur DA ;
mais ED est aussi perpendiculaire sur BD : donc

Ac
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la droite ED sera perpendiculaire sur le plan qui
passe par les droites BD, DA (prop.4.r11):
donc la droite ED est perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce plan. Mais la droite DC est dans le plan qui
passe par les droites BA, AD, parce que les
droites AB, BD soht dans le plan qui passe par
les droites BD , DA ( prop. 2. 1t ); mais la droite
DC est dans le méme plan que les droites AB,
BD (prop. 7. 11) : donc la droite ED est per-
pendiculaire sur DC: donc la droite CD est per-
pendiculaire sur DE ; mais la droite CD est per-
pendiculaire sur la droite BD : donc la droite
€D est perpendiculaire sur les deux droites DE,
DB i leur point de rencontre D : donc la droite
€Dest pel‘pendiculai‘re sur le plan qui passe par
les droites DE, DB (prop. 4. 11); mais le plan
qui passe par les droites DE, DB est le plan
BED : donc CD est perpendiculaire sur le plan
BED; ce qu’il falloit démontrer..
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PROPOSITION IX.

’ A

THEOREME.,

Les droites qui sont paralléles & une méme droite ,
sans étre dans le méme plan que cette autre
droite , sont cependant paralléles entr’elles.

Que l'une et l'autre des droites AB, CD
(fig. 165) soient paralléles 4 la droite EF, et
que les droites AB, CD ne soient pas dans le
méme plan ue la droite EF : je dis que la
droite AB est parallele & la droite CD.

Prenez sur EF un point quelconque G, etde
ce point.menez dans le plan qui passe par EF,
AB la droite GH perpendiculaire sur EF, et
dans le plan qu passe par FE, CD, menex
la droite GK perpendiculaire aussi sur FE:
puisque la droite EF est perpendiculaire sur
I'une et Pautre des droites GH, GK, la droite
EF sera aussi perpendiculaire sur le plan qui
passe par les droites GH, GK (prop.4.11);
mais AB est paralléle A EF : donc AB est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les points
H, G, K (prop. 8. 11); par laméme raison CD
est perpendiculaire sur le plan qui passe par les
points H, G, K : donc les droites AB, CD sont
perpendiculaires I'une et I'autre sur le plan qui
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passe par les points H, G, K ; mais si deux droites
sont perpendiculaires sur un seul plan , ces deux
droites sont paralléles entr'elles (prop. 6. 11):
donc la droite AB est paralléle a la droite CD;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION X.
THEOREME.

8i deux droites qui se touchent sont parallélc.'s Q
deux droites qui se touchent et qui ne sont pas
dans le méme plan, ces droites comprendront

- des angles égaux.

. Que les deux droites AB, BC (fig. 166) qui
se touchent soient paralléles aux deux droites
DE-, EF qui se touchent et qui ne sont pas dans
le méme plen : je dis que 'angle ABC est égal
i langle DEF.

- -Prenez les droites BA, BC, ED'EF égales
entr’elles ; et menez les drottes’ AD, CF, BE,
AC, DF. Puisque BA est égal et paralléle 4 ED,
AD sera égal et paralléle 2 BE (prop. 35. 1).
Par la méme raison CF sera égal et paralléle 3
BE : donc les deux droites'A D, CF sont égales
et paralléles chacune a la droite BE ; mais les :
droites qui' sont paralléles 3 une’ méme droité
sont parallcles entr’elles ( prop. g. 11) : donc la
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droite AD est paralléle et égale a la droite CF';
mais ces paralléles sont jomntes par les droites
AC, DF : donc la droite AC est paralléle et
égale a la droite DF'; et puisque les droiteés AB
BC sont égales aux deux droites DE, EF, et .
que la base AC est égale a la base DF, Fangle
ABC sera égal a l’angle DEF (prop: 8..1).

Donc si deux droites qm se touchent sont
paralléles 4 deux droites qui se touchent et qui
ne sont pas dans le méme plan ces deux droites
comprendrom des angles é egaux ce qu i} falloit
demontrer

'PROPOSITIOV ‘{I
PROBLEME,

D’un point donné hors d'un plan, mener une
perpendiculaire sur ce plan.

- Soit A (fig. 167) le point donné. hors d'un
plan, soit BH le plan donné : il faut du point A
mener une perpendiculaire sur ce plan.

* Dans Je plan: donné ,. conduisez une droite
BC d'une maniére quelconque, et du point A
menez ‘la- droite ‘A'D perpendiculaire sur BC-
(prop.12.1). Sila droite AD est aussi perpen- .
diculaire sut ce plan, on aura fiit ce qui étoit-
proposé; si cela n’est pas, du point D et dans le
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plan donné menez sur BC la perpendiculaire DE,
(prop.11.1), et du point A menez sur DE la
perpendiculaire AF (prop. 12.1), et enfin par le
point F conduisez la droite G H paralléle 4 BC.
Puisque BC est perpendiculaire sar Pune et sur
Pautre des droites DA, DE, la droite BC sera per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les droites
ED, DA, et paralléle a la droite GH (prop. 4 I1);
mais si deux droites sont paralleles et si I'une
d’elles est perpendlculan'e & un plan Pautre
droite est aussi perpendiculaire ¥ ce 'méme plan
(prop. 8. 11): donc GH est perpendiculaire sur
le plan qui passe par ED, DA, et par conséquent
- perpendiculaire sur toutes les droites qui se
rencontrent dans ce plan-(déf. 3. 11); mais la
droite AF rencontre la droite G H dans le plan
qui passe par ED, DA : donc la droite GH est
perpendiculaire sur AF : donc AF est perpen-
diculaire sur GH; mais AF ést perpendiculaire
sur DF, par construcuon donc la droite AF est
perpendicul.nre "aLune-ct-xFantre des droites
GH, DE ; mais si une droite est perpendiculaire
au point de contact sur deux droites qui se ren-
contrent , elle séra aussi-perpendiculaire sur le.
plan qui passe par ces denx-droites (propi4.11):
doncFAest perpendicu]aire sur le plan qui passe
par ED; GH; mais le plan qui passe par ED,

ll' St 1!"0
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GH estle plan BH : donc la droite AF est per-
pendiculaire sur le plan BH.
Donc du point donné A, pris au-dessus d’un
plan, on a mené une perpendiculaire AF sur ce
plan; ce qu'il falloit faire.

PROPOSITION XII.
PROBLEME.

D’'un point donné dans un plan donné, élever
une perpendiculaire sur ce plan.

Soit EF (fig. 168) le plan douné, et soit A
le point donné dans ce plan : il faut du point A
élever une perpendiculaire sur ce plan.

D’un point quelconque B, pris au-dessus du
plan donné, menez une perpendiculaire BG
sur ce plan (prop.31.11), et par le point A
menez AD paralléle 3 BC (prop. 31. 1).

Puisque les deux droites AD, CB sont paral-
1éles et que BC, P'une de ces droites, est perpen-
diculaire sur le plan donné, 'autre droite AD sera
aussi perpendiculaire sur ce plan (prop.8.11).

Donc, d’'un point donné dans un plan donné,
on a élevé une perpendiculaire sur ce plan; ce

qul falloit faire.
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PROPOSITION XI11.
THEOREME.

D’un point donné dans un plan donné, on ne peut
* élever du méme coté deux perpendiculaires sur
ce plan.

Supposons que cela soit possible; du point
. donné A (fig. 169) pris dans le plan dooné,
élevez du méme c6té les deux perpendiculaires
AB, AC sur ce plan ; conduisez un plan par les
deux droites BA, AC; ce plan fera au point A
avec le plan donné une section qui sera une
ligne droite {prop.3.11); que cette section
soit DAE; les droites AB, AC, DAE seront
dans le méme plan; mais puisque CA est.per-
pendiculaire sur le plan donné, elle sera per~
pendiculaire sur toutes les droites quila rencon-~
trent et qui sont dans le plan donné (déf.3. 11);
mais la droite DAE, qut est dansle plan donné,
rencentre la droite CA : donc I'angle CAE est
droit. L’angle BAE est droit, par la méme rai-
son ; donc I'angle CAE et Pangle BAE qui sont
dans le méme plan sont égaux entr’eux, ce qui
est impossible (ax. g).

Donc, d’un point donné dans un plan donné,
on ne peut élever deux perpendiculaires sur ce
plan; ce quil falloit démontrer.
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PROPOSITION X1V,
THEOREME. .

Les plans sur lesquels une méme droite est perpen-
diculaire sont paralléles entr'eux. ’

Que la droite AB (fig. 170) soit perpendi=
culaire sur I'un et 'autre plan CD, EF : je dis
que ces plans sont paralléles.

Car si cela n'est point, ces plans étant pro=
longés se rencontreront et leur section sera une
lxgne droite ( prop- 5.11). Que cette section
soit GH; ayant pris dans ceite section un point
quelconqie K, menez AK, BK. Puisque la
droite AB est perpendiculaire' sur le plan EF,
cette droite sera perpendiculaire sur la droite
BK qui est placée dans le prolongement du plan
EF (déf. 3. 11) : donc angle ABK est droit.
L’angle BAK est droit, par la méme raison :
done les deux angles ABK, BAK dui triangle
ABK sont égaux a deux angles droits; ce qui
est imp05sible (prop. 17.1) : denc les plans
CD, EF étant prolonges ne se rencontreront
point énir'eux : donc les plans CD, EF sont
paralleles.

Dotic les plans sut lesquels une méme droite
ést perpendiculaire sont paralléles entr'eux; ce
qu'il falloit démontre#. o

%
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PROPOSITION XV.
THEOREME.

Si deux droites qui se rencontrent sont paralléles
& deux droites qui se rencontrent et qui ne sont
pas dans le méme plan, les plans qui passeront
par ces droites seront paralléles.

Que les droites AB, BC (fig. 171) qui se ren-
contrent soient paralléles ssge deux droites DE,
EF qui se rencontrent et qui ne sont pas dans
le méme plan : je dis que les plans qui passent
par les droites AB, BC et par les droites DE , EF
ne se rencontreront p01m 8'1ls sont prolonges

Du pomt B menez sur le plan qui passe par
les droites DE; EF la perpendiculaire BG qui
rencontre ce plan au point G ( prop. 11.11);
par le point G menez la droite GH paralléle a
la droite ED et la droite GK paralléle 4 la droite
EF (prop. 31. 1). Puisque la droite BG est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les droites
DE ‘EF, elle sera perpendiculaire sur toutes
les dro1tes qu la rencontrent et qui sont dans
ce méme plan (déf. 3. 11); mais cette droite
est rencontrée par 'une et 'autre des dr oites
GH, GK qui sont dans le plan qui passe par les
drones DE EF: donc les angles BGH, BGK:
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sont droits I'un et lautre; et puisque BA est
paralléle & la droite GH; les angles GBA, BGH
seront égaux A deux angles droits (prop. 39:1);
niais 'angle BGH est droit : done 'angle GBA
sera droit-: done GB' ést p'e'r‘pendicu}aire sur
BA. Par la méme raison; BG est perpendicu=
laire sur BC : donc pmsqﬂe la drofite BG- est
perpendlculalre sur les denx droites 84, BC
(ui se coupent mutuellement la drontv BG
sera perpendiculaire sur:le phn qui passe par
les deux droites AB, BC. (prop 4 11). Por
la méme raison, la droue \BG cst Pelpencf) icu-
laire sur le plan qui passe par 1és droucs GH,
G K. Mais le plan qui passe par les'dr oites GH,,
GK: est le méme que celai dqui pdsse-f-p»ar’,les.
droites DE, EF : donc Ja draite BG est per=
pendlculalre sur le plavi i passe parles droites
DE, EF. Mais of a démohtré que la droite
BG est perpendiculsiré sur le plan qui passe
par ‘les drortes- AB "BC, et cette dronte est: @nd
core pe‘rpénduculmre sur k¢ plan qui passe’ par
les droés DE; EF i donc 1a drelte BG est per-
pendiculatré sir Pima ét Fatre' des plans qui
passent pat les droites’ AB; BC et par les drdites
DE, EF; mais les plans sur lesquels mie memq
droue ‘est perpendlculalre sont para]leles entre
eux ( prop.'14. i1) ¥donc le plan qui passe par

3
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les droites AB, BC est paralléle & celui qui passa
par les dr01tes DE, EF.

- Done st deux droues qui se rencontrent sont
péralléles a deux droites qui se rencontrent et
qui ne sont pas dans le méme plan, les plans
(ui passeront par ces droites seront partlléles
entr'eux ; ce qu'il falloit démontrer,

PROPOSITION XVI.
THEOREME,

Sz; deux plans paralléles sont coupés par un plan
lewr plans parallé pés par un p
quelconque , leurs communes sections seront
paralléles., ‘

Que les deux plans paralleles AB,CD (fig. 172)
soient coupés par un plan quelconque EFGH,
et que leurs communes sections soient EF, GH ;
je'dis que EF est paralléle ) GH

Supposons que cela ne soit point; prolonges
les droites EF, GH, ces droites se rencontre~
ront ou du 66té des points F, H, ou du cété
des points E, G. Prolongez ces droites du c6té
des points F, H, et supposons qu’elles se ren~
contrent au point K; puisque EFK est dans le
plan AB, tous les points pris dans EFK seront
dans le méme plan; mais le point K est un des
peints pris sur EFK : dong le'point K est dans
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le plan AB. Par la méme raison, le point K est
dans le plan CD : donc les plans AB, CD pra-
longés , se rencontreront entr’eux ; mais ces
deux plans ne se rencontreront point puisqu'’ils
sont paralléles : donc les droites EF, GH pro-
longées ne se rencontreront point du e¢6té des
points F, H. Nous démontrerons semblable-~
ment que les droites' EF, GH prolongées ne
se rencontreroat point du c6té des pointsE, G.
Mais les droites qui ne se rencontrent d’aucun
c6té sont paraliéles (déf. 35. 1) :done les droites.
EF, GH sont paraliéles.

Donc si deux plans paralléles sont coupés.par
un plan quelconque , leurs communes sections:
seront paralléles. entr elles ce qu'il falloit dé-

montrer-.
PROPOS'}T:I‘QN XVIL
THEOREME.

8¢ deux droites sont coupées par des plans pa-
 ralléles , elles seront coupées proportionnel-

lement. .

Que les deux droites AB, CD (fig. 173) soient
eoupées par les plans paralléles GH, KL, MN
aux pomts A, E, B, €, F,D: jeds queAE
est 4 EB comme CF est a FD.

4
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-Menez les droites AC, BD, AD ;. supposons
que la droite AD rencontre le plan KL au point
O ; et conduisez les droites EO, OF. Puisque
les deux plans paralléles KL ; MN sont eoupés
par le plan EBDG, leurs sections EO, BD
sont paralléles (prop. 16. 11); puisque les deux
plans paralleles GH, KL sont coupés. par le
plan AOFC, leurs sections.communes AC, FO
'sont paralléless par la. méme raison. Mais puis-
que EO est paralléle a un des c6tés du triangle
ABD, savoir au cété BD, le coté AE sera au
c6té EB comme le ¢6té AO est au c6té OD
(:prop. 2. 6). De plus; puisquie le c6té OF est

parallele 2 un des.c6tés du tnangleADC ; savoir.
au c6té AC ; le coté AO est an cté O Decomme-

e coté CF est au c6té FD. Mais on a démontré
que le c61é AQ est au co1é OD comme le c61é
AE est an c6té EB : ‘done le coté AE est au
c6té EB comme le ¢64é,CF est au cété FD

(pr0p I1. 5)

,,,,,

phms paralléles, cés: dr01tes scrofit coupees pro-z
portionnellement ; ce qu'il falloit démontrér.
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PROPOSITION XVIIL
THEOREME.

_ 8t une droite est perpendiculaire sur un plan, tous
les plans qui passent par cette droite sont per-
pendiculaires sur ce méme plan.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 174) soit
perpendlculame sur un plan : je dis que tous lés
plans qui passent par cette’ drone sont perpen-
diculaires sur ce méme plan. . - " i

Par la droite AB conduisez le plan DE ; et
que la droite CE soit la commune seciion dw
plan DE et du plen’ donné; sur la dreite CE
prenez un point quelconque F; de ce.point &%
dans le plan DE conduisez la droite FG per-
pendicalaire sur la droite CE. Puisque la droite
AB est perpendiculaire surle plan donné, cette
droite sera perpendlculalre sur toutes les droues
qui la rencontrent ét qin sont dans ce plan
(déf.3.711): donc la dréite AP ost perpéiidi-
culaire sur la droite CE : donc ¥ angle ABFest
droig; mais I'angle GFRB dst droit aussi : denc:AB
estxphrallele & FG (prop..28. 1) ; mais AB est
perpendiculaire sur le plan donné : dondF G sera
perpendiculaire sur ce méme plan{prop. 8..14);
mais un plan est perpendiéulai'rp sur um pldn,
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lorsque les droites menées dans I'un de ces
plans sont perpendiculaires sur leur commune
section et sur 'autre plan (déf. 4. 11) : donc la
droite F G menée dans le plan DE et perpendi-
culaire sur la drojte CE, commune section des
plans , est aussi perpendiculaire sur le plan
donné : donc le plan DE est perpendiculaire
sur le plan donné. Nous démontrerons sembla-
blement que tous les ‘autres plans qui passent
par la droite AB sont aussi perpendiculaires sur
le plan donné.

Donc si une droite est perpendiculaire sur
un plan, tous les plans qui passeront par cette
droite seront perpendiculaires sur ce méme
plan; ce -qu'il falloit démontrer. '

PROPOSITION XIX.
Tnl’:oni:mn.

8i deux plans qui se coupent mutuellement sont
perpendiculaires sur un plan, leur commune
section sera aussi perpendiculaire sur ce plan.

Que deux plans AB, BC (fig. 175) qui se
coupent mutuellement soient perpendiculdires
sur un plan donné, et que leur commune section
soit BD : je dis que la droite BD est perpendx‘
culaire sur le plan donné,
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Supposons que cela ne soit point; du point D
menez dans le plan AB la droite DE perpendicu-~
Jaire sur la droite AD (prop. 11. 1), et du point D
et dans le plan BC menez la droite DF perpen-
diculaire sur la droite CD. Puisque le plan AB
est perpendiculaire sur le plan donné et que la
droite DE a été menée dans le plan AB perpen-
diculaire a la commune section AD de ces plans,
la droite DE sera perpendiculaire sur le plan
donné. Nous démontrerons semblablement que
DF est perpendiculaire sur le plan donné : done

.du point D on 3 mené du méme c6té deux per-
pendiculaires sur le plan donné ; ce qui est im-
~ possible (prop. 13. 11) : donc du point D on
ne peut pas mener d’autres droites qui soient
perpendiculaires sur le-plan donné, si ce n’est
la commune section DB des plans AB, BC.

Donc si deux plans qui se coupent mutuelle-
ment sont perpendiculaires sur un plan donné,
Jeur commune section sera perpendiculaire. sur.
¢e plan; ce qu'il falloit démontrer.



516 BELEMENS
PROPOSITION X X.

THEOREME.
. : 4
Si'un angle solide est compris sous trois angles
plans , deux de ces angles, de quelque mp~
niére gu’on les prenne, sont plus graivds que le
. troisiéme.

Que langle solide A (fig. 176) soit compris
sous les trois angles plans BAC, CAD, DAB:
je dis’'que deux quelconques dcs trois. ancrles
plans BAC, CAD, DAB, de quelqhe maniére
qu'on les prenne, sont plus grands que I’annle
restant.

" Car si les angles BAC, €AD, 'DAB soit
égaux enti’eux , il est evtdent que deux quel«
conques de ces angles, de quelqiie maniére
qu'on les prenne, sont plts grands gtte Pangle
restant. Supposons que ces trois atigles tic sont
ﬁomt égaux éntr'edx , et que Pangle BAC est le
plus grand. Sur la droite AB et au point A fil<
sons dans le plan qui passe par BAC 'angle BAE
égal a I'angle DAB (prop. 23. 1¢). Faisons AE
égal 3 AD (prop.3.1), menons ensuite. par le.
point E la droite BEC qui coupe les droites AB,
AC aux points B, C, menons aussi les droites DB,
DC. Puisque ladroite DA est égale ala droite AE:
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et que la droite AB est commune, les deux
droites DA, AB sont égales aux deux droites
AE, AB; mais I'angle DAB est égal a 'angle
BAE : donc la base DB est égale a la base BE
(prop. 4.1); et puisque les deux droites DB, DC
sont plus grandes que la droite BC et que Ja droite
DB est égale a la droite BE, la droite restante
DC sera plus grande que:la dr01te restante EC;
mais puisque la droite DA est egale a la droite
AE, que la droite AC est commune et que la
base DC est plus grande que la base EC, I'an-
gle DAC sera plus grand que l'angle EAC,
(prop. 25. 1). Mais 'angle DAB est égal & 'an-
gle BAE , par construction : donc les angles
DAB, DAC sont plus grands que I'angle BAC.
SiI'on prend deux autres angles quelconques,
nous démontrerons semblablement qu’ils sont
plus grands que I'angle restant.

Donc si un angle solide est compris sous trois
angles plans, deux quelconques de ces angles,
de quelque maniére qu’on les prenne, sont plus
grands que le troisiéme; ce quil falloit dé-
montrer.
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PROPOSITION XXIL
THEOREME.

Tout angle solide est compris sous des angles plans
qui sont moindres que quatre angles droits.

Soit 'angle solide A (fig. 177) compris sous
les angles plans BAC, CAD, DAB: je dis que
les angles BAC, CAD, DAB sont moindres
que quatre angles droits.

Dans chacune des droites AB, AC, AD, pre=
nez des points quelconques B, C, D, et menez
BC, CD, DB. Puisque I'angle solide B est com~
pris sous les trois angles plans CBA, ABD,
CBD, deux quelconques de ces triangles sont
plus grands que l'angle restant (prop. 20. 11):
dornc les angles CBA, ABD sont plus grands que
Pangle CBD. Par la méme raison, les angles
BCA, ACD sont plus grands que I'angle BCD, et
les angles CDA, ADB plus grands que I'angle
CDB : donc les six angles CBA, ABD, BCA, ACD;
ADC , ADB sont plus grands que les trois angles
CBD, BCD, €DB. Mais les trois angles CBD,
BCD, CDB sont égaux a deux angles droits
(prop:32.1): donc les six angles CBA, ABD,
BCA,ACD, ADC, ADB sont plus grands que
deux angles droits ; mais puisque les trois angles
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de chacun des triangles ABC, ACD, ADB sont
égaux a deux angles droits , les neuf angles CBA,,
ACB, BAC, ACD, DAC, CDA, ADB, DBA,
BAD de ces trois triangles sont égaux a six angles
droits ; mais les six angles ABC, B€A, ACD,
CDA, ADB, DBA sont plus grands que deux
angles droits : donc les angles restans BAC, CAD,
DAB qui contiennent I'angle sohde sont plus
petits que quatre angles droits.

Donc tout angle solide est compris sous des
angles plans plus petits que quatre angles droits ;
ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXII.
THEOREME.

Si lon a trois angles plans, dont deux de ces
angles, de quelque maniére qu'on les prenne,
sont plus grands que Uangle restant, et si ces
angles sont compris par des ctés égaux, on
pourra construire un, triangle avec les droites
qui joignent ces cGtés égaux.

_Soient les trois angles plans ABC, DEF,
GHK (fig. 178) dont deux de ces angles, de
quelque maniére qu’on les prenme, sont plus
grands que Pangle restant , c’est-a-dire que les
deux angles ABC, DEF sont plus grands que
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Fangle GHK, que les deux angles DEF, GHR
sont plus grands que I'angle ABC, et enfin que
les deux angles GHK, ABC sont plus grands
que I'angle DEF; que les droites AB, BC, DE,
- EF,GH, HK soient égales; menez AC, DF,
GK : je dis qu'on peut construire un triangle
avec des droites égales aux droites AC, DF, GK ;
c’est-a~dire que deux quelconques des droites
AC, DF, GK, de quelque maniére qu'on les
prenne, sont plus grandes que la droite restante.
Si les angles ABC, DEF, GHK sont égaux
entr’eux, il est évident quon poun:a construire
un triangle avec des droites égales aux droites
AC, DF, GK qui sont alors égales entr’elles. Au
contraire, si ces angles ne sont point égaux, sur
Ia droite HK et au point H, faites I'angle KHL
égal i I'angle ABC (prop. 23. 1) ; faites aussi
Ia droite HL égale a une des droites AB, BC,
DE, EF, GH, HK, et menez les droites GL;
KL. 'Puisque les deux droites AB, BC sont
égales aux deux droites KH, HL, et que I'an=
gle B est égal  Pangle KHL, la base AC sera
égale d la base KL (prop. 4. 1); et puisque les
angles ABC, GHK sont plus grands que I'ans
gle DEF et que I'angle ABC est égal a I'angle
KH1,, Vangle GHL sera plus grand que Fan~-
gle DEF. De plus, puisque les deux droites
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GH, HL sont égales aux deux droites DE,, EF
et qué I'angle GHL est plus grand que I'angle E,
la base GL sera plus grande que la base DF
{ prop. 24. 1); mais les droites GK, KL sont
plus grandes que la droite GL (prop. 20. 1):
donc, a plus forte raison, les droites GK, KL
sont plus grandes que la droite DF; mais KL
est égal 4 AC : donc les droites AC, GK sont
plus grandes que la droite restante DF. Nous
démontrerons semblablement que les droites
AC, DF sont plus grandes que la droite GK,
et que les droites GK , DF sont aussi plu\s grandes
que la droite AC : donc on peut construire un
triangle avec des droites égales aux droites AC,
DF, GK (prop.22.1).

AUTREMENT.

Soient donnés les trois angles plans ABC,
DEF, GHK (fig. 179) dont deux de ces angles,
de quelque mani¢re qu’on les prenne , sont plus
grands que I'angle restant; que ces angles soient
compris par des droites égales AB, BC, DE,
EF, GH, HK. Menez les droites AC, DF, GK :
je dis qu’on peut construire un triangle avec des
droites égales aux droites AC, DF, GK; c’est—
a~dire que deux de ces droites, de quelque ma-
nigre qu'on les prenne, sont plus grandes que

X
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la droite restante. Si les angles ABC, DEF,
GHK sont égaux, les droites AC, DF, GK
seront égales entr’elles (prop.4.1), et deux
de ces droites seront plus grandes que la droite
restante. Au contraire , si ces angles ABC; DEF,
“GHK sont inégaux,, et st I'angle ABC est plus
grand que I'un et que I'autre des anglesE, H, la
droite ACsera plusgrande quel'une et queautre
des droites DF, GK { prop. 24. 1); et il est €vi-
dent que la droite AC avec I'une ou avec I'autre
des droitesDF GKfera plus grande que la droite
restante. Je dis' que les droites DF, GK sont
plus grandes que la droite AC. Surladroite AB
et au point B construisez 'angle ABL égal &
T'angle GHK (prop. 25. 1); faites la droite BL
égale 4 une des droites AB, BC, DE, EF,
GH, HK, et menez AL, LC. Puisque les deux
droites AB, BL sont égales aux deux droites
GH, HK, chacune a chacune, et qu’elles com-
prennent des angles égaux , labase AL sera égale
a la base GK (prop. 4. 1); et puisque les angles
E, H sont plus grands que 'angle ABC et que
Pangle GHK est égal 4 l'angle ABL, I'angle
restant E sera plus grand que 'angle LBC. De
plus, puisque les deux droites LB, BC sont
égales aux deux droites DE, EF, chacune i
chacune, et que I'angle DEF est plus grand
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que l'angle LBC, la base DF sera plus grande
que la base LC (prop. 24. 1). Mais on a dé-
montré que la droite GK est égale a la droite
AL : donc les droites DF, GK sont plus grandes
que les droites AL , LC ; mais les droites AL, LC .
-sont plus grandes que la droite AC (prop. 20.1):
~donc i plus forte raison les droites DF, GK
sont plus grandes que la droite AC : donc deux
des droites AC, DF, GK, de quelque maniére
qu’on les prenne, sont plus grandes que la droite
restante. :

Donc on peut construire un triangle avec
trois droites égales aux droites AC, DF, GK
(prop- 22. 1) ; ce quil falloit démontrer.

PROPOSITION XXIII.
PR/OBLEME.

‘Construire un angle solide avec trois angles plans

* dont deux de ces angles , de quelque maniére
gwon les prenne, sont plus grands que Uangle
restant ; il faut que ces trois angles soient plus
petits que guatre angles droits.

Soient donnés les trois angles plans ABC,
DET, GHK (fig. 180) dont deux de ces angles,
de quelque maniére qu’'onles prenne , seient plus fo €
‘grands que Pangle restant ; que ces trois angles
2

N
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soient plus petits que quatre angles droits : il
faut avec des angles égaux aux angles ABC,
DEF, GHK construire un angle solide.

Faites les droites AB, BC, DE, EF, GH,
HK égales entr’elles et menez AC, DF, GK.
On peut avec des droites égalesa AC, DF, GK
construire un triangle (prop. 22. 11). Cons-
truisez le triangle LMN (prop. 22. 1) de ma-
niére que LM soit égal 3 AC, MN égal a DF
et LN égal a GK. Décrivez ensuite une circon-
férence de cercle LMN autour du triangle LMN
(prop- 5. 4); prenezle centre de ce cercle qui
sera ou dans le triangle LMN ou sur un de ses
¢6tés, ou hors de ce triangle.

Que le cenire du cercle soit d’'abord dans le
triangle , et que ce centre soit O; menez LO,
MO, NO : je dis que AB est plus grand que LO;
car si cela n’est pont, la droite AB sera égale &
la droite LO ou plus petite que cette droite.
Supposons d’abord qu’elle lui soit égale. Puisque
ABest égal aLO et que AB est egal aBC, LO
sera égal 4 BC; mais LO est égal A OM : donc
les deux droites AB, BC sont égules aux deux
droites LO, OM, chacune & chacune; mais la
base AC est supposée dgale 4 la base LM : donc
I'angle ABC est égal a I'angle LOM (prop. 8. 1).
V’ar Jaméme raison , 'angle DEF est égal & I'an-
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‘gle MON et I'angle GHK égal & I'angle NOL :
donc les trois angles ABC, DEF, GHX sont
égaux aux trois angles LOM, MON, NOL ; mais
les trois angles LOM, MON, NOL sont égaux &
quatre angles droits : donc les trois angles ABC,
DEF, GHK sont égaux i quatre angles; mais.
on lcs a supposes plus petits que quatre angles
droits, ce qui est absurde : donc la droite AB
n’est pas ¢gale a la droite LO : je dis de plus que
la droite AB n’est pas plus petite que la droite
LO. Car supposons, si cela est possible qu’elle
soit plus petite , et que la droite AB soit égale &
Ia droite OP et la droite BC égale i la droite 0Q;
menez PQ. Puisque la droite AB est égale a la
droite BC, la droite OP sera €gale 4la droite OQ:
donc Ia droite restante P, sera égale a la droite
restante QM : donc la drgite LM est paralléle
a la droite PQ (prop. 2,6): donc les triangles
LMO, PQO sont equlf}ng]es donc OL est &
LM comme OP est a PQ {prop. 4. 6), et en
échangeant les places degmoyens LOestaOP
comme LM est a PQ (prop 16..5); mais LO
est plus grand que OP : Qpn(il LM est plus grand
que PQ; mais LM est-égal 4 AC, par cons-
truction : donc AC sera plus grand que PQ; et
puisque les deux droites AB, BC sont égales
aux deux droites PO, 0Q et que la base AL

3.
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est plus grande que la base PQ, I'angle ABC sera
plus grand que I'angle POQ (prop. 24. 1). Nous
démontrerons semblablement que 'angle DEF
est plus grand que Fangle MON et I'angle GHK
plus grand que Yangle NOL : donc les trois
angles ABC, DEF, GHK sont plus grands que
Jes angles LOM, MON, NOL; mais les angles
ABC, DEF, GHK sont supposés plus petits
que quatre angles droits : donc & plus forte
raison les trois angles LOM, MON, NOL sont
plus petits que quatre angles droits; mais ces
trois angles sont égaux a quatre angles droits,
‘ce qui est absurde : donc la droite AB n’est pas
plus petite que la droite LO. On a démontré
qu’elle ne lu est p01m égale : donc la droite AB
est plus grande que la droite LO. Du point O
élevez une perpcndrcu]alre OR sur le plan du
cercle LMN (prop 12.11). Supposons que le
quarré de OR soit’ egql al'excés du quarré de
AB sur le quarré del? (lem. suiv.), et menons
les droites RL, RM "RN. Puisque la droite OR
est perpendlculail e sur‘ le plan du cercle LMN ‘
cette droite sera f)er}endlculaue sur chacune
des droites LO, MO, NO (déf. 3. 11); et
puisque LO est égal a OM et que la droite OR
est commune et qu’elle est perpendiculaire sur
ces deux droiles’, ka base LR sera égale i Ia
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base RM (prop. 4.1). Par la méme raison, la
droite RN est égale a I'une et & Pautre des
droites RL, RM : donc les trois droites RL,
RM, RN sont €gales entr’eles. Puisque le
quarré fait sur OR est égal a I'excés du quarré
de AB sur le-quarré LO, le quarré de AB sera
€gal aux quarrés des droites LO, OR; mais le
quarré'de RL est égal aux quarrés des droites
LO, OR (prop. 47.1), car l'angle LOR est
droit : donc le quarré de la droite AB est égal
au quarré de la droite RL : donc la droite AB
est égale 4 la droite RL; mais chacune des
droites BC, DE, EF, GH, HK est égale i la
droite AB, et chacune des droites RM, RN est
égale i la droite #F :-donc chacune des droites »’
AB,BC, DE,EF, GH, HK est égale a cha-
cune des droites RL, BM, RN; mais puisque
Jes deux droites LR, RM sont égales aux deux
droites AB, BC et que la base LM est égale a
la base AC, l'angle LRM sera égal 4 langle
ABC (prop. 8. 1). L’'angle MRN sera égal i
Yangle DEF et Yangle LRN égal a 'angle GHK ,
par la méme raisen : donc avec les trois angles
plans LRM, MRN, LRN, qui sont égaux aux
trois angles donnés, on.a construit un angle
solide R qui est compris sous les.angles LRM ,.
MRN, LRN. ‘
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- Que le centre du cercle soit présentement sur
un des c6tés, savoir, sur le cété MN (fig. 181),
et que le centre de ce cercle soit le pomnt O;
menez OL : je dis de nouveau que AB est plus
grand que L.O; car si cela n'est point, la droite
AB sera égale a la droite LO ou bien elle sera
plus petite que cette droite. Supposons d’abord
~qu’elle lui soit égale; les deux droites AB, BC,
c’est~-a-dire les deux droites DE, EF, sont -
égales aux deux droites MO, OL, c'est-i-dire
4 la droite MN ; mais la droite MN est supposée
égale & la droite DF : done les droites DE, EF
sont égales i la droite DF, ce qui ne peut étre
(prop. 20. 1) : donc la droite AB n’est point
égale a la droite LO. On démontreroit sem-
blablement qu’elle n’est pas plus petite, car de
cette supposition il s’ensuivroit une plus grande
absurdité : donc la droite AB est plus grande
que la droite LO. Si Pon mc¢ne la droite RO
perpendiculaire sur le plan du cercle, et si 'on
stppose que le quarré de OR soit égal & Pexcés
du quarré de AB sur le quarré LO (lem. suiv.),
le probléme sera résolu.

Que le centre du cercle soit enfin hors du
triangle LMN (fig. 182), et que le centve de
ce cercle soit O; menez LO, MO, NO :je dis
que la droite AB est plus grande que la droite
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LO; car si cela n'est point, elle lui sera égale
ou plus petite. Supposons d’abord qu’elle lui
soit égale ; dans cette supposition les deux
droites AB, BC sont égales aux deux droites
MO, OL, chacune i chacune ; mais la base AC
est aussi égale a la base ML : donc Pangle ABC
est égal a I'angle MOL (prop. 8. 1). L’angle
GHK est égal a I'angle LON, par la méme
raison : donc Pangle total MON est égal aux
deux angles ABC, GHK; mais les angles ABC,
GHK sont plus grands que 'angle DEF : donc
I'angle MON est plus grand que I'angle DEF;
et puisque les deux droites DE, EF sont égales
aux deux droites MO, ON, et que la base DF
est égale ala base MN, I'angle MON sera égal
a angle DEF (prop. 8. 1) ; mais on a démon-
wré qu’il est plus grand, ce qui est absurde :
donc la droite AB n’est pas égale 4 la droite LO.
Nous démontrerons de suite qu’elle n’est pas
plus petite , donc elle est nécessairement plus
grande. Si nous menons de nouveau la droite
OR perpendiculaire sur le plan du cercle, et s1
nous supposons cette -perpendiculaire égale &
une droite dout le quarré soit égal a 'excés du
¢uarré de la droite AB sur le quarré de la droite
LO (lem.suiv.) , le probléme sera résolu. Je dis
i présent que la droite AB n’est pas plus petite
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que la droite LO. Supposons, si cela est possi-
ble, qu’elle soit plus petite; faites OP égal & AB ~
et OQ égala BC et menez PQ. Puisque AB est
égal 2 BC, la droite OP sera égale a la droite
0Q : donc la droite restante PL sera égale a la
droite restante QM : donc la droite LM est pa-
ralléle ala droite QP (prop. 2.6 : donc les deux
triangles LM O, QOP sont équiangles : donc
LO est & LM comme OP est ¥ PQ (prop. 4.6),
el en ¢changeant les plans des moyens , LO est
a OP comme LM est 2 PQ; mais LO est plus
grand que OP : donc LM est plus grand que PQ;
mais LM est égal & AC par construction : done
AC sera plus grand que PQ; mais puisque les
deux droites AB, BC.sont égales aux deux
droites PO, OQ, chacune a chacune, et que la
base AC est plus grande que‘la base PQ, Pan-
gle ABC sera plus grand que I'angle POQ
(prop. 25. 1). SiFYon prend la droite OV égale
-a chacune des droites OP, 0Q, et sil'on méne
PV, nous démontrerons semblablement que
Pangle GHR est plus grand que P'angle POV.
Sur la droite LO et au point O, pris. sur cette
droite, construisez I'angle LO S égal a Fangle
ABC et l'angle LOT égal & I'angle GHK;
faites chacune des droites OS5, OT égale i la
droite PO, et menez PS, PT, ST. Puisque les
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deux droites AB, BC sont égales aux deux
droites PO, OS, et que Pangle ABC est égal &
Pangle POS, la base AC, c’est-a-dire la droite
LM, sera égale 4 la base PS (prop. 4. 1). La
droite LN sera égale i la droite PT, par la méme
raison; et puisque les deux droites ML, LN
sont égales aux deux droites PS, PT et que
Paugle MLN est plus grand que I'angle SPT,
la base MN sera plus grande que la base ST
(prop. 24. 1); mais MN est égal 4 DF : donc
DF sera plus grand que ST : donc puisque les
deux droites DE, EF sont égales aux deux
droites SO, OT et que la base DF est plus
grande que la base ST, I'angle DEF sera plus
grand que SOT (prop. 25. 1); mais Pangle SOT
est égal aux angles ABC, GHK : donc Pangle
DEF est plus grand que les angles ABC, GHK :
mais il est au contraire plus petit; ce qui est
$mpossible. ’
LEMME,

Nous allons faire yoir de quelle maniére on
fait sur RO un quarré qui soit égal a Iexcés
du quarré de la droite AB sur le quarré de la
droite LO. .

Soient les droites AB, LO (fig. 183); que
AB soit la plus grande, et sur cette droite dé-
erivez la demi-circonférence ABC, ct appliquez,
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dans la demi-circonférence ABC une droite AC
égale i la droite LO et menez la droite BC.
Puisque I'angle ACB est compris dansle demi-
cercle ABC, I'angle ACBsera droit (prop.31.5):
donc le quarré de la droite AB est égal aux
quarrés des droites AC, CB ( prop. 47.1):
donc le quarré de AB surpasse le quarré de
AC du quarré de CB; mais ACest égal ALO:
donc le quarré de AB surpasse le quarré de LO
- du quarré de CB : donc si nous faisons la droite:
OR égale a la droite CB, le quarré de la droite
AB surpassera le quarré de la droite LO du
quarré de la droite OR; ce que nous voulions
faire, ' 3

PROPOSITION XXIV.
. THEifOREME.

Si un solide est compris sous des plans paralléles ,
les plans opposés sont des parallélogramimes
égaur. '

Que le solide CDHG (fig. 184 ) soit compris
sous les plans paralleles AC, GF, AH, DF,
_FB, AE : je dis que les plans opposés sont des
parallélogrammes égaux. ~

Puisque les deux plans paralléles BG, CE
sont coupés par le plan'AC, leurs communes.
sections sont parall¢les (prop. 16. 11) : done la
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droite AB est paralléle 2 la droite DC. De plus,
puisque les deux plans paralléles BF, AE sont
“ coupés sur le plan AC, leurs communes sections
sont paralléles : donc la droite AD est paralléle
A la droite BC; mais on a démontré que la
droite AB est paralléle 4 la droite DC : donc le
plan AC estun parallélogramme. Nous démon-
trerons semblablement que chacun des plans
DF,FG, GB,BF, AE est un parallélogramme.
Menez les droites AH, DF. Puisque AB est
paralléle & DC et BH paralléle a CF, les deux
droites AB, BH qui se rencontrent seront pa-
ralléles aux deux droites DC, CF qui se ren—
contrent et qui ne sont pas dans le méme plan :
donc ces droites comprendront des angles égaux
(prop. 10. 11) : donc I'angle ABH est égal &
Pangle DCF; et puisque les deux droites AB,
BH sont égales aux deux droites DC, CF
(prop. 34. 1), et que l'angle ABH est égal a
Pangle DCF, la hase AH sera égale & la base
DF (prop. 4. 1), et le triangle ABH égal au
triangle DCF ; mais le parallélogramme BG est
double du triangle ABH et le parallélogramme
CE double aussi du triangle DCF (prop.34.1):
donc le parallélogramme BG sera égal au paral-
lélogramme CE. Nous démonirerons sembla-
blement que le parallélogramme AC est égal au
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parallélogramme GF et le parallélogramme AE,
égal au parallélogramme BF.

Donc si un solide est compris sous des plans
paralléles , les plans opposés sont des parallé-
logrammes égaux ; .ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
fnﬁonizmz.

Si un parallélipipéde est coupé par un’ plan pa-
ralléle & des plans opposés, les solides obtenus
par cette section seront entr’eux comme leurs

bases.

Que le paralléhipipéde ABCD (fig. 185) sois
coupé par un plan VE paralléle aux plans op-
posés RA, DH vje dis que le solide ABFV est
au solide EGCD comme la base AEFX est &
la base EHCF.

Prolongez de part et d’autre la droite AH et
prenez autant de droites égales que vous vou-
drez HM, MN égales chacune i la droite EH;;
prenez aussi autant de droites que vous voudre,
AK, KL égales chacune 4 la droite AE et ache-
vez les parallélogrammes LP, KX, HY, MS, et
les parallélipipédes AQ, KZ, DM, MT. Puisque
les droites LK, KA, AE sont égales entr’elles,
les parallélogrammes LP, KX, AF seront égaux
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entr’eux ( prop. 38. 1). Les parallélogrammes
KO, KB, AG sont aussi égaux entr’eux , ainsi que
1es parallélogrammes LZ, KQ, AR (pro.24.11),
car ces parallélogrammes sont opposés. Par la
méme raison , les parallélogrammes EC, HY ,
MS sont encore égaux entr’eux, ainsi que les
parallélogrammes HG , HI, IN et les parallé-
logrammes DH, MA’, NT: donc trois plans des
sohdes L.Q, KR AV,sorgt egaux a trois plans;
mais trois plans sont egaux a trois plans oppo-
sés : donc les trois paralléhpipedes LQ, KR,
AV seront égaux entr'eux (déf. ro. 11). Les
trois parallélipipédes ED, DM, MT sont égaux
entr’eux, par la méme raison : doncla base LF
est multiple de la base AF autant de fois que
le parallélipipéde LV est multiple du parallé-
lipipéde AV. Par la méme raison la base NF
est multiple de la base HF autant de fois que
~ le parallélipipéde NV est multiple du parallé-
lipipéde HV. Enfin si la base LF est égale i la
base NF, le parallélipipéde LV sera égal au pa-
rallélipipéde NV ; sila base LF surpasse la base
NF, le paralléhipipéde LV surpassera le paral-
Iélipipéde NV, et si la base LF est plus petite
que la base NF, le parallélipipéde LV sera plus
pett que le paralléhipipéde M V. On a donc
quatre quantités, savoir, les deux bases AF, FH
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et les deux parallélipipédes AV, VH, et 'on a
pris des équimultiples de la base AF et du pa-
ralléhpipede AV, savoir, la base LF et le paral-
Iélipipede LV ; on a pris aussi des équimultiples
de la base HF et du parallélipipéde HV, savour,
la base NF et le parallélipipéde NV. Mais on‘a
démontré que s1la base LF surpasse la base
NF, le parallélipipéde LV surpassera le paral-
Iélipipéde NV ; que si la base LV est égale a la
base NV, le parallélipipéde LV sera égal au
parallélipipéde NV, et que si la hase LV est
plus petite que la base NV, le parallélipipéde
LV sera plus petit que le parallélipipéde NV :
donc le parallélipipéde AV est au parallélipi~
péde VH comme la base AF est i la base FH
(déf. 5.5); ce qu'il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVI

PROBLEME.
,

\ . t . :
Sur une droite donnée et a un point donné dans
cette droite, construire un angle solide égal i

un angle solide donné.

Soit AB (fig. 186) la droite donnée, A le point
donné dans cette droite, et DP'angle solide donné
et compris sous les plans EDC, EDF, FDC:
il faut sur la droite donnée AB et au point A
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donné-dans cette droite construire’ un: angle
solide égal  P'angle solide donné D. :; - .-

- Prenéz dans la droite DF un point queléon-
qne F, et de ce point menez une perpendicus
lmseFGsur le plan qui passe par les droites ED;
DC (prop. 11. (i ) ;.que Ia perpendiculaire FG
vencontre :Jé plan DEC an point G; menez-la
dreite DG. Ensuite sur ladroité AB et au point
donné A pris dans cette droite construisez Yangle
BAL!égal a Pangle EDC (prop.ia3. 1) ;:étLan-~
glé BAK égal a 'angle EDEG ; faltes ensuite AK
é¢gal & DG (prop.3. r); du point Kmmenez KH
perpendiculaife. sur.Ie plab qni passé par BAL
¢prop. 1a. 11}, faités enfin'la droite KH - dgile
a la droite GF ‘et menenr la droite:HA : je dis
que ladgle sdlidesA:, egmpris sous les: angles
BAL,BAH; HAJ.q:dst égal & I'angle solide D,
compfiSisthrlé's'mglesEDCi, EDF,FDC.
¢ Faites AB égal: A'DElet-meriez les droites
BB, KB, FE,; GE. Puisfjue la droite FG est
perpendicalaire sur le plamEDC, cette droite
scra perpéndiculaire sur totites les droites qui la
rencontrent et quisont dans ce plan (déf. 3. 11):
donc chacun des angles FGD, FGE est droit;
chactn des angles HKA, HKB est drait;, ‘parla
mérhe: raison; et puisque les deux dreites KA

.AB sont égales mix::deux: droites GD, DE;
Y
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chacune: & chacune’, et que ces droites coms
prennent des angles: égaux, la bas¢ BK 'séoa
égale 4 la base EG { prop..4. 1); mais la droite
K Hest égale &la droite GF, et les angles HKB;
HEHE sont droits Yun et Pantre : donc la droive
HB est égale i la dronte FE. De. plus;: puisque
les.deux droites AK, KH sont égales aux deux
droites DG, GF, et que ges droites comprenb
nent des angles droits ; I base AH seraégale dda
base DE ; maisla droiteAB est égale.i Ja droite
DE : domclesidetx.dfoites HA ; AB sont égales
aux deux:droites F D ; DE ; inajsla bas¢ HB est
éghle i la base F'E1 dohc Pangle BAH sera égal
aTabgle EDF.Langle HAL est égal a I'angle
FDG, parla méme raison ; en-effet, faites