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n° 12.

131mm, Cours de mathématiques, à l’usage de la MARINE

et de l’drlillerie, avec les notes de F. PEYRARD, iID-8. *

fig. 4 vol. prix, br. 18 fr.On vend séparément chaque volume.

Arithmétique ........... g ....... 3 fr.

Mm..,...,.,.....,...,., 5h.
Algèbren . . . . , . . .1. .. . . , . , .t ôfr. 18th
Abrégé de Mécanique, Calcul aillé-

rentiel et Calcul intégral ....... 4 fr.

Traité de Navigation, par Bizgvf,tim8, fig. 5&-
Elémem de Navigation, par N. C. DUVAL-LE-ROI, in-8.

fig. 6 fr.Essai sur l’Histoire générale des Mathématiques , par

C. Boasv’r, in-8. a vol. portrait, in fr.
Traité de Minéralogie , par Hun, in.8. 4 vol. et atlas, 36 fr.
Traité d’Optique par SMITH, t’a-4. fig. ’ 90 fr.
Théorie générale des instrumem de Diopttdque, supplé-

ment au traité d’0ptique , ira-4. fig. 6 fr.



                                                                     

. margeraLES ÉLÉMENS me

DE

GÈOMÈTRIE
D’EUCLIDE,

traduits littéralement, et suivis d’un Traité (lu-Cercle,

du Cylindre, du Cône et de la Sphère; de la mesure
des Surfaces et des Solides; aVec des Notes; a

Par F. PEY RÀR D, Bibliothécaire
de l’École Polytechnique.

OUVRAGE APPROUVÉ PAR L’INSTITUT NATIONAL.

Et nova nant sampot. -- Ovrn.. ..

A PARIS,
crin F. LOUIS, LIBRAIRE, aux: DE savon, N°12.

AN xn- 1804.

VILLE DE LYON
Biblioth. du Palais des Arts



                                                                     

T1111.



                                                                     

m1 fi xææMæ

LRAPPORT
fait à la Classe des Sciences physiques et matité-

manques de l’Institut national , *

un.

g par les citoyens Lsommon et: DELsnnnn.

V Séance du lundi a8 ventôse an’xu.

PEU d’ouvrages ont été aussi souvent traduits, com-
I montés et reproduits, que les Elémens d’EuclideE mais

il n’est pas d’auteur avec qui ses traducteurs aient pris
d’aussi étranges libertés. son. prétexte de donner aux

démonstrations plus de clamé et de simplicité, il n’est

presque pas de proposition dont ils n’aient changé ou

modifié les preuves. Pour ne parler guade- traduc-
teurs français, il. suffit de jeter. les yeux sur l’Euclide
de Dechalles, réimprimé plusieurs fois successivement
par Dunant. et Audierne , pour voir que-ces éditeurs
n’ont presque rien respecté dans l’auteur» original, si.
ce n’est l’ordre-et l’énoncé des théorèmes. Mais’malgré

tous leurs soins et leurs prétentions ,ils n’ont pas fait
oublier le véritable Euclide; on trouve même. encore
quelques. savans qui, soit avec raison ,soit par un goût
un peu trop exclusif pour les méthodes. des anciens .4
prétendent que malgré les talons et les succès des au-.
teurs modernes, les Elémens d’Euclide sont, à quel-.

ques endroits près , le meilleur ouvrage que nous ayons.
en ce genre. Sans prendre aucun parti sur cette ques-.
tion,.on peut conclure au moinsde leur opinion, que
le citoyen Peyrard a fait unechose utile entraduisant.
fidèlement un ouvrage dont nous n’avons pas en des
traduction. exacte depuis plus de deux, cents auget.

VILLE DE 13103, 5.,
mon» sans» ”
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dont les honnies éditions , soit grecques latines, sont
assez rares , et à la portée de peu de savane , sans
ednlpter les difiiçuités deuxllal’nguèsgqui diminuent

encore asses considérablement le nombré des lecteurs.
Nous avons lu avec soin la nouvelle tritduction , en la

comparant àl’oiigtnal grec , du mdins quant à l’énoncé

de chaque proposition, et. pour les parties essentielles
des démonstrations; car c’eût été un travail aussi long

qu’inutile que desuivre le traducteur dans des détails

qui ne peuvent se traduire de deux manières. Par-tout
le citoyen Peyrard mans a paru rendre avec exactitude
le sens et même les expressiOns de son auteur. 4

L’ouvrage d’Euclide, qu’elqù’estimsblé qu’il soit,

est pourtânt incomplet àplusieurs égards. Il y manque

sur-tout nombre de propositions importantes relatives
in. surface du Cercle, de la Sphère, (il: Cylindre et
du Cône, en! la solidité de ces trois Idemiers corps.
Le traducteur en a fait la matière d’un Supplément,
qu’il commencé par (leur propositions empruntées
d’Ai’chimède-, en avertissant dans une note que la

seconde lui-paroit impossible à démontrer bien rigott-
sassement.» 311 ajoute que c’est sans doute pour cette
mon graniteuse sa rien au se la surface du Cercle
ni décolle delà Sphère. il s’agit de prouver que le

conteni- si: Polygone circbnscrit est plus grand que
celui du Cercle. Pour iy parvenir, Archimède avoit
plié les: principe que de dans lignes concaves du même
côté stylai sa: bénies extrémités, celle’qiui environne

nous estllà’plus grande des deux. il! est Vrai que ce
principe méritoit bien une démonstration , mais il
n’est pas’prduv’é’qùe ce soit précisément cette dilficulté

qui ait âüété Euclide. Quand il composa ses Elénrens ,
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Archimède n’étoit peut-être pas né, tien bien pro-

table au moins qu’il n’avoit’ encore publié ni son

Traité de la Sphère et du Cylindre, ni sont de la
mesure du Cercle. Les Théorèmes que contient ce:
ouvrage étoient encore inconnus pour la ploya, et
la réputation qu’ils ont acquise à leur auteur,’lêprix

qu’il y attachoit lui-même, nous prouvent combien

on les avoit jugés mon. Il bardane tout sinIple
d’imaginer qu’Euclide les ignoroit entièrement; ce:

s’il lbs eût connus, in sent d’une telle importance,
qu’il auroit dôme me semble , les indiquer,ssufà cort-
venir de ce que la démonstration pouvoit «enfermer

(l’hypothétique. ’ " " I I ’ -
Tous les Théorèmes sont démena-ü dans le Supplé-

ment du citoyen Peyrard, à la manière d’EuélideJt.
en se servant autant qu’il a été possible des proposi-

tions qui je trouvent dans les Elémens. Ces démons-
trations sont presque toutes indirectes, c’est-à-dire
qu’elles prouvent, non pas qu’une chose- soit de telle
ou de telle manière, maislqu’il y auroit de l’absurdité

à la supposer autrement... Quelques-unes des dé-
monstrations du citoyen" Peyrard ressemblent beau-
coup à celles qu’on trouve dans’l’ouvrage’ du citoyen

Legendre; mais quand on compose un livre d’Elé-
mens, on ne s’impose pas l’obligation d’être toujours

" neuf toujours inventeur; tout le monde sait bien que
æ «c’est la chose impossible. On trouvera du moins plu-

sieurs propositionà importantes qui sont démontrées
d’une manière nouvelle; ainsi pour arriver au théo-
rème sur la solidité de la Sphère, le citoyen Peyrard

emploie la proposition xvu du livre un, et ce thé07
reine paroiten effet un corollaire assez simple de cette

l
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proposition. La démonstration qu’elle fournit est plus
facile que celle d’Arcbimède. Mais cette proposition
-n’étoit qu’imparfaitement démontrée dans Euclide;

Robert Simsonv y avoit relevé plusieurs omissions et
inexactitudes. Le citoyen Peyrard en a complété la. -

t démonstration d’une manière qui ne laisse rien à
desirer.

Le Supplément est terminé par quelques théorèmes

connus, d’un usage très-fréquent dans la mesure des

Lignes, des Surfaces et des Solides, et qui ne se trou-.-
voient pas assez expressément énoncés dans les Elér

mens d’Euclide.. .. » -
L’ouvrage est terminé par des notes où l’on rap-

porte et l’on discute quelques objections et quelques

corrections proposées par Robert Simson. :
L’auteur, dans sa Préface, annonce un travail semæ

blable , qu’il a commencé , sur Archimède. Nous peut

aons que la Classe, en approuvant celui qu’il vient de
faire sur Euclide, doit engager le citoyen Peyrard à
terminer la traduction , non moins importante , et bien
plus difiîcile , d’Archimède. i

signé LAGBANGE ai DELIAMBRE.’

La Classe approuve le Rapport et en adopte les eau;
dupions.

Signé. DELAMBRE, Secrétaire Imam z

a
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PRÉFACE
LORSQUE je fus nommé Bibliothécaire

de l’Ecole Polytechnique , je formai. le

projet de donner au public une traduc-
tion littérale des (Euvres d’Euclide et
d’Archimède, les deux plus grands Géo-
mètres de l’antiquité. Je pensois qu’il étoit

en quelque sorte de mon devoir de con-
sacrer nies momens de loisir à des travaux
qui fussent analogues à ceux de l’Ecole

t Polytechnique. Je publierai, dans le cou-
rànt de l’an XIII , une traduction littérale
des Œuvre’s complètes d’Archimède; cette

traduction sera accompagnée d’un com-r

mentaire pour faciliter l’intelligence des
endroits difficiles Je fais paroître au-

(1) La souscription pour la traduction littérale des
(Env-res complètes d’Arcbimède ,’ avec un commen-

taire et des planches , par F. Peyrard, Bibliothécaire
, de l’Ecole Polytechnique, est ouverte d’ici au 1°’ ven- ’

démiaire un 1111. Cet ouvrage sera imprimé par:
Gapelet,sur caractère dit saint-augustin , format iræ-4°.
papier litigd’Angoulêniea Prix 36 in, et en papier
Vélin 72 fr. Tous les exemplaires seront numérotés,

VILLE DE LYON
muets. du talas des Arts
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jourd’hui la traduction des Livres de la
Géométrie d’Eucli’de, auxquels j’ai ajouté

un Traité du Cercle, du Cylindre, du
Cône et de Sphère; la mesure des Sur:-
faces et des Solides. J’ai traduit Euclide

littéralement, et même mot à mot , quand
le génie de la langue française a pu me le
permettre. Dans. mon. Supplément , j’ai

adopté lesprincipes d’Archimède , et je

me suis conformé, autant qu’il a étélen

mon pouvoir, à la méthode et à la marche
d’Euclide. Dans les notes qui. accompa-
gnent ce Supplément, je me suis appliqué

à éclaircir quelques endroits obscurs; je
rapporte et je discute quelques objections
proposées Robert, Simson. Je fais voir
dans ces notes que Robert Simson est

ê! titrés mirant l’ordre des souscriptions. in liste des
souscripteurs son imprimée en tête du volume. It’ne
scapin tiré un seul exemplaire s’il-delà dulnombne.

des souscriptions; ainsi il. sera absolument impossible
de s’en procurer autrement qu’en souscrivant. Cet
ouVrage. paraîtra dans le courant de l’an nu. On
souscrit à Paris ,1 cher: l’Editeur, à l’Ecole pPolytech-

nique, et chenil. Louis , Libraire, rue de salirois ,

11° 12. s t * ’ H
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tombé dans une erreur très-gram au sujet
de la définition x du Livre x1.

Au lieu du Supplément que j’ai com-
posé pour servir de suite à la Géométrie

d’Euclide, je devois donner la traduction
littérale du Traité du Cylindre et de la’*«

Sphère et du Traité de la mesure du (Ier: i
cle d’Archi-mède; mais ayant fait réflexion

que ces deux Traités ne sont pas assez
élémentaires , me suis déeidé à composer

un Traité succinct du Cercle, du Cglin- ,
are , du Cône et de la Sphère , qui liât tu

* portée de ceux qui apprennent les ma-
thématiques, et dont toutes-les proposi-
tions fussent rigoureusement démontrées.

La démonstration d’Archimède , qui
regarde la mesure de la sphère,’est telle-
ment compliquée , qu’il faut la plus grande

contention d’esprit pour la comprendre;
ladémonstration que je lui substitue est
courte et, facile à saisir, et cependant elle
a toute la rigueur qu’on peut exiger.

Je ne ferai l’éloge d’Euclide; On se

méfie teujours de l’éloge d’un auteur fait
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par sonftraducteur. Je laisserai parler deux
illustres Géomètres, Montucla et Bossut. , i

a C’est sur-tout à ses Elémens .qu’Euclide

doit la célébrité de son nom. Il ramassa dans

cet ouvrage , le meilleur encore de tous ceux
de ce genre , les vérités élémentaires de la Géo-l

métrie, découvertes avant lui. Il y mit cet en-

chaînement si admiré par les amateurs de la
rigueur géométrique , et qui est tel , qu’il n’y a

aucune proposition qui n’ait des rapports nés
cessaires avec cellesqui la précèdent ou qui la
suivent. En vain divers Géomètres ,l à qui l’arc;

rangément d’Euclide a déplu , ont tâché de le

réformer ,Isans porter atteinte à la force des
démonstrations. Leurs efforts impuissans ont
fait voir combien il est difficile de substituer à la
chaîne formée par l’ancien géomètre, une chaîne

aussi ferme et aussi solide. Tel étoit le sen-
timent de l’illustre M. Leibnitz , dont l’aun-
torité doit être d’un grand poids en ces ma;
fières; et M. Wolf, qui nous l’apprend, con.-
vient d’avoir tenté inutilement d’arranger les
vérités géométriques dans un ordre différent,

Sans supposer des choses qui n’étoient point
encore démontrées, ou sans se relâcher beau-

coup sur la solidité de la démonstration. Les
Géomètres anglais , qui semblent avoir lé mien);
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ccnServé le goût de la rigOureuse géométrie,

but teujours pensé ainsi ;’ et Euclide a trouvé
chez eux de zélés défenseurs dans divers Géo-5
mètres-habiles. L’Angleterre voit moins éclore

de ces ouvrages, qui ne facilitent lascience
qu’en l’énervant; Euclide y est presque le. seul-

auteur élémentaire connu , et l’on n’y manque

pas (le-Géomètres; i - * i i -
a) Le reproche de désordre fait à Euclide;

m’oblige à quelques réflexions sur l’ordre préà

tendu qu’afl’eetent nos auteurs modernesd’éléJ

mens, et sur les inconvéniens qui en sont la
suite. Peut-on regarder comme un véritable
ordre, celui qui oblige à .violer la condition
la plusiessentielle à. un raisonnement ’géoinéà

trique , je veux dire , ïcette rigueur de (lé-
monstration , seule capable de forcer un esprit
disposé à ne se rendre qu’à l’évidence méta-

physique? Or rien n’estiplus commun chez les "
auteurs dont on parle ,- que ces atteintes-portées
à la rigueur géométrique. ’Mais il leur falloit

nécessairement se relâcherljusqu’à ce point, ou

cbmmencer à traiter d’un Certain genre d’éten-
due; avant que d’avoir épuisé ce qu’il y avoit à

raire d’un autre plus simple, et ils ont mieux
aimé ne démontrer-qu’à demi , c’est-Mire ,I ne

(point démontrer du tout , que de blesser un r
prétendu ordredont ils étoient épris. - I’



                                                                     

xiv. PRÉFACE.
, » ,11 y amême, àmon avis, une sont! de pué-

rilité dans cette àflectation de ne point palier,
d’un genre de grandeur, des triangles, par exem-ç

ple , avant que d’avoir mité au long des lignes

et des angles : car pour peu que, s’asweignant
à cet ordre , on veuille observer la rigueur géo;
métrique, il fait. faire hantâmes frais de dé:
monstrations , que si l’on eût commencé paan

genre détendue plus. composé. , et 4351km si
simple , qu’il n’exige pas qu’on s’y par

degrés, me: aller plus loin, et je ne, mina
ppint de dine que cet ordre affecté va à. rétréeir

l’esprit , et à l’acçQutmer à une ranche. cane

traire à selle du. génie des. déçgunertçs, ces:

déduire lahqrieuâemsnt plusieurs vérités. pqrtir a

culières, qu’il n’étoit pas plusdiflicile
d’embrasser mut 4131m soap lettrage, dan; suça

ne sans que les branphes. Que sont; aneth la *
plupart de ses propositions sua le; perpendir
pulpites et 195- obligeas, qui remplissent plu: t
sieurs sections. des ouvrages. 49m en parle,
e999 une; de remmenas. for; simples. de
la pnqpriéêé du meugle isoscèle? 116.395; hier;

plus lamineux , et même plus cousu de, 99m:-
megcclï à démarrer 98:19 propriété, et d’en dé:-

duirs ensuite toutes ces avec; mpppsitipns, a»
fi flirtant: de Mémfiqusç, par L. 5-134.er -
TUcmn En?» Il; 2 tout. 1,, 958c 395.-)" . A



                                                                     

pnÉraem. .. n
« Jamais livre de science’n’a eu succès

comparable à celui des Élémens d’Euclide. Ils

ont été enseignés enclusivement pendant plu;-
sieurs Isiêclesflans toutes les écoles de mathé-

matiques , traduits et commentés dans toutes les
langues; preuve Certaine de leur excellence n:
( Essai suril’Histoire générale des Mgtlzléniqtiquçs?

Parce.- Bossvr: fée. 18°? à???» I : me 45.)

’àmnmmnwmmæmnmwmwwwb
ai matât1’"*d’àhrhïd’èùüéprëpah la 18eme

annélide. - v ....... , ..
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[ÉLÉMENS

DE

GÈOMÉTRIE

D’EUCLIDE.

LIVRE PREMIER.
DÉFINITIONS.

1. LE point est ce qui n’a aucune partie.
a. La ligne est une longueur sans largeur.
5 . Les extrémités d’une ligne sont des points.

4. La ligne droite est celle qui est toute éga-
lement interposée entre ses points (1).

5. Une superficie est ce-qui a longueur et
largeur seulement.

(1) Dans la suite nous dirons une droite au lieu de
dire une ligne droite

VILLE monA
limant. du 31:13:13 sa; tu;
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6. Les extrémités d’une superficie sont des

lignes.
7.’Une superficie pleine est celle qui est

également interposée entre ses lignes droites.
8. Un angle plan est l’inclinaison mutuelle de

deux lignes qui se touchent dans un plan et qui
ne sont point placées dans la même direction.

9. Lorsque des lignes droites comprennent
un angle , l’angle s’appelle rectiligne.

I o. Lorsqu’une droite tombant sur une droite

fait les angles de suite égaux entr’eux , chacun

des angles égaux est droit. La droite tombante
est dite perpendiculaire à celle sur laquelle elle
tombe.

l I 1 . L’angle obtus est celui qui est plus grand
que l’angle droit.

12. L’angle aigu eSt celui est plus petit
que l’angle droit.

15. On appelle terme ou limite ce qui est
d’extrémité de quelque chose.

14. On appelle figure ce qui est compris
entre une ou plusieurs limites.

I5. Le cercle est une figure plane comprise
dans une seule ligue qu’on appelle circonfé-

I rence; toutes les droites menées à la circon-
férence d’un seul point de ceux qui sont placés

dans les figures , sont égales entr’elles.



                                                                     

D’EUCLIDE.
16. Ce point se nomme le centre du cercle.
17. Le diamètre du cercle est une droite

menée par le centre et terminée de part et
d’autre par la circonférence du cercle; le
diamètre partage le cercle en deux parties
égales.

(à!

18. Un demi-cercle est une figure comprise
entre le diamètre et la portion de la circonfé-
rence est interceptée par le diamètrè.

19. Unlsegment de cercle est une portion du
cercle comprise entre une droite et la circon-
férence du cercle. l

20. Les figures rectilignes sont celles qui sont
.terminées par des droites.

’ 2 1 . On appelle trilatères ou triangles les figures

terminées par trois droites.
I :22. Quadrilatères, celles qui sont terminées

par quatre.
25. Multilatères ou polygones, celles qui sont.

terminées par plus de quatre droites.
24. Parmi les figures trilatères , celle qui est

terminée par trois côtés égaux se nomme trian-

gle équilatéral.

25. Celle qui a seulement deux côtés égaux

se nomme triangle isocèle.
26. Celle dont tous les côtés sont inégaux se

nomme triangle scalène.
2



                                                                     

4 ÉLÉMENS A
27 . Parmi les figures trilatères , celle qui a un

angle droit se nomme, triangle rectangle.
28. Celle qui a un angle obtus se nomme: -

triangle amblygone ou triangle obtus-angle.
29. Celle qui a ses trois angles aigus , trian-

gle oxygone ou triangle acutangle.
t 50. Parmi les figures quadrilatères , celle qui

ses côtés égaux et ses angles ’droits , se nomme

quarré. ,
5 I . Celle qui a ses angles droits , mais qui n’a

pas ses côtés égaux , se nomme quarré oblong

ou rectangle.
52. Celle qui a ses côtés égaux , mais qui n’a

pas ses angles droits, se nomme rhombe.
55. Celle dont les côtés et les angles opposés

sont égaux , mais dont tous les côtés ne sont pas .

égaux et dont les angles ne sont pas droits, se
nomme rhomboïde.

54. Les autres quadrilatères, ceux-là excep-
tés, se nomment trapèzes (I).

55. Enfin , les parallèles sont des droites qui,
étant placées sur un même plan, et qui étant

(1) On nomme aujourd’hui trapèze un quadrilatère

dont deux de ses côtés seulement sont parallèles, et
les autres quadrilatères, excepté le trapèze et les qua-
drilatères’dont parle Euclide, se nomment ordinaire-
ment quadrilatères simplement dits. -



                                                                     

D’EUCLIDE. 5
prolongées de part et d’autre à l’infini, ne se

rencontrent nulle part.

DEMANDES.
a il. Conduire une droite d’un point quelcon-
que à un point quelconque.

a. Prolonger continuellement , selon sa di-
rection , une droite finie.

5. D’un point quelconque et avec un inter-
valle quelconque décrire une circonférence de.
cercle.

Notions communes ou axiomes.
l

1 . Les quantités qui sont égales à une même

quantité sont égales entr’elles. i H
a. Si à des quantités égales on ajoute des

quantités égales , les tous seront égaux.

5. Si de quantités égales on retranche des
quantités égales , les restes seront égaux. k

4. Si à des quantités inégales on ajoute des
quantités égales , les tous seront inégaux.3

5. Si de quantités inégales on retranche des
quantités égales, les restes seront inégaux.

6. Les quantités qui sont doubles d’une même

quantité sont égales entr’elles. .7 i I

7. Les quantités qui sont les moitiés d’une
.même quantité sont égales entr’elles.

p.
3



                                                                     

6 ÉLÉMBNS
c .8. Les choses qui Se! conviennent mutuelle-4-
ment sont égales entr’elles.

9. Le tout est plus grand que sa partie.
10. Tous les angles droits sont égaux (1).

1 i. Si une droite tombant sur deux droites
fait les angles intérieurs du même côté plus

petits que deux droits , les deux droites pro-
longées à l’infini se rencontreront du côté ou

les angles sont plus petitsque deux droits.
12. Deux droites ne renferment point un

espace.

PROPOSITION PREMIÈRE.

P a o B L È M a.

Sur une droite donnée et finie, construire
un triangle équilatéral.

Soit AB (fig. i1 ) la droite donnée et finie : il

faut construire sur la droite AB un triangle
I équilatéral.

Du centre et avec un intervalle AB, dév-
I crivez la circonférence ÉC D (dem. 5 ); ensuite

du centre B et avec l’intervalle BA décrivez la

circonférence ACE; et du point C, ou les cir-

(l) Dans quelques manuscrits les axiomes 10 et 11
se trouvent placés parmi les demandes.
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conférences se coupent mutuellement , con-
duisez aux points A , B , les droites. CA, CB

(dem. I
Car puisque le point A est le centre du cer-

cle C DE , la droite AC sera égale à la droite AB

(déf. I5); de plus , puisque le point B est le
centre du cercle CAE , la droite BC sera égale
à la droite BA; mais il a été démontré que la

droite ÇA étoit égale à la droite .AB: donc cha-

cune des droites CA, CB est égale à la droite
AB; or les quantités sont égales à une même
quantité sont égales entr’elles; donc la droite
CA est égale à la droite CB : donc les trois droites

ÇA, AB, BC sont égales eutr’elles.

Donc le triangle ABC (déf. 24) est équila-

téral , et de plus il est construit sur la ligue
donnée et finie AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION Il.
PROBLÈME.

D’un point donné conduire une droite égale à une

droite donnée.

Soit A (fig. 2) le point donné et BC la droite
donnée : il faut conduire du point A une droite
égale à la droite BC.

Conduisez du point A au point B la droite
l
4
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AB (dem. 1); sur cette droite construisez le
triangle équilatéral DAB (prop. x ) , et pro-
longez les droites AE , BF dans la direction
des côtés DA , DE; du centre B et avec l’inter-

valle B C , décrivez la circonférence C GH
(dem. 5); et du centre D et avec l’intervalle
DG décrivez ensuite la circonférence GKL.

En effet, puisque le point B est le centre du
cercle CGH , la droite BC sera égale à la droite
BG (défi I5 ); de plus, puisque le point D estle-
centre du cercle GKL, la droite DL sera égale
à la droite DG; mais la droite DA est égale à
la droite DB : donc la droite AL sera égale à la
droite BG (axiome 5); mais il a été démontré

que la droite BC est égale à la droite BG: donc
les droites AL, BC sont égales chacune à la
droite BG. Mais les quantités qui sont égales à
une même quantité sont égales entr’elles : donc

. la .droite AL est égale à la droite BC.

Donc du point donné B on a conduit une
droite AL égale à la ligne donnée BC ; ce qu’il

falloit faire.
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PROPOSITION III.

pROBLÈniE.

Deux droites inégales étant données, retrancher

de la plus grande une dmite égale. à la plus
petite.

Soient AB et C (fig. 5) les deux droites iné-
gales données dont la plus grande soit AB : il
faut de la plus grande AtB retrancher une droite
qui soit égale à la plus petite C.

Du point A conduisez une droite AD égale
à la droite C (prop. 2), et du centre A et avec
un intervalle AD décrivez la circonférence DEF

( dem. 5
Puisque le point A est le centre du cercle

DEF, la droite AE sera égale à la droite AD ;
mais la droite c est égale à la droite AD : donc

les deux droites AE, C sont égales chacune à
la droite AD : donc la droite AE est égale à la

adroite C. ’ .Donc les deux droites inégales AB, C ayant
été données, il a été retranché de la plus grande

AB une droite AE égale à la plus petite C; ce
qu’il falloit faire.
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’PROPOSITION 1v.

THÉORÈME. I

Si deux côtés d’un triangle sont égaux à Jeux

côtés d’un autre triangle chacun à chacun , et si

les deux angles compris entre les côtés égaux

de ces Jeux triangles sont aussi égaur , la base
de l’un sera égale à la base de l’autre ,- ces Jeux

triangles seront égaux, et les autres angles com-
pris entre les côtés égaux de ces deux triangles

seront aussi égaux entr’eux. v
Soient les deux triangles ABC , DEF (fig. 4)

dont les deux côtés AB , AC sont égaux aux deux

côtés DE, DF chacun à chacun, c’est-à-dire ,
le côté AB égal au côté DE, et le côté AC au

côté DF ; que l’angle BAC. soit aussi égal à

; l’angle EDF : je dis que la base BC est égale à

la base EF, que le triangle ABC est égal au
triangle DEF, et que les autres angles compris
entre les côtés égaux de ces deux triangles sont
aussi égaux chacun à chacun; l’angle ABC égal

’ à l’angle DEF, et l’angle ACB égal à l’angle

DFE. "
Car si le triangle ABC est appliqué sur le

triangle DEF, le point A étant posé sur le point

D , la droite AB sur la droite DE, le point B tom-
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bera sur le point E , parce que la droite AB est
égale à la droite DE: mais la droite AB s’appli-

quant exactement sur la droite DE, la droite AC
s’appliquera de même exactement sur la droite
DF, parce que l’angle BAC est égal à l’angle

EDF; le point C tombera sur le point F, parce
que la ligne AC est égale à la ligne DE ; mais le

point B tombe sur le point E: donc la base BC
est égale à la base EF , car si le point B tombant

sur le point E , et le point C sur le point F, la
base BC ne s’applique pas exactement sur la
hase E F , il faut nécessairement que deux lignes

droites Comprennent un espace , ce qui est im- p
possible (axiome 1 2); donc la hase BC s’appli-

quera exactement sur la hase EF, et lui sera
égale; donc aussi le triangle entier ABC s’ap-

pliquera exaCtement sur le triangle entier DE F
et lui sera égale. Par conséquent les autres an-
gles de l’un des triangles s’appliqueront exac-

tement sur les autres angles de l’autre triangle
et seront par conséquent égaux aussi entr’eux ;

c’est-à-dire. l’angle ABC égal l’angle DEF, et

l’angle ACB égal à l’angle DF E.

Donc si deux côtés d’un triangle sont égaux à

deux côtés d’un autre triangle chacun à chacun,

et si les deux angles compris entre les côtés
égaux de ces deux triangles sont aussi égaux , la
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base de l’un sera égale à la base de l’autre; Ices

deux triangles seront égaux , et les autres angles
compris entre les côtés égaux des deux trian-
gles seront aussi égaux entr’eux; ce qu’il falloit

démontrer. i
PROPOSITION V.

THÉORÈME.

Dans les triangles isocèles les angles placés sur
la base sont égaux entr’eu-x, et les côtés égaux

étant prolongés, les angles placés alu-dessous
de la base seront aussi égaux entr’euz’.

Soit le triangle isocèle ABC (fig. 5) dont le
côté AB est égal au côté AC; prolongez les

droites AB, AC , vers D et vers E (dem. 2) : je
dis que l’angle ABC est égal à l’angle ACB et que

l’angle CBD est encore égal à l’angle BC E.

Car prenons sur la droite BD un point quel-
conque F,Iet de la droite AE retranchons la
droite AG égale à la droite AF, qui est plus
petite que la droite AE ( prop. 5) , et condui-
sons les droites FC et GB. ’

Puisque la droite AF est égale à la droite AG

et la droite AB à la droite AC , les deux droites
F A , CA seront égales aux deux droites GA , BA

chacune à chacune; mais ces droites compren-
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nant l’angle commun FAG: donc (prop. 4) la
base FC sera égale à la hase GB; le triangle AFC

sera égal au triangle AGB et les autres angles
compris entre les côtés égaux de ces deux
triangles seront aussi égaux entr’eux , c’est-à-

dire, l’angle ACF égal à l’angle ABG , et l’angle

A FC à l’angle AGB; mais comme la droite A F

est égale à la droite AG et la droite AB à la
droite AC , la droite BF égalera la droite C G
(axiome 5) ; mais il a été démontré que la droite

FC est égale à la droite GB : donc les deux droites

BF, FC sontlégales aux droites CG , GB cha-
cune à chacune; mais l’angle BFC est égal à

l’angle CGB et la droite BC est la hase coma
mune de ces deux triangles : donc .le triangle
BFC sera égal au triangle CGB et les autres
angles compris entre les côtés égaux de ces
deux triangles seront aussi égaux chacun à cha-
cun (prop. 4) : donc l’angle FBC est égal à
l’angle GC B , et l’angle BCF égal aussi à l’an-

gle C BG. Mais comme il a été démontré que
l’angle total ABG étoit égal à l’angle total AC F

et que l’angle CBG étoit aussi égal à l’angle

BC F, l’angle restant ABC (axiome 5) et l’angle

restant ACB placés sur la base seront égaux. Il
a été démontré aussi que les angles FBC et GCB

placés ait-dessous de la base etoient aussi égaux.-
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Donc dans les triangles isocèles les angles

placés sur la hase sont égaux entr’eux , et les
côtés égaux-étant prolongés, les angles placés

au-dessous de la hase-seront aussi égaux entre
eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION VI.
T a É o n Ê M a.

i S i deux angles d’un triangle sont égaux entr’eux ,

les côtés opposés à ces angles égaux seront aussi

égaux entr’euxj.

Soit le triangle ABC (fig. 6) ayant l’angle
ABC égal à l’angle ACB : je dis que le côté

AC est égal au côté AB.

Car si le côté AC n’est pas égal au côté AB ,

l’un d’eux sera plus grand que l’autre. Soit AB

le plus grand; retranchez de AB qui est le plus
grand côté (prop. 5) la droite DB égal au plus
petit côté -AC , et menez la droite DC.

Puisque’DB est égal à la droite AC , et que

la droite BC est le côté commun, les deux
droites DB, BC sont égales aux deux droites
AC , CB chacune à chacune; mais l’angle DBC
est égal à l’angle ACB : donc la hase DC est
égale à la hase AB et le triangle ABC égal au
triangle DCB ; c’est-à-dire que le plus grand est
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égal au plus petit : ce qui est absurde. Donc la
droite AB n’est pas plus grande que la droite
AC , donc elle lui est égale. ’

Donc si deux angles d’un triangle sont égaux

entr’eux , les côtés opposés aux angles égaux

seront aussi égaux entr’eux; ce qu’il falloit dé-

montrer. ’

PROPOSITION VII.
THÉOREME.

Ayant conduit par les extrémités d’une droite

deux droites qui se rencontrent, il est impossi-
ble de mener des mêmes extrémités deux autres

droites qui leur soient égales chacune à cha-

cune , si le point ou se rencontrent les, deux
dernières droites est placé du même côté et n’est

n pas lémême que celui où se rencontrent les deux

premières.

Supposons qu’il soit possible de conduire par
les extrémités A, B de. la droite AB (fig. 7), deux

droites AD, DE égales chacune à chacune à
deux autres droites AC , CB conduites aussi par
les mêmes extrémités A, B, et se rencontrant
au point C qui est placé du même côté et qui
n’est pas le même. que. celui où se rencontrent

les deux droites A D , DE , de manière que
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les deux droites CA , DA partant de la même
extrémité A soient égales entr’elles , et que les

deux droites CB , DB partant de la même extré-
mité B soient aussiqégales entr’elles; conduisez

la droite CD.
Puis donc que la droite AC est égale à la

droite AD, l’angle ACD est égal à l’angle ADC

( prop. 5); d’où il suit que l’angle ADC est plus

grand que l’angle DCB , et que l’angle C DB est

beaucoup plusgrand que DCB; de plus puis-
que la droite CB est égale à la droite DB , l’an-
gle CDB sera égal à l’angle DCB ; .mais il a été

démontré qu’il est beaucoup plus grand, ce

est impossible.
Donc ayant conduit par les extrémités d’une

droite deux ’droitequui se rencontrent, il est
impossible de conduire par les mêmes extré-
mités deux autres droites leur soient égales
chacune à chacune , lorsque le point où se ren-
contrent ces deux demières droites est placé
du même côté et n’est pas le même que celui

ou se rencOntrent les deux premières; ce qu’il

falloit démontrer. v
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PROPOSITION VIII.

THÉORÈME.

Si deux côtés d’un triangle sont égaux à deux

côtés d’un autre triangle, chacun à chacun , et si

la base de l’un est égale à la base de l’autre,

les Jeux angles compris entre les côtés égaux

seront aussi égaux.

Soient les deux triangles ABC , DEF ( fig. 8)
ayant les deux côtés AB , AC égaux aux côtés

DE, DF , chacun à chacun, c’est-à-dire le
côté AB égal au côté DE, et le côté AC égal

au côté DF; que la base BC soit aussi égale à
la base EF: je dis que l’angle BAC est égal à

l’angle EDF. 4Car si. le triangle ABC est appliqué sur le
triangle DEF, le point B sur le point E, et la
droite B C sur la droite EF, le point C tombera
sur le point F, parce que la droite BC est égale
à la droite EF. La droite B C s’appliquant exac-

tement sur la droite EF , les droites BA , AC
s’appliqueront exactement sur les droites DE ,
DF : car si la hase BC s’appliquant exactement
sur la base EF, les côtés BA, AC ne s’appli-

quant pas exactement sur les côtés DE , DF,
et prenoient une autre position comme EG,

B
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CF, il seroit possible , après avoir conduit par
les extrémités d’une droite deux droites qui se

rencontrent , de mener par les mêmes extré-
mités deux autres droites qui leur seroient égales

chacune à chacune , lors même que le point ou
se rencontroient les deux dernières seroit placé
du même côté et ne seroit pas le même que
celui où se rencontrent les deux premières;
mais cela est impossible ( pr0p. 7) : donc la

base BC s’appliquant exactement sur la base
EF, il est impossible que les côtés AB , AC ne
s’appliquent pas exactement sur les côtés E D ,

DF : donc ils s’appliquent exactement les uns
sur les autres : donc l’angle BAC s’applique

exactement sur l’angle EDF : donc il lui est

- égal. ’Si donc deux côtés d’un triangle sont égaux

à deux côtés d’un autre triangle , chacun à cha-

cun , et si la hase de l’un est égale à la base de

l’autre , les deux angles compris entre les côtés
égaux seront égaux; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION 1X.
PROBLÈME.

Partagerun angle rectiligne donné en deux parties
égales. "

Soit BAC ( 9) l’angle rectiligne donné ;
il faut le partager en deux’parties égales; ’

Prenez sur la droite AB un point quelcon-
que D , retranchez de la droite AC la droite AE
égale à la droite’AD (prop. a); conduiséz’la

droite DE , sur la droite DE construisez le triai]:-
gle équilatéral DEF (prop; 1) , et conduisez la

droite AF. - r " ’puisque la droite AD est égale à. la dalla;

AE et que la droite AF est commune , les deux
droitesgDA, AF seront; égales aux deux drOites
EA, AF, chacune à chacune; mais la base ’DF
est égalé à la base EF: doné’l’a’ngle D’AF esi ’

égal à l’angle EAF (prop.’8) : donc l’angle’rec-l

tiligne donné BAC est partagé en deux parties
égales par la ligne AF; ce qu’il falloit faire. ” ’
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PROPOSITION X.
’ PROBLÈME.

Partager une droite donnée et finie en deux
parties égales.

- Soit AIB (fig. 10)" la droite donnée et finie :
il fautîpartager cette droite AB en deux parties

égales. t ,Construisez sur cette, ligne un triangle équi-y
latéral ABC (prop. Il) , et partagez l’angle ACB

en deux parties égales (prop. 9) : je dis que la
droite AB est partagée en deux parties égales au

point
Car puisque la droite AC est égale à la droite

CB, et que ia droite CD est commune, les deux
droites AC , CD sont égales aux deux droites
B-C, CD, chacune à chacune; mais l’angle AC D

est égal à l’angle BCDÏ: donc la base AD est

égale (à la hase BD (prop. 4). - I
Donc la droite donnée et finie AB est par-.-

tagée en l deux parties égales au Point D; ce

qu’il falloit faire. ’ ’ l
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PROBLÈME.”

Sur une, droite donnée et d’un point donné dans

cette ligne, conduire une droite qui fasse Jeux
angles droits avec la droite donnée.

v Soit AB ( figîz. I I) la drôite donnée et C le point

donné dans cette droite: il faut par le point C
conduire à la droitelAB Tune droite qui fasse
deux angles dioitîs. - ” n " ’r’- .1 i

Prenez dans la ligne AC un point quelconque
D, faites CE égale à C D (prop.?!) , construisez
sur la droiteDE-un triangle équilatéral F DE
( prop. 1’) , (amenez là droite’FC : jeldis que la

droite CF, conduite par le point;C sur la droite
donnée AB, fait Jeux angles droits avec elleu.

Car puisque la drOite’C D est égale à. la droite

CE et que la droite. FC est commune-,lestdeulx»
droites DC, CF sont égales :àux deux droites
EC , CF, chacune à chacune; mais. la’ base DE
est égale à la base EF : donc l’angle DCF, est
égal à l’angle E C F (prop. 8). Or ces deux angles

sont de suite; mais quand; une’dnoite fait avec
une autre les angles. de suite égaux enlr’eux,
chacun des anglesrégauxr est droit défi 10.):
donc chacun des angles ID CF, FCE est droit.

t)
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Doncila droite F , conduite par le point C

sur la droite AB, faitideux angles droits avec
la droite AB; ce qu’il falloitkfaire.

PROPOSITIOIV XI’I. A

lqrnoBLÈMn.» I
Sur une droite donnée et.irzdçfirzie et d’un point

plàcé hors d’elIeLmener une perpendicuiaire. v

Soit AB ( fig..12) la droitemdonnéetet’ indé-

finie , et C le point donné placéïhors de cette
droite : il faut sur cette droite donnée et indé-
finie AB ,"conduire du point donné C,’ pris hors

de cette droite, une. droite perpdndiculaire. .
a Prenez de l’autre côté de la droiteAB un
point quelconque-D ,- et du centre C et avec un
intervalle CD décrivez une circonférence EFG

( dem. 5 ) , partagez la droite EGen deux par-
ties égales au point H ( prop. Io) , et condui-
sez les-droites CG , CH, CE : je dis que sur la
droite indéfinieiAB et du point donné C placé

hors de cette droite on a mené une perpendicu-

laire CH. l - -Car puisque la droite GH est égaleà la droite

HE , et que la droite CH est commune , les deux
droites CGH , HC Sont égales aux deux droites
EH , HC , chacune à chacune; mais la base CG
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est aussi égale à la base CE (défi l5) : douci
l’angle C HG est égal à l’angle EHC ( prop. 8).

Or ces deux angles sont de suite ; mais lors-
qu’une droite tombant sur uneldroite fait avec
elle les angles de suite égaux entr’eux , chacun

de ces angles est droit, et la droite tombante
est dite perpendiculaire à celle sur laquelle elle

tombe. 4Donc on a conduit une perpendiculaire CH
sur la droite indéfinie AB , du point donné C ,
qui est placé hors de cette droite; ce qu’il falloit

faire. a aPROPOSITION X111.-
T n É o a È M E.

Si une droite placée sur une autre droite fait des
angles, elle fera avec elle ou deux angles droits
ou deux angles égaux à deux angles droits.

i Qu’une droite quelconque AB (fig. i 5) placée

sur une droite DC fasse les angles CBA , ABD :
je dis que les angles CBA , AB D ou seront droits
ou égaux à deux droits.

Car si l’angle CBA est égal à l’angle ABD ,

ces deux angles seront droits (défi Io). Si le
contraire arrive , dutpoint B conduisez la droite
B E de manière qu’elle fasse deux angles droits

avec la droite DC (prop. 1 1 Puisque l’angle
4
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CBE est égallaux deux angles CBA , ABE, si
on ajoute un angle commun EBD, les angles.
CBE , EBD seront égaux aux trois angles CBA ,
ABE, EBD. De plus , comme l’angle DBA est
égal aux deux angles DE E , EBA ,Asi on ajoute

un angle commun ABC , les angles DBA, ABC
seront égaux aux trois angles DBE, EBA , ABC;
or il a été démontré que les angles CBE , EBD

sont aussi égaux à ces trois angles z donc puis-
que les choses qui sont égales à une même
chose sont égales entr’elles, les angles CBE ,

E B D seront égaux aux angles DBA , AB C;
mais les angles CB E , EBD sont deux angles
droits; donc les angles DBA , ABC sont égaux
à deux angles droits.
- Donc si une droite placée sur une autre droite V

forme des angles , elle fera ou deux angles droits l
oudeux angles égaux à deux droits; ce qu’il
falloit démontreryj
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PROPOSITION. XIV.

THÉORÈME.

Si dans un point quelconque d’une ligne droite
Jeux droites placées de di’flërens côtés font avec

elle (leur angles de suite gaur à (leur droits ,
ces deum droites seront dans, la même direc-
tiqn , c’est-à-dire qu’elles, ne fomtemnt qu’une

seule et même droite.

Que dans un point B (fig. I 4) de la ligne droite
AB les deux droites BC, BD placées de diffé-
rons côtés fassent avec elle les angles de suite
ABC, ABD égaux à deux droits : je dis que la
droite BD est dans laZ direction de la droite C B.

Car si la droite BD n’est point dans la direc-
tion de la droite BC , supposons que la droite BE
soit dans la direction de la droite BC (dem. a).

Puis donc que la droite AB est placée sur la
droite CBE , les angles ABC , AB E seront
égaux à deux droits prop. I 5 ) ; mais les angles
ABC , ABD sont égaux à deux droits par suppo-

sition: donc les angles CBA , ABE sont égaux
aux angles CBA, AB D. Otez l’angle commun
ABC, l’angle restant ABE sera égal à l’angle

restant ABD , c’est-à-dire que le plus petit sera.

égal au plus grand; ce qui est impossible. La
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droite BE n’est donc pas dans la direction de
la droite BC. Nous démontrerons de la même
manière qu’il n’y en a point d’autre qui soit

dans la direction de B C , si ce n’est BD. Donc
la droite C B est dans la direction BD. -

Donc si dans un point d’une ligne droite, deux
droites placées de difi’érens côtés font avec elle

deux angles de suite égaux à deux droits, ces
deux droits seront dans la même direction; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION xv.
THÉOREM’E.

Si deux droites se coupent mutuellement, elles
font les angles au sommet égaux entr’euæ. ’

Que les deux droites AB , CD (fig. 15) se
coupent mutuellement au point .E : je dis que
l’angle AEC estégal à l’angle DEB, et l’angle

CEB égal à l’angle AE D.

r Car puisque la droite AE est placée sur la
droite C D, faisant les deux angles C EA , AE D ,1
les angles CEA , AED sont égaux à deux droits i

(prop. 15 De plus, puisque la droite DE est
placée sur la droite AB ç faisant les deux angles

AED, DEB, les angles AED, DEB sont égaux
à deux droits (prop. 15 Mais il a été démon-
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tré que les anglesCEA, AED sont égaux à
deux droits : donc les angles CEA, AED sont
égaux aux angles AED, DEB. Retranchez l’an-

gle commun AED, l’angle restant CEA éga-
lera l’angle restant BED. On démontrera de
la même manière que les angles CEB,-DEA

sont égaux entr’eux. l
Donc si deux droites se coupent mutuelle-

ment , elles feront les angles au sommet égaux
entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
p De-là il suit manifestement que quel que soit

le nombre des lignes se coupent en un
point , les angles au point de section sont égaux
à quatre angles droits.

PROPOSITION XVI.
THÉORÈME.

Âyant prolongé un côté d’un triangle quelconque,

l’angle extérieur est plus grand que chacun des

angles intérieurs et opposés.

Soit le triangle’A’BC ( fig. 16 , prolongez
le côté BC jusqu’en D : je-dis que l’angle exté-

rieur ACD est plus grand que chacun des angles
intérieurs et opposés CBA , BAC.
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Partagez la droite AC en deux partiesiégales

en E ( prop. Io); et après avoir conduit la droite
BE, prolongez-la jusqu’en F, faites la droite
E F égale à la droite BE (prop. 5), conduisez
la droite FC et prolongez AC jusqu’en G.

Puisque la droite AE est égale à la droite
EC et la droite BE égale aussi à, la droite EF,
les deux droites A E , E B seront égales aux
deux droites C E, E F , chacune à chacune;
l’angle AEB est égal à’l’angle FEC (prop. I5) ,V

puisqu’ils sont, opposés au sommet ; donc la

base AB est égale à la hase FC (prop.;4); le
triangle ABE est égal au triangle F EC , et les
angles opposés à des côtés. égaux sont égaux

chacun à chacun : donc l’angle BAE est égal à

l’angle ECF ( ax. g); mais l’angle ECD est plus

grand que l’angle ECF : donc l’angle ACD est

plus grand que l’angle BAE. Si on partage le
côté BC en deux parties égales, on démontrera
de la même manière que l’angle B C G , [c’est-

à-dire l’angle ACD (prop. 15) , est plus grand I

I que l’angle ABC. lDonc , ayant prolongé un côté d’un triangle

quelconque ,À l’angle extérieur est plus grand

que chacun des angles intérieurs et opposés ; ce
qu’il falloit démontrer.
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’ PROPOSITION XVII.
THÉORÈME.

.Deuæ angles d’un triangle quelconque, de quel-
que manière qu’ils soient pris, sont moindres

que Jeux droits.

Soit le triangle ABC (fig. 17) : je dis que
deux angles du triangle ABC , de quelque ma-
nière qu’ils soient pris ,1 sont moindres que
deux droits. Prolongezla droite BC jusqu’en D
( dem. 2). . L’angle extérieur AC D du triangle

ABC est plus grand que l’angle intérieur et op-

posé ABC (prop. 16). Donc si nous ajoutons un

angle commun ACB, les angles ACD, ACB
seront plus grands que les angles ABC , BCA;
mais les angles ACD, ACB sont égaux à deux
droits (prop. 15) : donc les angles ABC , BCA
sont moindres que deux droits. On démontrera
de la même manière que les angles BAC , ACB
sont aussi moindres que deux droits; on dé-
montrera encore .la même chose par rapport
aux angles CAB, ABC.

Donc deux angles d’un triangle quelconque,
de quelque manière qu’ils soient pris , sont
moindres que deux angles droits; ce qu’il falloit
démontrer.
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PROPOSITION XVIII.

THÉORÈME.

Dans tout, triangle, un plus grand côté est Opposé

à un plus grand angle.

Soit le triangle ABC 18) ayant le côté
AC plus grand que le côté AB : je dis que l’an-

gle ABC est plus grand que l’angle BCA.

Puisque le côté AC est plus grand que le
côté AB, faites la droite AD égale au côté AB

(prop. 5) , et conduisez la ligne BD.
L’angle ADB, est un angle extérieur du

triangle BDC , est plus grand que l’angle inté-
rieur et opposé DCB ( prop. 16).; mais l’angle
ADB est égal [à l’angle ABD ( prop. 5) , parce
que le côté AB est égal au côté AD : donc l’an-

gle AB D est plus grand que l’angle AC B : donc
l’angle ABC est beaucoup plus grand que l’an-
gle AC B. ’

Donc dans un triangle quelconque , un plus
grand côté est oppOsé à un plus grand angle;
ce qu’il falloit démontrer.



                                                                     

D’EUCLIDE. 5P
PROPOSITION XIX.

THÉORÈME.

Dans tout triangle, un plus grand angle est opposé

’ à un plus grand côté.

V Soit le triangle ABC (fig. 19) ayant l’angle
ABC plus grand que l’angle BCA : je dis que le

côté AC est plus grand que le côté AB. i
, Car s’il n’est pas plus grand , le côté AC est

égal au côté AB , ou bien il est plus petit. Or le
côté AC n’est pas égal au côté AB , car alors

l’angle ABC seroit égal à l’angle ACB ( prop. 5) ;

or l’angle ABC n’est point égal à l’angle ACB:

donc le côté AC ne sera pas égal au côté. AB.

Le côté AC n’est pas cependant plus petit que

le côté AB , car alors l’angle ABC seroit plus

petit que l’angle ACB (prop. 18); or l’angle
AB C n’est pas plus petit que l’angle AC B ; donc

le côté AC ne sera pas plus petit que le côté AB.
Mais il a été démOntré qu’il ne lui est pas égal :

donc le côté AC est plus grand que le côté AB.

Donc dans un triangle quelconque, un plus
grand angle est opposé à un plus grand côté;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XX.
THÉORÈME.

Deux côtés d’un triangle quelconque, de quelque

manière qu’ils soient pris , sont plus grands que

le côté restant.

Car soit le triangle ABC (fig. 20) : je dis que
deux côtés du triangle ABC , de quelque ma-
nière qu’ils soient pris , sont plus grands que le
côté restant; c’est-à-dire que les côtés BA, AC

sont plus grands que le côté BC ; les côtés AB ,

BC plus grands que le côté AC , et les côtés
BC , CA plus grands que le côté AB.

Prolongez le côté AB jusqu’au point D, faites

la droite DA égale. à la droite CA ( prop. 5) , et

conduisez la droite DC.
Puisque la droite DA est égale à la droite AC ,

l’angle ADC sera égal àl’angle ACD (prop. 5);

mais l’angle BC D est plus grand que l’angle

AC D (ax. g) ; donc l’angle BCD est plus grand
que l’angle ADC : donc , puisque dans le triangle

DCB , l’angle BCD est plus grand que l’angle
BDC , et qu’un plus grand côté est opposé à

un plus grand angle (prop. 19), le côté DE sera
plus grand que le côté BC; mais la droite DB ’
est égale aux côtés AB , AC ; donc les côtés
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AE, AC sont plus grands que le côté BC. Nous
démontrerons de la même manière que les côtés

AB , BC sont plus grands que le côté CA, et les
côtés BC, CA plus grands que le côté AB.

Donc deux côtés d’un triangle quelconque,

de quelque manière qu’ils soient pris , sont
plus grands que le côté restant; ce qu’il falloit

démontrer. "
PROPOSITION XXI.

THÉORÈME.

’ Si des extrémités d’un côté d’un triangle on mène

. deux droites qui se rencontrent dans ce trian-
gle, ces deux droites seront plus courtes que
les deux autres côtés du triangle, mais elles
comprendront un angle plus grand.

Des extrémités B, C (fig. 21 ) du côté BC ,

menez en dedans du triangle ABC les deux
droites BD , DC : je dis que les droites BD, DC
seront plus petites que les deux autres côtés
BA, AC du triangle ABC , et que cependant
elles comprendront un angle BDD plus grand
que l’angle BAC.

Prolongez la droite BD jusqu’au point E.
Puisque deux côtés d’un triangle quelconque

sont plus grands que le côté restant ( prop. 20),
les deux côtés AB , AE du triangle ABE sont

a C
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plus grands que le côté BE. Donc si n0us ajou»

tons une droite commune EC , les côtés BA, AC

seront plus grands que les droites BE , EC. De
plus , puisque les deux côtés CE’, ED du trian-

gle CED sont plus grands que le côté C D , si

nous ajoutons une droite commune DB, les .
droites CE , EB seront plus grandes que les

. droites CD, DB; mais on a démontré que les
côtés BA, AC sont plus grands que les droites
BE , E’C : donc les côtés B A, AC sont beau-

coup plus grands que les côtés BD, DC.
Mais comme un angle extérieur d’un trian-

gle quelconque est plus grand qu’un des angles
intérieurs et opposés ( prop. 16), l’angle BDC ,

qui est un angle extérieur du triangle CDE,
est [plus grand que l’angle CED. Par la même
raison l’angle CEB ,Iqui est un angle extérieur

du triangle ABE , est plus grand que l’angle
BAC; mais il a été démontré que l’angle BDC

est plus grand que l’angle CEB : donc l’angle

BDC est beaucoup plus grand que l’angle BAC.
Donc si des extrémités d’un côté d’un trian-

gle quelconque on mène deux droites qui se
rencontrent dans ce triangle, ces deux droites
seront plus petites que les deux autres côtés du.
triangle, et cependant elles comprendront un
plus grand angle; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXII.

PROBLÈME.

Avec trois droites égales à trois droites données

construire un triangle ; il faut que deux de ces
trois droites, de quelque manière qu’elles soient

prises, soient plus grandes que la troisième.

Soient données les trois droites A , B , C
( fig. 22 ) , dont deux , de quelque manière qu’on

les prenne, soient plus grandes que la troi-
sième ; c’est-à-dire les droites A, B plus grandes

que la droite C , les droites A et C plus grandes
que B, et enfin les droites B et C plus grandes
que A : il faut avec trois droites égales aux
droites A, B , C construire un triangle.

Supposons la droite DE terminée en D et.
indéfinie vers E ; faites la droite DF égale à la

droite A (prop. 5) , la droite FG égale à la
droite B et la droite G H égale à la droite C;
ensuite du centre F et avec l’intervalle FD
décrivez la circonférence DKL (dem. 5) , du
centre G avec l’intervalle GH décrivez la cir-

conférence KLH, et conduisez les droites K F,
KG : je dis que le triangle KFG est construit
avec trois droites égales aux droites A, B, C.

Car puisque le point F est le centre du cercle.
a
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D KL, la droite FD est égale à la droite F
(défi I 5); mais la droite F K est égale à la droite

A : donc la droite KF égale la droite A. De
plus , puisque le point G est le centre du cercle
LKH, la droite GH est égale à la droite GK;
mais la droite GH est égale à la droite C : donc
la droite KG égale la droite C ; or la droite KG
est égale à la droite B : donc les trois droites.
KF,’ FG, GK égalent les trois droites A, B , C.

Donc le triangle KFG a été construit avec
trois droites KF , FG , GK qui sont égales aux
trois droites données A, B, C ; ce qu’il falloit
démontrer.

PROPOSITION XXIII.
PROBLÈME.

Sur une droite donnée et à un point donné dans
cette droite, construire un angle égal à un angle
donné.

Soit AB (fig..a5) la droite donnée et A le
point donné dans cette droite; que DCE soit
l’angle donné : il faut sur la droite donnée AB

et au point donné A construire un angle rec-
tiligne égal à l’angle rectiligne donné DC E.

Soient pris dans l’une et l’autre ligne C D , C E

deux points quelconque D,VE.; conduisez la
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droite DE , ’ et avec trois droites égales aux

’ droites C D , DE , CE , construisez le triangle
AFG ( prop. 22) , de manière que la droiteCD
soit égale à la droite, AF, la droite CE égale à la

droite AG, et la droite DE égale à la droite FG.
Puisque les deux droites DC , C E sont égales

aux deux droites FA , AC , chacune à cha- ’
I cune, et que la hase DE est égale à la base

F G , l’angle D C E sera égal à l’angle FAG

( prop. 8
Donc l’angle rectiligne FA G a été construit

égal à l’angle rectiligne D C E sur la droite
donnée AB , et au point donné A dans cette.

droite. ’PROPOSITION .XXIV.

rationaux.
Si deux triangles ont deux côtés égaux à deux

côtés, chacun à chacun, et si l’un des angles cont-

pris entre ces côtés égaux est plus grand que
l’autre , la base de l’un de ces triangles sera aussi

plus grande que la base de l’autre.

Soient les deux triangles ABC , DEF (fig. 24)
dont les deux côtés AB, AC sont égaux aux
deux côtés DE , DF, chacun à chacun, c’est-
à-dire le côté AB égal au côté DE et le côté

5 .
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AC au côté DF; que l’angle BAC soit plus
grand que l’angle EDF : je dis que la base BC

est plus grande que la base EF.
Car puisque l’angle BAC est plus grand que

l’angle EDF, construisez sur la droite DE et
au point D un angle EDG égal à l’angle BAC
( prop. 25 ); faites la droite DG égale àl’une
ou à l’autre des droites AC , DF ( prop. 5), et

conduisez les droites GE, FG.
Puisque la droite [AB, est égale à la droite

DE , et la droite AC à la droite DG, les deux
droites BA , AC seront égales aux deux droites
ED , DG, chacune à chacune; mais l’angle BAC

est égal par construction à l’angle EDG: donc

la base BC sera égale à la hase EG (prop.4).
De plus, puisque la droite, DG est égale à la
droite DF, ç l’angle DÈG’égal à l’angle DGF

( prop. 5), donc l’angle DEG sera plus grand que

l’angle EGF : donc l’angle EFG sera beau-
. coup plus grand que l’angle EGF; mais puisque

l’angle EFG du triangle E FG est plus grand
que l’angle EGF , et qu’un angle plus grand
est opposé à un côté plus grand (prop. 19),
le côté EG est plus grand que le côté EF;
mais le côté EG est égal au côté BC par cons-

truction : donc le côté BC est plus grand que

le côté EF. ’ l ’ I
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Donc si deux triangles ont deux côtés égaux

à deux côtés , chacun a chacun , et si l’un des

angles compris entre ces côtés égaux est plus
grand que l’autre , la base de l’un de ces trian-

gles sera. plus grande que la base de l’autre.

PROPOSITION XXV.
THÉORÈME.

Si deux triangles ont deux côtés égaux chacun à

chacun, et si la base de l’un est plus grande que

la base de l’autre, ils auront aussi les angles
compris entre les côtés égaux plus grands l’un

que l’autre.

Soient ABC, DEF (fig. 25) deux triangles
qui aient les deuxlcôtés AB, AC égaux aux deux

côtés DE , DF, chacun à chacun , c’est-à-dire le
côté AB égal au côté DE , et’le côté AC égal

au côté DF; que la base BC soit plus grande
que la hase EF : je dis que l’angle BAC est plus

grand que EDF.
I Car si l’angle BAC n’est pas plus grand que

l’angle EDF, il lui est égal , ou il est pluspetit;
or l’angle BAC n’est pas égal à l’angle EDF ,

car alors la hase BC seroit égale à la base EF
( prop. 4); mais elle ne lui est pas égale; donc
l’angle BAC n’est pas égal à l’angle EDF. L’an-t

4



                                                                     

4o É L É M n N s v
gle BAC’n’est pas plus petit que l’angle EDF, 7

car s’il étoit plus petit, la base BC seroit plus
petite que la base EF ( prop. a4) ; or elle n’est
pas plus petite : donc l’angle BAC n’est pas plus

petit que l’angle EDF. Mais il a été démontré

qu’il ne lui est pas égal : donc l’angle BAC est

plus grand que l’angle EDF.
Donc si deux triangles ont deux côtés égaux ,

chacun à chacun , et si la hase de l’un est plus
grande que la base de l’autre , ils auront aussi
les angles compris entre les côtés égaux plus
grands l’un que l’autre ; ce qu’il falloit dé-

montrer.

PROPOSITION XXVI.
THÉORÈME.

Si deux triangles ont deux angles égaux, chacun
à chacun , s’ils ont de plus un côté égal à un

côté, ou celui qui est adjacent aux angles égaux

ou celui qui est oppOsé à un des angles égaux, ils

auront les autres côtés égaux, chacun à chacun ,

et le troisième angle de l’un sera encore égal au

troisième angle de l’autre.

Soient ABC , DEF (fig. 26) deux triangles
qui aient les deux angles ABC , BCA égaux aux

deux angles DEF , EFD , chacun à chacun ,
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c’estàà-«lire l’angle ABC égal à l’angle DEF et

l’angle BCA égal à l’angle EFD; que ces deux

triangles aient aussi un côté égal à un côté , et "

d’abord celui qui est adjacent aux angles égaux,
c’est-adire le côté BC égal au côté EF : je dis

qu’ils auront les autres côtés égaux aux autres
’ côtés , chacun à chacun , c’est-à-dire le côté AB

égal au côté DE , et le côté AC égal au côté DF;

je dis de plus que l’angle BAC sera encore égal
à l’angle E D F.

Car si le côté A B n’est pas égal au côté DE , ’

l’un de ces côtés sera plus’grand que l’autre.

Soit AB le plus grand côté; faites la droite GB
égale au côté DE (prop. 5) , et conduisez la

droite G C. . .Puisque le côté BG est égal au côté DE , et

le côté BC égal au côté EF, les deux côtés BG ,

BC sont égaux aux deux côtés DE , EF, chacun
à chacun; mais l’angle GBC est égal à l’angle

DEF : donc la base GC est égale à la hase DF
( prop. 4); le triangle GCB est égal au trian-
gle DEF , et les autres angles sont ’oppo-
sés à des côtés égaux sont aussi égaux entre

eux : donc l’angle GCB est égal à l’angle DFE;

mais l’angle DFE est supposé égal à l’angle

BCA : donc l’angle B CG est égal à l’angle BCA,

c’est-à-dire que le plus petit est égal au plus
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grand , ce qui est impossible : donc les côtés AB
et DE ne sont pas inégaux : donc ils sont égaux;
mais le côté BC est égal au côté EF : donc les

deux côtés AB , BC sont égaux aux deux côtés

D E , EF, chacun à chacun; mais l’angle ABC
est égal a l’angle DEF : donc la base AC est
égale à la base DF (prop. 4), et le troisième
angle BAC est égal au troisième angle EDF.

Supposons à présent que les côtés qui sont
opposés aux angles égaux soient égaux , c’est-

à-dire le côté AB égal au côté DE :je dis que

les autres côtés de l’un de ces triangles sont
encore égaux aux autres côtés de l’autre trian-

gle; c’est-à-dire que le côté AC sera égal au
côté DF, le côté BC égal au côté EF, et le troi-

sième BAC égal aussi au troisième angle EDF.
Car si le côté BC n’est pas égal au côté EF,

l’un de ces côtés sera plus grand que l’autre.

Supposons s’il est possible que BC soit le plus
grand; faites BH égal au côté EF ( prop. 5) , et

conduisez la droite AH. ..
. Puisque le côté BH est égal au côté EF et le

côté AB égal au côté DE, les deux côtés AB, EH

seront égaux aux deux côtés DE , EF, chacun
,và chacun; mais ces côtés comprennent des an-
gles égaux : donc la hase AH est égale à la base

DF (prop. 4) ; le triangle ABH est égal au trian-
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’ gle DEF, et les autres angles qui sont opposés

à des côtés égaux seront aussi égaux, chacun à

chacun : donc l’angle BHA est égal à l’angle

EFD; mais par supposition l’anglé EF D eSt
égal à l’angle BCA: donc l’angle B HA est égal à

l’angle B CA , c’est-à-dire que l’angle extérieur

BHA du triangle ACH est égal à l’angle BCA

intérieur et opposé ; ce qui est impossible
( prop. 16) : donc les côtés BC et EF ne sont
pas inégaux : donc ils sont égaux. Mais le côté

AB est égal au côté DE: donc les deux côtés

AB , BC sont égaux aux deux côtés DE , EF,
chacun à chacun ; mais ces côtés comprennent
des angles égaux : donc la hase AC est égale à

la hase DF (prop. 4); le triangle ABC est égal
au triangle DEF, et le troisième angle BAC égal

aussi à un troisième angle EDF.
Donc si deux triangles ont deux angles égaux,

chacun à chacun , et un côté quelconque, égal
à un côté , ou celui qui est adjacent aux angles
égaux, ou celui qui est opposé à un des angles

égaux , les autres côtés sont égaux aux autres

côtés, chacun à chacun , et ces deux triangles
auront un troisième angle égal à un troisième
angle; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION xxvu.

THÉORÈME.

Si une droite tombant sur deux autres droites’faitl

les angles alternes égaux entr’eux, pas deux

droites seront parallèles.

Que la droite EF (fig. a7) tombant sur les
deux droites AB , CD fasse les angles alternes
AEF, EFD égaux entr’eux : je dis que la droite

AB est parallèle à la droite CD. V
Car si elle ne lui est pas parallèle , les droites

AB , CD étant prolongées se rencontreront ou
du côté BD ou du côté AC. Prolongez ces
droites, et supposons qu’elles se rencontrent
du côté BD au point G.

L’angle AEF, qui est hors du triangle EGF,
est plus grand que l’angle intérieur et opposé

EFG (prop. 16) ; mais par supposition il lui
est égal, ce qui est impossible : donc les droites
AB , CD’ prolongées du côté BD ne se rencon-

treront point. On démontreroit de la même ma-
nière qu’elles ne se rencontreront pas non plus
du côté AC; or les. droites qui ne se rencontrent
d’aucun côté sont parallèles ( déf. 35) : donc la

droite AB est parallèle à la droite CD.
Donc si une droite tombant sur deux autres
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droites fait les angles alternes égaux entr’eux,

Ces deux droites seront parallèles ;- ce qu’il

falloit démontrer. ’
PROPOSITION XXVIII.

THÉORÈME.

Si une droite tombant sur deux autres droites fait
un angle extérieur égal à un angle intérieur
opposé et placé du même côté, ou bien si elle

fait les angles intérieurs et placés du même côté

égaux à deux droits, ces deux droites seront
parallèles.

Que la droite EF (fig. 28) tombant sur les
deux droites AB , CD fasse l’angle extérieur
EGB égal à l’angle intérieur opposé et placé

du même côté GHD , ou bien les angles inté-

rieurs et placés du même côté, BGH, GHD
égaux à deux droits : je dis que la droite AB
est parallèle à la droite CD.

Car puisque l’angle EGB est égal à l’angle

GHD, et que l’angle EGB est égal à l’angle AGH

( prop. 15) , l’angle AGH sera égal à l’angle

GHD; mais ces angles sont alternes: donc la
droite AB est parallèle à la droite C D (prop. 27).

" De plus , puisque les angles BGH , GHD’sont
égaux à deux droits, et que les angles AGH,
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BGH sont encore égaux à deux droits (prop. 1 5),

les angles AGH , BG H seront égaux aux angles
BGH, GHD. DOnc si nous retranchons l’angle
commun BGH , l’angle restant AG H sera égal à

l’angle restant GHD; mais ces deux angles sont

alternes : donc la droite AB est parallèle à la

droite CD (prop. 27
Donc si une droite tombant sur deux autres

droites fait un angle extérieur égal à un angle
intérieur opposé et placé du même côté , ou si

elle fait les angles intérieurs et placés du même

côté égaux à deux droits , ces droites seront
parallèles; ce qu’il falloit démontrer. I

PROPOSITION XXIX.
THÉORÈME.

S i une droite tombe sur deux parallèles , les angles
alternes sont égaux entr’eux , l’angle extérieur

est égal à l’angle intérieur opposé et placé du

même côté, et les angles intérieurs placés du

l même côté sont égaux à deux droits.

Si la droite EF (fig. 28) tombe sur les paral-
lèles AB, CD, je dis que les angles alternes

"AGH , GHD seront égaux entr’eux, l’angle
extérieur EGB sera égal à l’angle intérieur

opposéet placé du même côté GHD , et les
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angles intérieurs et placés du même côté BGH ,

GHD seront égaux à deux droits.
Car si l’angle AGH n’est pas égal à l’angle

GHD , l’un de ces angles sera plus grand. Que
l’angle AGH soit le plus grandfpuisque l’angle

AGH est plus grand que l’angle GHD , si on leur

ajoute un angle commun BGH, les angles AGH,
B GH seront plus grands que les angles BGH ,
G HD ; mais les angles AGH , BGH sont égaux
à deux droits ( prop. 1 5) : donc les angles BGH,

G H D sont moindres que deux droits ; mais
deux droites étant prolongées à l’infini du côté

où les angles intérieurs sont plus petits que I
deux droits se rencontrent entr’elles ( ax. I I ):
donc les droites AB, CD prolongées à l’infini

se rencontreront; mais elles ne se rencontre-
ront pas puisqu’elles sont parallèles : donc les

angles AGH, GHD ne sont point inégaux ,
donc ils sont égaux. Mais l’angle AG H est
égal à l’angle EGB (prop.*15) : donc l’angle

EGB sera égal à l’angle GHD. Donc si nous

ajoutons un angle commun BGH, les angles
EGB , BGH seront égaux aux angles BGH,
GHD; mais les angles EGB , BGHnsont égaux
à deux droits ( prop. 1 5) : donc les angles BGH ,
GHD sont égaux à deux droits.

Donc si une droite tombe sur deux parallèles,
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les angles alternes sont égaux entr’eux , l’angle

extérieur est égal à l’angle intérieur opposé et

placé du même Vcôté, et les angles intérieurs

placés du même côté sont égaux à deux droits;

ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITIO,N XXX.
THÉORÈME.

I Les droites sont parallèles à une même droite
sont parallèles entr’elles.

l - Que chacun des parallèles AB, CD ( fig. 29)
soit parallèle à la droite EF : je dis que la droite
AB est parallèle à la droite GD.

Conduisez sur ces droites la droite GK.
I Puisque la droite GK tombe sur les parallèles

AB, EF, l’angle AGH est égal à l’angle GliF

(prop. 27). De plus puisque la droite GK tombe
sur les parallèles EF, C , l’angle GHF est égal
à l’angle GKD ( prop. 28). Or il a été démon-

tré que l’angle AGK est égal à l’angle GHF:

donc l’angle AGK est égal à l’angle GKD;

mais ces angles sont alternes : donc la droite
AB est parallèle à la droite CD ( prop. 29).

Donc les droites sont parallèles à une
même droite sont parallèles entr’elles; ce qu’il.

falloit démontrer.
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PROPOSITION XXX’I.

PROBLÈME.

Par un point donné conduire une droite parallèle
à une droite donnée.

Soi? (fig. 50) le point donné et BC la droite
donnee’: il faut par le point A conduire une

droite parallèle ah droite BC. .
Prenez sur la droite BC un point quelconque

D, et menez AD ; construisez sur la droite DA
et en un point A un angle DAE égala. l’angle

ADC , et prolongez la droite AF dans la.d.irecu

tion de EA. "yPuisque la droite AD tombant sur les deux
droites BC , EF fait les angles alternes E’AD’,
ADC égaux entr’eux , la droite BC’meruparal-æ

lèle à la droite EF’ (prop. 27’). ’ i -

I Donc par. le" point donnéA, la droite EAF
"alésé menée parallèle à la. droite donnée BC.;

ce qu’il’falloit faire; I »
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PROPOSITION xxxn,
THÉORÈME.

Jyant prolongé un côté d’un triangle quelconque ,

l’angle extérieur est égal aux deux angles in-

térieurs et opposés, et les trois angles intérieurs

du triangle sont égaux à deux droits. .

Soit le triangleABC (fig. 51); prolongez
le côté BC en D : je dis que l’angle extérieur

ACD est égal aux deux angles intérieurs et
opposés CAD,’ABC, et que les trois angles
intérieurs ABC , BCA , CAB sOnt égaux à deux

droits.
Menezpar le point C la droite C E parallèle

,à la droite AB (prop. 21 a
i Puisquella droite CE est parallèle à la droite

1AB et’que la droite. AC tombe sur ces deux

droites, les angles alternes BAC, ACE sont
égaux entn’eux prop. 29). De plus , puisque h

droite AB est parallèle à la droite .CE et que
la droiteth tombe sur ces deux droites , l’an--
gle extérieur ECD est égal à l’angle intérieur

et opposé ABC. Or il a été démontré que l’an-

gle ACE est égal à l’angle BAC : donc l’angle

extérieur total ACD est égal aux deux angles
extérieurs et opposés BAC , ABC. ’
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n Donc si on ajoute un angle commun ACB ,

les angles ACB, ACB seront égaux aux trois
anglesACB,BCA,CAB; maislesanglesACD,
ACB sont égaux à deux droits (prop. 1 5) : donc
les angles ACB , CBA , CAB sont égaux à deux

droits.
vDonc , ayant prolongé un côté de tout trian-

gle, l’angle extérieur est égal aux deux angles

intérieurs et opposés, et les trois. angles inté-

rieurs du triangle sont égaux à deux droits;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION xxqu
Tuéo’n’ùmx.

Les droites qui joignent des mêmes côtés des droites

égales et parallèles sont elles-mêmes égales et

parallèles.

Soient AB , C D (fig. 52) deux droites égales
et parallèles; joignez-les destinâmes côtés par

les droites AC , BD : je dis que les droites AC ,
. BD sont aussi égales et parallèles.

Menez la droite BC.
Puisque la droite AB est parallèle à la droite

CD et que la droite BC tombe sur ces’deux
droites , les angles alternesiABC , BCD sont
égaux (prop. 29 De plus , puisque la droite

2
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’AB est égalait la drOite CD et que la drOite BC

est commune aux deux triangles BCA, BDC,
les deux droites AB, BC sont égales aux deux
drOites CD,’ BC; mais l’angle’ABC est égal à

l’angle BC D : donc la base AC est égale à la base

BD , le triangle ABC est égal au triangle ECD; et
les autres angles qui sont opposés à des côtés
égaux sont égaux, chacun à chacun: donc l’an- t

gle ACB est. égal à l’angle CBD. Puisque la

ligne droite BC tombant sur deux droites AC ,*
’ BD fait les angles alternes égaux entr’eux , la

droite AC est parallèle à la droite BD et lui est
égale (prop. 27

Donc les droites qui joignent des mêmes côtés

deux droites égales et parallèles , sont elles-e
mêmes égales et parallèles; ce qu’il falloit dé-

montrer.

PROPOSITION XXXIV.’
THÉORÈME.

Les côtés et les angles opposés des parallélogram-

mes sont égaux, et la diagonale les partage en
l deux parties égales.

Soit AC DB ( fig. 52’) un parallélogramme et

BC sa diagonale : je dis que les côtés et les
angles opposés du parallélogramme ACDB sont
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égaux, et. que sa diagonale Be le partage en.

deux parties égales. a
Car puisque la droite AB, est parallèle à. la

droite CD-etque la droite BC tombe sur. ces
deux droites, les angles alternes ABC , BCD
seront égaux entr’eux (pr0p. 29). De» plus,
puisque la droite AC. est parallèle à ladroite BD
et que; la droite BC tombe sur.ces deux droites ,1
les angles alternes ACB , C BD. sont égaux entre

eux : donc les deux triangles ABC , CBD ont
deux angles ABC , BCA égaux aux deux angles
BCD , CBD, chacun à chacun , ils ont de plus un-
côté commun BC adjacent à des angles égaux :,

donc ils auront les autres côtés égaux aux autres
côtés , chacun» à chacun ( prop. 26’) , et le trOi-»

sième angle égal au troisième angle : dentale
côté AB est égal au côté CD, et l’angle BAC

égal [à l’angle BDC.. Puisque l’angle ABC est!

égal à. l’angle BCD, et l’angle CB D égal à l’an-m

gle- ACB l’angle totalABDsera égal à l’angle

total ACD. Mais il a été démontré que l’angle.

BAC est égal à l’angle BDC; I
Donc les côtés et. les angles-Opposés des pa-

rallélogrammes sont égaux entr’eux..

Je disdeplus que la diagonale-v partage les.
parallélogrammes en deux. parties égales. Car
puisque la droite-A3 est, égale à. la droite (il):

’ a
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et que la droite BC est commune aux deux
triangles , les deux droites AB, BC seront égales
aux droites DC , C B , chacune à chacune; mais
l’angle ABC est égal à l’angle BCD: donc la

base AC est égale à la base BC (prop. 4), et
le triangle ABC égal au triangle BC D.

Donc la diagonale BC partage le parallélo-
gramme AC DB en deux parties égales; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION xxxv.’
THÉORÈME.

Les parallélogrammes qui sont construits sur la
même base et entre les mêmes parallèles sont
égauæ entr’eux.

Soient les parallélogrammes AB C D , E B C F

55 ) construits sur la même hase BC et
entre les mêmes parallèles AF, BC : je dis que
le parallélogramme ABC D est égal au parallé- .

logramme EBC F. n
Car puisque A B C D est un parallélogramme ,I

la droite AD est égale à la droite B C ( prop. 54),

et par la même raison la droite EF est aussi égale
à la droite BC: donc la droite AD est égale à la

droite EF : donc, si on ajoute une droite com-
mune DE , la droite, totale AE sera égale. à la.
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droite totale D F ( axiome 2) ; mais la droite AB
est égale à la droite DC : donc les deux droites
EA , AB sont égales aux deux droites FD ,- DC ,-
chacune à chacune ; mais l’angle extérieur F D C

est égal à l’angle intérieur EAB (prop. 29) :

donc la base EB est égale à la base FC (prop. 4) ,

et le triangle E AB égal au triangle FBC; donc
si l’on retranche la partie commune DGE, le
trapèze restant ABGD sera égal au trapèze res-

tant EGCF. Donc si on leur ajoute le triangle
commun GBC , le parallélogramme total ABC D
sera égal au parallélogramme total EBC F.

Donc les parallélogrammes construits sur les
mêmes bases et entre les mêmes parallèles sont
égaux entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVI.

I ATHÉORÈME.

Les parallélogrammes construits sur des bases
égales et entre les mêmes parallèles sont égau t
entr’euæ.

Soient les parallélogrammes ABCD, EFGH
( fig. 54) construits sur des bases égales BC,
FG et entre les mêmes parallèles AH , BG : je
dis que le parallélogramme ABC D est égal au
parallélogramme EFGH.

’ 4
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Conduisez les droites BE , CH.
Puisque la droite BC est égale à la droite FG

et la droite FG égale à la droite EH, la droite
BC sera égale à la droite EH; mais les droites
BC , EH sont parallèles et joignent les droites
BE , CH; or les droites qui joignent des mêmes
côtés deux droites égales et parallèles sont égales

(prop. 55 ) : donc les droites EB , C H sont
égales et parallèles : donc EBCH est un paral-«
lélogramme , et ce parallélogramme est égal au

parallélogramme ABC D ( prop. 55); car il a la
même hase BC que lui,et il est construit entre les.
mêmes parallèles. Par la même raison le paran
lélogramme EFGH est égal au parallélogramme

EBCH z donc le parallélogramme ABCD est
égal au parallélogramme EFGH.

Donc les parallélogrammes construits sur des.
bases égales et entre les mêmes. parallèles sont
égaux; Ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVII;
THÉORÈM’Ë.

Les. triangles construits sur la même base et entre
les mêmes parallèles sont égaux.

Soient les triangles. ABC, DBC ( fig. 55)
construits. sur, la même base BC et entre les.



                                                                     

.D’EUCLIDE. , 57
mêmes parallèles AD, BC :je dis que le trian-
gle ABC est égal au triangle DBC.

Prolongez de part et d’autre la droite AD
vers les points E, F, et par le point B con-
duisez une droite BE parallèle à la droite 0A
( prop. 51), et par le point C conduisez aussi
une droite CF parallèle à BD.

Les figures EB CA, DBC F sont des parallé-
logrammes, et le parallélogramme EBCA est A
égal au parallélogramme DBCF ( prop. 55) ;
car ils sont construits l’un et l’autre sur la même

base et entre les mêmes parallèles; mais le trian-
gle AB C est la moitié du parallélogramme
EBCA; car la diagonale AB le partage en deux
parties égales; le triangle DBC est la moitié
du parallélogramme DBCF, car la diagonale
DC la partage en deux parties égales ( prop. 54) ;
mais les moitiés des quantités égales sont égales

entr’elles: donc le triangle ABC est égal au
triangle DBC.

Donc les triangles construitssur la même base
, et entre les mêmes parallèles sont égaux entre

eux 5 ’ce qu’il-falloit démontrer.
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PROPOSITION xxxvrn.

THÉORÈME.

Les triangles construits sur des bases égales et
entre les mêmes parallèles sont égaux entre

aux.
L

Soient les triangles ABC, DEÏ-i ( 56)
construits sur des hases égales BC , E F et entre

g les mêmes parallèles BF, AD : je dis que le
triangle ABC est égal au triangle DEF.

Car prolongez de part et d’autre la droite AD

vers les points G, H; par le point B conduisez
la droite BG parallèle à la droite CA (prop. 51),

et par le point F conduisez aussi la droite F H
parallèle à la droite DE. k

Les figures GBCA, DEFH sont des paral-t
lélogrammes ; mais les parallélogrammes GBCA,

DEF H sont égaux entr’eux (prOp. 56) , car ils

sont construits sur des bases égales et entre les
mêmes parallèles. Or le triangle AB C est la
moitié du parallélogramme GBCA, car la dia-

gonale AB le partage en deux parties égales.
( prop. 54); le triangle EF D est la moitié du 4’
parallélogramme DEFH, car la diagonale DE’

le partage en deux parties égales; mais les
moitiés des quantités égales sont égales entre
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elles : donc le triangle ABC est égale au trian-

- ï: igle DEF.

Donc les triangles construits sur des bases
égales et entre les mêmes parallèles sont égaux U

entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXIX.

Tu ricains.
Les triangles égaux qui sont constmits surla même

base et qui sont placés du même côté sont com-

pris entre les mêmes parallèles.

Soient les deux triangles égaux ABC, DBC a
(fig. 57) construits sur la même base BC et
placés du même côté: je dis que ces deux trian-

gles sont compris entre les mêmes parallèles.
Conduisez la droite AD : je dis que la droite

AD est parallèle à la droite BC.
Car si la droite AD n’est pas parallèle à la

droite BC , conduisez par le point A une droite
AE parallèle à la droite BC (prop. 51); con-
duisez ensuite la droite EC.

Le triangle ABC est égal au triangle EBC
(prop. 57), car ces deux triangles sont cons-
truits sur la même base BC , et compris entre les
mêmes parallèles BC , AE. Mais par hypothèse

Je triangle ABC est égal au triangle DB C : donc
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le triangle DBC est égal au triangle DBCÎc’est ’

â-dire que le plus grand est égal au plus petit,
ce qui ne peut se faire : donc la droite AE n’est
point parallèle à la droite BC. Nous démontre-

rons de même que toute autre droite , excepté
AD , ne peut être parallèle à B C : donc la droite

AD est parallèle à l cite BC.
Donc les triangles. égaux qui sont construits

sur la même base et qui sont placés du même
côté sont compris entre les mêmes parallèles:
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XL.’

.THÉORÊIME.

Les triangles égaux qui sont construits sur des
bases égales et qui sont placés du même côté

sont compris entre les mêmes parallèles.

Soient les triangles égaux ABC, CDE (fig. 58)
construits sur des bases. égalesB C, C E et placés
du même côté: je dis qu’ils. sont compris entre.

les mêmes parallèles. Conduisez la droite AD 7.
je dis que la droiteAD est parallèle à la droite BE.

Car si la droite AD n’est pas parallèle .à la

droite BE , conduisez par le point A la droite
AF parallèle à la droite BC , et Conduisez en-»

suite la droite FE.

. ’ "y J g1
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Le triangle ABC est égal au, triangle FCE

( prop. 58) ; car ces deux triangles sont cons--
truits sur des bases égales’et compris entre les
mêmes parallèles B E , AÀF ; mais le triangle ABC

est égal au triangle DC E : donc le triangle DC E
est égal au triangle FCE , c”est-à-dire que le
plus grand est égal au plus petit , ce qui ne peut
être : donc la droite AF n’est point parallèle à

la droite BE. Nous démontrerOns de la même
manière que tOute autre droite, excepté AD,’
ne peut être parallèle à BE : donc la droite AD

est parallèle à. la droite BE. *
Donc les triangles égaux qui sont construits

sur des bases égales et sont placés du même
côté sont compris entre les mêmes parallèles;

ce qu’il falloit démontrer. l t

PROPOSITION XLI.
THÉORÈME.

Si un parallélogramme et un triangle ont la même

base et sont compris entre les mêmes parallèles ,
le parallélogramme est double du triangle.

En effet, que le parallélogramme ABCD
et le triangle EBC (fig. 59) aient la même
base et soient compris l’un et l’autre entre les

mêmes parallèles BC ,pAE: je dis que le paral-
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lélogramme AB C D est double du triangle

B E C. .Conduisez la droite AC. Le triangle ABC est
égal au triangle EBC ( pr0p. 57), car ces deux

i triangles sont construits sur la même base BC
et compris entre les mêmes parallèles. BC , AE;
mais le paralléIOgramme ABC D est double du
triangle ABC, car la diagonale AC partage ce pa-
rallélogramme en deux parties égales (pr0p . 54):

donc le parallélogramme ABC D est aussi dou-

ble du triangle EBC. ’ l
Donc si un parallélogramme et un triangle

ont la même base et sont compris entre les
mêmes parallèles, le parallélogramme sera dou-

ble du triangle; ce qu’il falloit démontrer;

PROPOSITION XLII.

I PROBLÈME.
Construire dans .un angle donné a un parallélo-

gramme égal à un triangle donné.-

Soit ABC (fig. 4o) le triangle donné et D
l’angle donné : il faut construire un parallélo-

gramme soit égal au triangle ABC dans
un angle égal à l’angle donné D. " - ’

Partagez la droite BC en deux parties égales
au pointïE et ’conduisez’la droite" -A’-E; sur la
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droite EC et au point construisez un angle
CEF égal à l’angle D ( prop. 25) , par le point

A conduisez une droite AG parallèle à la droite

EC (prop. 51), et par le point C conduisez
aussi une droite CG parallèle à la droite FE :
la figure F ECG sera un parallélogramme.

Puisque la droite BE est égale là la droite EC ,

le triangle ABE sera égal au triangle AEC
( prop. 58) , car ces deux triangles sont cons-
truits sur des bases égales BE , EC, et compris
entre les mêmes parallèles BC , AG : donc le
triangle ABC est double du triangle AEC; mais
le parallélogramme FEC G est double du trian-
gle AEC, car ils ont la même base et ils sont
compris entre les mêmes. parallèles z donc le
parallélogramme FECG est égal au triangle
ABC (ax. 6), et il a un angle égal à l’angle D.
. Donc le parallélogramme FECG a été cons-

truit égal au triangle ABC dans un angle CEF
égal à l’angle donné D; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XLIII."

THÉORÈME.

19ans tout parallélogramme, les complémens des

V parallélogrammes qui sont autour de la diago- K
nale sont égaux entr’eut.

Soit le parallélogramme AB C D (fig. 41 ) dont
’AC’ est la diagonale autour de laquelle soient les J ï -

parallélogrammes EH, FG, et les parallélo- *
grammes B K , KD qu’on appelle complémens:

je dis que le complément B K est égal au com-t
plément KD.

. Car puisque la figure ABC D est unparallé- -
logramme dont la droite AC est la diagOnale ,
le triangle AB C est égal au triangle AD C
(prop. 54). De plus, puisque la figure EKHA-
est un parallélogramme dont la droite AKest
la diagonale, le triangle AEK est égal au trian--
gleAHK; le triangle KFC est égal au triangle
KGC, par la même raison : donc puisque le
triangle AEK est égal au triangle AH K, et que
le triangle KFC est aussi égal au triangle KFC;
le triangle AEK, réuni avec le triangle KGC ,
est égal au triangle AH K réuni avec le triangle

KFC; mais le triangle total ABC est égal au
triangle total ADC : donc les restes B K, KD ,



                                                                     

un U c L 1 n E. 65
qu’on appelle complémens, sont égaux entre

eux (axiome 5 -Donc dans tout parallélogramme , les com-
plémens des parallélogrammes sont autour
de la diagonale sont égaux entr’eux; ce qu’il

falloit démontrer. t
PROPOSITION XLI’v.

PROBLËMI.

Sur une droite donnée et dans un angle donné,
construire un parallélogramme qui soit égal à
un triangle donné.

Soient donnés la droite AB (fig. 42 ) , le
triangle C et l’angle D : il faut sur la droite AB
et dans un triangle égal à l’angle D, construire
un parallélogramme égal au triangle donné C.

Construisez un parallélogramme BEFG égal
au triangle C; dans un angle EBG égal à l’an-

gle D (prop. 42); placez la droite DE dans la
direction de la droite AB; prolongez la droite
FG vers H; et par le point A conduisez la droite
AH parallèle à la droite BG ou à la droite EF
(prop. 51), et menez la droite GB. Puisque la
droite HF tombe sur les parallèles AH, EF,
les angles AHF, HFE sont égaux à deux an-
gles droits (prop. 29) : donc les angles EHC ,

E .
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GFE sont moindres que deux angles droits;
mais les droites qui sont prolongées à l’infini
du côté où les angles intérieurs sont moindres

que deux angles droits se rencontrent ( ax. I 1 ):
i donc les droites HB , FE se rencontreront étant

prolongées; que ces deux droites soie’nt’prOe

longées (dem. 2) , et supposons qu’elles se ren-

contrent en K; par le point K conduisez la
droite KL parallèle à la droite EA ou à la droite

FH ( prop. 51 ), et, prolongez les droites AH,

GB vers les points L , M. a
f» La figure H L KF a est un parallélogramme
dont H K est la diagonale ;- autour de. la diago-
nale HK sont les parallélogrammes AG, ME ,
et les parallélogrammes LB , BF, qu’on nomme

complémens : donc le parallélOgramme LB est
égal au parallélogramme ’BF (prop. 45); mais

f le parallélogramme BF est égal au triangle C:
donc le parallélogramme LB sera égal au trian-
gle C; et puisque l’angle GB E est égal à l’angle

ABM ( prop. 15) et que l’angle GBE est égal
à l’angle D , l’angle AB M sera égal à l’angle D.

Donc sur la droite donnée AB et dans un
angle ABM égal à lÎangle D , le parallélogramme

LB a été construit égal au triangle donné C g ce

qu’il failOit faire.
)
l
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PROPOSITION XLV.’

IPRÏOBLÈME.

Construire, dans un angle donné, un parallélo-

gramme qui soit égal à une figure rectiligne
donnée.

Soit ABC D 45 la figure rectiligne
donnée et E l’angle donné :il faut, dans un
angle égal à l’angle , cunstruire un parallélœ

gramme qui soit égal à la figure ABC D.
Conduisez la’droite DE; et construisez dans

l’angle HKF égal à l’angle ’E , un parallélŒ-

gramme FH qui soit égal au triangle ADB, et
sur la droite GH construisez ensuite dans Pané.-
gle GHM égal à l’angle E , un parallélogramme

CM qui soit égal au triangle DBC.
Puisque l’angle 1E est égal à chacun des au;

gles HKF, GHM, l’angle GHM sera égal à
l’angle HKF : donc si nous leur ajoutons l’an-

gle commun KHG, les angles FKH; KHG
seront égaux aux angles KHG, GHM. Mais
les angles FKH, KHG sent égaux à deux an-
gles droits (prop. 29).: donc les angles KHG,
GHM seront égaux àdeux angles droits; Mais
puisque lesdeux droites KH, HM; placées de .
difl’érenscôtés , font sur ..la"droite GH et au t

a a
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point H de cette droite , deux angles de suite
égaux à deux droits, la droite KH est dans la
direction de la droite HM (prop. I4); et puis-
que la droite HG tombe sur les parallèles KM,
F G, les angles alternes MHG, HGF sont
égaux Ç prop. 29) ; donc si nous leur ajoutons
l’angle commun HGL, les angles M HG, HGL

seront égaux aux angles HGF, HGL. Mais
les angles .MHG, HGL sont égaux à deux
angles droits ( prop.. 29 ) ; donc les angles
HGF, HGL seront aussi égaux à deux angles
droits; donc la droite FG est dans la direc-
tion de la droite GL; et puisque la droite KF
est égale et parallèle à la droite HG, et que
la droite HG est aussi égale et parallèle à la
droite ML, la droite sera égale et paral-

I. lèle à la droite ML (au. 1 et prop. 5o). Mais
ces deux droites sont jointes ensemble par les

l droites KM, 13L : donc les. droites KM, FL
sont égales et parallèles.( prop. :55) : donc la
figure KFLM est un parallélogramme; mais
comme le triangle ABD est égal au parallélo-
gramme HF, et que le triangle ABC est égal au
parallélogrammes GM, la figure totale ABCD
sera égale au. parallélogramme total KFLM.

Donc le parallélogramme KFLM a été cons-

truit égal à la figure rectiligne ABCD, dans
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. l’angle égal à l’angle donné El; ce qu’il

falloit faire. i

PROPOSITION XLVI.
i r n o’ a L. à ni n.

Décrire un quarré sur une droite donnée.

Soit AB fig. la droite donnée : il faut
décrire un quarré sur cette droite.

Du point A, donné dans la droite AB , con-
duisez une droite A C perpendiculaire alla droite
AB (prop. 1 I ); faites la droite AD égale à la
droite AB ( prop. 5 1); par le point D conduisez ’
la droite DE parallèle à la droite AB ( prop. 5 I),
et par le point B conduisez aussi une droite B E
parallèle à la droite AD.

La figure ADEB est un parallélogramme :
donc la droite AB est égale à la droite DE, et
la droite AD égale à la droite BE ;’ mais la
droite AB est égale à la droite AD : donc les
quatre droites BA, AD, DE, EB sont égales
entr’elles : donc le parallélogramme ADEB est
équilatéral. Je dis de plus, qu’il est rectangle,

car puisque la droite AD tombe sur les paral-
lèles AB, DE, les angles BAD, ADE sont égaux
à deux droits (prop. 29); mais l’angle BAD est
droit par construction :donc l’angle ADE est

’ 3
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droit aussi. Mais les côtés et angles opposés des

parallélogrammes sont égaux (prop.. 54) ; donc
Chacun des angles Opposés ABE , BED est droit,
et par conséquent le parallélogramme ADEB est
rectangle; mais nous avons démontré qu’il étoit

équilatéral.

Donc le parallélogramme ADEB est un quarré

décrit sur la droite AB; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XLVII.I

i THÉORÈME
Dans les triangles rectangles, le quarré décrit sur

l le côté opposé à l’angle droit est égal aux

qudnés colistmits sur les côtés qui comprennent

l’angle droit.

Soit ABC (fig. un triangle rectangle
dont l’angle droit est BAC : je dis que le quarré

construit sur le côté BC est égal aux quarrés

construits sur les côtés BA, AC. ,
Construisez le quarré BDEC sur le côté BC ;

construisez aussi les deux quarrés GB , HG sur
les côtés BA, AC , et par le point A conduisez

lune droite AL parallèle à l’une ou à l’autre des

droites BD, CE; conduisez ensuite les droites

.AD, FC. .. . ; .. Puisque chacun des angles BAC, BAG est
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droit , et que les deux droites AC , AG, placées
de part et d’autre de la droite-BA , font au point

A, avec la droite AB, deux angles de suite
égaux à deux angles droits, la droite CA’estt I’

dans la direction de la droite’AG : la droite
AB est dans la direction de la droite AH, par
la même raison -; et puisque l’angle DBC est
égal à l’angle FBA (axiome Io) , étant drOits

l’un et l’autre , si nous leur ajoutons un angle

commun ABC,*l’angle total DBA sera égal à

l’angle total FBC; mais les deux droites DE,
BA étant égales aux deux droites CB , BF, cha-
cune à chacune, et l’angle DBA égal à l’angle

FBC, la base AD sera égale à la base FC , et le
triangle ABD égal au triangle FBC ( prop. 4).
Or le parallélogramme BL est double du trian- i
gle ABD ( prop. 41 ), car ils ont la même base
BD et sont compris entre les mêmes parallèles
BD, AL. Le quarré GB est aussi double du
triangle FBC , car ils ont la même base FB et
50m compris entre les mêmes parallèles FB,
GC; mais les quantités qui sont doubles de
quantités égales sont égales entr’elles : donc le

parallélogramme BL est égal au quarré GB.

Ayant conduit les droites AE , BK, nous dé-
montrerons de la même manière que le paral-
lélogramme CL est égal au quarré HC : donc.

1,
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le quarré total B DEC est égal aux d’eux quarrés

.GB , HG; mais le quarré BDEC est construit
sur le côté BC, et les’quarrés GB, HC sont.

construits sur les côtés BA , AC : donc le quarré

BE , construit sur le côté BC , est égal aux
quarrés construits sur les côtés BA , AC.

Donc dans les triangles rectangles , le quarré
construit sur le côté OPPOsé à l’angle droit est

égal aux deux quarrés construits sur les côtés

qui comprennent l’angle droit; ce qu’il falloit

démontrer.

PROPOSITION XLVIII.
THÉORËML

Si le quarré qui est. construit sur un des côtés
d’un triangle est égal aux quarrés construits

sur les autres côtés du triangle, l’angle com-

, pris entre ces deux derniers côtés est droit.

Que le quarré construit sur un côté B C
d’un triangle ABC , soit égal aux
quarrés construits sur les deux autres côtés
BA, AC : je dis que l’angle BAC est droit.

Conduisez du point A une droite AD per-
pendiculaire sur la droite AC (pr0p. I 1); faites
la droite AD égale à la droite BA , et conduisez

la droite DC.
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Car puisque la droite DA est égale à la droite

AB , le quarré construit sur DA sera égal au
quarré construit sur AB. Donc si nous ajoutons
un quarré commun, celui qui est construit sur
AC ,1 les quarrés. construits sur DA , AC seront
égaux aux quarrés construits sur BA , A C. Mais
le quarré construit sur DC est égal aux quarrés

construits sur DA, AC ( prop. 47) , car l’angle
DAC est droit. Or le quarré construit sur BC
est supposé égal aux quarrés construits sur BA,

AC : donc le quarré construit sur D C est égal à

celui qui est construit sur B C : donc le côté DC
est égal au côté CB; et comme le côté AD est

égal au côté AB et que le côté AC est com-

mun, les deux côtés AD , AC sont égaux aux
deux côtés BA, BC,x chacun à chacun; mais la ’ " t

base DC est égale à la hase CB; donc l’angle DAC

est égal à l’angle BAC (prop. 8) ; mais l’angle

DAC est droit : donc l’angle BAC est droit aussi.
Donc si le quarré construit sur un côté d’un

triangle est égal aux quarrés construits sur les
deux autres côtés , l’angle compris par ces deux

derniers côtés sera droit; ce qu’il. falloit dés

montrer. l
FIN DU’PREMIER LIVRE;
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LIVRE Il.
DÉFINITI0N&

1. TOUT parallélogramme rectangle est dit
contenu sous les deux droites Comprennent

un angle droit. ’ v
2. Dans tout parallélbgramme , on appelle

gnomon la réunion de l’un quelconque des pa-
rallélogrammes décrits autour de la diagonale
avec les deux complémens.

PROPOSITION PREMIÈRE.
T a É o a i: ’M a.

Si l’on a deux droites, et si l’une d’elles est par-

tagée en un certain nombre de parties, le rec-
tangle compris sans ces deux droites est égal
aux rectangles compris sous la droite qui n’a
point été partagée, et sous chacun des segmens
de l’autre.

Soient deux droites A, BC (fig. 47 ) , et que
la droite BC soit partagée d’une manière quel-
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cônque aux pointsD , E : je dis qiie’le rectangle

compris sous. les droites A, BC est égal au rec-
..tangle compris . sans les droites A , BD ’,. au
rectangle compris sous les droites A; DE, et

«au rectangle compris scus les droites A, EC.
Conduisez par le point B la droite BF perpen-

diculaire sur la droite BC ( prop. 1 1 . 1 )*; faites
:Î la droite BG égale-à la droite A , et par le point

G conduisez la droite GH parallèle à la droite
BC (prOp. 51 . 1); par les points D, E, C , con-
duisez ensuite les droites DE, EL , CH, pa-

rallèles à la droite BG. t
Le rectangle B est égal aux rectangles B K ,4’

DL;*EH; mais le rectangle BH est compris
I sous les droites A,’ BC , car il est compris sous
les droites GB , BC , dont la droite BG est égale
à la droite A; le rectangle B K est compris sous
les droites A", BD, car il est compris sous les
droites GB , BD , dont la droite GB est égale à la

droite A; le rectangle DL est compris sous les
droites A ,’ DE, puisque DK, c’est-à-dire BG,

est égaler à la droite A; et enfin, le rectangle
EH est compris sous les droites A , EC : donc

t le rectangle compris sous les droites A , BC est

* Le premier nombreindique la proposition, et le
second indique le livre.
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égal au rectangle compris sous les droites A,
BD; au rectangle compris sous les droites A ,
DE, et enfin’ au rectangle compris sous les

’droites A, EC. i
Donc si l’on a deux droites , et si l’une d’elles

est partagée en un certain nombre de parties,
le rectangle compris sous ces deux droites est
égal aux rectangles compris sous la droite qui
n’a point été partagée et sous chacun des seg-

mens de l’autre; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION Il.
THËOlRÊME. i

Si une droite est partagée d’une manière quel-

conque en deux parties ,i le rectangle compris
sous la droite totale et.sous 1’ un et l’autre seg-

ment, est égal au quarré de la droite entière.

Que la droite AB (fig. 48) soit partagée d’une

manière quelconque au point C : je dis que le
rectangle compris sous les droites AB , BC , avec I
le rectangle compris sous les droites BA, AC,
est égal au quarré de la droite AB. V V

Sur la droite AB construisez le quarré ADEB

(prop. 46. I ), et par le point C conduisez la
droite CF parallèle à l’une et à l’autre des droites p

AD, prop. 51. r).
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Le quarré AE est égal aux rectangles AF,

CE; mais le quarré AE est construit sur la
droite AB; le rectangle AF est compris sous
les droites BA, AC , car il est compris sous les
droites DA, AC , dont la droite AD est égale à
AB; et enfin le rectangle CE est compris sous
les droites AB "B0 , puisque la droite BE est.
égale à la droite AB; donc le rectangle compris
sous les droites BA, AC, avec le rectangle com-
pris sous les droites AB , BC , est égal au quarré

de la droite AB.
Donc si une droite est partagée d’une ma-

nière quelconque en deux parties , les rectan-
gles compris sous la droite totale et sous cha-
cun des segmens sont égaux au quarré construit
sur la droite totale ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION 111.
THÉORÈME.

Si une droite est partagée d’une manière quel-

conque en Jeux parties, le rectangle compris
sous la droite totale et l’un des segmens , est égal

au rectangle compris sous les segmens et au
quarré formé sur le segment premièrement pris.

Que la droite AB (fig. 4g) soit partagée en
un point quelconque C : je dis que le rectangle
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compris sous les droites AB, BC est égal au
rectangle compris sous les droites AC, CB , et
au quarré de la droite BC.

Sur la droite BC construisez le quarré CDEB

(prop. 46. 1), prolongez en F la droite ED , et
par le point A conduisez la droite AF paral-
lèle à l’une ou à l’autre des droites G D, BE

(prop.51. 1). V
Le rectangle AE est certainement égal aux

rectangles AD , C E; mais le rectangle AE est
compris Sous les droites AB , BC ,car il est
compris sous les droites AB , BE , dont la droite
BE est égale à la droilè’BC; le rectangle AD

est compris sous les droites AC ,CB , puisque
la droite DC est égale à la droite CB; et enfin
le quarré DE est construit sur la droite BC :
donc le rectangle compris sous les droites AB ,
BC est égal au rectangle compris sous les droites

AC , CB et au quarré de la droite BC.
Donc si une droite est partagée d’une ma-

nière quelconque en deux parties, le rectangle
compris sous la droite totale et sous un des
segmens , est égal au rectangle compris sous les
segmens et au quarré construit sur le segment
premièrement pris ; ce qu’il falloit démontrer.
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*PROPOSITION 1V.
THÉORÈME.

i Si une droite est partagée d’une manière quel-

: conque en deux parties, le quarré construit sur
i ladroite entière est égal aux quarrés formés

sur les deux segmens et au double du rectangle
compris sous ces Jeux segmens.

c Que la droite AB (fig. 5o) soit partagée d’une

manière quelconque au point C z je dis que le
quarré construit sur AB est égal aux quarrés
construits sur AC , C’B , et au double du rec-
tangle compris sous les segmens.AC, CB.

Construisez le quarré ADEB. sur la droite AB

(prop. 46. 1) , conduisez la droite BD; par le
point C conduisez la droite CGF parallèle à l’une

ou à l’antre des droites AD, BE (prOp. 51 . 1),

et par le point G conduisez ladroite HK paral-
lèle à l’une ou à l’autredes droites AB, DE.

Puisque la droite CF est parallèle à la droite
ADI, et que la droite BD tombe sur ces deux
droites, l’angle extérieur BGC sera égal à l’an-

gle intérieur et opposé ADB ( prop. 29.11); mais
l’angle ADB est égal à l’angle ABD (prop. 5. 1),

parce que le côté BA est égal au côté AD; donc

l’angle CGB est égal à. l’angle GBC: donc le
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côté BC est égal au côté CG (prop. 6. 1); mais

le côté CB est égal au côté GK (prop. 54. 1), et

le côté CG égal au côté BK : donc le côté GK

est égal au côté GC : donc le quadrilatère CGKB

est équilatère. Je dis de plus qu’il est rectan-

gle; car puisque la droite CF est parallèle à la
droite BK, et que la droite CB tombe sur ces
deux droites , les angles KB C , G C B sont égaux
à deux droites (prop. 29. t); mais l’angle KBC’

est droit ( défi 5o. 1) z donc l’angle GCB est
droit aussi : donc les angles opposés CGK,
GKB seront encore droits (prop.54. 1) : donc
le quadrilatère CGKB est rectangle. Mais on a
démontré qu’il étoit équilatère; donc ce qua-

drilatère est un quarré , et ce quarré est cons-

truit sur la droite BC. Par la même raison le
quadrilatère HF est encore un quarré qui est
construit sur HG , c’est-à-dire sur AC. Donc HF,

C K sont deux quarrés construits sur AC, CB;
et puisque le rectangle AG est égal au rectangle
GE (prop. 45. 1), et que ce rectangle AG’est
compris sous les droites AC, CB , GC étant égal i . ’

à CB , le rectangle GE sera égal à un rectangle

qui est compris sous les droites AC, CB : donc
les rectangles AG , GE sont égaux au double
du rectangle qui est compris sous les droites
AC, CB; mais les quarrés HF, ICK sont cons-
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truits sur les droites AC, CB : donc les quatre

l figures HF, CK, AG,, GE sont égales aux
quarrés construits sur AC, CB et au double du
rectangle compris sous les droites AC , CB;
mais les quatre figures HF, CK, AG, GE com-
posent toute la figure ADEB est le quarré
construit sur AB ; donc le quarré construit sur
AB est égal aux quarrés construits sur AC , CB ,

et au double du rectangle compris sous les
droites AC ,* CB.

Donc si une droite est partagée d’une ma-
nière quelconque, le quarré de la droite en-
tière est égal au quarré des segmens et au
double du rectangle compris sous ces segmens g

ce qu’il falloit démontrer. Y ’

AUTREMENT.
Je dis que le quarré construit sur la droite

AB est égal aux quarrés construits surAC , CB

et au double du rectangle compris sous AC, CB.
En effet , puisque dans la même figure le

côté BA est égal au côté AD, l’angle ABD sera

égal àl’angle ADB ( prop. 5. 1 ); et comme les

trois angles d’un triangle quelconque sont égaux

à deux droites (prop. 52. 1 ) , les trois angles
AB D , ADB, BA D du triangle AB D seront
égaux à dénis droits. Mais l’angle B AD est

av -4 ’ y 4 tu ’.’,,F,ra.’p.[1 au 4115.0 .IM q V... Iflf’
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droit: donc les deux autres angles ABD, ADB
sont égaux à un angle droit; or ces deux angles
sont égaux entr’eux’ : donc chacun des angles

ABD, ADB eSt égal à la moitié d’un angle
droit. Mais l’angle BC G est droit , car il est égal

à l’angle intérieuret opposé BAD : donc l’an-

gle restant CGB est la moitié d’un angle droit;
donc l’angle CGB est égal à l’angle CBG : donc

le côté BC est égal au côté CG ( prop. 54. I);

Imais CB est égal à KG, et CG égal aussi à BK

(prop. 54. 1) : donc le quadrilatère CK est
équilatère; mais il a un angle droit : donc ce
quadrilatère est un quarré , et ce quarré est cons-

truit sur le segment GB. Le quadrilatère HF
est un quarré , par la même raison , et ce quarré

’ est construit sur le segment AC : donc les qua-
drilatères CR, HF sont deux quarrés, et ces
deux quarrés sont construits sur les segmens
AC , CB. De plus, puisque le rectangle AG est

. égal au rectangle EG (prop. 51. 1), et que le
rectangle AG est compris sous les droites AC,

I CB , car la droite CG est égale à la droite CB,
le rectangle EG lest égal au rectangle compris
sous lesdroites AC, CB ,: donc les rectangles
AG, GE sont égaux au double du rectangle qui
seroit compris sous les droites AC, CB, mais les
quarrés C K, HF sont égaux à ceux qui seroient
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construits sur les segmens AC, CB : donc les
quatre figures CE, HF, AG, GE sont égales
aux quarrés construits sur les segmens AC ,
CB, et au double du rectangle compris sous
ces mêmes segmens. Mais les figures CK, HF,
AG, GE composent toute la figure AE qui est
le quarré construit sur AB. v

Donc le quarré formé sur la droite AB est
égal’aux quarrés formés sur les droites AC,

. CB, et au double du rectangle Compris sous ’
les mêmes droites AC, CB; ce qu’il falloit dé-

montrer.

I COROLLAIRE.
Il suit de la que , dans les quarrés , les parallé-

logrammes qui sont autour de la diagonale sont
toujours des quarrés.

*-’b
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PROPOSITION v.
THÉORÈME.

Si wze droite est coupée en Jeux parties égales
et en (leur parties inégales, le rectangle com-
pris sous les deux segmens inégaux de la droite
entière avec le quarré de la droite qui est placée.

4 entre les points de section, est égal au quarré de

r la moitié de cette droite. e
à I Qu’une droite quelconque AB (fig. 51) soit

coupée en deux parties égales au point C et en
deux parties inégales au point D :je dis que le
rectangle compris sous les droites AD, DE ,
avec le quarré construit sur CD, est égal au
quarré construit sur GB. .

Sur la droite B C construisez le quarré C E F B

( prop. 46. I ) , et conduisez la droite BE; par le
point D conduisez la droite DHG parallèle à l’une

ou à l’autre des droites CE, BF (prop. 51 . 1);
par le point H conduisez la droite KLM paral-
lèle à l’une ou à l’autre des droites CB , EF,

et enfin par le point A conduisez laldroite AK
parallèle à l’une ou l’autre des droites C L, B M.

Puisque le complément CH est égal au com-

plément HF ( prop. 45. I) , si nous ajoutons à
chacun de ces complémens le quarré DM , le
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rectangle total CM sera égal au rectangle total
DF; mais le rectangle CM est égal au rectan-
gle AL (prop. 56. 1 )’, puisque la droite AC est
égale à la droite CB : donc le rectangle AL est
égal au rectangle DF; donc si nous ajoutons
le rectangle CH à chacun de ces deux rectan-

- gles , le rectangle total AH sera égal aux rectan-

gles DF, DL; mais le rectangle AH est com-
pris sous les droites AD , DE , puisque la droite
DH est égale à la droite DE; or les rectangles
FD, DL forment le gnomon NOP : donc le
gnomon NOP est égal au rectangle compris
sous les droites AD , DE; donc si nous ajoutons
à chacune de ces deux quantités le quarré LG

qui est égal au quarré de C D ( corol.4. 2) , le .
gnomon NOP et le quarré LH seront égaux au! a
rectangle compris sous les droites AD , DB , et
au quarré construit sur CD; mais le gnomon
NOP et le quarré LG forment tout le quarré
C EFB est construit sur CB : donc le rec-
tangle compris sous AD , DB , avec le quarré
construit sur CD , est égal au quarré construit

sur CB.
Donc si une droite est coupéeem deux par-

ties égaleszet en deux parties inégales , le rec-
tangle compris sous les deux segmens inégaux
de la’droite totale [avec le quarré de la droite

5
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qui est placée entre les deux points de section ,
est égal au quarré de la moitié de cette drOite;

ce qu’il falloit démontrer; i

PROPOSITION VI.
THÉORÈME.

a

Si une ligne droite est coupée en deuxparties égales ,

et si on lui ajoute directement une droite’quel-

conque g le rectangle compris sous une droite
composée de la première droite et de la droite
ajoutée, et sous la droite ajoutée, avec le quarré

de la moitié de la première ligne droite, est égal

au quarré d’une droite composée de la moitié de

la première ligne droite et de la droite ajoutée.

I Qu’une ligne droite quelconque A3 ( fig. 52)

soit coupée endeux parties égales au point C;
qu’on lui ajoute directement une droite quel-
conque BD : je dis que le rectangle compris
souslAD, DE , avec le quarré de la droite CB ,
estégal au quarré de CD.

Sur la droite CD décrivez le quarré CEFD
( prop. 46. I ); conduisez la droite DE; par le
point B conduisez la droite BHG parallèle à l’une

ou à l’autre des droites CE, DF (prop. 51 . I);
par le point H conduisez la droite KLM parallèle
àl’une ou à l’autre des droites AD , EF, et enfin
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par le point A conduisez la droite AK parallèle
à l’une ou à’l’autre des droites CL, DM.

Puisque la droite AC est égale à la droite
CE, le rectangle AL sera égal au rectangle CH.
(prop.56. I); mais le rectangle CH’est égal au

rectangle HF (prOp. 45. I) : donc le rectangle
AL sera égal au rectangle HF; donc si nous
ajoutons à chacun de ces rectangles le rectangle
CM, le rectangle total AM sera égal au gnomon

NOP; mais le rectangle AM est compris sous
les droites AD, DB , car DM’est égal à DB
( corrol. 4. 2) ; donc le gnomon NOP est égal
à un rectangle qui est compris sous les droites
AD ,. DE; donc si nous ajoutons à chacune de
ces deux quantités le quarré LG qui est égal a

quarré construit sur CB , le rectangle compris
sous les droites AD, DB avec, le quarré cons-
truit sur BC sera égal au gnOmon NPO et au
quarré LG. Mais le gnomon NPO et le quarré

LG composent le quarré total CEFD qui est
construit sur CD : donc le rectangle compris
sous AD , DB avec le quarré construit surBC
est égal au quarré construit sur CD.

Donc si une ligne droite est coupée en deux
parties égales , et si on lui ajOute directement
une droite quelconque , le rectangle compris, a
sous une droite composée’de la première ligne

4
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droite et de la droite ajoutée , et sous la droite
ajoutée , avec le quarré de la moitié de la pre-
mière ligne droite, est égal au quarré d’une

droite composée de la moitié de la première
ligne droite et de la droite ajoutée; ce qu’il
falloit démontrer.

PROPOSITION VIL
THÉORÈME.

Si une droité est partagée en deux parties d’une

manière quelconque, le quarré de la droite en-
tière et le quarré de l’un de ses segmens égalent

le double du rectangle compris sous la droite
entière et ce segment et le quarré de l’autre

segment.

Qu’une droite quelconque AB (fig. 55) soit
partagée d’une manière quelconque au point C:

je dis que le quarré de AB et le quarré de BC
sont égaux au double du rectangle compris sous

AB, BC, et au quarré de AC. ’
Sur AB décrivez le quarré ADEB (prop. 46. I)

et construisez la figure.
Puisque le rectangle AG est égal au rectan-

gle GE (prop. 45. I ) , si nous ajoutons à l’un
et à l’autre le quarré C F , le rectangle AF sera

égal au rectangle CE : donc les rectangles AF,
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CE sont doubles du rectangle AF; mais les
rectangles AF , C E composent le gnomon
KLM et le quarré CF : donc le gnomon KLM
et le quarré C F- sont doubles du rectangle AF;
mais le double du rectangle compris sous les
droites AB , BC est double du rectangle AF, car
la droite BF est égale à la droite BC (cor. 4. 2):

donc le gnomon KLM et le quarré CF sont
égaux au’i rectangle compris sous les droites
AB, BC; donc si nous ajoutons à ces quantités
le quarré HN , qui est construit sur la droite AC ,

le gnomon KLM et les quarrés CF, HN seront
égaux au double du rectangle compris sous AB,
BC , et au quarré de AC; mais le gnomon KLM
et les quarrés CF, HN forment le quarré total
ADEB et le quarré CF qui sont construits sur
AB, BC : donc les quarrés de AB et de BC
sont égaux au double du rectangle compris sous
AB, BC, et au quarré de AC.

Donc si une droite est partagée en deux
parties d’une manière quelconque, le quarré
de la droite entière et le quarré de l’un de ses

segmens sont égaux au double du rectangle
compris sous la droite entière et ce segment ,
et au quarré de l’autre segment; ce qu’il falloit

démontrer.
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PROPOSITION V111:
THÉORÈME.

Si une droite est partagée en deux parties d’une

manière quelconque, le quadruple du rectangle
compris sous la droite entière et un de ses seg-
mens, avec le quarré de l’autre segment, est égal

au quarré construit sur la droite entière et le
premier segment, considérés comme ne formant

qu’une seule droite.

Que la droite AB ( fig. 54) soit partagée en
deux parties d’une manière quelconque au
point C : je dis que le quadruple du rectangle
compris sous les droites AB , BC avec lequarré
de AC , est égal au quarré construit sur les
droites AB, BC, considérées comme ne sfor-v
mant qu’une seule droite.

Prolongez la droite DB dans la direction de
AB; faites BD égal à CB ; décrivez sur AD le

quarré AEF D (prop.46. 2), et construisez une

dOuble figure. , IPuisque la droite CB est égale à la droite
BD, et que la droite CB est égale à la droite
GK ( prop. I ) , et la droite BD égale aussi
à la droite KN, la droite GK sera égale a la
droite KN; la droite QR est égale à la droite
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RP par la même raison. Puisque CB est égal
à BD, et GK égal à KN , le rectangle CK sera

» égal au rectangle BN , et le rectangle GR égal

au rectangle KP (prop. 56. 1); mais le rectangle
CK est égal au rectangle EN (prop. 45. I) , car
ils sont les complémens du parallélogramme CP:

donc le rectangle B N est égal au rectangle GR:

donc les quatre rectangles BN, KC , CR, RN
sont égaux entr’eux: donc ils sont le quadruple

’ du rectangle C K. De plus , puisque CB est égal i
à BD et que BD est égal à BK, c’est-à-dire à

CG (54. I ) , et CB égal à GK, c’est-à-dire à

GQ, la droite CG sera égale à la droite GQ;
or QR est égal à RP : donc le rectangle AG
est égal auirectangle MQ (prop. 56. I) , et
le-rectangle QL égal au rectangle EF; mais
le rectangle MQ est égal au rectangle QL
( prop. 45. I ) , puisqu’ils sont les complémens

du parallélogramme ML: donc les rectangles t
AG, RF sont égaux: donc les quatre rectangles
AG, MQ, QL, RF sont égaux entr’eux , et

tsont par conséquent quadruples du rectangle V
AG. Mais on a démontré que les quatre quarrés

CK, BN , GR, RN’, étoient quadruples du
quarré C K: donc les huit figures compo-

. sent le gnomon STV sont quadruples du rec-
tangle AK, et puisque le rectangle AK est



                                                                     

92 ÉLÉMENS
compris sous les droites AB , BD; car BK est
égal à BD (cor.4.2) , le quadruple du rec-
tangle AIS sera compris sous les droites AB ,
BD; mais il a été démontré que le gnomon

STV est quadruple du rectangle AK; donc le
rectangle qui est compris sous les droites AB ,
B D est égal au gnomon STV 5 donc si nous ajou-
tons à ces quantités égales le quarré OH qui est

égal au quarré de AC (cor. 2) , le quadruple
du rectangle compris sous les droites AB , BD,
et le quarré de AC seront égaux au gnomon
STV et au quarré OH; mais le gnomon STV
et le quarré OH comprennent tout le quarré
AEFD qui est décrit sur AD: donc le qua-
druple du rectangle compris sous les droites
AB, BC et le quarré de AC est égal au quarré

construit sur les droites AB, BC considérées
comme ne faisant qu’une seule droite.

Donc si une droite est partagée en deux par-
ties égales d’une manière quelconque , le qua-’

druple du rectangle compris sous la droite en-
tière et un de ses segmens et le quarré de l’autre

segment, sont égaux au quarré construit sur la

droite entière et le premier segment, consi-
dérés comme ne formant qu’une seule droite;
ce qu’il falloit démontrer.

n
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PROPOSITION 1X.

THÉORÈME.

r Si une droite est partagée en Jeux parties égales
et en Jeux parti-ers inégales, les quarrés’des

segmens inégaux sont doubles du quarré de la
moitié de cette imite et du quarré de la droite
interceptée entre les points de section.

Que la droite A3 ( 55 soit partagée en
deux. parties égales au point C et en deux par-
ties inégales au p0int D : je dis que les quarrés
de AD, DE sont doubles des quarrés de AC ,
C D.

Du point C conduisez une droite CE qui soit
perpendiculaire à la droite AB ( prop. 1 1. 1)à
faites la droite EC égale à l’une ou à l’autre des i

droites AC , CB , et menez. les droites EA, EB;
par le point D conduisez la droite DF parallèle
à la droite EC (prop. 51. I), et par le point F
conduisez la droite F.G parallèle à la droite AB,

et menez la droite AF.
Puisque la droite AC est égale à la droite

C E ,. l’angle E AC sera égal à l’angle. AE C

( prop. 5. I ) ;-et puisque l’angle ACEIest droit ,

les angles AEC , EAC seront égaux à un angle

droit (prop. 52. 1); mais ces deux-angles sont
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égaux entr’eux z donc chacun des angles AEC ,

EAC est la moitié d’un angle droit. Par la
même raison, chacun des angles CEB, EBC
est aussi la moitié d’un angle droit : donc l’an-

gle total AEB est droit. Puisque l’angle GEF
est la moitié d’un angle droit et que’l’angle

EGF eSt droit, car il est égal à l’angle intérieur

et opposé ECB prop. 29. I) , l’angle EFG
sera la moitié d’un angle droit : donc l’angle

GEF est égal à l’angle EFG : donc le côté EG

est égal au côté GF ( prop. 6. I). De plus, puis-
que l’angle EBD, est la moitié d’un angle droit ,

et que l’angle FDB est droit , car il est égal à
l’angle intérieur et opposé ECB, l’angle BFD

sera la moitié d’un angle droit : donc l’angle

FB D est égal à l’angle DFB : donc le côté DF

est égal au côté DB (prop. 6. I). Puisque’la

droite AC est égale à la droite CE,- le quarré

deACsera égal au quarré de CE : donc les
quarrés de AC, CE sont dOubles du quarré
de AC; mais le quarré de EA est égal aux
quarrés de AC, CE (prop. 47. I) , puis l’angle

ACE est droit : .donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus, puisque
EG est égal à ,GF et que le quarré de EG est
égal au quarré de G17,- les quarrés de EG, GF

seront doubles du quarré de CF; mais le quarré
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de E F est égal aux quarrés de E G , G F
( prop. 47. I ) : donc le quarré de EF est dou-
ble du quarré de CF; mais la droite GF est

l égale à la droite CD (prop. 54. 1) : donc le
quarré EF est double du quarré de CD; mais
le quarré de AE est double du quarré de AC :
donc les quarrés de AE , EF sont doubles des
quarrés de AC, CD; cor le quarré de AF est
égal aux quarrés de AE , EF (prop. 47. 1),
puisque l’angle AEF est droit: donc le quarré
de AF est double des quarrés de AC, CD;
mais les quarrés de AD , DF sont égaux au
quarré de AF (prop. 47. 1), car l’angle ADF

est droit: donc les quarrés de AD,,DF sont,
doubles des quarrés de AC, CD; or la droite
DF est égale à la droite DB : donc les quarrés
de AD , DB seront doubles des quarrés de AC,

CD. r : -Donc si une droite est partagée en deux
parties égales et en deux parties inégales ,, les

. quarrés des deux segmens inégaux. sont doubles

.. duquarré de la moitié de cette droiteet du
. quarré de la droite interceptée entre les deux
, points de section; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION X. I

THÉORÈME.

Si une ligne droite est coupée en deux parties
égales , et si on lui ajoute directement une
droite’quelconque, le quarré d’une droite com- V

posée de la ligne droite entière et de la droite
ajoutée, et le quarré de la droite ajoutée, sont

doubles du quarré de la moitié de cette ligne
droite et du quarré d’une droite composée de

la moitié de cette ligne droite et de la droite
ajoutée, comme ne faisant qu’une seule droite.

Que la droite AB 56) soit partagée en
deux parties égales au point C ,i et qu’on lui
ajoute directement une droite quelconque B DE
je dis que les quarrés de AD , DE sont doubles
des quarrés de AC, CD.

Du point C conduisez la droite CE perpen-
diculaire sur AB ( prop. I I . I ); faites la droite
CE égale à l’une ou à l’autre des droites AC ,

CB; menez les droites AE , EB; par le point
E conduisez la droite EF parallèle à la droite
AD ,À et par le point D conduisez la droite DF
parallèle à la droite CE. Puisque la droite EF
tombe sur les parallèles EC, FD, les angles CEF ,
EFD sont égaux à deux droits ( prop. 29. 1) :
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idonc les angles FEB , EFD sont moindres que
deux-angles droits; or deux droites se rencon-
trent quand elles sont prolongées à l’infini du

t côté où elles forment deux angles moindres que

deux droits ( ax. I I) : donc les droites EB,
FD, prolongées du côté BD, se rencontreront.

Prolongez ces droites, et supposons qu’elles se
’ rencontrent au point G; menez la droite AG.

Puisque la droite AC est égale à la droite
’ CE , l’angle AEC sera égal. à l’angle EAC

’ (prop. 5. I) ; or l’angle ACE est droit : donc

I chacun des angles EAC, AEC est la moitié
’ d’un angle droit (prOp. 52’. 1). Par la même

raison, chacun des angles CEB, EBC est la
moitié d’un angle droit :» donc l’angle AEB est

’ "droit. Puisque l’angle EBC est la moitié d’un

angle droit, l’angle DBG est aussi la inoitié
’ d’un angle droit (prOp. I5. I Mais l’angle

EDG est droit (prop. 29. I ) , car il est égal à
l’angle alterne DCE : donc l’angle DGB est la
moitié d’un angle droit : donc l’angle DGB est

égal à l’angle DBG. : doucie côté BD est égal

au côté GD (prop. 6. 1 De plus , puisque
l’angle EGF est la moitié d’un angle droit , et

que l’angle EFD est droit , car il est égal à l’an-

gle opposé ECD ( prop. 54:1) , l’angle FEG
- est la moitié d’un angle. droit : donc l’angle

G
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EGF est égal à l’angle FEG : donc le côté GF

est égal au côté EF (prop. 6. I ); et comme la
droite EC est égale à la droite CA , le quarré de

EC est égal au quarré de AC : donc les quarrés

de EC , CA sont doubles du quarré de CA. Or
le quarré de EA est égal aux quarrés de EC,

CA (prOp. 47. 1) : donc le quarré de EA est
double du quarré de AC. De plus , puisque la
droite GF est égale à la droite EF, le quarré
de F G est égal au quarré de F E : donc les
quarrés de FG , FE sont doubles du quarré de
EF ; or le quarré de EG est égal aux quarrés

de GF, FE (prop. 47. 1) : donc le quarré de
EG est double du quarré de EF ; mais la droite
EF est égale à la droite CD : donc le quarré
de EG est double du quarré de CD; mais on
a démontré que le quarré de EA est double du

quarré de AC: donc les quarrés de AE, EG
sont doubles des quarrés de AC , C D; mais le,
quarré de AG est égal aux quarrés de AE , EG

(prop. 47. I) : doucie quarré de AG est double
des quarrés de AC, CD. Or les quarrés .de AD,
D G sont égaux au quarré de AG ( prop. 47. 1).:

donc les quarrés de AD, DG sont. doubles des
quarrés de AC , CD; mais la droite DG est
égale à la droite DB : donc les quarrés de AD,
D’B sont doubles des quarrés de AC , CD.
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Donc si une ligne droite est partagée en deux

parties égales, et si on lui ajoute directement
une droitei’quelconquc , le quarré d’une droite ’7’ V l il

composée de la ligne droite entière et de la
droite ajoutée , et le quarré de la droite ajoutée,

sont doubles du quarré de la moitié de la ligne
droite et au quarré d’une droite composée de

la moitié de ligne droite et de la droite
ajoutée comme ne faisant qu’une seule droite; I
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION x1.
PROBLÈME.

Partager une droite donnée de manière que le
rectangle compris sous la droite entière et l’un
de ses segmens , soit égal au quarré de l’autre

segment. .Soit AB (fig. 57) la droite donnée : il faut
partager la droite AB de manière que le rec-
tangle compris sous la droite entière et l’un de

’Ses segmens , soit égal au quarré de l’autre seg-

ment. .
Sur la droite AB décrivez le quarré AB’DC

(prOp. 46. 1 ), partagez la droite AC en deux"
parties égales en E ( prop. Io. 1),,et menez la
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vers F; faites-la droite EF égale à la droite1BE
( prop. 5. I ), décrivez sur AF le quarré FH ,
et prolongez la droite GH vers K : je dis que
la droite AB est partagée en H de manière que
le rectangle compris sous AB et BH est égal au

quarré de AH. ’
’ Puisque la droite AC est coupée en deux

parties égales en E; si nous lui ajoutons directe-
ment la droite AF, le rectangle compris sous les
droites CF, FA et le quarré de AE, pris ensem-
ble, seront égaux au quarré de EF ( prop. 6. a);

mais la droite EF est égale à la droite EB :
donc le rectangle compris sous C F, F A et le
quarré de AE , pris ensemble , sont égaux au
quarré de EB ;, mais les quarrés de BA, AE
sont égaux au’quarré de EB ( prop. 47a. I), car

l’angle BAE est droit; donc le rectangle com-
pris sous C F, FA avec le quarré de AE est égal

aux quarrés de BA, AE. Donc , si on retran-
che le quarré de AE qui est commun , le rec-

tangle compris sous CF, FA sera égal au quarré

de AB; mais le rectangle FK est compris sou’s

les droites CF, FA , puisque la droite AF. est
égale à la droite FG, et le quarré de AB est
égal au quarré AD : donc le rectangle F.K est
égalau quarré AD : donc , si l’on retrancllexle

rectangle commun AIS , le quarré F H sera égal
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au rectangle HD l; mais le rectangle HD est ,
compris sous les droites AB, BH, puisque AB
est égalàWBD et que FH est le quarré de AH;

donc le: rectangle compris sous AB, BH sera
égal. au quarré de AH. v

. Donc la droite AB est coupée au point H , de
manière que le rectangle c0mpris sous AB , EH
est égal au quarré de AH; ce qu’il falloit faire. l

PROPOSITION X11.
THÉORÈME. .

Dans les triangles obtus angles , le quarré du côté

opposé à l’angle obtus est égal aux quarrés des

deux côtés qui comprennent l’angle obtus, et

au double du rectangle compris sous le côté de
l’angle obtus qui est prolongé jusqu’à la per-

pendiculaire abaissée du sommet de l’ angle
opposé et sous la’droite interceptée entre la

perpendiculaire et le sommet de l’angle obtus.

’ Soit ABC (fig. 58) un triangle obtus angle
dont l’angle BAC est obtus; dupointB corn-
duisez une perpendiculaire BD sur le côté pr’o-
longé CA: je dis que le quarré de BC est égal

aux quarrés de BA, AC , et au double du rec-
tangle compris sons les droites CA , AD.

Puisque la, droite C D est coupée d’une ma-

5
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nière quelconque au point A, le quarré de Cl)
sera égal aux quarrés de CA, AD, et au double
du rectangle compris sous les droites ÇA; AD
(prop.v4. a): donc si on ajoute à ces quantités
égales le quarré de DB , les quarrés de C D , DE

seront égaux aux quarrés de CA, AD, DB , et
au double du rectangle compris sous les droites
CA, AD; mais le quarré de CB est égal aux
quarrés de CD, DE (prop. 47. I ), car l’angle
CDB est droit, et le quarré de AB est égal aux
quarrés de AD, DB z donc le quarré de CE est

r égal aux quarrés de ’CA, AB , et au double du

rectangle compris sous les droites ÇA, A D.
Donc dans les triangles obtus angles le quarré

du côté opposé à l’angle obtus est égal aux

quarrés des deux côtés comprennent l’an-

gle obtus et au double du rectangle compris
sous le côté de l’angle obtus qui est prolongé

jusqu’à la perpendiculaire abaissée du sommet

de l’angle opposé et sous la droite interceptée

entre la perpendiculaire et le sommet de l’angle
obtus; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION X111.

fluxionnaire.
Dans les triangles acutangles, le quarré d’un côté

opposé à un angle aigu est égal aux quarrés

des côtés qui comprennent cet angle aigu moins

le double du rectangle compris sous le côté de

l’angle aigu sur lequel tombe la perpendicu-
laire abaissée du sommet de l’angle opposé et

sous la droite interceptée entre cet angle aigu
et la perpendiculaire.

Soit le triangle acutangle ABC ( fig. dont
A l’angle B’est aigu; du point A conduisez sur la

droite BC la perpendiculaire AD : je dis que
le quarré de AC égale les quarrés de CB, BA ,

moins le double du rectangle compris sous les
droites CB , B D.

Puisque la droite CB est cpupée d’une ma-

nière quelconque au point D , les quarrés de
CB , B D seront égaux au double du rectangle
compris sous les droites CB, BD, et au quarré
de DC (prop. 7. 2) : donc si nous ajoutons à
ces quantités égales le quarré de AD , les quarrés

de CB, BD, DA seront égaux au double du
rectangle compris sous les droites CB, BD, et
aux quarrés de AD , DC; mais le quarré de AB

4

l
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est égal aux quarrés de BD, DA ( prop. 47. r),
car l’angle ADB est droit, et le quarré de AC

est égal aux quarrés de AD, DG : donc les
quarrés de CB , BA sont égaux au quarré de AC

et au rectangle compris sous les droites CB,
BD : d0nc le quarré de AC égale les quarrés

de CB, BA, moins le double du rectangle com-
pris sous CB, BD.

Donc dans les triangles acutangles le quarré
d’un côté opposé à un angle aigu est égal au

quarré des deux autres côtés qui compren-
nent l’angle moins le dOuble du rectan-
gle compris sous le côté de l’angle aigu sur

lequel tombe la perpendiculaire abaissée du
sommet de l’angle opposé et sous la droite in-

terceptée entre la perpendiculaire et cet angle
aligna).

L, (i) Cette proposition est encore vraie, lors même
, que l’angle A est droit ou obtus.
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PROPOSITION XIV.
PROBLÈME.

Construire un quarré égal à une figure rectiligne
donnée.

Soit A ( fig. 60) la figure rectiligne donnée :
’ il faut construire un quarré soit égal à cette

figure. ’ . ’Construisez un rectangle BD égal à la figure
rectiligne donnée A (prop.45. I). Silo côté BE
étoit égal au côté ED, on auroit déjà fait ce

qu’on proposoit, car le quarré BD auroit été.

construit égal à la figure rectiligne A. Si, au
contraire , l’un des côtés BE, ED est plus grand

que l’autre, et si le côté BE est le plus grand,

prolongez-le vers F, et faites EF égal à ED
(prop. 5. t); ayant ensuite partagé la droite F B
en deux parties égales au point G, du point G
et avec un intervalle égal à l’une ou à l’autre

des droites GB, GF, décrivez la demi-circon-
férence BHF (dem. 5 ) , prolongez DE jusqu’en

H, et menez la droite GH.
Puisque la droite BF est partagée en deux

parties égales au point G et en deux parties
inégales au point E, le rectangle compris sous -
les droites BE , E F et le quarré de EG, seront
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égaux au quarré de GF (prop. 5. a); mais la
droite GF est égale à la droite GH : donc le
rectangle compris sous les droites BE, EF et
le quarré de EG seront égaux au quarré de
GH; mais les quarrés de HE , GE sont égaux
au quarré de GH ( prop. 47. 1 ) : donc le rec-
tangle compris sous les droites BE, EF et le
quarré de GE, pris ensemble , sont égaux aux
quarrés de HE , G’E: donc , si nous retranchons

le quarré commun’GE, le rectangle compris
sous les droites BE, EF sera égal au quarré de

EH; mais le rectangle compris sous les droites
BE , E F , est le parallélogramme B D , puisque
la droite EF est égale à la droite ED : donc le
parallélogramme BD est égal au quarré de HE;

or le parallélogramme BD est égal , par cons-
truction , à la figure rectiligne A : donc la figure
rectiligne A est égale au quarré" construit sur

la droite EH. lDonc le quarré construit sur la droite EH
est égal à la figure rectiligne donnée A ç ce qu’il

falloit faire. . 4
FIN DU SECOND LIVRE.
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LIVRE III.
DÉFINITION&

I . LES cercles égaux sont ceux dont les dia-
mètres sont égaux, ou ceux dont les droites
menées des centres aux circonférences sont
égales. ’

2. Une droite qui touchant le cercle et
étant prolongée ne le coupe point, est appelée

tangente du cercle. l5. Les cercles qui se touchant ne se cou--
pent point, sont appelés cercles tangens.

4. Dans le cercle on dit que les droites sont
également éloignées du centre , lorsque les per-

pendiculaires menées du centre sur ces droites
sont égales.

5. On dit qu’une droite est plus éloignée du

centre lorsque la perpendiculaire qui tombe sur

elle est plus grande. ’
ô. Un. segment de cercle est une figure qui

est comprise entre une droite et la circonfé-
rence du cercle.
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I 7. L’angle du segment est Celui qui est com-

pris par une droite et la circonférence du cercle.
8. Un angle est dans le segment, lorsque l’on

prend un point quelconque dans la circonfé-
rence du segment , et que l’on conduit de ce
point deux lignes droites aux extrémités de la
droite qui est la base du segment; l’angle est
compris par les deux lignes droites qui ont été
menées d’un point de la circonférence.

9. Mais lorsque les droites qui comprennent
l’angle embrassent une portion de la cimenté-4»

rence, cet angle-est dit appuyé sur la circon-

férence. Ia 10. Un secteur de cercle est une figure com-
prise entre deux rayons qui font un angle au
.centre et la portion de la circonférence qu’em-

brassent ces deux rayons. 1
1 I . Les segmens des cercles sont semblables,

lorsqu’ils reçoivent des angles égaux ou lorsque

les angles qu’ils Contiennent sont égaux entre

eux ( I
t

(i) Une droite menée du centre à la circonférence
se. nomme rayon. Une droite menée d’un point de la
circonférence à une autre se nomme corde. On nomme
arc une portion de la circonférence.
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PROPOSITION PREMIÈRE.-

Àr.n o a L Ê M a.

Trouver le centre d’un cercle donné.

Soit ABC (fig. 61 ) le cercle donné : il faut

trouver le centre du cercle ABC. a
Conduisez dans le cercle une droite quel-

conque AB , partagez-la en deux parties égales
au point D (prop. 10. I); du point D élevez une
perpendiculaire DC sur AB (prOp. I I . I ) , pro-
longez la droite D C jusqu’en E , et partagez CE

en deux parties égales au point F : je dis que le
point F est le centre du cercle ABC.

Car supposons que le point F ne le soit pas ,
et que ce soit le point G , si cela est possible.
Conduisez les droites GA , G D , G B. Puisque
la droite AD est égale à la droite DB et que la
droite’DG est commune , les droites AD,
DG seront égales aux deux droites DB, DG,
chacune à chacune; mais la base GA est égale "
à la base GB , puisque ce sont deux droites
menées du centre à la circonférence (défi 1 5. I):

donc l’angle AD G est égal à l’angle G DB,

(prop. 8. I ); mais lorsqu’une droite tombant -
sur une autre droite fait avec elle les angles de
suite égaux, chacun de ces angles’égaux est
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droit ( déf; 10. I ) : donc l’angle GDB est droit;

mais l’angle FDB est droit aussi : donc l’angle

FDB est égal à l’angle CDB; c’est-à-dire que

le plus grand est égal au plus petit , ce qui est
impossible : donc le point G n’est pas le centre

du cercle ABC. On démontrera de la même
manière que tout autre point , excepté le point
F, n’est pas le centre du cercle.

Donc le point F est le centre du cercle.

c o R o L L A 1 a E.
De la il suit évidemment que si dans un cer-

cle une droite en coupe une autre en deux
parties égales en faisant avec elle deux angles
droits, le centre du cercle est placé dans la
droite sécante.

PROPOSITION Il.
T n si O a È M E.

Si l’on prend deux points quelconques dans la
circonférence d’un cercle, la droite qui joint ces

deux points tombera dans le cercle.

Soit le cercle ABC (fig. 62) ; qu’on prenne,
deux points quelconques A , B , dans la circon- -
férence de ce cercle : je dis que la droite qui
est menée du point A au point B, tombe dans

le cercle. ’
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Si cette droite ne tombe pas dans le cercle,

supposons, s’il est poSsible, qu’elle tombe en

dehors, en AEB par exemple; cherchez le cen-
tre du cercle ABC (prop. 1 . 5) , supposons que
D soit ce centre; menez les rayons AD, DE ,
et prolongez DF jusqu’en E. ’

Puisque la droite DA est égale à la droite DB,
l’angle DAE sera égal à l’angle DBE (prop. 5. I) ;

et puisque l’on a prolongé un côté AEB du

triangle DAE , l’angle DEB sera plus grand que
l’angle DAE (prop. 16. i ); mais l’angle DAE
est égal à l’angle DBE : donc l’angle DEB est plus

grand que l’angle DBE; mais le plus grand côté

est Opposé à un plus grand angle ( prop. I 8. 1) :

donc la droite DE est plus grande que la droite
DE; mais la droite DF est égale à la droite DB:

donc la droite DF est plus grande que la droite
DE; c’est-à-dire que la plus petite surpasse la
plus grande, ce qui est impossible : donc la droite
menée du point A au point B ne tombe pas hors
du cercle. Nous démontrerons de la même ma-
nière qu’elle ne tombe pas dans la circonfé-

rence : donc elle tombe en-dedans du cercle.
Donc si l’on prend deux points quelconques

de la circonférence , la droite qui joint ces
deux points tombe en-dedans du cercle; ce
qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION m.

THÉORÈME.

Si dans un cercle une droite qui passe par le centre
coupe en deux parties égales une droite qui ne
passe pas par le centre , la première droite cou-

pera la seconde à angles droits; et si la pre-
mière coupe la seconde à angles droits, elle la
coupera en deux parties égales.

I Soit le cercle ABC ( fig. 65 ); supposons que
v la droite C D menée dans le cercle par le centre

coupe la droite AB, qui ne. passe pas par le
centre, en deux parties égales au point F :’je
dis que la première droite coupe la seconde à

angles droits. ’ vCherchez le centre du cercle ABC (prop. I . 5);
supposons que son centre soit le point E , coi]-
duisez les droites EA , EB.

Puisque la droite AF est égale à la droite
FB et que la droite F E est’commune , les deux

i droites AF, EF sont égales aux deux droites
FB , FE; mais la base EA est égale à la bâse

i EB : donc l’angle AF E sera égal à l’angle BFE

’ (prop. 8. I); mais lorsqu’une droite tombant

sur une autre droite fait les angles de suite
égaux entr’eux , chacun de ces angles est droit:
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donc chacun des angles AFE , BFE est droit:
donc la droite C D , menée par le centre et cou-
pant en deux parties égales la droite AB ne
passe pas par le centre , coupe la droite AB à
angles droits.

Si la droite C D coupe la droite AB à angles
droits , je dis qu’elle la coupe aussi en deux
parties égales , c’est-à-dire que la droite AF est

égale à la droite FB.

Faites la même construction ; puisque la
droite EA est égale à la droite EB , l’angle
EAF sera égal à l’angle EBF (prop.5. 1);
mais l’angle droit AFE est égal à l’angle droit

BFE : donc les deux triangles EAF , EBF
auront deux angles égaux à deux angles , chacun
à chacun , et un côté égal à un côté , c’est-à-dire

un côté commun qui est Opposé à un des angles

égaux: donc ces deux triangles auront les autres
côtés égaux aux autres côtés ( prop. 26. 1) :

donc la droite AF est égale à la droite BF.
Donc si dans un cercle une droite qui passe

par le centre coupe en deux parties égales une
autre droite qui ne passe pas par le centre,
la première coupera la seconde à angles droits;
et si la première coupe la seconde à angles

a droits , elle la coupera en deux parties égales;
ce qu’il falloit démontrer.

H
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PROPOSITION 1v.
THÉORÈME.

Si dans un cercle (leur droites qui ne passent
point par le centre se coupent, elles ne se cou-s
parant point en Jeux parties égales.

’ Soit le cercle ABCD ( fig. 64) , et supposons

que les deux droites AC , BD, qui ne sont point
conduites par le centre , se coupent mutuelle-
ment au point E : je dis qu’elles ne se coupent
point en deux parties égales.

Supposons, s’il est possible, qu’elles se cou-

pent en deux parties égales , de manière que AE

soit égal à EC et BE égal à ED : prenez le
centre du cercle ABCD , et supposons que son
centre soit le point F; menez FE.

Puisque la droitetFE, conduite par le centre,
coupe en deux parties égales la droite AC qui
n’est point conduite par le centre , la première
coupera la seconde à angles droits ( prop. 5. 5) :
donc l’angle FEA est droit. De plus , puisque
la droite FE coupe en deux parties égales la
droite B D n’est pas conduite par le centre ,
la première coupera la seconde à angles droits :
donc l’angle FEB est droit. Mais on a démon-
tré que l’angle FEA est droit aussi : donc l’an-
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gle F EA est égal à l’angle FEB; c’est-à-dire

que le plus petit est égal au plus grand , Ce qui

est nnpossihle : donc les droites AC , BD ne
se coupent point en deux parties égales.

Donc si dans un cercle deux droites qui ne
sont point conduites par le centre se coupent
mutuellement, elles ne se couperont point en
deux parties égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V.
THÉORÈME.

Si deux. cercles se coupent mutuellement, ils
n’auront pas le même centre.

Que les deux cercles ABC , CDG (fig. 65)
se coupent mutuellement aux deux points B , C :
je dis qu’ils n’auront pas le même centre. v

Supposons , s’il est possible; qu’ils aient le

même centre et que ce centre soit-le pointïE;
après avoir conduit la droite EC , .conduiseztla
droite EFG d’une manière quelconque.

Puisque le point E est le centre du cercle.
ABC , la droite EC sera égale à la droite El?
( déf. I5.”’1 De plus , puisque le point E est
le Centre’du cercle CDG, la droite ’E’C sera
égale’à la droite EG. Mais on a démontré que

la droite EC est égale à la droite EF : donc la
2
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’ droite EF est égale à la droite EG , c’est-à-dire

que la plus petite est égale à la plus grande ,
ce qui est impossible. Donc le point E n’est
pas le centre des cercles ABC , CDG.

Donc si deux cercles se coupent mutuelle-
ment , ils n’auront pas le même centre; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION VI.
THÉORÈME.

Si Jeux cercles se touchent intérieurement, ils
n’auront pas le même centre.

Que les deux cercles ABC , CDE (fig. 66)
se touchent intérieurement au point C : je dis
qu’ils n’auront pas le même centre.

Supposons que cela se puisse et que leur centre
soit le point F; après avoir conduit la droite
FC, conduisez d’une manière quelConque la
droite F E B.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC, la droite FC est égale à la droite FB.
De plus, puisque le point F est le centre du
cercle CDE, la droite FC est égale à la droite
FE. Mais on a démontré que la droite FC est
égale à la droite F B : donc la droite FE est
égale à la droite FB; c’est-à-dire que la plus
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petite est égale à la plus grande , ce est
impossible : donc le point F n’est point le centre

des cercles ABC , CDE.
Donc si. deux Cercles se touchent intérieure-

ment , ils n’auront pas le même centre; ce qu’il

falloit démontrer. ’

PROPOSITION VIL
stationniez:

Si dans le diamètre d’un cercle on prend un point

quelconque qui ne soit pas le centre de ce cer-
cle, et si de ce point on conduit des droites à
la circonférence, la plus grande sera celle qui

passera par le centre, et la plus petite sera le
reste du diamètre; quant aux autres droites,
celle qui sera plus proche de celle qui passe par
le centre sera plus grande que celle qui en est
plus éloignée ,- et enfin du même point on ne peut

* conduire de part et d’autre de la plus petite que

deux droites qui soient égales.

Soit le cercle ABCD (fig. 67) , que AD soit
son diamètre , prenez un point quelconque F
ne soit pas le centre de ce cercle , que le centre
du cercle soit le point E; du point F condui-
sez à la circonférence ABCD les droites FB,
.FC, FG: je dis que la droite FA est la plus

. 5
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grande , que la droite FD est la plus petite , set
que parmi les autres la droite FB est plus grande I
que la droite FC , et que lâ droite FC est plus

grande que la droite FG. . I -
Conduisez les droites DE , CE , GE.
Puisque deux côtés d’un triangle sont plus

grands que le côté restant ( pr0p. 21 . I ) , les

droites EB , EF seront plus grandes que la
droite B F; mais la droite AE est égale à la
droite BE : donc les droites BE , EF sont égales

à la droite AF : donc la droite AF est plus
grande que la droite BF.. De plus , puisque la
droite BE est égale à la droite CE et que la
droite EFest commune , les deux droites BE,
E Fsont égales aux deux droites CE , EF; mais
l’angle BEF est plus grand que l’angle CEF:

donc la base B F est plus grande que la base C F
( prop. 24. I ); par la même raison la base
est plus grande que la base FG.

De plus , puisque les droites GF, FE sont
plus grandes que la droite EG , et que la droite
EG est égale à’la’drOite ED, les droites GF, FE

seront plus grandes quevla droite ED : donc si
on retranche la droite commune EF, la droite

’ restante GF sera plus grande quela droite res-
tante F D : donc la droite FA est la plus grande ,
et la droite FD la plus petite : dOnc la droite F B
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est plus grande que la droite FC, et la droite FC
plus grande que la droite FG.

Je dis aussi que du point F, on ne peut con-
duire à la circonférence ABCD, de part et d’autre

de la plus petite FD, que deux droites égales;
car sur la droite EF et au point donné E pris
sur cette droite construisez l’angle FEH égal
à l’angle GEF (prop. 25. 1) , et conduisez la
droite FH. Puisque la droite GE est égale à la
droite EH et que la droite EF est commune ,
les deux droites G E, EF sont égales aux deux
droites HE, EF; mais l’angle GEF est égal à

l’angle HEF par construction : donc la base
FG sera- égale à la base FH (prop. 4. I) : je dis

que du point F on ne peut conduire une autre
droite égale à FG. Car supposons que cela se
puisse , et que ce soit la droite FK; puisque la
droite FK est égale à FG, et que FH est aussi
égale à FG , la droite FH sera égale à la droite

F K , c’est-à-dire que la droite qui est plus près

de celle qui passe par le centre est égale à celle
qui en est plus éloignée ; ce qui ne peut être.

AUTREMENT.
Conduisez la droite EK; puisque la droite

CE est égale à la droite EK, que la droite FE
est commune , et que la base GF est égale à la

4
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’Îbase FK , l’angle GEF sera égal à l’angle KEF

( prop. 8. I ); mais l’angle GEF est aussi égal à

l’angle HEF : donc l’angle HEF sera égal à

l’angle KEF , c’est-à-dire que le plus petit est

égal au plusggrand; ce est impossible: donc
par le point F on ne peut pas conduire à la cir-
conférence une autre droite qui soit égale à GF :

donc on n’en peut conduire qu’une seule.

. Donc si dans le diamètre d’un cercle on prend

un point quelconque qui ne soit pas le centre
de ce cercle, et si de ce point on conduit des
droites à la circonférence , la plus grande sera

celle passe par le centre, et la plus petite
sera le reste du diamètre; quant aux autres
droites, celle qui sera plus proche de celle qui
passe par le centre sera plus grande que celle
qui en est plus éloignée; et enfin du même
point on ne peut conduire de part et d’autre
de la plus petite que deux droites. soient
égales; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION V111.

THÉORÈME.

Si l’on prend un point quelconque hors d’un cer-

cle, et si de ce point on conduit à ce cercle plu-
sieurs droites dont l’une passe par le centre et
dont les autres passent par-tout où l’on voudra ;

parmi les droites qui vont à la circonférence
concave , la plus grande est celle qui passe par
le centre; celle qui est plus près de celle qui
passe par le centre est plus grande que celle
qui s’en éloigne davantage; mais parmi les
droites qui vont à la. circonférence convexe,
la plus petite est celle qui est comprise entre le
point pris hors du cercle et le diamètre; et celle
qui est plus près de la plus petite est plus courte
que celle qui s’en éloigne davantage ; enfin de

ce point on ne peut mener à la circonférence
et de part et d’autre de la plus petite que deux
droites qui soient égales.

Soit le cercle ABC (fic. 68), et hors de ce
cercle soit pris un point quelconque D; de ce
point menez à ce cercle les droites DA, DE, DF,

DC , et supposons que DA passe par le centre:
je dis que de toutes les droites qui vont à la cir-
conférence concave AEFC , la droite DA, qui

I
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passe par le centre, est la plus grande , et que
celle qui est plus près de celle qui passe par le
centre est plus grande que celle qui s’en éloigne

davantage , c’est-à-dire que la droite DE est plus

grande que la droite DF , et la droite DF plus
grande que la droite DC ; mais parmi les droites
qui vent à la circonférence convexe HLKG ,
celle qui est comprise entre le point D et le
diamètre AG est la plus petite, et celle qui
est plus près de la plus petite est toujours plus
courte que celle qui s’en éloigne davantage;
c’est-à-dire que la droite DK est plus courte
que la droite DL, et la droite DL plus courte
que la droite DH.

Cherchez le centre du cercle ABC (prop. 1 . 5),
supposons que M soit-ce centre; conduisez les
droites ME, MF,.MC, MK, ML, MH.

Puisque la droite AM est égale à la droite
EM , si nous leur ajoutons une droite com-
mune M D , la droite AD sera égale aux droites
EM , MD; mais les droites EM, MD sont plus.
grandes que la droite ED ( prop. 20. 1) : donc

I la droite AD est plus grande que la droite ED.
De plus , puisque la droite ME est égale à la
droite M F, et que la droiteIMD est commune ,
les droites EM , MD seront égales aux droites
MF , MD; mais l’angle EMD est plus grand
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que l’angle FMD: donc la base ED sera plus i
grande que la base FD (prop. 24. I). Nous dé-
montrerons de la même manière que la droite
FD est plus grande que la droite CD z donc la

. droite DA est la plus grande , la droite DE est
plus grande que la droite DF , et la droite DF
plus grande que la droite CD.

De plus, puisque les droites MK, KD sont
plus grandes que la droite MD ("prop. 20. i ),
et que la droite MG est égale à la droite MK,
la droite restante KD sera plus grande que la

1 droite restante GD : donc la- droite GD est plus
petite que la droite KD : donc elle est la plus
petite. Si des extrémités du côté MD du trian-J

gle MLD on conduit intérieurement les droites

MK, KD, les droites MK, KD seront plus
petites que les droites ML, LD (prop. 2111) ;’
mais la droite MK est égale à la droite ML z.
donc la droite restante DK est plus petite que
la droite restante DL. Nous démontrerons de
la même manière que la droite DL est plus
petite que la droite DH : donc la droite DG

I est la plus petite, et la droite D K est plus petite
’ que la droite DL, et la droite DL plus petite

que la droite DE. i IJe dis encore que du point D on ne peut con-
duire au cercle, de part et d’autre de la plus
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petite , que deux droites égales. Construisez sur
la droite MD, et au point donné M , un angle
DMB égal à l’angle KMD, et conduisez DE.

Puisque la droite MK est égale à la droite MB

et que la droite MD est commune, les deux
droites KM, MD sont égales aux deux droites
BM , MD , chacune à chacune ; mais l’angle
KMD est égal à l’angle BMD : donc la base D K

est égale à la base DB (prop. 4. r) : je dis qu’il

est impossible de conduire du point D au cer-
cle ABC une autre droite soit égale à la
droite DIS. Supposons que cela se puisse et
que cette droite soit DVN; puisque la droite DK
est égale à la droite DN et la droite DB égale
aussi à la droite DK , la droite DE sera égale à la

droite DN , c’est-à-dire que la droite qui est plus

près de la plus petite est égale à la droite
s’en éloigne davantage; ce a été démontré

impossible.

AUTREMENT.
. Conduisez la droite MN ; puisque la droite

KM est égale à la droite MN , que la droite MD

est commune et que la base DK est égale à la
base DN , l’angle KM D sera égal à l’angle DMN .

(prop. 8. 1 ); mais l’angle KMD est égal à l’an-

gle BMD : donc l’angle BMD est égal à l’angle
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ixÈ’ND, c’est-à-dire que le plus petit est égal au

plus grand, ce qui est impossible : donc il est
impossible de conduire du point D au cercle
ABC, et de part et d’autre de la plus petite
droite GD , plus de deux droites égales.

Donc si l’on prend un point quelconque hors
d’un cercle , et ’si de ce point on conduit à ce

cercle plusieurs droites dont l’une passe par le

centre et dont les autres passent par-tout où
l’on voudra; parmi les droites vont à la cir-
conférence concave , la plus grande. est celle
qui passe par le centre; celle qui est plus près
de celle qui passe par le centre est plus grande
que celle qui s’en éloigne davantage ; mais
parmi les droites vont à la circonférence
convexe , la plus petite est celle est com-
prise entre le point pris hors du cercle et le
diamètre; et celle qui est plus près de la plus
petite est plus courte que celle qui s’en éloigne

davantage ; enfin de ce point on ne peut mener
à la circonférence, et de part et d’autre de la

plus petite , que deux droites qui soient égales;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION 1x.
THÉORÈME.

Si dans un cercle l’on prend un point quelconque,

et si parmi les droites menées de ce point à la
circonférence il en a plus de deus" qui soient
égales entr’elles , ce point sera le centre du

cercle.

Soit le cercle ABC ( fig. , que dans ce
cercle l’on prenne le point D et qu’il y ait plus

de deux droites égales entr’elles qui aillent de
ce point à la circonférence, c’est-à-dire les
droites DA , DE , DC : je dis que le point D est
le centre du cercle ABC.

Conduisez les droites AB , BC , et partagez-
les en deux parties égales aux points E , F
( prop. 10. 1 ); conduisez les droites ED, DF,
que vous prolongerez vers les points G, K, H, L.

Puisque la droite AE est égale à la droite EB,

et que la droiteED est commune, les-deux
droites AE , E D seront égales aux deux droites

. BE, ED, mais la base DA est égale à la base
DE : donc l’angle AED est égal à l’angle BED

(prop. 8. I ) , et par conséquent chacun des
angles AED, est droit : donc la droite
GK, coupe la droite AB en deux parties

E
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égales , la coupe aussi à angles droits; mais lors-

que dans un cercle une droite coupe une autre
droite en deux parties égales et à angles droits ,

le centre du cercle est placé dans la droite
sécante (cor. I . 5) : donc le centre du cercle
AEC sera dans la droite GK, par la même
raison le centre du cercle ABC sera placé dans
la droite HL; mais les droites GK , HL n’ont
qu’un seul point commun qui est le point D:
donc le point D est le centre du cercle ABC.

Donc si dans un cercle on prend un point
quelconque , et si parmi les droites menées de
ce point à la circonférence il y en a plus de
deux qui soient égales entr’elles , ce point sera

le centre du cercle. I
A’UTREMENT.

’ Dans le cercle ABC (fig. 70) soit pris un
point quelconque D, et que parmi les droites
menées du point D à la circonférence ABC il

y en ait plus de deux qui soient égales entre
elles, c’est-à-dire les droites DA, DE, DG : je

dis que le point D est le centre du cercle ABC.
Supposons , s’il est possible , que le point D

ne soit pas le centre du cercle ABC , et suppo-
sons que le centre de ce cercle soit le point E,
conduisez la droite DE et prolongez-la vers F, G.
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La droite FG sera un diamètre du cercle AB C.
Si l’on prend dans le diamètre FG du cercle
ABC un point D qui ne soit pas le centre de
ce cercle , la droite DG sera la plus grande de
toutes, et la droite DC sera plus grande que la
droite DE , et la droite DE plus grande que la
droite DA (prop. 7. 5) ; mais ces droites sont
égales , ce qui ne peut être : donc le point E
n’est pas le centre du cercle ABC. Nous dé-
montrerons de la même manière qu’il n’y a pas

d’autre point, excepté le point D , qui soit le

centre du cercle ADC : donc le point D est le
centre du cercle AB C.

PROPOSITION X.
THÉORÈME.

Une circonférence de cercle ne peut couper la
circonférence d’un autre cercle qu’en deux

points.

Supposons que cela puisse arriver, et que la
circonférence du cercle ABC ( fig. 7 I ) coupe la
[circonférence du cercle DEF en plus de deux
points : savoir , aux points B , G , H; conduisez
les droites BG , BH, et partagez-les en deux -
parties égales aux points K , L; par les points
.K, L , conduisez les droites KG, LM perpen-
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diculaires sur B G , EH , et prolongez-les Vers

les points A , E.» , ’
Puisque dans le cercle ABC, la droite AC

coupe la droite BH en deux parties égales et à
angles droits , le centre du cercle ABC sera placé

dans la droite AC (cor-o]. I . De plus, puis-
que dans le même cercle ABC la’droite N0
coupe la droite BG en deux parties égales et à

angles droits, le centre du cercle ABC sera
placé dans.la droite NO. On a démontré que

le centre est placé dans la droite AC , et les
deux droites AC , NO ne se rencontrent qu’au
seul point O : donc le point O est le centre du
gercle ABC. Nous démontrerons de la même
manière que le point O est le centre ducercle
DEF z donc les deux cercles ABC, DEF, qui
se coupent mutuellement , auront le même.
centre O; ce qui est impossible ( prop. 5. 5).

Donc la circonférence d’un cercle ne peut
pas couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux points; cequ’il falloit dé-

montrer. " I
I AUTREMENT;

Car que la circonférence du Cercle AB C
(fig. 72) coupe la circonférence du cercle DE F
en plus de deux points, savoir , aux points B ,

I
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1G , F ; prenez le centre du cercle ABDâ et que
son centre soit le point K; menez les droites

KF, KG, KB. . 4Puisque dans le cercle DEF on a pris un
point K, et que parmi les droites vont de
ce point à la circonférence DEF il y en a plus
de deux sont égales entr’elles , savoir ,
les droites KB, EF, KG, le point K sera le
centre du cercle DEF (prop. g. 5); mais le
point K est le centre du cercle ABC : donc ces
deux circonférences , qui se coupent, auront le
même centre ; ce est impossible (prop. 5. 5)..

Donc une circonférence de cercle ne peut
pas couper la circonférence d’un autre cercle
en plus de deux points ; ce qu’il falloit dé-
montrer.

PROPOSITION XI.
THÉORÈME.

Si deux circonfiârences de cercle se touchent inté-

rieurement , et si on prend leurs centres, la
droite qui-joindra. leurs centres ira au point

e de contact si elle est prolongée.

Que les deuxlcercles ABC, ADE (fig. 75)
se touchent intérieurement au point A ; qu’on

prenne leurs centres, que le point F soit le
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centre du cercle ABC , et que le point G soit
le centre du cercle ADE : je dis que la droite
menée du point G au point F ira au point de
contact A , si elle est prolongée.

Supposons, s’il est possible , qde cette droite
étant prolongée n’aille pas au point de contact

et qu’elle ait la position FGDH; menez les
droites AF, AG.

Puisque les droites AG, G F sont plus grandes
que la droite FA (prop. 20. 1), c’est-à-dire que.
la droite FH, car la droite FA est égale à la
droite FH, puisqu’elles partent du même centre :’

donc si on ôte la droite c0minune FG , la droite
AG sera plus grande que la’droite G H; mais la

- droite AG est égale à la droite GD : donc la
droite GD est plus grande que la droite GH; ’
c’est-à-dire que la plus petite surpaSSe la plus

grande; ce qui est impossible : donc la droite
menée du point F au point G ne peut pas passer
autre part qu’au point de contact A : donc elle
passe au point de contact. i

I Donc si deux cercles se touchentqintérieu-
rement , la droitequi joint leurs centres passera
par le point de contact ,1 si elle est prolongée;
ce qu’il falloit démontrer; ’
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AKUTREMENT;

Supposons que la droite menée duzpoint Go
au point F ait la position GFC et qu’elle soit
prolongée directement vers le point H , W
mène les droites AG, AF. A

Puisque les droites AG, GF sont plus grandes
que la droite AF, et que la droite AF est égale
à la droite CF , ou bien à la droite F H, si l’on

retranche la droite commune FG , la droite
restante AG sera plus grande que la droite res-
tante GH; mais AG est égal à GD : donc la
droite GD est plus grande que la droite GH ,-
c’est-à-dire que la plus petite surpasse la plus

grande; ce qui est impossible. Si le centre du
grand cercle est hors du petit cercle , nous
démontrerons de même qu’il. s’en suit une
absurdité.

PROPOSITION XII.
rafionfimg

Si deux circonférences de cercle se touchent exté-

rieurerhent , la droite qui joindra les deux
centres passera par le point de contnct.

Queles circonférences des deux cercles ABC,
ADE (fig. 74) se touchent extérieurement au
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point A; qu’on prenne leurs centres, que le
centre du cercle ABC soit le point F, et que
le centre du cercle ADE soit le point G : je
dis que la droite qui est conduite du point F
au point G passe par le point de contact.

Supposons, s’il est possible , que le contraire

arrive , et que cette droite ait la position FCDG;
conduisez les droites AF, AG.

Puisque le point F est le centre du cercle
ABC , la droite FA sera égale à la droite FG.

De plus, puisque le point G est le centre du
cercle ADE , la droite AG sera égale à la droite
GD; mais on a démontré que la droite FA est
égale à la droite FC : donc les droites FA, AG
sont égales aux droites FC , DG : donc la droite

l totale FG est plus grande que les droites’FA ,
AG; mais, au contraire, elle est plus petite
(prop. 20. 1 ), ce est impossible : donc la
droite menée du point F au. point G ne peut
pas passer autre part qu’au point de contact :
donc il faut nécessairement qu’elle passe au
point de contact.
V Donc si deux circonférences de cercles se
touchent extérieurement, la droite qui joindra
leurs centres passera par le point de contact.
ce qu’il falloit démontrer. I h
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PROPOSITION X111.

THEORÊME.

Une circonférence de cercle ne peut pas toucher
une autre circonférence de cercle en plus d’un

point, soit qu’elle la touche intérieurement, soit

qu’elle la touche extérieurement.

Car si cela est possible , supposons d’abord
que la circonférence du cercle ABDC (fig. 75)
touche intérieurement la circonférence du cer-
cle EB F D en plusieurs points , savoir aux points
B , D.

Cherchez les centres des cercles ABDC ,
EBFD; que le point G soit le centre du pre-
mier et le point H le centre du second.

La droite qui est conduite du point G au
point H passera par les points B, D (prop.! I . 5).
Qu’elle ait la position B GHD; puisque le point

G est le centre du cercleIABDC , la droite BG
est égale à la droite GD : donc la droite BG
est plus grande que la droite HD, et la droite
BH beaucoup plus grande: que la droite HD.
De plus , puisque le point H est le centre du
cercle EBFD, la droite B H est égale à la droite
HD; mais on a démontré qu’elle est beaucoup

plus grande , ce qui est impossible : donc une
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circonférence de cercle ne touche point inté-
rieurement une autre circonférence décercle

en plus d’un point. ’
Je dis encore qu’il est impossible qu’une cir-

conférence de cercle touche extérieurement
une autre circonférence de cercle en plus d’un

point; car si cela étoit possible , il faudroit que
la circonférence du cercle AC K touchât exté-

rieurement la circonférence du cercle ABDC
en plus d’un point , aux points A, C , par exem-

ple; conduisez la droite AC.
Puisque dans la circonférence des cercles

ABDC , AC K on a pris deux points quelconques
A, C , la droite qui joint ces deux points tom-
bera intérieurement dans l’une et l’autre des

deux circonférences (prop. 2. 5); mais la droite
qui tombe dans le cercle ABDC tombera hors
du cercle AC K ( déf. 5. 5) , ce qui est absurde :

donc une circonférence de cercle ne touche
point extérieurement une autre circonférence
de cercle en plus d’un point. On a démontré

qu’une circonférence ne touche point inté-

rieurement une autre circonférence en plus

de deux points. 1 ,Donc une circonférence de cercle ne touche
point une autre circonférence de cercle en plus
d’un point ,,soit qu’elle la touche intérieure-

, 4 a
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ment, soit qu’elle la touche extérieurement;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITIONIXIV.
THÉORÈME.

Dans unecireenfe’rencede cercle les droztes égales

sont également éloignées du Centre , et celles qui

sont également éloignées du centre sont égales.

- Soit le cercle ABDC (fig. 76) et que les
’ droites AB, CD, prises dans sa circonférence,

soient égales : je dis que ces deux droites sont
également éloignées du centre.

- . Cherchez le centre du cercle A’BDC , et que

ce centre soit le point E; de ce point conduisez
les droites EF, EG perpendiculaires sur les
droites AB , CD , et menez les droites AE , EC.
I Puisque la droite EF, menée par le centre ,

coupe à angles droits la droite AB , qui n’est pas

menée par le centre, elle la coupe en deux
parties égales ( prop.;5. 5) : donc la droite AF
est égale à; la droite FB’, et par conséquent la

droite AB’estr’double des la droite AF. Par la

même raison la droite CD est double de la
droite CG; mais la”droite AB est égaler à la
droite CD : donc la droite AF est égale à la
droite CG : et puisque la droite AE est égale
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jà la droite EC,;le quarré de la droite AE est
’ égal au quarré de la droite EC; mais les quarrés

des droites AF, FE sont égaux au quarré, de la
droite AE (prop. 47. I ); car l’angle AFE est
droit; et les quarrés des droites EG, GC sont
égaux au quarré. de la droite EC , puisque l’an-

gle CGE est droit : donc les quarrés des droites
AF, FE sont égaux aux quarrés des droites
CG , GE; mais le quarré de la droite AF est
égal au quarré de la ’ droite G , puisque la
"droite AF est égale à la droite CG : donc le
quarré restant de la droite F E est égal au
quarré restant de la droite EG : donc la droite
FE est égale à la droite EG; mais dans un cer-
cle les droites sont dites également éloignées

du centre lorsque les perpendiculaires menées
du centre sur ces lignes sont égales (défi 4.. 5) :
*d0nc les droites AB , CD sont également éloi-

gnées du centre.

Supposons actuellement que les droites AB ,
C D soient également éloignées du Centre; c’est-

à-dire , supposons que la droite-FE soit égale
à la droite EG : je dis que la droite AB est
égale à la droite C D.

Avec les mêmes constructionsnous démon-
trerons également que la droite AB est dou-
ble de la droite AF, et que la droite CD est

V
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double aussi de la droite CG. Puisque la droite
AE est égale à la droite EC , le quarré de la droite

AE sera égal au quarré de la droite EC; mais
les quarrés des droites EF ,, l sont égaux au E .4
quarré de la droite de AE (prop. 47. I ), et [les
quarrés des droites EG , GC égaux au quarré

de la droite EC : douelles quarrés des droites
EF, FA sont égaux aux quarrés des droites
EG, GC; mais le quarré de la droite EG est
égal au quarré de la droite EF, car la droite
EG est égale à la droite EF : donc le quarré
restant de la droite AF est égal au quarré res-

tant de la droite CG : donc la droite AF est
égale à la droite CG; mais la droite AB est dou-

blé de la droite AF, et la droite CD double de
la droite CG : donc la droite AB sera égale à

la droite CD. IDonc dans une circonférence de cercle les
droites égales sont également distantes du cen-

tre , et les droites également distantes du centre
sont égales; ce qu’il falloit démontrer.
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PÈOPOSPMON Km

THÉORÈME.

Dans-une circonférence de cercle le diamètre est

I la plus grande de toutes les droites, et la droite
qui est plus près du centre est plus grande que
celle qui en est plus éloignée.

Soit le cercle ABCD (fig. 77 ) dont le dia-
mètre est la droite AD et dont le centre est le
point E; que la droite BC soit plus près du
centre E que la droite FG : je dis que la droite
AD est la plus grande de toutes , et que la droite

tBC est plus grande que la droite FG.’

COnduisez du centre les droites EH, EK
perpendiculaires sur BC, FG. Puisque la droite
BC est plus près du centre que la droite FG,
la droite EK sera plus grande que la droite EH
( déf. 5. 5) ; faitesla droite EL égale à la droite

EH, et par le point L conduisez la droite LM
perpendiculaire sur EK,IprOlOngez la droite
LM vers le point N, et menez. les droites EM ,
EN,EF,EGw

Puisque la droite EL est égale à la droite
EH, la droite MN sera égale à la droite BC
(prop. I4. De plus, puisque la droite AE
est égale à la droite EM et la droite ED égale
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à la droite EN, la droite AD sera’ égale aux

droites ME, EN; mais les droites ME, EN
sont plus grandes que la droite MN : donc la
droite AD est plus grande (pie la droite MN;
mais la droite MN est égale à la droite BC :
donc la droite AD est plus grande que la droite
BC; et puisque les deux droites ME, EN sont
égales aux deux droites FE, EG, et que l’an-
gle MEN est plus grand que l’angle FEG, la
base MN sera plus grande que la base FG
(prop. 34. 1 Mais on a démontré que la droite
MN est égale à la droite BC : donc la droite BC.

est plus grande que la droite FG : donc le dia-
mètre AD est la’ plus grande de toutes les
droites , et la droite BC est plus grande que la
droite ’F G.

Donc dans une circonférence de cercle le
diamètre est la plus grande de toutes les droites ,

et la droite est plus près du centre est plus
grande que celle qui en est plus éloignée; ce

îqu il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVI.
THÉORÈME.

Une droite perpendiculaireau diamètre d’ un cercle

et menée par une de ses extrémités , tombe hors

dece cercle; il est impossible qu’ily ait une droite

dans l’espace qui est compris entre cette perpen-
diculaire et la circonférence ,- l’angle du demi-

r cercle est plus grand qu’aucun angle rectiligne
aigu , et l’autre angle est plus petit qu’aucun

angle rectiligne aigu.

Soit le cercle ABC (fig. 78) dont le point D
est le centre et la droite (4B le diamètre : je dis
que la perpendiculaireaiæ’la droite AB, menée

par le point A,- tombe hors du cercle.
Car si cela n’est point , supposons s’il est

possible , qu’elle tombe en-dedanset qu’elle

ait la position AC; conduisez la droite DG.
Puisque la droite DA est égale à la droite DC,

l’angle DAC sera égal à l’angle ACD (prop.5. 1) ;

mais l’angle DAC est droit: donc l’angle ACD -

. . rest drou; aussi : donc les angles DAC, ACB
sont égaux à deux angles droits, ce qui est im-
possible ( prop. 1 7. 1) : donc la perpendiculaire ’.
au diamètre AB, menée par le point A ne tombe

point dans le cercle. Nous démontrerons de
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la même manière qu’elle ne tombe point sur la
circonférence : donc il est nécessaire qu’elle

.tornlie en-dehors, et qu’elle ait «une position

la droite AE.
Je dis qu’il est impossible qu’il y ait une

droite dans l’espace qui est compris entre la
droite AE et. la circonférence CHA.

Car si cela est possible. , supposons qu’il

y-ait une droite ait la position FA; du
point D menez une droite DG’perpendiculaire

à FA. a -Puisque l’angle AGD est droit et que l’angle

DAG estvplus petit qu’un angle droit, la droite

AD sera plus grande que la droite DG; mais la
droite DA est égale à la droite DH : donc la
droite DH est plus grande que la droite AG,
c’est-,à-dire que lalplus petite surpasse la plus

grande , ce qui est impossible : donc il est im-
possible qu’il y ait une droite dans l’espace qui

est compris. entre cette perpendiculaire et la

circonférence. 1 ’ a .
Je dis. de plus, que l’angle du demi-cercle

qui est compris par la droite BA et la circon-
férence. ÇHA est plus grand qu’aucun angle

rectiligne aigu, et que l’angle restant compris
par la circonférence CHA’ et la droite A’E est

plus petit qu’aucunangle rectiligne aigu. .
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Car s’il y a un angle rectiligne plus grand

que l’angle compris par la droite BA et par la
circonférence CHA, ou s’il y a un angle recti-

ligne plus petit que l’angle compris par la cir-
conférence CHA et par la droite AE, suppo-
sons que dans l’espace compris entre la circon-
férence CHA et la droite AE , il y ait une droite
quelconque qui fasse un angle plus grand que
celui est compris par la droite BA et la cir-
conférence C HA, savoir , un angle compris par
deux droites , et qu’il y ait un angle plus petit que

celui est compris par la circonférence C HA
et la droite AE; mais il n’y en a point : donc il
n’y a point d’angle aigu qui, étant compris par

des droites, soit plus grand que l’angle compris

par la droite BA et la circonférence CHA, ni
d’angle plus petit que celui qui est compris par
la circonférenœ CHA et la droite AE; ce qu’il

falloit démontrer. I
COROLLAIRE.

Il suit manifestement de là que la droite per;
pendiculaire au diamètre, et menée d’une de

ses extrémités , touche la circonférence ,iet que

cette droite ne la touche qu’en un seul point , 4
parce que nous avons démontré que les droites
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que rencontre le cercle en deux points , entrent
dans le cercle ( prop. 2. 5).

PROPOSITION XV’IL

PROBLÈME.

D’un point donné, conduire une droite qui touche
la circonférence d’un cercle donné.

Soit A (fig. 79) un point donné quelconque A
et BCD le cercle donné : il faut conduire du
point A une droite qui touche la circonférence
du cercle BC D.

Prenez le centre de ce cercle , conduisez la.
droite AE; du centre E et avec un intervalle
EA, décrivez la circonférence AFG ( dem. 5);

par le point D conduisez une perpendiculaire
DF sur la droite , et menez les droites EBF,
AB : je dis que la droite AB, menée du point A,

touche la circonférence du cercle BC D.
Puisque le point E est le centre des cercles

BCD , AF G , la droite EA sera égale à la droite
EF, et la droite ED égale à la droite EpB : donc
les deux droites AE , EB.sont égales aux deux
droites FE , ED; mais ces droites comprennent
un angle commun qui est en E : donc la base
DF est égale à la base AB, le triangle DEF
égal au triangle EBA, et les autres angles de
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l’un de ces triangles sont égaux aux autres
angles de l’autre triangle ( prop. 1 ) : donc
l’angle EBA est égal à l’angle EDF; mais l’an-

gle EDF est droit: donc l’angle EBA est droit.
aussi. Mais la droite EB est un rayon, et la per-
pendiculaire à une des extrémités d’un diamètre

touche le cercle ( prop. 16. 5) : donc la droite

AB touche le cercle. V
- Donc la droite AB , a été menée par le
point A , touche le cercle BED; ce qu’il falloit
faire.

PROPOSITION XVIII.
THÉORÈME.

Si une droite touche la circonférence d’un cercle,

et si du centre on mène une droite au point de
contact, cette dernière droite sera perpendi-

culaire sur la première. I i
Que la droite DE ( 80) touche au point C

la circonférence du cercle ABC; prenez le cen-
tre F de ce cercle , et de ce centre conduisez
la droite FC au point C : je dis que la droite FC
est perpendiculaire sur la droite DE.

Car si elle ne l’est pas , du point F conduisez

la droite FG perpendiculaire sur la droite DE

cro.1’2.x. I- ’(p P ) K
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Plusque l’angle FGC est droit, l’angle GCF

sera aigu ( prop. I7. I) ; mais un plus grand an-z
gle est opposé à un plus grand côté (prop. 19. x ):

donc la droite FC est plus grande que la droite
FG; or la droite FC est égale à la droite FB’:

dOnc la droite FB est plus grande que la droite
FG , c’est-à-dire que. la plus petite surpasse la

plus grande ; ce est impossible : donc la
droite FG n’est pas perpendiculaire sur la droite
DE. Nous démontrerons d’une manière sembla-
ble qu’il n’y a point d’autre droite , excepté FC ,

qui soit perpendiculaire sur la droite DE : donc
la droite FC est perpendiculaire sur la droite DE.

Donc si une droite touche une circonférence
de cercle , et si du centre on mène une droite
au point de contact , cette dernière droite sera
perpendiculaire sur la première; ce qu’il falloit

démontrer. I
PROPOSITION XIX.

THÊOItÊME.

Si une droite touche le cercle, et si par le point de
contact on lui mène une perpendiculaire, cette
perpendiculaire passera par le centre.

Qu’une droite DE (fig. 81 ) touche le cercle
ABC au point C; par le point C conduisez une
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perpendiculaire sur la droite DE : je dis que la
perpendiculaire AC passera par le centre. Car
si cela n’est point , supposons , s’il est possible ,

que le centre soit le point F, et menons la droite
CF.

Puisque la droite DE touche le cercle ABC
et que la droite FC a été menée du centre au

. point de contact , la droite FC sera perpendi-
culaire sur la droite DE (prop; 18. 5) : donc
l’angle FCE est droit; mais l’angle ACE-est
droit aussi: donc l’angle FCE est égal à l’angle

ACE, c’est-à-dire que le plus petit est égal au

plus grand , ce est impossible : donc le point
F n’est pas le centre du cercle AB C. Nous de-
montrerons d’une manière semblable qu’il n’y

a aucun autre point qui puisse être le centre
du cercle , à moins qu’il ne soit placé dans la

droite AC.
Donc si une droite touche un cercle, et si-par

le point de contact on lui mène une perpen-
diculaire , cette perpendiculaire passera par-le
centre; ce qu’il falloit démontrer.
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. PROPOSITION XX.
THÉORÈME.

Dans le cercle, l’angle au centre est dauble de
l’angle à la circonférence, quand ils ont pour

base la même portion de la circonférence.

Soit le cercle. ABC (fig. 82), que l’angle
BEC soit au centre de ce cercle , que l’angle
BAC soit à la circonférence ,’ et que’ces deux

angles. aient pour base la même portion de la
circonférence BC : je dis que l’angle BEC est

double de l’angquzAC. I
Conduisez la ligne’AE, et prolongez-la

qu’en F.

Puisque la droite EA est égale à la droite EB ,
l’angle EAB sera égal à l’angle EBA (prop. 5. 1) :

donc les angles EAB, EBA sont doubles de ’
l’angle EAB; mais l’angle BEF est égal aux

angles EAB, EBA (prop. 52. r ); donc l’angle
BEF est double de l’angle EAB. L’angle FEC

est double de l’angle FAG , parla même raison;
donc l’angle total BEC est double de l’angle

total BAC. t
Que l’angle BAC change de position et qu’il

devienne BDC; conduisez la droite DE et pro-
longez-la jusqu’en G. Nous démontrerons sem-
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blablement. que l’angle GEC est double de l’an-

gle GDC ; mais l’angle GEB est double de l’an-

gle GDB : donc l’angle restant BEC est double

de l’angle restant BDC. p I .
Donc dans le cercle , l’angle au centre est

double de l’angle à la circonférence-ï, quand ils

ont pour base la même portion de la circon-
férence; ce qu’il falloit démontrer.

PROF o Sinon x1113
THÉORÈME.

Les angles placés dans un même segment de cercle
sont égaux entr’euæ. ’ ’

Soit le cercle ABCD 85) et que les
anglës BAD, BED soient placés dans le même

segment BAE D : je .dis que ces angles sont
égaux. entr’eux. . - 4 . . o

Prenons le centre.dt.tcercle ABCD (prop. 1 . 5),

et que ce centre soit le point. F 5 menez les
droites BF, FD..; x î, . q
, : Puisque l’angle BFD est au centre , que l’an-,

gle BAD est à la circonférenCe, et que ces deux

angles ont pour hase. la, même portion de la
circonférence , l’angle BFD sera double de l’an-

gle BAD.(prop. 2o. 5); l’angle BFD est double
aussi de l’angle BED, par la même maison : donc
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l’angle BÀ-D est égal à l’angle BED’(ax.

Donc les angles, placés dans le même. seg-
ment de cercle , sont égaux entr’eux; ce qu’il

falloit démontrer. I l
l l L -l; imPROPO SITrION XXII.

1mm si ’iiifiéon4ÈME..

l Les angles opposés des quadrilatères inscrits dans
des clames sont égauxü deux droits.

Soit le cercle ABC D ( fig. 84) et que le qua-
drilatère «ABC D soit inscrit dans ce cercle :
dis que les singles opposés de ce quadrilatère
sont égaux à deux droits. V

Conduisez les droites AC , BD.
Puisque les’ trois angles de tout triangle sont

égaux à deux drOits (prop. 55. 1), les trois
angles CAB, AB CT, B C A du triangle ABC seront
égaùï’â deux angles droits; mais l’angle CAB

est égal à l’angle’BDC (lprop.21;5), car. ces

deux angles sont placés dans le nième segnient
BÂD’C ;ll?angleiACB est égal à] l’angle ADB ,

Ilarce que ces. deüïàngles sont plàcés dans le

même segment.) ldoné l’angle. toml’ADC. est

égal aux angles BAC ACB ; donc sinouls ajou-
ions un angle comme ABClg’lès angles ABC,
BAC, ACB serontszégaux aux angles àABC,
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ADC; maisles angles ABC, BAC, ACB sont
égaux à deux droits : donc lesflangles ABC,
ADC sont égaux à deux angles droits. Nous!
démontrerons semblablement que les angles
BAD, DCB sont aussi aégaux à deux droits.

Donc les angles opposés des quadrilatères
inscrits dans. des cercles sont égaux à deux
droits; ce qu’il falloit démontrer. -

PRO’POSITlôifi 21x111.

THÉORÈME. l W
Sur une même droite a on ne. peut décrire du

même-côté deuxsegnlzens de refiles setnblàbles

etizzç’gaulra l A l" l L "I
- 551199060145,que.celasoitpoësibléi décfivezt du

même côté, et sur la même droite AB fig.
deux segman de cercle ACB, ADB semblables.
et inégaux; et; conduisezgla droite ADC; et les

droitesÇB, DB.. l . . W V t n. .,.
. Puisque le. segment ACB. est semblable au,

segment ADB, et que les segmens de cerçles
semblables sont ceux reçoivent des angles
égaux (défi n; 5) ,al’angle ,ACB- sera égal à

l’angle ADB I, c’est-à-dire qu’un angle intérieur;

est égal à un. angle extérieur; ce qui est

siblel(prop..16.1)x.- v .
4
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V DOnc sur’une même droite on ne. peut pas

l décrire du même côté deux segmens de cercles
semblables et inégaux ; ce qu’il falloit démontrer.

pnÎo’P-OSITIION-erv.

TiIIËOR’ÊME.

Sur des droites égales, les segmens de cercles
semblables sont égaux entr’etwc.

Que sur les droites égales AB, CD ( 86)
soient décrits les segmens de cercles sem-
blables Ç FD : je dis que le segment
AEB est égal au segment CFD. v
l Car le segment AEB étant appliqué. sur le

se ent CFDp,’le point A sur le point C et la
droite A3 sans droite en, le point B s’appli-

quera sur le peint D, puisque. la droite AB est
égale a)? droiteC D; maisila droite: AB s’appli- l

quant exactement SurllaIdroite C , le segment
AEB s’appliquera exactement sur le segment
CFD a;1 car si la’droite AB s’appliquant exacte-

. ment sur la droite CD; lve’segment AEB ne s’ap-e.

Plîque pas exactement sur le segment CFD,’le

segmentAEB Changera de» psaumes prendra
par exempleila position’CHGD; mais une cir-
conférence ide cercle ne peut couper une autre
circonférence de cercle en plus de deux points
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prop. x0. 5) , et la circonférence CHGD coupe
la circonférence C FD en plus de deux points ,

savoir, aux points C, G, D 5 ce est impos--
sible; donc la droite AB s’appliquant exacte-
ment sur la droite C D , il est impossible que le.
segment AED ne s’applique pas exactement sur

le segment C FD : donc le premier segment
s’appliquera exactement sur le second : donc

il lui sera égal. .Donc , sur des droites égales, les segmens de
’ cercles semblablessont égaux entr’eux; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION xxv.
ruontîzmn.

- Un segment de cercle étant donné, dévire

le cercle dont il est segment.

Soit ABC (fig. 87 , 88 , le segment de cer-
cle donné : il faut décrire le cercle dont ABC

est le segment. * A i .
Coupez la droite AC en deux parties égales

au point D 1 o. I ) , du point D conduisez
la perpendiculaire CDB sur AC (prop. I 1 . I )’,
et menez la droite A3; l’angle ABD est ou plus
grand que; l’angle BAD, ou il lui est égal, ou il

est plus petit.
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« Supposons d’abord qu’il soit plus grand; sur

, la droite donnée BA fig. 87 ) et au point
donné A faites l’angle BAE égal à l’angle ABD

( prop. 25. I ), prolongez la droite DE jus-
qu’en E, et conduisez la droite EC. Puisque
l’angle ABE est égal à l’angle BAE , la droite

BE sera égale à la droite EA (prop.6. 1), et
puisque la droite AD est égale à la droite DC
et que la droite DE est commune, les deux
droites AD, DE sont égales aux deux droites
CD, DE , chacune à chacune; mais l’angle ADE
est égal à l’angle C DE, car ils sont droits l’un et

l’autre ; donc la base-AF. est égale à la base EC

(prop.4. I). Mais a été démontré que la
droite AE est égale à la. droite EB : donc la
droite BE est égale à la droite EC : donc les
trois droites AE, EB , EC sont égales entre
elles : donc la circonférence de cercle décrite

du point E comme centre , et avec un inter-
valle égal à l’une des droites AE , EB, EC,

passera par les autres points, et le cercle sera
décrit: donc un Segment de cercle ayant été
donné , on a décrit Île cercle dont il. est seg-
ment ( prop. 9. 5). Il [est évident que le seg-
ment ABC est plus petit qu’un demi-cercle ,
puisque le centre E est placéen-dehors de ce

segment. . .,
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i Si l’angle ABD (fig. 88) est égal à l’angle

BAD, la droite AD étant égale à chacune des

. droites BD , DC, les trois droites DA, DB, DC
seront égales entr’ elles; le point D sera le centre

du cercle entier ( prop. g. 5), et le segment
ABC sera un demi-cercle. ’

Mais si l’angle ABD ( est moindre
que l’angle BAD, et si sur la droite BA-et au
point A donné dans cette droite , on fait l’angle

BAE égal à l’angle ABD, le centre E sera en-

dedans du segment ABC et sur la droite DB ,et
le segment sera plus grand qu’un demi-cercle.

Donc étant donné un segment de cercle , on
a décrit le cercle-dont il est segment ; ce qu’il

falloit faire. i ’ *
PROPOSITION ’XXtVI.

THÉORÈME.

Dans des cercles égaux des angles égaux s’ap-

puient sur des arcs égaux , soit qu’ils soient

placés Murs-centresowbienaà leurs-dm x h .1 .
rm’ .t .vv ’ ait-t’f’w’ C ï -

Soient ABC , DEF (fig. go) des cerclés
: égaux, qu’aux centres de ces cercles soient les

angles égaux B GC , E HF, et qu’à leurs circon-

férences soient les angles égaux BAC , EDF :
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je dis que l’arc BKC est égal à l’arc ELF.

Conduisez les droites BC ,EF. ’
Puisque les cercles ABC , DEF sont égaux ,

- leurs rayons seront égaux : donc les deux droites
- B’G , ,GC sont égales aux deux droites EH ,
HF;.mais les angles G , H sont égaux : donc la

- base BC est égale à la ’base EF (prop.4. 1).
PuiSque l’angle A est égal à l’angle D , le seg-

ment BAC sera semblable au segment EDF
(défi 1 r. 5 ); mais ces segmens sont placés sur

les droites égales BC , EF, et les segmens sem-
blables , sont placés sur des droites égales ,
sont égaux entr’eux prop.’24. 5): donc le seg-

ment-BAC est égal (au-segment E DF; mais le
cercle entier ABC est égal au cercle entier
DEF ; donc le segment restant BKC est. égal
au seginént’re’stan’t ELF : donc l’arc B KC sera

égal à l’arc ELF.

Donc, dans les cercles égaux, des angles égaux
s’appuient sur des arcs égaux , soit qu’ils soient

placés à léurs centres. ou à leurs circonférences ;

ce qu’il (falloit ’ démontrer .

(A.
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PROPOSITION XXVII.

THÉORÈME.

Dans les cercles égaux , les angles qui s’appuient
sur des arcs égaur sont égaux entr’eur , soit

qu’ils soient placés à leurs , centres-- ois-bien à
Jeux. circonférences. I N" ’Ï ’I fifi V" v l

"Que dans les cercles égaux AB C , D E F ’

91 ) les angles au centre BGC, EHF, et
les angles à la circonférence BAC , EDF s’ap-

puient sur les arcs égaux BC , EF : je dis que
l’angle BGC est égal à l’angle EHF, et l’angle

BAC égal à l’angle EDF.

Car si l’angle BGC est égal à l’angle EHF,

il est évident que l’angle BAC est égal à l’an-

gle EDF (prop. 20. 5) ç car si cela n’est pas, l’un

de ces angles est nécessairement plus grand que
( l’antre. Supposons que’l’angle BGC soit le plus

grand. Sur la droite BGet au point G faisons
l’angle BGK égal à l’angle EHF (prop.25. 1);

or les angles égaux. s’appuient sur des arcs égaux

lorsqu’ils sont placés au centre (prop. 26. 5.) E
donc l’arc B K est égal à l’arc EF, mais l’arc E F

est égal à l’arc BC : donc l’arc B K est égal à

l’achC , c’est-à-dire que le plus petit est égal

au plus grand; ce qui est impossible : donc les-
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angles BGC, EHF ne sont pas inégaux : donc
ils sont égaux; mais l’angle en A est la moitié

de l’angle BGC et l’angle en D la moitié de
l’angle EHF (prop. no. 5) : donc l’angle en A
est égal à l’angle en D.

D0nc , dans les cercles égaux , les angles
s’appuient sur des arcs égaux sont égaux entre

eux, soit qu’ils soient placés 51W ou
, biens leurs (circonférences; ce qu’il falloit dé-

montrer. l

PROPOSITION XXVIII.I

Tnéonfinn.’

’ Dans les cercles égaux, des cordes égales sou-
tendent des arcs égaux , le plus grand arc étant

égal au plus grand, et le plus petit égal au plus

petit. - . ’Soient AB C , DEF (fig. 92 ) deux cercles
égaux , et BC , EF deux cordes égales qui sou-

tcndent les deux grands arcsBAC , EDF, et les
deux petits arcs BGC, EHF : je dis que le grand
arc’BAC est égal au grand arc EDF, et que le

petit arc BGC est égal au petit arc EHF.
Prenez les centres K , L de ces cercles

(prop. 1 . 5) , et menez les droites BK, KG ,

EL, LF. . .. -



                                                                     

D’EU c L I n E. 159
Puisque ces cercles sont égaux , leurs rayons

seront égaux : donc les deux droites BK, KG
sont égales aux deux droites EL , LF; mais la
base BC est égale à la base : donc l’angle
BKC est égal à l’angle ELF (prop.8. 1); or
les angles égaux s’appuient sur des arcs égaux

quand ils sont placés aux centres (prop. 26. 5) :
donc l’arc BGC est égal à l’arc EHF ; mais la

circonférence entière ABC est égale à la circon-

férence entière DEF : donc l’arc restant ABC
est égal à l’arc restant E DF.

Donc, dans des cercles égaux , des cordes
égales soutendent des arcs égaux , le plus grand

arc étant égal au plus grand , et le plus petit
égal. au plus petit; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXIX.
THÉORÈME.

Dans des cercles égaux des cordes égales V

soutendent des arcs égaur.

Soient les cercles égaux ABC , DEF 92);
que dans ces cercles soient- pris les arcs égaux a
BGC, EHF, et menez les cordes BC, EF.: je
dis que la corde BC est égale à la corde EF.

Prenez les centres K, L des cercles, et menez
les droites BK, KG, EL, LF.
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Puisque l’arc BGC est égal à l’arc5EHF, l’an-

gle BKC est égal à l’angle ELF (prop.27. 5);

et puisque les cercles ABC , DEF sont égaux ,g
leurs rayons seront égaux : donc les deux droites
BK , KC sont égales aux deux droites EL,, LF;
mais ces droites comprennent des angles égaux :
donc la base BC est égale àla base EF( prop.. 4. I ) . .

Donc , dans des cercles égaux , des cordes
égales soutendent des arcs égaux; ce qu’il falloit

.démontrer.

PROIPOSITION’XXX.

PROBLÈME.’

Partager un arc. donné en (leur parties égales.

Soit ADB (fig.95) un arc donné : il faut
partager l’arc ADB en deux parties. p ’

Menez la corde AB , et partagez-la en deux
parties égales en C ( prop. Io. I) ; du point C
élevez une perpendiculaire C D sur la corde AB
(prop. I r . 1), et menez les droites AD, DE.

Puisquela droite AC est égale à la droite
CB, et que la droite CD est commune, les deux
droites AC, CD sont égales aux deux droites
BC , CD; mais l’angle ACD est égal à l’angle

BCD;.car ils sont droits l’un et l’autre ; donc
la base AD est égale à la base DB (prop. 4.1);
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.or les cordes égales soutendent des arcs égaux,

le plus grand arc étant égal au plus grand, et
le plus petit égal au plus petit ( prop. 28. ’
mais l’un et l’autre des arcs AD, DB est moin- ’

dre qu’une demi-circonférence : donc l’arc AD

est égal à l’arc DB. I A
Donc l’arc donné a été partagé en deux parties A

égales; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXI.
THÉORÈME.

Dans un cercle , l’angle qui est compris dans le
demi-cercle est droit ,- celui qui est compris dans

un segment plus grand est plus petit qu’un angle

droit , et celui qui est compris dans un segment
moindre est plus grand qu’un angle droit. L’an-

gle d’un plus grand segment est plus grand qu’un

angle droit, et celui. d’un segment moindre est
plus petit qu’un angle droit.

Soit un cercle ABC D (fig. dont le dia-
mètre est BC et le centre le point E; menez les
droites BA, AC, AD, DC : je dis que l’angle
qui est compris dans le demi-cercle BAC est
droit; que l’angle compris dans le segment ABC.

plus grand qu’un demi-cercle, savoir, l’angle i
ABC est plus petit qu’un angle adroit , et que
l’angle compris dans le segment ADC plus peut

L
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qu’un demi-cercle , savoir , l’angle ADC est plus

grand qu’un angle droit. l l
- Conduisez la droite AE , et prolôngezBA versF.
’ J Puisque la droite BE-est égale à la droite EA ,

1’ ngle EAB sera égal à l’angle EBA ( prop. 5. I).

De plus , puisque la droite EA est égale à la
droiteEC , l’angle ACE sera égal à l’angle CAE :

donc l’angle total BAC est égal aux deux angles

ABC,.ACB; mais l’angle extérieur FAG du
triangIeIABC est légal aux deux angles ABC ,
ACB (prOp. 52.1) : donc l’angle BAC est’égal

à l’angle FAG : donc chacun de ces angles est
drOit (prop. Io. I) :donc l’angle BAC , compris

dans le demi-cercle BAC , est droit. A
.Puisque les deux angles ABC, BAC du trian- ’

gle AB C sont plus petits que deux drOits
«( prop. I7. 1 ) , et que l’angle BAC est droit,
d’angle ABC sera plus peut qu’un angle drOit,

et cet angle est compris dans le segment ABC
plus grand qu’un den1i-cercle.Ï ’
i Puisque le ’quadrilatère ABCD est placé
dans un cercle , et que les angles opposés des
quadrilatères décrits dans les cercles sont égaux

"à deux angles droits ( prop. 22. 5), les angles
ÏABC ,’ ADC sont égaux à deux angles droits;

lmais l’angle ABC t’esthplus petit qu’un angle v

adroit : donc l’angle restant ADC est plus grand
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qu’un angle droit , et cet angle est compris dans,
le segment A DE plus petit qu’un demi-cercle.

J e dis en outre que l’angle d’un plus grand,

segment, compris par l’arc ABC et la droite
AC, est plus grand qu’un angle droit, et que
l’angle d’un segment moindre , compris "par
l’arc ADC et la droite AC , est moindre qu’un

angle droit , et cela est certainement évident;
car puisque l’angle compris par les droites BA ,
ACvest droit, l’angle compris par l’arc ABC et

la droite AC sera plus grand qu’un angle droit.
De plus, puisque l’angle compris par les droites

CA, AF est droit, l’angle compris par la droite
CA et l’arc ADC sera plus petit qu’un angle droit; i

Donc , dans un cercle , l’angle compris dans

un demi-cercle est droit; celui qui est compris
dans un plus grand segment est plus petit qu’un

angle droit , et celui qui est compris-dans un
segment plus petit est plus grand- qu’un angle
droit. De plus, l’angle d’un plus grand segment

est plus grand qu’un angle droit , et l’angle
d’un segment moindre est plus petit; ce qu’il

falloit démontrer. . I ’
AUTREMENT.

Ûndémontre que l’angle B AC est droit , puisa

que l’angle AEC estdouble de l’angle BAE ,.

2
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car il est égal aux deux angles intérieurs et
opposés ( prop. 52. 1); mais l’angle AEB est
double de l’angle EAC : donc les angles AEB,
AEC seront doubles de l’angle BAC ; mais les
angles AEB , AEC sont égaux à deux angles
droits (prop. 15. I) : donc l’angle ABC est

i droit; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
De la» suit manifestement que si l’un des

angles d’un triangle est égal aux deux autres ,

cet angle sera droit , parce que son angle de
suitelest égal aux deux autres; or quand deux
angles de suite sont égaux, ces deux angles
sont. droits l’un et l’autre (déf. 10. 1

’PROPOSITION xxxu.
THÉORÈME.

Si une droite touche la circonférence d’un cercle ;

et si du point de contact on conduit une corde,
les angles que cette corde. fait avec la tangente
seront. égaux aux angles qui sont placés dans

les segmens alternes du cercle.

Que la droite EF (fig..95) touche la circon-
férence du cercle ABCD au point B, et que
du point B soit conduite la corde BD d’une ma-
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nière quelconque : je dis que les angles que la
c0rde B D fait avec la tangente EF sont égaux à

ceux qui sont compris dans les segmens alternes
du cercle ; c’est-à-dire que l’angle FB D est égal

à l’angle compris dans leisegment DAB , ethue
l’angle EBD est égal à l’angle qui est compris

dans le’segment DCB. -
D’un point B conduisez la droite BA perpen-

diculaire sur EF (prop. Il. 1 ), et dans l’arc
B D prenez un point quelc0nque C et mener1 les

cordes AD , DG, CB. .
Puisque la droite EF touche la circonférence

du cercle ABC D au pointB , et que la droite -BA
a été menée du point de contact B perpendicu-

laire sur la tangente’EF; le. centre du cercle
AB C D sera placé sur la droite BA (prop. I g. 5) :

donc l’angle ADB , compris dans le demi-cercle ,

est droit (prop. 51 . 5) : donc les angles restans
BAD, ABD sont égaux à un angle droit; mais
l’angle ABE est droit par construction : donc
l’angle ABF est égal aux angles BAD, ABD
(-ax.v10) : donc si on retranche l’angle com-
mun ABD , l’angle restant DBF est égal à celui

qui est compris dans le segment alterne du
cercle , c’est-à-d’ e à l’angle BA D. Actuelle-

ment : puisque le, adrilalère ABCD. est ins-
crit dans le cercle , ses angles opposés sont

5
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égaux à deux droits (prop. 22. 5 ) : douelles
angles DBF, DBE seront égaux aux angles

"BAD; BCD (prop. 15. 1); mais on a démon- .
tréque l’angle BAD est égal à l’angle DBFd:

’d0nc l’angle: resitant’DBEsera égal à celui qui

"est compris dans le segment alterne du cercle
DCB , c’est-adire àl’angle DCB.

Donc si une droite touche la circonférence
’d’un "cercle , et si du point de contact on con-

duit une corde, les angles que cette corde fera
avec la tangente seront égaux à ceux sont
compris dans les segmens alternes; ce qu’il

Ifall oit démontrer . v
,JHPRÛPOSITIO’N XXXIII.

.rnfionÊME.

«(Samarie droite donnée, décrire un segment de

cercle qui reçoive un angle égal à un angle

t idonné. " 1’
"son AB (fig. 96, 97, 98) la droite donnée
et C l’angle donné : il Tant sur la (imite donnée

’AB décrire un segment ide cercle. qui reçoive
unangle égal à l’angle donné C. L’angle C est

aigu nu droit ou obtus: ’ ’ ’ *
î Supposons) d’abord que cet angle soit aigu,
comme dans’la" figure-’96; sur la droite AB et
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au point A construisez un angle BAD égal à
l’angle C (prop. 25. i) ; l’angle BAD sera aigu..

Du point A conduisez la droite A E perpendicu-
laire sur la droite AD (prop. I 1 . r); partagez AB
en deux partiesrégales au point F ( prop. i o. 1),
et du point F conduisez la droite FG perpendi-
culaire sur la droite AB , et menez la droite G13;
Puisque la droite AF est égale à ledroite FB’et

que la droite FG est commune , les deux droites
AF, F G sont égales aux deux droites FB, F G)

’ A ’ l’angle AFG est égal à l’angle GFBK: donc la hase

AG est égale à la base GB (prop. 4. x) : donc
la circonférence décrite du. centre G et avec
l’intervalle AG passera par le point B. Décri:
vez cette circonférence et qu’elle soit ABE)

et menezula droite EB. Puisque du point A,
extrémité du diamètre AE, on a conduitsqu
la droite AE une perpendiculaire AD, cette
perpendiculaire AD touchera la circonférence
(prop. 16. 5) ; et puisque la droite AD touchela
circonférence du cercle ABE , et que du point
de contact qui est en A on a conduit une corde
AB. , l’angle DAB sera égal à l’angle est dans

le segment alterne du cercle (prop...52..5)";
a destin-dire à l’angle AEB; mais l’angle DAB est

égal à l’angle C. : donc l’angle C sera égal à l’an;

gle AEB gdonc’,;sur ladroite donnée AB, onc

A 4
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décrit un segment de cercle AEB reçoit un

a angle AEB égal à l’angle donné C. I

i Supposons ensuite que l’angle C soit droit ,
et. qu’il faille décrire sur la droite AB’ un seg-

ment de cercle reçoive un angle égal à l’an-
gle droit C. Construisez un angle BAD égal à
l’angle droit C (prop. 25. 1 ), comme dans la
figure 97; partagez la droite AB en deux parties
égales. au point F prop. 10. 1)., et du centre F
et avec un intervalle égal à l’une ou "à l’autre des

droites AF, FB, décrivez la circonférence de
cercle A EB. La droite AD est tangente à la Cir-
conférence ABE (prop. 16. 5) , parce que l’an-
gle BAD est droit, et l’angle BAD est égala l’an-

gle qui est compris dans le segment AEB ,’car
cet angle est droit , puisqu’il est compris dans
un demi-cercle ( prop. 5 1 . 5) ; mais l’angle BAD

est égal à l’angle C : donc on a décrit sur la

droite AB un segment de cercle AEB qui reçoit
un angle égal à l’angle droit C. I * ’

l. Enfin que l’angle C’ soit obtus;
sur la droite’7AB et au point A construisez un
angle. B AD égal à l’angle C, comme dans la

figure 98 prop. 25. 1), et conduisez la droite
AE perpendiculaire à la droite AD (prop. 1 Il I) ;
partagez la droite AB en deux parties’égales au

’ pointF (prop. 10. 1); conduisez sur AB la pelb
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pendiculaire FG ,’ et menez la droite GB. Puis-

. que la dqoite AF est égale à la droite FB et que la

droiteFà’est commune , les deux droites FG ,
F S-Æ sont égales aux deux, droites RÉ, FG; mais i’

l’angle AFG est égal à l’angle GFB : donc la base

I AG est égale à la base GB ( prop.4. 1 ) : donc
la circonférence décercle décrite du point G ,

- avecl’intervalle AG passera par le point B. Que
- . cette circonférence ait la position AEB; puis--

qu’on a mené la droite AD perpendiéulaire
v .à l’extrémité du diamètre AE, la droite AD

touchera la circonférence (prop. 16. 5 ) , et
s parce que ladroite AB a été menée du point

de contact est en A, l’angle BAD est égal
à celui qui est compris dans le segment alterne
du cercle. Mais l’angle BAD est égal à l’angle

C : donc l’angle qui est dans le segment AHB
sera égal à l’angle C : donc on a décrit sur la

droite AB un segment de cercle AHB qui reçoit
un angle égal à l’angle C; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXIV.
rnonLt un.

D’un cercle donné , retrancher un segment qui
reçoive un angle égal à un angle donné.

i Soit ABC (fig. le cercle donné, et D
l’angle donné : il faut du cercle ABC retran-
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cher un segment reçoive un angle égal à
l’angle donné D. ’ ’ a *»

Menez une droite EF touche le cercle
, ABC au pointB (prop. 17. 5). et sur la droite
-FE et au point B , pris dans cette droite , faites.
l’angle FBC égal à l’angle D ( prop. 25. 1).

Puisque la droite EF touche le cercle ABC
et que la droite BC a été menée du point de

contact B , l’angle FBC sera égal à celui qui est

compris dans le segment alterne du cercle B AC
prop. 52. 5) ; mais l’angle FB C est égal à l’an-

gle D : dune l’angle qui est compris dans le seg-
v ment’BAC sera égal à l’angle D.

Donc d’un cercle donné ABC on a retran-
ché le Segment BAC reçoit un angle égal
à l’angle donné 1D; ce qu’il falloit faire.

[PROPO SITçION- XXXV.

V, entonne.
Si dans un cercle, Jeune-ordes. coupent mutuel-

lement, leirectangle compris sous les segniens
de l’une de cesqcordes est:égal au rectangle
compris sous les -segmens de l’autre. ’

Que dans le cercle ABC D ( fig. me) les deux

cordes AC , BD se coupent mutuellement au
.iroint E. z naître le meuglé» 9°um sous



                                                                     

D’EU’CLI un. :7:
les droites AE , EC est égal à celui . qui est
compris sous les droites DE , EB.

- Si les droites AC , BD passent par le centre,
de manière que le point E soit le centre du

- cercle ABCD ,-il est évident que les droites
AE, EC, DE, EB étant égales , le rectangle
compris sous les droites AE , EC est égal à
celui est compris sous les droites DE , EB.
t Si les droites AC , DB 101) ne passent
pas par le centre , prenez le-centre du cercle
ABCD (prop. 1. 5) , que ce centre soitle
point F; du centre F conduisez les droites F G ,
F H perpendiculaires sur les droites AC, DB
( prop. 12. 1), et menez les droites FB, FC, FE.

Puisque la droite GF menée par le centre
est perpendiculaire sur la droite AC n’est
pas menée par le centre , la droite GF coupe ç
la droite AC à angle droit , et la partage en
deux parties égales (prop. 5. 5) z donc la droite
AG est égale à la droite GC. Puisque la droite
AC est coupée en deuxparties égales au pointG,

et en deux parties inégales au point E , le rec-
tangle compris sous’les droites AE, EC, avec
le quarré de GE , est égal au quarré de GC
(prop. 5.2) : donc sinpus ajoutons à ces quan- I

,tités le quarré de G F, le rectangle compris sous

les droites AE, EC , avec les quarrés de GE ,
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GF, est égal aux quarrés de*CG, GF. Mais
le quarré de FE est égal aux quarrés de EG,
GF (prop. 47. 1), et le quarré de FC égal aux

quarrés de CG, GF : donc le rectangle com-
pris sous les droites AE, EC , avec le quarré
de FE, est égal au quarré de FC. Or la droite
FC est égale à la droite FB : donc le rectangle
compris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de EF, est égal au quarré de FB. Par la même

raison le rectangle compris sous les droites DE,
EB, avec le quarré de FE, est égal au quarré
de FB. Mais on a démontré que le rectangle
compris sous les droites AE, EC, avec le quarré
de FE , est égal au quarré de FB : donc le rec-

tangle compris sous les droites AE, EC, avec le
quarré de FE, est égal au rectangle compris
sous les droite! DE, EB, avec le quarré de FE:
donc si on retranche le quarré de F E , est
commun , le rectangle restant compris sous AE,
’EC sera égal au rectangle restant compris sans

DE, EB. . pDonc si dans un cercle deux cordes se cou-
pent mutuellement , le rectangle compris sous
les segmens. de l’une sera égal au rectangle
compris sous les segmens de l’autre; ce qu’il
falloit démontrer.
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PROPOSITION xxxvr.

lTÏHÊORÊME.

Si l’on prend un point quelconque hors d’un cer-

cle, et si de ce point on mène deux droites dont
l’une coupe le cercle et dont l’autre lui soit tan-

gente, le rectangle compris sous la sécante en-
tière et le segment extérieur qui est intercepté

par ce point et l’arc convexe sera égal au
quarré de la tangente.

Que hors du cercle ABC 102) soit pris
un point quelconque D, et que de ce point
soient menées deux droites DCA, DB; que la I
droite DCA coupe le cercle ABC, et que la
droite AB lui soit tangente : je dis que le rec-
tangle compris sous AD , DC est égal au quarré

de DB, soit que la droite DCA passe par le

centre ou non. v i ’Supposons d’abord qu’elle passe par le centre

du cercle ABC , et que ce centre soit le point F; ’

menez la droite FB. L’angle FBD sera droit
( prop. 18. 5). Puisque la droite AC est coupée
en deux parties égales au point Fc et que la
droite CD lui est ajoutée, le rectangle compris
sous les droites AD, DC , avec le quarré de FC,
sera égal au quarré de FD (prop; 6. a); mais
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la droite FC est égale à la droite FB : donc le

* rectangle compris sous AD, DC , avec le quarré
de FB , est égal au quarré de F D; mais le quarré

’ de F D est égal aux quarrés des droites FB , BD

( prop. 47. r) , car l’angle F BD est droit : donc

le rectangle compris sous AD , DC , avec le
quarré de FB ,lest égal aux quarrés des droites

FB , BD. Donc si on retranche le quarré de FB,
qui est c0mmun, le "rectangle compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré de la tan-

gente DB. - A . ASupposons à présent que la droite D C A
(fig. 105) ne passe pas par le centre du cercle
ABC; prenons lecentre E, et du point E con-
duisons sur la droite AC la perpendiculaire EE
( pr0p. 1 a . r ), et menons les droites EB, EC, ED.
Puisque l’angle EFD estvdroit, et que la droite
EF menée par le centre coupe à angles droits
la droite AC qui n’est pas menée par le centre,

la droite EF coupera la droite AC en deux
parties égales (prop. 5. 5) : donc la drOite AF
est égale à. la droite FC. De plus, puisque la
droite AC esticoupée en deux parties égales au

point F et quezla droite CD lui est ajoutée , le
rectangle compris sous les droites AD, .DC,.avee
le quarré de FC ,L sera» égal au quarré de D
;( profit-i. a) ç donc si on ajoute à ces deuquuan-
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tités leïquarré de FE , le rectangle compris sous

les droites AD, DC , avec les quarrés des droites
CF, FE, est égal aux quarrés de DF, FE. Mais
le quarré de DE est égal aux quarrés, de DF, FE

( prop. 47. 1), car l’angle EFD est droit, et. le
quarré de CE est égal aux quarrés CF, F E :

donc le rectangle compris sous les droites AD,
DC, avec le quarré de CE , est égal au quarré

de ED; mais la droite CE est égale à la droite
EB z donc le rectangle compris sous les droites
AD, DC, avec le quarré de EB, est égal [au
quarré de ED; mais les quarrés de EB, BD
sont égaux au quarré de ED (prop. 47. 1),
puisque l’angle EBD est droit : donc le rectan;
gle compris sous les droites AD, DUC, avec le
quarré de EB , est égal aux quarrés de EB , BD;

donc si. on retranche le quarré deÏEB, est
commun , le rectangle restant compris sous les
droites AD, DC sera égal au quarré de DE. .

Donc si hors du cercle on prend un point
quelconque, et si de ce point on mène. deux
droites dont l’une coupe le cercle et dont l’autre

lui soit tangente, le rectangle compris sousvla
sécante entière et le segment extérieur qui est

intercepté par ce point et l’arc convexe sera
égal au quarré de la tangente; ce qu’il falloit

démontrer. .p V . ,
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PROPOSITION xvau.

TH 1’20 RÊME.-

Si l’on prend un point quelconque hors d’un cer-

cle, et si de ce point on mène deux droites dont -
l’une coupe cercle et dont l’autre tombe sur

sa circonférence, et si le rectangle compris sous-

lai sécante totale et lesegment extérieur inter-
cepté entre ce point et 1’ tamconveæe est égal ,

au quarré des la droite qui tombe surla circo’n- *

finance, cette dernière droite .sera tangente à
la circonférence. .

Que hors du cercle ABC (fig. 104) soit pris ’
un point quelconque D , et’que de ce point on
mène les deux droites DCA, DB dont la droite .
DCA coupes le cercle et dont la droite DB
tombe sur sa circonférence ; si le rectangle
cémpris sous les droites AD, DC est égal au
quarré de DE : je dis que la droite DB est tan-
gente au cercle ABC.

Conduisei la adroite DE de manière qu’elle
soit tangente au cercle ABC ( prop. 17. 5’) ,’ et

prenez le centredu cercle ABC ( prop; Iï 5 ),
que le point F soit ce centre; menez les droites
FE, FB, F D; l’angle FEDsera droit ( prop. I 8. 5);

Puisque la droite DE tOuche lecercle AB C
ct que la droite DCA la coupe, le rectangle
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compris sous AD, DC sera égal au quarré de DE

(prop. 56. 5 ) ; mais le rectangle compris sous
AD, DC est supposé égal au quarré de DB:
donc le quarré de DE sera égal. au quarré de
DB, etlpar conséquent la droite DE sera égale
à la droite DE. Mais la droite FE est égale à la

droite FB : donc les deux droites DE, EF sont
égales aux deux droites DB, BF, et la base
FD est commune à donc l’angle DEF est égal
à l’angle DBF (prop. 8. I) ç. mais l’angle DEF

est droit z donc l’angle DBF est droit aussi;
mais la droite FB prolongée est un diamètre ,
et la droite qui est perpendiculaire à l’extré-

mité d’un diamètre est I tangente au cercle
(prop. 16. 5). On démontreroit la même chose
si le centre étoit placé sur-la droite AC.

Donc si l’on prend un point quelconque hors
d’un cercle, et si de ce point on mène deux
droites dont l’une coupe le cercle et dont l’autre

tombe sur la circonférence , et si le rectangle
compris sous la sécante totale et le segment exté-

rieur intercepté par ceepoint: et l’arc convexe
est égal au quarré de la droite qui tombe sur la cir-

conférence ,.cette dernière droite sera tangente
à la circonférence; ce qu’il falloit démontrer. le.

un ou TROISIÈME’LIVRE.’

l M
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sans -L IVRE ,IV.

r ;’,DÉFINITION&

1 ÏUNE figure rectiligne est dite inscrite dans
une figure rectiligne , lorsque chaque angle de
la figure inscrite touche chaque côté de celle
dans laquelle elle est inscrite.

L 2. Semblablement une figure est dite cir-
conscrite autour [d’une figure , lorsque chaque

côté de la figure circonscrite touche chaque.
angle de laÏfigurel autour de laquelle elle est

circonscrite. k ’ il V Il I
5. Une figure’réctiligne’ est dite inscrite dans

un cercle, lorsque chaque angle de la figure
inscrite touche la’circonférence de ce cercle.

4. Une figure rectiligne est dite Circonscrite
autour d’un cercle, lorsque chaque côté de la

figure cirConscrite touche la circonférence de

ce cercle. I v i ’
5. Semblablement un cercle est. dit inscrit

dans une-figure rectiligne , lorsque la circonfé-
rence du cercle touche chaque côté de la figure
dans laquelle elle est inscrite.
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6.’Un’ cercle’estdit circonSCrit amen-(l’une et. I ’I ’

figureireCtiligne ,tlor’siqïle la” circonférence du

cercleïtoiuche chaque angle de la figure autour
; ù laquelle elle eSt[circonisëritefi’r’ü il "

"’ 7.vUne drOite e’st’dit’e appliquée’dans Un der-

cleï, immenses extrémités sent dans: la timon;
ærënbéîaëiceicerdlëyhil; Un". "un. xîwh I..- n

PROPOSITION PREMIÈRE.
il l ldL:"Î lilllîPROBLÈME.

..-x v - J n a w
Dans un cercle donné, appliquer une drOite égale

"son ü .1 I ’ w a - tu» x " s aà une droite donnera qui liaison pas phis grande.
Il, 5x I» I 1’ ’ "1x ’ (rque’lë diamètre: ’ A ’ " t ’ - WILTTI.

. u
SéitlABG-( fig. 105 fie. catlezd’onné’, et Dia

(traite donnée yinouïs”grande que le diamètre. de

cé cuvelai ilîfautüanstleîeercle ’AB C appliquer,

une droite égale à la droite D; -’ -:
73 î’(Ïondui’seuz le diamètre (BIC-du ï cercle ABC .

Si la» droite B C est égale au ÂdrOite D , On a’déjà’

fait ce que l’on propOsOit-t Ecar on a appliqué

dans le cercle ABG une droiteégale-à la droite
D; . Si ; au Contraire , la droite B C estplus grande
que la droite D , faitesla droite CE égalera la.
àOitetDt-(propgïîsr), et’élu’centre C etsavec

l’intervalle C E décrivez la circonférence AE F

(dem.:5z) ,’ et conduisezela droite CA (dem. I).
a
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AEF, la droite CA sera égale à la droite CE;
mais la droite est égale aida droite CE. :donc
la droite D sera égale à la droite CA;; V

Donc dans le cercle donné ABCgona appli-
qué la droite Ç A égale àJa droite donnéep qui

est moindre que son diamètre ; .ce.qn’iL falloit

faire.

PROPOSITION Il”;
P a on I. Ê M E.

palis. ’ cercle: donné un qui
soit équiangle dm un triangle donnât

. tSOit AîBG (fig: 1,06) le Cercle donné et DEF

le triangle donné ri] faut dansgle cercle ABC
inscrire un triangle-qui soitëquian’gle Xe I"
triangle donné DEF.’ ’. H ’ * v, 44-,
. Conduisez la droite GAH de manière qu’elle

touchele cercle ABG saufpoint A, et sur la
droite AH et-au point A faites l’angle HAC égal

à l’angle. DE F (prop. 25; I -De;plus i sur. la
droite ÇA, et au point Afaites l’angle CIA BE égal

à..l’angle FDE, et menez ladroite-BAGL: a! .

. Puisque la droite HAG touche, le cercleeABC
et que. la droite AC a été menée du point de
cOntact , l’angle HAC est égal .xàa celuiïqui est



                                                                     

D’EUCLIDE. :81
placé dans le segment alterne du cercle, c’est-
à-dire à l’angle ABC ( prop. 52. 5).; maisl’an-
gle HAC est égal à l’angle DEF : donc l’angle

ABC est égal à l’angle DE F. Par la même t
raison l’angle ACB. est égal à l’angle FDE :

donc l’angle restant BAC sera égal à l’angle res-

tant EFD ( prop. 5.221) :donc le triangle ABC
est équiangle avec. le triangle DEF, et il est
inscrit dans le cercle ABC ( défi 5. 4).

DOnc dans le cercle donné on a inscrit un
triangle équiangle triangle donné; ce
qu’il falloit faire.

,ÂP’ROPOSITION II’I.

PROBLÈME. ’ A

dutour d’un cercle circonscrire un triangle ,
équiangle anse-un. triangle donné. x

’ Soit ABC (fig. 107)-le cercle donné et DEF
le triangle donné : il faut autour du cercle ABC
circonsérire un triangle équiangle avec le trianJ

gle donné DEF. - » a - ’
Prolongez la droite EF de, part et ’td’ autre

vers les points H , G (dem. a) , prenez le centre
K du cercle ABC (prOp. I . 5) ;’ conduisez’d’une

manière quelconque la .droite-KB , faites sur la
droite KB et au point KÎ un angle BKA égal à

5
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l’angle DEG, et-l’angle BKCAégal à l’angle DFE

(prOp. 25. I) ; par lespointsA , B : C conduisez les
droites LAM , MBN , N CL de manière qu’elles

soient tangentes au cercle A B C (prOp. I 7. 5 ).
Puisque, les droites L’M , M’N , il L touchent

le cercle ABC aux points Ali-B; C étique les
droitesKA, KB , KG sont menées ducentre K
auxpoints’A , B, C , les angles seront droitsaaux

points A, B, C (prop. 1.8. 5); et puisque les
quatre angles du quadrilatère AMBK sont égaux

à quatre angles droits:(prop. 52. 1), car ce qua-
drilatère peut se diviser en deux triangles; ms .’ ’

parmi les angles de ce quadrilatère ,. 135 angles
KAM , KBM sont droits : donc les angles restans
A KB , AMB seront égaux à, deux angles-droits;

mais les angles DEG, DEF sont égaux à deux
drOits ( prop. I 5. I") : dOnc les angles AKB, AMB
sont égaux aux angles DE G , DEF 3 mais l’angle
DEG est égal à l’angle A KB : donc l’angle res-

tantAMB sera égal àl’angle restant DEF. Nous

démontrerons semblablement que l’angle LNM
est égal à l’angle D F E : donc l’angle restant

MLN est égal àl’angleéEDF (prOp. 52.1):

donc le triangle p LMN est. équiangle me le
I triangle DEF, ,et il est circonscrit autour. du

cercle ABC q, Donc un triangle équiangle avec un triangle
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donné a été circonscrit autour du cercle donné;

ce qu’il falloit faire. ’

PROPOSITION 1V.
PROBLÈME.

Inscrire une circonférence de cercle dans
un triangle donné.

Soit ABC (fig. 108) le triangle donné : il
faut dans le triangle ABC inscrire un cercle.

Partagez en deux parties égales les angles
ABC, BCA par les droites BD, CD quiise
rencontrent au point D , et du point D con-
duisez sur les droites AB , BC, CA les perpen-
diculaires DE, DF, DG (prop. 12. I

Puisque l’angle AB D est égal à l’angle CBD,

car l’angle ABC a été partagé en deux parties

égales, et que l’angle droit BE D est égal à l’an-

gle droit BFD , les deux triangles EBD, DBF
auront deux angles égaux à deux angles et une
côté égal à un côté, car BD, qui est opposé à deux

angles égaux , est commun : donc ils auront les
autres côtés égaux aux autres côtés ( prop. 263.): v

donc le côté DE sera égal au côté DF Par la
,même raison le côté DG sera égal au côté DF;

donc la circonférence décrite du point D avec
un intervalle égal à une des droites DE, DF,

4
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DG passera par les autres points et touchera les
droites AB., BC , CA, parce que les angles sont
droits en E, F, G; car si cette circonférence
coupoit ces droites, la perpendiculaire à l’ex-
trémité d’un diamètre tomberoit dans le cer-

cle; ce qui est absurde ( prop. 16. 5). Donc
la circonférence décrite du point D avec un
intervalle égala une des droites DE , DF, DG
ne coupera point les droites AB, BC, CA : donc
elle les touchera , et cette circonférence sera
inscrite dans le triangle ABC (déf. 5.

Donc dans le triangle donné ABC on a ins-
crit la circonférence de cercle EFG; ce qu’il

falloit faire.

PROPOSITION V.
I PROBLÈME.

Kuala d’un triangle donné décrire une circon-

férence cercle.

Soit ABC (fig. 10j) le triangle donné : il faut
autour du triangle donné AB C décrire une cir-

conférence de cercle. .
Partagez les côtés AB, AC en deux parties

égales aux points D , E (prop. Io. I), et des
points D , E conduisez sur les droites AB, AC
les perpendiculaires DF , EF (prop. 1 1. l );
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’ ces perpendiculaires se rencontreront ou dans

le triangle ABC , ou dans la droite B C , ou hors
du triangle ABC.

Supposons d’abord que ces perpendiculaires

se rencontrent dans le triangle au point F;
menez les droites BF, FC , FA; puisque la
droite AD est égale à la droite DB, et que la
perpendiculaire DF est commune , la base AF
sera égale à la base FB ( prop. 4. 1). Nous dé-

montrerons semblablement que la droite C F
est égale à la droite FA : don’c la droite BF est

égale à la droite FC : donc les trois droites FA ,
FB, FC sont égales entr’elles : donc si du centre

F et avec un intervalle égal à une des droites
FA, FB, FC on décrit une circonférence, cette ,
circonférence passera par les autres points, et
cette circonférence sera décrite autour du trian-
gle ABC (déf. 6. 4); décrivez la circonférence

AB C. .Supposons actuellement que les droites D F,
EF se rencontrentdans la droite BC et au point F,
comme dans la figure 108; menez la droite AF.
Nous démontrerons semblablement que le point
F est le centre de la circonférence circonscrite

triangle ABC.
Supposons. enfin que les droites DF, EF se

rencontrent hors du triangle ABC , au point F
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comme dans la figure 109 â-imenez les droites
AF, FB , FC. Puisque la droite AD est égale à

la droite DE et que la perpendiculaire DF est
commune, la base AF sera égale à la base FB

(prop. I Nous démontrerons semblable-
ment que la droite CF est égale à la droite FA:
donc la droite BF est égale à la droite FG:
donc si du centre F et avec un intervalle égal
à une des droites FA, FB,, FC on décrit une
circonférence, elle passera par les autres points,
et cette circonférence sera circonscrite autour
du triangle ABC; décrivez donc la Circonfé-

rence AB C.
Donc une circonférence de cercle a été cir-

conscrite autour du triangle donné; ce qu’il
falloit faire.

COROLLAIRE.
Il est évident que si le centre du cercle tombe

dans le triangle, et si l’angle ABC est compris dans

un segment plus grand qu’un demi-cercle , cet
angle sera moindre qu’un angle droit. Si le centre

du cercle tombe sur la droite B C , si cet angle est

compris dans un demi-cercle , cet angle sera
droit; si enfin le centre du cercle tombe hors du
triangle ABC , et si cet angle est compris dans
un segment plus petit qu’un demi -cercle , cet
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angle sera plus grand qu’un angle droit : donc si
le triangle donné est acutangle,les droites DF,EF

se rencontreront dans le triangle ; si ce triangle
a un angle droit B A C , les droites[se rencontre-
ront dans laldroite BC ; ’si enfin a un, ’ ’
angle obtus , ces droites se rencontreront hors
du triangle AB C.

PIROPOSITION VI.
eno’BLÈME.

Décrire un quarré dans un cercle donné.

Soit ABCD (fig. 1 Io) le cercle donné : il
faut décrire’un quarré dans le cercle ABC D.

v Cônduisez les diamètres AC , BD du cercle l
ABCD de manière qu’ils soient perpendicu-
laires l’un sur l’autre ( prop. I I . I ); menez les

droitesAB,BC,CD, DA. .
Puisque la droite BE est égale à la droite E D,

car le point E est le centre , et que la droite EA
est commune et, perpendiculaire sur B D , la
base AB sera égale à la base AD (prop.4. 1).
Par la même raison, chacune des droitesBC, CD
est égale à chacune des droites BA, AD : donc le

quadrilatère ABCD est équilatère. Je dis aussi
qu’il est rectangulaire ; car puisque la ligne droite

BD est un diamètre du cercleABCD , la figure .
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DAD Sera un demi-cercle : donc l’angle BAD

est droit ( prop. 51. 1 ); par la même raison
chacun des angles ABC , BCD, CDA sera droit
aussi : donc le quadrilatère ABC D est rectan-
gulaire; mais on a démontréqu’il est équila-

tère : donc ce quadrilatère est un quarré , et ce
quarré est inscrit dans le cercle ABCD.

Donc on a inscrit le quarré ABCD dans le
cercle donné ABCD ; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VII.
PROBLÈME.

-Circonscrire un quarré à un cercle donné.

Soit ABCD (fig. 1 Il ) 1è cercle donné : il
faut circonscrire un quarré autour-du cercle
AB C D.

Conduisez dans le cercle ABCD les deux
diamètres AC , B D de manière qu’ils soient per-

pendiculaires l’un sur l’autre; et par les points

A, B, C, D conduisez les droites FG, GH,
HK, KF de manière qu’elles soient tangentes

du cercle ABCD (prop. I7. 5
Puisque la droite FG est tangente du cercle

ABC D, et que la droite EA a été conduite du

centre E au point de contact qui est en A ,v les
angles serom droits en A ( prop. 18. 3 ). Par la
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même raison les angles seront droits en B, C, D.
Puisque l’angle AEB est droit et que l’angle

EBG est droit aussi ,.la droite GH sera paral-
lèle à la droite AC (prop. 28.1). Par la même

raison la droite AC est parallèleà la droite F K.
Nous démontrerons semblablement que l’une et
l’autre des droites GF,HK est parallèle à la droite

BED: donc les figures GK, GC, AE, FB,
BK sont des parallélogrammes : donc la droite
GFœst égale à la droite HK (prop.-54. I ) , et
ladroitelGH égale à la droite FK; et puisque
la droiteAC est égale à ladroiteBD, que la
droite AC est égale à l’une et à l’autre des

droites ,aet que la droite B D est égale i
à l’une-ce à l’autre des droites GF, HK’, les

droitesGHjF’K seront égales aux droites GF,
HK adonc’le quadrilatère FGHK est éqllilag

1ère , qu’il est rectangulaire; car puisque
le (pladrila’t’ère GBEA -est’un parallélogramme,

et que l’angle AEB est droit , l’angle AGB
sera droit aussi prop. 54. 1 Nous démon-e
treronssemblablement que les angles, qui sont
placés vers lestpoi’nts H2, K, :F sont des angles

droits : doucie quadrilatère EGHK .est rac-7
tangle. Maison a démontré qu’il estéqüilatère;

donc le quadrilatère est un quarré , et il est cir-’

conscrit autour-du cercle ABC D.
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. Donc on a’circonsorit un quarrém-du
cercle donné; ce qu’il falloit faire. , .

VIPRZOPVOSITIÔ’N un;

h en ont. firman.

’Inscrire’untcercle dansait qzzarré’donn’é.

SOit ABCD (fig. 1 12) le quarré donné E’il:

faut inscrire un cercle» dans le quarré ABC D.»
- ’ Coupez en deux parties égales l’une et l’autre."

des droites AB, ADaux points RE (prop. 1 051),:
et Parçle pointEcondliisezlhdroite EHpaxàllèleà

l’une et àl’autredes droites AB, Cl) (propôr . 1),

et par le point F Conduisez :aussi’la droiteE’K

parallèle à l’une et à l’autre des droitesuAD ,

BC : donc chacune des figures AIS, KB-,-AH-,.
HD, AG, GC, BG, GD est uniparallélogrbmm’e’;

et leurs côtés opposés sont’égaux 1);
Puisque la droite Al) :est égale à la droite AB,
que ’13 droite AE estula infinie deÏADiet la
droite AF la moitié de AB, la idroitezAE sera
égalait la droite AF. VMais les .côtés-ÏquiJeur

sont opposés sont égaux cadmie la droite EG
est égale à la (imite CE; Nous rdémontrerons
semblablement ’ que les adroites GE,- G K sont

’(egales aux droites ,FG ,z GE, chacune à; cha-

cune : donc les quatre droites, GE, GF, GE,
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GK sont égales entr’elles: donc le cercle dé-

crit du centre G avec un intervalle égal à une
des droites GE , GF, GH, GK passera par les
autres points , et sera tangent aux droites AB ,
BC, CD, DA, parce que les angles en E, F,
H , K sont droits 3 .car si la circonférence cou-
poit les droites AB, BC , C D , DA, la perpen-’
diculaire à l’extrémité d’un diamètre entreroit

dans le cercle ; ce qui est absurde ( prop. 16. 5) :
donc la circonférenCe de cercle décrite du cen-
tre G aVec un. intervalle égal à une des droites
GE , GF , G H , G F. ne coupera point les droites

AB, BC , C D, DA : donc elle sera tangente à
ces droites , et ellepsera inscrite dans le quarré

ABCD (déf. 5.4). I
Donc on a inscrit une circonférence-de cer-

cle dans le quarré donné 5 ce qu’il falloitfaire.

Î laineries 1 T I o N 1 x,

r n or n L È M E. i
Circonscrire un cercle gourdin quarré donné.

Soit ABCD (fig. I I5) le quarré donné : il
faut autour de ce quarré ABCD chiconSCrirë

une circonférence de cercle. ’
Menez les droites AC , BD quise coupent

mutuellement au point E.
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Puisque la droite DA est égale à la droite

AB et que la droite AC est commune , les deux
droites. AC sont égales aux deux droites
B A,A C. ;la base DC est égale à la base BC : donc
l’angle DAC est égal à l’angle BAC (prop. 8. 1) :

donc l’angle DAB est coupé en deux parties.
égales par la droite AC. Nous démontrerons
semblablement que chacun des angles ABC
BC D , C DA est coupé en deux parties égales
par les droites AC, DB : donc puisque l’angle
DAB est égal à l’angle ABC, que l’angle EAB

est la moitié de l’angle DAB , et l’angle EBA

la,moitié de l’angle ABC», l’angle EAB sera

égal à l’angle EBA : donc le côté EA est égal

au côté EB ( prop. 6. I Nous démontrerons
semblablement que les droites EC , ED sont

’égalesaux’ droites EA , EB, chacune à cha-

cune : doucies quatre droites EA , EB , EC,
ELD sont égales entr’elles : donc la circonfé-

rence décercle décrite du centre E avec un
intervalle égal à une des droites EA, EB, ED
passergpâr les autres points. et elle sera circons-
crite aumundu quarré ABC D ; circonscrivez le

cercle; ABCD- . I ,Donc on a circOnscrit, un cercle’antoued’an
quarré donné ;- ce qu’il falloit faire. .
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PROPOSITION X.
PROBLÈME.

Construire un triangle isocèle qui ait chacun des ’

I angles de sa base double du troisième angle.

Soit la droite AB (fig. 1 t4); que cette droite
soit coupée en un point C de manière que le
rectangle compris sous les droites AB , BC-soit
égal au quarré de CA (prOp. 1 1 . a); du centre
A et avec l’inœrValle AB décrivez la circonfé-

rence BDE (dem. 5 ); dans le cercle BDE
. menez la corde B D égale alla droite AC est

moindre que le diamètre de ce cercle (prop. x . 4),

et ayant conduit les droites DA , , circons-
crivez la circonférence ACD autour du trian-

- gle ACD (prop. 5. 4).
Puisque le rectangle compris sous les droites

’ AB, BC est égal au quarré de la droite AC et

. que la droite AC est égale à la droite BD, le
rectangle compris sous les droites AB , BC sera
égal au quarré de BD : puisque le point B est

pris bora cercle ACD et que du point B on
a mené. un cercle ACD , les droites BCA , BD ,
dont l’une coupe le cercle et dont l’autre ne le

coupe point, et puisque le rectangle compris
sous les droites AB , BC est égal au quarré de

BD, la droite BD sera tangente au cercle ACD
N
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(prop; 57. 5). Donc, puisque la droite BD est
tangente et que la corde DC’ a été menée du

point de contact D , l’angle B D C sera égal à

celui qui est compris dans le segment alterne du -
cercle , c’est-à-dire à l’angle DAC (prop. 5a . 5).

Mais , puisque l’angle . BDC est égal à l’angle ’

DAC , si nous ajoutons un angle commun C DA,
l’angle total B DA sera. égal aux deux angles
C DA , DAC. Mais l’angle extérieur B C D est

égal aux deux angles C DA, DAC (prop. 52. I):
donc l’angle, BDA est égal à l’angle BCD; mais

l’angle BDA est égal àl’angle CBD ( prop. 5. I),

puisque le côté AD est égal au côté AB : donc

l’angle DBA sera égal à l’angle BCD: donc les

trois angles BDA, DBA , BCD sont égaux entre
eux; et puisque l’angle DBC est égal à l’angle

BCD , le côté BD sera égal au côté DC (prop.6. I);

mais le côté B D est ’supposé égal au côté CA :

donc le côté AC est égal au côté Cl) :donc
l’angle CDA est égal à l’angle DAC ( prop. 5. t) :

donc les angles CDA , DAC,- pris ensemble , sont
double de l’angle DAC ; mais l’angle BCD est

égal aux angles CDA, DAC ( prop. 52. 1): donc
l’angle BCD est double de l’angle DAC ; mais

l’angle BC D est égal à chacun des angles BDA ,

DBA : donc chacun des angles BDA, DBA est
double de l’angle DAB.
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I Donc on’a construit un triangle isocèle ADB

dont chacun des» angles de sa base BD est dou-
ble du troisième angle; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION x1]
’PROBLÊME.

Dam un cercle donné, inscrire un pentagone t
’ . équilatéral et équiangle. ’

Soit ABCDE ’(figJ I 15) le cercle donné : il

faut inscrire dans ce cercle un pentagone équi-

latéral et équiangle. "
Soit le triangle isocèle FGH, ayant chacun

des angles de sa base G, H double de l’angle’F

(prop. Io. 4). Inscrivez dans le cercle ABCDE
un triangle ACD équiangle avec le triangle F GH n
(prop. 2. 4), de manière que l’angle. CAD soit.
égal à l’angle F, et de manière que chacun des

angles AC D, C DA soit égal a chacun des angles
G , H qui sont. placés sur la base GH. Chacun des
angles AC D, C DA sera double de l’angle CAD. ’

Partagez chacun des angles AC D, CDA en deux"
parties égales par les droites CE, DB ( pr0p. 9. 1) ,

et menez les droites AB , BC , DE, EA. .
Puisque chacun des angles AC D , CDA est

double de l’angle CAD, et que chacun de ces
angles est coupé en deux parties égales par les

a
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droites CE, DB, les cinq angles DAC , ACE ,
ECD , CDB , BDA sont égaux entr’eux; mais
des angles égaux sont appuyés sur des arcs égaux

(prop. 26. 5) : donc les cinq arcs AB , BC , CD ,
DE , EA sont égaux; mais des cordes égales
soutendent des arcs égaux (prop. 29. 5) : donc
les cinq cordes AB, BC, CD, DE, EA sont
égales entr’elles : donc le pentagone ABCDE
est équilatéral. Je dis qu’il est aussi équiangle;

car puisque l’arc AB est égal à l’arc DE , si

l’on ajoute un arc commun BCD , l’arc total
ABCD sera égal à l’arc total EDCB. Or l’an-

gle AED est appuyé sur l’arc ABCD et l’angle

BAE est appuyé sur l’arc EDCB : donc l’an-

gle BAE est égal à l’angle AED (prop. 27. 5);

par la même raison chacun des angles ABC,
BC D, C DE est égal à chacun des angles BAE ,

AED : donc le pentagone ABCDE est équian-
gle; mais il a été démontré qu’il est équilatéral.

. Donc dans un cercle donné, on a inscrit un
pentagone équilatéral et équiangle ; ce qu’il

falloit faire.
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PROPOSITION X11.
paonnùmx.

Circonscn’re à un cercle donné un pentagone

équilatéral et équiangle.

Soit ABCDE (fig. 1 16) le cercle donné: il
faut à ce cercle circonscrire un pentagone équi-i
latéral et équiangle.

Supposons que les points A, B, C, D, E soient
les sommets des angles d’un pentagone’inscrît

dans ce cercle (prop. 1 1 . 4), de manière que
les arcs AB, BC, CD, DE, EA soient égaux ;’

par les points A , B , C , D , E, conduisez au
cercle les tangentes GH, HK, KL, LM, MG
( pr0p. 17. 5); et ayant pris le centre F du cer-
cle ABCDE , menez les droites FB, FK, FG,

FL , r D. z I ’I PuiSque la (licite KL touche le cercle ABCDE I
au point C, et que la droite FC a été menée
du centré F au point de Contact C , la droite FG
sera perpendiculaire sur KL ( prop. 18.5) »:
dOnc chacunldes’angles FCK, FCL’ est drOitç

chacun des angles FBH, FBK, F’DL, FDM’

est droit’ parla même raison. Puisque l’angle

FC K est. ,"lelqu’arré de la droite F K est égal

aux qnarréstdès drOites FC , CK (prop. 47. Il
5
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Le quarré de la droite FK est égal aux quarrés

des droites F B , B K , par la même raison :
donc les quarrés des droites F C ,( KEK sont
égaux aux quarrés des droites FB, BK; mais
le quarré de la droite FC est égal au quarré

de la droite FB : donc le quarré restant de la
droite CK sera égal au quarré restant de la droite
BK à donc la droite C K est égale à la droite BK.

Puisque la droite FB est égale à la’droite FC

. et que la droite F K est commune , les deux
droites BF, F K sont égales aux deux droites
C F, F K; mais la baseBK est égale à la base CK :

’donc l’angle BFK est égal à l’angle KFC , et l’an-

gle BKF à l’angle FKC (prop. 8. 1): donc l’an-

gle BF C est double de l’angle KFC et l’angle

BKCdouble de l’angle FKC. Par la même raison
l’angle CF D est double de l’angle CFL , et l’an-

gle’CLD double de l’angle CLF. Puisque l’arc

BC est égal à l’arc CD, l’angle BFC sera égal

à l’angle CF D (prop. 27. 5); mais l’angle BFC

"est double de l’angle KFC, et l’angleDFC doug-

blé de l’angle L FC : donc l’angle KF C est égal

à l’angle CFL : donc les deux. triangles F. KC,

FLC ont deux angles égaux à deux angles ,
lchacunà chacun, et un côté égal à un côté,

lpuisque le côté F C leur est commun : donc ces
deux triangles ont leurs’autres côtés égaux aux
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autres côtés , et l’angle restant égal à l’angle res-

tant (prOp. 26. 1 ) : donc la droite KG est égale
à la droite CL , et.l’angle FKC égal à l’angle FLC.

La droite KL sera double, de la droite KC ,
puisque la droite KC est égale à la droite CL.
Par la même raison la droite HK sera double de
la droite B K. De plus , puisqu’on a démontré

que la droite B K est égale à la droite KC , que

la droite KL est double de la droite KC et la
droite H K double de la droite B K, la droite H K
sera égale à la droite KL. Nous démontrerons

semblablement que chacune des. droites GH ,
GM, ML est égale à l’une ou à l’autre des droites :

HK, KL : donc le pentagone GHKLM est
équilatéral. Je dis aussi qu’il est équiangle; car

puisque l’angle FKC est égal à l’angle FLC ,

et qu’on a démontré que l’angle HKL est dou- ’

ble de l’angle FKC et l’angle KLM double aussi
de l’angle FLC, l’angle’HKL sera égal à l’an-

gle KL M. Nous démontrerons par une raison
semblable que chacun des angles KHG , HGM
m est égal àl’un ou à l’autre’des angles HKL,

KLM : donc les cinq angles GHK, HKL, KLM ,
LMG, MGH sont égaux entr’eux : donc le. pen-

tagone GHKLM est équiangle. Nous avons dé-
montré qu’il est équilatéral, et il est circonscrit

au cercle ABCDE; ce qu’il falloit faire. ,
4
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PROPOSITION un.
PROBLÈME.

Dans un pentagone équilatéral et équiangle ,’

inscrire un cercle.

. Soit ABCDE (fig. 1 17) le pentagone équi-
latéral et équiangle donné : il faut inscrire un

cercle dans le pentagone ABC DE.
Partagez chacun des angles BC D, CDE en deux

parties égales par les droites CF, DF (prop. 9. 1) ;

et du point F où les deux droites CF, DF se ren- Il
contrent, menez les droites FB , FA; FE. Puis-i ’
que la droite B C est égale à la droite C D’et que

la droite FC est commune , les deux droites BC,
C F sont égales aux deux droites DC, CF; mais
l’angle BCF est égal à l’angle DCF adonc la

hase BF est égale à la base DF.(prop. 4. 1); ’
le triangle BFC est égal au triangle DCF et les
autres. angles soutendent des côtés égaux
dans ces; deux triangles sont égaux entr’eux
(prop. 4. 1) : donc l’angle CBF sera égal à l’an-

gle CDF ; et puisque l’angle CDE est double
t de l’angle C DF et que l’angle CDE est égal

à l’angleABC et l’angle CDF égal à l’angle CBF,

l’angle CBA sera double de l’angle CB F, et par

conséquent l’angle AEF sera égal à l’angle FBC z
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donc l’angle ABC est partagé en deux parties

égales par la droite BF. Nous démontrerons
semblablement que chacun des angles BAE,
AED est partagé en deux parties égales par les

droites FA, FE. Actuellement du point F con-
duisez sur les droites AB, BC, CD, DE, EA
les perpendiculaires FG, FH, FK, FL, FM.
Puisque l’angle HCF est égal à l’angle KGE et

que l’angle drOit FHC est égal à l’angle droit

FKC , les deux triangles FHC, FKC auront
deux angles égaux à deux angles et un côté
égal à un côté; savoir , le côté commun FC

soutend un des angles égaux : donc ces deux
triangles auront les autrescôtés égaux aux autres

côtés ( prop. 26. I) , et la perpendiculaire FH sera
égale à la perpendiculaire F K. On démontrera

T

semblablement que chacune des droites FL, i
FM , FG est égale alune Eou à l’autre des droites

FH , FK : :donc les cinq droites FG:; FH,MF-K,;
F L , l F M sont égales entr’elles ; .donc- si du

centre F et avec un intervalle égal à une, des
droites FG, PH, FK, FL, FM ou décrit une
circonférence de cercle , cette circonférence
passera par les autres points et touchera les
droites AB., BC, CD, DE, EA’, parce que les
angles sont droits enG ,- H , K, L , M; en effet , si
au lieu de les toucher, elle les coupoit, la pere-
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pendiculaijre menée à l’extrémité d’un diamètre

entreroit dans le cercle; ce quia été démontré

absurde (prop. 16. 5) : donc la circonférence
décrite du centre F avec un intervalle égal à

une des droites FG, FH, FK, FL , FM ne cou-
pera point les droites AB, BC, CD, DE , EA :
donc elle les touchera. Décrivez la circonfé-

rence G HKLM. i
Donc on a inscrit une circonférence de cercle

dans unlpentagone équilatéral et équiangle; ce

qu’il falloit faire. - l
PROPOSITION XIV.

PROBLÈME.

Circonscrire une circonférence de cercle à un ’
pentagone équilatéral et équiangle donné.

Soit ABCDE (fig. 1 r8) un pentagOne équi-
latéral et équiangle : il faut à ce pentagone cir-
conscrire une circonférence de cercle.
’ Partagez en deux parties égales chacun des

angles BCD, CDE par les droites CF, FD
(propQg. 1 ) , et du point Fou ces. droites se
rencontrent, menez aux points B , A, E les
droites FB , FA , FE. Nous démontrerons ,
comme dans la proposition précédente , que
chacun des angles CBA, BAE , AED est coupé
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en deux parties égales par les droitesBF, FA, FE.
Puisque l’angle BC D est égal à l’angle CDE , et

que l’angle FCD est la moitié de l’angle BCD ,

et l’angle CDF la moitié de l’angle CDE , l’an-

gle FCD sera égal à l’angle FDC : donc le côté

FC est égal au côté FD (prop.ô. 1). On démon-

trera semblablement que chacune des droites
F B, FA, FE est égale à chacune des droites FC, -

FD : donc les cinq droites FA, FB, FG, FD, FE
sont égales entr’elles : donc la circonférence

décrite du point F et avec un intervalle égal à
une des droites FA, EB , F C , FD, FE passera
par les autres points et sera circonscrite au
pentagone équilatéral et équiangle ABCDE.

Décrivez la circonférence ABCDE.
Donc une circonférence de cercle a été cin-

conscrite à un: pentagone équilatéral et équian-

gle; ce qu’il falloit faire. .

PROPOSITION XV.
p patronnâmes. .

Inscrire dms’unrcercle donné un hexagone équi-’

, latéral et équiangle. a
Soit ÂBCDEF (fig. r 19) le cercle donné : il

faut dans ce cercle inscrire un hexagone équi-
latéral et équiangle.

- Menez le diamètre AD du cercle ABC DEF,
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prenez le centre G de ce cercle , et du centre D
avec l’intervalle DG décrivez la circonférence

EGCH (dem. 5); menez les droites EG , CG,
prolongez-les vers les points B , F, et menez
les droites AB, BC, CD, DE, EF, FA: je dis
que l’hexagone AB C DEF est équilatéral et

équiangle. ,
Puisque le point G est le centre du cercle

ABCDEF, la droite GE sera égale à la droite GD.

De plus , puisque le point D est le centre du
Cercle EGCH, la droite DE sera égale à la

I droite DG 3 . mais on a démontré que la droite
GE est égale à la droite G D :donc la droiteGE
est égale à la droite E D :donc le triangle EGD
est équilatéral : donc ses trois angles EGB,
GDE, DEG sont égaux entr’eux’ , puisquedans

les triangles isocèles les angles à la basesont
égaux entr’eux (prop. 5. t );. mais les. trois
angles d’un triangle sont égaux à deux droits
(prop. 5a. I ) : donc l’angle EGD est le tiers
de deux angles droits; On démontrera sembla-
blement que l’angle DGC est le tiers de deux
angles droits; donc , puisqu’une droite CG tem-

bant sur la droite EH fait les anglesdeisuite EGC,
CGBégaux à deux droits (prop. 154) , l’angle. A

restant CGB sera le tiers de deux angles, droits;
donc les anglesEGD, DGÇ, C .GB sont,égaux



                                                                     

D’EUCLIDE. 205
entr’eux; mais les angles -BGA, AG F , FGE

sont égaux aux angles EGD, DGC , CGB,
parce que ces angles sont opposés par le sommet

(prop. 15. I): donc les six angles EGD, DGC,
CGB , BGA, AGF, FGE sont égaux entr’eux;
mais des angles égaux s’appuient sur des arcs
égaux ( prop. 26. 5) : donc les six arcs. AB, BC,
CD, DE , EF, FA sont égaux entr’eux; mais des

arcs égaux sont soutendus par des cordes égales

( prop. 29. 5) : donc les six cordes sont égales
entr’elles : donc l’hexagone ABCDEF est équi-

latéral. Je dis qu’il est équiangle , car puisque

l’arc AF est égal à l’arc ED, nous leur ajou-

tons à chacun l’arc AB C D , l’arc total FAB C D

sera égal à l’arc t’otal E DCB A : donc , puisque

l’angle FE D s’appuie sur l’arc FAB C D et que

l’angle AFE s’appuie sur l’arc EDCBA, l’an-

gle AFE est égal à l’angle DEF (prop. 27. 5

On démontrera semblablement que les autres
angles de l’hexagone AB C D E F sont égaux
chacun à l’un ou à 1’ autre des angles AF E ,

FE D : donc l’hexagone AB C DE F est équian-
gle. Mais on a démontré qu’il est équilatéral, et

il est inscrit dans le cercle ABCDE F.
. Donc on a inscrit un hexagone équilatéral et

équiangle dansoit cercle donné; ce qu’il falloit

faire. -
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COROLLAIRE.

Il suit manifestement de la que le côté de
l’hexagone est égal au demi-diamètre du cercle,

Si par les pointsA, B, C, D, E, F nous me-
nons des tangentes au cercle , on circonscrira
-à ce cercle un hexagone équilatéral et équian-

gle , en suivant la méthode que nous avons
donnée pour le pentagone; c’est aussi de la
même manière que nous inscrirons et que nous
circonscrirons une circonférence de cercle à
un hexagone donné.

PROPOSITION KV].
PROBLÈME.

, Inscrire dans un cercle donné un quindécagone
équilatéral et équiangle.

Soit ABCD (fig. tao) le cercle donné : il
faut dans .ce cercle inscrire un quindécagone

équilatéral et équiangle. ’ .
Inscrivez dans le cercle ABCD le côté AC

d’un triangle équilatéral et le côté AB d’un pen-

tagone équilatéral. Puisque la circonférence en-

tière ABCD doit êtrevpartagée en quinze parties

égales, l’arc ABCqui est la troisième partie de

la circonférence en contiendra cinq, et l’arc AB.
qui est le cinquième de la circonférence en con-
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tiendra trois : donc l’arc restant BC en con-
tiendra deux. Partagez l’arc restant BC en deux
parties égales au point E ( prop. 5o. 5) , chacun
des arcs BE , EC sera la quinzième partie de
la circonférence du cercle ABC D : donc si l’on

porte une des droites BE, EC Sur la circonférence
, ABCD autant de fois qu’on le pourra (prop. r . 4),

on aura un quindécagone équilatéral et équian-

gle sera inscrit dans cette circonférence;

ce qu’il falloit faire. 1
En suivant la méthode que nous avons donnée

pour le pentagone , si par les points de division
d’un cercle on conduit des tangentes à ce cer-
cle , on circonscrira à ce cercle un quindéca-
gone équilatéral et équiangle. En suivant la
même méthode, nous inscrirons et nous cir-
conscrirons une circonférence de cercle à un
quindécagone. équilatéral et équiangle donné.

un ou QUATRIÈME LIVRE.
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LIVRE VI.

DÉFINITION&

I . L E s figures rectilignes semblables sont
celles dont les angles sont égaux chacun à
chacun et dont les côtés placés autour des angles

égaux sont pr0portionnels.
a. Les figures sont réciproques lorsqueles

antécédens et les conséquens des raisons se
trouvent dans l’une et l’autre figure.

5. Une droite est dite coupée en extrême et
moyenne raison lorsque la.droite totale est au
plus grand segment comme le plus grand seg-
ment est au plus petit.

4. La hauteur d’une figure est une perpen-
diculaire menée de son sommet sur sa base.

5. On dit qu’une raison est composée de rai-

sons lorsque les quantités des raisons multi-
pliées entr’elles produisent la quantité de cette

raison.
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I’IÉROIPOSITIÔN PREMIÈRE;

Ï’rnËOnÈME.

Les triangles et les parallélogrammes qui ont
la même hauteur sont entr’euæ comme leurs

lares.

t Soient les triangles ABC, ACD (fig. 121)
et les parallélogrammes EC , CF qui ont la
même hauteur , saVOir , la perpendiculaire me-
née du point A sur la droite BD : je dis que le V
triangle ’ABC est au triangle AC D et que le.
parallélogramme EC est au parallélogramme C F

comme la base. BC est à la base CD.
I Prolongez la droite. B D de part et d’autre

vers les points H , L ,iet faites les drOites BG , GH

égales chacune à la base BC; faites aussi les
droites DK,’ KL égales chacune à la base CD,

et menez les droites AG, AH, AK, AL. l
Puisque les droites CB , BG , GH sont égales

entr’elles, les triangles AGH , AGB , ABC seront.l

égaux entr’eux ( prop. 58.1) : donc le triangle

AHC contient le triangleïABC autant de fuis.
que la basevHC cOntient la base BC. Par la même!

raison le triangleALC contient le triangle ACD,
autant de fois que la baseLC contient la-base CD;z
Si la base HC est égale à la base CL, lettriangleI

0
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AHC sera égal au triangle A-DG-Îprop. 58. I ) ; il C

si la base HC surpasse la base CL , le triangle
AHC surpassera le triangle ALC , et si cette
base est plus petite le triangle sera plus. petit.
Ayant donc quatre quantités , savoir , les deux
bases BC , CD et les deux triangles ABC , ACD ,
on a pris des équimultiples de la base BC et du
triangle ABC, savoir , la base HC et legtrian-
gle AHC; on a pris aussi d’autres équimultiples

de la base C D et du triangle ACD, savoir, la
base C L et le triangle ALC; et l’on a démontré

que ailla base HC surpasse la base CL ,’ le trian-

gle AHC-surpassera lertriangle ALC ;, que si la
base HC est égale à la base CL, le triangle AHC

sera égal au triangle ALC , et que si la baseIHC
eSt plus petite que la base CL, le triangle AHC
sera plus petit que le triangle ALC : donc le
triangle ABC est au triangle ACD comme la
base BC et. la base CD (déf. 5. 5).
t Puisque le parallélograHnne EC est dOuble

du triangle’ABC, que le parallélogramme FC

est doubleaussi du triangle ACB (prOp. 41 . 1) ,
et’àcause que les parties ont entr’elles la même

raison que leurs équimultiples ( pr0p. 15. 5) , le
parallélogramme EC sera iiié’ parallélogramme

FC .commejle triangle ABC estun triangle-AED:
donc puisqu’on a dém°ntréque le triangle ABC
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ï est’au triangleACD comme la base BC est à la

base CD ; et à cause que le parallélogramme EC

est au parallélogramme FC comme le triangle
ABC est au triangle ACD, le parallélogramme
EC sera au parallélogramme F C comme la base
BC est à la base CD (prop. Il. 5).

Donc les triangles et les parallélogrammes
qui ont la même hauteur sont entr’eux comme
leurs hases; ce qu’il falloit démontrer. ’

PROPOSITION, Il.
THÉORÈME. 4H

Si l’on conduit une droite qni soit parallèle à un

des côtés d’un, triangle , cette droite coupera

proportionnellement les côtés. deice triangle; et
si deux côtés d’un triangle sont coupés propor-

tionnellement , la droite qui joindra les sections
sera parallèle au côté restant du triangle.

Que l’on mène la droite DE (fig. un) de
manière qu’elle soit parallèle à un des côtés du

triangle ABC : je dis que CE est à EA comme
BD est à. DA.

Menez les droites BE , CD. n
Le triangle BDE est égal au triangle CDE

(prop. 57 . x ) , parce qu’ils ont la même base et
qu’ils; sont compris entre les mêmes parallèles.

2
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Mais deux quantités égales ont la même raison

[avec une même quantité ( prop. 7. 5) : donc le
triangle CDE’est au triangle ADE comme le
triangle BDE est au triangle ADE. Mais le
triangle BDE est au triangle ADE comme BD
està DA : car ces deux triangles , qui ont la même

hauteur, savoir, la perpendiculaire menée du
point E sur la base AB , sont entr’eux comme
leurs bases (prop. 1 .6). Par la même raison le
triangle CDE est au triangle ADE comme CE
est à EA: donc BD est à DA comme CE est
à EA (prop. Il. 5).

Si les côtéspAB, AC du triangle ABC sont
coupés proportionnellement aux points D, E de
manière que BD soit à DA Comme CE est à EA,
etsi l’on mène la droite DE : je dis que la droite

DE est parallèle’a la droite BC. i

Faites la ’même Construction. Puisque BD
est à DA comme CE est à EA, que BD est à DA

comme le triangle BDE est au triangle ADE
(prop. 1.6) , et que CE est à EA comù1e le
triangle C DE est au triangle ABE; le triangle
BDE sera au triangle ADE comme. le triangle
CDE est au triangle ADE (prop. I 1 . 5) z donc
Chacun des triangles BDE , CDE a la même

l raison avec le triangle ADE: donc. le triangle
BDE est égal au triangle CDE (prop. 9.5),
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et ils ont la même base. Mais des triangles égaux

et construits sur la même base) sont Compris
entre les mêmes parallèles ( pnop. 59. I
la droite DE est parallèle à la droiteiBGLÀcq in;

Donc si l’on conduit une droite qui soit: 1534
rallèle à un des côtésd’un triangle , cette droiiè

coupera proportionnellementxlescôtés ce)
triangle 5 et sileslcôtés d’un triangle Sont coupés

prOpOrtiOnnellement , la droite qui ’joindrasxlès;

sections sera parallèle. au côté [restant tierce
triangle; ce qulil falloit t’léinrmtrer.z ï f J v Ù

’ , P R 0 P 0,5! .1 I :1 u;

t’ enfantai jfi’p
y

1

’ Si un angle d’ un, triangle est partagé en deux par-

, ties égales, et si la dmiçennipar’tage cet angle,

A coupe infime, legsegmens de la base auront
l « la même raison que ilesrautrçtleâtésde ce triang

A) gle; et si les segments; la liassent la
I faisan que lesraatrlesœâtéàdu triangle, droite

qui est menée du sommet à la section partagera],

angle de ce triangle magique: parties égales.. A

HSOÎt le triangle ABE 65.3.1231); que, l’an-l
gle BAC! soit partagé en dent parties égales par

la droite-AU :-jeldis que ’BDIe’st à DC comme

BAestàAC. I W5
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Par- le: point C menez la droite CE parallèle

à la droite DA (prop. 5 l . 1); prolongez la droite
BA jusqu’à ce qu’elle rencontrera la droite CE

au pointZE. l a. pa Puisque la droite AC tombe sur les parallèles
AD , EC; l’angle ACE sera égal à l’angle CAB;

( prop. 29. 1’); mais»l’angle:CAD est supposé

égallà’lîangle BAD : donc l’angle BAD seraégal

àl’hngle AC E. De plus , puisque la droite BAE i
tombe sur les parallèles AD, EC , l’angle extér-

rieur BAD.est égal à Beagle intérieur, AvE C.
( prop. 29. 1 Maison a démontré que l’angle
AC E est égal àll’an’gl’e BADŒIdonç’l’an’glé ACE

sera égal à l’angle AEC : doue le côté AE sera

égal au côté AC (prop. 6. I Puisque la droite
AD est parallèle à un des côtés du triangle DCE,

savoir ,è au côté EC,Yla)droite BD sera à la ’droite

ne Comme la droite B A’ est à la ’droitet’ÂE

(prop. a. 6). Mais la incite AE est égale à la
droite AC : donc la dtîoît’e BD est à la droite

DC comme-laldroite’BA est à la idroite’AC

(POP-7.5)- Ü "i ’ ’ è t ’
Supposons à: plrësentï’que la droite BD-sOit à

la droite DC domme’la fioite BA est à la droite
AC internez la (imite 11D: je’dis que. l’angle
BACest partagéwen (leur. parties. égales par la

droite AD. v .s

.ifil,..,
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Faites la même construction. Puisque BD

est à DC comme BA’est à AC, et que’BD est

à DC comme 152A est à AE (prop. 2.6), car
la droiteLAD est parallèle à un des côtés du
triangle BCE, savon, au”côté EC ,. il est évi-

dent que BA sera à AC cOmme BA est à. AE :
donc la droite AC est égale à la droite AE
(prop. 9. 5) : donc’l’angle AEC est égal à l’an-

gle’ACE-(Ilrop.5. I );; mais’l’angleï AEC est
t’a’g.;,a’l-îlE l’angle extérieur BAD (prop.:rg. I )-,Het

l’angle AÂCE égal-à l’angle alterne C AD :lddnc

l’angle BAD sera égal àzliangle’CAD : donc

l’angletB’AC est partagé en deuxparties-égales

parlandroite AD.- 7 7 ’ï l Ï l» v
, ” libelle si un angleÏdïunltriangle est partagé en

deux parties égales , et si la droite qui partage
"cetnangle’ coupe 51a «basal, les segmens de’laibase

auront’la même raison que les. autres côtés de

,7 cëêtrianglè; et sî’les’ iseg’ineiâs délatbaseont la

même ra’ison-qtie les’autres’lcôtés du triangle,

1a droite. qui eSt menée du sommet à laïsedtinn
de Base artage l’angleid’ece triangle en deux
Ws4égàillieli -,’ ce qü’îl’ifalloit’démontrer."îiü"i’

Fi H var; v: a! N.’lult; :71 ,.l

«la.» ” a: ’.!wÎl.)(Î .1
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TLHÉOitÈM’E.üt ’

Dans les triangles équiangles, les côtés quiscale

î A. autour despangles: sont proportionnels
et on appelle côtés I nomologues ceux qui sou-

tendent des anglestégdtt’îrln , lu il il I

I les triangles équiangles ABC; DCE
(figz 124 ). dont "l’angle ABCîsoit égal à range

DCE, l’angle ACBe’ghl à L’angle DEG:a et; lien?

glette égal à l’angle CDE : je (la que dans

les deux triangles ABC ;:D.CEV,I lescôtésqni sont

autour des angles égaux sont propOrtinnnels,
et Walespôtésïquil Soutettdent.des angles égaux

souchomologlies". E l» .371, afin. A W,
A . macadamisé BC simula. direction :delCE;
puisque les;angles «ABG’,:.AÇB;sûm moindres

que-deus langlèsudlïqits( prop. 17. i) , peptique
l’anglexACzB est égailla :lîangle DBE» angles

MQIDEC sellent pimpants que: :91er aigles
australs 39136.Vlfiâudfillëlglmiteêgëêq sa étant

prolongésmateacqetrçroetentrîclieffaægçg);

et supposons qu’elles se rencontrent au point F Â
Puisque l’angle DCE est égal à l’angle ABC,

la droite DC sera parallèle à la droite BF
(prop. 38. l De plus , puisque l’angle ACB

I
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est égal à. l’angle DEC, la droite AC sera pa-

rallèle à la droite FE. Donc la figure FAG D est
un parallélogramme : donc lal.droite lFA est
égale à la droiteFD et la droite AC égale à la
droite FD ( prop. 54. I); et puisqu’un’des côtés

du triangle FBE, savoir, le côté .A’C’.est paral-

lèle au côté le côté BA sera au côté AF ’ u V

comme le côté BC est au côté CE ( prop. 2. 6).

Mais la droite AF est égale à la droite C :donc
BAest à CD comme BC està CE (prop.;7.5)r,
et, en, alternant,,AB est .à;BC-comme CDest-à
C E (prop.- lôæ 5); :De plus, Puisquelll’r droite

Cl) cet parallèle; alla; droite BF., la: droite BC
sera à la droite ,CEcomme la [droithD-est à
ladroiteDE; Maisladroite DF.çst a la
droite AC z AdoucAB Ç est à CE comme, AC’est

à ED ,- et enjalterpant,p;BC est à, CA comme
est à ED; mais; puisqu’on a démontré-lime
est’àïBÇ; comme, DG est à CE, et que BÇ est à

ÇA CEest-aED; la droite BA-sera à
la (imitent: cqginlezçzD-cst à. DE (PPOP- 22s .5):
. rDbnc; dans les-triapeles équiangles .lçsxçôtcîsg

anisent smicardes. angles égaux sont mellah:
lionnes , et lesçôtés. qui. SoutePdém flet 3,113.13

égaux; sont ;h9lt191.9gues 5: ce (En .fîlllflitrdéf

muret. Ë 11min 1j. l 1.10a 1” :. ’; .3 Ï ’ Â.

H) , ,q , 7,, ..V, ... ,.l . ’. Il» il. .v in, s... . . ... . .l.*,l, «A: l A
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.pROPostfrIorI’va
ITH’E’onlÈMEr

Si deur;tr’iangles ont leurs côtés proportionnels,

ces deux triangles se: ont équiangles, et les an-
r -, gles soutendus par les otites homologues seront

égaux. ’
Soient deux triangles ABC, DEF (fig; 125)

dont les côtés soient proportionnels ,Ïde ma;
nière que AB soit àB-C com’IneiDE est à EF;
que BC soit à CA comme’EF’ies’t làrFD et que

BA soit à’AC comme ED est allô-F : je dis que

les triangles ABC,- DEF sont équiangles et que
les angles soutendus par les côtés homologues
sont égaux , savoir, l’angle ABC égal à l’angle

DEF; l’angle BCA égal a l’angle EFD; et enfin
l’angle BAC’égal àl’angle’ EDF; " ï c- ’ 1

Construisez sur la droite EF’etr mix’poirits
E ,g F l’angle FEGIégali’à l’angle ABC et l’an-’-

glelE’FG égal à l’angle BCA (prOpÈ a3: i le

troisième angle2 BAC sera égal au * troisième

angle’IEGF (prop. 52.. x ) z. donc les triangles
me, EGF ses équiangles: donc dans lésaient
trianglesèABG rEG’F, les côtéslqlii Sont autour

des angles égaux sont proportionnels et les côtés

qui soutendent les angles égaux sont homologues
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(prop. 4.6) : donc AB est à BC comme GE
est à EF; mais AB està BC comme DE est à
EF : donc DE est à EFicomn’le GE est à EF
(prop. t i .5); Idoncktl’une et l’autre des droites

DE , ont la même raison avec la droite EF :
donc. la droite D E est égale à la droite G E
Ç prqp.g. 5). La droite DF sera. égale à la droite V

G F, par la même raison. Donc, puisque. lazdroite

EG est égale à la droite DE , et que la droite
EF est commune , les deux droites DE, EF sont
égales" aux ’deux droites GE, EF; mais la base
DF est égale à la base GF : donc l’angle DEF- est

égal à l’angle GEF (prop. 8. I); donc le triangle

DEF est égal au triangleiGEF et les autres angles
qui sont soutendus par les côtés égaux sont ens-

core égaux : donc l’angleIDFvE est égal agl’angle
GFE et l’angle EDFiéga’lià l’angle’EGF. Puisque

DEF est égal à l’angle GEF et que l’imgleGiE F

est’ég’al à l’anglelA’BCljpar constructidn-pllauè

gle ABst’era églil E’il’aîiglie’ Pàflà manie

raison l’angle A’C’Bl’sera’ égal à l.’ angle 501715381;

l’angle A égalai l’angle D’: donc ’les*ldlangles

ABC), sont équiangles. Il Â 1’; v’ lis-n 5l
- Î Donc si’ïdeux triangles’ent leursî’côtés proa-

Ïiortiënnëls’, icesi’deuxétriangles seront équin»

gles’,ïe? les angles’soutendüs par les côtés homos

logues séchages ee’îqa’il renflammer.
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(PROPOSITION-V1, -’ ï
THÉOkÈMLg- V.1r.,:v.1r

Si deux triangles ont un angle égal à un angle; et

si les côtés qyi sont autour des angles Égaur
soin proportionnels, ces deu- ïriangleâ sefùnt

équiangles et les angles soutendus par les 66:6: 4
l homologues seront égaux. ""h ’  

Soient les deux triangles A BIC ,1
( fig. 132.6 ), layant un angle BAC égal à un jungle

E DF, et ayantde plu? les côtés qui 90m autour
desmhgle’s égaux ppoportionpels, entr’eçy de

manière, que BA soit 5 AC.comme ED e91; à

DE : je dis. que les triæglçgABC, DEF sont
équiangleshe; que Panglç ABC est égal àl’angle

DEF-et Fangle ACB. égalrà’i’angle DFE,

Smala dryoite DE etjùx ,ppàilllltsk D,-E (pas-
tmîàez l’àngle FDG [àJ’fin 01,554  l’aqçgedes

angles BAE; EDF efixlîranglçzDFG..ésëLà l’an-

gle ACB Çprop. ,25. 1 ,LÎamglè nqstam Bksçrla

égal à1’angle pestamG (pxjop; 52 4;! ):: dam; les

triaùgles AB C , DGF spupéguimglcç; dppç BA

est à AC, çQmm’e 133515:31:71). E.()Br9PzÂ)ê)ï

mais on suppqse que. fiAfispà 1&9ch En
est à DE : donc ,ED .esL [commeg fiDest
àwDF. (pfop’.llilf- 5.)’:ldonc: laæsîsèâfiëçëkégal
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au côté DG ( prop. 9. 5); mais le côté DF est

commun : donc les deux’droites ED, DF Sont
égales aux deux droites GD, DF ; mais l’angle
EDF est égal à l’angle GDF; donc la base EF est

égale à la base FG (prop. 4. 1); donc le triangle

DEF égal au triangle G DF et les autres angles
qui sont soutendus par les côtés égaux sont en-
core égaux : donc l’angle DFG est égal à l’angle

DFE et l’angle G égal à l’angle E. Mais l’angle

DF G est égal à l’angle ACB , par construction:

donc l’angle ACB est égal à DFE; mais l’angle

BAC est supposé égal à l’angle EDF : donc

l’angle restant B est égal à l’angle reStant E

(prop. 52. 1 ) : donc les deux trianglesABC
DEF sont équiangles.

Donc si deux triangles ont un angle égal à
un angle, et si les côtés qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels , ces deux
triangles seront équiangles , et les angles sou-
tendus par les côtés homologues seront égaux;

ce qu’il falloit démontrer. ’
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PROPOSITI’O’ÉN’WII.’

THÉORÈME.

Si deux triangles ont un angle égal à un angle;
si les côtés placés auteur de Jeux autres angles

sont proportionnels entr’eui, et si chacun des
angles restans est en même tems ’ou plus petit

ou n’est pas plus petit qu’un angle droit, les

triangles seront équiangles et les angles adja-
cens aux côtés proportionnels seront égaux.

Soient’les deux trianglesABC , DEF (fig. 1 27)

ayant un angle égal. à un angle, savoir , l’angle

BAC égal à l’angle EDF et les côtés qui sont

autour de deux autres angles ABC DEFxpropor-
tionnels entr’eux , de manière que DE soit à EF

comme AB est à BC , et quercltacun des deux
autres angles ACB , DFE soit plus petit qu’un
angle droit : je dis que les triangles ABC , DEF
sont équiangles, que l’angle ABC est égal à l’an--

gle DEF, et l’angle ACB égal à l’angle D F E.

Car si l’angle ABC n’est pas égal a l’angle

DEF, l’un d’eux sera plus grand. Que l’angle

ABC soit le plus grand. Construisez sur la droite
AB et au point B un angle ABG égal à l’angle

DEF (prop. 25. I
Puisque l’angle A est égal à l’angle D et l’an-
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gle ABG égal à l’angle DE F, l’angleAGB sera

égal à l’angle DFE ( prop. 52 . I) : donc les trian-

gles ABG, DEF sont équiangles : donc AB est
à BG comme DE,est à,EFV’(prop.4. ô); mais

par supposition DE est à .EF comme AB est
à BC.: donc ÂB est à BC comme AB est à BG
( prop. 1 I . 5) : donc la droite AB a la même
raison avec chacune des droites BC , B G : donc
la droite BC sera égalevà la droite BG et par
conséquent l’angle BGC est égal à l’angle BCG

( prop. 5. I ); mais on a supposé que l’angle C
est plus petit qu’un angle droit: donc l’angle

BGC est plus petit qu’un angle droit et par con-
séqùent’ l’angle de suite AGB est plus grand,

qu’un angle droit ( prop. 15. I ) ; mais on a dé-
montré que l’angle AGB est égal à l’angle F :

.do’ncl’angle F estplus grand qu’un angle droit 5

mais on a supp05é qu’il étoit plus peut qu’un

angledtqit, ce qui est absurde : donc les angles
ABG;,’;DEF ne sont pas inégaux : donc ils sont
égaux ; mais l’angle A est égal à l’angle D: donc

l’angle C est égal à l’angle F : donc les triangles

ABC , DEF sont égaux.
Supposons à présent que l’un et l’autre des

angles C, F n’est pas plus petit qu’un angle droit :

je dis encore que les triangles AB C J D EF sont
équiangles.
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Ayant fait la même construction, nous’dé-

montrerons semblablement que le côté BC est
égal au côté BG et l’angle C égala l’angle BGC;

mais l’angle C n’est pas plus petit qu’un angle

droit : donc l’angle BGC n’est pas plus petit
qu’un angle droit : donc deux angles du trian-
gle BGC ne sont pas plus petits que deux-angles
droits, ce qui est impossible ( prop. 1 7 . I) : donc
les angles ABC , DEF ne sont pas inégaux:
donc ils sont égaux; mais l’angle A est égal à
l’angle D : donc l’angle C est’égal à l’angle F

. (prop. 52. I.) : donc les triangles ABC, DEF

sont équiangles. *
Donc si. deux triangles ont un angle égal à un

angle, si les côtés placés autour de deux autres t
angles sont proportionnels entr’eux , et’si cha-

cun des angles restans est en’même tenis plus
petit ou n’est pas plus petit qu’un’angle droit,

les-triangles seront équiangles et les angles adja-
V cens aux côtés proportionnels seront égaux;

ce qu’il falloit démontrer. I ’ ’ I
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PROPOSITION VIII.
THÉORÈME.

Si A dans un triangle rectangle on conduit une
perpendiculaire de l’angle droit sur la. base , les

triangles placés autour de la perpendiculaire
sont semblables au triangle total et semblables
entr’euæ.

Soit le triangle rectangle ABC (fig. 128) dont
l’angle BAC est droit; du point A conduisez la
perpendiculaire AD sur la base BC : je dis que
les triangles AB D , ADC sont semblables au
triangle total ABC et semblables entr’eux.

Car puisque l’angle BAC est égal à l’angle

ADB , étant droits l’un et l’autre, et que l’angle

B est commun aux deux triangles ABC , AB D,
l’angle restant ACB sera égal à l’angle restant

BAD (prop. 52. 1) : donc les deux triangles
ABC, ABD sont équiangles : donc le côté BC

qui soutend l’angle droit du triangle ABC , est
au côté BA qui soutend l’angle droit du triangle

ABD comme le côté AB qui soutend l’angle C

du triangle ABC , est au côté BD soutend un
angle égal à l’angle C ,v c’est-à-dire l’angle B A D

du triangle ABD, et enfin comme le côté AC
est au côté AD qui soutend un angle B commun

P
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à ces deux triangles : donc les triangles AB C ,
ABD sont équiangles , et les côtés placés autour:

à des angles égaux sont proportionnels entre
eux ( prop. 4. 6) : donc le triangle ABC est sem-
blable au triangle ABD (défi I . 6)., Nous dé-

montrerons que de même le triangle ADC est
semblable au triangle ABC : donc chacun des
triangles ABD, ADC est semblable au triangle
total ABC.

Je dis de plus que les triangles AB D , ’ADC

sont semblables entr’eux. ’ w h tu q
Car puisque. l’angle droit BDA est égal à

l’angle droit ADC , et ,à cause qu’il a été dé-

montré que l’angle BAD est égal à l’angle C,

l’angle restant B sera’éga’l à l’angle restant DAC

(prop. 52. I) : donc les deux triangles ABD ,
ADC sont équiangles : donc le côté BD du
triangle ABD, qui scutend l’angle BAD est au
côté DA du triangle ADC , qui soutend l’angle

C égal à l’angle BAD [comme le côté AD du

q triangle ABD qui soutend l’angle B est au côté

DC du triangle ADCqui soutend l’angle DAC
égal à l’angleB , et comme le côté B’A qui sou-

tend l’angle droit est au côté AC quisou-
’tend l’angle droit ADC ( prop. t4. 6) : dOnc le

triangle ABD est’semblable au triangle’ADC

(déf.r.6).., v” t’ ’t
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Donc si dans un triangle rectangle , on con-

duit une perpendiculaire de l’angle droit sur la
base , les triangles placés autour de la perpen-
diculaire sont semblables au triangle total et
semblables entr’eux; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
Il suit de la que , dans un triangle rectangle

la perpendiculaire conduite de l’angle droit sur
la base, est moyenne proportionnelle entre les
segmens de la base, et que chaque côté de l’angle

droit est moyen proportionnel entre la base et
le segment qui lui est contigu.

PROPOSITION 1X.
nuonLÈME.

D’une droite donnée retrancher une partie
demandée.

Soit AB (fig. 129) la droite donnée : il faut
de la droite AB retrancher une partie demandée.

Que la partie demandée soit le tiers de cette
droite; du point A cOnduisez une droite quel-
conque AC qui fasse avec la droite AB un angle
quelconque; prenez sur la droite AC un point
quelconque D et faites les droites DE , E C
égales chacune à la droite AD (prop. 5. I );
conduisez ensuite la droite BC et par le point D

2
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conduisez la droite DF parallèle à la droite BC

(prop.51. 1). aPuisqu’on a conduit la droite F D parallèle à

un des côtés du triangle ABC , savoir, au côté

BC , la droite C D sera à la droite DA comme
la droite BF est à la droite FA prop. 2.6);
mais la droitçfiÇ D est double de la droite DA:

donc la droite BF est double de la droite FA z J
donc la droite BA estâouble de la droite AFÏ l ’1’: :5

Donc on a retranché de la droite donnée AB l
- sa troisième partie demandée; ace qu’il falloit

faire. *PROPOSITION X.
r n o n L È M E.

Partager une droite donnée qui n’est point par-
tagée de la même manière qu’une autre droite

donnée est partagée.

Soit AB I 3o) la droite donnée qui n’est
point partagée et AC la droite donnée qui est
Partagée: il faut partager la droite AB qui n’est

pas partagée de.la même manière que la droite
AC est partagée.

Que. la droite AC soit partagée aux points
D , E, et que les droites AC , AB soient placées
de manière qu’elles. comprennent un angle
quelconque. Conduisez la drôite BC , et par les
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points D , E , conduisez les droites DF, EG
parallèles à la droite BC ( prop. 51 . I ), et par
le point D conduisez la droite DHK parallèle
à la droite AB. . e

Les figures F H , HB sont des parallélo-
grammes , et par conséquent la droite DH est
égale à la droite FG et la droite HK égale. à la

droite GB (prop. 54, I); et puisqu’on a conduit
la droite HE parallèle à un des côtés du triangle

DKC ,’ savoir, au côté KG , la droite CE sera à

la droite ED c0mme la droite KH est à la droite
HD (prop. 2. 6); mais puisque la droite EH est
égale à la droite BG et que la droite HD est
égale à la droite GF, la droite C E est à la droite

ED comme la droite BG est à la droite GF. De
plus , puisqu’on a conduit la droite F D parallèle
à un des côtés du triangle AGE , savoir au côté

EG , la droite ED sera à la droite DA comme
la droite GF est à la droite FA. Mais on a dé-
montré que la droite CE est à la droite ED
comme la droite BG est à la droite GF : donc la
droite CE est à la droite ED comme la droite BG
est à la droite G F, et la droite ED est à la droite
DA comme la droite GF est à la droiteFA.

Donc la droite donnée AB , qui n’est parta-
gée, a été partagée de la même manière que

la droite donnée AC; ce qu’il falloit faire.
pa
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PROPOSITION XIÏ

PROBLÈME.

Deux droites étant données , trouver une troisième

4 proportionnelle.

Soient AB, AC (fig. i5! ) les deux droites
données; placez-les de manière qu’elles com-

prennent unlangle quelconque : il faut trouver
une troisième proportionnelle aux droites AB ,

AC. I iProlongez les droites AB, AC vers les peints
D , E; faites la droite BD égale à la droite AC;
menez la droite BC , et par le point D menez la
droite D E parallèle à la droite BC ( prOp. 5 I . 1*).

Puisque la droite BC est parallèle à un des -
côtés du triangle ADE , savoir au côté DE , la

droite AB sera à la droite BD comme la droite
AC est à la droite CE (prop.a.6); mais la
droiteBD est, égale à la droite AC : donc la
droite AB est à la droite AC comme la droite

AC est à la droite CE. i i
Donc les deux droites AB, AC ayant été don-

nées, on a trouvé une troisième proportion-
7 nelle CE; ce qu’il fallOit faire.
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PROPOSITION XII.
PROBLÈME.

Trois droites étant données, trouver une qua-

trième proportionnelle. i
Soient A, B , C (fig. 152 ) les trois droites

données , il faut trouver une quatrième propor-

tionnelle aux trois droites A , B ,,C. i
Menez les deux droites DE , DF, compre-

nant un angle quelconque E DF ; faites la droite
DG égale à la droite A, la droite GE égale à la

droite B et la droite DE égale à la droite C.
Menez la droite GH, et par le point E menez
la droite EF parallèle à la droite GH.

Puisque la droite GH est parallèle à un des.
côtés du triangle DEF, savoir au côté EF; la
droite DG sera à la droite GE comme la droite
DH est à la droite HF (prop. 2. 6). Mais la,
droite DG est égale à la droite A , la. droite GE
égale à la droite B, et la droite DH égale à la

droite C :. donc la droite A est à la droite B.
comme la. droite C est à la droite HF.

Donc trois droites A, B , C étant données , on

a trouvé une quatrième proportionnelle HF ; ce
qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XIII.
PROBLÈME.

Deux droites étant données, trouver une moyenne

proportionnelle.

Soient AB, BC (fig. 155) les deux droites
données; il faut trouver une moyenne propor-
tionnelle entre ces deux droites.

Placez ces deux droites dans la même direc-
’ lion , et sur la droite AC décrivez le demi-cercle

A DC , du point B élevez la perpendiculaire AC

et menez les droites AD, DC (prop. 1 I . I ).
Puisque l’angle ADC est dans un demi-cercle,

cet angle est droit (prop. 51. 5); et puisque
dans le triangle rectangle ADC on a conduit de
l’angle droit la droite DE perpendiculaire sur la

base , la droite DB sera moyenne proportion-
nelle entre les segmens de la base AB, B C

(corrol. 8. 6). .Donc les deux droites AB ,ü B C ayant été

données , on a trouvé une moyenne propor-
tionnelle DE; ce qu’il falloit faire.
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PROPOSITION XIV.
PROBLÈME.

- Si Jeux parallélogrammes égaux ont un angle
égal à un angle, les côtés qui sont placés autour

des angles égaux sont réciproquement propor-

tionnels ; et si deux parallélogrammes ont un
angle égal à un angle, et si les côtés qui sont

placés autour des angles égaux sont récipro-

quement proportionnels, ces deux parallélo-
grammes sont égaux entr’eux.

i Soient AB , BC ( fig. 154) deux parallélo-
grammes égaux , ayant deux angles égaux en B.

Placez la droite BE dans la direction de DE;
la droite BG sera dans la direction de FB ,
( prop. I4. I) : je dis que les côtés des parallé-

logrammes AB , BC qui sont placés autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-
nels, c’est-à-dire que DB est à BE comme GB

est à BF.
Achevez le parallélogramme FE.
Puisque le parallélogramme AB est égal au

parallélogramme BC et que EF est un troisième
parallélogramme, AB sera à F E comme BC est

à FE (prop. 7. 5); mais AB est à FE comme
DE est à BE (prop. 1.6); etBC est à FE
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comme GE est à BF z donc DE est à BE comme
GB est à BF (prop. I 1 . 5) : donc les côtés des

parallélogrammes AB, BC qui sont autour des
angles égaux sont réciproquement proportion-

nels.
Supposonsà présent que les côtés qui sont

autour des angles égaux soient réciproquement
proportionnels, c’est-à-dire que DE soit à BE
comme GB est à BF : je dis que le parallélo;
gramme AB est égal au parallélogramme BC.

Puisque DE est à BE comme GB est à EF-
que DB est à BE comme le parallélogramme
AB’ est au parallélogramme FE (prop. I . 6) , et

que GB est à EF comme le parallélogramme
h BC est au parallélogramme FE, AB sera à FE

comme BC est àFE (prop. I 1.5): donc le pa-
l rallélogramme AB est égal au parallélogramme

7 BC (prop. 9. 5). 4
Donc si deux parallélogrammes égaux ont un

t angle égal à un angle , les côtés qui sont autour

des angles égaux sont réciproquement propor-

tionnels; et si deux parallélogrammes ont un
angle égal à un angle , et si les côtés qui sont
autour des angles égaux sont réciproquement

.7 proportionnels , ces deux parallélogrammes sont
’ égaux; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION xv.

THÉORÈME.

Si deux triangles égaux ont un angle égal à un
angle, les côtés placés autour des angles égaux

sont réciproquement proportionnels; et si deux

triangles ont un angle égal à un angle, et si
les côtés placés autour de ces angles égaux sont

réciproquement proportionnels, ces deux trian-

gles sont égaux entr’eux. I
Soient ABC , ADE (fig. 155) des triangles

égaux , ayant un angle égal à un angle , savoir,
l’angle BAC égal à l’angle DAE : je dis que les

côtés des triangles ABC , ADE placés autour

des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnelsientr’eux , e’est-à-dire que CA est à AD

comme EA est à ’AB.

Placez ces triangles de manière que la droite
CA soit dans la direction de la drOite AD; la
droite EA sera dans la direction de la droite AE
(prop. 14. 1 Menez la droite BD.

Puisque le triangle ABC estégal au triangle
ADE et que ABD est un autre triangle , le trian-
gle CAB sera au triangle BAD comme le trian-
gle ADE est au triangle EAD (prop. 7. 5) ; mais
le triangle CAB est au triangle B AD comme C A
est à AD (prop. i. 6), et le triangle EAD est
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au triangle BAD comme EA est à AB :donc CA
est à AD comme EA est à AB (prop. 11. 5):
donc les côtés des triangles ABC, ADE , qui
sont autour des angles égaux , sont réciproque-

ment proportionnels. .Supposons à présent que les côtés des trian-

gles ABC, ADE soient réciproquement pro-
portionnels , c’est-à-dire que C A soit à AD
comme EA est à AB : je dis que le triangle ABC
est égal au triangle ADE. Menez B D.

Puisque CA est à AD comme EA est à AB ,
» que CA est à AD comme le triangle ABC est

au triangle BAD (prop. I. ô), et que EA est
à AB comme le triangle EAD est au triangle
BAD, le triangle ABC sera au triangle BAD
comme le triangle EAD est au triangle BAD
(propÎ 1 1 . 5) :donc l’un et l’autre des triangles

AB C , ADE ont la même raison avec le triangle
BAD: donc le triangle ABC est égal au triangle

EAD (prop. 9.5). ’l
Donc si deux triangles égaux ont un angle égal

à un angle , les-côtés placés autour de ces angles

égaux sont réciproquement proportionnels; et
si deux triangles ont un angle égal à un angle, et
si les côtés placés autour des angles égaux sont

réciproquement proportionnels , ces deux trian-
gles seront égaux; ce qu’il falloit démontrer.



                                                                     

D’EUCLIDE. 25T

PROPOSITION XVI.
THÉORÈME.

Si quatre droites sont proportionnelles, le rectan- ,
gle compris sous les deux droites extrêmes est

égal au rectangle qui est compris sous les deux
droites moyennes ,- et si le rectangle compris sous
deux droites extrêmes est égal à celui qui est

compris sous deux droites moyennes , ces quatre

droites sont proportionnelles. .

- Soient AB, CD, E, F ( fig. 1 56) quatre droites
proportionnelles de manière qu’on ait AB est à

CD comme E est à F : je dis que le rectangle
compris sous les droites A E , F est égal au rec-
tangle compris sous les droites CD , E.

Des points A , C et sur les droites AB, CD éle-
vez les perpendiculaires AG , CH (prop. 1 1 . 1) ç

faites la droite AG égale à la droite F et la droite
C H égale à la droite E, et terminez les parallé-æ

logrammes BG, DH.
Puisque AB est à CD comme E est à F et

que E est égal à CH et F égal à AG , AB sera

là CD comme CH estàAG (prop. 7.5) : donc
les côtés des parallélogrammes BG , DH placés

autour des angles égaux sOnt réciproquement
proportionnels ; mais lorsque les côtés des
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’ parallélogrammes équiangles qui sont autour

des angles égaux sont réciproquement propor-
tionnels t ces parallélogrammes sont égaux entre

eux (prop. 14. 6) : donc le parallélogramme
BG est égal au parallélogramme DH; mais le
parallélogramme BG est 00mpris sous les droites
AB, F; car AG est égal à F , et le parallélo-
gramme DH est compris sous les droites C D, E;

puisque CH est égal E : donc le rectangle
compris sous les droites AB , F’est égal à celui

qui est compris sous les droites C D , E.
Si le rectangle compris sous les droites AB ,

F est égalà celui qui est compris sous les droites

C D , E : je dis que ces quatre droites sont pro-
portionnelles, c’est-à-dire que AB est à CD

comme E est à F. - I -’
Faites la même construction; le rectangle

compris sous les droites AE , Flest égal à celui
qui est comprisisous les droites C D, E; mais le

i rectangle BG est compris sous les droites AB, F;
car AG est égal à F et le rectangle DH est com-

pris sous les droites CD, E, car CH est égal
à E : donc le parallélogramme BG est égal au

parallélogramme ,DH et ces deux parallélo-
grammes sont équiangles. Maisvlesicôtésldes
parallélogrammes égaux et équiangles placés

autour des angles égaux sont réciproquement
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proportionnels (prop. 14. 6) : donc AB-est à CD

i comme CH est à AG; mais CH est, égal à E et
AG égal à F : donc AB est à CD comme E est

à F. . tDonc si quatre droites sont proportionnelles,
I le rectangle compris sous les droites extrêmes
test égal au rectangle compris sous les droites
V moyennes; et si un rectangle compris sous deux
droites extrêmes est égal à un rectangle compris

- sous deux droites moyennes, ces quatre droites
sont proportionnelles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION’XV’II.

THÉORÈME.

Si trois droites sont proportionnelles, le rectangle
compris sous les droites extrêmes est égal au
quarré de la droite moyenne ,- et si un rectangle
compris sous deux droites extrêmes est égal au

quarré d’une droite moyenne , ces trois droites

sont proportionnelles. i L
Soient AE, BG, C (fig. 157) trois droites

proportionnelles, de manière a que l’on’ait AE

est à BG comme BG est à C : je dis que le rec-
tangle comprissous les droites AE , C est égal

au quarré deB G. l
, Faites la droite D égale à la droite BG.

VILLE DE trou
manants das lm j
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A Puisque AE est à BG comme BG est à C,et

que BG est égal à D, la droite AE sera à la
droite BG comme la droite D est’à la droite C ;

mais si quatre droites sont proportionnelles , le
rectangle compris sous les droites extrêmes est
égal à celui qui est compris sous les droites
moyennes (prop. 16. 6) : donc le rectangle
compris sous les droites AE , C est égal à celui

a qui est compris sous les droites BG , D. Mais le
rectangle compris sous les droites BG, D est
égal au quarré de BG , car la droite BG est égale

à la droite D : donc le rectangle compris sous
les droites AE , C est égal au quarré de BG.

Si le rectangle compris sous les droites AE , C
est égal au quarré de BG : je dis que AE est à
BG comme’BG est. à C.

Faites la même construction. Puisque le rec-
tangle compris sous les droites AE, C est égal
au quarré de BG et que le quarré de BG est un

rectangle compris sous les droites BG , D , cap
BG est égal à D, le rectangle compris sous les
droites AE , C est égal au rectangle compris sous

les droites BG, D. Mais si un rectangle. compris
sous deux droites extrêmes est égal à un rectangle

compris sous deux droitesïmoyennes , . es quatre

droites seront prop0rtionnelles ( prqp 16. 6) :
donc AE est à BG comme D est à C; mais BG est



                                                                     

meUcntDE ahégal à D: donc AE est àBG comme BG est à C.

Donc si trois droites sont proportionnelles ,
le rectangle compris sons les droites extrêmes
sera égal au quarré de la droite moyenne; et si
un rectangle compris sous deux droites extrêmes
est égal aul- quarré de la droite moyenne , ces
trois droites; seront proportionnelles , ce qu’il

falloit démontrer; 2 -
I .PRÔP’Q’SI’TION..XVI’II. il ”

ml ’. ÏPROBL:È..nt ÈÂ",*

uu’ :1 ’ i [1’ . 1’ Ï à" "1 " i ï ’lîlîllï
Sur une, droite: donnée, décrireiutze figure geai-g-

Æigne’sernblqble à iule me et semblableriteitf

placéea L ., ’. 1 ,

I E

.. f quiSoit Aifii(nfig. l 58) la droite donnée et-CEî la

figure donnée ail faut- sur la droite AB décrire
une figure sanhlàble à lafiguryë CE.- et sembla,

blcment placée. . . i . ; œuf)
Menez la droite DF, ctvsur la droite AB et aux

points A; B faites l’angle GAB égal à l’angle Ci,

et l’angle ABG égal àiIÎangle CDF (propç 25; 1.);

l’angle restant CFD sera égal à l’angle restant

AGB ( prop. 52 . 1) : donc les triangles FCD, GAB

sont équiangles : donc FD est à GB comme FC
est à GA, et comme CD est à AB (prop.4.6).
COnstruisez ensuite sur la droite BG et aux points

i Q
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B; G l’angle BGH égal à l’angle DFE et l’angle

GBH égal à l’angle FDE ; l’angle E restant sera

égal à l’angle H restant: donc les triangles FDE,

GBH sont équiangles : donc FD est à GB comme

RE eSt à CH , et homme ED est à HB prop. 4. 6).

Mais on a démontré que FD est à GB comme
FC est à:GA, et’»-è’omme CD est à ABv-t d0nc

FC est à GA comme C D est àrAiB, comme FE
est à GH, et. commeJED est a HB,(prop.tt I . 5).
Mais l’angle CFD est égal à l’angle’ÀGB par

construction, et l’angle DFE égal à l’angle BGH :

donc l’angle total est égal à-l’arngle total
ÂGE. Par la même’iàis’on, l’anglêth’é’s’tëgal

a’h’l’angle ’A’B’H ,l l’angle (Ï égal à et

l’angle E égal à l’angle H : donc les fignre’s’Â’H ,

GEsortt équian’gle’éyét elles ontleskôtésoppo-

sés aux angles égaux proportiônnèlst tentr’eux:

les: deum figures AHyCEi sont semblables
(déf.1.6). .H’rn’- «M. ,3
, i,tl)oncà, sur la droite-AH on a décritxh igure
AH» semblable’àla’figure C E et SembldJlement

placée rise qu’il 7’ V (dans.
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PROPOSITION XIX.

THÉORÈME.

Les triangles semblables sont entr’euæ en raison
doublée des côtés homologues.

Soient ABC , DEF (fig. 159) (leur triangles
semblables, ayant l’angle B égal à l’angle E.

Supposons que AB soit a BC comme çD E. est à
EF , de manière que le côté’B’C soit l’homo-

logue du côté EF (défi 12.5): je dis que les
triangles ABC , DEF sont entr’eux’ en raison
doublée des côtés B C , E F.

Prenez une troisième proportionnelle BG
aux droites B0», ’EF’, de manière
que BAC soit à EF comme ïEF’ est à BG, et

menez la droite GA (prop. n; ’ a ’L
PuisqueAB est à BC comme DE est à E’F,

si l’on rechange les places des moyens, on aura
AB est à DE connue BC est à EF ( prop. .16. 5);
mais B’C est a EF comme EF està ’: dôme
AB est à DE comme EF est’à’BG (pro. il . 5A):

donc lescôtés des triangles ABG), DEF pla-
cés autour (les angles égaux sont réciproque-r

mentpropOr’tionnels. Mais deux triangles sont
égaux entr’eux lorsqu’ils ont un angle égal si

un angle et lorsque les côtés’placés autour des

2
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apgles égaux sont réciproquement proportiOn-

nels ( prop. I5. 6) : donc le triangle ABG est
égal au triangle DEF. Mais puisque BC est à EF
comme’EF est à B G, et que lOrsque trois droites

sont proportiOnnelles, la première et la troisième
sont entr’elles en raison doublée de la première

et de la seconde (déf. l0. 5), les droites BC et BG
seront entr’elles en raison doublée de BC et de

EF; mais BC est à BG comme le triangle ABC
est au triangle ABG ’(prop. I . 6): donc le trian-
gle ABC et le triangle ABG sont entr’eux en
raison doublée de BC et de EF; mais le triangle
ABG est égal au triangle DEF : donc le triangle
ABC et le triangle DEF sont entr’eux en raison

doublée de BC et de EF (prop. 7. 5). -
: Donc les triangles semblables sont entr’eux
en raison doublée des côtés homologues; ce
qu’il falloit démontrer.

" COROLLAIRE’.’ I
b i Il suit manifestement de là que si trois’droites

sont proportionnelles , la première sera à latrOi-
même comme triangle décrit sur la première est
triangle semblable qui est décrit semblablement
sur la seconde, puisqu’il a. été démontréque CB

est à B G comme le triangle ABC est au triangle
ABG, c’est-à-dire au triangle DEF. , » i
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PROPOSITION XXD

THÉORÈME.

Les polygones semblables peuvent se diviser en
y triangles semblables, égaux. en nombre et pro-

portionnels aux polygones; et ces polygones
sont entr’eux en raison doublée de leurs côtés

homologues.

Soient ABCDE, FG HKL (fig. 140) deux
polygones semblables et que le côté AB soit
l’homologue du côté FG : je dis que les poly-

gones ABC DE , FGHKL peuvent se diviser en
triangles semblables , égaux en nombre et pro-
portionnels aux polygones , et que les polygones
AB C D E , F G H K L sont entr’eux en raison
doublée des côtés AB , FG.

Menez les droites BE, EC, GL, LH.
Puisque le polygone ABCDE est semblable

au polygone FGHKL, l’angle BAE est égal à
l’angle GFL; mais BA est à AE comme GF est à

FL : donc , puisque ces deux triangles ont un
I- angle égal à un angle et que les côtés placés

autour des angles égaux sont proporti0nnels,
les triangles AB E , FGL seront équiangles
(prop. 6. 6) , et par conséquent semblables
(prop. 4. 6) : donc l’angle ABE est égal à l’an-

5
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gle FGL ; mais l’angle total ABC est égal à.
l’angle total FGH, à cause de la similitude des
polygones : donc l’angle restant EBC est égal.
à l’angle restant L G H; mais à cause de la simi-

litude des triangles ABE , FGL, EB est à BA
comme LG est à GF, et à cause de la similitude
des polygones, AB est à BC comme FG est à GH,

I EB sera à BC comme LG est à GH (prop. 22. 5),
c’est-à-dire que les côtés placés autgur des an-

gles égaux EB C , LGH seront proportionnels :
donc les triangles EBC , LGH sont équiangles
( prop. 6. 6), et par conséquent semblables
(prop. 6). Par la mêmeraison , les triangles

. ECD, LHK sont encore semblables : donc les
polygones ABCDE , FGHKL sont divisés en
triangles semblables et égaux en nombre.

J e dis de plus que ces triangles sont propor-
tionnels aux polygones, c’est-à-dire que ces
triangles sOnt entr’eux comme les antécédens

ABE, EBC, ECD sont aux conséquens FGL,
LGH , LHK; je dis encore que les polygones
ABC DE , FGHKL sont en raison doublée des
côtés homologues, c’est-à-dire en raison dou-

blée des côtés AB , VFG. ’
Menez les droites AC , FH.
Puisqu’il cause de la similitude des polygones

l’angle ABC est égal à l’angle F GH, et que A3
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est à BC comme F G est à ’GH, les triangles
ABC , FGH seront équiangles (prop. 6. 6) z
donc l’an-gle BAC est égal à l’angle GF H et

l’angle BCA égal à l’angle GHF-. De plus , puis-

que l’angle BAM est égal à l’angle GFN et qu’il

a été démontré que l’angle ABM est égal à l’an-

gle FGN , l’angle restant AM B sera égal à l’an-

i gle restant F N G ( prop. 52. I ) : donc les deux
triangles ABM , FGN sont équiangles. Nous dé-

montrerons semblablement que les deux trian-
gles BMC , GNH sont équiangles : donc AM
est à MB comme FN est’à NG, et BM est à MC

comme GN est a NH,(prOp. 4. 6): donc AM
est à MG comme FN est à Né (prop. 22.5); ’
.mais AM est à MC comme le triangle ABM est
au triangle MEC, comme le triangle AME est
au triangle EMC , car ils sont entr’eux comme

leurs bases (prop. I. 6), mais un seul des an-
técédens est à un seul des conséquens comme
tous les antécédens sont à tous les conséquens

(prop. 12. 5) : donc le triangle AMB est au
triangle BMC connue le triangle AS E. est au
triangle CBE; mais AMB est à BMC connue
AM est à MG : donc AM est à MG comme le
triangle ABE est au triangle EBC (prop. 1 I . 5).
Par la même raison FN est à NH comme le
triangle FGL est au triangle GLH; mais AM

4
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est à MC comme FN est à NH : donc le trian-
gle ABE est au triangle BEC comme le trian-
gle FGL est au triangle GLH (prop. Il. 5) :
ou bien en échangeant les places des moyens,
le triangle ABE est au triangle. FGL comme le
triangle BEC est au triangle GLH (prop. 16. 5).
Nous démontrerons semblablement, après avoir

(f) K mené BD , ’GH , que le triangle BEC est au trian-s

gle GLH comme le triangle ECD est au triang
gle LHK; mais puisque le triangle ABE est au
triangle FGL comme le triangle EBC est au
triangle LGH et comme le triangle ECD est
au triangle LHK, un des antécédens sera à un

des conséquens comme tous les antécédens
seront à tous les conséquens (prop. 12. 5):
donc le triangle AB E est au triangle F GL
comme le polygone ABCDE est au polygone
FGHKL (mais les triangles ABE , FGL sont
entr’eux en raison doublée des côtés AB,
car les triangles semblables sont en raison dou-
blée des côtés homologues (prop. 19. 6) : donc
les polygones ’AB C DE , F GH KL sont en raison

doublée des côtés homologues AB , FG.

Donc les polygones semblables peuvent être
divisés en un même nombre de triangles sem-
blables et proportionnels aux polygones; et les
polygones semblables sont ’entr’eux en raison
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doublée des côtés homologues; ce qu’il falloit

démontrer.

COROLLAIRE f.
On démontrera de la même manière que les

quadrilatères semblables sont en raison doublée
des côtés homologues; mais cela a été démontré

pour les triangles semblables ( corOl. 19. 6) :
donc généralement les figures rectilignes sem-
blables sont entr’elles en raison doublée des
côtés homologues.

COROLLAIRE Il.
Si nous prenons une troisième proportion-

nelle O aux deux droites AB , FG, les droites
AB , O seront en raison doublée des droites AB ,
F G déf. Io. 5) ; mais les polygones et les qua-
drilatères sont entr’eux en raison doublée des
côtés homologues , c’est-à-dire en raison dou-

blée des côtés AB, FG; l’on démontre cela pour

les triangles; il est donc généralement évident

que si trois droites sont proportionnelles , la
première et la troisième sont entr’elles en raison

doublée de la figure décrite sur la première , et

de la figure semblable décrite semblablement
sur la seconde.
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AUTREMENT.

Nous démontrerons autrement et plus briève-

ment que les triangles sont proportionnels aux
polygones de la manière suivante :

Soient les.) polygones A B C D E , F G H K L
(fig. 141). Menez DE, Ec,’cL, LH : je dis
que le triangle ABE est au triangle FGL comme
le triangle EBC est au triangle LGH et comme
le triangle CDE est au triangle’HKL.

Puisque les triangles ABE , FGL sont sem-
blables, les triangles ABE , FGL sont en raison
doublée des côtés B E , GL (prop. 19. 6). Par

la même raison les triangles BEC, GLH sont
en raison doublée des côtés BE , GL : donc le

triangle ABE est au triangle F GL comme le
triangle EBC est au triangle LGH ( prop. 1 1 . 5).
De plus , puisque le triangle EBC est semblable
au triangle L G H, les triangles EB C , L G H
sont en raison doublée des droites CE , HL
(prop. 19. 6). Par la même raison les triangles
EC D , LHK sont en raison doublée des droites

CE , HL : donc le triangle EBC est au trian-
gle LGH comme le triangle ECD est au trian-
gle LHK (prop. 1 1. 5); mais on a démontré
que le triangle EBC est au triangle LGH comme
le triangle ABE est au triangle FGL : donc le
triangle ABE est au triangle FGL connue le
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triangle B EC est au triangle G LH et comme le
triangle EC D est au triangle LH K : donc un
des antécédens est à un des conséquens comme

tous les antécédens sont à tous les conséquens

(prop . 1 a . 5) ; et le reste comme dans la première
démonstration ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXI.
THÉORÈME.

Lesfigures rectilignes qui sont semblables à une
même figure rectiligne sont semblables entre t
elles.

Que chacune des figures rectilignes A , B
( fig. 142) soit semblable à la figure rectiligne
C : je dis que la figure rectiligne A est sembla-
ble à la figure rectiligne B.

Car puisque les figures rectilignes A et B sont -
semblables, ces deux figures sont équiangles
et les côtés placés autour des angles égaux
sont proportionnels (déf. 1 .6). De plus, puis-
que les figures rectilignes B , C sont semblables ,
ces deux figures sont équiangles et les côtés

placés autour des angles égaux sont propor-
tionnels : donc l’une et l’autre des figures rec-

tilignes A , B sont équiangles avec la figure recti-
ligne C , et les côtés placés autour des angles
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p égaux sont proportionnels : donc les figures

rectilignes A, B sont équiangles (ax. I) , et les
côtés placés autour des angles égaux sont pro-

portionnels (prop. Il. 5) : donc les figures
rectilignes A, B sont semblables ( défi 1. 6);
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXII.
THÉORÈME.

Si quatre ites sont proportionnelle; , les figures
rectilignes semblables, construites semblable-
ment sur ces droites , seront proportionnelles ,-
et lesfigures rectilignes semblables et cons- t

.truites sebzblablement sur ces droites sont pro-
poi’tionnelles , ces droites seront proportion-

. nelles.

Soient AB, CD, EF, GH (fig. 145) quatre
droites proportionnelles, de manière que AB soit

a à CD comme EF est à GH. Soient décrites sur

les droites AB, CD les figures rectilignes sem-
é blables et semblablemenyplacées KAB ,’LÏC D, I

et sur les droites EF , GH soient décrites les
figures semblables et semblablement placées
MF, NH : je disque la figure rectiligne KAB
est à la figure rectiligne LCD comme la figure
rectiligne MF est à la figure rectiligne NH.
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Prenez une’troisième proportionnelle-O aux

droites AB , CD, et une troisième proportion-
nelle P aux droites EF, GH (prop. ni. 6).
Puisque AB est à CD comme EFest à GH et l
que CD est à O comme GH est à P, AB sera-
à O comme EF est à P (prop. 22. 5) ; mais AB
est à 0 comme la figure rectiligne KAB est à la
figure rectiligne LC D (cor. 2. prop. 20.6) , et
EF est à P comme la figure rectiligne MF est
à la figure rectiligne ù: : donc KAB est à LCD *
comme MF est à NH (prop. 1 I. 5).
- Si la figure rectiligne KAB est à la figure rec-
tiligne LC D comme la figure rectiligne MF est
à la figure rectiligne NH : dis que ÀB est à

’CD comme EF estàGH. i . . )
Vflenons une quatrième proportiOnnelle aux

trois droites AB, CD, EF de manière que l’on
aitAB est à CDcomme EF està QR (prop. I 2 .6),

et sur AQR décrivez la figure rectiligne 5R de
manière qu’elle soit semblable à l’une et al
l’autre des figures MF, NH, et semblablement

placée (prop. 18. 6). . Ï
. [PuisÂIue AB est à Cl) comme EF est à QR,
que, les figures rectilignes KAB , LCD décrites

sur les droites AB, C D sont semblables et sem-
blablement placées, et que les figures rectili-
gnes MF, 5R décrites sur les droites EF , QR
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sont semblables et semblablement placées , la
figure rectiligne KAB est à la figure rectiligne
LCD comme MF est à SR, ainsi que dans la
première partie de cette proposition; mais on
suppose que la figure rectiligne KAB est à la
figure rectilignevLCD comme la figure rectili-
gne MF est à laiîfignre rectiligneNH : donc
la figure rectiligne .MF a la même raison avec
l’une et l’autre desfigures rectilignes NH, 5R

(prop; n. 5) : donc. la figure rectiligne NH
est égale à la figure rectiligne SR (prop. 9. 5) ;
mais la figure rectiligne N H est semblable à la
figure 5R, et semblablement placée : donc GH
est égal à Q3 ( lem; suiv.) , et puisque AB est à

CD comme EF est à QB et que OR est égal à GH;

ABssera à CD-comme EF est à. GH (prop. 7. 5).
a Donc si-qùatre droites sont proportionnelles ,
les figures rectilignes semblables , construites
semblablement sur ces adroites , seront propor-
tionnelles; et si les figures rectilignes sembla--
bles et semblablement construites sur ces droites
sont pr0portionnelles, ces droites seront pro-
portionnelles; ce. qu’il (falloit démontrer.

’LnMME.

Si des figures rectilignes sont égales et sem’e

blables , nous démontrerons de cette manière



                                                                     

un U’CLLAI I) E. 555
que leurs côrtés’zhomologues sont" entre

eux. .r I pas, Hg g v A
SuppoSonsiïqùe les figuIÂes-rëcülignes NH,

5R Soient égales et semblables, coquet-HG soit
à GN comme-on est à os :je-dié qùe’QR est

égalàGH;’ «ri-(1° ’7’ le
Car si ces droite’ssont inégales;unëÏdlellesE

sera plu’sïgvànde quais ’droitte’t
Soit plus-grande que n’ai-cite ne: P’uiSque on

est à QS comme HG est à ON [si on échange
les places’ldesiinôiyens ,1ÔRlset’a’à HGicomme

os eniàiGN;-ï( mette. 5’) sulfité enfles: plus

grand que HG î: délié. Q5 serai’filuË’graind . Ê

donëla liâmeïrèetllîgùètRïssstciildâïgrant (pas

tangue réctiligtiell’lN lprdpl’ëdltôfirhàîsjèllé

sur est légale g: cessa est Insensible :-’è15iië’ Tes

droites on, ’G’H’ilïe sont pas: magnés; brasas

stressant égales ; esquif ensimant - se? siH,
1.’

MultimJtle rP me. R9 s trio, N me; t .2 a
v

: ’ a: qui.:i:r:"0liiil.;1x:r;
tMTHEIOR’ÎME.) .

v . v v II’LU’- l ’1:M:*..J’: 91.152.574; Î k

I Les parallélongMmtes ,équiangslès nantie. "fend1
enrober; composéedes câbla: I’

sciem-sesIparalléldgraalmeslmutinâtesici
en fig. Il 42;) ,iàyant l’angl’éEBÇDégal stagna"

E-CGï’i dis-qué les parallélogrammes IAHC,’(ÏF

1 r
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sont entr’euxben raison. composée des. côtés ,

c’est-à-dire, en raison composée de la raison

de-BC à CG etde la raison DC.à CE.
il Placez la ,droite’BC dans la direction de la
droite CG; la; droite DC sera placée. dans la
direction de CE ( prop.:14. 1 Achevez le pa-
rallélogramme DG ;. prenez. une droite quel-
conque K, demanièregue BC soit àCG comme
K est à Let que.-DC..soit à CEcomme L est

àM(prop.1I2.6). .. -. .1. Z.
Les raisons.qu à.L;et de L; àrM. sont les

t émesaques les, raisons des côtés, c’est-à-dire i

dt. BC’à.Cthet de DC à- CE.) mais la.raison
de àM est: composée de la.raison de K. à L
et de la raison dekL à M(dé,f..5;.16) : doucies

tf1. ,digoites et fisont entr’nglfiSfiI! raison (son);
posée des, côtés ;. et est à CG comme
le par lélggramme AC est au parallélogramme

CH vp. 1.6), etque BC estàCGcomme K
est à 2 Il sers à L conidie le parallélogramme
AC est au parallélogramme ÇH (prop. 1 1 . 5).
De plus , puisque DC est à CE comme le paral-
léloexlammelC Restait parallélogramme CF t, et

que DC estuà CEÏcom’me L est’àKM”(prop. 1 .6) ,

L sera fi Mrcïqmmele parallélogramme CH est

au parallélogramme CF L ( prop. A1 1 . 5) : dOnc
puisquîil aÂétéijdémontrézque Krest à comme
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le parallélogramme AC est au paralléIOgramme

CH, et que L est à M comme le parallélogramme

CH est au parallélogramme CF, K sera à M
comme le parallélogramme AC est au parallé-
logramme C F ( prop. 22 . 5 Mais les droites K
et M sont en raison composée des côtés : donc
les parallélogrammes AC, CF sont entr’eux en
raison composée des côtés.

Donc les parallélogrammes équiangles sont
entr’eux en raison composée des côtés; ce qu’il

falloit démontrer.

PROPOSITION XXIV.
THIÉORËMIE.i

Dans tout parallélogramme, les parallélogrammes
placés autour dardée-mètre sont semblables au -’ 1 ’

parallélogramme total et semblables entr’euæ.

sa: le parallèle amine ABC D (fig. 145)
dont AC est lesdiaaîiirgiqu’autour dudiamètre

AC soient les parallélogrammes E G , HK : je
dis que les parallélogrammes EG , HK sont sem-
blables au parallélogramme total ABC D et se’m-l

blables entr’eux. -
Car puisque la droite EF est parallèle à Un

des côtés du triangle ABC , savoir au côté BG,?

la droite B E sera à la droite E A comme la droite

R
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CF est à la droite FA (prôp. n . 6). De plus , puis- ’

que la droite FG est parallèle à un des côtés du

triangle ACD,- savoir au côté CD, la droiteCF
sera à la droite FA comme la droite DG est à la
droite GA; mais on a démontréque CF est à FA

comme BE est à EA : donc BE està EA comme
DG est à GA (prop. I 1 . 5) ; ajoutant les con-
séquens aux antécédens (prop. 18. 5), BA sera

à AE comme DA est à AG,et enfin en échangeant

les places des moyens,(prop. 16.5), BA sera à
AD comme AE est à AG : donc les. côtés des
parallélogrammes ABCD , EG qui comprennent

un angle commun BAD sont proportionnels.
Puisque GF est parallèle à DC, l’angle AGF
est égal à l’angle A DC ( prop. 29. r ) , et l’angle

GFA égal à l’angle DCA; mais l’angle DAC est

commun aux deux triangles ADC , AGF : donc
les triangles ADC, AGF sont équiangles. Les
triàggles AB C , AFE . sont équiangles, par la
mérite raison : donc le parallélogramme total
ABCD et le parallélogramme E G sont équian-

gles :, donc AD est à DC comme AG est à GF
(prop; 6), et AC est à CB comme AF est à
FE, et de°plus CB est à BA comme FE est à
EA : donc puisqu’on a démontré que DC est

à CA Comme GF est à FA et que AC est à CB
comme AF est à FE, DC sera àCB comme GF
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est à FE (prop. sa. 5) ;tdonc.les côtés des paral-

lélogrammes ABC D, EG qui sont autour des
angles égaux sont proportionnels: donc le pa-
rallélOgramme ABCD est semblable au paral-
lélogramme EG (défi 1 . 6).- Le parallélogramme

ABC D est semblable au parallélogramme KH ,
par la même raison : donc chacun des parallé-

logrammes EG , HK est semblable au parallé-
logramme ABCD; mais les figures qui sont
semblables chacune à une autre figure , sont
semblables entr’elles ( prop. 21. 6) : donc le
parallélogramme EG est semblable au parallé-

logramme HK. i .Donc, dans tout parallélogramme , les pa-

rallélogrammes placés autour sont v
semblables au parallélogramme total et sembla-
bles entr’eux; ce qu’illfalloit démontrer.

PROPOSITION XXV.
raoaLizuivrn.

Construire une figure semblable à une figure donnée

et égale à une autre figure aussi donnée.

Soit ABC (fig. L45) la figure donnée, à laquelle

il faut construire une figure semblable, et D la
figure à laquelle il faut la faire égale : il faut

2
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construire une figure qui soit semblable à la
figureABC et égale à la figure D.

Construisez sur la droite BC un parallélo-
gramme B E qui soit égal au triangle AB C ,
(prop.,44 et45. 1), et sur la droite CE et dans v
l’angle FCE qui est égal à l’angle CBL, cons-

truisez un parallélogramme CM égal à la figure D ;

la droite. BC sera dans la direction de C F, et la
droite LE dans la direction de EM ( prop. 1 4. 1).
Prenez une moyenne proportionnelle GH entre
les droites BC , CF (prop. 15. 6) , et sur cette
moyenne proportionnelle GH , construisez une
figure KGH semblable à la figure ABC et sem-
blablement placée (pr0p. 18. 6).

Puisque BC est à GH comme GH est à CF,
et puisque, lorsque trois droites sont propor-
tionnelles , la première est à la troisième comme
la figure qui est construite sur la première est à

la figure semblable construite sur la seconde
et semblablement placée (coma. prop. 20. 6),
la droite BC sera à la droite CF comme le trian-
gle ABC estlau triangle KGH; mais BC est à
C F comme le parallélogramme BE est au paral-
lélogramme EF ( pr0p. 1 . 6), et-le triangle ABC
est au triangle KGH comme le parallélogramme
B E est au parallélogramme EF : donc en ’chan-

géant les places des moyens (prop. 16. 5), le



                                                                     

D’EUCLIDE. 261
triangle ABC sera au parallélogrammeBE cormne

le triangle KGH est au parallélogramme EF;
. mais le triangle ABC est égal au parallélogramme

BE , par construction : donc le triangle KGH est
égal au parallélogramme EF; mais le parallélo-

gramme EF est égal à la figure D : donc le
triangle KGH .est aussi égal à la figure .D; mais
le, triangle KGH est semblable au triangle ABC ,
par construction.
i Donc on a construit une figure KGH sem-’

blable à la figure ABC et égale à une autre
figure donnée; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION xxv1.

refoutue.
Si d’un parallélogramme on retranche un paral-

lélogramme qui soit semblable au parallèle-V
r gramme entier et semblablement placé , et qui

aitravec lui unangle commun, ces deux pa-
l rallélogrammes seront placés autour duvmëmo

1.2; t’a-.1 :îx’À’ËoitltAL
J

v Que du paraHélograMe ABCD (fig. 147)
on retranche le parallélogramme AE F Gsem-
blable au parallélogramme ABCD et sembla-
blement placé et ayant avec lui un angle com-
mun. DAB : je dis que les parallélogrammes

5
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a v. ABCD,’AEFG sont placés autour dit-mêmv

V m. l (Dt l nCar si cela n’est point , supposons , si cela est
possible, que la droite ABC soit leurtdimètre ,12an -
et par le point H conduisons la droite HK pa-
rallèle à l’une et al’autre des droites AD, BC.

. Puisque les’paralléfliogrammpsl ABCD, KG

sont placés autour Me, le paral-ï
lélogramme ABCD sera semblable au parallé-
logramme. KG (prop. 24.6): donc DA est à AB
comme GA est à AK (défi 1 . 6); mais à cause

de la similitude des parallélogrammes ABCD,
EG , la droite DA est à ladroite AB comme la
droite GA est à la droite’AE ; donc GA est à AE

comme GA est, à AK(prop.-11-. 5) : donc la
droite GA a la même raison avec chacune des ,
droites AK, AE : donc la droite AK sera égale
à la droite AE (prop. 9. 5 ), c’est-à-dire que la
plus petite sera égale à la plus grande , ce qui est

impossible : donc les parallélogramInes ABCD,
KG ne sont point placés”autour du même dia-
mètre : donc les parallélogrammes ABC D ,

AEFG sont placés autour
Donc si d’un parallélogramme on retranche

un parallélogramme soit semblable au pa-
rallélogramme total et semblablement placé, et

qui ait avec lui un angle commun, ces deux-

3m
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parallélogrammes seront placés autour dut-môme

diamètre; ce qu’il falloit démontrer. -

PROPOSITION XXVII.
THÉORÈME.

De tous les parallélogrammes qui sont appliqués

a sur la même droite et qui sont defaillans de pa-
l ralle’logrammes semblables au parallélogramme

décrit sur la moitié de cette droite et sembla-

blement placés , le plus grand est celai
qui est appliqué sur la moitié de cette droite et

qui est semblable à son défaut ,

Soit la droite AB (fig. 148 ) , que cette droite
soit coupée en deux parties égales au pointïC,

(1) Un parallélogramme est dit appliqué sur, une
droite lorsqu’il est décrit sur cette droite. l I

Un parallélogramme est dit défaillant d’un parallé-

logramme lorsqu’il est décrit sur une partie de la base
d’un autre parallélogramme, sous’l’ès; mêmes angles et

entre les mêmes parallèles; le parallélogramme dont il

est défaillant se nommerson défaut. Soit A0 le paral-
lélogramme que l’on .considèrtrx le parallélogramme

AD sera le parallélogramme défaillantet son
sera le parallélogramme CÔ. l 5., u 2;
4 Un parallélogramme est dit excédent d’un-Impayé-

logramme lorsqu’il esldécritsur la base d’un
autre parallélogramme, sous le même angle et entre

4

(Je m.
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et que sur cette adroite AB soit appliqué le pa-
rallélogramme AD qui est défaillant. du paral-
lélogramme CE semblable à celui qui est dé-
crit sur la moitié de AB , c’est-à-dire sur AC z

je dis que de tous les parallélogrammes qui sont
appliqués sur la droite AB et qui sont défaillans
de parallélogrammes semblables au parallélo-
gramme CE et semblablement placésqindui , le
plus grand est le parallélogramme AD. En effet,
appliquez sur la droite AB le parallélogramme
AF défaillant du parallélogramme sembla-
ble au parallélogramme CE et semblablement
placé je dis que le parallélogramme AD
est plus grand que lelparallélogramrne AF.

i "Â’Puisy le parallélogramme CE est Semblable

au parallélogramme ’KH, ces deux parall’ o-
qr ’c lut ut J1:grammes seront placés autour W

(prop. 26. 6). Menez leur DB
et décrivez lafigure. : i I
: Puisquedetparallélogramme-CF est égal au
parallélogramrm FE (prop. 45. 1)., sil’on ajoute,

les mêmesiparallèles; le parallélogramme dont il sur-
passe le parallélogrammeque l’on considère se nomme

sonexcès. l Ü: p n» saie ÂOlÏe parallélogramme aque-lîqneconsidère; le

parallélogramme AB Veral le parallélogramme excé-À

Hem et’leparallélogmmme KE sera sont excès. -
I

a

au.
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à chacun le parallélogramme KH , le parallélo-

gramme total CH sera égal au parallélogramme
total KE. Mais CH est égal à CG (prop. 56. I) ,
parCe que la droite AC est égale à la droite CB.

Donc GC est égal à E K : donc-si nous ajou-
tons à chacune de ces quantités le parallé-
logramme CF, le parallélogramme total AF
sera égal au gnomon LMN : donc le parallélo-
gramme CE, c’est-à-dire le parallélogramme

AD , est plus grand que le parallélogramme AF

(pr0p. 56. I . p
Partageons de nouveau la droite AB (fig. 149)

. en deux parties égales au point C , et appliquons
sur cette droite le-parallélogramme AL défail-

lant du parallélogramme CM, et de plus applia-
quons sur la droite AB le paralléloigrammevAE
défaillant du parallélogramme DF,iSemblable-

ment posé et semblable au parallélogramme
qui est décrit sur la moitié de AB, c’est-à-dire

au parallélogramme CM. Je dis que le paral-
lélogramme AL qui est appliqué sur la moitié

de la droite AB est plus grand que le parallé-

logramme AE. lCar puisque les parallélogrammes DF et CM

sont semblableg , ces deux parallélogrammes

sont autour (prop. 26. V l Il ’
- Soit EB leur diamètre et décrivez la figureDÎ n? ’

s
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Attendu que LF est égal à LH (prop. 56. i) ,

car FG est égal à GH, LF sera plus grand que i
EK. Mais LF est égal à LD (prop.45. I) : donc
DL est plus grand que EK : donc si nous ajou-
tons à chacun de ces deux parallélogrammes le
parallélogramme KD , le parallélogramme total

AL sera plus grand que le parallélogramme

total AE. a
Donc de tous les parallélogrammes sont

appliqués sur la même droite et qui sont dé-
faillans de parallélogrammes semblables au pa-
rallélogramme décrit sur la moitié de cette
droite et semblablement placés gandin», le plus
grand est celui qui est appliqué sur la moitié de

cette droite et qui est semblable à son défaut;
ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XXVIII.
PROBLÈME. i

Sur une droite donnée appliquer un parallélo-
gramme qui soit égal à une figure rectiligne
donnée et qui soit défaillant d’un parallélo-

r gramme semblable à un autre parallélogramme
donné ; il faut que lafigure rectiligne donnée, X f

l à laquelle on doit substituer unofigw qui lui;m ’7’ ’ ” ’

soit égale , ne soit pas plus grande que le parab-

lélogramme qui est appliqué sur la moitié de la A,

droite donnée ,- du I: l :1 ’
appliqué sur la moitié de cette droite et de celui" ’

qui doit être défaillant d’un parallélogramme

semblable étant semblables entr’euæ.

Soit AB ( fig. 150) la droite donnée à laquelle

il faut appliquer un parallélogramme égal à la ’
figure rectiligne donnée C , que cette figure soit
plus petite que le parallélogramme appliqué sur
la moitié de la droite AB hes-défimsémat-sem-

blables; I arque-le-parauébgnmmranquel4e

Il faut surla droite AB appliquer un parallélogramme qui
soit égal à la figure rectiligne donnée C et qui
soit défaillant d’un parallélogramme semblable

au parallélo e D..F, ) ,1 amyle, ne. «a et" 0’"
f u:’!lf’n),w’fqn( mW a Ï’lmtuifi L r il:
[entééo au junte) pifl-ztn’p
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Coupez la droite AB en deux parties égales

au point E (prop. i0. 1) , et sur EB décrivez le
parallélogramme EBFG semblable au parallélo-

gramme D et semblablement placé que lui ( prop .

l 8. 6) , et terminez le parallélogramme AG. Le
parallélogramme AG est égal à la figure C , ou il

est plus grand que cette figure. Si le parallélo- p
gramme A G est égal à la figure C , on a fait ce
étoit proposé; car on a appliqué sur la droite AB

un parallélogramme AG égal à la figure rectiligne

X donné C et défaillant d’un parallélogramme EF

semblable au parallélogramme D. Au contraire,
si le parallélogramme HE n’est pas égal à la

figure rectiligne C, ce parallélogramme sera plus
grand que cette figure. Mais HE est égal à EF :

donc EF est plus grand que C. Construisez le
parallélogramme KLMN de manière que ce
parallélogramme soit égal à l’excès du parallé-

logramme EF sur la figure C , et semblable au
parallélogramme D et semblablement placé que,»

4&(prop. 25. 6) ; mais-W:
dans. le parallélogramme KM sera semblable
au parallélogramme EF. Que la droite LK soit
l’homologue de la droite GE et la droite LM
l’homologue de la droite GF. Puisque le pa-
rallélogramme EF est égal aux deux figures C ,

KM, le parallélogramme EF sera plus grand
l

I”). ri). 3 r10 g Ë 1(0);;1, (si; rtlagaæT’lP

j x
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que le parallélogramme KM : donc la droite. GE

est plus grande que la droite KL , et la droite ’
GF plus grande que la droite LM ( prop. 20. 6);
Faites la droite GO égale à la droite LK , et la
droite GP égale àla droite LM (prop. 5. 1), et ter-

minez le parallélogramme OGPQ ( prop. 5 1 . 1
Le parallélogramme 0P sera égal et semblable

au parallélogramme KM (prop. 24. 6); mais le
parallélogramme KM est semblable au parallé-

logramme EF : donc le parallélogramme OP est
semblable au parallélogramme EF (prop. 2 I . 6) :

donc ces deux parallélogrammes sont autour du
même diamètre ( prop. 26. 6). Soit GQB leur

diamètre et décrivez la figure. .
Puisque le parallélogramme E F est égal aux

deux figures C, KM, et que OP est égal à KM,
le gnomon restant VXY sera égal à la figure
restante C; et à cause que PR est égal à OS
(prop. 45. 1), si l’on ajoute à. chacun de ces
deux parallélogrammes le parallélogramme R5 ,3

le parallélogramme total PBsera égal au paral-
lélogramme total 0B. Mais OB est égal à TE
( prop. 56.1), parce que le côté AE est égal
au côté EB :-donc "TE est égal à PB : donc
si on ajdute à chacun de ces deux parallélo-
grammes TE, PB le parallélogramme Q S, le
parallélogramme total TS sera égal au gnomons!

(
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total .VXY. Or on a démontré que le gnomon
VXY- est égal à C : donc le parallélogramme
TS est égal à la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite A3 un
parallélogramme TS est égal à la figure
rectiligne donnée C et qui est défaillant d’un
parallélogramme R5 semblable à un parallélo-

gramme D, puisque RS est semblable à P0;
ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXIK.
PROBLÈME.

Àppliquer sur une droite daguée un parallélo-, .

l gramme qui soit égal à une Æure rectiligne
donnée et qui soit excédent d’un parallélo-

i gramme semblable à un autre parallélogramme
donné.

Soit AB I5 I) la droite donnée à laquelle
il faut appliquer un parallélogramme qui soit
égal à une figure rectiligne donnée C et
soit eizcédent d’un parallélogramme semblable

au parallélogramme D : il faut sur la droite-
AB appliquer un parallélogramme qui soit égal»

à la figure rectiligne C, et qui soit excédent
d’un parallélogramme semblable au parallélo-,

grammeD. i - ’
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r Partagez la droite’AB en deux parties égales

au. point E (prop.. 9. 1) , sur la droite EB dé-
crivez le parallélogramme EL semblable au pa-
rallélogrammeD et semblablement placé que
lui, et construisez le parallélogramme GH égal
aux deux figures EL , C , et semblable au paral-
lélogramme D et semblablement posé que lui
( prop. 25. 6) ; le parallélogramme GH sera sem-
semblable au parallélogramme EL. Que le côté
KH soit l’homologue du côté FL et le côté KG

l’homologue du côté FE. Puisque le parallélo-

gramme GH est plus grand que le parallélo-
gramme EL , la droite KH sera plus grande
que la droite Bi: et la droite KG plus grande
que la droite FE. Prolongez FL et FE jusqu’à
ce que la droite FLM soit égale à la droite KH
et jusqu’à ce que la droite FEN soit égale à la

droite KG (prop. 5. r ) , et terminez le paral-
lélogramme MN. Le parallélogramme MN sera
égal et semblable au parallélogramme GH; mais

le parallélogramme E L est semblable au pa-
rallélogramme GH : donc le parallélogramme

MN sera semblable au parallélogramme E L
(prop. 21 . 6) : donc les deux parallélogrammes

F L , MN seront autour du même diamètre
(prop. 26. 6). Cbnduisez leur diagonale F0 et
terminez la figure.
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Puisque. le parallélogramme GH est égal aux

deux figures EL , C et que MN est égal à GH , le
parallélogramme MN sera égal aux deux figures

EL, C : donc, si l’on retranche le parallélo-

nge commun EL , le gnomon restant ZYX
sera égal à la figure rectiligne C ; et puisque EA
est égal à EB , le parallélogramme AN sera égal

au parallélogramme NB (prop. 56. I) , c’est-à-

dire au parallélogramme LP (prop. 45. 1) :
donc si nous ajoutons à chacun de ces deux
parallélogrammes le parallélogramme E0 , le
parallélogramme total A0 sera égal au gnomon
total ZYX; mais le gnomon ZYX est égal à la
figure rectiligne C : donc le parallélogramme
A0 est égal à la figure rectiligne C.

Donc on a appliqué sur la droite donnée AB

runparallélogramme AO qui est égal à la figure
rectiligne C et qui est excédent d’un parallélo-

gramme QP semblable au parallélogramme D,
parce que le parallélogramme Q P est sem-
blable au parallélogramme LE; ce qu’il falloit

faire.
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PROPOSITION XXX.
PROBLÈME.

Couper une droite finie et donnée en moyenne
et extléme raison.

Soit la droite AB ( 152) finie et donnée:
il faut couper cette droite AB en moyenne et
extrême raison.

Sur la droite AB construisez le quarré BC
( prop. 46., I.) , et sur la droite AC appliquez un
parallélogramme CD qui soit égal au quarré BC

et dont le parallélogramme excédent AD soit
semblable au quarré BC (prop. 29. 6).

La figure BC est un quarré : donc la figure AD
sera aussi un quarré; et puisque BC est égal à
CD, si l’on retranche la partie commune CE,
la figure restante BF sera égale à la figure res-
tante AD; mais ces deux figures sont équian-
gles : donc les côtés des figures BF , AD qui
sont autour des angles égaux sont réciproque-
ment proportionnels (prop. 14. 6) : donc FE
est à ED comme AE est à EB; mais FE est
égal à AC (fig. 54. I), c’est-à-dire à AB et ED

est égal à AE : donc AB est à AE comme AE
est à EB; mais AB est plus grand que AE : donc
AE est plus grand que EB.

S
I
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D’onc la droite AE a été coupée au point E

en moyenne et extrême raison , et sa partie AE
est son plus grand segment; ce qu’il falloit
faire.

A U T a E M E N T.

Soit AB (fig. 155) la droite donnée : il faut
couper cette droite en moyenne et extrême

raison. iPartagez la droite AB au point C de manière
que le reCtangle compris sous les droites AB ,
BC soit égal au quarré de AC (prop. r 1. 2).

Puisque le rectangle compris sous les droites
AB, BC est égal au quarré de AC, AB sera à

AC comme AC est à CB (prop. 17. 6) : donc
la droite AB a été coupée en moyenne et ex-
trême raison (défi 5. 6); ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION XXXI.
THÉORÈME.

Dans les triangles rectangles, la figure construite
V sur le côté qui soutend l’angle droit est égale

aux orures semblables qui sOnt décrites semé
blablement sur les côtés qui comprennent l’an-

gle droit.

Soit le triangle rectangle ABC ( fig. 154) dont
l’angle BAC est droit: je dis que la figure cons-
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truite sur B,C est égale» aux figures semblables

. décrites semblablement sur les côtés BA , AC.

Conduisez sur BC la perpendiculaire AD.
Puisque dans le triangle ABC on a conduit

de l’angle A sur la base BC la perpendiculaire
AD , les triangles ABD, ADC placés autour de
la perpendiculaire sont semblables au triangle
total ABC et semblables entr’eux (prop. 8. 6).
Puisque le triangle AB C est semblable au trian-
gle ABD, CB sera à BA.comme AB est à BD;
mais lorsque trois droites sont proportionnelles,
la première droite est à la troisième comme la
figure construite sur la première droite est à la
figure semblable construite semblablement sur
la seconde (prop. 2. cor. no. 6) : donc CB est
à BD comme la figure Construite sur CB est à
la figure semblable construite semblablement
sur BA. Par la même raison, BC est à CD
comme la figure construite sur BC est à la figure
décrite sur CA : donc BC est à BD plus DC
comme la ligure construite sur BC est aux figures
semblables qui sont décrites semblablement sur
BA, AC 5 mais BC est égal à BD plus DC (1) :

(1) En elfet , si l’on ajoute les deux proportions
CB:BD t: BE:BF,etBC: CD î: BE:CG4, etsil’on
divise les antécédens par deux , on aura la proportion
’BC’:BD 4- CD 2: BE 3 BF 4- CG.

2
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donc la figure construite sur BC est égale aux
figures semblables qui sont décrites semblable-

ment sur BA, AC.
Donc dans les triangles rectangles , la figure

qui est construite sur le côté qui soutend l’an-

gle droit est égale aux figures semblables qui
sont semblablement décrites sur les côtés
comprennent l’angle droit 5’ ce qu’il falloit dé-

montrer. I
A U T n E M. E N T.

I Puisque les figures semblables sont entre
elles en raison doublée des côtés homologues

(prop. 25. 6), la figure construite sur BC et
celle qui est construite sur’BA seront entr’elles

en raison doublée des côtés BC, BA; mais le
quarré construit sur BC et le quarré construit
sur BA sont en raison doublée de BC, BA
( prop. I . cor. 2o. 6) : donc la figure construite
sur BC est à celle est construite sur BA
comme le quarré de BC est au quarré de BA

(prop. Il. 5 Par la même raison la figure
construite sur BC est à celle est construite
sur CA comme le quarré de BC est au quarré

de CA: donc la figure construite sur BC est
aux figures construites sur BA, AC comme le
quarré de BC est aux quarrés de BA et de AC.
Mais le quarré de BC est égal aux quarrés de
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BA et de AC (prop. 47. 1).: donc la figure cons-

) truite sur BC est égale aux figures semblables
qui sont semblablement décrites-sur BA et sur
AC; ce qu’il falloit démontrer. * -

PROPOSITION xxxn.
THÉO alla-ME.

Si (leur triangles qui ont deum cétés proportiOn-

’ nels à deum côtés sont disposés selonlun angle

de manière que leurs côtés homologues soient
parallèles ,’ les autres cétésfonneront une seule

’droitef m I è i ’ I II Un H," , . A. g...
Soiept les deux triangles ABCgDCE -I 55)

qui aient-les deux côtés BA , AC prOpOrti’orinels

aux deux côtés CD, DE de manière que BiA soit
à AC, comme CD est à DE, et que AB soit’pa-à’

rallèlea DC et AC parallèle aussi. à DE :’ je idis’

que BC et CE ne formeront qu’une seule droite.

i Puisque AB test parallèle. à DC et que AC
tombe sur ces deuxdroites , les angles alternes
BAC , ACD sont égaux cntr’eux (prop. 29(1).
Par la même raison , l’angle .CDE est égal à l’an-

gle ACD : donc l’angle BAC est égal à l’angle .
CDE; et puisque les deux triangles ABC , vfieË’PC ë .

. ont deux angles égaux en A et en D , et que les
côtés comprennent cesdeux angles égaux

5
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sont proportionnels ,’ c’est-à-dire que BA est à

AC comme CD est à DE, les triangles ABC ,
DCE seront équiangles ( prOp. 6. 6) : donc
l’angle ABC est égal à l’angle DCE. Mais on a

démontré que l’angleAACD est égal à l’angle

BAC : donc l’angle total ACE est égal aux deux

angles ABC , BAC filent), si nous ajoutOns à
chacune de ces deuxquaxntiâés l’angle ACB , les 4

angles A C E , A C B seront Ediiîngles B ,
ACB, ABC; mais leslan’glevs BAC, ACB,.ABC

sont égaux à deux angles droits (prop. 52. 1) :
donc les’angles’ACE, ACB sont égaux à deux

angles droits: donc avec une droite quelcon-
que AC et au point Cles deux’di-Oites BÇ,
placées de Idill’érens côtés font. les angles de

ACE , ACB égaux à ’de’uxi angles droits :’

donqles deux droites B0, CE ne forment qu’une
sgule’droite (prop. i411 1).: ï 5”

Donc si, deux. triangleswqui1 ont, deux côtés
proportionnels à deux bâtée sont disposés selon

un angle de manière. que leurs- côtés homolo-
gués soient parallèles, les autres côtés for-
meront une seule droite; ce qu’il’falloit dé-

montrer: ï ï i I
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PROPOSITION XXXIII.
’I’HÉO.RÊME.

Dans les cercles égaux, les angles sont propor-
tionnels aux arcs qu’ils comprennent, soit que

Ces angles soient placés aux centres ou bien
aux circonférences. Il en est de même des sec-

’ teurs qui sont placés aux centres.

Soient les cercles égaux ABC , DEF (fig. 1 56),

que les angles BGC , EHF soient placés à leurs

centres G, H, et que les angles BAC , EDF
soient placés à leurs circonférences : je dis que
l’arc BC est à l’arc EF comme l’angle BGC est

à l’angle EHF, comme l’angle BAC est à l’an-3

gle EDF et connue le secteur GBC est au sec-

teur HEF. 4Faites les arcs de suite CK, KL , etc. égaux
chacun à l’arc BC; faites aussi les arcs de suite

FM, MN, etc. égaux chacun à l’arc EF, et
menez les rayons GK, GL, HM, HN.

Puisque les arcs BC , CK, KL sont égaux
entr’eux , les angles BGC, CGH, KGL sOnt
aussi égaux entr’eux (prop. 27. 5) : donc l’arc

BL est multiple de l’arc BC autant de fois que
l’angle BGL est multiple de l’angle BGC. Par
la même raison , l’arc EN est multiple de l’arc

4
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EF autant de fois que l’angle EHN est multiple
de l’angle EHF. Donc si l’arc BL est égal à
l’arc EN , l’angle BGL sera égal à l’angle EHN

(prop. 27. 5), si l’arc BL est plus grand que
l’arc EN , l’angle BGL sera plus grand que
l’angle EHN , et si l’arc BL est plus petit que
l’arc EN , l’angle BGL sera plus petit que l’an-

gle EHN. Ayant dolic quatre quantités , savoir
les arcs BC , EF et deux angles AGC , m, 0’47’-
on a pris des équimultiples de l’arc BC et de I
l’angle BGL, savoir , l’arc BL et l’angle 8GB; 4’

on a pris aussi des équimultiples de l’arc EF et
de l’angle EHF , savoir , l’arc EN et l’angle

EHN; mais on a démontré que si l’arc BL sur-
passe l’arc EN , l’angle B GL surpassera l’angle

EHN; que si l’arc BL est égal à l’arc EN,
l’angle BGL sera égal à l’angle EHN , et que

si l’arc BL est plus petit que l’arc EN , l’angle

BGL sera plus petit que l’angle EHN : donc l’arc

BC est à l’arc EF comme l’angle BGC est à
l’angle EHF (défi 5. 5) ; mais l’angle BGC est

à l’angle EHF comme l’angle BAC est à l’angle

EDF ( prop. I5. 5), car ils sont doubles les uns
des autres (prop. 2o. 5) : donc l’arc BC est à
l’arc EF comme l’angle BGC est à l’angle EHF,

et comme l’angle BAC est à l’angle EDF.

Donc dans des cercles égaux , les angles sont
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proportionnels aux arcs , soit que ces angles
soient placés aux centres ou bien aux circon-
férences; ce qu’il falloit. démontrer.

Je dis de plus que l’arc BC est à l’arc EF

comme le secteur GBC est au secteur HEF.
Menez les droites BC, CK (fig. 157) , et ayant

pris sur les arcs BC , CK, les points O , P , con-
duisez les droites BO , O C , CP, P K.

Puisque les deux droites BG , GC sont égales
aux deux droites C G , G K , et qu’elles com- .
prennent des angles égaux , la base BC sera
égale à la base CK : donc le triangle GBC est
égal au triangle GCK (prop. I ); et à cause
que l’arc BC est égal à l’arc C K, et que le reste

CAB de la circonférence qui complète le cercle

entier ABC est égal au reste KAC de la cir-
conférence’qui complète le même cercle (ax. 5),

l’angle BOC sera égal à l’angle CPK (prop. 27 . 5):

donc le segment BOC est semblable au segment
CPK (.déf. I I. 5), et ces deux segmens sont
placés sur des droites égales; mais les segmens
semblables qui sont placés sur des droites égales

sont égaux ( prop. 24. 5) : donc le segment BOC
est égal au segment CPK 5 mais le triangle BGC
est égal au triangle CGK : donc le secteur total
GBC sera égal au secteur total GC K ( ax. 2
Par la même raison , le secteur GKL sera égala
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l’un ou à l’autre des secteurs GKC , GCB : donc

les trois secteurs GBC, GCK, GKL sont égaux
entr’eux. Les secteurs H E F , H F M , H M N
sont pareillement égaux entr’eux : donc l’arc BL

est multiple de l’arc BC autant de fois que le
secteur GBL est multiple du secteur GBC. Par
la même raison , l’arc EN est multiple de l’arc

EF autant de fois que le secteur HEN est mul-
tiple du secteur HEF : donc d’après ce que l’on

vient de voir , si l’arc BL est égal à l’arc EN ,a

le secteur GBL sera égal au secteur HEN; si
l’arc BL surpasse l’arc EN , le secteur GBL

surpassera le secteur HEN , et si l’arc BL est
plus petit que l’arc EN , le secteur GBL sera
plus petit que le secteur HEN. Ayant donc
quatre quantités, savoir les deux arcs BC , EF
et les deux secteurs GBC , HEF, On a pris des
équimultiples de l’arc BC et du secteur GBC,

savoir , l’arc BL et le secteur GBL; on a pris
aussi des équirnultiples de l’arc EF et du sec-

teur HE F, savoir , l’arc EN et le secteur ;
mais on a démontré que si l’arc BL surpasse l’arc

EN , le secteur GBL surpassera le secteur HEN ,
que si l’arc BL est égal à l’arc EN, le secteur

GBL sera égal art secteur HEN , et que si l’arc

BL est plus petit que l’arc EN , le secteur GBL
sera plus petit que le secteur GEN : donc l’arc ’
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BC est à l’arc EF comme le secteur GBC est
au secteur HEF (défi 5. 5).

COROLLAIRE.
Il est évident qu’un secteur est à un autre

secteur comme l’angle du premier secteur est
a l’angle du second secteur (prop. 1 I. 5).

FIN un SIXIÈME LIVRE.
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LIVRE XI.

DÉFINITION&

r. UN solide est ce qui a longueur, largeur
et épaisseur. v

2. Un solide est terminé par des Surfaces.
5. Une droite est perpendiculaire sur un plan

lorsqu’elle fait des angles droits avec toutes les

droites qui la rencontrent et qui sont dans ce
plan.

4. Un plan est perpendiculaire sur un plan ,
lorsque les perpendiculaires menées dans un
seul plan sur la commune section des plans
sont perpendiculaires sur l’autre plan.

5. L’inclinaison d’une droite sur un plan est

l’angle aigu compris par cette même droite et

par la droite qui joint le point du plan que la
première droite rencontre et le point de ce plan
que rencontre la perpendiculaire menée sur ce
plan de l’extrémité supérieure de la première

droite.
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6. L’inclinaison d’un plan sur un plan est

l’angle aigu compris entre les perpendiculaires
sur leur commune section, menées d’un point

de cette commune section dans l’un et dans
l’autre plan.

7. L’inclinaison d’un plan sur un plan est
égale à l’inclinaison d’un autre plan sur un autre

plan , lorsque les angles de leurs inclinaisons
sont égaux entr’enx.

8. Les plans parallèles sont ceux , étant
prolongés, ne se rencontrent point.

g. Les solides semblables sont ceux qui sont
contenus dans le même nombre des plans sem-
blables.

Io. Les solides semblables et égaux sont
’ ceux qui sont contenus dans le même nombre

de plans semblables et égaux. V
1 I . Un angle solide est l’inclinaison de plus

de deux droites les unes vers les autres, qui se
rencontrent et qui ne sont pas dans le même

v plan. t ,A U T a E M in N T.

Un angle plan est celui qui est compris par
’ plus de deux angles plans qui ne sont pas dans

le même plan et qui sont construits dans le

[même point. .
12. Une pyramide est un solide compris sous
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des plans , étant construits sur un seul plan ,
se réunissent dans un même point.

I 5. Un prisme est un solide compris sous des
plans , dont deux plans opposés sont égaux,
semblables et parallèles , et dont les autres plans
sont des parallélogrammes.

I4. Une sphère est un solide COmpris sous -
la surface décrite par l’arc d’un demi-cercle

qui tourne autour du diamètre immobile jus-
qu’à ce qu’il soit revenu au même endroit d’où

il étoit parti.

I5. L’axe de la sphère est cette droite immo-

bile autour de laquelle tourne le demi-cercle.
16. Le centre de la sphère est le même que

celui du demi-cercle.- ’

1 7. Un diamètre de la sphère est une droite
menée par le centre et terminée de l’un et de
l’autre côté par la surface de la sphère.

18. Un cône est un solide compris sous la
superficie décrite par deux côtés d’un triangle

rectangle tournant autour d’un des côtés de
l’angle droit qui reste immobile, jusqu’à ce
qu’il soit revenu au même endroit d’où il étoit

parti. Si le côté immobile est égal à l’autre côté

de l’angle droit, le cône est rectangle; s’il est

plus petit, il est obtus-angle , et s’il est plus
grand, le cône est acutangle.
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19. L’axe du cône est la droite immobile

autour de laquelle tourne le triangle rectangle.
20. La base du cône est le cercle décrit par

un des côtés tournent.
21 . Un cylindre est un solide compris sous

la surface décrite par trois côtés d’un parallé-

logramme rectangle tournant autour du qua-
trième côté qui reste immobile jusqu’à ce que

ce rectangle soit revenu au même endroit d’où

il étoit parti. I
au. L’axe du cylindre est la droite immobile

autour de laquelle tourne le parallélogramme.
25. Les bases du cylindre sont les cercles

décrits par les deux côtés opposés du parallé-

logramme qui se meuvent. i
24. Les cônes et les cylindres semblables

sont ceux dont les axes et dont les diamètres
des bases sont proportionnels.

25. Un cube est un solide compris sous six
quarrés égaux.

:26. Un tétraèdre est un solide compris sous
quatre triangles égaux et équilatéraux.

27. Un octaèdre est un solide compris sous
huit triangles égaux et équilatéraux.

28. Un dodécaèdre est un solide compris
nous douze pentagones égaux, équilatéraux et
équiangles.

l.
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29. Un icosaèdre est un solide compris sous

vingt triangles égaux et équilatéraux. A

PROPOSITION PREMIÈRE.

T a 1’: o n È M E.

Une partie d’une droite ne peut être dans un plan

et une autre partie de cette droite hors de ce
plan.

Supposons , si cela peut se faire , qu’une
partie AB ( fig. 158) de la droite ABC soit dans
un plan et une autre partie B C hors de ce

plan. iProlongez la droite AB dans le plan sur
lequel elle est placée; soit BD le prolonge-
ment de cette droite; les deux droiteswABC ,
ABD auront une partie commune AB , ce qui
est impossible, car deux droites ne peuvent se
rencontrer qu’en un seul point , autrement elles

i se confondroient.
Donc une partie d’une droite n’est point dans

un plan et une autre partie de cette droite hors
de ce plan; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSIIION’I’I.’

T.nÊORÊME.

Si deux droites’se coupent , elles sont dans un l
l seul plan; tout triangle est aussi placé dans

in: seul plan. -’ h l 1
Que les deux droites AB , C D ( fig. r59) se

coupent mutuellement au point E dis que les
droites AB, Cl) sont dans un seul plan; je dis
aussi que tout triangle est placé dans un seul

Plan: a I. . . .. v
Prenez sur les droites E B , E C deux points n

quelconques F, G; menezACBLFG et FH, GK:
je dis d’abord. que le triangle EBC est placé

dans un seul plan; car si la partie FHC ou la
partie GBK du triangle EBC est dans un plan
et l’autre partie dans un autre plan, une partie
de l’une des droites EC,. EB seradans un plan
et l’autre’partiedans un autre plan; mais si une ,

partie FC B G du triangle E C B est dans un plan
ecl’autre partie dansiun. antre plan , une cer-
taine partie de l’une et de l’autre des droites

EC, EB sera dansun plan et. certaine autre
partie dans un autre plan; ce qui azété démOn-v

tré-absurde c donc. le triangleEBC est dans un
. sgul plan; mais l’un et l’autreides droiteleC ,..

T
VILLE DE l-YÛN

libljoth. du talais des MS
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EB sont dansle même planque le triangle
BC E , et les droites AB, C D sont dans le même
plan que l’une etque l’autre des droites EC , EB

( prop. 1 . 1.1,) : donc les droiteslAB, CD sont
dans un’scull plan, et tOut triangle est aussi
placé dans’un seul plan; ce qu’il falloit dé-

montrer. IPROPOSITION III.
THÉORÈME.”

’ Si Jeux plans se coupent mutuellement, leur com-

mune section est une ligne droite.

.Que les deux plans’AB, BC (fig. 160) Secou-

peut mutuellement et qIIe leur jcMmune’sec;
tian soit DB : je disque la ligne DB” est une

ligne droite. 7 q I ’- I l l
- Car :si cela’n’cstlpoint, du point D au point

E et sur le plan AB conduisez la droite "DER,
et sur le plan BC conduisez la drOit’e DFE; les
extrémités des deux droites DE B", DF’B’ser’ont

les mêmes, et ces deuxrdroites renfermeront
un’cspace, ce qui est absurde ( ax. 12) :’ donc

I les lignes EB, DFE ne sont pas des lignes
droitesiNous démontrerons semblablement que
toute autre ligne menée du point D ail-point’B

aussi point une ligne droites, excepté la ligne
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DE, c’estJà-dire la commune section actant

AB,BC. - * Ï lDonc si deux plans se coupent mutuellement
leur commune section sera une ligne’droitelgi’ée

qu’il falloit démontrer. A,
PROPOSITION 1v.; w55-

T a O R E M E.

Si Jeux droites se coupent mutuellement, la dione
qui sera perpendiculaire sur cardeur droites,

. à leur section commune ,I-l’el-sera: aussi Sur

plan qui passera-par ces droites; ’
A. Que les deux droites AB,’CD (fig. 161) se

«cOupent mutuellement au point È que. la)
droite EF’leur soit perpendiculaire au
je dis la droite EFfl est auSsi,perpen’dicu-z
laire" sur le qui passe par les droitcskAlî, CD,)
’ Prenez les droites AE, .EB, CE, ED égales

entr’elles. Par le’point E et sur le plan-A13 con-V

duisez d’une manière, quelconque une droitet

GEH, menez Al), , étensuiteiidjqn poigt)
quelconque F cOnd’uisezle’sldrOites’ (il,

FD, FC, Fil, Puisque’lles [deux-(tirâtes
AE, sont égales aux deux illicites
EB , et (pédés droites comprepnent des annles

égau; 5: 04,15 base AD sera éga e à
a v
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la base CB ( pr0p. 4. I ) , le triangle AED égal

* au triangle CEB, et l’angle DAE égal à l’angle

A; mais l’angle AEG est égal à l’angle BEH

( prop. I5. I) : donc les deux triangles ACE ,1 p
BEH ont deux angles égaux à deux angles , cha-
cun à chacun; mais les côtés AE, EB adjacens
à des angles égaux sont égaux entr’eux : donc les

autres côtés de ces triangles seront aussi égaux

eutr’eux ( prop. 26. I donc GE est égal à EH
et. AC: égalàBH ; et «puisque AE est égal à EB

etque la perpendiculaire FE est commune , la
base FA sera égale à. la base FB ( prop. 4. I
Par la même raison , FC seraqaussi égal à FD. De

plus , puisque la droite AD est égale à la droite
CB et la droite .FA égale à la. droite FB , les deux

droites FA , AD seront égales aux deux droites
FB, BC , chacune à chacune; mais on a dé-
montré que da base Fi) est égale à la hise F-C :
donc”. l’angle F A D est égal Â à ’l’anglenF B C

( prop.. 8. I )’; mais on a démontré de plus que

ÀG est égal à BH et. est égal FBrdonc
les deux droites FA AG sont égales aux deux
droites B H ;I mais On a démontré que l’an:
gleîFAGq’est; égal a l’angle :, donc la base

[est égaleîà la base FH ( prop.’4. I); et puis-
qu’on a démontré ’encore que Q est égal à

EH , et à cause que laqdroite EFIest commune ,
I
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les deux droites (ÏE , EF seront égales aux deux
droites HE,. EF; mais la base FH-est égale à la
base FG : donc l’angle GEF est égal à l’angle HEF

( prop. 8. I donc l’un et l’autre des angles
GEF’, HEF sont droits: donc la droite FE’fait

des angles droits avec la droite GH , de quelque
. manière que la droite GH soit menée dans le

plan AB par le point El. Nous démontrerons
semblablement que la droite FE fait des angles
droits avec toutes les droites qui» la rencontrent-

et qui-sont dans. le plan A8; mais une droite
est perpendiculaire sur un plaulorsqu’elle fait
des angles droitsavec toutes les droites qui la
rencontrent et qui sont placées dans ce plan’

(défi 5.. Il : doncla droite EF est perpen-
diculaire sur le-plan A3; ’maisleplan AB est
celui. passe par les deuxZ droitesAB», CD :’
donc la droite FE est perpendiculaire sur le plan
qui passe par lesdnoitesAB , (3D.:

Donc si deux droites se coupent mutuellea-a
ment; et si une droite est perpendiculaire isùr
ces deux droitesà leur commune section; cette
droite sera aussi perpendiculaire sur le plan qui
passe par ces deux. droites; ce qu’il falloit dé?-

montrer... ’ I
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:P’R’OP’O’SITION V.

h THÉORÈME. ’
Si trois droites se rencontrent et si une droite leur

est perpendiculaire à leur commune section , ces
trois; droites seront dans un seul plan.

Si’une droites AB ( fig. 1’62) est perpendicu-

laire sur trois droites B C , B D , DE au point de-
contact B’ : je dis que les trois-droites BC , BD,

BE sont dans un. seul. plan. ’ .
Car’supposons , si celaiest possible , que BD ,.

BE soient dans un; plant et B’C dans un autre’

plan élevéauèdessous du premier; faites passer

tin-plan, par les droites AB,. BC; la commune
section de celplan avec le plan inférieur serai
une’ligne droite (prop. 51. ri ); que cette droite
soit-4B F. Il est évident que les troisïdroites AB ,2

BG, sont dans le plan qui passe par les droites
ABO,’BC : donc , puisque la droite AB est perpen-

diculaire sur l’une’et l’autre des droites BD , BE A

cettedroit’e sera perpendiculaire sur le plan qui

passe par DE ,ABE (prop.4. 1 I); mais le plan qui
passe par DE , BE estle plan inférieur : donc la:
droite A13 est perpendiculaire sur le plan infé-
rieur : donc cette droite sera perpendiculaire sur
toutes les droites qui la rencontrent et qui sont
dans ce plan (déf. 5. I I ); mais cette perpendi--
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eu’laireest rencontrée dans le plan-inférieur- par

la droite BF’: "donc l’angle ABF est droit; mais,

i on a supposé que l’angle ABC est droit : donc-

les deux angles-ABE, ABC, placés dans lemême
plan , sont égaux eutr’eux ; tac-qui es: impossible-

(ax. 9) : doue; la droite BC n’est pasdans un;
plan élevé au-déSsus decelui qui passe par les.

droites BD , BE : doucies trois droites BC , BD ,.

BE sOnt dans» un seul plan. ’
Donc si trois droites se rencontrent, et si une

droite leur est perpendiculaire à leur’commune"

section , ces trois droites seront dans: un seul
plans; ce qu’il falloit démontrera

PROPOSITION VIT
THÉ oui: M a.

Si Jeux droites sont perpendiculaires sur le même;
plan, ces Jeux droites seront parallèlex, j

Que lesdeux-droites’AB , (ID (fig. soient:
perpendiculaires sur un même) plan : je disque
ABeSt parallèle à CD’. ’ l l ’ 1 ’

’Supposonsaque ces-perpendiculaires trencvonàr

trent cevplan’ aux points B, D; menexla drOitel

V BD; conduisez dans ceplauv lat-droite përïr
pendiculaire surIBD , et aprësavbir fait-mégît

x àxABr, menez lesdroitestE’; AEÏ,1K*D-.ï’
4.,
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Puisque la droite AB est perpendiculaire sur

le plan BDE, elle est perpendiculaire sur tomes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce plan ( déf. 5. 1 1) ; mais cette droite est ren-
contrée par l’une et l’autre des droites B D ,

13E qui sont dans ce plan : donc les angles ABD ,
ABE sont droits l’un et l’autre. Par la même

raison , les angles C DB , CDE sont aussi droits
l’un et l’autre. Mais puisque la droite AB est

égale à la droite DE et que la droite BD est
commune , les deux droites AB , BD sont égales

aux deux droites ED, DE; mais ces droites com-
prennent des angles droits (donc la base AD est
égale à la base BE ( prop. 4. I ) ; et puisque la
droite AB est égale à la droite DE et la droite
AD égale à la droite BE, les deux droites AB ,
BE sont égales aux deux droites ED, DE; maisÂ Il
la base AE est commune z donc l’angle ABE
est égal à l’angle EDA ( prop. 8. 1); mais l’an-

gle ABE est droit : donc l’angle E DA est droit

aussi : doncdla droite ED est perpendiculaire
sur la droite DA; mais la droite ED est per-
pendiculairesurl’une et l’autre des droites BD ,

DG : donc ED est perpendiculaire sur les trois
droites BD, DA, DG à leur point de contact:
donc les troisdroites BD , DA, DC sont dans
un seul plan (prop; 5. 1 I); maisla droite 4B est.
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dans le même plan que les droites BD , DA , car
tout triangle est dans un seul plan (prop. .2 . 1’ x) :

donc les trois droites AB, BD, DC sont dans
un seul plan; mais les angles ABD, BDC sont
droits l’un et l’autre : donc la droite AB est pa-

rallèle à la droite CD (prop. 28. 1
Donc si deux droites sont perpendiculaires

sur le même plan , ces deux droites seront pa-
rallèles entr’ellest; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION VIL.
THÉORÈME.

Si deux droites sont parallèles , et si l’on prend
sur chacune de ces droites des points quelcon-
ques, la droite [qui joindra ces points sera dans
le même plan que les parallèles.

Soient AB, CD (fig. 164) deux droites pa-
rallèles , et Soient pris dans ces droites des points
quelconques E , F zije dis que la droite qui joint
les points 1E , F est dans le même plan que les

deux parallèles. - .
- Supposons que celasne Soit point, et suppo-
sons,-si cela est possible , que cette droite soit
dans un plan élevé au-dessus du premier, et
qu’elle’ait , par exemple, la position EGF; par

la ligne EGF conduisez un plan qui fasse avec.
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le plan inférieur une section qui sera une ligne
droite (prop. 5. I r) ; que cette section soit-EF :
il est évident que les deux droites EGF’, EF

renfermeront un espace, ce qui est impossibler
( ax. 12) : donc la droite conduite du point E
au point F n’est point dans un plan élevé au-

desSus du premier : donc elle est dans celui qui
passe par les parallèles AB , CD.

Donc si deux droites sont parallèles , et si l’en

t prend dans l’une et l’autre de ces parallèles des-

points quelconques, la droite qui joindra ces
points sera dans le même plan que les paral-
lèles; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V111»
TnÉORÊME.

Si deux droites sont parallèles , et si l’une d’elles

est perpendiculaire sur un plan, l’autre sera
aussi perpendiculaire sur ce plan.

SoientAB , CD (fig. 165) deux droites pa-
rallèles , et que l’une de ces droites.AB soit per-

pendiculaire sur-le plan BED : je dis que. l’autre

droite CD sera aussi perpendiculaire sur ce

plan. » r ’ I ’ .
Que les droites AB , CD rencontrent le plan?

BED aux pointsB, D. Menez BD. Les droites AB,,
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DG, BD seront dans le même plan ( prop. I z).
Conduisez dans le plan BED la droite DE per-
pendiculaire sur BD; faites ensuite DE égal à
AB, et menez BE, AE, AD. Puisque AB est
perpendiculaire sur le plan AED, elle sera per-
pendiculaire sur toutes les droites qui la ren-;
contrent et qui sont dans ce plan (déf. 5. I I) r
donc les angles ABD, ABE sont droits l’un et
l’autre; et puisque ia droite BD tombe sur les
droites AB, CD, les angles ABD, CDB seront
égaux à deux angles droits (prop. 29. I). Mais
l’angle ABD est dr’oit : donc. l’angle CDE est

droit aussi : donc CD est perpendiculaire sur
BD; et puisque la droite AB est égale à la droite
DE , et que la droite BD est commune , les dent
droites AB ,. DE sont égales aux deux droites
ED, DE; mais l’angle ABD est égal à l’angle

EDB , car ils sont droits l’un et l’autre : donc

la base AD est égale à la base BE (prop. 4. I);
et puisque AB est égal à DE et BE égal à AD,

les deux droites AB, B E seront égales aux deux

droites ED , DA , chacune à chacune ; mais la
base LB est commune : donc l’angle ABE est
égal à l’angle EDA (prop. 8. I ); mais l’angle

ABE est droit : donc l’angle EDA est droit
aussi r donc ED est perpendiculaire sur DA;
mais ED est aussi perpendiculaire sur BD : donc

Ac:
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la droite ED sera perpendiculaire sur le plan qui
passe par les droites BD, DA (prop.4. Il):
donc la droite ED est perpendiculaire sur toutes
les droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce plan. Mais la droite DG est dans le plan qui
passe par les droites BA , A D , parce que les
droites AB, BD sont dans le plan qui passe par
les droites-BD , DA( prop. 2. I r ) ; mais la droite
DC est dans le même plan que les droites AB ,
BD (prop. 7. I I): donc la droite ED est per-
pendiculaire sur DC : donc la droite CD est per-
pendiculaire sur DE; mais la droite CD’ est per-

pendiculaire sur la droite BD : donc la droite
CD est perpendiculaire sur les deux droites DE,
DE leur point de rencontre’D : donc la droite
CD est perpendiculaiie sur le plan qui passe par
les droites DE, DB (prop. 4. 1 1); mais le plan
qui passe par les droites DE , DB est le plan
BED : donc C D est perpendiculaire sur le plan
BED; ce qu’il falloit démontrer-
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PROPOSITION 1X.

I ATHÉORÈME.

Les droites qui sont parallèles à une même droite,

sans être dans le même plan que cette autre
droite, sont cependant parallèles entr’elles.

Que l’une et l’autre des. droites AB , C D

(fig. [65) soient parallèles à la droite EF , et
que les droites AB , C D ne soient pas dans le
même plan que la droite E F : je dis que la
droite AB est parallèle à la droite CD.

Prenez sur EF un point quelconque G , et de
ce pointmenez dans le plan qui passe par EF,
AB la droite G11 perpendiculaire sur EF, et
dans le, plan qui passe par FE, CD , menez
la droite GK perpendiculaire aussi sur FE :
puisque la droite EF est perpendiculaire sur
l’une et l’autre des droites GH , GK , la droite

EF sera aussi perpendiculaire sur le plan qui
passe par les droites G H , G’K (prop. 4. .1 i ) ;
mais AB est parallèle àEF : donc AB est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les points
H, G, K (prop. 8. 11 ); par la-même raison CD
est perpendiculaire sur le plan qui passe par les
points H , G , K : donc les droites AB , C D sont
perpendiculaires l’une et l’autre sur le plan qui
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passe par les points H, G, K; mais si deux droites
sont perpendiculaires sur un seul plan , ces deux
droites sont parallèles entr’elles (prop. 6. 1 1 ):

donc la droite AB est parallèle à la droite CD,
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITI’ON’X;

THÉORÈME.

Si deux droites. qui se touchent sont parallèles à
deux droites qui se touchent et qui ne sont pas
dans le même plan, ces adroites comprendront

gdesangles égaux.

. Que les deux droites AB , BC (fig. 166) qui
se touchent soient parallèles aux deux droites
DE", EF qui se touchent et qui ne sont pas dans
le même-plan : je dis que l’angle ABC est égal
à l’angle DEF.

- Prenezzlesldroites BA, BC , ED,’EF égales
entr’elles,’ et menez les droites’AD , CF, BE,

AC , DF. PuiSque BA est égal et parallèle à ED,

A-D sera égal et parallèle à BE ( prop. 55. I
Par la mâneïraison CF sera égal et parallèle à

B-E : donc les deux droites’A Di, CF sont égales

et parallèles chacune à la droite RE; mais les
droites qui: sont parallèleslà’ une; même droite

sont parallèles entr’elles (prop. g. 1 1) : donc la
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droite AD est parallèleet égale à la droite CF ;
mais ’ces parallèles sont jointes par les droites

AC, DF : donc la droite AC est parallèle et
égale à la droite DF’; et puisque les droites’AB;

BC sonté’galesraux deux droites DE, EF, et .
que la base AC est égale à la base DF,. l’angle
ABC sera égala l’angle DEF’(prop.2 8.- 1).

Donc si deux droites qui se touchent’sont
parallèles à deux droites sa touchent et. qui
ne sont pas dans le même plan , ces deux droites
comprendront des angleségaux; ce qu’il falloit

démontrer.’ ’ ’ t

ÏQPROPOSITio-IN XI.’

rabattus.
D’un point donné hors. d’un plan, mener une.

perpendiculaire sur ce plan.

Soit 1A ( 167) le".point dOnnéyhors d’un
plant, soit B-H le plan donné : il faut du point A
mener» une perpendiculaire’sur ce. plan. V V

a .Dans’le donné ,. conduisez une droite
BG d’une manière quelconque , et du point A

menez la TA’D perpendiculaire sur B0
(.pmp." 13. I Si la droite VAD est aussi perpen- ,
diculaire sui ce plan , o’n aura fait ce qui étoit:
prOpOsé; si cela n’est pas, du point D et dans le
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plan donné menez sur BC la. perpendiculaire DE

(prop. 11. 1) , et du point-A menez sur DE la
perpendiculaire AF ( prOp.’ I 2 . 1) , et enfin par le

point F conduisez la droite GH parallèle à BC.
Puisque BC est perpendiculaire sur l’une et sur

l’autre des drOites DA, DE, la droite BC sera per-

pendiculaire sur le plan qui passe par les droites
ED, DA, et parallèle à la droite GH (prop.4. 1 1);
mais si deux droites sont parallèles et si l’une
d’elles est perpendiculaire à tiii”plan , l’autre

droite est aussi perpendiculaire i tiè’i’nême plan

( prop. 8. 1 1) : donc GH est. perpendiculaire sur
le plan qui passe par ED , DA , et par conséquent

perpendiculaire sur toutes les droites qui se
rencontrent dans ce plan»(déf. 5. 1 1) ; mais la

droite AF rencontre la droite G H dans le plan
qui passe par ED, DA : donc la droite GH est
perpendiculaire sur AF : dOnc ’AF est perpen-
diculaire sur GH; maislAF est perpendiculaire
sur DF, par conspiration: donc la droite AF est
perpendiculaire alune-MW des droites
GH,;DE ;rmais si une droite est perpendiculaire
au point de contact sur deux droites qui se .ren-.
contrent, elle sera aussifpe’rpendiculaire sur le.
plan qui» passe par ces deux-droites ((prop; 4. I 1) :

doncFA est perpendiculaire sur le plan qui passe
par 5 GH; mais leplan qui passe, par ED,

au, ,”’tt’ J-(urœp
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CH est le plan BH : donc la droite AF est per-
pendiculaire sur le plan BH.

Donc du point donné A, pris au-dessus d’un

plan , on a mené une perpendiculaire AF sur ce
plan 3 ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION X11.
PROBLÈME.

D’un point darznédans un plan donné, élever

une perpendiculaire sur ce plan.

Soit EF (fig. 168) le plan donné , et soit A
le point donné dans ce plan z il faut du point A
élever une perpendiculaire sur ce plan. V

D’un point quelconque B, pris ail-dessus du
plan donné , menez une perpendiculaire BC. *
sur ce plan (prop. 51. "1 I , et par le point A
menez AD parallèle à BC (prop. 5x. 1.).

Puisque les deux droites AD , CB sont paral-
lèles et que BC , l’une de ces droites , est perpen-
diculaire sur le plan donné , l’autre droite AD sera

aussi perpendiculaire sur ce plan ( prop. 8. 1 1
Donc, d’un point donné dans un plan donné,

on a élevé une perpendiculaire sur ce plan; ce
qu’il falloit faire.
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PROPOSITION X111.
THÉORÈME.

D’un point donné dans un plan donné, on ne peut

* élever du même côté deux perpendiculaires sur

ce plan.

SuppOsons que cela soit possible; du point
. donné A (fig. 169) pris dans le plan donné,

élevez du même côté les deux perpendiculaires

A13 , AC sur ce plan; conduisez un plan parles
deux droites BA, AC; ce plan fera au point A
avec le plan donné une section qui sera une
ligne droite (prop. 5. Il ); que cette section
soit DAE; les droites AB, AC, DAEseront I
dans le même plan; mais puisque C A est.per-
pendiculaire sur le plan donné, elle sera per-
pendiculaire sur toutes les droites quila rencon-
trent et qui sont dans le plan donné (défi 5. 1 I);

mais la droite DAE , qui est dans le plan donné ,
rencontre la droite CA : donc l’angle CAB est
droit. L’angle BAE est droit , par la même rai-
son ç donc l’angle CAE et l’angle BAE qui sont

dans le même plan sont égaux entr’eux, ce qui

est impossible (ax. 9).
Donc , d’un point donné dans un plan donné,

on ne peut élever deux perpendiculaires sur ce
plan; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIv.

THÉORÈME. i
Les plans sur lesquels une même droite est perpena

diculaife sont parallèles entr’euæ. V

Que la droite AB (fig. 170) soit perpendia
culaire Sur l’un et l’antre plan C D, EF z je dis

que ces plans sont parallèles.
Car si cela n’eSt point, Ces plans étant prœ

longés se rencontreront et leur section sera une

ligne droite prop. 5. li). Que cette Section
soit GH; ayant pris dans cette section un point
qüelconque K, menez AK, BK. Puisque la
droite AB est perpendiculaire sur le plan EF,
cette droite sera perpendiculaire sur la droite
BK qui est placée dans le prolongement du plan
EF (défi 5. 1 r) : donc l’angle ABK est droit.
L’angle BAR est droit, par la même raison:
donc les deux angles A13K, BAR du triangle
ABK sont égaux à deux angles droits; ce qui
est impassible (prop. t7. t) à donc les plans
CD, EF étant prolongés, ne se rencontreront
point entr’eux à donc les plans CD EVF sont
parallèles.

Donc les plans sur leSquels une même droite
est perpendiculaire sont parallèles entr’eux; ce
qu’il falloit démontrer. .

à
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PROPOSITION XV.

THÉORÈME.

Si deux droites qui se rencontrent sont parallèles

à deux droites qui se rencontrent et qui ne sont
pas dans le même plan, les plans qui passeront
par ces droites seront parallèles.

Que les droites AB, BC (fig. 1 71) qui se renÀ

contrent soient parallèles deux droites DE,
EF qui se rencontrent et qui ne sont pas dans
le même plan : je dis que les plans qui passent
par lesldroites AB , BC et par les droites DE , EF
ne se rencontreront point s’ils sont prolongés.

.Du point. B.menez sur le plan qui passe par
lesldroites DE; EF la perpendiculaire BG qui
rencontre ce plan au point G (prop. 1 I . 1 1) ;
par le point G. menez la droite GH parallèle à
la droite et la droite GK parallèle à la droite
(prop. 5 I . 1). Puisque la droite BG est per-
pendiculaire sur le plan qui passe par les droites
DE , F, nelle. sera perpendiculaire sur toutes
les. droites qui la rencontrent et qui sont dans
ce même plan (déf. 5. I I ); mais cette droite
est rencontrée par l’une et l’autre desldroites

GH ,i GK qui sont dans le plan qui passe par les
droites DE, EF : donp les angles BGH, BGK:
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sont droits. l’un et l’autre; et puisque BA est

parallèle à la droite GH; les angles GBA, BGH
seront égaux à deùx angles drèits ( prOp; 2’991);

niais l’angle BGH est droit: donc l’angle GBïA

sera droit: donc GB’ est perpendiculaire sur-
BA. Par la même raison a, DG est perpendicuà
laire sur BC : donc puisque la îdrt’v’it’e’B’G- est

perpendiculaire sur les deux. droites 115A, BC
qui se coupent mutuellement , la droite BG
sera perpendiculaire” smille qui passe par
les deux droites Aqu C,(( prop. I 1). Pa;
la même raison , la [droite’yxlâQie’st’péfpgêjelicu;

laire Sur le plan qui [passeipar’lès’droitÈ’s’ÜH,

GK. Mais le plan qui passe par les’droitcsï ,
GK. asile même que celui qui passe-Plantes.
droites. DE, EF’ : donc la adroiteïBGrest’per-a
pendiculaire’sur Ie’plan «pipasse wvlesïdroites

DE, EF. Mais on a démontré que la droite
BG eSt perpendiculaire sur le" plantqui’pai’sse

parles droiEe’S’ALBÏDG, et cette droite
bore perpendiculaire surf le: plànQui’pasrseîpan

les droites se; EF s donc la (une B0 empan;
pendiculaire, sur l’arrêt; tuméfiés aplatis: qui

passent par les droitesliA’B ,5 ËC-et parles (imites

DE , E F ;lmais les plans sur lesquels une mais
droite 7est perpendiculaire sont parallèles’entr’e

eux.(prop.*l4:. ii’ Eldonc le plan qui passe par

J
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les droites AB , BC est parallèle à celui qui passa

par, les droites DE , EF. -
. l Donc si deux droites se rencontrent sont
parallèles à deux droites qui se rencontrent et
qui ne sont pas dansle même plan , les plans
qui passeront par ces droites seront parallèles
entr’eux ;’- ce qu’il falloit démontrer.

rnonosrrion XVI.
THÉORÈME.

S Jeux plans parallèles sont coupés par un plan

quelconque 4 leurs communes sections seront

parallèles. *
Que les deux plans parallèles AB,CD (fig. 1 72)

soient coupés pan un plan quelconque EFGH ,
et que leurs communes. sections soient EF, GH:
je’dis que EF est parallèle à GH

Supposons que cela ne soit point; prolongez
les droites EF, GH , ces droites se rencontre-
sont ou du ,côté’des pOÏntS F, H, ou du côté

des points E, G. Prolongez ces droites du côté
des points F, H, et supposons qu’elles se ren-.

contrent au point K; puisque EFK est dans le
plan AB , tous les points pris dans EFK seront
dans le même plan; mais le point est un des
points pris sur EFK : donc le point K est dans
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le plan AB. Par la même raison , le point K est
dans le plan CD : donc les plans AB, CD pro.-
longés , se rencontreront entr’eux ; mais ces
deux plans ne se rencontreront point puisqu’ils
sont parallèles : donc les droites EF, GH pro-
longées ne se rencontreront point du côté des

points F , H. Nous démontrerons semblable-
ment que les droitestF, GH prolongées ne
se rencontreront point du côté des points E , G.
Mais les droites qui ne se rencontrent d’aucun
côté sont parallèles (défi 55. I) :-donc les droites.

EF, GH sont’parallèles.

Donc si deux plans parallèlessont coupéspar
un plan, quelconque, leurs communes sections.-
seront parallèles. entr’elles; ce qu’il and: dé-«

montrer. - . ’
PROPOSITION xvn.

THÉORÈME".

Si Jeux. droites sont coupées par des plans pa-
I rallèles A elles seront coupées proportionnel-,-

lement. lQue les deux droites AB , CD (fig. 1 75) soient
coupées par les plans parallèles GH, KL, MN

aux points A, E, B, C, F, D: je dis queAE
est à EB comme CF est un.

La
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-M’enez les droites AC, BD; AD ;. supposons

que la droite AD rencontre le plan KL au point
O ; et conduisez les droites E0, OF. Puisque
les deuxplans parallèles KL,- MN sont coupés

par le plan EBDG, leurs sections E0, BD
sont parallèles (PI’OPa 16. 1 1) ; puisque les deux

plans parallèles GH, KL sont coulpes. parle
plan AC F C , leurs, sections communes AC ,’ F 0

sont parallèles; par la .même raison. Mais puis--
que E0 est parallèle à un des côtés du triangle
ABD,-savbir au côté BD, le côté AEsseral au

côté EB comme le côté A0 est an côté" 0D

a. 6). De plus,- puisque le côté OF est
parallèle à un descôtés: du niangleADÇ j savoir-r

au côtés AC ,lecôté A0 est au côfé ODcomme-

le côté CF est au côté FD. Mais on a démontré

que le coté A0 est au ncôté 0D comme le côté

AE est au côié E3 : 1doucie. Côté AE est au
côté EB comme le côté.,C;F.;est au côté FD

(prop.u.5). p p p AilDonc si deux drôitêlsljnsoüt coulîëèslp’arî des,"

plans parallèles ,lces-drOitësi’ysero’nt coupées pro-z

portionncllement; ce qu’il falloit démontrer.

t
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PROPOSITION XVIIÏ.

rationnaires
. Si une droite est perpendiculaire sur un plan, tous

les plans qui passent par cette droite sont per-
pendiculaires sur ce même plan.

Qu’upe droite quelconque AB (fig; 174) soit
perpendiculaire sur un plan i: je dis que tous les,
plans qui passent par cetteidroite sont perpene
diculaires sûr ce même plan; . n ’ ï w a; r.

Par la droite AB conduisez le plan DE , et
que la droite (JE-soit: la commune section du
plan DE etdu plan. donné; sur la droite. CE
prenez un point» quelconque F; de cepoint: et
dans le plan DE conduisez la droite FG per-
pendiculaire sur la droite CE. PuiSque la droite
AB est perpendiculaire sur le plan donné , cette
droite sera perpendiculaire sur toutes les droites
qui la rencontrent et qui sOnt dans de plan
(dé-r. 5. a: x) : doue la «mais est perpendi-
culaire sur lal’droite CE : donc l’angle ACBF’est

droit; mais l’angle GFH Est droit aussi ,3 donc A3

estiphrallèle à EG prop.;aô. i.) -, mais A3 est
perpendiculaire Sur. le plan donné a densifiât sera.

perpendiculaire sur ce même plouf prof): 8;, ni) ;
mais un plan est perpendièulairç sur umplan,
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lorsque les droites menées dans l’un dex ces
plans sont perpendiculaires sur leur commune
section et sur l’autre plan (déf. 4. I I) : donc la

droite FG menée dans le plan DE et perpendi-
culaire sur la droite CE, commune section des
plans , est aussi perpendiculaire sur le plan
donné : donc le plan DE est perpendiculaire
sur le plan donné. Nous démontrerons sembla-

blement que tous les autres plans qui passent
par la droite AB sont aussi perpendiculaires sur
le plan donné.

Donc si une droite est perpendiculaire sur
un plan , tous les plans qui passeront par cette
droite seront perpendiculaires sur ce même
plan; ce qu’il falloit démontrer. I

PROPOSITION XIX.
THÉORÈME.

Si Jeux plans qui se caupent mutuellement sont
perpendiculaires sur un plan, leur commune
section sera aussi perpendiculaire sur ce plan.

Queideux plans AB, BC (fig. 175) qui se
coupent mutuellement soient perpendiculaires
sur un plan donné, et que leur commune section
soit BD : je dis que la droite BD est pet-pendis
culaire sur le plan donné. Q t
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Supposons que cela ne soit point; du point D

menez dans le plan AB la droite DE perpendicu-
laire sur la droite ÀD (prop. 1 I . I ) , et du point D

et dans le plan BC menez la droite DF perpen-
diculaire sur la droite CD. Puisque le plan AB
est perpendiculaire sur le plan donné et que la
droite DE a été menée dans le plan AB perpen-

diculaire à la commune section AD de ces plans,

la droite DE sera perpendiculaire sur le plan
donné. Nous démontrerons semblablement que
DF est perpendiculaire sur le plan donné: donc

du point D on a mené du même côté deux perâ

pendiculaires sur le plan donné; ce est im-
’ possible (prop. 15. 1 I) : donc du point D on

ne peut pas mener d’autres droites qui soient
perpendiculaires sur le-plan donné , si ce n’est

la commune section DE des plans AB , BG,
Donc si deux plans qui se coupent mutuelle-

ment sont perpendiculaires sur un plan donné!
leur commune section. sera perpendiculaire. sur.
ce plan; ce qu’il falloit démontrer. n
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PROPOSITION XX.
T H É o a i: M u.

I ’ l
Si un angle solide est compris sous trois. angles

plans, deux de ces angles, de quelque ma-c
niera qu’en les prenne, sont plus grands que le

. troisième. ’
Que l’angle solide A (fig; 176) soit compris,

sons les trois angles plans BAC , CAD, DAE:
je dis’que deux quelconques des trois. angles.
plans BAC, CAD, vDAB, de quelquemanière
qu’on les prenne , sont plusgrands que l’angle

restant, . " ah Car sil-les angles B AC, C AD.,l’DAB’ISbntÎ

égaux entr’eux , il est évident que deux quelàt

conques de ces angles de qùelrjüe manière
qu’on les prenne , sOnt plus grands qtte’l’ta’nglc»

restant. supposons que ces trois angles ne sont
point’égan’x *entr’edi ,’ et que l’angle BAC est le»

plus grand. [sur la droite’AB’ et au pointa: l’ai-1

sons dans le plan qui passe par BAC l’angle BAE
égal à l’angle DAB (prop. 25. I i ). Faisons AE’

égal à AD (prop. 5. 1 ) , menons ensuite» par le.

point E la droite BEC qui coupe les droites AB ,»
AC aux points B, C, menons aussi les droites DE,
DC . Puisque la droite DA est égale à la droite-Ali.
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et que la droite AB est commune ,,les deux
droites DA, AB sont égales aux deux droites
AE, AE; mais l’angle DAE est égal à l’angle

BAE : donc la base DE est égale à la base BE
( prop. x )I; et puisque les deux droites DE , DG
sont plus grandes que la droite BC et que la droite
DE est égale à la droite BE , la droite restante
DC sera plus grande quefla droite restante EC;
mais puisque la droite DA est égale à la droite

AE, que la droite AC est commune et que la
base DC est plus grande que la base EC, l’an-
gle DAC sera plus grand que l’angle EAC ,
(prop. 25. I). Mais l’angle DAE est égal à l’an-

gle BAE , par construction : donc les angles
DAE, DAC sont plus grands que l’angle BAC.
Si l’on prend deux autres angles quelconques,
nous démontrerons semblablement qu’ils sont
plus grands que l’angle restant.

Donc si un angle solide est compris sous trois
angles plans, deux quelconques de ces angles,
de quelque manière qu’on les prenne , sont plus
grands que le troisième; ce qu’il falloit dé.-

montrer.
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PROPOSITION XXÏ.

THÉORÈME

Tout angle solide est compris sous des angles plans

qui sont moindres que quatre angles droits.

Soit l’angle solide A 177) compris sous
les angles plans BAC, CAD, DAE : je dis que
les angles BAC , CAD , DAE sont moindres
que quatre angles droits.

Dans chacune des droites AB , AC , AD, pre-’

nez des points quelconques B , C, D, et menez
BC , CD, DE. Puisque l’angle solide B est cOm-a

pris sous les trois angles plans CBA, ABD,-
CED, deux quelconques de ces triangles sont
plus grands que l’angle restant ( prop. 20. 1 I)f
donc les angles CBA, ABD sont plus grands que
l’angle CE D. Par la même raison , les angles
BCA , ACD sont plus grands que l’angle ECD, et

les angles CDA, ADE plus grands que l’angle
CDE : donc les six angles CBA, ABD, BCA, ACD,
ADC , ADE sont plus grands que les trois angles
CBD, ECD , CDE. Mais les trois angles CED,
BC D , C DE sont égaux à deux angles droits
(prop; 52. I ) : donc les six angles CBA, ABD ,
BCA, ACD, ADC, ADE sont plus grands que
deux angles droits; mais puisque les trois angles



                                                                     

maucntnn 8mde chacun des triangles ABC , ACD , ADE sont
égaux à deux angles droits , les neuf angles CEA ,
ACB , BAC , ACD, me, CDA, ADE , DBA,

EAD de ces trois triangles sont égaux à six angles

droits; mais les six angles ABC , ECA , ACD ,
CDA, ADE, DEA sont plus grands que deux
angles droits : donc les angles restans BAC , CAD,

DAB contiennent l’angle solide sont plus
petits que quatre angles ldroits.

Donc tout angle solide est compris sous des
angles plans plus petits que quatre angles droits;
ce qu’il falloit démontrer. L

PROPOSITION XXII.
marouflas.

Si l’on a mais angles plans, dont Jeux de ces .
angles, de quelque manière qu’on les prenne ,

sont plus grands que l’angle restant, et si ces
angles sont compris par des côtés égaux, on

pourra construire un, triangle avec les droites
qui joignent ces côtés égaux;

fioient les trois angles plans ABC , DEF,
GHK x78) dont deux de ces angles, de
quelque manière qu’on les prenne, sont plus
grands que l’angle restant , c’est-à-dire que les

deux angles ABC , DEF sont plus grands que
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l’angle GHK, que les deux angles DEF, GH K
sont plus, grands que l’angle ABC , et enfin que

les deux angles GHK, ABC sont plus grands
que l’angle DE F ; que les droites AB , BC , DE,

L EF, GH,’HK soient égales; menez AC, DF,
GK: je dis qu’on peut construire un triangle
avec des droites égales aux droites AC , DF, GK;

c’est-adire que deux quelconques des droites
AC, DF, CK, de quelque manière qu’on les
prenne , sont plus grandes que la droite restante.

Si les angles ABC, DEF, GHK sont égaux
entr’eux , il est évident qu’on pourra construire

un triangle avec des droites égales aux droites
AC , DF, GK qui sont alors égales entr’elles. Au

contraire, si ces angles ne sont point égaux , sur
la droite HK et au point H , faites l’angle KHL
égal à l’angle ABC (prop. 25. 1 ) ; faites aussi

la droite HL égale à une des droites AB , EC,
DE, EF, GH,’HK, et menez les droites CL,
K1... ’Puisque les deux droites AB , BC sont
égales aux deux droites KH, HL, et que l’an-
gle B est égal à l’angle KHL, la base AC sera

égale à la base KL (prop;4. 1); et puisque les
angles ABC , GHK sont plus grands que l’anæ
gle DEF et que l’angle ABC est égal à l’angle

KH L 2 1’ angleAGHL sera plus grand que l’an-

gle DEF. Do plus , puisque les deux droites
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CH, HL sont égales aux deux droites DE, EF
et que l’angle GBL est plus grand que l’angle E,

la base GL, sera plus grande que la base DF
(prop. 24. I ) ;’mais les droites GK, KL sont
plus grandes que la droite GL (prop. 20. I ) :
donc , à plus forte raison, les droites CK, KL
sont plus grandes que la droite DF, mais KL
est égal à AC : donc les droites AC , GK sont
plus grandes que. la droite restante DF. Nous
démontrerons semblablement que les droites
AC , DF sont plus grandes que la droite CK,
et que les droites GK , DF sont aussi plus grandes
que la droite AC : donc on peut construire un
triangle avec des droites égales aux droites AC ,

DF, GK (prop. na. I). a

AUTREMENT.
Soient donnés les trois angles plans AB C ,

DEF, GHK (fig. 17g) dont deux de ces angles,
de quelque manière qu’on les prenne , sont plus

grands que l’angle restant; que ces angles soient
compris par des droites égales AB , BC , DE ,
EF, GH, HK. Menez les droites AC, DF, GK :
je dis qu’on peut construire un triangle avec des
droites égales aux droites AC , DF, GK; c’est-

à-dire que deux de ces droites , de quelque ma-
nière qu’on les prenne , sont plus grandes que

X
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la droite restante. ’Si les angles ABC, DEF,
GHK sont égaux, les droites AC, DF, GK
seront égales entr’elles (propg4. I), et deux
ide ces droites seront plus grandes que «la droite
restante. Au contraire , si ces angles ABC, DEF,

"GHK sont inégaux , et si l’angle ABC est plus
grand quo l’un etque l’autre des angles E , H , la

droite AC sera plus grande que Tune et que l’autre

des droites DF, GK (prop. ’24. I ); et il est évi-
dent quetla droite AC avec l’une ou avec l’autre

des droites DF, GKÏera plus grande que la droite

restante; Je distique les droites DF, GK sont
plus grandes que la droite AC. Sur latdroite AB
et au point B construisez l’angle ABL égal à

l’angle GHK (prop. 25. I); faites la droite BL
égale à une des droites AB , BC , "DE, EF,
CH, HK, et menez AL, LC. Puisque les deux
droites AB , BL sont légales aux deux droites
GH, HK, chacune à chacune , et qu’elles com-
prennent des angles égaux , la base AL sera égale

à la base GK (prop.44. I ); et puisque les angles
E , H sont plus grands que l’angle ABC et que
l’angle-GHK est égal à l’angle ABL, l’angle

restant E sera plus grand que l’angle LBC. De
plus , puisque les deux droites LB , BC sont
égales aux deux droites DE , EF , chacune à
chacune, et que l’angle DEF est plus grand
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que l’angle LBC , la base DF sera plus grande

que la base LC (prop. 24. I Mais on a dé-
montré que la droite GK est égale à la droite

[AL : donc les droites DF, GK sont plus grandes
que les droites AL , LC ; mais les droites AL , LC -
sont plus grandes que la droite AC (prop. 20. I) :

A donc à plus forte raison les droites DF, GK
sont plus grandes que la droite AC : donc deux
des droites AC , DF, GK, de quelque manière
qu’on les prenne , sont plus grandes que la droite

restante. I
Donc on peut construire un triangle avec

trois droites égales aux droites AC , DF, GK
( prop. 22. l ) ; ce qu’il falloit démontrer. l

PROPOSITION XXIII.
Pxx’onLÈME.

"Construire un angle solide avec trois angles plans
’ dont deux de ces angles, de quelque manière

qu’on les prenne, sont plus grands que l’angle

restant ; il faut que ces trois angles soient plus
petits que quatre angles droits.

Soient donnés les trois angles plans AB C ,
DEF, GHK (fig. I 80) dont deux de ces angles ,
de quelque manière qu’on les prenne , soient plus f 0 "rk’

grands que l’angle restant; que ces trois angles
2

x
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soient plus petits que quatre" angles droits : il .
faut. avec des angles’e’gaux aux angles ABC,

DEF, GHK construire un angle solide.
Faites les droiteseAB7 BG, DE, EF, CH,

HK égales entr’elles etpmenez AC , DF, GK.
On peut avec des droites égales à AC , DF, 6K

construire un triangle (prop. 22. Il Cons-
truisez le triangle LMN (prop. 22. I) de ma-
nière que LM soit égal à AC , MN égal à DF
et LN’égal à GK. Décrivez ensuite une circon-

férence de cercle LMN autour du triangle LMN
( prop. 5. 4) ; prenez le centre de ce cercle. qui
sera ou dans le triangle LMN ou sur unde ses
côtés, ou hors de ce triangle. ’

Que le centre du cercle soit d’abOrd dans le

triangle, et que ce centre soit 0; menez L0,
M0, NO : je dis que AB est plus grand que L0;
car si cela n’est point , la droite AB sera égale à

la droite L0 ou plus petite que cette droite.
Supposons d’abOrd qu’elle lui soit égale. Puisque

AB est égal à L0 et que AB est égal à BC, L0

sera égal à BC ; mais L0 est égal à 0M : donc

les deux droites AB, BC sontlégales aux deux
droites L0, 0M; chacune à chacune; mais la
base AC est supPOSée égale à la base LM : donc

l’angle ABC est égal à l’angle LOM (prop. 8. 1).

Par la même raison , l’angle DEF est égal à l’an-
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’gle MON et l’angle GHK égal à l’angle NOL :

donc les trois angles ABC , DEF, GHK sont
égaux aux trois angles L0M,MON , NOL; mais
les trois angles LOM , MON , NOL sont égaux à

quatre angles droits : donc les trois-angles ABC ,
DEF, GHK sont égaux à quatre angles; mais;
on les a supposés plus petits que quatre angles;
droits , ce qui est absurde : donc la droite AB
n’est pas égale à la droite L0 g je dis de plus que

la droite ABI n’est pas plus petite que la droite
L0. Car.supposons , si Cela est possible , qu’elle
soit plus.petite , et que la droite AB soit égale à
la droite 0P et la droite BG égale à la droite OQ;

menez PQ. Puisque la, droite AB est égale à la
droite BC, la droite 0P sera égale à la droite 0Q:

donc la droite restante sera égale àla droite
restante QM : donc la droite LM est parallèle
à la droite P Q (prop. a, donc les triangles
LMO, sont équigngles : donc 0L est
LM comme 0P est à PQiÇprop. 6), et en
échangeant les places desjmoyen-s , L O est à O

comme LM est à PQ (pli-9p..16..5); mais L0
est plus grand que OP : LM est, plus. grand
que PQ ; mais LM est ega à AC , par cons--
truction : donc AC sera plus grand que PQ; et
puisque les deux droites AB, BC sont égales
aux deux droites P0 ,pOFQ et que la base AC

5.
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est plus grande que la base PQ , l’angle ABC sera I

plus grand que l’angle POQ (prop. 24. I). Nous
démontrerons semblablement que l’angle DEF
est plus grand que l’angle MON et l’angle GHK

plus grand que l’angle NOL : donc les trois
angles ABC , DEF, GHK sont plus grands que
les angles LOM, MON, NOL; mais les angles
ABC, DEF, GHK sont supposés plus petits
que quatre angles droits : donc à plus forte
raison les trois angles LOM, MON, NOL sont
plus petits que quatre angles droits; mais ces
trois angles sont égaux à quatre angles droits,
ce qui est absurde : donc la droite AB n’est pas
plus petite que la droite: L0. On a démontré
qu’elle ne lui est point égale :, donc la droite AB

est plus grande que la-droite L0. Du point O V.
élevez une perpendicdlaire 0R sur le plan du
cercle LMN (prop. 12.1 r). Supposons que le
quarré de OR soit’ à l’excès du quarré de

AB sur le quarré dei? (lem. suiv.) , et menons
les droites RL , KM ,l’liN. Puisque la droite OIR

est perpendiculaire sui-Ë le plan du cercle LMN , p
cette droite sera perpendiculaire sur chacune
des droites L0, M0, NO (déf. 5. Il); et
puisque L0 est égal à et que la droite OR
est commune et qu’elle est perpendiculaire sur
ces deux droites”, la hase LB sera égale à la
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base KM ( prop. 4. I Par la même raison , la
droite RN est égale à l’une et à l’autre des

droites RL, RM : donc les trois droites RL,
KM , RN sont égales entr’elles. Puisque le
quarré fait sur 0R est égal à l’excès du quarré

detAB’ sur lesquarré L0 , le quarré de AB sera

égal aux quarrés des droites L0 7 0R; mais le
quarré’de -RIL est égal aux quarrés des droites

L0, 0R (prop.47. I), car l’angle LOR est
droit : donc le quarré de la droite AB est égal
au quarré de la droiteRL : donc la droite AB
esté’gale à la droite RL; mais chacune des
droites BC , DE,.EF, GH,, HK est égale à la
droiteAB , et chacune des droites KM, EN est
égale à la droite afin-I: :- donc chacune desdroites 7’

AB, BC , DE, EF, GH, HK est égale à cha-
cune des droites RL ,, KM ,. RN; mais puisque
l’es deux droites LR,.RM sont égales aux deux

droites AB , BC et que la basevLM est égale à
la base AC, l’angle LRM sera égal à l’angle

ABC (prop. 8. 1).; L’angle MEN sera égal à
l’angle DEF et l’angle LRN égal à l’angle GHK ,

par la même raison : donc avec les trois angles
plans LB’M , MEN , LRN , qui sont égaux aux

trois angles donnés , on. a construit un angle
solide R qui est compris sous lesangles LB M ,4

MBN ÏLRNL 4
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t Que le centre du cercle soitprésentement sur

un des côtés , saVoir, sur le côté MN (fig. 181),

et que le centre de ce cercle soit le point O;
menez 0L : je dis de nouveau que AB est plus
grand que L O; car si cela n’est point , la droite
AB sera égale à la droite L0 ou bien elle sera
plus petite que cette droite. Supposons d’abord
qu’elle lui soit égale; les deux droites AB , BC ,

c’est-à-dire les deux droites DE , EF , sont -
égales, aux deux droites M0, 0L, c’est-à-dire
à la droite MN; mais la droite MN est supposée
égale à la droite DF : donc les droites DE, EF
sont égales à la droite DF, ce qui ne peut être

(prop. 20. I) : donc la droite AB n’est point
égale à la droite L0. 0’11- démontreroit sema-

blablement’qu’elle n’est pas plus petite, car de

cette supposition il s’ensuivroit une plus grande

absurdité : donc la droite AB est plus grande
que la droite L0. Si l’on mène la droite R0
perpendiCulaire sur le plan du cercle , et si l’on
suppose; que le quarré de 0 R soit égal à l’excès

du quarré de AB sur le quarré. L0 lem. suiv.),
le problème sera résolu.

, Que le centre du cercle soit enfin hors du
triangle LMN (fig. 182), et que le centre de
ce cercle soit 0; menez L0 ,iMO ,VNO’: je dis

que la droite AB est plus grandetque la droite
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L0; car si cela n’est point , elle lui sera égale
Ou plus petite. Supposons d’abord qu’elle lui

soit égale ; dans cette supposition les deux
droites AB, BC sont égales aux deux droites
M0 , 0L , chacune à chacune; mais la base AC
est aussi égale à la base ML : donc l’angle ABC

est égal à l’angle MOL (prop. 8. 1).,L’angle

GHK est égal à l’angle LON , par la même
raison : donc l’angle total MON est égal aux
deux angles ABC , GHK; mais les angles ABC ,
GHK sont plus grands que l’angle DEF : donc
l’angle MON est plus grand que l’angle DEF;

et puisque les deux droites DE , EF sont égales

aux deux droites M0, ON, et que la base DF
est égale à la base MN , l’angle MON sera égal

à l’angle DEF (prop. 8. I) ; mais on a démon-

tré qu’il est plus grand, ce qui est absurde:
donc la droite AB n’est pas égale à la droite L0.

Nous démontrerons de suite qu’elle n’est pas

plus petite, donc elle est nécessairement plus
grande. Si nous menons de nouveau la droite
OR perpendiculaire sur le plan du cercle , et si
nous supposons cette perpendiculaire égale à
une droite dont le quarré soit égal à l’excès du

quarré de la droite AB sur le quarré de la droite

L0 (lem. suiv.) , le problème sera résolu. Je dis
à présent que la droite AB n’est pas plus petite
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que la droite L0. Supposons, si cela est possi-
ble , qu’elle soit plus petite; faites 0P égal à AB ’

et OQ égal à BC et menez PQ. Puisque AB est
égal à BC , la droite OP sera égale à la droite

OQ : donc la droite restante P L sera égale à la
droite restante QM : donc la droite LM est pa-
rallèle à la droite QP (prop. a . 6’) : donc les deux

triangles LMO , QOP sont équiangles : donc
L0 est à LM comme OP est à’PQ (prop. 6) ,
et en, échangeant les plans des moyens , L0 est
à 0P comme «LM est à PQ; mais LO est plus
grand que OP : donc LM est plus. grand que PQ;
mais LM est égal à AC par construction : donc

AC sera plus grandque PQ; mais puisque les
deux droites A Br , BÏC. sont égales aux deux
droites P0, 0 Q , chacune à chacune, et que la
base AC est plus. grande que’la hase PQ, l’an-

gle AB C sera plus grand que l’angle P 0 Q
( prop. 25. 1 Si l’on prend la droite 0V égale

à chacune des droites OP , OQ , et si l’on mène

PV, nous démontrerons semblablement que
l’angle GHK est plus grand que l’angle P0 V.

Sur la droite L0 et au point 0, pris. sur cette
droite , construisez l’angle L0 S égal. à l’angle

AB C et l’angle LOT égal à l’angle GHK ;

faites chacune des droites OS, 0T égale à la
droite P 0, et menez P5, PT, ST.’Puisque les
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deux droites AB , ’BC sont égales aux deux
droites P0, OS, et que l’angle ABC est égal à
l’angle POS, la base AC , c’est-à-dire la droite

LM, sera égale à la base PS (prop. 4. 1 La
droite LN sera égale à la droite PT, par la même

raison; et puisque les deux droites ML, LN
sont égales aux deux droites PS, PT et que
l’angle MLN est plus grand que l’angle SPT ,

la base MN sera plus grande que la base ST
(pr0p. 24. I ); mais MN est égal à DF : donc
DF sera plus grand que S’T : donc puisque les
deux droites DE , EF sont égales aux deux
droites SO, 0T et que la base DF est plus
grande que la base ST, l’angle DEF sera plus
grand que SOT (prop. 25. Il); mais l’angle SOT
est égal aux angles ABC, GHK : donc l’angle

DEF est plus grand que les angles ABC , GHK :
mais il est au contraire plus petit; ce qui es:

impossible. ’1. n M M a.
Nous allons faire Voir de quelle manière on

fait sur R0 un quarré qui soit égal à l’excès

du quarré de la droite AB sur le quarré de la

droite L0. ISoient les droites AB, L0 (fig. [85); que
AB soit la plus grande , et sui- cette droite dé-
crivez la demi-cireux] férence ABC, et appliquez,
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dans la demi-circonférence ABC une droite AC
égale à la droite L0 et menez la droite BC.

Puisque l’angle ACB est compris dansle demi-
cercle ABC, l’angle ACB sera droit ( prop. 51 . 5) :

donc le quarré de la droite AB est égal aux
quarrés des droites AC, CB (prop. 47. 1),:
donc le quarré de AB surpasSe le quarré de
AC du quarré de CE; mais AC est égal à L0:
donc le quarré de AB surpasse le quarré de L0

(n du quarré de CB : donc si nous faisons la droite
0R égale à la droite CB , le quarré de la droite

AB surpassera le quarré de la droite LO du
quarré de la droite OR; ce que nous voulions

faire. ’ t-PROPOSITION ’xxrv.’

I THÉORÈME.
Si un solide est compris sous des plans parallèles,

les plans opposés sont des parallélogrammes

égaux. ’
Quelle solide C DHG (fig. 184) soit compris

sous les plans parallèles AC, GF, AH, DF,
V FB , AE : je dis que les plans Opposés sont des

parallélogrammes égaux. ’

Puisque les deux plans parallèles BG, CE
sont coupés par le plan’AC , leurs communes

sections sont parallèles (prop. 16. il) adonc la
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droite AB est parallèle à la droite DC. De plus,

puisque les deux plans parallèles EF, AE sont
’ coupés sur le plan AC , leurs communes Sections

sont parallèles : donc la droite AD est parallèle
à la droite. BC ; mais on a démontré que la
droite AB est parallèle à la droite DC : donc le
plan AC est un parallélogramme. Nous démon-

trerons semblablement que chacun des plans
DF, FG , GB , BF, AE est un parallélogramme.

Menez les droites AH, DF. Puisque AB est
parallèle à DC et BH parallèle à CF, les deux

droites AB, BH qui se rencontrent seront pa-
rallèles aux deux droites DC , CF qui se ren-.
contrent et qui ne sont pas dans le même plan :
donc ces droites comprendront des angles égaux
(prop. ’10. I I) : donc l’angle ABH est égal à

l’angle DCF; et puisque les deux droites AB ,
B H sont égales aux deux droites D C , C F
(prOp. 54. I), et que l’angle ABH est égal à
l’angle DCF, la base AH sera égale à la base

DF (prop. 4. 1), et le triangle ABH égal au
triangle DC F; mais le parallélogramme BG est
double du triangle AB H et le parallélogramme
C E double aussi du triangle DCF (prop. 54. I) :
donc le parallélogramme BG sera égal au paral-

lélogramme CE. Nous démontrerons sembla-
blement que le parallélogramme AC est égal au
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parallélogramme GF et le parallélogramme Ali;
égal au parallélogramme BF.

Donc si un solide est compris sous des plans
parallèles , les plans opposés sont des parallé-
logrammes égaux; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION ixxv.

marinaient.
Si un parallélipipède est coupé par un’ plan pa-

rallèle à des plans opposés; les solides obtenus

par cette. section seront enlr’euz’ comme leurs
bases.

Que le parallélipipède ABCD (fig. 185) soit
coupé par un plan VE parallèle aux plans Op-
posés RA, DH vie dis que le solide ABFV eSt
au solide EGCD comme la base AEFX est à
la base EHCF.

Prolongez de part et d’autre la droite AH et
prenez autant de droites égales que vous vou-
drez HM, MN égales chacune à la droite EH;
prenez aussi autant de drOites que vous voudrez
AK, KL égales chacune à la droite AIE etlaclle-

vez les parallélogrammes LP, ISX , HY, MS, et
les parallélipipèdes AQ , KZ, DM, MT. Puisque
les droites LK, RA, AE sont égales entr’elles ,

les parallélogrammes LP, 15X, AF seront égaux
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entr’eux (prop. 58. r). Les parallélogrammes
K0, KB, AG sont aussi égaux entr’eux , ainsi que

les parallélogrammes LZ, KQ, pro. 24. I r) ,
car ces parallélogrammes sont opposés. Par la
même raison , les parallélogrammes EC , HY,’

MS sont encore égaux entr’eux, ainsi que les
parallélogrammes HG, HI , IN et les parallé-
logrammes DH , MA’, NT: donc trois plans des

solides LQ, Kg: égaux à trois plans;
mais trois plans. sont égaux à trois plans oppo-
sés : donc les trois parallélipipèdes LQ, K11,

AV seront égaux entr’eux (défi Io. I I Les
trois parallélipipèdes ED , DM, MT sont égaux

entr’eux, par la même raison : donela base LF

est multiple de la base AF autant de fois que
le parallélipipède LV est multiple du parallé-

lipipède AV. Par la même raison la base NF
est multiple de la base HF autant (le fois que i

U le parallélipipède N V est multiple du parallé-
Ilipipède HV. Enfin si la base LF est égale à la
base N F, le parallélipipède LV sera égal au pa-

rallélipipède NV; si la base LF surpasse la hase
NF, le parallélipipède LV surpassera le paral-
lélipipède NV, et si la base LF est plus petite
que la base NF, le parallélipipède LV sera plus

petit que le parallélipipède- MV. On a donc
quatre quantités , savoir, les deux bases AF, FH
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et les deux parallélipipèdes AV, VH , et l’on a

pris des équimultiples de la base AF et du pa- ,
rallélipipède AV, savoir, la. base LF et le paral-
lélipipède LV; on a pris aussi des équimultiplcs

de la base HF et du parallélipipède HV, savoir,
la base NF et le parallélipipède NV. Mais on’a

démontré que si la base LF surpasse la base
NF, le parallélipipède LV surpassera le paral-
lélipipède N V; que si la base LV est égale à la

base NV, le parallélipipède LV sera égal au
parallélipipède NV, et que si la hase LV est
plus petite que la hase NV, le parallélipipède
LV sera plus petit que le parallélipipède NV :
donc le parallélipipède AV est au parallélipi-

pède VH comme la base AF est à la base FH
(déf. 5. 5); ce’qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXVI.
PROBLÈME.

,A I l . ’Sur une droite donnée et à un point donné dans

cette droite, construire un. angle solide égal à
un angle solide donné.

Soit AB ( fig. I 86) la droite donnée , A le point
donné dans cette droite, et D l’angle solide’donné

et compris sous les plans EDC , EDF, FDC :
il faut sur la droite donnée IAB et au point A A
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donné: dans cette droite construire ’ un: angle

Solide égal. à l’angle solide donné D. z; a Il???

la l Prenez dans la droite IDF un point quelcon-
que F, et de ce point menez une perpendicus
le plan qui passe par les’droiœs’ BD;
DC.( peop; I I .’ fi ) ’;.’qne laperpendiculaire FG

mucontre Je plan DE’C au point G; menez-la
droite DG. Ensuite. sur le droite AB et au point
dhùnéApris dans cette droite mstruisez l’angle 4
BALEégalLàl’angle EBC prép; a) ’,’lét l’an-

gle-RA K.égal.à l’angle-.EDG; faitesenmi’te AIS

égal sa DG (Pro’PJîzd ’1’): du point Kimenez K-H

perpendiculairesumle plan qui passé par. BAL
(prop. 12. I finîmes enfinvla droite - égale
àIIa droite GEïetïmenea.la.dnoite:HA :;je dis
que. l’angle solideuàpep’mlnris sans lesî
BAL ,-’EÂH3JHLÂLQ:ÔSGXÔSÜ à l’angle solide D ,

compriSEsohsrles’mglesEDCi, EDE,AFDC. Ï,
r Faites .AB * égal: àal-D E’letàn’eriez’les droites

HE,.KB ,..FE-,’-GIE; Puislple la (imite FGest
perpendiculaireisur le plamE BC., .c’etterdroite

ocra perpendiculaire sur toutes les droites la
rencontrent; etqui sOnt dans ce plan «(défi 5. r 1) :

donc chacun des anglesUFGD, FCE est
chacun des angles HKA ,. H-KB est droit, par la
même. raison; et? puisque les deux droites RA,-

-AB. sont adxrrdeuxr dnoitesï GD, DE,
"Y
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chacune: à, chenues, et, que ces droites (son;
prennent des.angles.régaux , la base BIK Îsèôa

égalés: la base EG j( prop..4. 1) ;: mais la droite

KHest-égale à: la draiteGF, et les angles-BED;
gRififi-sont droits l’un: et l’antre 1 dODcla dianes

HB estlégale à.la droite FIE; De. plus; puisque
lestdeuxvdrOit’ea AJÇ,.KH sôntiégale’s natrium

droitestDG, GF,:et que nes droites (:0me
nant des angles droitsg’l’a base AHsenazégale’ àds

basé DE ; maisla droite’aAB est égaleàlzla’ bite

DE : dœczlesIdeUXfiroitefifiA; lussent égales
aux dmxdrbùes F D , DE I, M913 base H15 est:
égale au hase FIE? doncl’angle BAH sera égal
à ’l’aùgleÆ DF.»:IZàngle HAL’este’gal à l’angle

FDC,’ parla mêine’raison ;-. entefl’et; faites la droite

AL: égale-à la-droite-DG, mammaliennes
HL , GC , FIC. :Puîsq’uessls’anigleïtothlfiflli est
égal àil’anglie’ total EDCcetê que l’angle BzÀK’est

égal à l’angle EDGtul’Shgle’: KAIÀ sera

égala l’angle restamIG’DC ,etîpui’sqne les deux

droites RA , AL sOntflégales. aux dans: ,dnoites
GD., DE ,i et qu’elles renfermantdes angles
égaux-l, la basé: LL.:sem2.égale à la. hase. G C

(prop. «4-. f); mais-laâdrditetKHI est égalezà la

droite G3 : donc lesdeüx MœleK,’ KH sont
égales au! deux droiœs CG ,- CE; maisices deux
droites renferment. (138an8185 décuis : doucie
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me HL’est égale’à la’base De plus, puis-

fque’le’s d’eux droites HA , AL sont égales aux

’deùx’droites’FD,’DCet que la. base HL’est

égale’a la base FG, l’angle, HAL sera égal à

d’angle FDC prop.8. I); mais l’angle BAL’est

égal à l’angle EDC : donc , Sur une droite’donnée

ret à un’point pris dans cette droite, on aÎcOns-
’truit tin-angle solide égala un angle solide dOnné;

ce qn’îl’l’alloi’t’faire." dm” ’ "I i I ”

.P’R O P0 S I T41 O’N XXVII.

:p i i PRO ne. iman, l. H
"Safrane droite idiotifiée décrire un Wdlëh’pipède

--’ qui sait semblable à un parallélipdpddesdolin’é

et: tmmbzmz plané que un . l ’ ï ’

Ï Soit]? ( fié? i8721a31r°îté (tannée 9,126 le

,parallélipipiède, donné : il faut décrire sur la
Pdrojite AB unparallyélipipède. qui soit Semblable

au parallélipipède donné DC et semblablemept

aîné qualifi- .;. . ., ,.: .. .. ,
sa: adroite Alan sa Mm Adam dans

cendrait? sassenages analemme au? mât , s
compris sous les angles 7): au ï (
KAB et qui soit égal à l’angle solide C, dé ma-

nière que l’angle BAH soit égal à l’angle EC F,

l’angle BAR égal à l’angle ECG et l’angle KAH

2

l
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légal àl”angle- GC F, et ensuite faites en sorte

que soit a comme est ail-K, et que
CC sans CF comme est àAH (prop. 12.6):
EC sera à CF comme BA est à AH (prop. sa. 5);
terminez le parallélogramme BH et le parallé-

.1iPîP.èdeAL- a a . Î , A
, Puisqùe E0 au CG Gamme 13A 9.59.5 in,
le? côtés 59m amandes anglesaégauXECG,

B’A K seront propertioniiels, douelle.-
gramme GE sera semblable au. parallélogramme
KB ( prop. 4.6).7Par la’même raison ’,”le paral-

lélogramme G F sera semblable au parallélo-
gramme KH, et lé’para’llélo’gramme FE sembla-

ble mpmwbgramme HE,.; donnois. panai-
èle’loyehtqæe du . parallélipipède - 0D gout A sem-

blables à trois-parallélogrammes duiparallélipi-

pédé L ; mais trois parallélogrammes sont
Légaux et semblables; parallélogrammes

. ’OPPasëSÎKPrOPiMaï.)3 abria??? Fermé-IiPiPède

L’Âëîâl’FP stérèâàrulælahlà gapat’aïlëliripède total

J L. .e..,..,. L -.--. lu ÉI’JHÏKÂV’l Ml l.’.

Donc, sur la droite AB,, pu flotterait un
epéiàllélipëèdé’fifi est sem’l’flali’le and ’pa-

”rallélipipèdeîdOnné et’senilifèflenién’t placé;

celqèlî’il ratifiât puy - "4.Le I
, ’ ’ ’.. 1 Jy- spin....( I . . ..t vvvvv mi tu. lic.

r I; pt r la t man il. a;
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PROPOSITION xxxril.
T nuent-un.

Si un parallélzpipàle est coupévpar un plan selon

l les diagonales de Jeux plans opposés, le pa-
rallélïpipède sera coupé en Jeux parties égale:

par ce plan.

Que le parallélipipède AB ( I 88) soit coupé

par le plan CDEF selon les diagonales des deux
plans opposés CF, DE : dis que le parallé-
lipipède AB sera coupé en deux parties égales

par le plan CDEF. i A i I
Puisque le triangle C GF est égal au triangle

CBF (prop. 34. I) et le triangle ADE égal au
triangle DEH, de plus , puisque Ie parallélo-
gramme CA est égal au parallélogramme BE-
(prop. 24. I I) , car ces deux parallélogrammes
sont opposés , et puisque le parallélogramme
GE est aussi égal au parallélogramme CH, le
prisme compris sous les deux triangles CGF,’
ADE et sous les trois parallélogrammes. GE,
AC , CE, sera égal au prisme compris sous les
deux triangles CFB , DEH, et les trois parallé-
logrammes CH, BE , CE , car ils sont compris
sous des plans égaux en nombre et en grandeur
(déf. 10. I I) : donc le parallélipipède total AB

5 .
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est coupé en deux parties égales par le plan
CDEF; ce qu’il falloit démontrer. ’ ’

PROPOSITION-v XXIX.
TE lion i: un. i

Les parallelzpzpedos qui ont la 23551,52; la
même hauteur, et dont les droztes messéantes-
sont placées dans les même: droites , sont égaux

entrent. l l i ’ i i
Que les parallélipipèdes CM , CN (fig.

aient la même base et la même hauteur, et
que les droites iiièiêtéàtes AF, AG, LM, LN, x

CD, CE, BH, BK soient dans les mêmes droites
FN , DE : je dis que le parallélipiphède CM est
égal au parallélipipède CN. ’ ’ ’

Car puisque chacune des figures C H , C K est
un parallélogramme , la droite CB sera égale a

chacune des droites DH , EK ( prop. 54. 1) :
donc la droite DH sera égale à la droite EK.
Retranchéz la partie commune E H , la droite
restante DE sera égale à la droite restante H K :"
donc le triangle DÉC est égal au triangle HKB

( prOp. 8. I), et le parallélogramme DG égal au,
parallélogramme HN (prop. 56. 1). Par laImême

raison le triangle est égal au triangle LMN.
Mais le parallélogramme C F est égal au parallé-
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logmmmç- BM en le parallélogramme CG (âge;

au paralléràlogranu.me,,BN;:( prapfmî.  na) , car

ces parallélogrammeszsont oppqsés z donc le
prisme contenu sous les deux triangleç kF .G ,
DEÇ et soùs les trois parallélogrammes AD ,
DG.,GC est égal alu-prisme contenu sangle;
deux- Vu-Àiangles LMN , BRIS et soqs fies trois
Parallélogrammes BM, NH, EN (défi le. 11).:

donc si nous ajoutons à chacun de ces prismes

le solide dont une des bases est le
gramme AIS et dont l’antre basa est le parallé-

logramme GEHM , le parallélipipède total CM
sera égal; anaparallélipipèdc total CN. ,

Dphc les parallélipipèdes qui ont la même .1

base et laùmême hauteur, et dom les a V F 5
sont placée& dans les mêmes eriLeg,
3011:6ng embu: ; ce qu’il fallait démontrer.

a p a0. P-O’S 15T 1’ O’N x X ’

7*TEËQ’RÈME- 1 .E

Leszparaltélîpipèdes qui ont la mémé baise et la

même hauteur , et dqnz les’droites insistentqs
ne sont point plaçéèddàîzy les mênies’ dtoîççg ,

I !. ,NJ.I Isont égaux ent’r’eux; ’ l l  

r .   : H [aï :1 1*, pur;Soient CM, CN (fig. rgg)sdespaallëlipipèdps
ont: même base et ’la même! hautçur ,

v 4
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LN, CÏD, CE, DE ," B’K’nè sont’potîmlplaoées

dans les mêmes droites : je dis que le parallé-
«lipipède C-M est. égal au parallélipipède CN.

r ,Prolongez les droites N K, DH et les droites
:GE, FM; et que ces droites se rènicontrent aux
’pôinls Pl, Il, Q , O. Menez AO,’ LP, CQ,
BR. Le parallélipipède CM , dont la base est le
parallélogramme A C B L .opposé au parallélo-

gramme FDHM, sera égal au parallélipipède
’CP’ dont la base eSt le parallélogramme .ÀC’BL

ofiposé au parallélogramme OQRP (pr. 29; 1 1),

car ces deux parallélogrammes ont la même base

le; laliuême hauteur , et leursmaso, LM, LP, CD,’ÇQ, BE, BR sont
’dans’le’s mêmes droites F’P; DE; mais lèfiparalà

lélîpi’pèdellCP dont la base est le parallélo-

gramme ÀCBL. opposé; sans.» parallélogramme

OQRË est égal au parallélipipède CN dont la
base est. le parallélogram ACBL opposé au
.Parêllélæràemer GEKNŒOP: 29- Il); ce
ces (leur parallélipipèdes enfla mêmefiibalse et

la mêmehauçeur me], leprs ’ f
miso; CE; CQ,’"LN, Le, 13K, BB mamans

les mêmes-droites GQ, NE : donc le paralléli-
-pipèdel est égal-lait parallélipipède CN.
. Donc; lespara-llélipilîèdes qui ontwlalméme

X

(î F’Cfcî
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baserez la même hauteur, et dont les. ava-à ï
insistantes-ne sontpoim placées dans les mêmes
droites , sont égaux; entrÎeux ;- ceirqu’ilffalloit

démontrer. - ’ i ’ " * l
PROPOSITIIONp x’xx 1.;

TnéonÈu-n.’ ’

Les parallélipipèdes qui ont des bases égales et la

même hauteur Msont égaux entr’eux. .

Que lesiparallélipipèdes AE, armât. :ng

aient des bases égalestBgc D et la même han;
tout ; je dis que lelparallélipîpèdé au est égal

au parallélipipède CF; l in Un?”
ÎV’M Dui’vlïabord que les drines HK ,IBE

AG, LM, PQ, DF,. C9,- RS Soient perpenà
diculaires sur les bases AB; C D, etique l’angle
AËLBl ne soit pas légal à l’angle CRI). Conè
duisez la droite [Br dabs la direction de là droite

CR; et faites sur la droite VRT et au point R
pris dans cette droite l’angle TRV égal N’ai:-
gle ALE ( prop.’ ’25; 1)., faites la droite liT égale

à la droite A?L et la droite RV égale à la droite

LB; par le point V Conduisez la droite YV pa-
rallèle à-la droite RT, achevez la baselRY et le
parallélipipède Z’V. Puisque rles deux droites

TE , RV sont égales aux deux droites" AL, LB
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et» qu’elles comprennent des angles égaux, le
parallélogramme IDEÏ sera égala semblable au

parallélogramme HL..De plusiïpuisque RT est
égal à AL et ES égal à LM et que ces droites
comprennent des angles égaux , le parallélo-
gramme ÈZ sera égal et semblable au par. -
lélogramme AM. Le parallélogramme S.V seras

égal et semblable au parallélogramme LE , par
la même raison : donc trois parallélogrammes-
du parallélipipède AE seront égaux et sem-
blables a trois, parallélogrammes du parallélipin
pède ZV à donc puisque-trois parallélogrammes
sont égaux et isemblablesaà trois parallélogram-

mes opposés ( prop. 24. n ) , le parallélipi-
pède total AE sera égal. auiparallélipipède total

ZV. Prolongez DE , YV, «que ces droites se:
rencontrgntlau point A’; par le point T conv-
duisezvla droite TT’ parallèle à la droite DA’,

et prolongez TT’, PD jusqu’à ce qu’elles se

rencontrent au point B’,5et complétez les paral-
lélipipèdes A’Z, B1. Le parallélipipède ZA’

a pour base le parallélogramme RZ. opposé au
parallélogramme A’Q’ est égal au parallélipie-a

pède ZV qui a pour base le parallélogramme
HZ opposé au parallélogramme VX’, attendu
,que ces deux parallélipipèdes ont la même base

HZ. et la même hauteur ,- et que les-dreites-zin- ”’ f
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sont placées dans les mêmes droitesA’Y,. SIX;

mais le parallélipipède ZV est égal au parfilé?

lipipède LE : donc le parallélipipède AE, est
égal au parallélipipède ZA’. Mais le parallélo-

gramme KV YT est égal au parallélogramme

A’T (prop. 1) ,. carpes. deux parallélogramv
mes ont la même base RT et sont compris entre
les mêmes parallèlesRT, A’Y, et le parallélo-

gramme KV Y T est égal au parallélogramme C D

parce que le parallélOgramme CD est égal au
parallélogramme AB : donc le parallélogramme
A’ T sera égal au parallélogramme C D; mais DT

est un autre parallélogramme : donc la base C D
est à la baselDT comme la base A’T’cst à la base

l DT (prop. 7. 5); et puisque le parallélipipède
C I est coupé par le plan RF parallèle aux plans
opposés, la base CD sera à labase DT comme
le parallélipipède C F est au parallélipipède RI

(prop. a5. 1 1). Par la même raison , puisque le
parallélipipède A’I est coupé par, le. plan RZ

parallèle aux plans opposés , la base A’T sera à

la base DT connue le parallélipipède A Z est
au parallélipipède RI; mais la base CD est à la
base DT comme la base A’T est à la base TD:
donc le parallélipipède CF est au parallélipi-
pède RI comme le parallélipipède A’Z est au
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parallélipipède RI prop. I 5. 5) : donc
chacun des parallélipipèdes CF, A’Z à lamême

raison avec le parallélipipède RI , le paralléli-
pipède CF sera égal au parallélipipède A" Z

f prop. g. 5) ;- mais on a démontré que le pa-
rallélipipède A’ Z est égal-au parallélipipède AE :

donc le parallélipipède "AIEÎ est égal au parallé-

lipipède CF. * a l , «La.» î
Supposons à présent que les

tentes AG, HK, BE, LM, (:0, PQ, DF,
ES 192) ne soient point perpendiculaires
sur les bases AB , C D a: je dis encore que le pa-l
rallélipipède AE sera égal au parallélipipède CF.

Des points K; E, G, M, Q, F, O, S: con-4
duisez sur les plans LN , A’D les perpendicu-à
laires KN , ET, CV, MX , QY , FZ ,ÀOA’, SI qui

. rencontrent ces plans aux points N, T,.V;v X,
Y, Z, A’, I (prOp. 1 r. r r) , et menez les droites
NT, VX, NV, TX; YZ, YA’,4A’I, Z1. Le pa-’

rallélipipède KXIsera égal au parallélipipede QI

(prop. 5: . 1 r ) , parce que les parallélipipêdes
KX ,- Qlfont des bases égales KM ; QS’, et la

même hauteur , et que leurs droites insistentes
sont perpendiculaires sur leurs bases. Mais le
parallélipipède K X est égal au parallélipipède

AE ( prop. 50. 1 I ), et le parallélipipède Q1
égal au parallélipipède CF;- puisqu’ils ont la i
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même base et la même hâuteur, et que leurs
droites insistentes ne sontrpas dans les mêmes
droites : donc le ,parallélipipède AE. est égal

au parallélipipède C F. ,  -
’ Dogc les parallélipipèdes 0m des base;
égalai-ça: la même hauteur , sont égaux entr’eux;

fie qu’il fanai; démontrer,

,PROPOSITINIOÀN xxxn,
A ,TÎH.Ë(11RËM;E.. -. . I

Les parallélxripèdes qui ont la même hauteur Sont

,eptr’eux conçut; bases.

Soient AB, CD 1 95) deuxparallélipipèdes
qui aient la même hàuitèùfh: lie dis que ces pa-
râllélipipèdeb sont étui-Eux (sommaient-8’ bases ,

c’est-àààdirè que le parallélipipèdekA-Blfest au

pprallélipjpède ÇDxcçlngme labase: AE. est à la

 ’:3.1.:,,, ’.- Appliquez FG un pàralléÎograxgrngHquî

soit égal au;parallélograri1mçlAlEr ( prop. 45. r) ,

èt .sîir hébétée F H cbnstruisez le pafauélipipède

GK dont la hauteur soit la même que celle du 
Erâpéllliripëdec D. Lâpûl’filhêfilîipèdêr ABËera

au rparallélipipèdeîGfKÏ HÔPÂZ 1,. 1,1) ,. En;
pàrallélipipèdès ont des ESèëïégÇaks’ÀE,

le: ë même hauteur... Puiéqile leviparalle’li-
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bipède CKnestlcbupé par un plaque fiai-allèle

àux plàns oppoSés ,46 ’pàfaliélîpipède HD gaga

au parallélipipède DC comme la bâsè H’F ést

à la base C F (prop. 25; I 1.); mais. la base F3
èst égale à [à basé AE ét le parallélipipède 6K

. égal au’Iparà’llélipÎpèdê A3 : donc leparallélipi-

a

pède AB est au parallélipîpède’ CD.: comme fi

hase A? w: A ÈDonc les parallélipipèdes qui ont la même
hauteur sont entr’èurbèmme ’teurs bases; ce
qu’il falloitnzdémqntrqgæ ’

P R0 P0 SW’ÎTOTP aucun.

.4 o nIÈî’ flÏÏf-m u nu ’-

’ Î- v» 5H» r A n: . r "1.1 1241131" :. U"): u
Les. pamllélipipèdat» WMMW Lentfi’fiüïî M

" ruban tripléç dateurs-çôtës 1107110103114qu ’ .

SéienïÀB;*CD m3553 deux’pswguënpï;

Pédeê,êâmhlableîèeæ.51!æe..1cpété AE sôit’ 1’116:
mOIanejaa 5.615 y :"jè ’dî’s’t’lùëllèâ fiâfifiàflélipi-

pèdes CD IsÎo’nt’ éntr’eux en désuni .triple’é

despôtés AE,CÈ.U î"? ’ Il   V h
A Mangues droites]. E K ,’ E L; E Mafia; M
aig’eciiqlï gigs droites AE, GE,’HË y faiIëâ’EK

égal êflggl’îaLIF’N (et EMfégÂl’àIFR’î

, 1,. .î,cv’.- .- .. "A ,Wachevez le pafaIIçlogrammç KL eç le paralla-

:.i "Un 5*.)

l Îïpipècïëï’zLês Idem: droiteSEK; ËÉs’oni
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ëgahs aux deux droites C E , F’N g l’aflgÏeK’EL’

est égal à l’angle G FN ,«’pàrce que l’auglèKIEG

est légal à» CFN , à causède la sitnîlimdë deË

p’arullëliffi’pèdes AB, ’GD t dobe’le parallélb-b

gàdinme KL sera égal-et semblâhle au. pavané.J

l’ogramme CN., Par la même’rhîson, le pâti;

lélogramme KM est: égal et’semblàblettaü pùràIJ

lélogramme CR, ét le paraHélOgramùre PE égal

et semblable au paràliélogrammë DÈ : dème trois
pârallélograùüaés, dui pàràllélipipèâe’ KP sont

égaux-Ï et; semblables: à trois ïparall’élôgtanâmes

dmpai-allélipipèdè en: doncupui’sque liois pa-
raliélograt’ninèqiàom’égnux etlsèmblazbleàïâ tibia

phalltâldgiïmd opposés (prop; 54:31:13, Je
paralléüpipèdh tétai KÏPrMâ: Égal et senË’üaÈIê

au pamlliélipipèdénçotülflzn (défi le» 1 iræ-«méché!

vez le upaitallélogramme’ 6K1, (et sur. léâ’ï basés;

G K , KL construisez Jeux IpavâfiélipipëëeflŒO’,’

LQ-qui miellat la même - hauteur que île parfilé;
lipipèdm-AB.É Puiâqu’à’cause de ’latâmi-litude

des parallélîpipèdes 513,0 Die côté Â’E 565! au!

côté .GF .ktbngméjln-côtéËEG est "côté En;

cérame le nôtéEH est mima am
FC est égal à -EK,’îënnûtgê à EF,"
et quetFRçstï égal. ad côté EH, AE- s’étaient

côté ,EK Lemme le côté GE est au’éaÉLEL-ïet

commeïle. gâté est. aunâtévEM.’ Mais fifi
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est à’EKpmpme’ le parallélogramme AG est au

parallélogramme G K. ( prop. 1.. 6) ,- et G E est à

EL comme-le parafiéhgaMe GK est aupar-
ralle’logramme KL , et; de; plus, H E est à EM,
comme; lelparall’élogrammelQE est au parfilât

lqgrsmmge ,K-M? adonc le parallélogramme AG
estran parallélogramme GïK-conime le parallég

lograqnpçij-Q psÇgâunparallélogramme K1. et)

minimale. parallélogramme QE est au parallé-
logramme. KMïq Mais est à GK comt’netle-

parallélipipède AB, est: au. lE0
(prop.52.,x:x.) ,»,.et 6.1! est à Kilçblfim’œlejpua

nallélipipède 0E est aupàrallélipipède QL ,Ï le:

de plumas evaKM comme le praséupipède
QLgesçlau paralléllpipède KP : donçïlëpàral-

lélipipède A8 est au pathllélipîpède E 0 comme

lapatallélipipède rE10 cucu parallëllpipède QL
et ,çomtn’e gle: :patallélipipèdeQ L est au panné;

Métis; EF.; [maisesi l’an-a quatre quantités de

suitg qui fioientpropnrtiounelles; laîpremière et
hammam-1&9! seront; entrlelles s’enà raüon triplée

(le la première; et défiai: secondeeçdéf. i Il. 5):

miles pateliëlijàipàdes A3 , :KPrsont entr’eux’

en; raison;t;iplée dès ïpàralléljpipèdes AIS , E0 ,4

mais-A13 esvà E0 comme le pànsllélogfiamme AG-

est. au: parallélogrannùelG K et comme la droite

Ali qui læ-drbite-EK, ( prop. :1 nô) :donclles
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parallélipipèdes AB , KvP sont en raison triplée

t des droites AE , EkK. Mois le parallélipipède KP

euëæumpæuwmmamcoeuammœsx
égale à la droite C F : donc les parallélipipèdes
A3 z C D sont en raiSon triplée des ’côtés homo-’

logues ÀE , CF ; ce qui falloit démontrer;

c o n o L i. A "1 n È.

Il suit manifestement de là, que si qUatre’
droites sont proportionnelles , la première sera
il la quatrième comme le parallélipipède cons-â
trait sur la première est au parallélipipède sem-i

Llable et Semblablement construitsurla seconde ; l
puisque la première et laequatrième. droite sont
En raison triplée de la première et de la seconde;

PROPÔSÎTÏÔN XXXIV;

ÆHÉORÈMÈ

Les bases des parallélipifièdes égaux sont pro-J

portionnelles aux hauteurs ,- et les parallélipi-J
péries dont les bases sOnt réciproquement pro-4

portionnelles aux hauteurs sont égaur erztr’eur;

Que les parallélipipedes A3 , CD (fig. i135)
Soient égauxié je dis que leurs bases sont réci-’

proquement proportionnelles à leurs hauteurs:
é’est-à-dire Que la base EH est à là base" NQ

A Z
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Comme la hauteur du parallélipipède CD est à

la hauteur du parallélipipëde AB. l
Supposons d’abord que les artff? ;

AG, EF, LB, HK, CM, NO, PD, (aboient
perpendiculaires sur les bases : je dis que la
base EH est à la base NQ comme C M est à AG.
Si la base EH est égale à la base NQ et le pa-
rallélipipède AB égal au parallélipipède C D, la

hauteur CM sera égale à la hauteur AG ; car si
les bases EH , NIQ étant égales , les hauteurs
AG, CM n’étoient pas égales, le parallélipi-r

pède AB ne seroit point égal au parallélipipède

C D (prop. 51 . 1 I ); mais ces deux parallélipig
pèdes sont supposés égaux : donc les hauteurs

C M , AG ne sont pas inégales : donc elles sont
égales: donc la base EH est à la hase N Q
comme CM est à AG, d’où il suit évidemment

que les bases des parallélipipèdes AB , C D sont

réciproquementproportionnelles à leurs han--

teurs. ’ iv Supposons à présent que la base EH ne soit
pas égale à la base NQ et que la base EH soit la

plus grande; puisque le parallélipipède AB est
égaltau. parallélipipède C D,. la hauteur CM

sera plus grande que la hauteur AC; car si cela
n’étoit point , les parallélipipèdes AB , C D ne

Seroient pas égaux (prop. 51. 1 1); mais ils sont
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supposés égaux; Faites CT.(fig. 196) égal à

AG et sur la base NQ construisez un parallé-
lipipède XC dontïla hauteur soit CT. Puisque

le parallélipipède AB est égal au parallélipipède

C D et. que XC est un autre parallélipipède avec
lequel les deux parallélipipèdes égaux AB , C D

ont la même raison (prop. 7. 5), le paralléli-
pipède AB sera au parallélipipède CX comme
le parallélipipède C D est au parallélipipède
CX; mais le parallélipipède AB est au paralléli-

pipède CX comme la base. EH est au base NQ
(prop. 52L I 1’) ,vcar les parallélipipèdèsAB, 0X

sont égaux en hauteur , et le parallélipipède’C D

est au parallélipipède CX comme la hase M Q
est à la base QT (prop. 25. I 1 ) ,’ et comme le
côté MC est au côté CT (prop. r . 6) : donc la

hase EH est a la base NQ comme le côté MG
est au côté CT; mais CT est égal à’AG : donc

la base EH est à la base NQ comme-le côté MC

est au côté AG: donc les bases des parallélipi-

pèdcs "AB, C D sont réciproquement propor-

tionnelles aux hauteurs. ! V ’ ’ i *
Supposons ensuite que les bases des parala-

lélipipèdes AB, C D soient réciproquement pro-

portionnelles aux hauteurs ,’c’est-à-dire que la

base EH soit à la base NQ comme la hauteur
du parallélipipède CD est à la hauteur du pa-

2
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rallélipipède AB :tje dis que les parallélipipèdes

AB, CD sont égaux entr’eux.

Que les soient encore per-
pendiculaires sur les hases. Si la base EH est
égale à la base N Q et si la base EH est à la base

NQ comme la hauteur du parallélipipède CD
est à la hauteur du parallélipipède AB , la bau-
teur du parallélipipède CD sera égale à la hau-

teur. du parallélipipède AB. Mais les paralléli-

pipèdes qui ont des bases égales et lamême
hauteur sOnt égaux’ entr’eux ( prop. 51 . I I ) :

(1an le parallélipipède AB sera égal au paral-

lélipipède C D. x .Mais supposons que la base EH ne soit point
égale à lanbase N Q et que E H soit la plus grande

hase ; la hauteur du parallélipipède CD sera plus

grande que la hauteur du parallélipipède AB ,
c’est-à-dire que CM sera plusgrandi que AG ;
faites CT égal à AG , achevez également le pas

rallélipipède CX. Puisque la base EH est à la
hase N comme le côté CM est au Coté AG et

que AG est égal à CT, la base EH sera à la
base NQ comme le côté M C est au côté CT.

Mais la hase EHest a la base NQ comme le
- ,parallélipipède ABfiest au parallélipipèdeICX

(prop. 52. r 1) , car les parallélipipèdes AB, CX
sontcégaux en hauteur; mais le côté MG est au

A1 î
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côté CT (prop. I . 6), comme la base MQ est
à la base QT et comme le ’parallélipipède C D

est au parallélipipède CX ( prop. 25. I I) ; donc-
le parallélipipède AB est au parallélipipède CX

. Comme le parallélipipède C D’est au parallélipiè

pède ’CX : donc l’un et l’autre des parallélipi-

pèdesï A3 ,I C’D ont la même raison avec le pa-
rallélipipède C’X: :’ donc ’le parallélipipèderAB

sera égal’àu "parallélipipède C D (prop.- g. 5) g

ce qu’il falloit démunira:- r g a - ’ V, ,,
s Supposons maintenant que’ les mmmw ’-

JantesFE,BL,ÏGA, au, ON, orangea W,
(fig. 197:) ne soientmintIPerpendicùlaires*sfir
les-ËbaSes des parallélipipèdes.’Dès points F;*’GÇ

B ,ï-KI,’O, M ,1 D , ’R’ conduisez ’ËtiiivleS’plan’s’ des

bases’ÈH’, petpèndæèàtairès feu-
eqn’trénumelsïplans’aux points S”, T, V, Xï,*”l(’,

Z’a’ml N, Et achetiez Ilesïparallélipipède’s X;

0A” propl titi! z jè-dis-que’ïlèsd)a8és-*des.
parallélipiiièdes égaux A-B’,1CD’7’stint rêéipma

quèmenl propértiônnelles ’aux hauteurs *,7 c’est;

adire qiiGAlthase EH estïàilli ’b’à’s’eeNQ Comme

’ la hauteur dilïparallélipipède’t’CtD est à la han-:-

teur sui-panneautasses; Mais le paralléli-
pipède AB’eSt égal au parallélipipède en; ’Iè

parallélipipêde BTîest; égal au’parallélipipède

AB (prop. 50. 1- 1) , car’ilsbnt la même base FE.

5
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et la même hauteur , et leurs a 2’: 56
ne sont point placées dans les mêmes droites;

, et le .parallélipipède DE est égal aussi au paral-

lélipipède D Z , car-Aces deux parallélipipèdes

ont la’même base;OR.et la mêmehauteur, et
leurs droitesinsistentes ne sont point dans les
mêmes droites: donc le parallélipipède BT est
égal au parallélipipede DZ. Mais nous venons de
Voir que lesbases des parallélipipèdes égaux dont

les hauteurs sont perpendiculaires sur les bases
sont réciproquement proportionnelles aux hau-
teurs *: donc la hase FK est au base OR’COmme

la hauteuç parallélipipède DZ est à la hau-
teurÂdn, parallélipipède’ BT; ,Mais, la base F K

est, égaleà base. EH ( prop.; 124.- Il r) , et la base

0.11. égale à laibasenN ,Q-rr. (1011043131253 EH est
rè-»..laphase,N Q pommela hauteur duxparallélipiv

perle est àjla hauteurjduparallélipipèdeET»;
Mais-leahautèuradesparallélipipèdqs-Dz ,s Bat
5.01.1? les mêmes: mamelles des parallélipipèdeç

.DC’,;BA,.:.do,I.1.ç tarasque-tee la haseNQ

90m3 la hauteur du .pamllélipipède DE. està
la hauteur duparallélipipfèdem : dione les bases
des parallélipipètlels AB, .Ç I) spntmépiproquea

ment proponionnelles à leurs;hauteurs. ’ ’

, Supposons enfin que lesbasesxles parallélipiy-
pendes-A3 , CD soient réciproquement propor-

au l!
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tionnelles aux hauteurs , c’est-à-dire que la base

EH soit a la base NQ comme la hauteur du
parallélipipède CD est à la hauteur du paral-
lélipipède AB : je dis que le parallélipipède AB

est égal au parallélipipède CD.

Faites la même construction. Puisque la hase
EH est à la hase NQ comme la hauteur du pa-
rallélipipède CD est à la hauteur du paralléli-

pipède AB, que la base EH est égale à la base
FK et la base N Q égale à la base OR, la base FK

sera à la base 0R comme la hauteur du paral-
lélipipède CD est à la hauteur du parallélipi-
pède AB. Mais les hauteurs des parallélipipèdes

AB , CD sont les mêmes que celles des paral- ,
lélipipèdes BG, DZ : donc la base FK est à la .
base OR comme la hauteur du parallélipipède
DZ est à la hauteur du parallélipipède B’T: ,
donc les bases des parallélipipèdes BG, DZ sont Ù

réciproquement proportionnelles aux hauteurs.
Mais nous avons démontré que les parallélipi-

pèdes qui ont leurs hauteurs perpendiculaires
sur les bases et qui ont leurs hases réciproc
quement proportionnelles aux hauteurs sont
égaux entr’eux : donc le parallélipipède BT

est égal au parallélipipède DZ. Mais le paral-
lélipipède BA est-égal au parallélipipèdc BT

( prop. 50. Il ) , car ces deux parallélil)il)ètles
4

i,Ï,



                                                                     

5.60. É L É M E N s
ont la même base FK et la même hauteur, et I
leurs droites-insistentes-ne sont point dans les si??? ’
mêmes droites; et outre cela le parallélipipède
DZ est égal au parallélipipède DC , puisque ces

deux parallélipipèdes ont la même base 0B et; f’.
la même hauteur , et que leursdroitcs-insistentes a "c t (5

ne sont pas dans les mêmes droites : donc le
parallélipipède AB est égal au parallélipipède

C D; ce qu’il falloit démontrer. l

PROPOSITION. XXXY.

anéanties.
fii des sommets de deux angles égaux on mène,

(lu-dessus de leurs plans des droites quifassent.
avec leurs côtés des angles égaux chacun à,

chacun; si dans ces droites on prend des points
quelconques, si de ces points on menedes peut

v pendiculaires sur les plans des angles donnés ,I
et si des points où ces perpendiculaires rencon-,
trent ces plans on mène des droites aux sommets

a des angles donnés, les angles compris par ces
droites et par celles qu’on a d’abord menées des g

sommets des angles ait-dessus de leurs plans,
seront égaux entr’euæ. I

Soient les deux angles égaux BAC, EDF
(fig. 198) ; des points A, D menez ait-dessus

v
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des plans de ces angles les droites AG , DM
fassent avec les côtés de ces mêmes angles des
angles égaux chacun à chacun, savoir , l’angle
GAB égal à l’angle MDE et l’angle GAC égal a

à l’angle MDF; prenez sur les droites AG, DM

«des points quelconquesG , M; des points G , M

menez sur les plans BAC , EDF les perpendie-
culaires GL , M N rencontrent ces plans aux
points L, N , et .menez les droites LA , ND : je
dis que l’angle GAL est égal à l’angle MDN.

Faites la droite AH égale à la droite DM, et
par le point H menez la droite HK parallèle à
laidroite GL. Puisque la droite G L est perpen-
diculaire sur le plan BAC , la droitè HK sera aussi
perpendiculaire sur le plan BAC (prop. 8. 1 1); ’

des points K , N conduisez sur AB , AC; DF,
A vDE les perpendiculaires KB, KG, NF, NE et

menez HC , ÇB , MF; FE. Puisque le quarré de
la droite HA est égal aux quarrés des droites
HK, RA et que les quarrés des droites KG,
CA sont égaux au quarré de la droite ’K’A

Ç prop. 47. I ) , le quarréde la droite HA sera
égal 311i: quarrés des droites HK , KG , CA. Mais

le quarré de la droite HIC est égal aux quarrés

des droites HK, KG: donc le quarré de la
droite HA serai égal aux quarrés des droites,
HG , CA : donc l’angle HCA est droit. L’an-



                                                                     

17120286" a. M

562 ÉLÉMENS
gle DFM est droit , par la même raison: donc
l’angle AC H est égal à l’angle D F M. Mais

l’,angle H A C est égal à l’angle M D F : donc

les deux triangles MDF, HAC ont deux angles
égaux à deux angles, chacun à chacun, et un
côté égal à un côté, c’est-à-dire les côtés seu-

londno-«por des angles égaux, savoir, le côté

AH qui est égal au côté D M par construc-

tion : donc ces deux triangles ont les: autres
côtés égaux aux autres côtés , chacun à chacun

(prop. 26. I) : donc AC est égal à DE. Nous
démontrerons semblablement que AB est, égal

à DE. Menez les droites HB, iME. Puisque le
quarréde la droite AH est égal aux quarrés des

droites AK, KH et que les quarrés des droites
AB , BK sont égaux au quarré de la droite AK ,

les quarrés des droites AB, BE, KH seront
égaux au quarré de la [droite AH. Mais-le quarré

de la droite BtH est égal aux quarrés des droites
EK,KH, car l’angle HISB est droit à cause que la

droite H K est perpendiculaire sur le plan BAC :
donc le quarré de droite AH’est..égal.aux
quarrés des droites AB, BH : donc. l’angle AB H

est. droit. L’angle DEM est droit, parvlaimême
raison; mais l’angle BAH est égal à l’angle EDM,

par supposition , et, la droite. AH est égale à la
droite DM: doubla droite AB est égale à la
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droite DE; donc puisque AC est égala DF et
AB égal à DE, les deux droites CA, AB sont
égales aux deux droites FD, DE; mais l’angle
CAB est égal à l’angle FDE z donc la,hase BC

est égale à la base EF (prop. I) , le triangle
égal au triangle et les autres angles égaux aux
autres angles : donc, l’angle ACB est égal à l’an-

gle DFE; mais l’angle droit ACE est égal à
l’angle droit D F N , par construction : donc
l’angle restant BCK est égal à l’angle restant

EF N. Par la même raison l’angle C B est égal

à l’angle EN : donc les deux triangles CBK;
FEN ont deux angles égaux à deux angles ,
chacun à chacun, et un gâté égal à un côté,

c’est-adire les côtés qui sont adjacens à des angles

égaux , savoir, le côté BC qui est égal au côté EFv:

donc ces deux triangles eurent les autres côtés
égaux aux autres côtés (prop. 26. v1) :Idon’c’le

côté CK est égal au côté FN ; mais AC est égal à

tD’F : donc les deux droites AC, CK sont égales

Taux deUX droites DF, ’Ê’N et Ces. droites com-

prennent’des angles droits : donc la base AKiest
égale la hase DN; (pr0p’..4. Il); et puisque la
droite AH est égale à-la droite DM , le’quarré de

AH sera égal au quarré de DM; mais les quarrés

des droites AK , KH sont égaux au quarré de la
droite AH (prop. 47. I) , car l’angle AKH est
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droit et les quarrés des droites DN, NM sont
égaux au quarré de la droite DM, parce que
l’angle DNM est droit : donc les quarrés des
droites AK, K H sont égaux aux quarrés des
droites DN, NM; mais le quarré de AK est
égal au quarré de DN : donc le quarré de KH
est égal au quarré de N M : donc la droite HK
est égal à la droite MN : donc puisque les deux
droites HA, AIS sont égales aux deux droites
MD , DN, chacune à chacune, et qu’on a dé- -

montré que la hase HK est égale à la hase N M,
l’angle HAK sera égal à l’angle MDN (prop. 8. I );

ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
Il suit manifestement de là que si deux angles

sont égaux à deux angles et que si des sommets
de ces angles et au-dessus de leurs plans onmène
des droites qui fassent avec les côtés des angles
donnés des angles égaux chacun à chacun, les

perpendiculaires menées de ces, droites sur les
plans des premiers angles sont égales entr’elles,

si les points d’où elles partent sont également
éloignés des sommets de ces: angles.
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PROPOSITION XX.XVI.
THÉORÈME.

Si trois droites sont proportionnelles , le parak-
lélipipède construit avec ces trois droites est
égal au parallélipipède. construit avec la droite

moyenne,- il faut que ce dernier parallélipi-r
pède, qui sera équilatéral, soit équiangle avec

le premier parallélipipède. ’

Soient trois droites proportionnelles A , B , C r
( fig. 199) , de manière que A soit à B comme B I
est à C a je dis que le parallélipipède construit
avec les trois droites A, B , C est égal au paral-
lélipipède construit avec la droite B; il faut que
ce dernier parallélipipède , qui sera équilatéral ,

soit équiangle avec le premier parallélipipède.

Soit l’angle solide E compris sous les trois
angles plans DEG , GEF, FED; faites chacune
des droites DE, GE, EF égales à la droite B,
et achevez le parallélipipède E K. xFaites ensuite

LM égal à A, sur la droite LM et au point L
construisez un angle solide étant compris
sous les plans NLO , OLM, MLN soit égal à
l’angle solide E (prop. 26. I I); faites L0 égal à
B , et LN égal à C. Puisque .A est à B comme B

est àC, que A est égal à LM , queB est égal à
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chacune des droites L0 , EF, EG,’ED et que C
est égal à LN , la droite LM sera à la droite E F

comme la droite DE est à la droite LN : donc
les côtés placés autour des angles égaux MLN ,

DEF sont réciproquement proportionnels: donc
le parallélogramme MN est égal au parallélo-

gramme DF ( prop. I4. 6); et puisque les deux
angles DEF, NLM sont égaux , que les droites
L0 , EG qui sont égales entr’elles et qui sont
menées au-dessus des plans des angles égaux

t DEF, NLM font avec leurs côtés des angles
égaux , chacun à chacun , les perpendiculaires
menées des points G, O sur les plans DEF,
NLM seront égales entr’elles (corol. 55. I I
d0nc les parallélipipèdes LH, E K ont la même

hauteur. Mais les parallélipipèdes ont des
bases égales et la même hauteur sont égaux entre

eux (prop. 5 I . I I) : donc le parallélipipède HL
est égal au parallélipipède E K. Mais le parallé-

lipipèdeHL a été construit avec les trois droites

A, B , C , et le parallélipipède E K a été cons-

truit aVec la droite B : donc le parallélipipède
construit avec les trois droites A , B , C est égal
au parallélipipède construit avec la droite B,
lequel est équilatéral et équiangle avec le pre-I
mier parallélipipède.

Donc si trois droites sont proportionnelles, le
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- parallélipipède construit avec ces trois droites

est égal au parallélipipède construit avec la
droite moyenne , et”’ce dernier parallélipipède

est équilatéral et équiangle avec le premier
parallélipipède ; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XXXVII.
THÉORÈME.

Si quatre-droites sont proportionnelles, les paral-
lélipipèdes semblables et semblablement com-

truits sur ces droites sont proportionnels , et si
des parallélipipèdes semblables et semblable-

ment construits sur quatre droites sont. propor-
tionnels , ces droites seront aussi proportion-
nelles entr’elles.

Soient’quatre droites proportionnelles AB ,

CD, EF, GH (fig. 200), de manière que AB
soit à C D comme EF est à GH; construisez

. sur les quatre, droites AB, CD , EF, GH les
parallélipipèdes semblables et semblablement
posés KA, LC, ME, NG :je dis que KA est
à LC comme ME est à NG.

Puisque le parallélipipède KA est semblable
au parallélipipède LC , les parallélipipèdes KA ,

LC seront entr’eux en raison triplée des côtés

AB, CD (prop. 55. I 1 Par la même raison ,
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les parallélipipèdes ME, NG seront entr’euï

en raison triplée des côtés EF, GH. Mais, par
hypothèse, AB est à C D comme E F est a GH:’

donc AK est à LC comme ME eSt à NG.
Si le parallélipipède AK est au parallélipis

pède LC comme le parallélipipède ME est au
parallélipipède N G : je dis que la droite AB est

à la droite CD comme la droite EF est à la
droite G H.

Puisque; les parallélipipèdes AK , LC sont
’ entr’eux en raison triplée des côtés AB , C D,

et que les parallélipipèdes ME, NG sont aussi
en raison triplée des côtés EF, GH , et à cause

"que AK est à LC comme ME est à NG, la
droite AB sera à la droite CD comme la droite
EF est à la droite GH. I

’ Donc si quatre droites sont proportionnelles,
les parallélipipèdes semblables et semblable-4

ment construits sur ces quatre droites seront
proportionnels ; et si quatre parallélipipèdes
construits sur quatre droites sont proportion:
nels , ces quatre droites seront aussi propor-J
tionnelles; ce qu’il falloit démontrer;
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’i’RO.POSITION xxxvin.

lTHÉORÈME.

Si un plan est perpendiculaire sur un autre plan,
I et si d’un point pris dans un de ces plans on

conduit une perpendiculaire sur l’autre plan ,
cette perpendiculaire tombera sur lavsection
commune des plans.

n 3 Que le plan C D (fig. 201 ) soit perpendicu-
laire sur le plan AB , que leur commune section
soit AD, et que dans le plan CD soit pris un
point quelconque E : je dis que laqperpendicu-
laire menée du point E sur le plan AB tombe

sur la droite AD. .Que cette perpendiculaire tombe , si cela est
possible , hors detla commune section des plans;
qu’elle ait , par exemple , la position E F et
qu’elle rencontre le plan AB au point F; du
point F et dans le plan AB conduisez la droite
FG perpendiculaire sur DA (prop. Io. I) , cette

i droite sera certainement perpendiculaire sur le
plan CD (déf. 4.11); Menez EG. .

Puisque la droite FG est perpendiculaire sur
le plan CD et qu’elle rencontre la droite EG,
qui est. dans le plan C D, l’angle FGF sera droit

(dcf. 5. I i Mais ladroite EF est perpendicu-.
A a
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laire sur le plan AB : donc l’angle EFG est droit:

donc le triangle EFG a deux angles droits , ce
* qui est absurde (prop. I 7. I) : donc la perpen-
diculaire menée du point E sur le plan AB ne
tombe pas hors de la droite DA : donc elle
tombe sur la droite DA. A

Donc si un plan est perpendiculaire sur un
autre plan , et si d’un point pris dans un de ces
plans on mène une droite perpendiculaire sur
l’autre plan, cette droite sera perpendiculaire
sur la commune section des plans; ce qu’il falloit
démontrer. ’

PROPOSITION XXXIX.
TE rio Ri: un.

Si dans un parallélipipède on coupe en Jeux
parties égales les côtés des plans opposés, et si

par leurs sections on mène des plans , la com-
mune section de ces plans et le diamètre du
parallélipipède se couperont mutuellement en

v deux parties égales. ,
Que dans le parallélipipède AF (fig. 202)

les Côtés des plans opposés CF, AH soient
coupés en deux parties égales aux points K, L ,

M, N, 0, Q, P, R, et par les sections de ces
côtés soient conduits les plans KN , 0R; que

1
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la’commune section de ces plans soit VS, et que

le diamètre du parallélipipède soit DG : je dis

que les droites VS , DG se coupent en deux
parties égales, c’estèà-dire que VT est égal à;

TS et DT égal à TG. ’
Menez DV, VE, BS, SG. Puisque DO est ’

parallèle à PE, les angles alternes DOV , VPE
sont égaux entr’eux (prop . 29. I) ; et puisque DO

est égal à P E , O V égal à V P et que ces droites

comprennent des angles égaux , la base DV sera
égale à la base VE , le triangle DOV égal au
triangle VPE , et les autres angles égaux aux
autres angles : donc l’angle O V D est égal à
l’angle PVE : donc la ligne DVE est une ligne *

droite (prop. I4. I). Par la même raison, la
ligne BSG est aussi une ligne droite , et la droite
BS est égale à la droite SG. Puisque la droite
CA est égale et parallèle à DB et que la droite
CA est aussi égale et parallèle à la droite EG ,
la droite DE sera égale et parallèle à la droite EG

(pr. 5o. 1); mais ces droites sont jointes par les
droites DE , BG : donc la droite DE est parallèle
à la droite BG (prop. 55. i) ; mais on a pris dans
chacune de ces droites des points quelconques
D, V, G, S et on a mené les droites DG,VS: donc
ces droites sont dans un seùl plan ( prop. 7. t r):
donc puisque la droite DE est parallèle à la droite

a
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BG, les angles EDT, BGT sont égaux, car ils
sont altern’esv(prop. 29. I); mais l’angle DTV

est égal à l’angle GT S (prop. I5. I) : donc les
deux triangles DTV, GT5 ont deux angles égaux
à deux angles, un côté égal à un côté , ces côtés

soutendant des angles égaux, c’est-ëà-dire que
le côté’DV est égal au côté GS , car ces côtés

sont les moitiés des droites D E , B G : donc ces
deux triangles auront les autrescôtés égaux aux

autres côtés (prop. 26. I) : donc DT est égal

àTG et VT égalàTS. ’
Donc si dans un parallélipipède on coupe en

deux parties égales les côtés des plans opposés ,

et si par leurs sections on mène des plans, la
commune Section de ces plans et le diamètre du
parallélipipède se couperont mutuellement en
deux parties égales; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XL.
THÉORÈME.

Si (leur prismes sont égaux en hauteur, si l’un.
d’eux a pour base un parallélogramme et l’autre

un triangle , et si le parallélogramme est double
du triangle, ces prismes seront égaux.

Soient ABCDEF, GHKLMN (fig. 205)
des prismeségauxten hauteur , que l’un d’eux
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ait pour base le parallélogramme AF et l’autre

le triangle GHK, et que le parallélogramme
AF soit double du triangle GHK : je dis que le
prisme ABCDEF est égal au prisme GHKLMN .4

Achevez les parallélipipèdes A0 , GP. Puis-
que le parallélogramme AF est dobble du trian-
gle GHK et le parallélogramme HK double aussi

du triangle GHK, le: parallélogramme AF sera
égal au parallélogramme HK. Mais les parallé-

lipipèdesaqui ontides bases égales et la même
hauteur sont égaux entr’eux (prop. 51. n ) :
donc lesparallélipipèdes A0 , GP sont égaux;
mais le prisme ABC DEF est la moitié du pa-
rallélipipède A0 et le prisme G HKLMN la
moitié du parallélipipède GP : donc le prisme

ABCIDEF est égal au prismeGHKLMN.
Donc si deux prismes ont la même hauteur,

si l’un d’eux a pour bases un parallélogramme

et l’autre un triangle , et si le parallélogramme

est double du triangle , ces deux prismes sont
égaux; ce qu’il. falloit démontrer.

FIN ou ON-ZIÈ’ME LIVRE-
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A "A A"..-
LIVRE XII;

l.

PROPOSITION PREMIÈRE.

T n 15: o n in M z.

Les polygones semblables inscrits dans des cer-
cles sont entr’euæ comme les quanti: des dia-

mètres. »
SOI ENT les cercles ABCDE, FGHKL
(fig. 204) dans lesquels sont décrits les poly- p
gones semblables ABC DE , FGH KL; que les
diamètres de ces cercles soient BM, GN : je
dis que le polygone ABCDE" est au polygone
FGHKL comme le quarré de BMaest auiquarré

de GN.
Menez BE, AM, GL, FN. Puisque le po-

lygone AB C D E est semblable au polygone
FGHKL , que l’angle BAE est égal à l’angle

GFLv(déf. I. 6) et que BA est à AE comme
GF est à FL, les deux triangles BAE, GFL
ont un angle égal à un angle, savoir , l’angle
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BAE égal à l’angle GFL et les côtés placés

autour de ces angles sont proportionnels entre
eux : donc les deux triangles ABE, FGL sont
équiangles (prop. 6. 6) : donc l’angle AEB est
égal à l’angle F LG , mais l’angle AEB’ est égal

à l’angle AMB (prop. 21. 5) , car ils sont ap-
puyés sur le même arc et l’angle FLG est aussi
égal a l’angle F N’G : donc l’angle AMB est égal

à l’angle F N ; mais l’angle droit B A M est égal

à l’angle droit GFN : donc l’angle restant est

égal à l’angle restant : donc les deux triangles

ABM, FGN sont équiangles : donc BM est à
GN comme BA est à GF (prop. 4. 6). Maisles.
quarrés des droites B M, GN sont» en raison
doublée des droites B M , GN (prop. 20. 6),
et les polygones ABCDE , FGHKL sont en.
raison doublée des côtés BA , GF : donc le:
polygone ABCDE est au polygone FGHKL
comme le quarré de BM est au quarré de-GN..

Donc les polygones semblables inscrits dans
des cercles sont entr’eux comme les quarrés des

diamètres; ce qu’il falloit. démontrer.
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IPROPO’SlI’TION II.’

THÉORÊM’E.’

Les cercles sont. entr’euæ comme les quarrés

de leurs diamètres.

Soient les. cercles ABCD, EFGH (fig. 505) X.
et que leurs diamètres soient BD, FH z. je dis
que le cercle ABCD est au cercle EFGH
comme le quarré de-B D est au quarré de FH.

ce" Si cela n’est point , le quarré du diamètre BD

sera au quarré du diamètre FH comme le cer-
cle ABCD est à une surface plus grande ou à.
une surface plus petite que le: cercle EFGH.-
Supposons d’abord que cette surface soit plus

petite et qu’elle soit S. Dans le cercle EFGH
décrivez le quarré EFGH; ’le’ quarré décrits

dans ce cercle est plus grand que la moitié du
cercle EFGH, parceque si par les points E,
F, G, H nous ’menons des tangentes à ce cer-
cle, le quarré EFGH sera la moitié du quarré

n circonscrit (prop. 47. Il , prop. I. 5) : mais un
cercle est plus petit que le quarré circonscrit z
donc le quarré EFGH est plus grand que la
moitié du cercle EFG H. Partagez les arcs EF,
FG , GH , HE en deux parties égales aux points

K, L, M, N, et menez les droites EK, KF,
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FL, LG, GM, MH, HN, N F. Chacun des
triangles EKF, FLG, GMH , HNE est plus
grand que la moitié du segment dans lequel il
est placé; parce que si par les points K, L;
M, N nous menons des tangentes au cercle ,
et si sur les droites EF, FG , GH, HE ct
entre ces’tangentes nous construisbns des pa-
rallélogrammes , chacun des triangles EKF,
FLG , GMH ,r HNE sera la moitié du parth
lélogramme dans lequel il est placé (pr. 57:1
Mais chaque segment est plus petit qu’un
parallélogramme. : donc chacun des triangles

EKF, FLG , GMH , HNE est plus grand
que la moitié du segment dans lequel il est
placé. Si nous partageons-ensuite les arcs res-
tans en deux parties égales , et si’nous joignons
leurs extrémités par des droites , et si nous con-’

tinuonsttoujours de faire la même chose, il nous"

restera certains segmens de cercles dont la
somme sera ,moindre que l’excès du cercle
EFGH sur l’espace S; car nous avons démon-
tré dans le premier théorème du dixième Livre

que deux quantités inégales étant données, si

l’on retranche de la plus grande quantité une
partie plus grande que la moitié de cette quan-
tité , si on retranche ensuite de ce qui reste une
partie plus grande que la moitié de ce reste , et

s
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si l’on continue toujours de faire la même chose;

il reste enfin une certaine quantité qui est moin-
dre que la plus petite des quantités: données.
Supposons qu’on ait pour reste les segmens du
cercle EFGH placés sur les cordes EK, KF,
FL, LG, GM, MH, HN , NE, et que ces
segmens soient moindres que l’excès du cercle
EF GH sur l’espace S , il est évident que le po-

lygone EKFLGMHN sera plus. grand que l’es-

pace S. Décrivez dans le cercle ABC D un po-
lygone A O B P C Q D Il semblable au polygone
EKFLGMHN ; le quarré delBDse’ra au quarré

de F Ha comme le polygone AOBPCQDR
est au polygone EKFLGMHN (prop. n 12);
mais par supposition le quarré de B D est au
quarré de FH comme le cercle AB C D est à
l’espace S : donc le cercle ABC D est à l’espace S

comme le polygone AOBPCQDR est au poly-
gone E KF L G M H N , et en échangeant les
plans des moyens , le cercle ABCD est au po-
lygone lui est inscrit comme l’espace S est
au polygone E K F L G M H N ; mais le cercle
ABCD est plus grand que le polygone lui est:
inscrit : donc l’espace S est plus grand que le po-

t lygone E K F LG M H N ; mais , par supposition ,
il est au contraire plus petit , ce qui est impossi-
ble : donc le quarré de BD n’est point au quarré
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de FH comthe le cercle AB’C D est à un espace

i quelconque plus petit que le cercle FFGH. Nous
démontrerons semblablement que le quarré de
FH n’est point au quarré de BD comme le cer-

cle EFGH est à un espace quelconque plus
petit que le cercle ABCD. Je dis ensuite que
le quarré de B D n’est point au quarré de FH

comme le cercle ABC D est à un espace quel-
conque plus grand. que le cercle EFGH; car si
cela est possible , supposons que le quarré de
BD soit tau quarré de FH cOmme le Cercle
ABC D est à un espace plus grand , et suppo-
sons que S soit cet espace. En mettant les anté-
cédens à la place des conséquens et les consé-

quens à la place des antécédens , le quarré de FH

sera au quarré de BD comme l’espace S est au
cercle AB C D ; mais on démontrera plus bas que
l’espace S est au cercle ABC D cOmme le cercle

EFGH est à un espace quelconque plus petit
que le cercle ABCD :donc le quarré’de FH
est au quarré de BD. comme le cercle EFGH
est à un; espace plus petit que le cercle ABCD ,
ce qui a été démontré impossible : donc le
quarré de BD n’est pas au quarré de FH comme

le cercle ABCD est à un espace quelconque
plus grand que le cercle EFGH. Mais «on a
démontré que le quarré de BD n’est point au
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quarré de FH comme le cercle ABCD est à
un espace quelconque plus petit que le cercle
EFGH : donc le quarré de BD estau quarré
de FH comme. le cerCle ABCD est au cercle

E F G H. - ’Donc les cercles sont entr’eux comme les
quarrés des diamètres ; ce qu’il falloit démon-

trer.
x

L E M M E.

Si l’espace S est plus grand que le cercle
EFGH (fig. 2’06) : je dis que l’espace-S est

au cercle ABCD comme le cercle EFGH est
à un espace quelconque plus petit que le cer-

cle ABC D. ’
Car supposons que l’espace S soit au cercle

ABCD comme le cercle FFGH est à un espace
T : je dis que l’espace T est plus petit que le
cercle ABCD; car puisque l’espace S est au
cercle, AB C D comme le cercle E F G H est à
l’espace T, en échangeant les plans des moyens,

l’espace S sera au cercle EFGH comme le cer-.
cle ABCD est à l’espace T (prop. 16. 6). Mais

par supposition l’espace S est plus grand que le
cercle EFGH : donc le cercle ABCD est plus
grand que l’espace T g et par conséquent l’espace

S est au cercle AB C D comme le cercle E FCE
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est à un espace quelconque plus petit quele
cercle AB C D. I ’

’PROPOSITION III.
THÉORÈME.

Toute pyramide triangulairev(1) peut se diviser n r i
en deux pyramides triangulaires égales et sem-
blable’s entr’elles et semblables à la pyramide

totale, et en Jeux prismes égaux qui sont plus
grands que la moitié de la pyramide entière; -

Soit une pyramide dont la base soit le trian-
gle AB C (fig. 207) et dont le sommet soit le
point D : je dis que la pyramide ABCD peut se
diviser en deux pyramides triangulaires égales
et semblables Ientr’elles et semblables à la py-

ramide totale, et en deux prismes égaux qui
sont plus grands que la moitié de la pyramide
totale.

Partagez les côtés AB, BG, CA, AD,,DB,
DC en deux parties égales aux points E, F,
G, H, K, L, et menez les droitesEH, EG, GH,
HK, KL, LH, EK, KF, FG. Puisque AE
est égal à EB et AH égal à HD, ladroite EH

sera parallèle à la droite DE ( prop..2. 6). La

(1) Une pyramide triangulaire est celle dont la base
est un triangle.
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droite HK est parallèle à la,droite AB , par la
même raison: donc la figure HEBK est un
parallélogramme : donc H K est égal à E B
(prop. 54. I). Mais EB est égal à AE : donc
AE sera égal à- HK. Mais AH est égal à HD:

donc les deux droites AE , AH sont égales aux
deux droites KH, HD, chacune à chacune;
mais l’angle E AH est égal à l’angle K H D

(prop. 29. I ) : donc la base EH est égale à la
base KD (prop. 4. 1) : donc le triangle AEH
est égal et semblable au triangle HKD. Par la
même raison , le triangle, AHG est égal et
semblable au triangle HLD. Puisque les deux
droites EH , HG qui se touchent sont paral-
lèles aux deux droites K D , DL qui se touchent
et qui ne sont pas dans le même plan , ces droites
comprendront des angles égaux (prop. Io. I r) :
donc l’angle EHG est égal à l’angle KDL. De

plus , puisque les deux droites EH , HG sont
égales aux deux droites KD, DL, chacune à
chacune , et que-l’angle EHG est égal à l’angle i

KDL, la base EG sera égale à la base KL :
donc le triangle EHG est égal et semblable au
triangle KDL. Par la même raison, le triangle
AEG est égal et semblable au triangle HKL:
donc la pyramide dont la base est le triangle
A EG et dont le sommet est le point H est égale
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et semblable à la pyramide dont la base est le
triangle HKL et dont le sommet est le point D.

i Puisque la droite HK est parallèle à un des
côtés du triangle ADB , savoir, au côté AB , le

triangle ADB sera équiangle avec le triangle
DHK (prop. 29. 1’) : donc ces deux triangles
auront leurs côtés proportionnels (prop. 4. 6),
et seront par conséquent semblables. Par la
même raison , le triangle’DB C est semblable au

triangle DKL et le triangle ADC est semblable
aussi au triangle DHL. Mais puisque les deux
droites BA , AC qui se touchent sont parallèles
aux deux droites KH, HL qui se touchent et
qui ne sont pas dans le même plan , ces droites
comprendront des angles égaux (prop. Io. I I):
donc l’angle BAC est égal à l’angle KHL. Mais

BA est à AC comme KH est à HL: donc le.
triangle ABC est semblable au triangle HKL
(prop. 6. 6), et par conséquent-la pyramide
dont la base est le triangle ABC et dont le
sommet est le point D est semblable à la pyra-
mide dont la base est le triangle HKL et dont
le sommet est le point D. Mais nous avons dé-
montré que la pyramide dont la base est le
triangle HKL et dont le sommet est le point D
est semblable à la pyramide dont la base est le
triangle AE G et dont le sommet est le point H:
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donc la pyramide dont la base est le triangle

I ABC et dont le sommet est le point D est sem-
blable à la pyramide dont la base est le triangle
AEG et dont le sommet est le point H ,: donc
l’une et l’autre. des pyramides AEGH, HKLD

sont semblables à la pyramide totale AB C D.
Puisque BF est égal à FC, le parallélogramme
EBFG sera double du triangle GFC ( pr. 41 . i) :
mais deux prismes de même hauteur dont
l’un a pour base un parallélogramme et dont
l’autre a pour base.un*triangle sont égaux entre

eux lorsque le parallélogramme est double du
triangle ( prop. 4o. I I) : donc le prisme com-
pris sous les deux triangles B KF, E HG et sous
les trois parallélogrammes EBFG , EBKH ,
KHGF est. égal au prisme est compris sous
les deux triangles GFC , HKL et les trois pa-
rallélogrammes KFCL , LCGH , HKFG. Mais
il est évident que chacun de ces prismes et celui
dont la base est le parallélogramme EBFG op-
posé à la droite HK et celui dont la base est le
triangle G FC opposé au triangle KL H est plus
grand que chacune des pyramides dont les bases
sont AEG, HKL et les sommets les points H,
D; puisque si nous menons les droites EF, EK,
le prisme dont la base est le parallélogramme
EBFG opposé à la droite HK est plus grand
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que la pyramide a pour? base le triangle .
EBF et pour sommet let-point K. Mais
pyramide qui a pour base. le. triangle EBF et
pour sommet le point K est égale à la pyramide

qui a pour base le triangleJAEG et pour sommet
de point H (défi 10.3154), camelles. sont com-I.
prises sous des plans égaux et. semblables: donc

le prisme qui a pour. base le pgrallélogramme
EBFG opposé à la droiteII-IÀKlesp plusigrand
que la. Pyramide qui. a P91"? basale triangle-AEG

et pour sommetle point H...Mais prisme qui
a pourîbasegle, parallélogramme EBFG .oppoæ’

à la droitejfl lin-est égal au prisme quia pour
basale» triangle. GFC opposèrent-triangle H KL ;

et la pyramide a:pou,r.base..le. triangle AEG

et la" animalerie? attelas le Pria-
saisiraitPâtlîrsêërfléttlâle. a? pour

enserrerai) e dealer. en! Prises de?!
nousy yenons dgïparlersotit plus grands que les
dçugpyramides ont pour 1951st Ilesütrian:
gles, AEG ,1 HKL et pour sommets les points
Il), :1 donc la pyramide totale a pour base
le triangleABC et pour sommet le point D a été

divisée,.en deux pyramides triangulaires égales
et semblables entr’ellæs et semblables à la py-
ramide. taule. et) sa. .dçIæX...prismes.. égaux,

l - B b ’
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sontplus grands que laumoitiégdelanpyramide
totale-ace qu’ilfalloitidémomrer. i ’ i

.1 A? 3’01” (tâtât r0 tr fin" ;

a... TB’ÉÂOJEÊMÈ’ i I..:....l,r’..’.

Si deux triangul’aires de même Y
sbizt’diUiiéiés’l’ .ét l’autre cri" deux pyramides

égalés anisettes fiât imitables a la’ pyramida

’ totale étudiileui’prismes égaux, sites. nou-’

’ malles pyramæë saint divisées’ de la’méüze ma-

nière’ et site; daines; la base de l’ùfie’de ces

r gramidés item it’i"la baie’de ïlhülrë’peride

* comme tous ’les’firt’smes de dans He» ces ï

mides’ la»: a: un Même ’ tremblade? prismes” Cort-’

tenus dansd’autmfiymmidei i,» "lnwiî’sll A ’

”’Sé5’i’çîït des”; àâfiæsjùiànèflâes"asthénie’

hauteur basés’l’gis”triahëles ,’ÜÈF”(’lîg’.’368’) a ses a. pas;

G , H ’;’ que chacune de ’èes’py’r’ainides soit dii’ii-Ê

sée en deux pyramides égalés” annellera?
semblables”’aux ’pyramides’to’ta’les et en”idè’ù’x

prismes ’égaüx ’, que ’ ces nouvelles pyramidés

soient divisées :dg’t Téliriê’n’iè î’r’nia’Iiière l .eï’liinsi

de suite” :* ’ je ’dis’ que ’ a: me me ’Eèra a - la

base DEF colleuses:tès’pttsmeè’lëdnïënus

dans la pyramide ABC’GË sont au même nombre
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de prismes contenus dans la pyramide DE FH.

Puisque B0 est égal à 0 C et AL égal à
LC , la droite AB sera parallèle à la droite 0L
( prop. 2.6) , et le triangle ABC sera semblable
au triangle LOC (prop. 4.6). Le triangle DEF
sera semblable au triangle. RXF , par la, même
raison ;; etpuisque la droite BC est double de
la droite C0 et la droite EF double aussi de
la droite FX, la droite BC serait la droite C0
comme la droite EF est à la droite FX,. Mais
les figures rectilignes semblables et semblable-
ment posées ABC , LOC ont été décrites sur

les droites B0 , CO ,v et les figures «rectilignes
semblables et semblablement posées D EF ,
RXF ont été décrites sur les droites EF, FX:

donc le triangle ABC est au triangle LOC
comme le triangle DEF» est au triangle RXF
(prop. 22. 6) , et en échangeant les plans des.
moyens , le. triangle ABC est au triangle DEF
comme le triangle LOC est au triangle RXF.
Mais ondémomrera- plus bas que le triangle,
LOC est au. triangle RXF-v comme le prisme
qui a pour base le triangle LOCVopposé à PMN

est au prisme qni a pour basele triangle RXXFV
opposé à STV :donc le triangle ABC est aux
triangle DEF comme le prisme quia pour base
le ’njiangle LOC opposé à PMN est au prisme

a .



                                                                     

588 ’ É L M E N s
qui a pour base le triangle RXF opposé à STV 3l

et puisque les deux prismes qui sont dans la
pyramide ABC G sont égaux entr’eux et que les

deux prismes qui sont dans la pyramide DEFH
sont aussi égaux entr’eux , le prisme quia pour

base le parallélogramme KLOB opposé à la:

droite MP sera au prisme qui a pour base le
triangle LOC opposé à PMM comme le prisme

qui a pour base le parallélogramme EQRX
opposé à la droite ST est au prisme qui a pour
base le triangle RXF opposé à STV z donc,
en ajoutant les conséquens am: antécédens
(prop. 1 5. 5) , les prismes KBOLMP, LOCMNP
sont au prisme LOC MNP comme les prismes. ’
QEXRST, RXFSTV sont au prisme BXFSTV,
et enfin en échangeant les places des moyens ,.-

les prismes KB OLPM , LOCPMN sont aux
prismes ’ QEXRST , RXFSTV comme le
prisme L 0C MN P est au prisme RXFSTV..
Mais on a démontré que le prisme LOCMNP
est auiprisme RXFSTV comme laibase LOC.
est à la base RXF et comme labase ABC est-
à la base DEF: donc’ le triangle ABC est au:
triangle DE F comme les deux-prismes qui sont!
dans la pyramide ABC G sont aux deux prismes
qui sont dans la pyramide DE F H. Si n0us par-
tageons de la même manière les nouvelles pyra-
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amides, savoir les pyramides PMN G, STVH , la r
.base PMN sera à la base STV comme. les deux
prismes de la pyramide PMN G sont aux deux
prismes de la pyramide STVI-I. Mais la base
PMN est à la base STV comme la base ABC
vestà la baso- DEF : donc la base ABC est à la
base DEF comme les deux prismes de la pyra-
mide ABCG sont aux deux prismes de la py-
ramide DEFH, comme les deux prismes de la
pyramide PMNG sont aux deux prismes de la
pyramide ST-VH et comme les quatre prismes
sont aux quatre prismes. On démontrera la
-même chose pour tous les autres prismes qu’on

obtiendra par la division des pyramides AKLO
et DQRS, et en général de toutes les pyra-
mides égales en nombre; ce qu’il falloit dé-

montrer.
l. n M M E.

Nous démontrerons de la manière suivante

- que le triangle LOC est au triangle RXF
comme le prisme qui a pour base le triangle
LOC opposé à PMN , est le prisme qui a pour
base le triangle RXF opposé à STV.

Dans les mêmes figures imaginez des perpen-
diculaires menées des points G , H sur les plans
des triangles ABC, DEF. Ces perpendiculaires
seront égales entr’elles, parce qu’on a supposé

s 5
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ces pyramides égales en hauteur. Puisque la
droite GC et la perpendiculaire menée du point
G sont coupées par les plans parallèles ABC ,
PMN, ces deux droites seront coupées pro-
portionnellement ( prop. 1 1 . 1 1 Or la droite
GC est coupée en deux parties égales au point

N par le plan P MN : donc la perpendiculaire
menée du point G sur le plan ABC est cou-
pée en deux parties égales par le plan PMN.
Par la même raison, la perpendiculaire menée
du point H sur le plan DEF est coupée en
deux parties égales par le plan STV. Mais les
perpendiculaires menées des points G, H sur
les plans ABC , DEF sont égales entr’elles z
donc les perpendiculaires menées des triangles
PMN, STV sur les triangles ABC , DEF sont
égales entr’elles : donc les prismes qui ont pour

bases les triangles LOC , RXF opposés à PMN ,

STV sont égaux en hauteur z donc les parallé-
lipipèdes qui sont décrits sur les prismes égaux

en hauteur dont nous venons de parler sont
entr’eux comme leurs bases, et il en sera de
même de leurs moitiés, c’est-à-dire que les

bases LOC , RXF seront entr’elles comme les
prismes dont nous avons parlé ; ce qu’il falloit
démontrer.
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PROPosijioN,m
V Tn’fi’o RÈHE.

Les pyramides triangulaires qui ont la même
hauteur sont entr’elles comme leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont-les
triangles ABC , DEF fig. 208 ) et Édent les
sommetsssont les points-G, H aient la même
hauteur : je dis que la base ABC est à la base
DEF comme la pyramide ABCG. est àla pyra-

müeDEFH. . . c : 1 I
ï Car si cela n’est point ’, la buse ABC seralà la

baseIDEF comme la pyramideABCG està’ un

solide plus petit que lalpyramideD-EFH ou a
un solide plus grand. Supposons d’abord que’la

base ABC soit à la base DEF comme la pyra-
mide ABCDH est à uncsolide plus petit et que v;
ce solidesoit Y. Divisez la pyramide DEFH
en deux pyramides égalesentr’elles et sembla-

bles à la pyramide totale ,v et en deux prismes
égaux ; les deux prismesseront plus grands que
ilaimoitié de la pyramide totale’( prop. 5412.).

Que les nouvelles pyramides. Obtenues par
cette divisiOn soient partagéesde la même ma-
nière jusqu’à ce qu’on ait obtenu’Vd’e la pyra-

mide DEF H certaines pyramides soient h
4
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plus petites que l’excès de la pyramide DEFH

sur le solide Y. Qu’on cherche ces pyramides,
et qu’elles soient par exemple DQRS, STVH,
les prismes restans de la pyramide DEFH seront
plus grands que le solide Y. Partagez Sembla-
blement la pyramide ABCG en autant de par-
ties que la pyramide DEF H. La base ABC
sera à la base DEF comme; les prismes de la
pyramide ABCG sont aux prismes de la pyra-
mide DEFH (prop.4. la); mais par suppo-
sition la base ABC est à laibase DEF comme
la pyramide ABCG est au solide Y : donc la
pyramide ABCG est au solide Y comme les
prismes de la pyramide ABCG sont»aux prismes
de la pyramide. DEFH, et en échangeant iles
places des moyens , la pyramide ABCG est aux
prismes qu’elle renferme comme le solide Y est

aux prismes de la pyramide DEFH. Mais la
pyramide ABCG est plus grande que les prismes
qu’elle renferme : donc le solide Y est plus
grand que leslprismes que renferme la pyra-
;mide DEF H; mais, au contraire, il est plus
petit ;’ ce ne peut être : donc la basetABC
n’est point à la base DEF comme la pyramide

ABCG est àunsolide quelconque plus petit que
la pyramide DEFH. Nous démontrerons sen)-
blablementsque labase DEF n’est point à la base
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ABC comme la pyramide DEFH est à un
solide quelconque plus petit que la pyramide
ABCG. Je dis enfin que la base ABC n’est

point à la base DEF comme la pyramide ABCH
est à un solide plus grand que la pyramide
DEFH; car supposons , si cela est possible ,
que la base ABC son à la base DEFcomme la
pyramide ABCG est à un solide quelconque
plus grand que la pyramide DEFH et que ce
solide soit Y. En mettant les antécédens à.la
place des conséquens et les conséquens à la
place des antécédens , la base DEF sera à la
base ABC comme le solide Y est à la pyramide
ABCG. Mais le solide Y est alla pyramide ABCG

comme la pyramide DEFH est à un solide
* quelconque plus petit que la pyramide ABCG,

ainsi que cela a été démontré : donc la base

DEF est à la base ABC comme la pyramide
DEFG est à un solide quelconque plus petit
que la pyramide ABCG, ce qui est absurde :
donc la base ABC n’est point à la base DEF
comme la pyramide ABC G est à un solide quel-

conque plus grand que la pyramide DEFH.
. Mais on a démomré que la base ABC n’est point

à la base DEF comme la pyramide ABCG est
à un solide quelconque plus petit que la pyra-
mide DEFH : donc la base ABC est à la base
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DEF comme la. pyramide ABCG est à la py-

ramide DEFH. IDonc les pyramides triangulaires ont
la même hauteur sont entr’elles comme leurs
bases; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION V1.
THÉORÈME.

Les pyramides qui ont la même hauteur et qui
ont des poiygones pour bases sont entr’elles
comme leurs bases .

Que les pyramides dont les bases sont les
polygones ABCDE , FGHKL (fig. 209) et
dont les sommets sont les points M , N aient la
même hauteur : je dis que la base ABCDE est à
la base FGHKL comme la pyramide ABCDEM

est à la pyramide FGHKLN. ’
Partagez la base ABC DE en triangles et que

ces triangles soient ABC, AC D , ADE ; par-
tagez aussi la base FGHKL en triangles et que
ces triangles soient FG H , FHK , FKL , et sup-
posons que chacun de ces triangles soit la base
d’une pyramide qui ait la même hauteur que
les deux pyramides qu’on avoit d’abord. Puisque

le. triangle ABC est au’trian’gle ACD comme

la pyramide ABCM est à la pyramide AC DM
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(prop. 5. la) , si l’on ajoute les conséquens
aux antécédens, le quadrilatère ABCD sera au

triangle ACD comme la pyramide ABC DM est
à la pyramide ABCM (prOp. 18. 5); mais le
triangle ACD est au triangle ADE comme la
pyramide ACDM est à. la pyramide ADEM:
donc la base ABC D sera à la base ADE comme
la pyramide ABC DM est à la pyramide AD EM
( prop. 22. 5) : donc en ajoutant les conséquens
aux antécédens , la base AB C D E sera à la base

ADE comme la pyramide ABCDEM est à la
pyramide ADEM. Par la même raison , la base
FGHKL est à la base FKL comme la pyra-
mide FGHKLN est à la pyramide FKLN; et
puisque ces deux pyramides triangulaires ont la
même hauteur, la base ADE sera à la base FKL
comme la pyramide ADEM est à la pyramide
FKLN : donc puisque la base ABCQE est à
la base ADE comme la pyramide ABCVEM est
à la pyramide ADEM , et que la base ADE est
à la base FKL comme la pyramide ADEM est
à la pyramide F’KLN , la base ABCDE sera à la

base F KL comme la pyramide ABCDEM est
à la pyramide FKLN (prop. .22. 5); mais la
base FKL est à la base FGHKL comme la py-
ramide FKLN est à la pyramide FGHKLN :
donc la base ABCDE eSt à la base FGHKL
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comme la pyramide ABCDEM est à la pyra-
mide FGHKLM.

Donc les pyramides qui ont la même hau-
teur et dont les bases sont des polygones sont
entr’elles comme leurs bases; ce qu’il falloit

démontrer. I
PBOPOSITION vu.

î

THEORÊME.

’ ATout prisme triangulaire peut se diviser en trois
pyramides triangulaires égales entr’elles. .

Soit un prisme dont la base soit le triangle
ABC opposé au triangle DEF (fig. 210) : je
dis que le prisme ABCDEF peut être partagé
en trois pyramides triangulaires égales entre

elles. iMenez ’les droites BD , BG,-CD. Puisque
la figure AB’ED est un parallélogramme dont

BD est la diagonale , le triangle ABD sera égal
au triangle EDB (prop. 54. r) : donc la pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C est égale à la pyramide qui
a pour base le triangle EDB et pour sommet le
point C (prop. 5. la); mais la pyramide qui a
pour base le triangle EDB et pour sommet le ’
point C est égale à la pyramide quia pour base.
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le triangle EBC et pour sommet le point D ,
car elles sont comprises dans les mêmes plans:

donc la pyramide a pour basele triangle
ABD et pour sommet le point C est égale à la
pyramide qui a pour base le triangle EBC et
pour sommet le point. D. De plus, puisque la
figure F C BE est un parallélogramme a pour:
diagonale la droite CE, le triangle EC F est égal

au triangle CBE ( prop. 54. 1) : donc la pyra-
mide qui a pour base le triangle BEC et pour
sommet le point D est égale à la pyramide
a pour base le triangle ECF et pour sommet
le point D (prop. 5. 1 I). Mais on a démontré que

la pyramide a pour base le triangle B CE et
pour sommet le point ,D est égale à la pyra-
mide qui a pour base le triangle ABD et pour
sommet le point C : donc la pyramide quia pour
base le triangle C EF et pour sommet le point D
est égale à la pyramide qui a’ pour base le trian-

gle ABD et pour sommet lelpoint C : donc le
prisme ABCDEF a été partagé en trois pyra-
mides triangulaires égales entr’elléiif’L’a pyra-

mide qui a pour base le triangle ABD et "pour
sommet le point C est égale à la pyramide qui

a pour base le triangle CAB et pour [sommet
le point D, car ces pyramides sont comprises
sous les mêmes plans; mais-on a démontré que c. l ,unain
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la pyramide qui a pour base le triangle ABD et
pour somma le point G est la troisième partie
du prisme quia pourtbase le triangle ABC op-
posé au triangle DEF.: doncla pyramide a
pour base le triangle ABC et pour sommet le
point D est la troisième! partie d’un prisme qui

a la même base 1,: savoir , le triangle ABC opposé

au triangle DEF; ce qu’il falloit démontrer.

’ l conoin’nsrnn.
Il suit manifestement de la que toute pyra-

mide est la troisième partie d’un prisme a
la même basè’et la même hauteur; car une des
bases du prisme étant une’figure rectiligne quel?

conque; la base opposée sera une figure égale.
et semblable , et ce prisme pourra être divisé en

prismes qui. auront des bases triangulaires et
dont ha’ses’lopposées seront des triangles. Il

-. A: Ïp’ au nos 1T Io N. -VIII.

4j j ï ”” *’ a; affin sa ’l

Les pjmmides’sentblables . des buses trian-
gulaires sont annelles ,en.raison triplée de leur;

.côtéshomalloguesw. p J H t
Soient deux py’êajmide’s semblables et sema-

l)lablement placées qui aient pour bases les
triangles ABC , DEF fig. a: r) erpour sommets
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les points G 5H :je dis que les pyramides ABCG,

I DEFH sont entr’ elles en raison triplée des côtés

B.C,EF. , hAchevez les parallélipipèdes BGML, EHQP.

Puisque la pyramide ABCG est semblable à la
pyramide DEFH, l’angle ABC sera égal à l’an-

gle-DEF (défi 9.:1 1),. l’angle GBC égal à l’an-

gle HEF, l’angle ABG égal à l’angle DEH et

A8 sera à DE comme BC est à et comme
BGVest. à EH : donc, puisque AB est à DE
comme .BC est à ,EF et que les côtésqpilacés

autour, d’angles égaux sont proportionnels, le.
parallélograme BM sera semblable au pas];
lélogramme EQ. Par la .même’raison , le paral-t

lélogramme BN sera semblable au parallélog-
gramme ER et le parallélogramme BIS sembla-’7’

ble au parallélogramme E0 : donc les trois pa-
rallélogrammes .BïM , , BN [sont semblables
aux trais. pùdlélosrmesEQ, E9: ÈRE mais,

les,.trois.parallélogrammeg MB, BK, BN sont
égaux et semblables aux trois parallélogrammes

opposésetles troisparallélogrammes EQ, 1E0,

sont,aussi égaux et semblables aux trois
parallélogrammes opposés ( prop. 24. 1 1): donc’

les parallélipipèdes B G M L ,- E HQ P sont I, coni-

Pris dans des plans. semblables, et égale se 99m5
bru «adonc le parallélipipède BGML estsem-J
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blable au parallélipipède EI-lQP (iléf. 9; 1 1
Mais les parallélipipèdes semblables sont entre
eux en raison triplée de leurs côtés homologues

(pr. 55. I i) : donc les parallélipipèdes BGMH,
EHQP sont enlr’eux en raison triplée des
côtés homologues BG, EF; mais le paralléli-
pipède BGML, est au parallélipipède EHQP
comme la pyramide ABCG est à la pyramide

HDEFÜ(prop;15.5), car une pyramide’eSt la
siiième partie d’un parallélipipède , puisqu’un

prisme triangulaire qui est la moitié d’un paral-
lélipipède est triple d’une pyramide : donc les r

pyramides AB CG , DEFH sont éntr’elles en
raison triplée descôtés BC , EF; ce qu’il falloit l

démontrer. p ’
I conopppsrnnç

j ne un suit Évidemment que les pyramiiies’

semblables qui ont des’polygones pourlbases
sont entr’elle’s en raison triplée de" leurs côtés;

homologues; car ces pyramides peuvent ’être
divisées en pyramides triangulaires , puisque les
polygones semblables qui sont’les bases de éesl

pyramides peuvent être divisés en un même
nombre Ide triangles semblables entr’eux ez’pro-

portionnels à ces polygones : donc une des pyra-’

raides triangulaires contenue dans las prémièred
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pyramide est) alune autrevdes pyramidès’triangu-

laires contenue dans la seconde pyramide com me
la sonne del toutes lesrpyramides friangulaires
contenuesïdans la première s pyramide test à. la

..sôinme del’ioules lès pyramides triangulaires

contenues dans l’autre pyramide, c’est-ià-dire

commel mie-H8 pyramides’qui a pour base un

éstà l’autre pyramide quia aussi pour
blasé un pblygonieitMais les pyramides vikings:
laires;5etnblablès soutientr’ellres en raison tri-ô

pléeL de lem-s boités! hemolog’uesï: doue les.

niides’ semblables. ont pour bases des! polyé
goûtes sontlenu’elles En raison triplée :d’éï’leurà

côtéahomïbwbh it’rp ’i 21:, L’! ri. 5.”;

emmi?2:9;531-116’N;.1

l v l . Ï... vint. en luth
Lesgbesçadap wrmiùo’. égale: qui ont des’bfises

, ltfims’vkimi sont quèmmupmponiom ’
qua: hauteurs.’ dertçslpyramidesç atlas

x MMMideëzffiàIWsçIdaantdcb bases. grécis-

iprogummtnpmpqifionnqlles à; leur: hauteurs

49m égaie: Malien . .p un : 4 le
g: deux" pYraxirïicleslégales aient les

bâsèS-trîalâgnilàires me , ËDEF (fig. au) et dont

les Minets soient les" points G 3’- Hl :’ je dis que

C c ”
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lesbaïsesèdes pyramidés DEFH sOntréci-À

proquemle’nù proportionnelles aux hauteurs, de
ces. pyramides ,zc’est-a-ldire quels: base ABC est:z

à: la base DEF.-columelle hauteurfde la-zpyra-
mide DE F H est à la .-llçauteur de - lartpyramide:

ABCGM. Î ., ,. ’ cumul aune, , a, 51:4; a
Il - -Achevez les parallélipipèdes BGML» EHQP.

Puisque. la pyramide ABIC Gzes’t égale à lagmi?

WetDE-FH , que le parallélipipède BGML
est: sextuple, de: la pyramide» sans: et» que-:16
parallélipipède BH.-Q P. canalisai .sextupleideî la

pyramide D E. F H. y : le (parallélipipède. BGML

seragégalau parallélipipède EHQR,(pn.15’.,5)-,â

Mais les bases des parallélipigèglgségauxèsgntt

réciproquement proportionnelle; au; hauteurs
de ces paralnlélipipetlesk brèpbkz. lil! donc la
base BM est à la;base(EQ;coqrnte la hauteur du
parallélipipède EHQP est à la hauteur du pa-
rallélipipède BGMÏR Maliens îB-Mest là la

baserlEthomme lettriaiïglle ABC est "au triangle

DE F :donc le triangle ABC est au triangle DEF
comme là hanteurïdu parallélipipède-EHQP
est à la hauteur.du’parallélipipèdelBGML. Mais

la hauteur du parallélipipède EHQP en la
même que? hauteur. de, la pyramide DEFH,
et la hauteur du parallélipipède ’ B G ,14 est. la;
même ailslrfiëùteur de. la Pyramide ABC G :
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donc la base ABC est à la base DEF comnie
la hauteur de la pyramide DEFH est à la hauteur

de la pyramide .ABCG : donc les bases des py-
ramides ABCG, DE F H sont réciproquement.

proportionnelles à leurs hauteurs. l
Si les bases des pyramides AB C G , D E F H

sont réciproquement proportionnelles à leurs
hauteurs, c’estaàdue que si la base ABC est a
la base DEF connue la hauteur de la pyramide
DEF H est à la hauteur ldevla- pyramideIABCG :
je dis que la» pyramide KBCG sera égale à lal

pyramide DEFH: I A 7 "a " l ’ ’ï "’Î
Faites la même construction. PuiSqu’e la’base

ABC’est à la base DEFŒomme la haùteül- dei

la pyramide DEFH est à la hauteur de. la’ p)?-

ramide ABCG et que la base ABC est à la base
DEF comme le parallélogramme BM est au
parallélogramme EQ , le parallélogramme BM

sera au parallélogramme EQ comme la hauteur
de la pyramide DEFH est à la hauteur de la
pyramidelABCG. Mais la hauteur de la pyra-
mide DEFH est la même que la hauteur du
parallélipipède EHQP, et la hauteur de la py-
ramide ABCG est la même que la hauteur du a
parallélipipède BGML : donc la base BM est -
à la base EQ comme la hauteur du parallélipi-
pède EHQP est à la hauteur du parallélipipède

a
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BGML; mais les parallélipipèdes qui ont leurs
bases réciproquement proportionnelles à leurs
hauteurs sont égaux entr’elix ( pr. 54. I 1 dolic
le parallélipipède BGML est égal au parfilé:

lipipède EHQP. Mais la pyramide; :ABCG. est
la sixième partie du parallélipipède BGML et
la pyramide DEFH est aussi la sixièmepartie,
du parallélipipède EHQP. z; donc la, pyramide
AB’CG est. égale à la pyramide. DEFH.

Donc les bases despyramides égales qui ont
des bases triangulaires sont réciproquement.
proportionnelles aux’ hauteurs de L ces; pyra-I

mides; et les pyramides triangulaires qui ont
des bases réciproquement proportionnelles à
leurs hauteurs sontïégales entr’elles; ce qu’il

failOitydémontrer. , ’ A i
PROPOSITION x.

Tnfionitmnfi -”
Un cône est la troisième partie d’un qui

à la même base et une hauteur:
Qu’un cône ait la même hase qu’un Cylindre,

savoir, le cercle ABCD. (fig. 215) et unehau-e
teur égale : je disque ce cône est la troisième .

partie de ce cylindre. - -Car si le cylindre. n’est pas le triple du cône ) il
I v
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. sera plus grand que le triple ou plus petit; sup-

posons d’abord qu’il soit plus grand que le tri-

ple. Décrivez dans le cerclé ABCD le quarré

ABCD; le quarré ABC D sera plus grand que la
moité du cercle ABCD. Sur le quarré ABCD
élevez un prisme qui ait la même hauteur que
le cylindre; ce prisme Sera plus grand que la
moitié du cylindre; parce que si l’on circons-
crit un quarré au cercle ABCD, le quarré ins-
crit sera la moitié du quarré circonscrit; mais
les parallélipipèdes , c’est-à-dire les prismes

élevés sur ces bases ont la même hauteqr :
donc ces prismes sont entr’eux comme leurs
bases : donc le prisme élevé sur le quarré ABCD

est la moitié du prisme élevé sur le quarré cir-

conscrit au cercle ABC D ; mais le cylindre est
plus petit que le prisme élevé sur le quarré cir-

conscrit au cercle ABC D : donc le prisme élevé
sur le quarré ABCD , qui a une hauteur égale à

celle du cylindre , est plus grand que la moitié
du cylindre. Partagez les arcs AB, BG, CD, DA
en deux parties égales aux points E, F, G, H ,
et menez les droites AE , EB , BF, FG, CG,
GD, DH , HA; chacun des triangles AEB ,
BFC , CGD , DHA sera plus grand que le demi-
segment du cercle où il est placé , comme nous
l’avons démontré plus haut (prop. 2. 1 2 ); sur

5
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chacun de ces triangles élevons des prismes
aient une hauteur égale à celle du cylindre ;
chacun de ces prismes sera plus grand que la
moitié du segment respectif du cylindre , parce
que si par les points E , F, G, H on mène" des
parallèles aux droites AB , BG, CD, DA, et si
sur les droites AB , BC , C D, DA et si entre ces
parallèles on construit des parallélogrammes sur
lesquels on élève des parallélipipèdes qui aient

la même hauteur que le cylindre , les prismes
qui auront pour basesles triangles AEB , B FC ,
CGP, DHA seront les moitiés de chacun de
ces parallélipipèdes. Mais les segmens du cylinq

dre sont plus petits que ces parallélipipèdes :A
donc les prismes qui ont pour bases les triangles
AEB, BFC, CGD, DHA sont plus grands que les
moitiés des segmens respectifs du cylindre. Par-.
tageons les arcs restans en deux parties égales,
joignons leurs extrémités par des droites, sur
chacun de ces triangles élevons des prismes qui
aient la même hauteur que le cylindre, et con-
tinuons de faire la même chose jusqu’à ce qu’il

reste certains segmens du cylindre qui soient
plus petits que l’excès du cylindre sur le triple

du cône (prop. I . 10 Supposons que les seg-
mens restans du cylindre soient AE, EB , BF,
FG, CG, GD, DH, HA; il est évident que le
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prismexrestant qui a pour base le polygoneî
AEBF’CGDH et; quia la même hauteur que le"

cylindre:sera:plus grand que le triple du cône;
mais le prisme qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a la même hauteur que L
le cylindre, est triple de la pyramide qui a pour
base le polygone A’EBFCGDH et qui a le
même sommet que le cône ( prop. 7.2 12) :
doncla pyramide qui a pOur base le polygone
AEBFCGDH et qui a le même sommet que
le cône est-plus grande que île cône qui a pour

hase le cercle ABCD; mais au contraire la py-
ramide est plus petite 5 car le cône comprend’la.

pyramide; ce qui est impossible : donc le cylin-r
dre n’est pas plus grand que, le triple du cône. r

Je dis à présent que le cylindre n’est pas phis

petit que le triple du cône; car s’il pouvoit arri-

ver que le cylindre fût moindre que le triple
du cône , le cône seroit plus grand que la troi-
sième partie du cylindre; Dans le cercle ABCD
décrivons le quarré ABC D; le quarré ABC D

sera-plus grand que la moitié du cercle ABCD.-
Sur le quarré ABCD élevez une pyramide qui
ait le même sommet que le cône, cette pyra-
mide sera plus grande que la moitié du cône ;4

parce que si nous circonscrivons un quarré au
cercle ABCD , le quarré ABCD sera la moitié

4
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du quarré circonscrit à ce cercle , ainsi quet nous
l’avons démontré; et si surlces quarréSLnous «

élevons des parallélipipèdes ,, c’ést-àadire des

prismes, celui qui sera élevé sur le «quarré ins-

crit dans le cercle sera la moitié du prisme élevé

a sur le quarré circonscrit, car ces parallélipipèdes

sont entr’eux comme leurs bases ( prop. 52 . 1 1);

mais, leurs troisièmes parties sont aussi entre
elles comme leurs bases, ,: donc la pyramide
qui a pour base le quarré ABCD est la moitié

de la pyramide a pour base le quarré cir-
’ conscrit au, cercle. Mais la pyramide élevée

sur le quarré circonscrit au cercle est plus
grande que le cône, car elle le comprend:
donc la pyramide a pour base le quarré
ABCD et qui a le même sommet que le cône
est plus grand que la moitié du cône. Par-
tagezles arcs AB, BC, CD, DA en deux par-
ties égales aux points E , F, G , H , et menez les
droites AE, EB, BF, FC, ce, GD, DH, HA.
Chacun des triangles AEB, BFC, CGD, DHA
sera plus grand que la moitié du segment res-
pectif du cercle ABCD ;I sur chacun des trian-
gles AEB, BFC, CHD, DHA élevez des py-
ramides qui aient le même sommet que le cône;
chacune de ces pyramides sera plus grande que
lat-moitié du segment respectif du cône. Par-
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tageons les’arcs’restan’s en. deux parties égales ,

et joignons leurs extrémités par des droites; sur

chacun de ces triangles élevons une pyramide
qui ait le même sommet. que le cône et conti-
nuons de faire la même chose; il restera enfin
certaines portions de cône qui seront moindres
que l’excès du cône sur la troisième partie du

cylindre (prop. I . Io). Qu’on ait ces portions
restantes du cône et qu’elles soient celles
ont pour bases les segmens AE , EB , BF ,
FG, CG, GD, DH, HA. La pyramide res-
tante a pour base le polygone AEBFCGDH
et a le même sommet que le cône est plus
grande que la troisième partie du cylindre.
Mais la pyramide qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et qui a le même sommet que
le cône , est la troisième partie du prisme qui
a pour base le polygone AEBFCGDH et qui
a la même hauteur que le cylindre (pr. 7. la):
donc le prisme qui a pour base le polygone
AEBFCGDH et a la même hauteur que le
cylindre est plus grand que le cylindre qui a
pour base le cercle ABCD; mais le prisme est
au contraire plus petit que le cylindre, car le
cylindre comprend ce prisme ; ce qui est imposc
sible :donc le cylindre n’est pas plus petit que
le triple du cône; mais on a démontré qu’il
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n’est pas plus grand que le triple : donc le .cy-t I

lindre est le triple du cône "et par conséquent
le cône est la troisième partie du cylindre.

Donc un cône est la troisième partie d’un

cylindre a la même base et une hauteur
égale; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XI.
THÉOÜRËMEJ

Les cônes et les cylindres qui ont la même hauteur
sont entr’eux comme leurs bases.

Que les cônes et les cylindres dont les bases
sont les cercles ABCD, EFGH 314),
dont les axes sont les droites KL , MN , et dont
les diamètres des bases sont les droites AC, EG
aient la même hauteur : je: dis que le cercle
ABCD sera au cercle EFGH comme le cône
AL est au cône EN.

Car si cela n’est point, le cercle ABCD sera
au cercle EFGH comme le cône AL gêna à un
solide quelconque plus pétition plus grand que
le cône EN. Que le cercle ABC D soit d’abord

au .cercle EFGH comme le cône AL est au.
solide plus petit que le cône EN; que ce solide
soit O , et que l’excès. du cône E N sur le solide

0 soit égal au solide Z, le côneEN sera égal aux

xi
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solides 0,.Z. Dans le cercle EFGH décrivons le
quarré EFGH; ce quarré sera plus grand que la
moitié de ce cercle. Sur le quarré EFGH élevons

A une pyramide ait la même hauteur que le
cône. Cette pyramide sera plus grande que la
moitié du cône ; car si nous décrivons un quarré,

autour du cercle EFGH, et si sur ce quarré nous
élevons une pyramide qui ait la. même hauteur
que le cône , la pyramide inscrite sera la moitié

de la pyramide circonscrite , parce que ces pya
ramides sont comme leurs bases (prop.6. 1 a);
mais le cône est plus petit que la pyramide cir-
conscrite : donc la pyramide qui a pour base le
quarré EF GH et qui a le même sommet que le
cône est plus grande que la moitié du cône. Paru

tageons les arcs EF, FG, GH, HE en deux parties
égales aux points P , Q , R, S , et menons les
droites HP, PE, EQ, QF, En, ne, os, 5H;
chacun des triangles HPE , EQF, FRG, GSH
sera plus grand que la moitié du segment respec-

tif du cercle. Sur chacun des triangles HPE,
EQF, FRG, GSH élevons une pyramide qui ait
la même hauteur que le cône; chacune de ces
pyramides sera plus grande que la moitié du seg-
ment respectif du cône. Si donc nous partageons v .
en deux parties égales les arcs restans et si nous
joignons les extrémités v de ces arcs par des
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droites , et si sur chacun des triangles nous
élevons des pyramides aient la même hau-
teur que le cône , et si nous continuons de faire
la même chose , il restera enfin certains seg-
mens du cône qui seront plus petits que le
solide Z (pr. 1 . Io). Supposons que l’on ait ces

Segmens et que ces segmens soient ceux ont
pour bases les segmens circulaires HP, PE, EQ ,
QF, FE, BG, GS, SH. La pyramide restante
qui a pour base le polygone HPEQFRGS et ’
a la même hauteur que le cône sera plus grande
que le solide O. Dans le cercle ABCD décrivons
un polygone DTAVBXCY qui soit semblable
au polygone H P E Q F KG S et semblablement
placé , et sur le polygone DTAVBXC Y élevons

une pyramide qui ait la même hauteur que le
cône AL. Puisque le quarré de AC est au quarré

de E G comme le polygone DTAVBXCY est au
polygone HPEQFRGS (pr. 20.6 , pr. 1 . 12) , et
que le quarré de AC est au quarré de EG comme

le cercle ABCD est au cercle EFGH (pr. a. r a) ,
le cercle ABC D sera au cercle EF GH comme
le polygone D T AV B X C Y est au polygone
HPEQFRGS (prop. 1 I . 5). Mais par suppo-
sition le cercle ABCD est au cercle EFGH
comme le cône AL est au solide O, et le poly-
gone DTAVBXCY est au polygone HPEQFRGS
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comme la pyramide qui a pour base le polygone
DTAVBXCY et pour sommet le point L est à la
pyramide quia pour base le polygone HPEQFGS
et pour sommet le point N (pr0p. 6. 1 2) : donc
le cône AL est au Solide 0 comme la pyramide
qui a pour base le polygone DTAVBXCY et
pour somniet le point L est à la pyramide qui
fia pour batte le polygone HPEQFRGS et pour
sommet le point N : donc en échangeant les
plans des moyens ,I le cône AL est à la pyra-
mide qui lui est inscrite comme le solide 0
est à la pyramide inscrite dans le cône EN.
Mais le cône AL est plus grand que la pyra- ’
mide qui lui est inscrite : donc le solide 0 est
plus grand que la pyramide qui est inscrite dans
leicône EN ; mais le solide 0 est au contraire
pluspetit que la pyramide inscrite dans le cône
EN , ce qui est une absurdité : donc le cercle
ABCD n’est point au cercle EFGH comme le
cône .AL està un solide’quelconque plus petit
que le cône» EN. On démontrera semblable-
ment que le cercle- EFGH n’est point au cer-
cle. ABCD comme le cône EN est à un solide
quelconque plus petit que le cône ALÇ.

: Je dis à présent que le cercle ABCD nÎest point

au cercle EFGH comme-le cône AL est à un
solide. quelconque plus grand que le cône EN.
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Supposons que cela soit possible et que le cer-
cle AB C D soit au cercle E F GH comme le
cône AL est à un solide plus grand que le cône

EN et que ce solide soit O. Mettons les con-
séquens à la place des antécédens et les antécé-

dens à la place des conséquens, le cercle EFGH

sera au cercle ABC D commele solide 0 est au
cône AL. Mais le solide O est au cône AL
comme le cône EN est à un solide quelcon-
que plus petit que le cône AL : donc le cercle
EFGH est au Cercle ABCD comme le cône
EN est à un solide plus petit que le. cône AL;
ce que nous avons démOntré impossible : donc

le cercle ABCD n’est point au cercle EFGH
comme le cône AL est à un solide quelconque
plus grand que le cône EN.. Mais on a démon-
tré que le cercle ABCD n’est point. au cercle
EFGH comme le cône AL est à un solide plus
petit que le cône EN : doncJe cercle ABCD
est au cercle EFGHoon’ime; le [cône AL est»
au cône EN. Mais un cône est à un cône comme

un cylindre est à unvcylindre; car un cylindre -
est le triple d’un cône Çpfppulo. 12) :r donc.
les cercles ABCD, EFGH sont] entr’eux comme

les cylindres ont ces cercles pour bases et
qui ont des hauteurs égales à celles des cônes. . .

Donc les. cônes et les cylindres ont la A
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même hauteur sont entr’eux comme leurs bases;

ce qu’il falloit démontrer. l
A ’ PROPOSITION x11. l

,1 l l I u 1 I fiT n o n È M n.

Les cônes et cylindres semblables sont entr’eux x: f l” ;
en misé]: tn’pléedæ diamètres de leurs bases. , ’ï 3 9 l

y"; Que les cônes etles cylindres qui. ontfpour
hasesv’les cercles ABCD , EFGH (fig. 215),

i pour; diamètres de les" bases les droites BD,
EH’Jetcpour axes les droites-KL, MN. soient
semblables enflent : je dis que le cône qui a

’ pour base. le cercle;ABCD et pour sommet le
point: L ,e estau cône qui a. pour base le cercle
EFGH et pour sommetle point N en raison
triplée de BD.à ..
Car si le cône ABC DL n’est point au cône
EEGHN en raison triplée du diamètre BD au
diamètre FH , le cône AB CDL sera à un solide.

quelconque plus grand Ou plus petit que le.
cône EFGHN en raison triplée du diamètre
BD au diamètre FH. Supposons d’abord que.
le cône ABCDL soit à un solide O pluspetit que
le cône EFGHN en raison triplée du diamètre

AD au diamètre PH; dans le cercle EFGH
décrivais le quarré E FGH; le quarré EF GH



                                                                     

4:6 É L É. M. E N s
sera plus petit que la moitié du cercle EFGH.

i Ensuite sur le quarré EFGH élevez une pyra-

mide qui ait la même hauteur que le cône;
cette pyramide sera plus grande que la moitié
du cône. Partagez les arcs EF, FG, GH, HE
en deux parties égales aux points P, Q, R, S,
et menez les droites EP, PF, FQ, QG, GR,
EH, HS , SE; chacun des triangles EPF,
FQG, GBH , HSE sera plus grand que la
moitié du segment respectif du cercle EFGH;
Sur [chacun de ces triangles iélevez des’pyrae

mides qui aient le même sdmmet que le
chacune de ces pyramides sera-plus grandeÎqne
la moitié du segment respectif du cône. Si nous

partageons les arcs: restans l’en deux parties
égales , si nous jOignons les extrémitésde ces

arcs par des droites et si nous élevons sur cha-
cun de ces triangles dès pyramides aient le
même sommet que leleône et si nous cent;
nuons de faire la même Chose , il resteraienfin

certains segmens de cône seront plus
que l’excès du cône EFGHN sur le solide O
(prop.! . 10); Supposons que l’on ait cessegu
mens , (lue ces segmens soient ceux qui’sont,
élevés sur les segmens circulairrs EP, PF,
QG, GR, EH, H5, SE,ila pyramide restante
quia pour base le polygone E-PFQGRHS et



                                                                     

D’EUCLIDE. 417
pour’sommet le point N sera plus grande que
le solide 0; dans le cercle ABCD décrivez un

’ polygone ATBVCXDY qui soit semblable au
polygone EPFQGRHS et semblablement placé.

Sur le polygone ATBVCXDY élevez une py-
ramide qui ait le même sommet que le cône ;- -
que LBT soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
ATBVCXDY et dont le sommet est le point L ,
que NFP soit un des triangles qui compren-
nent la pyramide dont la base est le polygone
EPF Q’GRHS et dont le sommet est le point
N, et enfin menez les droites KT, MP. Puis-
que le cône ABCDL est semblable au cône
EFGHN, la droite B D sera à la droite FH
comme l’axe KL est à l’axe MN (déf. 24. I 1);

mais BD est à FH comme BK est à FM : donc V
BK est à FM comme KL est à MN : donc en
échangeant les plans des moyens, BK sera à KL

comme FM est à MN. Mais les angles BKL ,
FMN sont égaux parce qu’ils sont droits , et ces
angles égaux sont compris par des côtés propor-

tionnels :donc le triangle B KL est semblable au
triangle FMN (prop. 6. ô). De plus, puisque

4 la droite B K est à la droite KT comme la droite
F M est à la droite MP et que ces droites com-
prennent les angles égaux BKT, FMP, ’car la

. D d .
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portion des quatre angles droits placés au cen-
tre H que comprend l’angle BKT est la même
portion des quatre angles droits placés au cen-
tre M que comprend l’angle FMP : donc puis-
que les côtés qui comprennent les angles égaux

BKC, FMP sont proportionnels, le triangle
BKT est semblable au triangle FMP ( prop. 6.6).
De plus, puisqu’on a démontré que BK est à I

KL comme FM est à MN , et acense que BK
est égal à KT et FM égal à MP, la droite KT
sera à la droite KL comme PM est à MN. Mais
les côtés qui comprennent les angles droits
T KL , P M N sont proportionnels : donc le
triangle LKT est semblable au triangle NMP.
Mais à cause de la similitude des triangles
BKL, PMN la droite LB est à la droite BK
comme la droite NF est a la droite FM , et
à cause de la similitude des triangles BKT ,
FMP la droite KB est à la droite BT comme
la droite MF est à la droite FP: donc la droite
LB est à la droite BT comme la droite N F est à
l’a droite FP (prop. 22. 5). De plus , à cause
de la similitude des triangles LT K, NPM la
droite LT est à la droite TK comme la droite
NP est à la droite PM ,- et;à cause de la simi-
litude des triangles KBT , PMF la droite KT
est à la droite TB comme la droite MP est à la
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droite,PF : donc la droite LT sera à la droite
TB comme la droite N P est à la droite P F. Mais
on a démontré que TB est à BL comme PF est

’à FN : doncTL estàLB comme PN est àNF:
donc les côtés des triangles LTB , NPF sont
proportionnels : donc les triangles LTB, NPF
sont équiangles et par conséquent Semblables i

entr’eux (prop. 5. 6) : donc la pyramide a
pour base le triangle BKT et pour sommet le

’ point L est semblable à la pyramide a pour
base le triangle F MP et pour sommet le point N
(défi 9. t i); car ces deux pyramides sont com-
prises sous des plans semblables et égaux en
nombre; mais les pyramides semblables qui ont
des bases triangulaires sont entr’elles en raison

triplée de. leurs côtés homologues (prop.8. 12):

donc les pyramides B KT L , F M P N sont entre
elles en raison triplée des droites BK, FM. Si
nous menons des droites des points A, Y, D,
X, C, V au point K et des points E, S, H, R,
G, Q au point M , et si sur les triangles que ces
droites forment avec les côtés des polygones
inscrits nous élevons des pyramides qui aient
les mêmes sommets que le cône , nous démon-

trerons semblablement que chaque pyramide
du polygone ATBVCXDY est à chaque pyra-
mide du polygone EPFQGRHS en raison triplée

a
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du côté BK- au côté homologue FM , c’est-adire

du diamètre B D au diamètre FH. Mais un seul
des antécédens, est à un seul des cOnséquens l

comme tous les antécédens sont à tous les con-x

séquens’( prop. 1 2. 5) z donc la pyramide BKTL

est à la pyramide FM PN comme la pyramide
totale qui a pour base le polygone ATBVCXDY
et pour sommet le point L est à la pyramide totale

qui a pour base le polygone EPFQGRHS et
pour soumet le pointN : donc la pyramide a
pour base le polygone ATBVXDYet pour sommet
le point L est à la pyramide qui a pour base le
polygone EPFQGRHS en raison triplée du dia-
mètre B D au diamètre F H. Mais on a supposé

que le cône qui a pour base le cercle ABCD
et pour sommet le point L est au solide O en
raison triplée de BD à FH : donc le cône qui i
a pour base le cercle ABCD et pour sommet
le point L est au solide 0 comme la pyramide-
qui a pour base le polygone ATBVCXDY et
pour sommet le point L est à la pyramide qui i
a pour base le polygone EPFQGRHS et pour
sommet le point N : donc, en échangeant les
places des moyens ( pr0p. 16. 5), le cône qui
a pour base le cercle ABCD et pour sommet
le point L est à la pyramide qui a pour base. le
polygone ATBVCXDY et pour sommet le
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point N comme. le solide O est à la pyramide
qui a pour base le polygone EPFQGRHS et
pour sommet le point N. Mais le cône qui a
pour base le cercle ABC D et pour sommet le
point est plus grand que la pyramide ins-
crite; car le cône la comprend : donc le solide O

l est plus. grand que la pyramide qui a pour base
le polygone E P FQGRHS et pour sommet le-
point N; mais au contraire ce solide est plus
petit que cette pyramide; ce qui est impossible z
donc le cône qui a pour base le cercle ABCD
et pour sommet le point L n’est point à un
solide quelconque plus petit que le cône qui
a pour base le cercle EFGH et pour sommet
le point N en raison triplée de BD à FH.
Nous démontrerons semblablement que le cône

EFGHN n’est point à un solide quelconque
plus petit que le cône ABCDL en raison triplée
de FH à BD. Je dis enfin que le cône ABCDH
n’est point à un solide quelconque plus grand
que le cône EFGHN en raison triplée de BD
à FH; car s’il peut arriver que le cône AB C D L

soit à un. solide 0 plus grand que le cône
EFGHN en raison triplée de BD à FH, en
mettant les conséquens à la place des anté-
cédens et les antécédens à la place «les consé-

quens, le solide O sera. au cour: ABCDL
5
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en raison triplée de FH à BD. Mais le solide O
est au cône ABCDL comme le cône EFGHN
est à un splide plus petit que le cône ABCDL:
donc le cône EFGHN est à. un solide quel-
conque plus petit que le cône ABC DL en rai-
son triplée de F H à B D , ce qui a été démontré

’ impossible : dOnc le cône ABC DL n’est point

à un solide quelconque plus grand que le cône
EFGHN en raison triplée de BD à FH. Mais
on a démontré que le cône ABC DL n’est point

à un solide quelconque plus petit que le cône
EFGHN en raison triplée de BD à FH : donc
le cône ABCDL est au cône EFGHN en
raison triplée de BD à FH; mais un cône est à

un autre cône comme un cylindre est à un
autre cylindre; car un cylindre qui a la même
base qu’un cône et une hauteur égale est triple
de ce cône , puisqu’on a démontré qu’un cône

est la troisième partie du cylindre qui a la
même base et une hauteur égale (prop. I 1 . 12) :

donc ces cylindres semblables sont entr’eux en
raison triplée des droites BD , FH.
’ Donc les cônes et les cylindres semblables.
sont entr’eux en raison triplée des diamètres. des.

bases; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XIII.
THÉORÈME.

Si un cylindre est coupé par un plan parallèle
aux plans opposés , l’un de ces cylindres sera
à l’autre,cylindre comme l’aire du premier est

à l’axe du second. ’

Que le cylindre AD (fig. 216) soit coupé par
un plan GH parallèle aux plans opposés AB ,
CD , et que ce plan rencontre l’axe EF au point

K: je dis que le cylindre BG est au cylindre
GD cormne l’axe EK est à l’axe KF. ’

Prolongez de part et d’autre l’axe EF vers

les points L , M , et prenez autant de droites que
vous voudrez EN, NL égales chacune à l’axe

EK; prenez aussi autant de droites que vous
voudrez F0 , 0M égales chacune à l’axe F K;

parles points L, N , O , M conduisez des plans
parallèles aux plans AB , CD , et dans les plans

quipassent par les points L , N, 0 , M et
autour des centres L, N, O, M imaginez des
cercles PQ, R5, TV, XY égaux aux cercles
AB, CD; imaginez ensuite les cylindres QR,
RE, DT, TY. Puisque les axes LN, NE,
EK sont égaux entr’eux, les cylindres’QR,

RB , BG seront entr’eux comme leurs bases
4
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(prop. 1 1 . 12) ; mais les bases sont égales. : donc

les cylindres QR, RB, BG sont égaux entre
eux. Puisque les axes LN , NE , E K sont égaux
entr’eux , que les cylindres QR, RB , BG sont
aussi égaux entr’eux et que le nombre des
axes LN, NF, EK est égal au nombre des
cylindres QR, RB , BG , l’axe KL sera mul-
tiple de l’axe EK autant de fois que le cy-
lindre QG est multiple du cylindre GB. Par la
même raison , l’axe MK est multiple de l’axe

KF autant de fois que le cylindre YG est mul-
tiple du cylindre GD. Si l’axe KL est égal
à l’axe KM, le cylindre QG sera égal au cylin-

’ dre GY; si l’axe KL est plus grand que l’axe

KM, le cylindre QG sera plus grand que le
cylindre GY, et si l’axe KL est plus petit que

«l’axe KM , le cylindre QG sera plus petit que

le cylindre GY. On a donc quatre quantités,
savoir ,-les axes EK, KF et les cylindres B G , I
GD, et l’on a pris des équimultiples de l’axe

EK et du cylindre BG, savoir , l’axe KL et le
cylindre QG; on a pris aussi des équimultiples
de l’axe KF et du cylindre GD., savoir, l’axe

KM et le cylindre GY, on a démontré aussi
que si l’axe KL surpasse l’axe KM, le cylin-

dre Q G surpassera le cylindre GY, quasi l’axe
KL est égal à l’axe KM, le cylindre QG sera.

x
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égal au cylindre GY, et que si l’axe KL est plus

petit que» l’axe KM, le cylindre KM sera plus
petit que le cylindre GY : donc l’axe EK est à
l’axe KF comme le cylindre BG est au cylindre
GD (défi 4. 5); ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XIV.
l THÉORÈME.

Les cônes et les cylindres qui ont des bases égales

sont entr’eux comme leurs hauteurs.

Que le’s cylindres FD, EB (fig. 217) aient
des bases égales AB , CD : je dis que le cylin-
dre EB est au cylindre FD comme l’axe GH l

est à l’axe KL. l
Prolongez l’axe KL vers le point N , faites

LN égal à l’axe GH et autour de l’axe LN ima-

ginez le. cylindre C M. Puisque les cylindres
EB, CM ont la même hauteur , ces cylindres
sont entr’eux comme leurs bases (prop. I I . r 2) 5

mais leurs bases sont égales : donc les cylindres
EB, CM seront égaux entr’eux. Mais puisque

le cylindre FM est coupé par le plan CD pa- .
rallèle aux plans opposés, le cylindre CM sera
au cylindre F D comme l’axe LN est à l’axe KL.

Mais le cylindre CM est égal au cylindre EB et
l’axe LN égal à l’axe GH : donc le cylindre EB
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est au cylindre F D comme l’axe G H est à l’an,-

KL (prop. 15. la); mais le cylindre EB est
au cylindre FD comme le cône ABG est au-
cône CDK, car les cylindres sont triples des
cônes Ç prop. 10. 12) : donc l’axe GH est à l’axe»

KL comme le cône ABG est au cône CDK et
comme le cylindre EB est au cylindre FD, ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION KV.
THÉORÈME.

U

Les bases des cônes ou des cylindres égaur sont

réciproquement proportionnelles au hauteurs
de cônes de ces cylindres; et lorsque les bases
des cônes ou des cylindres sont réciproquement

proportionnelles aux hauteurs, les cônes ou les
cylindres sont égaux entr’eux.

Que les cônes et les cylindres dont les bases
I sont les cercles ABCD, EFGH (fig. 218),
dont les diamètres des bases sont les droites
AC , EG et dont les axes sont les droites KL,
MN sont en même tems les hauteurs des
cônes et des cylindres soient égaux entr’eux;

achevez les cylindres A0, EP : je dis que les
bases de ces cylindres A0, EP sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs; c’est-
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Mire que la base ABCD est à laibase EFGH
comme la hauteur MN est à la hauteur KL.

La hauteur KL est égale à la hauteur MN
où elle lui est inégale ; qu’elle lui soit d’abord

égale. Puisque le cylindre A0’est égal au cylin-

dre EP et que les cônes ou les cylindres qui
ont la même hauteur sont en’tr’eux comme leurs

bases (prop. I I . 12) , la’base ABCD sera égale

à la base EFGH z donc les bases sont récipro- s
quement proportionnelles aux hauteurs , c’est-:1 I
à-dire que ABCD est à EFGH comme la bau-f r37 -’ r”
teur M N est à la hauteur KL. Supposons à pré-
sent que la hauteur ’KL ne soit point égale à la

I hauteur MN et que la hauteur MN soit la plus
grande. De la hauteur MN retranchez la droite
QM égale à la droite KL et par le point Q
coupez le cylindre EP par le plan S T V pa-
rallèle aux cercles opposés EFGH, RPX, et
imaginez un cylindre ES dont la base soit le
cercle EFGH et la hauteur l’axe QM. Puisque
par suPposition le cylindre A0 est égal au cy-
lindre EP et que ES est un autre cylindre, le
cylindre A0 sera au cylindre ES comme le c’y-

lindre EP eSt au cylindre ES (prop. 7 . 5 Mais
le cylindre A0 est au cylindre ES comme la base
ABCD est à la base EFGH (prop. 1 I . 12), car
les cylindres A0, ES ont la même hauteur;

l

I

y r
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mais le cylindre EP est au cylindre ES comme la
hauteur MN est à la hauteur MQ prop. 1 5. I 2),
car le cylindre EP est coupé! par le plan TVS

est à la base EFGH comme la hauteur MN est
à la hauteur MQ, et la hauteur MQ est égale
à la hauteur KL : donc la base ABCD est à la
base EFGH comme la hauteur MN est à la
hauteur KL : donc les bases des cylindres A0 ,
EP sont réciproquement proportionnelles aux
hauteurs de ces cylindres.

A présent que les bases des cylindres A0 ,
EP soient réciproquement proportionnelles aux
hauteurs de ces cylindres , c’est-à-dire que la.

base ABC D soit à la base EFGH comme la
hauteur MN est à la hauteur KL : je dis que
leÏcylindre A0 est égal au cylindre EP.

Faites la même construction. Puisque la base
ABC D est à la base EFGH comme la hauteur
MN est à la hauteur KL et puisque la hauteur
KL est égale à-la hauteur MQ , la base ABCD
sera à la base EFGH comme la hauteur MN est
à la hauteur MQ; mais la base ABCD est à la
base EFGH comme le cylindre A0 est au cy-
lindre ES (prop. 1 1 . 12 ) , car ils ont la même
hauteur , et la hauteur MN est à la hauteur MQ
comme le cylindre] EP est au cylindre E S

.’t

i parallèle aux plans opposés; 31155.13 base ABCD ’ ’ "
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(prop. 15. 12) : donc le cylindre A0 est au
cylindre ES comme le cylindre EP est au cy-
lindre ES .: donc le cylindre A0 est égal au cy-
lindre EP ( prop. g. 5) : la démonstration sera
la même pour les cônes; ce qu’il falloit démon-

trer.
PROPOSITION XVI.

PROBLÈME.
Deux’ cercles concentriques étant donnés , décrire

dans le plus grand un polygone dont les côtés

soient égaux et pairs en nombre et qui ne tou-
che point le plus petit cercle.

Soient les deux cercles ABCD, EFGH
(fig. 21g) ayant le même centre K : il faut
dans le plus grand cercle ABCD décrire un
polygone dont les côtés soient égaux et pairs

en nombre et qui ne touche point le plus petit

cercle EFGH. VPar le centre K menez la droite BD; par le ,
point G menez la droite AG perpendiculaire
sur BD et prolongez cette droite vers le point
C.’ La droite AC touchera le cercle EFGH
(prop. 16. 5). Partagez la demi-circonférence
BAD en deux parties égales et sa moitié en
deux parties égales, et ainsi de suite jusqu’à
ce qu’il reste un arc plus petit que l’arc AD
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(prop. 1. 10). Qu’en ait cet arc et que cet arc
soit LD; par le point L conduisez sur BD la
perpendiculaire L-M ;, prolongez cette perpen-
diculaire vers le point N etimenez les droites
LD, DN 5 la droite LD sera égale à la droite
DN, et puisque la droite LN est parallèle à la
droite AC et que la droite AC touche le cercle
EFGH, la droite LN ne touchera point le cer-
cle EFGH, à plus forte raison les droites LD,
DN ne toucheront point ce même cercle : donc
si l’on applique à la circonférence ABC D, à

la suite les unes des autres , des droites égales
à la droite LD ( prop. 1. 4:, on décrira un
polygone dont les côtés seront égaux et pairs

en nombre et ne touchera point le cercle
EFGH; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION xv11.
PROBLÈME.

Deux splières concentriques étant données, dé- Y

cn’re dans la plus grande un polyèdreyquipæe-

douche point la surface de la plus petite.

Imaginez deux sphères qui aient le même
centre A (fig. 220) : il faut dans la plus grande
sphère décrire un polyèdre qui ne touche point

, j," . la suffacetdei lapins petite.
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Faites passer un plan quelconque par le centre

de cessphères , les sections seront des cercles ,
parce qu’une sphère étant engendrée par un

demi-cercle qui tourne autour de son diamètre
immobile ( défit 14. i I ) , dans quelque position

que nous concevions ce demi-cercle , le plan
prolongé de ce demi-cercle produira nécessai-

rement une circonférence de cercle sur la sur-
face de la sphère; et il est évident que cette
circonférence sera celle d’un grand cercle ,
parce que le diamètre de la sphère, qui est aussi

celui du demi-cercle, est la plus grande de
toutes les droites menées dans le cercle ou
dans la sphère (prop. I5. Supposons en
conséquence que BC DE soit un cercle de la
plus grande sphère et que FGH soit un cercle
de la plus petite; menez leurs diamètres BD,
CE de manière qu’ils soient perpendiculaires
l’un sur l’autre. Les deux cercles B C D E ,

F GH ayant le même centre , décrivez dans le:
plus grand BC DE un polygone dont les côtés
soient égaux et pairs en nombre et qui ne touche
point le plus petit-cercle FGH ( prop. 16. 12);
que les côtés de ce tpolngne qui sont dans le
quart de cercle BE soientBK, KL, LM, ME;
menez la droite RA que vous prolongerez vers

’N ; au point A et sur le plan du cercle BCDE

a
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élevez la perpendiculaire A0 rencontre la
surface de la sphère au point 0 , et par la droite
A0 et par chacune des droites BD, KN con-
duisez deux plans qui, d’après ce que nous
avons dit , produiront deux grands cercles dans
laüsurl’ace de la sphère. Supposons qu’on ait

ces deux grands cercles et que BOD, KON
en soient les moitiés , et que B D , KN en soient
les diamètres. Puisque la droite 0A est perpen-

I diculaire sur le plan du cercle BC DE , tous les
plans qui passeront par cette droite A0 seront
perpendiculaires sur.le plan du cercle BCDE
(prop. 18. Il) : donc les demi-cercles BOD,
K0N sont perpendiculaires sur ce. même plan;
et puisque les demi-cercles BED, BOD, KON
sont égaux , car leurs diamètres EC , BD , KN
sont égaux entr’eux , les quarts de leurs circon-

férences BE , B 0 , K0 seront égaux entr’eux:

donc les quarts de cercle BO, K0 contien-
dront chacun autant de côtés du polygone ins-
critgque le quart de cercle BE, et les côtés
contenus dans les quarts de cercles B0, K0
seront égaux aux côtés B K , KL , LM, ME,
chacun à chacun. Menez les côtés BP, PQ ,

QR, R0, K5, ST, TV, V0 et conduisez les
droites SP’, T .Q , VR , et des points P, S abais-

h sez des perpendiculaires sur le plan du cerclel
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BCDE; ces perpendiculaires tomberont dans.
les communes sections B D , K N " des plans-
des demi-cercles BOD, KON (prop. 58. 1 1),,
puisque ces plans sont perpendiculaires sur
le plan du cercle BCDE , par construction a
que ces perpendiculaires tombent donc sur ces.
communes sections et que ces perpendiculaires
soient PX, SY et menez la droite XY. Puisa
qu’on a pris les arcs égaux BP , K5 dans les.

demi-circonférences égales B 0 D , KON et
qu’on a mené les, perpendiculaires PX , SY, la,

droite P X sera égale à la droite SY et ladroita.

BX égale à la droite KY. Mais la droite totale
’ BA est égale à la droite totale KA: donc la

droite restante XA est égale à la droite restante

YA: donc BX està XA comme KY estàYA:
donc la droite XY est parallèle à la droite KB

( prop..2. 6); et puisque chacune des droites
PX , SY est perpendiculaire sur le plan du
cercle BCDE , la droite PX sera parallèle à la
droite YSY ( prop. 6.) 1); mais on. a démontré

.que ces droites sont égales: donc les droites
YX , SP sont égales et parallèles (pr. 55. 1 1);
et puisque la droite X est parallèle à la droite
SP et à la droite KB , la droite SP sera parallèle
à la droite KB (prop? 9. 1 i) ;l mais ces droites

E e
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sont jointes par les droites BP, K5 : donc le
quadrilatère KBPS est dans un seul plan , car
siadeux droites sont parallèles et si dans cha-
cune de ces droites on prend des points quel-
conques ,v lesldroites qui joignent ces points
sont dans le même plan que ces parallèles
(«prop. 7.1i Par la même raison l’un et
Faune des quadrilatères SPQT, TQRV sont
dans un? seul plan; mais le triangle VRO est
aussi dans un seul plan (prop. 2. t I) : d0nc si
des .pôints’e’P,"8",i Q3 T, R , V on conçoit des

droites menées au’point A, onraura construit

entrer les arcs DO , K0 un certain polyèdre
composé des pyramides dont les hases seront
les quadrilatères KBPS, SPQT, TQRV et le
triangle. VRO et dont le sommet commun sera
le point A. si sa Chacun des côtés KL, LM,

nous faisons la même construction que
nous avons faites Sur-le côté KB, si irons faisans

ensuitela même chose dans les autres quarts
de cercle et dans’l’autrelié’misphère , nous au-

rons inscrit dans la sphère un certain polyèdre
qui sera composé des pyramides dont les bases
sont les’quadrilatères KBPS, SPQT, TQBV et

le triangle V30, et les quadrilatères et les trian-
gles correspondans à ces quadrilatères et à ce
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triangle et dont le sommet t commun sera le
point A.

Je dis à présent que ce polyèdre ne touche
point la sur-face de la petite sphère dans laquelle
est le cercle FG H. Du point A menez la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatère
KBPS (prop. I t. Il) , que cette perpendicu-
laire rencontre ce plan au point Z et menez les
droites BZ, ZK. Puisque AZ est perpendicu-
laire sur le plan du quadrilatère KBPS, elle
sera perpendiculaire sur toutes les droites qui la
rencontrent et qui sont dans ce plan (défi 5. i 1):’

donc AZ est perpendiculaire sur l’une et l’autre

des droites BZ, ZK; mais puisque AB est égal
à AE, le quarré de.AB sera égal au quarré de

AK; mais les quarrés des droites AZ , ZB sont
égaux au quarré de AB ( prop. 47 . 1), car l’angle

en Z est droit par construction , et les quarrés
de AZ , ZK sont égaux au quarré de AK : donc
les quarrés des droites AZ , ZB sont égatm aux

quarrés des droites AZ, ZK. Retranchant le
V quarré de AZ qui est commun , le quarré de BZ

sera égal au quarré de ZK a. donc la droite BZ
est’égale à la droite ZK. On démontrera sem-

blablemengque les droites menées du point Z
aux points P , S sont égales chacune à l’une et
à l’autre des droites BZ, ZK: donc le cercle

a
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décrit du centre Z et’avec un intervalle égal à

une des droites ZB , ZK passera aussi par les.
points P, S z donc le quadrilatère KBPS sera a
inserit dans un cercle; et puisque la droite KB
est plus grande que la droite’YX et que la;
droite Y X est égale-à, la droite SP , la droite
KB sera plus grande que la droite SP. Mais lai .
droite KB- estivégale àl’une et à l’autre des

. droites K5; BP : donc l’une et l’autre des droites

.KS, BP sont plus gmndes que la droite SP.
Puisque le quadrilatère KBPS est décrit dans
un,cercle et que les droites KB , BP, K5 sont
égales , que la droite P5 est plus petite’et que
la droite B’Z-est menée du centre du cercle, le

À 5 j a la v quarré de K3 sera plustgrand que le double, du
fr quarré de B Z3 Du point K menez la droite KA’

perpendiculaire sur BD. Puisque la droite BD
est plus petite que le double de DA’ et que DB
est à ’DA’ cOmme le rectangle compris sous DE,

BAC est au rectangle compris sous DA’, A’B
(prop; nô) , si l’on décrit un quarré sur BA’

et sisur -A’D on complète le parallélogramme
rompus sous A’D, A’B, le reètangle compris sous

.DB, BA’.scra.plus.petit que le double de celui qui

est compris sous ’D A’, A’B. Menez la droite

KD. Le parallélogramme compris sous DE, BA’

sera égal au quarré de’KB ( prend. 6) , et le
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parallélogramme’compris sous DA’, A’B. égal

au quarré de KA’ : donc le quarré de KB est

plus petit que le double du quarré de KA’;
mais le quarré de KB est plus grand que le
double du quarré.de BZ: donc le quarré de
.KA’ est plus grand que le quarré de BZ ;’et puis-

que BA,est égal à KA ,i le quarré de BA sera

égal au quarré de KA. Mais les des
droites BZ, ZA sont égaux au quarré de la
droite BA (prop. 47. 1), et les quarrés des
droites KA’, A’A égaux au quarré de la droite

KA : donc les quarrés des droites BZ , ZA sont
égaux aux quarrés des droites KA’, A’A; mais

le quarré de KA’ est plus grand que le quarré

de BZ : donc le quarré de A’A est plus petit

que le quarré de ZA : donc la droite AZ est
plus grande que la droite AA’ : donc la droite

:AZ est à plus forte raison plus grande que la
droite AG; mais la (licite AZ est une perpendi-
culaire sur une des ’ u polyèdre et la droite
A-G estun rayon de la plus petite sphère : a "C
cepolyèdre ne touche point la surface de la
plus petite sphère.

AUTREMEN,T.
A Nous allons démontrer autrement et d’une:

manière plus prompte que la droite AZ est plus

5

4;;act’)’
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grande que la droite AG. Du point G conduisez:
une perpendiculaire GL sur A G et menez AL.
Puisque si l’on partage en deux parties égales
l’arc EB et la moitié de cet arc en deux parties

égales et ainsi de suite, ilrestera enfinaun cer-
-» tain arc plus petit,que celuiyd’c la ’circonfé-S

rence du cercle BC D qui est soutendu par une
droite égale à la droite GL ( prop. 1 . 10). Qu’on

ait cet arc et que cet arc soit KB , la droite KB
’ est plus petite que la droite GL; mais puisque

le quadrilatère BKSP est inscrit dans un cercle
et que les droites PB, BK, K5 sont égales et
que la droite P5 est plus petite que chacune de
ces droites, l’angle BZK sera obtus : donc la
droite BK sera plus guinde que la droite BZ;
mais la droite GL est plus grande que BK par
construction : donc à plus forte raison la droite
GL sera plus grande que la droite BZ et par con-
séquent le quarré de GL sera plus grand que le
quarré de BZ; mais puisque la droite AL est égale

à la droite AB, le quarré de AL sera égal au quarré

de AB, mais les quartés des droites AG, CL sont
A égaux au quarré de la droite AL et les quarrés

des droites BZ, ZA sont égaux aux quarrés de
la droite AB : donc les quarrés des droites AG,
GL sont égaux aux quarrés des droites BZ, ZA;
mais le quarré’de BZ estplus petit’que le quarré
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de GL : donc le quarré de ZA est plus grand
que le quarré de AG : donc la droite AZ est

plus grande que la droite AG. ,
Donc , deux sphères concentriques ayant été

données , on a décrit dans la plus grande URAPO?

lyèdre 7Élu-ne touche pas la surface de la plus
petite; ce qu’il falloit faire. -

COROLLAIRE.
Si l’on décrit dans une autre sphère un polyèdre

semblable à celui qui est décrit dans la sphère
BCDE , le. polyèdre décrit dans le sphère BCDE

sera au polyèdre qui est décritdaus une autre
sphère en reison triplée du diamètre de la
sphère BC DE au diamètre de l’autre sphère;

car ayant divisé ces polyèdres en pyramides
égales en nombre et dans le même ordre , on
aura des’pyramides semblables. Mais les pyra-

mides semblables sont en raison triplée des
côtés homologues ( cor. 8. 12) : donc la pyra-

mide qui a pour le quadrilatère KBPS et
pour sommet le point A sera à la pyramide cor-
respondante de l’autre sphère en raison triplée t
d’unp côté de la première au côté homologue de

la seconde, c’est-à-dire en raison triplée du

rayon AB de la sphère qui a pour centre le
, oint Aau ra on de l’autre s hère. Semblable-w

and, AV anal ne griizèlxan p ’ t "



                                                                     

445 É L È M E N s
ment chacune des pyramides comprises dans
la sphère qui a pour centre le point A sera à
chacune des pyramides du même ordre coma
prise dans l’autre sphère en raison ’triplée du

rayon AB au rayondell’autre sphère. Mais un
des antécédens. est à un’des conséquens comme

tous les antécédens sont à tous les conséquens

(prop. 12. 5) : donc le polyèdre total compris
dans la sphère a pour centre le point A est
au polyèdre total compris dans l’autre sphère

en raison triplée du rayon au rayon de
l’autre sphère , c’est-à-dire en raison triplée du

diamètre A13 au diamètre de l’autre sphère à ce

qu’il falloit démontrer. i

f PROPOSITION-JUIN.
a THÉORÈME.

U

Les sphènes sont entr’elles en raisons triplées X’.

de leurs diamètres.

Imaginez les sphères ABC , DEF ( 221)
dont les diamètres sont les droites BC , EF : je
dis que la sphère ABC est à la Sphère DEF en
raison triplée du diamètre BC au. diamètre EF.

Car si cela niest point, la sphère ABC sera
à une’sphère plus petite ou à une sphère plus

grande que la sphère DEF en raison triplée de
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BC à EF. Supposons d’abord que la sphère ABC

soit à une sphère plus petite , savoir à la sphère

GHK en raison triplée de BC à EF. Imaginez
la sphère DEF placée autour du même cen-
tre que la sphère GHK; décrivez. dans la plus.

d hl DEF 1 éd. 7* Jeté A0210"!grau e sp ere un po y re queue ton Il,
che point la surfaceide la plus petite sphère V
GHK (prop. 17. m),- et dans la sphère ABC
décrivez un polyèdre semblable à celui qui est
décrit dans la sphère DEF; le polyèdre ins-
crit dans la sphère ABC sera au polyèdre inscrit
dans la sphère DEF en raison triplée de BC à

EF (cor. l7. 12); mais , par supposition, la
sphère ABC est à la sphère GHK en raison
triplée de BC à EF : donc la sphère ABC est à

q la" sphère GHK comme le polyèdre inscrit dans
la sphère ABC est au polyèdre inscrit dans la
Sphère DEF (prop. Il. 5) : donc en échan-
geant les places des moyens la sphère ABC sera
au polyèdre inscrit dans cette sphère comme
la sphère GHK est au polyèdre inscrit dans la
sphère DE Fi; mais la sphère ABC est plus
grande que le polyèdre qui lui est inscrit : donc
la sphère GHK est plus grande que le polyè-
dre inscrit dans la sphère DEF; mais au con-
traire il est plus petit, car il est inscrit dans
cette sphère, ce qui est impossible z donc la.
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sphère ABC n”est point à une sphère plus petite

l que la sphère DEF en raison triplée de BC à
E F. Nous démontrerons semblablement que la
sphère’ DEF n’est point à une sphère plus

petite que la sphère ABC en raison triplée de
EF à BC. Je ldis de plus que la sphère ABC
n’est point à une sphère plus grande que la
sphère DEF en raison triplée de BC à.EF; car

si cela peut se faire , supposons que la sphère
ABC soit à une sphère plus grande que la sphère

DEF, savoir à la sphère LMN en raison triplée
de BC à EF; en mettant’les conséquens à la
place des antécédens et les antécédens à la

place des conséquens, la sphère LMN sera à
la sphère ABC en raison triplée du diamètre A
EF au diamètre BC. Mais la sphère LMN est
à la sphère ABC comme lasphère DEF est a
une sphère plus petite que la sphère ABC , ainsi
que cela a été démontré, puisque la sphère LMN

est plus grande que la sphère DEF : donc la
sphère DEFyestà une sphère plus petite que
la sphère ABC en raison triplée de EF à BC;
ce qui a été démontré impossible : donc la

sphère ABC n’est point à une sphère plus
grande que la sphère DEF en raison triplée
de BC à EF; mais nous avons démontré que
la sphère ABC n’est point à une sphère plus
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petite que la sphère DEF en raison triplée de I
AB à EF :’ donc la sphère ABC est à la sphère

DEF en raison triplée de AB à EF; ce qu’il
falloit démontrer.

YIN DU DOUZIÈMI ET DERNIER LIVRE.
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SUPPLÉMENT
a LA GÉOMÉTRIE D’EUCLIDE.

x

DÉFINITION&.

r. U N cercle est une surface plane comprise
dans une seule ligne qu’on appelle circonfé-

rence et qui est telle que toutes les droites
menées à cette ligne d’un des’points qui sont

placés dans la figure sont égales entr’elles.

2; Ce point s’appelle le centre du cercle.
5. Un diamètre est une droite menée par le

centre et terminée des deux côtés par la circon-

férence du cercle. * ’
4. Un rayon est une droite menée du centre

à la circonférence. i s

i5. Une corde est une droite menée d’un
point de la circonférence à un autre point sans
passer’par le’centre.

6. Un arc est une portion de la circonfé-

rence. v I . v7. Un secteur est une figure comprise entre
deux rayons qui font un [angle et la circonfé-

rence du cercle. i A H ’
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8. Un segment de cercle est une figure com:

prise entre une corde’et la circonférence du
cercle.
. 9. Les secteurs net les segmens circulaires
sont semblables lorsque les rayons qui com-
prennent leurs arcs sont égaux.

10. Un cylindre est un solide contenu sous
deux cercles égaux et parallèles et sous la sur-
face décrite par une droite qui se meut sur les
circonférences de ces cercles parallèlement à
la droite menée par les centres de ces mêmes
cercles , jusqu’à ce qu’elle soit revenue au:
même endroit d’où elle étoit partie.

1 1 . Les deux cercles égaux et parallèles
s’appellent les bases du cylindre. l

’ 12. La surface décrite par cette droite s’ap-

pelle la surface convexe du cylindre.
1 5. La droite menée par les centres des deux

bases s’appelle l’axe du cylindre.

14.. Lorsque l’axe est perpendiculaire sur les

bases, on dit que le cylindre est droit; on dit
qu’il est oblique lorsque l’axe n’est point per-

pendiculaire sur les bases. A
I5. On peut définir le cylindre droit en di-

sant, que le cylindre droitæst un solide com-
pris sous la surface décrite par trois côtés d’un

parallélogramme rectangle tournant autour de
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son quatrième côté qui reste immobile jusqu’à

ce que ce rectangle soit revenu. au même en;
droit d’où il étoit parti.

16. Un cône est un solide. contenu sous un
cercle et sous la surface décrite par une droite
qui se meut sur la circonférence de ce cerèle
en tournant autour d’un point immobile placé
au-dessus de ce même cercle, ’ÎuSqu’à’ ce que

cette droite soit revenue au même endroit’d’où

elle étoit partie. ’ ’ ” * , Ü ’

17. Ce cercle s’appelle la base du cône. I
18. La Surface décrite par la droite qui tourne

autour d’un point immobile et sur la circonfé-

ronce de la base s’appelle la surface 1convexe du

cône. - " A V l ""*”1 . Le oint immobile s’a elle le sommet

du cgônm ’l H "H:
2o. La droite menée du sommet sur Il! centre

de sa base s’appelle l’axe duit-rêne. - ”’ ’

a! . Èorsque l’axe est perpendiculaire sûr la

base , on dit que le cône est. droit; on dit qu’il
est oblique lorsque l’axe n’est point perpendi-

culaire sur la’ïbase’. ’ I V l h ”
un; espar-arasant tassa-suroit en disant
quelle cône droit est un’sdidè’ contenu sous la

surface. décrite-r par deux d’un triangle
rectangle tournant autour d’un des côtés dé.-

Ff

4
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l’angle droitqni reste immobile jusqu’à ce que ’

ce triangle soitrevenu au même cndroitd’où il
étoit parti.

a5. Lescylindres droits et les cônes droits
sont semblables lorsque leurs axes et les dia-
mètres de leurs bases sont proportionnels ; les
cylindres obliques et les cônes obliques sont
semblables lorsque leurs axes et les diamètres
de leurs bases sont proportionnels et que leurs
axes sont également inclinés sur les bases.

24. Une sphère est un solide contenu sous
la surface décrite par l’arc d’un demi-cercle

tournant autour de son diamètre immobile
jusqu’à, ce que ce demi-cercle soitteVenu au
même endroit d’où il étoit parti.

. 25. L’axede la sphère est cette’ droite immo-

bile autour de laquelle tourne le demi-cercle..
,26. Les extrémités de l’axe s’appellentvles

pôles de la sphère..’ . 1’ .v .L ’
27. Le centre. de la sphère est le même que
celui du demie-cercle. .. : .1 a » i
4 38. La surface. décrite par la. demirdrcon-

férence est la surface de la sphère: A ,. .

.lilag. On appelle zôneJa surface décrite par
un, arc qui est plu-spath que la demi-eniconfé-
rence et dont une des extrémités n’est-point

un des pôles ciels sphère.- 7m ,. I
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50. Un secteur sphérique est un solide con-
tenu sous la surface décrite par’l’arc et par un

des rayons d’un secteur circulaire tournant au-
tour de son autre rayon jusqu’à ce que Ce Sec-

tem circulaire soit revenu au même endroit
d’où étoit parti; a I u a

5 r . Un segment sphérique est un solidecbn-
tenu sous la surface décrite par le demi-Rare et
par la demi-corde d’un segment circulaire tour-
nant autour d’un rayon perpendiculaire sur la
corde de cet are jusqu’à cezque ce demi-seg-
ment circulaire soit revenu au même endroit

d’où il étoit parti. L ’
52. On appelle calotte de sphère la surface

décrite par le demi-arc du secteur circulaire. y
55. La hauteur d’un segment sphériquè”est

la partie du rayon immobile qui est comprise
entre l’arc et la corde du secteur circulaire;-

54. Les secteurs et les segmens- sphëqâqués

sont semblables lorsque les senteurs et les sago-
.mens circtilaires qui’les onttengend’rés: sOnt

semblableswv t I -’ 7 ’ ’ ’ t
. I

la
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PROPOSITION PREMIÈRE;

’ THÉORÈME. V
[Si un polygone est inscrit dans un cercleÏ il est

évident que le contour du polygone inscrit est
plus petit que la circonférence du cercle.

Car chaque côté du polygone inscrit est plus
petit que l’arc qu’il soutend.

Archimède, de la sphère et du cylindre
(prop. 1 , liv. 1 ).

PROP’OSITIyON Il.
v T n 1’: o a i: m E. v

Si un polygone estcirconscrit à un cercle, le con-
tour, de ce polygone est plus grand, que la cit-g

. conférence de ce cercle.

a. ,.S.oit.ABCDE (fig.222) un polygonecircons-

crit au cercle RSTV-X : je dis que le contour
du Polygone ABC-DE est plusgrand que la
câæonfe’rence du cercle RSTVX.’ -

1, Car puisque les deux droites XA , A11 com-
prennent l’arc XR et qu’elles ont les mêmes

extrémités X, B que cet àrc , les deux droites
KA, A11 sont plus grandes que l’arc XR. Pareil-

lement les deux droites RE, BS sont plus grandes
que l’arc R5. Les deux droites SC , CT sont aussi

plus grandes que l’arc 5T; les deux droites
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TD, DV plus grandes que l’arc TV, et enfin
les deux droites VE, EX plus grandes que
l’arc VX : donc le contour total du polygone
circonscrit est plus grand que la circonférence
entière (r); ce qu’il falloit démontrer.

Archimède , de la sphère et du cylindre

(prop. 2 , liv. I

(l) Il est évident que le contour du polygone ins-
crit dans un cercle est plus petit que la circonférence
de ce cercle; mais il n’est pas également évident que le

q contour du polygone circonscrit à un cercle soit plus
grand que la circonférence de ce cercle; ettous les
efforts que l’on feroit pour démontrer cette proposi-
tion, qui est cependant incontestable, se réduiroient
à démontrer qu’un polygone circonscrit est toujours

plus grand. qu’un polygone inscrit. Pour démontrer
cette proposition Archimède pose en principe que
deux droites qui comprennent un arc et qui ont les
mêmes extrémités que cet arc sont plus grandesiquo
cet arc ; si Archimède n’a pas démontré ce principe,
qui n’est point évident par lui-même , c’est parce qu’il

est impossible de le démontrer d’une manière satisfai-
pante. C’est sans doute à cause du défaut de l’évidence

de cette proposition et à cause de l’impossibilité de la

démontrer rigoureusement, qu’Euclide n’a’ point-fait

usage de cette proposition, sans laquelle il lui a été
impossible de démontrer plusieurs théorèmes impoxs

tans concernant le cercle, le cylindre, le cône et la
sphère.

5
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PROPOSITION 11L.
lTHËORÊME.’

Si Jeux cercles sont concentriques. et si les côtés
d’un polygone régulier inscrit dans le plus grand l

cercle ne touchent point la circonférence du plus ’

. petit, le contour de ce polygone est plus grand
que la circonférence du plus petit cercle.

Soient FG HIK, LMNPQ 222) deux
cercles mussassions; et LMN PQ napolygone
régulier inscrit dans le plus grand, de manière I
que les côtés de ce polygone ne touchent point
la circonférence du plus petit cercle : je dis que
le contour du polgone LMN PQ est plus grand
que la: circonférence FGHIK. i

Directive O menez sur les côtés du poly-
gone LMNPQ les. Herpendiwlaires ORS 05’,
OT’, .0 Y’, 0 X’, et par les points ou ces pet-peu.

diculaires rencontrent la circonférence FGHIK
menez les tangentes AB, BG, CD, DE, EA;
ces tangentes seront les côtés d’un polygone

régulier circonscrit au cercle FGHI K.
Puisque les triangles semblables L0 M,

AOB le côté 10L est plus grand que le côté
0A, le côté LM sera plus grand que le côté
AB. On démontrera de la même manière que
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les autres côtés du polygone LMNPQ sont
s plus grands que les.côtés correspondant; du po-

lngne ABCDE :donc le contourdu polygone
LMNPQ est plus grand que le contour du po-
lygone ABCDE; le contour du polygone
ABC DE est plus grand que la circonférence
FGHIK : donc à plus forte raison le contour
du polygone LMNPQ est plus grand que la
circonférence FGHIK. i
l Donc si deux cercles sont concentriques

et si les côtés d’un polygone régulier inscrit

dans le plus grand cercle ne touchent point
la circonférence du plus petit, le contour de
ce polygone sera plus grand que la circonfé-
rence du plus.petit cercle; ce qu’il falloittdé-fi-

montrer.

PROPOSITION 1V.
PROBLÈME.

Deux cercles étant concentriques ,’ inscrire dans

le plus grand un polygone régulier d’un nombre

pair de côtés qui ne touche point. la circonfé-r

rence du plus petit. i
Soient les deux cercles concentriques ABCD,

EFGH 225) : il faut dans le plus grand
cercle ABCD inscrire un polygone régulier

4
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d’un nombre pair de côtés qui ne touche point

le plus petit cercle EFGH. t .
Par le centre K conduisez la droite BD, et

par le point G menez la droite AG perpendicu-
laire sur la droite B D et prolongez cette droite
vers le point C. La droite AC touchera le cer-
cle EFGH. Partagez la demi-circonférence BAD
en deux parties égales et sa moitié en deux.
parties égales, et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il

restesun arc plus petit que l’arc AD. Qu’on ait

cet arc et que’cet arc soit LD ; du point L con-

duisez sur la droite BD laperpendiculaire LM;
prolongez cette perpendiculaire vers le point N
et menez les droites LD, DN; la droite LD
sera egale à la droite DN; et puisque la droite
LN est parallèle à la droite AC et que la droite .
AC touche le cercle EFGH, la droite LN ne
touchera point le cercle EFG H; et à plus forte
raison les droites LD , DN ne toucheront point
ce même cercle E FG H: donc si l’on applique

sur la circonférence ABED , à la suite les unes
des autres , des droites égales à la droite LD ,
ondécrira un polygone régulier d’un nombre

pair de côtés qui ne touchera point le cercle
El? 61:1; cejqu’il falloit faire.

1.
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PROPOSITION V.
PROBLÈME.

Deux secteurs circulaires semblables et concen-
triques étant donnés , inscrire dans le plus grand

(une portion de polygone régulier qui ne touche
point l’arc du plus petit.

Soient les deux secteurs semblables et con-
centriques IKD, HKG (fig. 225,) : il faut ins-
crire dans le plus grand une portion de polygone
régulier qui ne touche point l’arc du plus petit.

’ Par le centre K conduisez la droite BD et
par le point G menez la droite AC perpendi-
culaire sur la droite BD; partagez l’arc ID en
deux parties égales et sa moitié en deux parties
égales , et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il reste

un arc plus petit que. l’arc AD. Qu’on ait cet

arc, et que cet arc soit LD; du point L con-
duisez sur la droite BD la perpendiculaire LM,
prolongez cette perpendiculaire vers le point
N et menez les droites LD, DN ; la droite LD
sera égale à. la droite DN ; et puisque la droite
LNest parallèle à la droite AC et que la droite
AC touche le cercle EFGH , la droite LN ne

A itouchera point le cercle E F G H; et àplus forte
raison les droites LD, DE ne toucheront point

l
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le même cercle EFGH z donc si l’on applique
sur l’arc ID, à la suite les uns des autres des
droites égales à la droite LD, on décrira une

portion de polygone régulier qui ne touchera
point l’arc HG ; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION V1.
PROBLÈME.

Beur cercles étant concentriques, circonscrire au
plus petit un polygone régulier dont les côté;

soient en nombre pair et ne rencontrent point
la circonférence du plus grand.

Soientles deux cercles concentriques LMNPQ,
FiGHIK (fig. 222) : il faut au plus petit cercle
FGHIK circonscrire un polygone régulier dont
les côtés soient pairs en nombre et ne rencon«»

trent point la circonférence du plus grand cela
cle L M N P Q.

Dans le grand cercle LM N P Q inscrivez un
polygone régulier dont les côtés soient pairs en

nombre et ne touchent point la circonférence
du plus petit cercle. Circonscrivez ensuite au
plus petit cercle un polygone semblable au po-
lygone inscrit. Il est évident que le polygone
circonscrit au plus petit cercle sera un poly-
gone régulier dont les côtés seront pairs en
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nombre et ne rencontreront point la circonfé-
rence du plus grand cercle; ce qu’il falloit faire.

PROPOSITION VIL

PROBLÈME. I
Deux secteurs circulaires , semblables et concen-

I triques étant donnés], circonscrire au plus petit
une portion de polygone régulier dont les côtés

ne rencontrent point l’arc du plus grand.

Soient les deux secteurs circulaires sembla--
bles et concentriques IKD, HKG (fig. :25) :
il faut circonscrire au plus petit une portion de
polygone régulier dont les côtés ne rencon-
trent point l’arc du plus grand.

Dans le plus. grand secteur inscrivez une
portion de polygone régulier dont les côtés ne
touchent point l’arc du plus peut secteur. Cir-
conscrivez ensuite à l’arc du plus petit secteur
une portion de polygone semblable à la portion
du polygone régulier inscrit dans le plus grand

secteur. ’
Il est évident que la portion de polygone

circonscrite au plus petit secteur sera une por-
tion de polygone régulier dont les côtés ne rene

contreront point l’arc du plus grand secteur;

ce qu’il falloit faire. ’

’ v l
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PROPOSITION VII-I.
THÉORÈME.

Les circonférences de cercles sont entr’elles

comme leurs diamètres.

Soient les deux cercles A B C D , E FG H
(fig.224) : je dis que le diamètre BD est au.
diamètre FH comme la circonférence ABC D
est àla circonférence EFGH.
’ Car si cela n’est point, le diamètre BD sera

au diamètre F H comme la circonférence ABCD

est à une circonférence plus petite ou à une
circonférence plus grande que la circonférence
EFGH. Supposons. d’abord, si cela est possi-
ble , que le diamètre BD soit au diamètre FH
comme la circonférence ABCD est à une cir-
conférence plus petite ,’ savoir, à la circonfé-

rence concentrique RSTV. Inscrivons dans le
cercle EFGH un polygone régulier EIFKGLHM

dont les côtés soient pairsen nombre et ne
touchent point la circonférence RSTV; ins-
crivons ensuite dans le cercle ABC D un poly-
gone semblable A N B O C P D Q , le diamètre
BD sera au diamètre F H comme le polygone
ANBOCPDQ est au polygone EIFKGLHM;
mais par supposition le diamètreBD est au dia-
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mètre FH comme la circonférence AB CD est à

la circonférence R ST V : donc la circonférence

ABC D est à la circonférence RSTV comme
le polygone A N B O C P D Q est au polygone
El F KGLHM : donc , en échangeant les places
des moyens , la circonférence ABCD sera au po-
lygone ANBOCPDQ comme le cercle RSTV.’
est au polygone El F KGLHM; mais la circon-
férence AB C D est plus. grande que le contour
du polygone AN B O C P D Q qui lui est inscrit : «

donc la circonférence RSTV est plus grande
que le contour du polygone EIFKGLHM; mais
au contraire la circonférence RSTV est plus
petite que le contour du polygone EIFKGLHM ;’

ce est impossible : donc le diamètre BD
n’est point au diamètre FH comme la circon-
férence ABCD est à une circonférence plus
petite que la circonférence EFG H.

Je dis à présent que le diamètre BB n’est
point au diamètre FH comme la circonférence
ABCD est à une circonférence plus grande que
la circonférence EFGH. Car supposons que le
diamètre BD soit au diamètre F H comme la

. circonférenœ AB C D est à une circonférence

plus grande que la circonférence EFGH , savoir;
a la circonférence . concentrique R’S’T’ V’. .Cll’?

conscrivons au cercle E F G H un polygone
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régulier dont les côtés soient pairs en nOmbre et
ne rencOn’tre’nt point la circonférence R’ S’T’ V’.

Circonscrivons au cercle ABCD un polygone
semblable .- Le diamètre BD est au diamètre F H

comme le contour du polygone circonscrit au
cercle ABCD est au contour du polygone cir»
conscrit au cercle EFGH; mais par supposia-
tien le diamètre BD est au diamètre EH comme
la circonférence’ABCD est à la circOnférenCe

l R’ S’T’ V’ z donc la circonférence ABCD est à

la circonférence R’ S’T’V’ comme le contour

du polygone" circonscrit au cercle ABCD est
au contour du polygone circonscrit au cercle
EFGH : donc en échangeant les-places des
moyens , laJcirconférenee iABGDIest au con-s
tour du polygone qui lui est circonscrit comme
la circonférence R’S” T’ W est ’aùucOntom- du

polygone oircOnsorit au cercle EFGH; mais la
circOnférence ABCD est plus. petite que le
contour du polygone qui lui circonscrit:
donc la circonférence W S’ T’. V’ est plus petite

que le contour du pbly’géne circonscrit au cer-

A 11:); f” "et; EFGH; mais cette encenfàence est nu-
le - contraire plus grande; ce .qui’estr impossible:

’ r ’,"donc le diamètre BDn’est pointai: diamètre EH

comme la circonférence ABCD est à une cir-
conférence plus grande que la circonférence
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EFGH; mais on a démontré que le diamètre
A!) n’est point au diamètre FH comme la cin-
conférence ABCD est à une circOnférence plus

petite que la circonférence EFGH: donc le
diamètre AB est au diamètre FH comme la
cirèonférence ABCD est à la circonférence

EFGH; t
Boucles circonférences de cercles sont entre

elles comme leurs diamètres; ce qu’il falloit dé-

montrer. I
c o n o L L A I n n.

Puisque leslcirconférences de cercles sont
entr’elles comme leurs diamètres, et que par
conséquent les diamètres des cercles sont entre
eux comme leurs circonférences , il est évident
que si l’onICOnnOiss’oit le diamètre d’un cer-

cle et sa circonférence , on trouveroit la cir-
conférence d’e tout autre cercle dont le dia-
mètre ser’oit connu , en faisant la prOportlon

suivante : Le diamètre du cercle-dont on con-Â
noît la circonférence est à lai-circonférence de

ce 081’018 comme le diamètre du cercle dont
’ cane connoît pas la circonférence est à la cir-

conférence de ce cercle. Si l’on vouloit trouver
le diamètre [d’un cercle dont on Iconnoltroit
la circonférence , on. feroit la proportion sui-
Vantè a: La circonférence du cercle dont on
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connoît le diamètre est au diamètre de ce cercle

comme la circonférence cdnnue du cercle dont
on ne connaît pas le diamètre est au diamètre

de ce cercle. Mais il est impossible de trouver
exactement la longueur de la circonférence d’un

l cercle dont le diamètre est connu; et il est éga-

lement impossible de trouver exactement le
diamètre d’un cercle lorsque la longueur de sa

’ circonférence est donnée.

PROPOSITION 1X.
-THI’10RÈ’ME.

Un cercle étant donné, on peut lui. circonscrire
un polygone régulier et lui inscrire un polygone
semblable, de manière que la dw’érence des

contours de cesldeuæ polygones soit pût: petite
qu’une droite donnée quelque petite qu’elle soi t.

r Soit ABCDEF (fig. 225) le cercle. donné et N
la droite donnée : je dis qu’on peut circonscfire

àce cercle un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de manière que la diffé-

rence descontours de ces deux polygones soit
plus petite que la droite donnée N.

Circonscrivonsau. cercle ABC-DEF un po-
lygone régulier A’B’C’ D’ E’F’ «inscrivons-lui

un polygone semblable, de manière que leurs
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côtés soient parallèles , et du centre O menons
la droite OG’ perpendiculaire sur le côté A’B’

du polygone circonscrit; cette droite sera aussi
perpendiculaire sur le côté AB du polygone
inscrit , à cause que les côtés de ces deux poly-

gones sont parallèles. Puisque les contours des
polygones réguliers et semblables sont entr’eux

comme les perpendiculaires menées de leurs
centres sur leurs côtés, le contour du poly;
gone ABCDEF sera au contour du polygone
A’B’C’D’E’F’ comme la droite 0G est à la

droite OG’. Si nous circonscrivons au cercle
ABCDEF un polygone régulier dont le nom-
bre des côtés soit double, et si nous lui ins-
crivons un polygone semblable, si nous con-
tinuons (le faire toujours la même chose, et si
nous appelons P’ le contour d’un des polygones

circonscrits et P le contour du polygone ins-
crit qui lui est semblable; si nous appelons 11’
la perpendiculaire menée du centre sur un des
côtés du polygone circonscrit et R la perpen-
diculaire menée ducentre sur un des côtés du

polygone inscrit , nous aurons la proportion
suivante :

P’ : P il R’ : B.

ou bien
P’---P: P z: R’a-R :R.

G g
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Cette dernière proposition donnera l’équation

sulvante l .- P x ( 11’ - R)
P’-P

R

Mais puisque la quantité PUY-B qui est la diffé-

rence de la perpendiculaire menée du centre
sur un côté des polygones circonscrits et de la
perpendiculaire menée de ce même centre sur
un côté du polygone inscrit qui lui est sembla-

ble diminue toujours à mesure que le nombre
des côtés des polygones circonscrits et inscrits
augmente, il est évident qu’en continuant de
circonscrire au cercle ABC DEF des polygones -
réguliers dont le nombre des côtés soit toujours

double et de lui inscrire des polygones sembla-
bles, il arrivera nécessairement que la quan-

. P . .tité Î x (R’ --- R) devœndra plus petite que

lazquantité et par conséquent que la quantité
P’-P, c’est-à-dire que la différence des con-

tours d’un polygone re’gulier circonscrit et d’un

polygone semblable inscrit.
Donc un cercle étant donné , on peut lui cir-

conscrire un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable , de manière que la (me
rence des contours de ces polygones soit plus
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petite qu’une droite donnée N , quelque petite
qu’elle soit; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRE.
I Puisqu’un cercle étant donné , on peut lui

circonscrire un polygone régulier et lui inscrire
un polygone semblable ,Ide manière que la diffé-

rence des contours deqces deux polygones soit
plus petite qu’une droite donnée N, quelque
petite qu’elle soit; et puisque le noontour d’un

polygone circonscrit est toujours plus grand
que la circonférence? et que le contour d’un

polygone inscrit est toujours plus petit que
cette même circonférence , il est évident qu’on

peut , à plus forte raison, circonscrire à. un
cercle .ou lui inscrire un polygone régulier de
manière que la différence du contour du poly-
gone circonscrit ou du polygone inscrit et de
la circonférence de ce cercle soit plus petite
qu’une droite donnée N , quelque petite qu’elle)

son. , .
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’ PROPOSITION X.
PLOB.LÊM!;1.I

Trouver la circonférence approchée d’un. Cercle

dont on cannoit le diamètre.

’ Soit ABCDEF’( fig.l225) un cercle dont on

donnoit le diamètre AI) : il faut trouver la cir-
conférence approchée de ce cercle.

’Insdrivons dans le cercle ABCDEF un exaa
gone régulier et circonscrivons-lui un polygone
semblable , de manière que les côtés de ces
deux polygones soient parallèles; du centre O
menons la droite OG’ perpendiculaire sur le
côté’A’B’ du polygone circonscrit; cette droite

sera. aussi perpendiculaire sur le” côté AB ,
parce que les côtés de ces polygones sont pa-

rallèles. ’ p I a .
i ï Puisque les côtés d’un hexagone régulier ins-

crit dans un cercle sont égaux chacun au rayon
de ce cercle , le contour de l’hexagone inscrit
dans le cercle ABC DEF sera égal au rayon OB
multiplié par six.

A cause que le triangle OGB est rectangle
en G et à cause que la droiteGB est égale à la
moitié de la droite AB , le quarré de la droite
0G est égal au quarré du rayon OB moins le
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quarré de la droite des]: qui égal à la moitié

du rayon z donc la droite 0G sera égale à la
racine quarrée de la difiérenœ du quarré du
rayon et du quarré de la moitié du rayon.

Les deux triangles AOB , A’OB’ sont sema

blables : donc la droite 0G est à la droite OG’
comme la droite AB est à la droite A’B’ :donc

la droite A’ B’ est égale au produit de la droite

A3 parla droite OG’ divisé par la droite 0G:
donc le contour de l’hexagone régulier circons-

crit au cercle ABCDEF est égal à ce produit.
multiplié par six.

Le contour de’l’hexagone inscrit dans le cary

cle ABCDEF est’plus peut que la circonférence

de ce cercle, et le contour de l’hexagone circonsp-

crit à ce cercle est au contraire plus grandvquç
sa circonférence. Pour avoir une première var
leur approchée de la circonférence du cercle
ABCDEF, ajoutons les deux quantités aux-
quelles les contours du polygone inscrites-du
polygone circonscrit sont égales, et menonsæla
moitié de leur somme; la moitié de la» comme
de ces deux’quantités sera la première- valeur
approchée de la circonférence A6 CDE’FQ - t

- Pour avoir une seconde «valeur qui-soit plus
approchée de la circonférence ABCDEF, in;
avivons dans cette..-.cirnonférœnce un dodécan

5
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gone régulier et circonscrivons-lui ensuite un
polygéne semblable , de manière que les côtés

de ces deux polygones soient parallèles. Du
centre O menons un rayon perpendiculaire sur
un des côtés KH du dodécagone circonscrit ,

ce rayon sera aussi perpendiculaire sur le côté
BG’ du polygone inscrit , puisque les côtés de

ces polygones sont parallèles. .
Puisque le triangle- HGB est rectangle en G’,

le quarré du côté G’ B est égal au quarré de la

droite GB et au quarré de la droite GG’ : donc
la droite G’ B égale la racine quarrée de la somme

des quarrés de la droite BG qui est la moitié de

I la droite AB’et de la droite GG’ est la diffé-
rence-duirayon G’O et du rayon 0G. Multi-
pliant cette racine par douze , on aura le con-
tour. du dodécagone régulier inscrit dans le

cercle A’BCDEF. -
v Leatr’ia’ngle Oan étant rectangle en g , le

quarré de la droite O g sera égal au quarré du

rayon-0B imoins le quarré de la droite Bg : donc
la droitez’Og égale la racine quarrée de la diffé-

rence du quarré du rayon OB et duqnarré de
la droitè’Bg qui est.la’moitié de. la drôite BG’.

Lesdeux» triangles G’OB, HOK sont sem-
blables : donc la droite 0g este la droite Og’.
comme la droite B-G’ est à la. droite KH : donc

t
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la droite KH est égale au produit de la droite BG’

par la droite O g’ divisé par la droite O g: donc

le contour du dodécagone régulier circonscrit
est égal à ce produit multiplié par douze.

.Connoissant les contours du dodécagone ré-

gulier inscrit dans le cercle ABCDEF et du p
dodécagone régulier semblable qui lui est cir-
conscrit , si l’on ajoute ces deux quantités et si

l’on divise leur somme par deux , la moitié de

la somme de ces deux quantités sera une se-
conde valeur qui sera plus approchée de la
circonférence AB C D E F.

Si l’on continue d’inscrire dans la circonfé-

rence ABCDEF et de lui circonscrire des po-
lygones dont le nombre des côtés soit toujOurs
double, si l’on fait des opérations analogues à

celles que nous venons de faire , et si l’on re-
présente le rayon par un nombre quelconque,
on aura des valeurs qui seront de plus en plus
approchées de la circonférence dont on con-
noît le diamètre ou le rayon. C’est ainsi qu’Ar-

chimède a trouvé que la circonférence d’un
cercle dont le diamètre est 7 égale 22 à peu de
chose près , et qu’Adrien Métius a trouvé dans

la suite que la circonférence d’un cercle dont
le diamètre est 115 égale 555 à très-peu de

chose près. -

. 4
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PROPOSITION x1.

T a é o a à M È.

Un cercle est égal à un triangle rectangle dont un ’

des côtés de l’angle droit est égal à la circon-

férence de ce cercle et dont l’autre côté de

l’angle droit est égal au rayon.

Soient le Cercle ABC D (fig. 226) et un trine--
, gle rectangle EFG dont le côté FG soit égal à

la circonférence de ce cercle et dont le côté EF

soit égal à son rayon : jedis, que le cercle ABCD

est égal au triangle EFG.
Car si cela n’est point, le triangle EFG sera

plus peut ou plus grand que le cercle ABC D.
Supposons d’abord que le triangle EFG soit plus
petit que le cercle ABCD, et qu’il soit égal à

un cercle plus peut, savoir au carole HKL M.
Inscrivons dans le cercle ABG!) un polygone
régulier dont les côtés soient pairs en nombre
et ne touchent point la circonférence HKLM;
du centre O menons sur le côté AN la perpen-
diculaire OP, le pelygoneînscrit est égal à un
triangle rectangle dont un des côtés de l’angle
droit est égal à la sonatine des côtés de ce po-
lygoneet dont l’autre côté de l’angle droit est

égal à la perpendiculaire PO. Mais le contour
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du polygone inscrit est plus petit que la cir-
conférence du cercle ABCD et la perpendicu-

laire P0 est plus petite que le rayon de ce
cercle : donc ce polygone est plus petit que le
triangle EFG dont le côté FG est égal à la cir-

conférence du cercle ABCD et dont le côté
E F est égal au rayon de. ce même cercle. Mais ,

par" supposition, le triangle EFG est égal au
cercle HKLM : donc le polygone inscrit est
plus petit que ce même cercle; mais au cons-
traire il est plus grand; ce est impossible; A
douelle triangle EFG n’est pas plus petit que.
le cercle ABC D.

Supposons en second lieu que le triangle
EFG soit plus grand que le cercle ABCD, et
qu’il soit égal. au cercle H’ K’L’ M’. Cincoznscri.

vous au cercle ABCD un polygone régulier
dont les côtés soient pairs en nombre et ne
rencontrent point la circonférence H’ K’ L’M’;

du centre O menons au point de contact P’ le
rayon OP’. Le polygone circonscrit est égal à
un triangle rectangle dont un des côtés de l’an-

gle droit estégal au contour de ce polygone
et’dont "l’autre côté de l’angle droit est égal au

rayon OP’. Mais le contour duvpolygonc cir-l
conscrit est plus grand que la circonférence du
cercle ABCD: donc le polygone ciréonscrit est

a
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plus grand que le triangle EFG dont le côté
F G est égal à la circonférence du cercle ABC D

et dont le côté EF est égal au rayon de ce
même cercle. Mais , par supposition , le triangle
EFG est égal au cercle H’ K’L’M’: donc le po-

lygone circonscrit est plus grand que le cercle
H’K’L’ M’ ; mais au contraire ce polygone est

plus petit ace-(pliai impossible : donc le trian-
gle EFG n’est pas plus grand que le cercle
ABCD; mais on a démontré qu’il n’est pas plus

petit : donc il lui est égal.
Donc la surface d’un cercle est égale à un

triangle rectangle dont un des côtés de l’angle

droit est égal à la circonférence de ce cercle
et dont l’autre côté de l’angle droit est égal à

son rayon; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION XII.
TnE’onÈME.

Un secteur de cercle est égal à un’triangle dont
un des côtés de l’angle droit est égal à l’arc

compris par les Jeux rayons de ce secteur et dont
k l’autre côté del’angleg droit est égal au rayon

de ce cercle.

Soit le secteur ANO (fig.226) et le triangle
rectangle EFG’ dont le côté FG’ de l’angle droit
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est égal à l’arc AN et dont l’autre côté EF de

l’angle droit est égal au rayon du cercle ABCD :

je dis que le triangle ’EFG’ est égal au secteur

AN 0. rProlongez le côté FG’ et faites le côté FG

égal à la circonférence du cercle ABCD, et
menez la droite EG’.

Puisqu’un cercle est à un secteur de ce cercle
comme la circonférence: entière est à l’arc com-

pris par les deux rayons deyce secteur , le cercle
ABC D est au secteur AN O comme la circon-
férence du cercle ABCD est à l’arc AN ; mais
la circonférence du cercle ABC D est égale à la

droite FG, par supposition, et l’arc AN égal
aussi à latdroite F G’ : donc le cercle AB C D est

au secteur ANO comme la droite FG est à la
’ droite FG’; mais le triangle EFG est au trian-

gle EF-G’ comme la droite PC est à la droite
FG : donc le cercle AB C D est au secteur AN 0
comme le triangle EF G est au triangle EFG’:
donc, en échangeant les plans des moyens, le
cercle ABCD est au triangle EFG comme le
secteur ANO est au triangle EFG’; mais
cercle ABC D est égal au triangle EFG : donc
le secteur AND est égal au triangle EFG’.
i Donc la surface d’unlsecteur est égale là un
triangle rectangle dont un des côtés de, l’angle
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droit est égal à l’arc compris par les rayons de
ce secteur et dont l’autre côté de l’angle droit

est égal au rayon de ce secteur; çe qu’il falloit

démontrer.

HPROPOSITIDN X111,
THÉORÈME.

Les centiles sont emf’eux comme les quarrés

daleau; rayons.

Soient les deux cercles AB C D , F G H K
(fig. 227) à je dis que le cercle ABCD est au
cercle FGHK comme le quarré du rayon AE
est au’quarré-du rayOn FL.

S’apposons que le côté NO de l’angle droit

du triangle rectangleMN’O soit égal à la cir-
conférence du cercle ABCD, que l’autre côté

MN de l’angle droit soit égal au rayon du même

cercle : supposons ensuite que le côté Q’R de

l’angle droit. du. triangle rectangle PQR soit
égal à la circonférence du cercle ’F’GHK et

que l’autre Côté PQ de l’angle droit même

triangle soit égal. au rayon du même cercle: I
Puisque les droites NO, QR sont égales aux

circonférences des cercles ABCD , FGHC , que
les droites MN, PQ sont égales aux rayons de
ces cerclés, eth’q’ue les icirconférences des cer-

cles sOnt entr’e’lles comme’leurs rayons, le côté
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N 0 sera au côté QB. comme le côté MN est
au côté ’PQ; mais les angles N, Q sont droits :

donc les deux triangles MNO , PQR sont sem-
blables; mais les triangles semblables sont entre
eux comme les quarrés de leurs côtés homo- V

lpgues: donc le triangle MNO est au triangle
PQR comme le quarré du côté MN est au
quarré du côté homolgue PQ; mais le cercle

ABCD est égal au triangle MNO, le cercle
FGHK égal au triangle PQR, le côté MN
égal au rayon AE, et le côté PQ égal au rayon

FL : donc le cercle ABCDest au cercle FGHK
comme le quarré du rayon AE est au quarré du

rayon FL.
Donc les cercles sont entr’eux’ comme les

quarrés de leurs rayOns; ce qu’il falloit dé-

montrer.
c o n o 1. t. A 1 n n.

Il suit manifestement de la que les secteurs
semblables sont aussi entr’eux comme les

l quarrés de leurs rayons. En effet ces secteurs
sont égaux à des triangles rectangles semblables

1 qui sont entr’eux domine les quarrés de leurs

côtés homoldgncs; mais parmi ces côtés homo-

logues il en est sont égaux aux rayons de
ces cercle : donc les secteurs semblables sont
emr’eux- comme les quarrés de leurs rayons.
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PROPOSITION XIV.’
THÉORÈME.

La surface convexe d’un cylindre droit est égale

à un rectangle dont la base est égale à la cir-
conférence de’ la base du cylindre et dont la

t ; v . Ehauteur est egale a celle du cylindre.

Soit le cylindre droit AQ (fig. 226) dont la
base est, le cercle ABC D et dont la hauteur est
la droite OQ qui est en même tems l’axe du cy-

lindre; soit le rectangle ET dont la. base ST
est égale à la circonférence de la base de ce
cylindre et dont la hauteur ES est aussi égale à

celle de ce même cylindre: jcdis que la sur-
face convexe du cylindre droit, est égale au rec-

tangle ET. ICar si le rectangle ET n’est point égal à la

surface convexe de ce cylindre, ce rectangle.
sera plus petit ou plus grand que la surface
00nvexe de [ce même Cylindre. n

Supposons d’abord que ce rectangle soit plus

petit que la surface convexe de ce cylindre et
qu’il soit égal à la surface d’un cylindre plus-

petit , savoir au cylindre .
Dans la circonférence de la base du cylin-r

dre AQ inscrivons un polygone régulier qui ne
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touche point la circonférence de la base du
cylindre Imaginons que ce polygone soit
la base d’un prisme droit inscrit dans le cylin-

dre la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases , est’égale à un rectan-

gle dont la hase est égale à la somme des côtés

de la base de ce prisme et dont lathauteur est
la droite OQ. Mais le contour du polygone ins-
crit est plus petit que la circonférence ABCD :
donc la surface de ce prisme, sans y compren-
dre ses deux bases, est plus petite que le rec-
tangle RT. Mais , par supposition, ce rectangle
est égal à la surface convexe du cylindre HQ:
donc la surface du prisme, sans y comprendre
ses deux bases, est plus petite que la surface
convexe du cylindre HQ. Mais au contraire la
surface de ce prisme, sans y comprendre ses
deux bases, est plus grande que la surface con-
vexe de ce cylindre : donc’le rectangle ET
n’est pas plus petit que la surfaces convexe du

I cylindre HQ.
Supposons en second lieu que le rectangle

RT soit plus grand que la surface convexe du
cylindre AQ et qu’il soit égal à la surface con--

» vexe d’un cylindre plus grand, savoir au cy-
lindre H’Q; autour de la circonférence de la
base ABCD décrivons un polygone régulier

I
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dont les côtés ne rencontrent point la circon-
férence de la 11396 H’ K’M’L’; imaginons que ce

polygone soit la base d’un prisme circonscrit au

cylindre AQ ; la surface de ce prisme, sans y com-
prendre ses deux bases, est égale à un rectan-
gle qui a pour base une droite égale à la somme

des côtés de ce polygone et pour hauteur la
droite OQ; mais le contour du polygone cir-
conscrit est plus grand que la circonférence
ABCD : donc la surface de ce prisme, sans y
comprendre les deux bases , est plus grande
que celle du rectangle 11T; mais par supposi-
tion le rectangle RT est égal à la surface con-
vexe du cylindre H’ Q : donc la surface de ce
prisme , sans y Comprendre ses deux bases, est
plus grande que la surface cenvexe du cylindre
H’Q; mais sucentraire la surface de ce prisme,

sans y comprendre les deux bases , est plus
petite que la surface du cylindre H’Q fac qui

I estimpossible: donc le rectangle RT n’est pas

plus grand que la surface convexe du cylindre
AQ. Mais nous avons démontré que ce rectan-

gle n’eSt pas plus petit que cette surface : donc
le rectangle ET est égal à la surface convexe
du cylindre .AQ.

vDonc la surface convexe du cylindre droit
est égale à un rectangle dont la base est égale
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Çà la circonférence de la "hase de ce cylindre et

dont la hauteur est égale à icelle (leur même,
cylindre; ce qu’il falloit démontrer.

ICÔROL’LAIRE.

Il suit manifestement de là que les surfaces
.«convexesdes cylindres droits et soi-diables sont
æmr’elles comme les quarrés des diamètres de

leurs bases; carpuîsque les smfacès monades
cylindres droits et semblables sont égales indes
rectangles dont les bases sont égales aux circon-
férences des bases de ces cylindres et dont les
hauteurs sont aussi égales aux hauteurs de ces
mêmes cylindres , et puisque les circonférences
«les Bases des cylindres droits et semblables sont
proportionnelles aux- liauteurs de ces même:
cylindres , il est évident que les rectangles
sont égaux aux surfacesconvexes des cylindres
droits et-se’mblaliles, sont desfigures semblables,

puisque leurs bases sont proportionnelles à leurs
limiteurs : donc ces rectangles sont entr’eux
comme les quarrés de leurs bases; mais ces rec-

tangles semblables sont égaux aux surfaces con-
vexes de ces cylindres et les bases de ces rec-
tangles sont égales aux circonférences des bases
de ces mêmes cylindres : donc les surfaces cou-

vexes des cylindres droits et semblables sont
H h
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entr’elles comme les quarrés des circonférences

de leurs bases , etlpar conséquent comme les
quarrés des diamètres de leurs bases.

PROPOSITION xv.
THÉORÈME.

n cylindre droit ou oblique est égal à un paral-
lélépipède dont la base et la hauteur sont égales

à la base et à la hauteur de ce cylindre.

Soit le cylindre AQ ( 226) dont la base est.
’le cercle ABCD et dont l’axe est la droite OQ;

soit aussi un parallélépipède RV ( fig. 228) dont

la base. et la hauteur soient égales à la base et
àla hauteur du cylindre AQ t: je dis que le pa-
rallélépipède RV est égal au cylindre AQ.
” ’Car si’ie parallélépipède ÎRV n’est pas égal au

cylindre AQ , ce parallélépipède sera égal à un

’cylindre plus petit’ou à un cylindre plus grand;
l Supposons d’abord que le parallélépipède RV

’soit plus petit que le cylindre AQ et qu’il soit

égal à un cylindre plus petit , au cylindre HQ,
par exemple. Dans la circonférence de la base
"ABCD inscrivons un polygone régulier qui ne
’ touche poin’tla circonférence de la hase HKLM ,

et imaginons que ce polygone régulier. soit la
’îaase d’un prisme inscrit dans le cylindre AQ.
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Puisque la base du polygone inscrit est plus
petite que la base du cylindre AQ et que la
base du cylindre AQ est égale à la hase du pa-
rallélépipède rectangle BV, la base du prisme

inscrit sera plus petite quela base du parallé-
lépipède KV; mais le prisme inscrit et le paral-
lélépipède RV ont la même hauteur : donc le

prisme inscrit est plus petit que le parallélépi-
pède BV; mais nous avons supposé que le pa-
rallélépipède RV étoit égal au cylindre HQ:

donc le prisme inscrit est plus petit que le
cylindre HQ; mais au contraire le prisme ins-
crit est plus grand que le cylindre HQ, puisque
ce prisme contient ce cylindre; ce quirestim-
possible : donc le parallélépipède rectangle R7,

n’est pas plus petit que le cylindre AQ. .
Supposons à présent que le parallélépipède

rectangle RV son plus grand que le cylindre AQ
et qu’ilisoit régal à un cylindre plus grand, au -

cylindre .H’Q, par exemple. A la circonférence

de la hase ABrCD , circonscrivons un polygone
régulier dont les côtés ne rencontrent point la
circonférence de la base H’ K’L’M’, et imagi-

nons que ce polygone régulier soit la base d’un

prisme circonscrit au cylindre AQ; la hase du
prisme circonscrit est plus grande que la base du
cylindre AQ; mais la base du cylindre AQ est

2

n
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égale à la hase du parallélépipède rectangle 11v :

donc la base du prisme circonscrit est plus
grande que la base du parallélépipède rectangle

KV; mais le prisme inscrit et le parallélépipède

rectangle KV ont la même hauteur : dOnc le
prisme circonscrit est plus grand que le paral-
lélépipède rectangle KV ; mais nous avons sup-
posé que ce parallélépipède rectangle étoit égal

au cylindre H’Q : donc le prisme circonscrit est

plus grand que le cylindre H’ QI;
(l’aire le prisme circonscrit est plus peut que le
cylindre H’Q , car ce prisme est contenu dans ’

" ’ ce Cylindref’ce-qe’restimpossible : donc le pa-

rallélépipède rectangle 11V n’est pas plus grand

que le. cylindre AQ; mais on s démontré qu’il

n’est pas plus petit: donc le parallélépipède

rectangle KV Est égal au cylindre AQ.
D’onc un cylindre droit on oblique est égal

’ à un parallélépipède dont la Base et la: hanteur

sont égales à la’base et à la hauteur de ce cy-
lindre; ce qu’il falloit démontrer.
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PROPOSITION XVL

refoutue.
En cylindres droits ou obliques qui cardes. bases

égales sont entr’eux comme leurs hauteurs, et

. ceux qui ont des hauteurslégales sont surfeur:
’ I cornais leurs bases»

Car Imisqu’un cylindre est égala tin-parallé-

’liépipède dont-l’a basent lat-hauteur sont égales

à labase eus-1a. hauteur de ce cylindre, il est
évident quem: cylindres sont entr’eux comme
les parallélépipèdes ont deshaseset des hau-
teurs égales aux hases et aux hauteurs de ces-
eylindres’. Mais-les parallélépipèdes qui ont des

hases. égales sont entr’eux comme leurs. hau-

teurs : donc les cylindres qui ont des-bases-
é’gales: sont entr’eux comme-les. hauteurs des

parallélépipèdes qui ont des Bases. et des-hau-v»

teurs égales aux hases et aux hauteurs de ces.
cylindres; c’est-adire que-les cylindres qui ont
des ’ hases égales. sont; entr’eux comme leurs-

hauteurs;
Puisque lès cylindres sont entr’eux comme

l’esa parallélépipèdes qui ont. desuBases- et des;

hauteurs: égales-aux bases et aux hauteurs de
ces cylindres ., et que les - parallélépipèdes.
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ont des hauteurs égales sont entr’eux comme

leurs bases, il est. évident que les cylindres
ont des hauteurs égales sont entr’eux cornme
les bases des parallélépipèdes ont des bases
et des hauteurs égales aux bases et aux hau-
teurs de ces Cylindres; c’est-à-dire que les cy-
lindres qui ont des hauteurs égalessont entre ,

eux comme leurs bases. ’
Donc les cylindres droits ou obliques ont

des bases égales, sont entr’eux comme leursx
hauteurs , et ceux qui ont des hauteurs égales
sont entr’eux comme leurs bases ;s ce qu’il falloit

démontrer. ’
PROPOSITION XVII.

THÉORÈME. ’

Les cylindres semblables, droits ou obliques, sont
entr’eux comme les cubes des diamètres de leurs
bases. ’

Que les cylindres qui ont pour bases les cer-
cles ABC , DEF (fig. 228) ,v pour diamètres
de leurs hases les droites AC, DF, et pour
axes les droites GH , KL, soient semblables
enxr’eux : je dis que ces deuxcylindres sont
entr’eux comme les cubes des diamètres de
leurs bases AC, DF.
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Construisez les deux parallélépipèdes rectan-l

gles MP , RV dont les bases soient’des quarrés;

que la base et la hauteur du premier soient égales
à la base et à la hauteur du eylindre AH , et que

l la base et la hauteur du second soient égales à,
la base et à la hauteur du cylindre DL.
’ Puisque le ’cerele ABC est égal au quarré

NP et que le cercle DEF estkégal au quarré 8V;
le cercleABC sera au quarré NP’com’me le:

cercle DEF est au quarré SV : donc , en échan-

geant les places des moyens; le cercle ABC sera
au cercle DEF’comme le quarré NP est au
quarré 5V. Mais le cercleiABC est au cercle
DEF comme le quarré du diamètre AC est. au
quarré du diamètre DF, et le quarré NP est
au quarré SV comme le quarré du côté NO est

au quarré du côté ST : donc le quarré du dia;

mètre AC est au quarré du diamètre DF comme
le quarré du çôté N0 est au quarré du côté ST :l

donc le diamétre’ÀC est au diamètre DF eÔmme

le Côté N est au côté ST. IM’ais puisque la

hauteur du cylindre AH est la hauteur du
cylindre DL comme le diamètre AC est au dia:
mètre DF et que le côté M N est égal à la
hauteur du cylindre AH et le côté R5 égal à

la hauteur du cylindre DL , le diamètre AC
sera au diamètre DF comme le côtés MN est.

4
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au côté B5; mais on a... démontré finale «flan,

mètre est augdiarpètre DF comme voûté
N0 est au qôtéfiâ ; (19,110.19 côté N0 est au,

èôtè ST commele çôté MN est 81.1. gâté
donc les côtés des parallélépipèdeswagages?

M P, RV sont proportionnels : doue eesîpaqal-r
lélépipèdes sont semblables; daims parallé-

lépipèdes M. P27 3V. sont amuïes; .6911!!le
cuhes de leurs côtés homologues N O, ;-,mais
le côté. N O est au côté ST gomme le diamètre
AC est au. diamètres D.F ,: dans: le crabe du .qôté;

N0 est au cube du côté 5T «:9me «1.6.6!th
diamètre AÇest au côté du diamètre DE : donc,
les parallélépipèdes MF, EY’sppt eutr’eu’g

eornme les euhes des diamètres ,DF; mais;
les. parallélépipèdes MP3, RV Ispmzue’gaux aux

cylindres AH, DL, chaçun à chemin; adonc les
cylindres AH, DL sont entr’eux commejles cubes

de leurs diamètres AC, DF. - t 4 h v
’ Donc les cylindresisemhlables. [droits on qui:

ques, sont entr’eux comme les cubes des dia-6
mètres de leurs bases; ce qu’ilfallqit démon-

trek. I -
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.PRGïPOiS’lŒLON X’V’III.

Tnéoaimn’ 4

La surfine convexe d’un cône droit est égaie àurr

triangle 73610715163011: un des côtés de l’angle

droit est égal à la circonférence de la base de
ce cône , et dont l’autre côté de l’angle droit est

égal au côté déca même cône.

a Soit le cône (imam (fig. a?) doutlabase a

est le cercle ABCD et dont le sommet est. le point

soit aussi le triangle rectangle E FG dont
un des côtés Fthe l7 angle droit est égal 51,13

circonférence de la hase du cône AQet dont
l’autre côté de l’angle droit est égal au arrêté

de ce cône. : je que la surface convexezdn
cône .AQ. est égale au trianglc rectangle EFG,

Car,si le triangle rectangle .EFG 11333:. p3;
égal à la surface convexe du cône droitAQ,. ce

triangle sera plus petit ou plus grand. que la
surface convexe de ce cône.- A n . v

Supposons d’abord que le triangle, rectangle

EFG soit plus petit que la sprface convexe, du
eône AQ , et qu’il soit égal la surfacer convexe

du cône plus petit , à la surface convexe du cône

HQ , par exemple. Dans la. circonférence de
la base ÀBC D inscrivons un polygone régu-
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lier qui ne touche point la circonférence de la
base HKLM, et imaginons que ce polygone
régulier soit la hase d’une pyramide inscrite
dans le cône AQ; la surface de la pyramide
AQ, sans y comprendre sa base , estégale à un
triangle rectangle dont un des côtés de l’an-

gle droit est égal au contour de la hase ,de
.cette pyramide et dont l’autre côté de l’angle

droit est égal à la perpendiculaire menée du
sommetlde cette pyramide sur un des côtés de

sa base; mais le contour de la base de la py-
ramide inscrite est plus petit que la circon-
férence de la base du cône AQ qui est égal à
un des côtés de l’angle. droit du triangle EFG

et la perpendiculaire menée du sommet de la
pyramide sur un des côtés de sa base est plus
courte que le côté du cône AQ quiiest égal à
l’autre côté de l’angle droit du triangle rectan-

gle EFG : donc la surface de: la pyramide ins-l
crite , sans y comprendre sa base, est plus petite
que le triangle rectangle EFG. Mais nous avons
supposé que le triangle rectangle EFG est égal

à la surface convexe du cône HQ : donc lasur-
face de la pyramide inscrite, sans y compren-ï
dre sa hase, est plus petite que la surface con?
vexe du cône HQ; mais au contraire la surface
de la pyramide inscrite, sans y comprendre sa
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base , est plus grande que la surface convexe du g

cône HQ; est: : donc le trian-ï
gle rectangle EFG n’est pas plus petit que la

surface convexe durcône AQ. . f "
Supposons à présent que le triangle rectan- f

gle EFG soit plus grand que lasurface convexe i ’
du cône AQ , et qu’il soit- égal à la surface con-.

vexe d’un cône plus grand , à la surface convexe

du cône H’Q , par exemple ; autour de la circon-

férencede la hase dutcône;AQ décrivons un
polygone régulier dont les côtés ne rencontrent
pas la circonférence de la base du cône H’Q , et

imaginons que ce polygone soitlla base d’une
pyramide circonscrite au cône AQ; la surface de
cette pyramide , sans y comprendre sa hase, est
égale à un triangle rectangle dont un des côtés
de l’angle droit est égal . au contour de la base
de cette pyramide et dont l’autre côté de l’angle

, droit est égal à la perpendiculaire *menée du
sommetisur un des côtés de la base de cette
pyramide; mais le contour de la pyramide cir-

. conscrite. au cône. est plus grand que la
circonférence de la base du cône AQ, qui est
égal à un des côtés FG de l’angle droit du trian-

gle rectangle EFG , et la perpendiculaire menée
du sommet de la pyramide sur un côté de sa base
est plus grande que. le côté du cône AQ qui est
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égal à l’autre côté de l’angle. droit adoncla sur.

face de la pyramide circonscrite au cône AQ ,
sansy [comprendre sa hase , est plusgrancle que
le triangle rectangle» EFG; mais nous; avons sur.
posé que le triangle rectangleEF-Gest égalà 1a-

surfaee convexe du cône HlQ z donclaJurface
de cette pyramide , sans y comprendre sazbase ,
est plusgrande que la sinface convexe. dneône

’ 4 H’Q ; mais-au concise la surface de: cettepyra-r

mideest plus petite que laVàugface du eôneH’ ; T-

’ : donc leitriangle rectangle
ËFG n’est peuplas grand queala surface Îcan-
vexe du cône AQ; mais nousavons démontré:

que ce triangle n’est pas plusvpetit: donc le
triangle rectangle EFG est égal .5 la. surfacer

convexe du cône AQ. ’
Donc la surface convexe du cône-droit , sans.

y. comprendre sa base,.est égale à un triangle-
rectangle dont un des côtés de l’angle droit est;
égalràtla circonférence de la hases de ce cône et

dent l’antre côté de l’angle droites". égal air

côté de ce même cône; ce qu’ilfalioit dé-

montrer. v : a I
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PROPOSITION XIX.
THÉO’RÈME.

La section de. la surface convexe d’un cône droit

ou oblique par un plan parallèle à sa base est
une circonférence de cercle.

Coupez le cône ABRC (fig. 229) par un plan
FSG parallèle à la basic BEC: je dis que la
section FSG de la surface convexe de ce cône
par ce plan est une circonférence de cercle. i

Du centre 0 de la hase du cône menez autant
de rayons que vous voudrez OB, OR, et par
l’axe A0 et par les rayons OB, OR conduisez
les plans AOB, AOR, les sections ABI, AR
de la surface convexe du cône par ces plans
seront des lignes droites , car les lignes AB’, AH

se confondent nécessairement avec la droite
génératrice de la surface convexe du cône ,
lorsque cette droite a une des positions AB, AR.
Le plan BRC étant parallèle au plan FSG, les
sections 0B, PF de ces deux plans par le plan
AOB seront deux droites parallèles: donc les
deux triangles A0 B, A PF sont semblables:
donc l’axe A0 est à l’axe AP comme le rayon .

DE est au rayon PF. On démontrera de la même
manière que l’axe A0 est à l’axe AP comme le
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rayon 0B est au rayon PS : donc le rayon 0B
est au rayon PF comme le rayon OR est au
rayon PS : donc , en échangeant les plans des
moyens , le rayon 0B est au rayon OR comme

I le rayon PF est au rayon PS; mais le rayon 0B
est égal au rayon OR : donc le rayon PF est
égal au rayon P S. On démontrera , de la même

manière , que toute autre section du plan F SG
par un plan qui passepar l’axe est égale à cha-

cune des droites PF , P.S : donc la section de
la surface convexe du cône ABRC par un plan
parallèle à la base de ce cône est une circon-

férence de cercle. -
Donc la section de la surface convexe d’un

cône droit ou oblique , par un plan parallèle à
sa base, est une circonférence de cercle; ce
qu’il falloit démOntrer. a



                                                                     

A LA GÉOM. D’EUCLIDE. 495

PROPOSITION xx.

rnfionèmn. i
La surface convexe d’un tronc de’cône droit à bases

parallèles est égale à un rectangle qui a pour
hauteur une droite égale au côté du tronc et pour

base une droite égale à la circonférence qui

ràulte de la section de la surface convexe de
ce tronc par un plan parallèle aux deux bases
et mené à égale distance de ces deux bases.

Soit le tronc du cône droit BD (fig. 229) dont
les bases BEC, ETD sont parallèles : je dis que la
surface convexe de ce tronc de cône est égale
à un rectangle qui a pour hauteur le côté DC
du tronc BD et pour base une droite égale à la
circonférence’qui résulte de la section de la

surface convexe de ce tronc par un plan pa-
rallèle aux deux bases et mené à égale distance

de ces deux hases. I
Complétez le cône ABRC; sur le côté AC et

au point C élevez la perpendiculaire CH; faites
la droite CH égale à la circonférence de la base

BEC; menez la droite AH, et par le point D
menez la droite DK parallèle à la droite CH.
I Puisque les triangles AOC , AQD sont sem-
blables , la droite AC sera à la droite AD comme
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le rayon 0C est au rayon QDT. Mais les circonfé-
rences sont entr’elles comme leurs rayons : donc
la droite AC est à la drOite A!) comme la cir-
conférence ’BRC est à la Circonférence ETD;

et à cause que les-triafigléleH, A43K sont
semblables , la droite AC un lat-Idroila-AD
comme la droite CH est à la droite DE z dont: la
circonférence B-R-C- est à la eircoàférendeETD

comme hedroite CH est ale droite DE: dOnc en

échangeant les des la circon-
férence BEC est à la droite CH comme la cir-
conférence ETD est à la droite DE; mais la
circonférence BRCiest (égale a la droite CH,

par supposition : donc la circonférence ETD
est égale à la droite DK. Mais la surface cou-
vexe de cône total ABRC est égale au» triangle

rectangle total ACH et la surface convexe du
cône AlÈTDiest égale au triangle rectangleADK:

donc la surface convexe du tronc de cône BD est
égale au trapèze restant DCHK. Du milieu de la
droite DC menez la droite G-L parallèle à l’une

ou à l’autre des Bases parallèles DE , CH; par le

point L , où la droite GL rencontre le côté EH;
conduisez la droite MN parallèle au côté DG,
et prolongez la droite DK jusqu’à ce qu”elleI relie

contre la droite MN au point M. Puisque , par
construction , la droite DG. est perpendiculaire
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sur la droite CH, la droite DC sera égale à la
distance des deux bases parallèles DK, CH; et
puisque la droite GL eSt égale à la droite CN , le y W k
trapèze DCHK sera égal au rectangle DCNM.’ ’i j "il?

Mais nousvavons démOntré que la surface con- il
Vexe du tronc de cône BD est égale au trapèze

DCHK : donc la surface convexe du tronc de
* cône BD est. égale au rectangle DCNM. Nous
démontrerons que la circonférence FSG est
égale à la droite GL, de la même manière que
nous avons démontré que la circonférence ETD

est égale à la droite DK : donc la surface con-
VeXe du cône BD est égale a un rectangle
a pour hase une droite égale à la circonférence

FSG et pour Hauteur la droite DC.g
Donc la surface convexe du tronc de cône.

droit à bases parallèles est égale à un rectan-
gle qui a pour hauteur une droite égale au côté

du tronc de cône et pour base une droite égale.
à la circonférence de cercle qui résulte de la
Section de la surface convexe du tronc de cône
par un plan parallèle aux deux bases et mené
à égale distance de ces deux bases; ce qu’il

falloit démontrer. i

li a
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PROPOSITION X’XL

THÉORÈME.

la surface confire d’un cône droit est égale à

un rectangle quia pour hauteur une droite égale
au côté de ce cône et pour base une droite égale

à la circonférence de cercle qui résulte de la

r section de la surface convexe du cône par un
plan parallèle à la du Icône et mené par
le milieu de son côté.

Soit un cône droit ABRC 229) : je dis
que la surface convexe du côneIABR’C est égale

à Un rectangle qui a pour hautew une droite
égale au côté de ce cône et pourbase une (irrite

égale à la circonférence de cercle qui résulteude

la section de sa surface convexe Par un plan
parallèleîà sarbase et mené par le milieu de son

côté AC. .Sur le côté AC et au point C élevons une
perpendiculaire CH, faisons cette droite égale
alla circonférence de la baserdu cône amenons-

la drOite AH. I I
Puisque nous avons démontré que lawtface

convexe d’un cône droit est égale à un triangle

rectangle a pour base une droite égale à la
circonference de sa base et pour hauteur une
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droite égale au côté de ce cône , le triangle ACE

Sera à lasnpface connexe du cône ABRCLÏ
Du milieu de la droite AC menons la droite

DK; nous démontrerons , comme [dans la pro-
position précédente , que la droite DK est égale

à la circonférençe. ETD,

Puisque les deux triangles ACH , sont
semblables et que’le côté AC est double du côté

AD , le côté CH sera double du côté DiKzidO’nc

le triangle ACH est égal à un rectangle qui a
pour base la .drpite polie]: nm hauteur la
droits A9; Page quina triangle est égal à un
rectangle qui ale hauteur que ce triangle
et qui a pour base une droite égale à la ,moitié

de la base de ce même triangle. Mais le trian-
gle A,ÇH est égal-à la surfilera convexe du cône

droit ABBÇ à dom: le rectangle apour
base la droite Dlliçtvpaurhautenrdawdroite AC
est aussi légal à la surface convexe du cône
droit 4.3 RE and; la base de ne mangle’est;
égale 31.13 phmnférmce ETD me hauteuride

ce estyégaleau gâté dececôue.
Donc la surface convexe d’un Cône droit est

égale à un rectangle .qui a pour hauteur une
droite égale au gâté de ce cône et pourïbase
une droite égale à la :CfirconféI-enœ Îde cercle

qui résulte de hmtioudesa surifaee convexe
a .
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par un plan parallèle à sa base et mené par
le milieu de son côté; ce qu’il falloit déA

montrer l i’PROPOSITION XXII.
THEORÊME.

Un cône droit ou oblique est la troisième partie
d’un cylindre qui a la même base et la même

hauteur que ce cône.

Soient le cône AQ (fig. 226) et le cylindre AQ
ayant la même hase et le même axe : je dis que
le cône AQ est la troisième partie du cylin-
dre AQ.

Car si le tiers du cylindre AQ n’est pas égal

au cône AQ, le tiers de ce cylindre sera plus
petit ou plus grand que le cône AQ. Supposons
d’abord que’le tiers de ce cylindre soit plus petit

quele cône AQ , et qu’il soit égal à un cône plus

petit, au cône HQ, par exemple. Dans la cir-
conférence de la base du cône AQ inscrivons
un polygone régulier nom les côtés ne touchent
pas la circonférence de la base’du cône H Q , et

imaginons que ce polygone régulier soit la base
d’un prisme inscrit dans le cylindre AQ et d’une

pyramide inscrite dans le cône AQ.
La pyramide inscrite dans le cône AQ est
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égale au tiers du prisme inscrit dans le cylindre
AQ; mais le prisme inscrit est plus petit que le
cylindre AQ : donc la pyramide inscrite est plus
petite que le tiers du cylindre AQ; mais le tiers
du cylindre AQ est égal au cône HQ , par suppo-

sition z donc la pyramide inscrite est plus petite
que le cône HQ; mais nécessaire cette pyra-
mide est plus grande , puisqu’elle le contient;

est impossible : donc le tiers du cylinu
drè AQ n’est pas plus petit que le cône AQ.

Je dis à présent que le tiers du cylindre AQ
n’est pas plus grand que le» cône AQ; car sup-

posons que le tiers du cylindre AQ soit égal à
un cône plus grand, au cône H’Q , par exem-

ple; autour de la base du cône AQ décrivons
un polygone régulier dont les côtéstne rencon-
trent point la base du cône H’ Q, et imaginons.

que ce polygone régulier soit la base d’un-
prisme circonscrit au cylindre AQ et d’une py-

ramide circonscrite au cône AQ; la pyramide
circonscrite est égale au tiers du prisme cir-
conscrit; mais le prisme circonscrit est plus
grand que le cylindre AQ : donc la pyramide
circonscrite est plus. grande que le tiers du cy-
lindre AQ; mais le tiers. du cylindre AQ est
égal au cône H’Q, par supposition : donc la

pyramide circonscrite est plus grande que le;
5,

f
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cône H’Q y mais au cette pyramide est
plus petite que ce oôtie , puisque le cône con-

ÏLJ nuent cette pyramide :5 est z
donc tiers du cylindre AQ n’est pas plus grand
que le cône AQ; mais nous: amuïs démontré
qu’il n’est pas plus petit : donc le tiers du cylin;

dre AQ est égal au cône AQQ

Donc un cône droit ou’ oblique est le tiers
d’un cylindre qui a la même Base et le même
axe que. ce cône; ce qu’il falloit démontrer.

cotonnas I.
A Puisque les cylindres ont des bases égales,

sont entr’eux comme leurs hauteurs, et que les
cylindres, qui ont des hauteurs égales sont entre.

l eux comme leurs. hases, et parce qu’un cône
est le tiers d’un. cylindre a la même hase et.
le même axe que ce cône , et que les tiers sont
proportionnels aux tous; il est évident que les
côn’es qui ont des. hases égales sont entr’eux

comme leurs hauteurs; et que ceux qui ont des
hauteurs égales sont entr’eux comme leurslsases.

(fouettant)? Il.
Puisque les*cylindl*es semblables sent entre

eux calmé les crûtes de: diamètres de teurs.
hases , et parce que les, cônes semblables sont

les tiers. de cylindres semblables les
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mêmes bases et les mêmes axes ,i il est encOre.
évident que les cônes semblables sont entr’eux

connue les cubes des diamètres de leurs bases.

PROPOSITION xxui.
THÉORÈME.

Si un demi-polygone régulier d’un nombre pair

de côtés tourne autour de son diamètre, la sur-

face décrite par un certain nombre de côtés de

ce demi-polygone est égale à un rectangle qui
a pour base une droite égale à la circonférence

inscrite dans le demi-poiygone et pour hauteur la
portion du diamètre interceptée paroient droites

qui lui sont perpendiculaires et qui comprennent
les côtés qui ont décrit cette surface ,- et la sur-

face décrite par tous les côtés du demi-polygone

est égale à un rectangle qui a pour base une
droite égale à la circonfiârence inscrite dans ce

demi-polygone et pour hauteur le diamètre de.
ce même poiygone.

Soit ABCDEFG (fig. 25°) un demi-poly-

gone régulier dont la droite AG est le diamètre I

et le point H le centre; du centre H menez la
perpendiculaire HK sur un des côtés .CB de ce

demi-polygone , et des points B et E menez les
droites BM, E0 perpendiculaires sur le dia-

4
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mètre AG : je dis que la surface décrite par les
côtés BCz CDz DE est égale à un rectangle
qui a pour base une droite égale à la (zircon-a
férence inscrite et pour hauteur la droite M0 :
je dis de plus que la surface décrite par tous
les côtés du demi-polygone est égale à un
rectangle qui a pour base une droite égale à
la circonférence inscrite et pour hauteur le.
diamètre AG,

Du point C et du milieu du côté C’B. menez.

- les droites C N , KL perpendiculaires sur le dia-.
mètre AG, et du point B menez aussi une droite
BQ perpendiculaire sur la droite CN.

Le triangle HKL est semblable au triangle
BCQ; en effet , ces deux triangles ont chacun
un angle drOit en L et en Q; l’angle HKL avec

l’angle BKL est égal à un angle droit; mais
l’angle BCN est égal à l’angleBKL : donc l’an-

gle HKL avec l’angle BCN est égal à un angle

droit; mais l’angle KHL avec l’angle. HKL est

aussi égal à un angle droit: donc les deux angles

KHL, BCN sont égaux entr’eux : donc les,
deux triangles HKL , BCQ ont deux angles.
égaux chacun à chacun : donc ils sont sem-.
blables : donc la droite HK est à la droite KL,
comme la droite CE- est à la droite BQ ou, à la
droite MN qui lui est égale. Mais les circon;
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férences sont proportionnelles à leurs rayons :
donc la circonférence qui a pour rayon la droite
HK est à la circonférence qui a pour rayon la
droite KL comme la droite CB est à la droite
MN; mais lorsque quatre droites sont propor-
tionnelles , le rectangle compris sous les deux
droites extrêmes est égal au rectangle compris
sous les deux droites moyennes : donc le rec-
tangle compris sous la droite MN et sous une l

. droite égale à la circonférence qui a pour rayon

la droite H K est égal au rectangle compris sous
le côté CB et sous une droite égale à la cir-

conférence qui a pour rayon la droite KL;
mais le rectangle compris sous le côté CB et
sous une droite égale à la circonférence a
pour rayon la droite KL est égal à la surface
convexe du tronc de cône décrit par le côté

CB : donc le rectangle compris sous la. droite
MN et sous une droite égale à la circonférence

qui a pour rayon la droite HK est égal à la
surface convexe du tronc de cône décrit par le
côté CB. On démontrera, de la même manière, l

que chacune des surfaces des troncs de cône
et des pyramides décrites par les autres côtés

AB, CD, DE, EF, FG est égale à un rectan-
. gle compris sous la portion du diamètre inter-
tepté par les deux perpendiculaires qui com:



                                                                     

506 SUPPLÉMENT
prennent chacun des côtés AB, Cl), DE, EF,
FG et sous une droite égale à la circonférence
qui a pour rayon la perpendiculaire menée du

i Centre sur chacun des côtés AB , CD, DE ,
EF, FG. Mais les perpendiculaires menées du
centre du polygone régulier sur les côtés de ce

polygone sont égales entr’elles : donc les cir-

conférences qui ont pour rayons ces perpendi-
culaires sont aussi égales entr’elles , et par con-
séquent égales à la circonférence inscrite. dans

le demi-polygone régulier ABCDEFG : donc
la surface convexe d’un tronc de cône décrite

par un côté quelconque du demi-polygone est
égale à un rectangle compris sur la portion du

diamètre interceptée par les deux droites
lui Sont perpendiculaires et qui comprennent
ce côté , et sous une droite égale à la circonfé-

rence inscrite : donc les trois surfaces de troncs
de cône décrites par les trois côtés BC , CD,

DE sont égales à trois rectangles qui ont pour
bases des droites égales chacune à la circonfé-

rence inscrite et pour hauteur les droites M N ,
N H, H03 mais ces trois rectangles sont égaux
à un seul rectangle qui a pour hase une droite
égale à la circonférence inscrite et. pour hau-
teur la droite M O ,, c’est-à-dire la portion du
diamètre interceptée par les deux droites BM,
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E0 qui lui sont perpendiculaires et qui com-
prennent les côtés BC, CD, ÈF : donc, par la
même raison , la somme des surfaces c0nvexes
des troncs de cône et des deux pyramides dé-
crites par tous les côtés du demi-polygone est
égale à un rectangle qui a pour hase une droite
égale à la ciréonférence inscrite et pour hauteur

le diamètre du polygone.
Donc si un demi-polygone régulier d’un nom-

bre pair ide côtés tourne autour de son dia-4
mètre , la surface décrite par un certain nom-
bre de côtés de ce demi-polygone est égale à

un redtangle qui a pour base une droite égale à
la circonférence" inscrite et pour hauteur la por-
tion du diamètre interceptée par deux droites
qui lui sont perpendiculaires, et qui cOmpren-
nent les côtés qui ont décrit cette surface; et
la surface décrite par tous les côtés du demi-
polygon’e est égale à un rectangle qui a pour
base une droite égale à la circonférence ins-

crite et pour hauteur le diamètre de ce demi-
polygone; ce qu’il falloit démontrer.’
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PROPOSITION XXIV.
THÊGREME..

La surface d’une sphère est égale à un rectangle

qui a pour base une droite égale à la circon-
férence d’un grand cercle de la sphère et pour

hauteur une droite égale à son diamètre.

Soit une sphère qui ait pour diamètre la droite

AB (fig. 251) et pour centre le pointC : je dis
que la surface de la sphère quia pour diamètre
la droite AB est égale à un rectangle Q qui a
pour base une droite égale à la circonférence
d’un grand cercle de cette sphère et pour hau-
teur une droite égale à son diamètre.

Car si ce rectangle n’est pas égal à la surface

de la sphère qui a pour diamètre la droite AB,
ce rectangle sera égal à la surface d’une sphère

plus petite ou à la surface d’une sphère plus
grande. Supposons d’abord que ce rectangle
soit égal à la surface d’une sphère concentrique

plus petite , à celle, par exemple, qui a pour
diamètre la droite KM.

Faisons passer un plan par le diamètre AB,
les sections des sphères qui ont pour diamètres
les droites AB, 1&M par ce plan donneront les
deux demi-cercles ÀDEFGHB, KLM; car
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les droites menées du centre d’une sphère à la

section de sa surface par un plan qui passe par
son centre sont égales chacune au rayon de
cette sphère. Dans la demi-circonférence dont
AB est le diamètre inscrivons un demi-poly-
gone régulier dont les côtés soient en nombre

pair et ne touchent point la circonférence du
demi-cercle KLM; Supposons que ce demi-
polygonel fasse une révolution autour du dia-
mètre AB ; le contour de ce demi-polygone ré-
gulier décrira une surface égale à un rectangle

qui aura pour base une droite égale à la cir-
’ conférence inscrite dans ce demi-polygone ré-

gulier et pOur hauteur une droite égale au
diamètre AB; mais le rectangle qui a pour hase
une droite égale à la circonférence inscrite dans

le demi-polygone ADEF GHB et pour hauteur
une droite égale au diamètre AB est plus petit
que le rectangle Q qui a pour base une droite
égale à la circonférence ADEFGHB circons-
crite à re’demi-polygone régulier et pour hau-

teur le diamètre AB, parce que ces deux rec-
tangles ayant des hauteurs égales , le premier a I
une base plus grande que celle du second :donc
la surface décrite par le contour du demi-poly-
gone inscrit est plus petite que la surface de la
sphère décrite par le demi-cercle KLM , c’est-
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à-dire que la surface de la sphère qui a pour
diamètre la droits KM, parce que nous avens
Supposé que le rectangle Q étoit égal à la sur-ï

face de cette sphère; mais sans
face décrite par les côtés du demi-polygone
inscrit est plus grande que la surface décrite par
la demiecirçonfiérence KLM. .c’est-à-dire que

la surface de la sphère qui .a pour Mire la
droite KM, puisque le contour de ce demi-
polygone est plus grand que la demivcirconfé-

, rence KLMaltœquiestiimpossible : donc le
. rectangle Q n’est pas plus petit que la

de la sphène dont A13 est le diamètre . ’
Supposons en second lieu que Je rectangle Q

soit égal à la’surface d’une. sphère concentri-

que plus grande que celle dont le diamètre» est
la .drpile A3 et qu’il fioit égal , parmple , à
la’surface de Je sphère dont le diamètre est la
droite au.

faiseus passer un plan parle diamètre K’M’;

les 548015995 des sphères dont :lcs diamètres sont

les ,AB , K’ M’ par ce plan donnegont les
dru; demi-cercles ADE F,G HB , PKÏÇL’M’. Cin-

conssrivqns au Ëdemi-cercle adent AB est le
mètre un demi-polygone régulia dont les côtés

soient en nombre pair et ne. rencontrentpas
la.den1iecirconférençe K’L’M’. et supposon?
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que ce daim-polignac fasse une révolution
autour du diamètre A’ B”. -

Le contour de ce demipolygone régulier dé-

crira une surface égale à un rectangle qui aura
pour base une droite égaleà la circonférence
ADEFGI-IB et pour aliénateur le diamètre A’B’;

mais le rectangle qui a pour hase rune droite
égale à la circonférence ADEFGHB et pour
hauteur une droite régale diamètre A’B’ est

plus grand que le rectangle Q a pour hase
une droite égale à.la circonférence AD EFG H8

et pour hauteur une droite égaleà la droite AB ,
parce que ces (Jeux rectangles ayant des bases
égales hle premier a une hauteur plus grande
que celle du second adonc la M800 démine
par le contour dudemi-polygone circtmscrit est
plus grande que la surface de la sphère décrite
par le demi-cercle K’ L’ M’,panœque nousavens

sqpposéquc le rectangle Q étoitégal à la sur-

face de cette sphère. Mais (humain lusin.
face décrite par le contour du demiçpol-ygone
circonscrit est plus petite que la surface dé-
crite par la .denfi-circonfénmœ iK’L’tM’ , dest-

à-dire que la audace de lazspbèrezqni a pour
diamètre la .draite K’M’, puisque de contour du

demirpolygone circonscrit est plus petit que la
demi-circonférence K’ L’ M’; ce est
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.;sible : donc le rectangle Q n’est pas plus grand

que la surface de la- sphère qui a pour dîna
mètre la droite AB; mais nous aVOns démontré

quele rectangle Q n’est pas plus petit que la
surface de cette sphère : donc le rectangle
estégal à la surface de la sphère a pour
diamètre la droite AB.

Donc la surface d’une sphère est égale à un

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence d’un grand cercle de cette sphère

et pour hauteur le diamètre de cette même

sphère. Ic o a o L L A I n t.
Il suit évidemment de là que la surface de la

sphère est égale à la surface convexe du cylindre

droit qui lui est circonscrit. En effet , la surface V
d’un cylindre droit est égale à un rectangle qui a

pour base une droite égale à la circonférence de

la base de ce cylindre et pour hauteur une droite
égale à la hanteur de ce même cylindre ; mais la

circonférence de la base du cylindre circonscrit
est égale à la circonférence d’un grand cercle de

la sphère et la hauteur du cylindre égale au dia-
mètre de la sphère z donc la surface convexe du
cylindre circonscrit est égale à un rectangle
a pour base une droite égale à la circonférence

de la sphère inscrite et pour hauteur une droite
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égale au diarixèire de cette même sphère E donc

la surface. conrëxe. du cylindre circonscrit-est.
;,4 la ’ .u-ÇJ,. a. l.- Âjsfiizc 52’, Lie;egale ale surface (1è la sphère inscrite z donc la

s .13. 1.3: Hsurface de la sphère est égale a la surface con-
". .,v E. . t. à. . lg l v.V- l .u .1. a *vexe du cylindre «palu: est circonscrit.

lino P 0" 511*110 N’a Kiev:

. T a i: o a t Il si.
wagage caauearæaazæsègæaaïqsnëfiw est

égkïlèià? un ’féëiàfzîglëq’ü ’a piôïù- Mm ’ûzè’Jroîte

égalé râblé. t ciÆo’rËfËH-Êhicë ’ à)? gram ’cerciè’ de

a sphêiëfei*pàür Mater-usaèidæazze’agazé au

hantent du sdgbîént www:

sa; ne segment sphérique aoûtât surface

convexe-soit décrite parnl’arc. fig;
pendant iquè le deini-fcëlrcl’e ’(Ëil’lBhfait

une révolution sur son diamètre Ali A: je dis que
la’su-rface convexe deice seginent’est’égâle à

[trirectangle K qui a pour-base une droitevégale
à la circonférenced’un’grand’cercle rat-pour
hauteur une droite égale à ’IA’hauçéuHdeu

segment sphérique? , x r .
Car si le rectangle Eudes-t égal à la sur;

face convexe de ce’segment sphérique; ce rec-

(angle sera plus petit pu plus grandi. supposons
d’abord qu’il soit plus petif’et qu’il soitiégal à

i K k
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la surface conveXe d’un segment sphérique 5eme

blahle d’une Sphère plus petite; savoir , à la sur-

face convexe d’un segment sphérique semblable

de la sphère dontlle diamètre est la droite KM
et qui a le même centre que la sphère on se
trouVe le segment décrit par l’arc ADE.

Par le diamètre AB et par l’arc ADE faisons

passer un plan; la section de la sphèreyqui a
’ pour diamètre la droite KM , par ce plan , don-

nera le demi-cercle KIL M. Menons la droite
EC; il est évident que le segment sphérique
dont la surface convexe est décrite par l’arc KL

sera semblahlelau segment dont la surface com
vexe est décrite par l’arc ADE. i

Dans l’arc ADE inscrivons une portion de
polygone régulier dont les côtés ne touchent

point l’arc, KL; cette portion de poljrgone ré-
gulier , en faisant’une "révolutibn amatir du dias-

Inètre ÀB , décrira nue surface égale à un rec-

tangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence inscrite" dans cette portion’de
polygone et pour hauteur une droite égale à la
droite AN; mais’ile met-angle qui a pour base
une droite égale àfla circonférence inscrite et

pour hauteurune’droite égale à la droite AN

’est plus petit que le rectangle R, qui a pour
base une drOite égale à la circbnfére’nce dopa:
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le diamètre ést la droite A3. et pour hauteur une

droite égale à la droite AN , parce que ces deux

rectangles ayant la même hauteur , le premier
a une base plus petite que celle du second. Mais
le rectangle R est égal, par supposition,è la
surface convexe du segment Sphérique décrite
par l’arc KL : donc la surface décrite par le

contour de la portion du polygone régulier
inscrit dans l’arc ADE est plus petite que la
surface cODVexe du segment sphérique décrite

. par l’arc 3L; mais, au contraire, la surface
décrite par cette portion du polygone régulier

inscrit- est plus grande que la surface du seg-
ment sphérique déœite par l’arc KL, parce que

le contour de la portion du polygone régulier
inscrit dans l’arc ADE est plus grand que l’arc

KL; ce qui est impossible : donc le rectangle R
n’est pas plus petit que la surface du segment ».
sphérique décrite par l’arc ADE.

Supposons en second lieu que le rectangka
soit plus grand que la surface convexe du sage
ment sphérique décrite par l’arc ADE et qu’il

soit égal à la surface convexe d’un segment ’

sphérique semblable d’une sphère plus grande;

savoir , a la surface d’un segment sphérique
semblable de la sphère dont le diamètre est la

m, droite K’M’et qui a le même centre que la
a
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sphèreoù se mauve le segment décrit l’arc

ÂEDE. A n ’Par Ee’diamètre’ 1’ M’ ët’ par l’arc A012 rai-

sons passer un pian; bissection de la sphèrequi
a pour diamètre la «imite K’M’ par ce plan
donnera: le demi-cercle E’L’ M”. Mettons» h

Genre SE et pataugeons-la jasqu’aœ qu’ait;
rencontre la. demi-circonférence K’L’M’ au

poins L’ rif est évident que le segmenti sphé-

rique dont" la surface convexe est décrite. par.
l’arc: K’ E sera. semblable au) segment: dont la

surface. convexe est décrite; par l’arc 193E.

’Girconscrivonsàkl’arc’ ÆBE une portion de

l phlygone:léglaher dontlesscô’tésne’rencontrent

point: l’arc E13”;dir peintïE’menOpFla droite

E’O perpendiculaire-sur le diamètre’R’M’; et

dupointw E la droite ElE perpendiculaire sur la
droiteE’B’: Lecontour db*cetœporübnde polyr-

gone régulier, en-faisant une révolution autour ,
du diamèu’eïAïBl’, décrira une- surfaire égale à

un rectangle dont’lat liase’sera égale au - circonà

finance du-cercle AB’EFGHB , et’ddntla-hau-
leur sera l’a-droite A’O’. mais. la circonférence

&DEF’GÊH’F qui apour diamètre la droite. A!)

est; égalewàslarbaseldir- rectan’glè’iRl et’la droite

A10" est: plus grandeque lashauteur AN déca
même rectangleïcar assonants es? égale à
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1’ hypoténuæ E’E du triangle rectangle EÏElg

l’hypoténuse E’E’ est plusxgrandesqne le .

r côté E1 est égal àladrgits ON : donc la»
droitcA’A est plus. grande-que la. droite. ON :

donc la droite 50 avec la» droite NA est
grande que la droite A0 avec lat droite ON s V
donc la droite A’ O est plus grande que hâtoit!
,AN,:.donclere.ctaagle qui apour base une droite
égalait la cirGanéronce dont le diamètre est la

droite A3 et pour hauteur la droits A’ O estplusa

grand que le. rectangle Il quia pour. base une
droite égale à hancsnférence dont le diamètres

est la droite AB et pour hauteur une droite
à la droite AN, parce qne ces deux rectangles.-
ayant Ia-mêmevbase", le premier-aune hauteur
plus. grande-que celle du-second. Maisle rée-
tangle R est par suppositionégal sa. surface cons

i vexé du’segmznt sphérique décrite pcri’arc K’L’ :.

donc la sur-face déduite par le contour de lapon
a tien dupolygone régulier circonscrit. à l’arc ADEL

est plus-grande que la sin-face convexe dusegw
ment décrits par l’arc K’ L’ sursisse-contraire la.

surface décrite parle contour de cette portion:
A Idepolygone régulier est plus petite que la sur--

face du segment sphérique décrite par l’arc K’L’,"

parce qpe-le-contour de la portion. de ce polye-
gone régulier circonscrit a l’arc ADE est plus

5
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petit que l’arc K’L’ ce est impossible :»

donc le rectangle R n’est pas plus grand que la
surface du’segment sphérique décrite par l’arc

ADE’; mais nous avons démontré qu’il n’est

pas plus petit z donc le rectangle R est égal à
la surface convexe du segment décrite parera":

ADE. . l sDonc la surface convexe d’un Segment sphé-

rique est égale à un reCtangle quia pour base une
droite égale à la circonférence d’un grand cercle

:et pour hauteur une droite égale àila hauteur
du segment sphérique; ce qu’il falloit démon-

trer. ’g PROPOSITION XXVL
THÉORÈME.

La surface d’une zone est égale à un rectangle qui

a pour base une droite égale’à la circonférence

d’un grand cercle de la sphère et pour’hauteur

une droite égaleà la portion d’un diamètre in-

tercepté par dans droites qui lui sont papau-
diculaires «qui embrassent cette zone.

Soit la zone décrite par l’arc EG (fig. 251) g

des. extrémités de l’arc EG menez les deux

droites EN, GPi perpendiculaires sur le dia-
mètre AB : je, dis que la surface de la zone d’é-
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crite par l’arc EG est égale à un rectangle qui a

pour base une droite égale à la circonférence
dont la droite AB est le diamètre-et pour hau-

teur la droite P. jPuisque la surface convexe du segment sphéc
A rique décrite par l’arc ADEFG est égale à un

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence dont le diamètre est la droite AB,

et pour hauteur la droite AP et que la surface
du segment sphérique décrite par l’arc ADE est

égale à un rectangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence dont la droite AB est le

diamètre et pour hauteur la droite AN, il est évin

dent que la diflérence des Surfaces convexes de
ces deux segmens sphériques sera égale à la dif- g

férence de ces deux rectangles qui ont la même
base 5 mais la différence des surfaces convexes de
ces deux segmens sphériques est égale à la zone

décrite par l’arc EFG et la différence de ces deux

rectangles est égale à un rectangle qui a pour
base une droite égale à la circonférence dont la

droite AB est le diamètre et pourhauteur la diffé-

rence des droites AP , AN, c’est-à-dire la droite

NP ; mais la droite NP est la portion du diamètre
intercepté par les droites EN , GP qui lui sont
perpendiculaires et qui comprennentîl’arc EFG:

donc la surface de la zone décrite par Parc EFG

4
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et égale fla surface 91’319 ravager mais
basaient! «imité égale à h semence ses

la droite AB est le diamètre et pour
portion du diamètre intercepté 195x495?
droites EN, GP lui sont perpendicglaires’

et qui comprennent h vDonc la surface d’une zone est égaleaà un

rectangle qui a’pour base une droite
circonférence d’un grand cercle de
et pour hauteur une droite égale à la portigp
d’undianiètre intercepté par drainai
lui sont’perpendiculaiijes et qui embrassent cette
Zone; ce qu’il [falloit démontrer.

PROPOSITION xxvn.

1 teutonnes.
Les surfaces des sphères sont entr’ elles comme les

quarrés de leurs diamètres. i
Soient deux sphèresABCD, Emma-227):

je dis que ces deux sphères sont entr’ellescgmgne

les quarrés de leurs diamètres AC, F -
En efl’et , larsprface de la sphère est égale àun

rectangle qui a pour base une droite égale p à la
circonférence d’un grand cercle. et pour hauteur
le diamètre de ce grand cercle ; et la surface d’an?

grand cercle est égale à un triangle rectangle dont
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un des côtés de l’angle droit est égal à la circon-

férence , .et dont l’antre côtévde l’angle droit est

égal à son rayonq; ce triangle rectangle est
égal à un rectangle a pour hase une droite
égale à la chconférence de ce grand cercle et

pour hauteur le quart du diamètre : donc la
surface de 31a sphère est quadnipled’nn grand

cercle : donc la surface de ila sphère est égale
à m’être grands sarcles : donc. la surface de la
sphère A1397!) est?! la surface dei? âphèrç FGHIQ

comme quatre stands sardes de la Première
sphère sonda agencerapds «rebellais seconde,
ou comme un grand cercle. de la première est
âne grand perde de. la 9.339094th Mais ces cer-
cles sont entr’eux comme les quarrés de leurs
diamètres, et le diamètre d’ungrand cercle est

le même que le diamètre de la sphère : donc
les surfaces des sphères ABCD,I,FxGHK sont
entr’elles comme les quarrés de leurs diamètres;

Donc les surfaces des sphères sont entr’elles
comme les quarrés de leurs diamètres; ce qu’il

falloitdémemrer- -
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PROPOSITION XXVIII.
’THÊORÊME.

Deux sphères concentriques étant données ’, on

peut inscrire dans la plus grande un polyèdre
dont les facés ne touchent point la circonfé-

rence de la plus petite. H
Imaginons deux sphères qui aient le même

centre A (fig. 220) : je dis qu’on peut inscrire
dans la plus grande sphère un polyèdre dont

g les faCes ne touchent point la surface de la plus

petite. . .Faites passer un plan quelconque par le centre
de ces sphères, les sections seront des grands
cercles de la sphère . Supposons en conséquence

que BCDE soit un cercle de la plus grande
sphère et que FGH soit un cercle! de la plus
petite ; menons les diamètres BD , C E de
manière qu’ils soient perpendiculaires l’un sur

l’autre. Les deux cercles BCDE, F GH ayant
le même centre , décrivons danstleplus grand
BC DE un polygone dont les côtés soient égaux

et pairs en nombre et ne touchent point le plus
petit cercle FGH ; que les côtés de ce polygone
qui sont dans le quart de cercle BE soient B K ,
KL, LM, ME; menons le rayon KA que nous
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prolongerons vers N tau point A et sur le plan
du cercle tBC DE élevons la perpendiculaire

’AO qui rencontrera la [surfine de la sphère au

point 0 , et’par la droite A0 et par chacune
des droites BD, EN conduisons deux plans ;’
ces deux plans produiront deux grands cer-
cles dans la surface de la sphère. Supposons
qu’on ait ces deux grands cercles et que B0 D ,
KON, en soient les moitiés, et que BD, KNn
en soient les diamètres. Puisque la droiteOA.
est perpendiculaire sur le plan du cercle
BC DE , tous les plans qui passeront par cette
droite A0 seront perpendiculaires sur le plan
du cercle BCDE : donc les demi-cercles BOD ,
KON sont perpendiculaires sur ce même plan;
et puisque les demi-cercles BED, BOD , KON

’ lsom égaux, car leurs diamètres EC , BD, KN
sont égaux entr’eux, les quarts de leurs oircon-n

férences BE , B0 , K0 seront égaux entr’eux :-

donc les quarts de cercle B0, K0 contienr
dront chacun autant de côtés du polygone ins-
crit que le quart de cercle BE, et les côtés

, contenus dans les quarts de cercles B0; K0
seront égaux aux côtés B K , KL , LM , ME ,

chacun à chacun. Menons les cordes BP, PQ ,

QR, R0, K5, ST, TV, V0 et les droites
’SP, TQ, VIL Des points P, S abaissons des
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perpendiculaires sur le plan du .3 C955
ces perpendiculaires temberont au les sont:
cannes sections BDfiKN desyplans des demi:
Cercles B.0D , KON , puisque ces plans sont
perpendiCulaires sur le plan du sarcle BCDE i
par construction ; que ces perpendiculairesxtqm-
hem donc sur ces communes sections et que
ces perpendiculaires soient PX, 5X5 menez
la droite XY. Puisqu’on- a pris les au» W
BP , K5 dans les demie-circonférences’égales

BOB, KON et que les droites PX, SY sont
perpendiculaires sur les diamètres BD , KN ,
la droite PX sera égale à la droite SY et la
droite BX égale à la droite Mais la droite
totale BA est égale à la droite totale La : donc
la droite restante K4 est régale à la droite res--
tante YA: donc EX est à XAchme ,KY est
à YA : donc la droite X35 caparallèle àla droits

KB; et puisque chacune des droiteaPX, SY est
perpendiculaire sur le plan du cercle BCDE, la
droite PX sera parallèle àla droite ,SY; mais on
a démontré que ces droites sont égales: donc

les droites YX, 5P sont égales et grenèles;
et puisque la droite Y X est parallèle à la droite
8P et à droite K3, la droite SP sera parallèle
à la droite KB (prop. 9. n ); mais ces droites
sont jointes par les droites BP, K5 .: donc le
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quadrilatère KBPS est dans un seul’ plan, car

si deux droites sont parallèles et si dans cina-
cune- de cesd’roites on prend des points quel-
conques, les-droites qui joignent ces points
sontidâns le même plané que cesparallèles. On
démantrerzr delà même’nîanière’, que la droite

Westparallèlë à" 13’ droite SP’ et là droite’VR

pârallèîe â la droite : donc chacun des
Quadrilhtëres SPQT, T’Q’EËV’ est dans un seul

phi) ;’ mais le triangle V’RO est aussi dans un
seu*l7plân’ : donc si des’ points P", S, Q’, T;

R, Ve on conçoit" des droites menées au point

A , on aura construit entre les arcs 130, K0
un. certain polyèdre! composé des pyramides
donrles hases seront les quadrilatères KBP S ;

WSPQ’F, TQRV et le triangle VRO et dont
le sonnet conimun’ sera le point A. Si sur cha-
cun des côtés KL , LM, ME nous faisons la
mâtine construction que nous avons faite sur le
côté KB, si nous faisons ensuite lagmême chose *

dans les autrestquarts de cercle EAD , BAC ,
ÛA’B et dans 1’ autre hémisphère , nous aurons I

inscrit dans la sphère un certain polyèdre qui
seras composé des pyramides dont les basessont

les quadrilatères KBPS, SPQT, TQRV et le
triangle VRO ,ï et les quadrilatères et les trian-
glcsrcor’respondans à ces quadrilatères- et à cé
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triangle et dont [le sommet (commun sera le

. point A.
Je dis à présent que ce polyèdre ne touche

point la surface de la petite sphère dans laquelle
est le cercle FGH. Du point A menons la droite
AZ perpendiculaire sur le plan du quadrilatère
KBPS, que cette perpendiculaire rencontre ce
plan au point Z et menons les droites BZ, ZnK.
Puisque AZ est perpendiculaire sur le plan du
quadrilatère KBPS , elle sera perpendiculaire
sur toutes les droites qui la rencontrent et
sont dansIee plan :I donc AZ est perpendiculaire
sur l’une et l’autre des droites BZ, ZK; mais
puisque AB est égal à AK ,.le quarré de 4B sera

égal au quarré de AK; mais les quarrés des
droites AZ , ZB sont égaux au quarré de A3 , car

l’angle en Z est droit par construction, et les
v quarrés de AZ, ZK sont égaux au quarré de Ali:

clonales quarrés des droites AZ , ZB sont Égal]:

aux quarrés des droites AZ, -ZK: donc si l’on
retranche le quarré commun de AZ, le quarré
de BZ sera égal au quarré de ZK :I donc la droite

B2. est égale à la droite ZK. On démontrera sem-

blablement que les droites menées du point Z
aux points P, S sont égales chacune à l’uneet

à l’autre des droites BZ, ZK : donc le cercle
décrit du centre Z et avec un intervalle égal à.
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une des droites ZB , ZK passera aussiîpar les
points P , SL: donc le quadrilatère KBPS sera
inscrit dans un cercle; et puisque la droite KB
est plus grande que la droite YX et que la
droite YX est égale à la droite SP, la droite
K13 sera plus grande que la droite SP. Mais la
droite KB est égale à l’une et à l’autre des

droites K5, BP : donc l’une et l’autre des droites

K5, sont plus grandes que la droite SP.
Puisque le quadrilatère KBPS peut être ins-

crit dans un cercle , que les droites KB , BP, K5
sont égales et que chacune de ces trois droites
est plus grande que la droite PS, la droite KB
soutendra un arc plus grand que le quart de la
circonférence : donc l’angleIKZB est obtus:
donc ,lepquarré de KB’est plus grand que les
quarrésldes rayons KZ,A’ZBI, e’eSt-à-jdire que

le quarré de KB est plus grand que le double
du quarré du rayon BZ,.

Menons la droite KX.’ Puisque dans les trian-

gles KBX, PBX les. droites KB , BX sont égales
aux droites PB, BX,V et que l’angle KBX est
égal à l’angle BBX, l’angle KXB sera égal à

l’angle PXB’; mais l’angle PXB est droit : donc

l’angle KXB est un angle droit. Puisque la droite

DE eSt plus petite que le double de DX et que
DE est à DX comnie le rectangle compris sous



                                                                     

538 suPPLÉnnîun’T
DE, XËIÉSÏ’a-Ïl. rectangle compris sausvnx,’

X3", si sans on (semples: lié recenglë com-a
pris soiisnlôBi’, X-Èiret si’sur’D’X oiï complète le.

rectangle compris sous 13X", X3, le rectangle
compris" sans; 15E; 13X. sera petit que le:
deulilè de celui quikest: compris sous-13X; X3.

.’ Éliane; la droite lib: Le rectangle compris sous
É B; XBïseraégal au quarré K3; etlè rectangle

comprisvs’ous D331, ICI-Illégal au de EX:
dam: 1è- qumé ide K’Bîesrplùs petit-que gadou-

ne dû quarré’de si: mais le quasis” des se
e’s’t’plii’s’grand’què’ le asti-me duïquarré’de Bzz’

donc 1è quarré de KiX’ est. plus gran’d’què le,

quarré de HZ; et puisque B’À’estlé’gallàllÏÂ’ , le

quarréJde BÂ sera égal’au quarré ide Mail:
les quarrés des droites BIZ’, Z’A sont égaux

au quarré-de la droitegB’À’, etilés quarrés des.

droites K’X, XA" égaux au arrép dé la (soie

KA : donc les quarrés desdrOÎtès BZ, ZuAJsont’

égaux aux quarrés des droites Kif, X’Af; mais

le qt’tarré Ide KX est plus grand que (1è
de BZ’: donc le quarré! de XA estpluspetit’

que le quarré de ZÆ : doncla droite A’Zesti
plusigrande que la droite AXE donc la droite
A’Z’ est à plus forte raison plus grande quelle

droite AC; mais la droite A2 est une pet-pendis
salaire sur une des faces du polyèdre inscrit , et
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.la droite AG estun rayon de la plus petite Sphère:
donc la face de ce polyèdre sur laquelle la droite
AZ est perpendiculaire ne touche point la sun-
face de la plus petite sphère. ,

Du senne A matissons la droits AZ’ Rar-
Ipeudiculaire sur le plan du quadrilatère S’PIQÊP

et menez la droite PZ’. t
N 911.8 démqattewns de la mêmeeaaière au?

nous l’avoir fait Pour .19 gwadrilatère (193.33?!

que le point lZ’ est le centre d’un cercle cit:-

conscrit au quadrilatère .81?er et,que la [droite
SP est-plus grande que la droite T,Q; mais on
a démontré que la droite 5P est parallèle là la

(imite .T Q z donc les wadrilatèïçs MP5,
.SPQI qui peuvent réagissais dans des cardas
outlaws (tâtés K13, SP, TQ Parallèles en"?
aux; mais les rentras côté? kF, 5.5, P9 , -.ST
(le ces quadrilatères sont égauxlentr’eux , et le
côté K3 est plussrëad 51246 .1e.çôté .51? et le

a côtéZSP plus aussi que 189m6 ÆQ :4999?

rayon Bali sa me sraad me 1633191???
gueusais.)- Mesa, sémites Maçsaeiëïeiëe
sera égale à la droite AB. Puisque l’anglexêZÏP,

est droit , les quarrés des. droites AZ’, Z’P

serrer. égaux anamnèsedaldïeit?N19? au
guarçé’delaîdroite AB striais [legquarré Ide fila

.slnaite,AB.sst.ésalsax apurésflçïdmitîfiàz:

l
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’ZB : donc les quarrés des droites AZ’, Z’P sont

égaux aux quarrés des droites AZ , ZB. Mais
le quarré de Z’P est plus petit que le quarré

de ZB : donc le quarré de la droite AZ’ est
plus grand que le quarré de : donc la droite
AZ’ est plus grande que la d oite AZ. Mais on
a démontré que la droite AZ est plus grande
que la droite AG : donc la droite AZ’ est, à
plus forte raison , plus grande que la droite ACE:
donc le quadrilatère SPOT ne touche point la
surface de la plus petite sphère. Par la même
raison , le quadrilatèreT QR V ne touche point
la surface de la plus petite sphère 5 il en est de

* même du triangle VB0 (cor. 2 du lem. suiv.) , et
il en sera encore de même de toutes les autres
faces du polyèdre inscrit : donc les faces de ce
polyèdre ne touchent point la surface de la
plus petite sphère.

Donc , deux sphères concentriques étant
données , on peut toujours inscrire dans la plus

grande un polyèdre dont les faces ne touchent
pas la surface de la plus petite”; ce qu’il falloit

démontrer. 1’ i ’
L a M M n.

Que les deux quadrilatères ABCD, -EFGH
(fig. 252) soient inscrits dans les cerclesABC D,

’EBGH; que lestcôtés AB, DC soient paral-
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hèles, ainsi que les. côtés ,EF, HG ;- que des
autrespôtéskADJÇB, 11E, GF soienttégaux
entr’eux, et que le côté AB soit plus grand. que

le.,qôté EF stylewcôté DG :plüsgrand geste

côté HG :je ,dis que le, rayon KA sera- plus

grand quelle rayon LE. y a , . . .
5 Car si lerayon ,KA n’est pas plusgrand que

le :1?an LE , le rayon :KA- sera égal au rayon
LE,on.plus petitesupppqson’s d’abord quels,
rayera. 13A sait égala essayeur ALE manque des

cercleszl).,; EFG lisent égaux, et quel les
gardes Allm Isont. égales au; cordes
hies apçsïAQD, BŒseront égaux aux arcs

, gagnais du Leritç est plusg’ranade
queî la, («une1 EFÀ et lambada [D9 plus; grande

que laeqrdflflçœ donc l’arc A3. est-plus? grand

(Pléxlfam 5E 9;;1’3rfinpflcplrufizgiând que l’arc

HG z douelazçirepgféaence cdfièmrABGDesera

demande sac hanconfémpce entièxfeEFGHs
mais ces. deux circonférencesïsont:égalasses
est Impossible, t,-;dQ!.10’le mayomKA n’est,

pas égalauy,rayqn.,I;EJ m. m1 w! a!» : na. i
V - Supposons. en secoudy-tlieulqmfléimyçn-RA

soit plus petit que le rayon LE , et que,’deirayon
i soit égal à laydreitc LMJ Ducemre L avec l’in-a

remue. LM dépriserais: circonlërénàe amer;

menons les rayons fifi, LE; LGLLP cales cordes
a
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MN;N;O-, cr, PM. Les cordesMN, No, on,
PM seront parallèles aux cordes EF, F6 ç ’GH ,

HQ, et les premièrës seront plus petites que
les dernières «(terminisme la corde Ël’I’e’st

plus grande que la corde tMP,’latcorde la) stéra

plus grande que la corde MP; mais les cèreles
mon, MNOP sont égaux: dans l’arc in
est-plus. grand que l’arc MF; l’arci’lSÇlëstplus

giamlqhe l’arc N0 , patarasse faisan ç mais
la [corde A13 :ëstîpluscgrandëîqùè la c’ereïE’F;

etîla: :porde îest êëiiile da’ËÔËde
Mm ddnc ,:à:p1us48rtéïraiseaflâ canitie ne:

plus grandeqtie la’ckârde’liINïzi dans l’ai-c

alsaphiszlg’randr que l’atel’M’Nâ d’arc lD’Ë’sera

pnmgyandçgaen’atarpos; pariai [sans ses.
flonqlariireonféîëene’ei water-eUÆBeJneal plus

graüdarqlibttlaiîeittèbhiëi’hflïie’ïefitièrë M’ËOP;

msieuMhœtfiatregoeesîïünatïaiæbsnrëtènces

amarantes 7; acenqui- - e81; E’iiiëpi’5ssilblë :’ Î(lône 31e

«opacifiai:n’estpasl’r’lttsipetit’queÎ le rayes ;

mais fistuvxons fleuronné antiaérien pas
égale; donc le rayon fiïeâtv’flë’cëfisairëhient

plus Wenwwyiwaæ il æèïqa’îl f rafloit
pdémomeml, 3., Il [marlin pl ou!» air: 5 sui-1 i ’

qui nove .I enflamma L’ail mignblgî ï; ’ 4’

; oôæ’nierae-qaaaalaæt’éfibnabit
égalzamciiu’midll iiiJhdi’ii-àtére.’ ÉTÉ H ,i et si
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les autres côtés du premier quadrilatère étoient

plus petits que les autres côtés du second, on
démontreroit semblablement que le rayon RA
est plus grand que le rayon LE.

convonLAinn Il.
sailles (leur mariales, ispëçèleê .4139 , DEF

(fis: 25,5) sont inscrits dans des pétales, et si

les côtés AC, CB, DF, FE sont égaux entre
eux , et si-le côté A13 est plus grand que le côté

DE, on démontrera, comme dans le lemme pré-

cédent, que le rayon tin-cercle circonscrit au
triangle ARC est plus grand que le rayon d

V cercle circonscrit au ïtriangle BEL. ” ’1 il *-

conOLnAravn 111;, i
Si les deux triangles isosqèles ARC ,

(fig. 255 ) sont inscrits dans des cercles et les
côtés du premier sont plus petits que les côtés

du second, on démontrera semblablement que

le rayon du cercle circonscrit au triangle
est plus grand que le rayon du cerclepcircpn’s-

crit au triangle DEF. l
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PRO-POSITION.’IXIXIX.
’TI-lÉ’ORÈME’.

Deux sauçais sphériques semblables et concen-
triques e’tant donnés, on peut toujours inscrire

dans le plus grand un polyèdreidont les faces

ne touchent la, surface du plus petit. l

Soient deux secteurs sphériques semblables
et concentriques dont les surfaces ont été dé-

crites par deuxiarcs des quarts de cercle OBA ,
.O’GA (fig. 220) pendant que ces deux quarts

de cercle ont fait une révolution autour du
(rayon A01: je qu’onpeut inscrire dans le
plus grand un polyèdre dont les faces ne tou-
chent pointla surface du plus petit secteur sphé-

rlquea Il L. P ,
Complettons les sphères et inscrivons dans la
plus grande un [polyèdre dont les faces ne tou-
chent point la surface de la plus petite. Il peut
arriverioii que l’arc qui aidécrit la surface du
plus grand secteur contienne exactement un ou.
plusieurs des arcs égaux 0R , RQ, QP, PB ou
que cet are ne contienne qu’une partie d’un de

ces arcs égaux, ou bien que ce même arc con-.
altienne un ou plusieurs de ces arcs égaux avec

un reflet
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Supposons d’abord que l’arc qui a décrit la

surface du secteur sphérique contienne exacte-
ment un ou plusieurs de ces ares égaux ; il est
évident qu’on aura inscrit dans le plus grand
secteur unhpolyèdre dont les faces ne touche-
ront point la Surface du plus petit.

Supposons en second lieu que l’arc qui a dé-

crit la surface du plus grand secteur sphérique
contienne l’arc OR , avec un reste RQ’; faisons
l’arc VT’ égal à l’arc RQ’ , et menons les cordes

VT’, T’Q’, Q’R, et faisons la même chose dans

les autres portions de fuseaux qui composent
le reste de la, surface du secteur sphérique dé-g
crite par l’arc OQ’. Nous démontrerons abso-

lument de la même manière que nous l’avons
fait dans le théorème précédent , que la pero

pendiculaire menée du centre A sur le quadri-
latère T’Q’RV est plus petite que la perpen-

diculaire menée du centre A sur le quadrilatère
SPQT (cor. 1 du lem. précéd.)i, et nous con-
clurons que le quadrilatère T’Q’RV ne touche

pas la surface. du plus petit secteur"
Supposons enfin que l’arc qui a décrit- la sur-

face du plus grand secteur rie-contienne qu’une
partie de l’arc OR , la partie OR’ , par exemple;

faisons l’arc OV’ égal à l’arc OB’, menons les,

cordes 0.V.’, V’R’, R’O, et faisons la même

4



                                                                     

556 surmenaschosé dans les autres portions de fuseaux qui
compOSent le reste de la surface du Secteur sphéâ
nique décrite par l’arc ÔR’; nous démontrerons

encore de la même manière que nous l’avons
fait dans le théorème précédent , que la perpenv

diculaire menée du centre Asur le triangle OV’R’

est lus l’etite m e la er Iendiculài’r’e menée du

sénile Âpsu’r Iguadxiilat’érè TQRV ( cor. 5 du

lem. piéc’e’d.) , et nous tamtams que le trian-

gle ÔV’l’t’ ne touche pas la surface du plus petit

Pour; déni: secteurs sphériques semblables
et concentriques étant donnés, on peut ins-
ante datas le plus grand un paysans des: les
faces ne touchent point la surface du plus petit;
ce au Pandit démdntrer.

[PROPOSITION xxx.
T Ï: i5 a i: in a.

La sphère est égale à une pyramide triangulaire

dont la brise est égale à la surface de cette
sphère et dont la hauteur est égale au rayon
de cette même sphère.

M’Sloitil’a sphère 2’54) ; imaginons
une Pyramide HIK’L dont la base ÏKL soit
égale la la surface de cette sphère et dont la
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hauteur Hi soit égale au rayon de bette même
sphère : je dis que la sphère AÉC estn’ëgale à

la pyramide HIKL.
Car si la pyramide HIKL n’en pas égale à

la sphère ARC , cette pyramide sera plus petite
ou plus grande. Supposdns qu’elle ses plus
petite et qu’elle soit égale à une sphère con-

1centrique plus petite , savoir , à la sphère DE F.
Inserivons dans la Sphère ARC un polyèdre

dont les faces ne touchent point la surface de
la sphère DEF ; ce polyèdre sera aSSem-
blage de pyramides qui auront tontes leurs som-
Ïn’ets au centre de la sphère AB’C. ’Si la 511au-

leur de chacune de ces pyramides émit égale

au rayon de la sphère , ce s’était égal
à une pyramide triangulaire auroit pam-
base une set-race égale au surface du polyèdre

insérât et pour hauteur le rayon de la sphère ;

mais les hauteurs de ces pyramides sont cha-
scune plus petitës’què le rayonde la sphère ABC,

’et la surface de Ce polyèdre amples pétitè que

la surface de cette Sphère ": [dans le polyèdre
inscrit est plus petit que la pyramide triangu-
laire HI’KL quia pour’base ufie’surla’ce**é’gale à

la surfaCeide la sphère ABC et pour hauteur une
droite égale au rayOn de cette sphère; mais la
pyramide’CHKL est, par suppqsitidn , égale à
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la sphère DEF : donc le polyèdre inscrit dans
la sphère ABC est plus petit que la sphère DEF;
mais , auirçonuaiœ , le polyèdre inscrit dans la

I sphère ABC est plus grand que la sphère DEF,
puisque ce polyèdre contient la sphère DEF; 4*

:donc la pyramide HlKL
n’est pas plus petite que la sphère ABC.

Supposons en second lieu que la pyramide
HI KL soit plus grande que la sphère ABC et
qu’elle soit égale à une sphère concentrique
plus grande , savoir, à la sphère D’E’F’.

Inscrivons dans la 1sphère D’E’F’ un polyèdre

dont les faces ne touchent point la surface de
la sphère ABC; ce polyèdre sera un assem-
blage de pyramides qui auront toutes leurs som-
mets au centre de la sphère D’E’F’. Si la hau-

teur de chacune de ces pyramides étoit égale
au rayon de la sphère ABC , ce polyèdre seroit
égal à une. pyramide triangulaire auroit pour
hase une surface égale àla surface de ce polyèdre

et pour hauteur une droite égale au rayon de
cette sphère ; mais les hauteurs de ces’pyra-
mides sont chacune plus grandes que le rayon
de la sphère ABC et la surface de ce polyèdre
est plus grande que la surfacede la sphère ABC:
don-c ce polyèdreinscrit est plus grand que l’a

pyramide HIKL qui a pour base une surface
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égale à la surface de la sphère ABC et pour hau-

teur une droite égale au rayon de cette sphère.
Mais la pyramide HIKL est ,’ par supposition;
égale à la sphère D’E’ F’: donc le polyèdre ins-

crit est plus grand que la sphère D’E’F’; mais,

ancomraire , le polyèdre inscrit dans la sphère
D’- E’ F’ est plus petit que cette sphère , car il est

contenu dans cette sphère ;yce;qui est
Wilde : donc la pyramide HIKL n’est pas. plus ’

grande que la sphère ABC ; mais nous avons
démontré qu’elle n’est pas plus petite : donc la

pyramide HIKL est .égale à la sphère ABC.
Donc une sphère est égale à une pyramide

triangulaire dont la hase est égale à la surface
de cette sphère et dont-la hauteur est égale au
rayon de cette même sphère ; ce qu’il falloit

démontrer. ’ ’
COROLLAIRE.

Puisque la surface de la sphère est égale à
quatre grands cercles, le quart de la sphère’est
égal à un cône qui a pour base un grand cercle

et pour hauteur le rayon de cette sphère :donc la
moitié de la sphère est égale à un cône qui a pour

hase un grand cercle et pour hauteur le dia-
mètre de la sphère; mais le cylindre circons-
crit est égal à trois cônes qui ont pour hase un

grand cercle et pour hauteur le diamètre de la
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sphère : donc la moitié de la sphère est égale

au tiers du cylindre circonscrit : donc la sphère
entière est égale aux deux tiers du cylindre
circonscrit.

PROPOSITION XXXI.
THÉORÈME.

Un secteur sphérique est égal à lune pyramide

triangulaire qui a pour base une surface égale
à la surface sphérique de ce secteur et pour
hauteur une droite égale au rayon de ce même

secteur,

Soit le secteur sphérique ABG 254):
je dis que ce secteur sphérique est égal à une

pyramide triangulaire HIMN a pour hase
une surface égale à la surface sphérique de ce

secteur et pour hauteur une droite égale au
rayon de celmême secteur.

Car si cette pyramide n’est pas égale à ce

secteur, elle sera plus petite ou plus grande.
Supposons d’abord qu’elle soit plus petite et

. qu’elle soit égale à un secteur sphérique plus

.petit.,«savoir-au secteur sphérique DE G.qui est
semblable tau secteur asphérique A B G.

Après avoirinscrit dans le secteur sphérique

VABG une portion de polyèdre qui ne touche
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point la surface du secteur sphérique DEG,
nous démontrerons , comme dans la proposition
précédente, que la pyramide HIMN n’est pas

plus petite que le secteur ABG.
Nous supposerons en second’lieu que cette

pyramide est égale à un secteur sphérique plus
grand , savoir au secteur sphérique D’E’ G’ qui

est semblâhle-nusecteur sphérique AJBG.
’Wprèslœvoir inscritdansï le secteur - sphérique-

D’ F’ G’ une portion de :pdlyèdre’iibnt-leszfacos

sue Îflanchent point» la surface du secteur sphé-

ttique ÂABG ,-on démontreraieneore , comme
(danslspmpos’uion vpnéeédenve, que la: pyramide

HI M N m’est pas plusgranflequele«secteua sphé-
ërlqu’ei iEFG ,v ètÎl’on tournoiera que cette pyra-

-mide eSttégaleïau: secteun’ephérique A2131; , se:

"que par conséquent iun scutum sphérique est
fégà’lïz’ilùn’e pyramide triangulaire quiïafpour hase

gaine-williams! égale -à1-laasurfaeel sphérique «le ce

muet -»penr”hæênteurâuue droite Légale au
oflayeeiue ce même secteur 7;Icequ(’-i-l4falloiti ulé-

-*nïontrer. ’ ’ w w I x
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PROPOSITION XXXIL
THÉORÈME.

Les sphères sont entr’elles comme les cubes de leurs

rayons,.et les secteurs sphériques semblables sont

aussi entr’eux comme les cubes de leurs rayons.

Soient les deux sphères ABC, DEF (fig. 255) :
je-dis que ces deux sphères sont entr’elles comme

les cubes de leurs rayons.
Supposons que la base de la pyramide. GHKL

soit égale à la surface. de la sphère ABC et que
-sa hauteur. soit égale au rayon de, cette même
-sPhère. Faisons la droite GM égalefaurayoh
de la sphère. DEF, et par le, point M conduisons
un plan soit-parallèle à la haselde la pyra-

.nnde GHKL; la section-de cette pyramide par
-ce: plan sera un triangle semblable V au. triangle
’HKL. lestriangles semblables sont entre
eux ’co’mmeles quarrés de-leurs côtés homo-

logues: donc le triangle HKL est au triangle
MNO comme le quarré de la droiteIHK est
au quarré de la droite MN; mais les triangles
GHK, GMN sont semblables : donc la droite
HK est à la droite MN comme la droite GH
est à la droite GM :. donc le triangle HKL est
au triangle MNO comme le quarré de la droite
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GH est au quarré de la droite GM; mais la sur-
face de la sphère ABC est à la surface de la
sphère DEF comme le quarré du rayOn de la
sphère ABC est au quarré du rayon de la sphère

DEF, cômme le quarré de la droite GH est au
quarré de la droite GM : donc la surface de la
sphère ABC est à la surface de la sphère DEF

comme le triangle H KL est au triangle MNO:
donc , en échangeant les places des moyens, la
surface de la sphère ABC est au triangle HKL
comme la surface de la sphère DEF est au trian-
gle MNO 5 mais la surface de la sphère est égale,

par supposition , au triangle HKL : donc la sur-
vface de la sphère. DE F est égale au triangle
MNO, c’est-à-dire à la hase de la pyramide
ÇMNO; mais le rayon de cette sphère est égal

à la hauteur de cette même pyramide: donc la
sphère DE Frest égale à la pyramide GMNO;

mais les pyramides semblables GHKL , GMNO
sont entr’elles comme’les cubes de leurs hau-

- teurs GH, GM : donc les sphères ABC, DEF
qui sont égales aux pyramides GHKL , G MNO

A sont entr’elles comme les cubes des’hauteurs
G Hg G M de ces pyramides, ’c’es’t-à-dire

comme les cubes des rayons des sphères ABC,
DEF. On démontreroit d’une. manière sem-

blable que les secteurs sphériques semblables
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sont aussi entr’eux comme les cubes de leurs,
rayons.

Donc les sphères sans enfielles comme les
cubes de leurs rayons; dans les secteurs sphé-
niques semblables sont aussi cntr’eux comme

les cubes de leurs-rayons; ce falloit dé.-

tnontrer
De la mesure ligues, des surfaces et des

solides.

r- DÉAFlNJTIONSr

I ’I.,On mesure une quantité en déterminant

combien de fois cette quantité contient une
quantité c’qnnue . i , q
I ,2, On" mesure ’unelligne , unesurface et un
solide en. déterminant combien de fois cette

(i) On intimoit démontrer de la mAnière’suivante

que les sp ères sont entr’elles "comme les cubes de
fleurs rayons.- xLes sphènes inscritesdans du cylindres
sont. épinais: dentiers «asphaltages m1191:
anamniens? ; mais Ils-cylindres amassât! à
ses amasseuses. salifies semblables :4999 les cy-

lindres circonscrits à. des sphères sont,entr’eu’x comme

les. cubes dqs rayons de leurs bases, c’est-à-dire comme
’- lè’a cubes fieri-ayons desÏsphèi-es; donc les deux tiers

" de ces cylindres ,lc’est’Aà-îdire les sphères inscrites, sont

aussi entr’ellEs qomni’eles..oubes de laura-rayons". .’

l
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ligne, cettetsurface et ce solide contiennent
une droite connue , un quarré connu, et un
cube connu : ces quantités connues s’appellent
unités de mesure.

PROPOSITION PREMIÈRE.

T n E o n î; M a.

’ Deux rectangles sont entr’euæ comme les prOduits

de leurs bases par leurs hauteurs.

Soient les deux rectangles DB , DF (fig. 256) :
je dis que le rectangle DE est au rectangle DF .
comme le produit de la base AD du rectangle
DB par sa hauteur DC est au produit de la base
DE du rectangle.DF par sa hauteur GD.

Placez les deux rectangles DE , DF de ma-
nière que le côté DE soit dans la direction du
côté AD et le côté GD dans la direction du
côté DC , et terminez le rectangle AG. Puis-
que les deux rectangles DE, DH ont la même
base AD , le rectangle DE est au rectangle DH

comme la hauteur DG du rectangle DE est à
la hauteur DG du rectangle DE; et à cause .que
les deux rectangles D H, DF ont la même hau-
teur GD, le rectangle DH est au rectaugleDF
comme la base AD du rectangle DH est à la base
DE du rectangle DF. Si l’on multiplie chaque

M m .
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. terme de la première proposition par chaque

terme de la seconde; les produits qui résulte-
ront de cette multiplication formeront encore
une proportion : donc le produit du rectangle
DE parle rectangle DH est au produit du rec-
tangle DF par le rectangle DH comme le pro-
duit de la base AD du rectangle DE par sa
hauteur DC est au produit de la hase DE du
rectangle DF par sa hauteur DG : donc si l’on
supprime le facteur DHuni est commun aux
deux, premiers termes , le rectangle DB sera au
rectangle DF comme le produit de la base AD du
rectangle DE par sa hauteur DC est au produit
de la base. DE du rectangle DFpar sa hauteur
DG : donc les deux rectangles-DE , DF sont l
entr’eux comme les produits de leurs bases par

leurs hauteurs. I
Donc deux rectangles quelconques sont entre»

eux comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs; ce qu’il falloit démontrer. l

l
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PROPOSITION Il.
THÉORÈME.

Un rectangle a pour mesure le produit de sa base
par sa hauteur (i). l

Soit le rectangleAC (fig. 257) dont on veut
avoir la mesure ; que’le quarré D soit l’unité

de mesure. Multiplions le nombre exprime
combiende fois la’base BC du rectangle AC
contient le côté du quarré D par le’ nombre qui

exprime combien de fois la hauteur AB du

- ( I) Je ne dis point , comme on le dit ordinairement,
que la surface ou l’aire d’un rectangle , &c.; car, en
parlant ainsi, c’est comme si l’on disoit la surfaced’une

surface qui est terminée par quatre droites parallèles, i
ou bien l’aire d’une aire terminée par quatre droites
parallèles, &c. C’est par la même raison que je ne dis
point la solidité du parallélépipède ou bien le volume
d’un parallélépipède, parce que c’est comme si l’on

disoit la solidité d’un solide terminé par six parallé- .

IOgrammes dont les parallélogrammes opposés sont
égaux et parallèles, ou bien le volume d’un volume
terminé par six’ parallélogrammes dont les parallélo-

grammes opposés sont égaux et parallèles. Si je ne
m’exprime point ainsi, c’est pour me confiturier à
la manière d’Enclide’, et pour ne pas me servir d’une

façon de parler que rien ne sauroit autoriser.

l 3
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rectangle AC contient le côté du même quarré

D (x) : je dis que ce produit exprime combien
de fois le rectangle AC contient le quarré D.

Car puisque les rectangles sont entr’eux’

comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs , le rectangle A C est au quarré D
comme le produit du nombre qui exprime
combien de fois la base BC du rectangle AC
contient le côté du quarré D par le nombre qui

exprime combien de fois la hauteur du reman-
gle AH contient le côté du même quarré D, est

au produit du nombre I que représente la base
du quarré D par le nombre I représente
aussi la hauteur de ce même quarré. Mais le
produit du nombre A! par lui-même est égal à I :

donc le rectangle ,AC est au quarré D comme
le produit du nombre qui exprime combien de
fois la base BC du rectangle AC contient le côté

du quarré D par le nombre exprime coni-
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con-

’(I) Il est inutile d’avertir que le nombre qui exprime

combien de Fois la, hm du. rectangle AC contient le i
côté du quarré D ou le nombre qui’exprime com-

bien de fois la hauteur du rectangle AC contient le
côté de ce même quarré , peut être un nombre com-

’ mensurable, ou incommensurable, entier ou frac-
tionnaire, ou même une fraction.
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tientla hauteur de ce même quarré, est-à I : donc

le produit du nombre qui exprime combiende.
fois la base EC du rectangle AC contient le côté

du quarré D par le nombre qui exprime com-
bien de fois la hauteur AB du rectangle AC con-
tient le côté de ce même quarré, est la mesure

du rectangle AC, puisque ce produit exprime’
combien de fois le rectangle AC contient le
quarré D , pris pour unité de mesure : donc
pour avoir la mesure du rectangle AC , le quarré
D étant pris pour unité , il faut multiplier le
nombre qui exprime combien de fois la base
du rectangle AC contient le côté du quarré D

par le nombre qui exprime combien de fois la
hauteur-du rectangle AC contient le côté de
ce même quarré , le produit de ces deux nom-
bres sera la mesure du rectangle AC; ce qu’on
énonce en disant que le produit de la base du
rectangle AC par sa hauteur est la mesure de

ce. rectangle . tDonc un rectangle quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur; ce qu’il
falloit démontrer.

COROLLAIRES.
x. Puisqu’un parallélogramme quelconque

est égal à un rectangle de même base et de
’ 5
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même hauteur , il est évident qu’un parallé-

logramme quelconque. a pour mesure le pro-
duit de sa base par sa hauteur.

2. Un triangle étant égal à la moitiéd’un pa-

rallélogramme de même base et de même han-
teur , il est évident qu’un triangle a pour mesure

le produit de sa base par la moitié de sa hauteur:

5. Toute figure rectiligne pouvant se partager
en triangles , il est évident qu’une figure rectili-

gne quelconque aura pour mesure la somme
des produits de la base de chacun des triangles
qui la composent par la moitié de sa hauteur. I

4. Puisqu’un polygone régulier peut être par-

tagé en autant de triangles égaux et semblables

que le polygone a de côtés J en menant du
centre des droites à tous les angles de ce poly-
gone , et puisque chacun de ces triangles a pour
mesuœ le produit d’un des côtés du polygone
par la moitié d’une perpendiculaire menée du

centre sur un des côtés, il est évident qu’un

polygone régulier a pour mesure le produit de
son contour par la moitié d’une perpendiculaire

menée du centre sur un de ses côtés; i -
5. Un cercle étant égal à un triangle qui a

pour base une droite égale à la circonférence

de ce cercle et pour hauteur le rayon de ce
même cercle, il est évident qu’un cercle a pour
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mesure le produit de sa circonférence par la
moitié de son rayon.

6. Un secteur circulaire étant égal à un trian-

gle qui a pour base une droite égale à l’arc de

ce secteur et pour hauteur le rayon de ce sec-
teur , il est évident qu’un secteur a pour mesure

le produit de son arc par la moitié de son rayon.
7. La surface Convexe d’un cylindre droit

étant égale à un rectangle qui a pour base une
droite égale "à la circonférence. de la base de ce

cylindre et pour hauteur une droite égale à la
hauteur du même cylindre , il est évident que
la surface convexe du cylindre droit a pour me-
sure le produit de la circonférence de sa base

par sa hauteur. . .8. La surface convexe du cône droit étant
égale à un triangle qui a pour base une droite
égale à la circonférence de la base de ce cône
et pour hauteur une droite égale au côté de ce
cône , il est évident que la surface convexe d’un

cône droit a pour mesure le produit de la cir-
conférence de sa base par la moitié de son côté.

9. La surface de la sphère étant égale à un

rectangle qui a pour base une droite égale à la
circonférence d’un de ses grands cercles et
pour hauteur le diamètre de la sphère , il est
évident que la surface de la sphère est égale

4
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au produit de la circonférence d’un des ses

grands cercles par son diamètre. . a
10. La surface. convexe d’un segment sphé-

, rique étant égale à un rectangle a pour hase
une droite égale à la circonférence d’un grami

cercle de la sphère et pour hauteur une droite
égale à la hauteur du segment sphérique , il est ,

évident que la surface convexe d’un segment
sphérique a pour pesare le produit de la cir-
conférence d’un grand cercle de la sphère par" .

la hauteur du segment sphérique. ’

PROPOSITION IIÏ.
THÉORÈME.

Les parallélépipèdes rectangles sont entr’eux

comme les produits de leurs bases par leurs

hauteurs. ’
p Soient les deux parallélépipèdes rectangles

BG , B0 (fig. 258) : je; dis que le parallélépi-
pède BG est au parallélépipède B0 comme le

produit de la hase BD du parallélépipède BG

par sa hauteur AB est au produit de-la hase B M
du parallélépipède B0 par sa hauteur QB.
’ Placez les deux parallélépipèdes BG , B0 de

. manière que l’angle QBC soit commun ; prolon-

gez la base AG et terminez le parallélépipède ES. i
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Ruisque les deux parallélépipèdes rectangles

BG , BS ont la même hauteur, le parallélépipède

BG est au parallélépipède BS comme la base BD

du premier est à la hase BM du sec0nd; et’à cause

que les deux parallélépipèdes rectangles BS,
B0 ont la même hase BM , le parallélépipède

».BS est au parallélépipède B0 comme la hau-

teur AB du premier est à la hauteur QB du
second. Si l’on multiplie chaque terme de la
première proportion par chaque terme de la
seconde, les produits qui résulteront de cette
multiplication seront encore en proportionë
donc le produit du parallélépipède BG par le
parallélépipède BS est au produit du parallé-
lépipède B0 par le parallélépipède BS comme

la hase BD du parallélépipède BG par sa hau-

teur AB est au produit de la hase BM du pa-
t rallélépipède B0 par sa hauteur QB : donc si

l’on supprime le facteur BS qui est commun aux
deux premiers termes , le parallélépipède BG
sera au parallélepipède B0 comme le produit de

la base B D du premier par sa hauteur AB est au
produit de la hase BM du second par sa hauteur

. QB : donc les deux parallélépipèdes rectangles
BGk, B0 sont lentr’eux comme les produits de

leurshases par leurs hauteurs.
Donc les parallélépipèdes rectangles soutenue

a
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eux comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs; ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION IV.
THÉORÈME.

Un parallélépipède rectangle a pour mesure

le produit de sa base par sa hauteur.

Soit le parallélépipède rectangle AD (fig. 259)

dont on veut avoir la mesure; que le cube F
soit l’unité de mesure. Multiplions le nombre

qui exprime combien de fois la base BD con-
tient la base du cube F par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur AB con-
tient le côté du cube F : je dis que ce produit
exprime combien de fois le parallélépipède rec-

’tangle AD contient le cube F.
Car puisque les parallélépipèdes rectangles

sont entr’eux comme les produits de leurs bases
par leurs hauteurs , le parallélépipède AH est au

cube F comme le produit du nombre qui ex-
prime combien de fois la base BD du parallélé-

pipède AD contient la base du cube F par le
nombre exprime combien de fois la hauteur
AB du parallélépipède AD contient la hauteur du

cube F , est au produit de la hase du cube F par
sa hauteur; mais la hase du cube a pour mesure
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le produit du nombre i qui représente le côté
de ce cube par le nombre I : donc le produit de l
la base du cube par sa hauteur est égal au pro-
duit du quarré de 1 par 1 qui est I : donc le
parallélépipède AD est au cube F comme le
produit du nombre qui exprime combien de
fois la base BD du parallélépipède AB contient

la base du cube F par le nombre qui exprime
combien de foisla hauteur AB du parallélépi-
pède AD contient la hauteur du cube F, est à 1:

donc le produit du nombre exprime com-
bien de fois la base BD du parallélépipède AD

contient la base du cube F par le nombre qui
exprime combien de fois la hauteur AB du pa-
rallélépipède AD contient le côté de ce même

cube, est la mesure du parallélépipedeAD, puis-

que ce produit exprime combien de fois le cube
AD contient le cube F pris pour unité de me-
sure : donc pour avoir la mesure du parallélépi-

pède rectangle AD , il faut multiplier le nombre
qui exprime combien de fois la base du parallé-
lépipède rectangle AD contientla base du cube F

par le nombre qui exprime combien de fois la p
hauteur AB du parallélépipède AD contient le

côté du cube F, et le produit de ces deux nom-
bres sera la mesure du parallélépipède AD ; ce

qu’on énonce en disant que le produit de la
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base du parallélépipède AD par sa hauteur est
la mesure de ce parallélépipède.

Donc un parallélépipède rectangle quelcon-

que a pour mèsure le produit de sa base par sa
hauteur; ce qu’il falloit démontrer.

COROLLAIRES.
1 . Puisqu’un parallélépipède quelconque est

égal à un parallélépipède rectangle de même

hase et de même hauteur, «il est évident qu’un

parallélépipède quelconque a pour mesure le

produit de sa base par sa hauteur.
2. Un prisme triangulaire quelconque étant

la moitié d’un parallélépipède qui a une base

double et la même hauteur , il est évident qu’un

prisme triangulaire quelconque a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur;

5. Un prisme quelconque pouvant être par-
tagé en prismes triangulaires de même hau-
teur , et chacun de ces prismes triangulaires
ayant pour’mesure le produit de sa base par
sa hauteur, il est évident que le prisme total a
pour mesure le produit de sa base par sa hau-
teur.

4. Un cylindre droit ou oblique étant égal à
un parallélépipède qui a une. base égale et la

même hauteur, il est évident qu’un cylindre
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droit ou oblique a pour mesure le produit de
sa base par sa hauteur.

5. Une pyramide triangulaire étant égale au
tiers d’un prisme de même base et de même
hauteur , il est évident qu’une pyramide trian-

gulaire quelconque a pour mesure le produit de
sa base par le tiers de sa hauteur.

6. Une pyramide quelconque pouvant être
partagée en pyramides triangulaires de même
hauteur, et: chacune de ces pyramides triangu-
laires ayant pour mesure le produit’de sa base
par le tiers de sa hauteur, il est évident que la
pyramide totale aura pour mesure le produit de
sa base totale par le tiers de sa hauteur.

7. Un solide quelconque terminé par des
surfaces planes pouvant. se partager en pyra-
mides, il est évident que la mesure d’un solide

quelconque terminé par des surfaces planes sera
égale à la somme des produits de la base de cha- a

cune de ces pyramides par le tiers de sa hauteur.
8. Un cône droit ou oblique étant égal au.

tiers d’un cylindre de même base et de même
hauteur , il est évident qu’un cône quelconqué

a pour mesure le produit de sa base par le tiers
de sa hauteur. .

9. Une sphère étant égale à une pyramide
qui a une base égale à la surface de la sphère et
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pour hauteur le rayon de cette même sphère,
il est évident que la sphère a pour mesure le
produit de sa surface par le tiers de son rayon.

Io. Un secteur sphérique étant égal à une
pyramide qui a une base égale à la surface sphé-

rique de ce secteur et pour hauteur une droite
égale au rayon de la sphère , il est évident qu’un

secteur sphérique est égal au produit de sa sur-

face sphérique par le tiers de son rayon. 1

FIN DU SUPPLÉMENT.

VILLE PF. LYON

[ultima du mon des un



                                                                     

NOTES.
LIVRE I. - DÉFINITION 1v.

CETTE définition d’Euclide a paru insignifianle à

plusieurs géomètres; pour en comprendre le sens ,
comparons une ligne droite avec une antre ligne qui
ait les mêmes extrémités. Soit pour cet efl’et la droite

AFGE (fig. 240) et la ligne ABCDE.
La ligne AB est également placée entre ses points

A et B , c’èst-à-dire qu’elle ne s’avance ni vers la droite

ni vers la gauche, qu’elle ne va ni en haut ni en bas;
il en est de même de la ligne BC; mais il n’en est pas
de même de la ligne ARC, car cette ligne s’avance
vers B. La ligne C DE n’est pas également placée entre

ses points C et E , car elle s’avance versD z donc la ligne
ABCDE n’est pas également placée entre ses points

A, B , C , E, car elle s’avance tantôt vers un endroit,
tantôt vers un autre. La ligne AG H E est au contraire
également placée entre ses points A et F, F et G, G
et E, A et G, F et E, A et E, car elle ne s’avance,
jamais vers aucun côté.

Selon Archimède, la ligne droite est la plus courte
des lignes qui ont les mêmes extrémités.

Selon Platon , la ligne droite est celle dont les extré-
mités sont ombragées par les points intermédiaires. No

pourroit-on pas dire que la ligne droite est celle qui
peut tourner sur ses extrémités immobiles sans changer

de place ?
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LIVRE I.--narnn’rion vu.

Celte définition est analoglie à celle de la ligne droite
et peut par conséquent être expliquée d’une manière

analogue. ’
Selon Héron , la superficie plane est celle sur toutes

les parties de laquelle on peut appliquer une ligne

droite. . L tLIVRE I.--nÉr1nrrton xxxnrr
Cette définition renferme une condition superflue;

car si les côtés opposés d’un quadrilalère sont égaux ,

les angles opposés sont nécessairement égaux. (Robert
Sùnson.) ’

LIVRE l. -AxiôM.Æ vus.
Cet axiome veut dire que les lignes , que les surfaces

qui s’appliquent exactemenl les unes sur les autres sont
égales; que les angles dont les côtés s’appliquent exac-

tement les uns sur les autres sont égaux, et que deux
solides sont égaux lorsque les faces de l’un s’appliquent

exactement sur les faces de l’autre. Si l’on disoit. que

les choses qui s’appliquent exactement les unes sur les
autres sont égales , on ne pourroit point se servir de
cet axiôme, lorsque l’on voudroit conclure que deux
solides dont les faces s’appliquent exactement les unes
sur les autres , sont égaux entr’eux,

LIVRE I. -PRÔP081TION vu.
fi

Cette proposition a deux cas , car il peut arriver que
le pointD tombe dans le triangle ABC. Robert Simson
démontre le second cas; mais cela étoit inutile, car le
second cas est compris implicitement dans la proposi-

1*.
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lion xxr du même livre, où Euclide démontre que les
deux droites BD, D C sont plus courtes que les droites
B A, AC; bar il est évident que si les deux droites BD,

DC sont plus courtes que les deux droites BA, AC,
les deux droites BD, DG ne seront point: égales aux
deux droites BA , AC, ichacune à chacune.

LIVRE In- rnorosr’non X11v,pag.38,.lig.4.

p par puisque , &c. lisez que parmi les droites DE, DF
la droite DE soit celle qui n’est pas plus grande que
la droite DF. Puisque, &c. Robert Simson ).

LIVRE I. --PROPOSITION xxxv.
Robert Simson remarque que cette proposition. a

trois cas , et qu’Euclide ne démontre que le cas où le

point E tombe entre le point D et le point F. I.
Les deux autres cas ont lieu lorsque, le point E

(fig. 24 1) tombe sur le point D et lorsque le ’point E

tombe entre le point A et levpoint D ,( fig. 242.). Voici
comment on peut démontrer ces deux autres cas:
z Après avoir démontré, pour le second cas, que le

triangle AB D 241) est égal au triangle DCF, et
après avoirajoutéà chacun de Ces deux triangles égaux

le triangle BCD, on conclura que le parallélogramme
ÂBC D sera égal au parallélogramme BCFD.

Après avoir démontré, pour le troisième cas, que le

triangle ABE (fig. 142) est égal au triangle DC’E, et
après avoir ajouté à chacun de pas deux triangles egalix

le quadrilatère BC DE, on conclura que le parallelo-
gramme ABCD sera égal au parallélogrammeBCFE;

.Nn’
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LIVRE IV. - cononnsmn on La "toro-
SITION xxv,pag. 206, Zig. u.

Hexagone , lisez hexagone équilatéral et équiangle.

( Robert Simson

LIVRE V1. -- DÉFINITION n.
Robert Simsom trouve cette définition obscure et

’ la remplace par la suivante :
a Les figures , les triangles et les parallélogrammes ,

par exemple,sont réciproques lorsque les côtés qui com-

prennent deux angles sont proportionnels , de ma-
nière qu’un côté de la première figure est à un côté de

la seconde comme un autre côté de la seconde est à un
autre côté de la première ». Je donne la préférence à

la définition d’Euclide, mais j’approuve la définition

de Robert Simson comme explication. I

LIVRE Vl. - Dénutrition v.
Euclide entend par la quantité d’une raison le quo-

tient qui résulte de la division de l’antécédent par son

conséquent: d’où il suit que la quantité d’une raison

peut toujours être représentée par une fraction dont le
numérateur ont l’antécédent de la raison et dont le dé-

nominateur en est le conséquent. .
Soient les raisons suivantes, a : b, c : d, e z]: Les

quantités de ces raisons sont les fractions g, 2,; dont

le produit est la fraction 21:3. ou la raison ace : bdf

qui estune raison composéedesraisonsq: la, cul, a :f.
Il est évident que l’antécédent ac e de la raison com-

posée est égal au produit de tous les antécédens des
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raisons Composantes, et que le conséquent bdf de la
raison composéeest égal au produit dotons les conné:

quenedes Mummeomœs s’dïeà il suit qu’on pour-
roiténoncerzhadéfidtion si? de le mniètævsuiæhnte’:

Une raison composée déminant est celle Hont- l’unea
tédédent est égal-au" pondait de mantes ’anlscédnmtdes

raisons composantes et dont le conséquent est. 691 au
produit de tous. bœooùaéquèü dcçtmisomiébmpo-

sautes. A t ’ u 7 t Il’Il W IIl l, t Un”)
L [ne XI. a D’ÉîIfit’rïon f

Çette définition n’estpas proprement ufiégdéfini-

ilion , mais bien un théorème qu’ilziiaut démontrer. Je

donnerai la démonstration de cette définition dans le
casoù les angles solides ne sont pas compris par plus
de trois anglesplansg Je ne ædéqropxtpqraig ueuce cas ,
parce aimasse tout? tss, 4éæ2n9-Üëtti945 (Le sont ap-

puyées sur cette définition il n’est pas question d’un

seul solide dont les angles solides soient compris! par
i 1Plus de .troisanskaœlsaëzt. - a 4 MÉ’ . t

Robert Sinison soutient que laldéfinition se n’est
pas vraie dans tous les casa et que par conséqniènt un
grand nombre de démonstrations du 11° Livre et plu-

sieurs démonstrations du Livre lin ont un fondement
rumeur; en conséquence ilsupprimelcette définition
et lai-emplette par trois théorémeslqu’il met à la suite

de la proposition xxn. . l
, Pour démontrer que la définition x est fausse dans

certains cas, Robert Simson suppose deux solides qui
ont le même nombre de faces semblables et égales,
mais dont l’un a un angle solide rentrant, tandis que
tous les angles solides de l’autre sont saillans. Mais

- a
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n’est-il pas évident qu’Euclide n’avoit en vue que les

solides qui» n’ont; pointid’angles rentrons? Etoit-il

nécessairertde l’énoncer d’une" manières expresse ?

Cette définition est vraie dansâtouslès das,- lorsque les
angles solider sont r soûlaud: royal! les notes"qui ’ sont
à la-suitenxles ElémeixsldetïGéonçétiie de A. M. Le-

gendrearas n i zêta: ci r1. a ,3" .
Leditéoréme que Robertmïmson met à la place de

cette définition est exprimé ainsi: a Les solides qui
sont contenuszdans desüplanssemblables , égaux en
nombre et en grandeur et semblablement posés, et
dont les angles solides ne sont pas contenus par plus
de trois angles plains , sont égaux et. sèmblables entre

eux». il t J” "1 1 " q L
Ce théorème renfermé une condition superflue; de

cela seulque and solides peut terminés par le même
nombre defacesjlégâléïiétlsemblables ne; faces de ces

solides sont égalementïlposées ldansii’chaque solide;

c’est comme si l’on. disoit que les triangles qui sont
terminés par des droites égales’el ’semblablement posées

sont égaux etlsemblables’. hl ’l ’

Le théorème depRobert Simson a deux cas ;icar une
face du premier solide étant appliquée exactement sur

la face homologue du second, il peut arriver que les
autres faces du premier solide s’appliquent exactement
sur les autres faces du second. solide, et il peut arriver
aussi que le premier solide soit placé hors du second.
Robert Simson ne démontré que le premier cas, et
il ne parle pas du second, qui sert de base aux (lé-è
monstrations xxvnt et x1. du x1° Livre et aux dé-
monstrations Il]: et Iv du auxe Livre z doncvtoutes

t ces démonstrations ont véritablement un fondement
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ruineux par le moyen des corrections de Robert
Simson (1).

LIVRE XI. f-PROPOBITION xv,pag.3og,lig. 1.
Après cette phrase, « ettpuisque BA est parallèle à

la droite CH», Robert Simson veut qu’on ajoute:
a car chacune de ces deux droites est parallèle à la
droite ED qui n’est pas dans le même plan que. ces

droites J). I
(l ) Etonné que les Géomètres nient cru pendant treize siècles

que la définition x étoit vraie ,tRoberlSimson s’écrie, pag. 388 :

Quid autem dicendum , si liæc propositio non vers sil? Nonne
confitendum est Geoinetras per mille tercentos snnos in hâc re
elementari deceptos fuisse? Et ex hoc quidam modestiam dis-
cere debemus, atque sgnoscere quem parum nabis cavere pos-
sumus , qua est mentis humanæ imbecillius, ne in errores
incidamus etiam in principiis scientiarnm qua inter maxime
certss merito æstimantur.

Mais que devons-nous dire si cette proposition n’est pas
vraie? Ne devonsmnous pas avouer que les Géomètres ont été

dans l’erreur pendant treize siècles au sujet de cette proposi-
tion élémentaire? Que cela nous apprenne à être modestes et

à reconuoitre combien il nous est ditficile d’être toujours sur

nos gardes, et combien notre esprit est foible , puisque nous
ne pouvons pas même nous garantir de l’erreur dans les prin-

cipes des sciences qui passent avec raison pour les plus cer-
tannes.
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N. a. Les propositions suivantes, qui sont la démonstra-

tiun de la définition x , doivent être mises après la propo-

silion xxu.
a

.PB.QP.OSIT,ION A.
Siideuix angles solides sont compris chacun par trois

bigles plans, et si les angles plans du premier sont
égaux aux anglesplam du second, chacun à chacun,
les plans des angles égaux seront également inclinés

i les une sur les autres dans les deux solides.

Soient les deux angles solides A et A’ (fig. 345); que

Panglesolide A soit compris par les trois angles plans
HA C, CA D, DAB; que l’angle solide A’ soit com-
pris par les trois angles plans B’A’C’, C’A’ D’, D’A’B’;

que l’angle BAC soit égal à l’angle B’A’C’, l’angle CAD

égal à l’angle C’A’D’. et l’angle DAB égal à l’angle

D’ A’B’ : je dis que les plans des angles égaux sont

également inclinés les uns sur les autres dans les deux

angles solides, . .D’un point quelconque B de la droite AB menez
dans le plan BA D la droite BD perpendiculaire sur-
is droite A13; du même point B menez dans le plan
BAC la droite B0 perpendiculaire sur la droite A B;
joignez les points C, D: faites la droitetA’ B’ égale à la

droite AB, et du point B’ menez dans le plan A’B’Dl

la droite B’D’ perpendiculaire sur la droite A’B’, et

dans le plan B’A’ C’ la droite B’C’ perpendiculaire

l sur la droite A’B’; joignez les points C’, D’. La droite

A13, étant égale à la droite A’B’, l’angle B A D égal à

l’angle 13’ A’ D’, et l’angle AB D étant droit ainsi que

range A’B.’ 12’ i les triangle-tr, ABD, A’B’D’ seront.
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égaux: donc la droite BD est égale à la droite B’ D’ et

la droite AD égale à la droite A’ D’. La droite BC est
égale à la droite B’ C’ et la droite AC égale à la droite

A’ C’, par la même raison. Mais l’angle CAD est égal

à l’angle C’A’ D’, la droite AC égale à la droite A’ C’

et la droite AI) égale à la droite A’ D’ : donc le trian-

gle CAB est égal au triangle C’A’ D’ : donc les deux

triangles BCD,B’ C’D’ ont leurs côtés égaux cha-

cun à çhscun : donc ces deux triangles ont aussi
leurs angles égaux chacun à chacun : donc l’angle CBD
est égal à l’angle C’B’D’ : donc l’inclinaison du plan

CBA sur le plan DBA est égale à l’inclinaison du
plan C’B’A’ sur le plan DlB’A’. On démontrera de

la même manière ,que les plans des autres angles égaux

sont également inclinés les uns sur les autres dans ces

deux angles solides.
Donc si deux angles solides sont compris chacun

par trois angles plans, et’si les angles plans du pre-
mier sont égaux aux angles plans du second, chacun
à chacun , les plans des angles égaux seront également

inclinés les uns sur les autres dans les deux solides;
ce qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION B.
Si Jeux angles solides sont compris chacun par trois

angles plana, et si k3 angles plans du premier sont
égaux aux angles plans du second, chacun à chacun,
ces angles solides seront égaux entr’eux. i

Soient les angles solides A , A’; que les angles plans
BAC , CAD, DAB de l’angle solide. A soient égaux
aux angles plans B’A’C’ , C’A’D’, D’A’B’ de l’angle

i 4
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sera égal à l’angle solide A’.

Appliquons exactement l’angle BAD surson égal
VB’A’D’, il peut arriver que les autres angles plans qui

sont égaux dans les deux angles solides A , A’ soient:
placés des mêmes côtés ou ne soient pas placés des
mêmes côtés. Supposons d’abord que l’angle BAD

étant appliqué exactement sur son égal B’A’ D’ , les

autres angles plans qui sont égaux dans les deux angles
solides A , A’ soient placés des mêmes côtés. Puisque

l’inclinaison du plan de l’angle BAC sur le plan de
l’angle BAD est égale à l’inclinaison du plan de l’angle

B’A’C’ sur le plan de l’angle B’A’D’ ( pr. A ) , le plan

de l’angle B A C s’appliquera exactement sur le plan de
l’angle B’ A’ C’; mais l’angle BAC est égal à l’angle

B’ A’ C’ : donc la. droite AC s’applique exactement sur

la droite A’ C’; mais la droite AD est appliquée sur la

droite A’ D.’ et la droite AC sur la droite A’ C’ : doue

l’angle plan DAC s’applique exactement sur l’angle
plan D’A’ C’ : denc les trois angles plans de l’angle

solide A s’appliquent exactement sur les trois angles
plans de l’angle solide A’ : donc les angles solides A.

et A’ sont égaux. t
Supposons en second lieu que les angles plans BAD,

du b , qui sont égaux emr’eux, soient appliqués exacte-t

ment l’un sur l’autre, la droite A B sur la droite ad et

la droite AD sur la droite a b, et que les autres angles
plans qui sont égaux entr’eux ne soient pas placés des

mêmes côtés;il est évident, dans cette supposition , que

le plan BA C ne s’appliquera point sur le plan duc ,
parce que l’inclinaison du plan BAC sur le plan BAI)
n’est pas égale à l’inclinaison du plan du: sur le plan
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da b. Le plan DAC ne s’appliquera point sur le plan

b ac, parla même raison : donc les angles plans BAD,
dab étant appliqués exactement l’un sur l’autre, la

droite AB sur la droite ad et la droite AD sur la
droite a b , les autres angles plans qui sont égaux dans
ces deux angles solides ne s’appliqueront pas les uns

sur les autres. lVSi l’on plaçoit l’angle plan BAD sur l’angle plan

bad, de manière que le pointA tombât surle pointa,
que la droite AB s’appliquât sur la droite ab, il est
évident que la droite AD s’appliquerait sur la droite

’a d; mais alors le plan de l’angle BAC auroit la position
bac’, et le plan de l’angle CAD auroitla position C’ ad,

de sorte que l’angle solide A seroit placé alu-dessous du

plan abd. D’où je conclus que le principe de super-
position ne peut pas être employé pour démontrer
l’égalité de deux angles solides qui sont compris cha-

cun par trois angles plans et dont les angles plans du
premier sont égaux aux angles plans du second, cha-
cun à chacun, lorsqu’ayant appliqué l’un sur l’autre

deux angles plans qui sont égaux; les autres angles
égaux de ces angles solides ne sont pas placés des
.mémes côtés (l): donc, dans ce cas, l’on doit se con-

. tenter de dire que deux angles solides qui sont com pris
chacun par trois angles plans et dont les angles plans
du premier sont égaux aux angles plans du second sont
égaux entr’eux, parce que leurs parties constituantes ,

leurs angles plans et leurs inclinaisons sont égales de

part et d’autre. i

(I) Les angles solides égaux dont les angles plans ne peu-
vent point être superposés les uns sur les autres. s’appellent
solides symétriques.



                                                                     

57e NOTESDonc si deux angles solides sont compris chacun
par trois angles plans, et si les angles plans du pre.
mier sont égaux aux angles plans du second, chacun
à chacun, ces angles solides sont égaux entr’eux; ce
qu’il falloit démontrer.

PROPOSITION C.
Les solides qui sont contenus dans le même nombre de

faces égales et semblables entr’elles et dont les angles

solides ne sont pas compris par plus de trois angles
plans sont égaux et semblables entr’eux.

Soient les solides ABCDEF, A’B’C’D’E’F’ (fig. S’ils)

dont les angles solides ne sont pas compris par plus de
trois angles plans et que ces solides soient contenus
sous le même nombre de faces égales et semblables,
c’est-adire que les faces ABC, DEF, BD, BE, EC
soient semblables et égales aux faces A’B’ C’, D’E’F’,

B’ D’, B’ E’, E’ C’ : je dis que ces solides sont égaux et

semblables.
Si l’on pose une face quelconque ABC du premier

solide sur la face homologue A’B’C’ du second, de

manière que les côtés de ces faces, qui sont des côtés

homologues des faces égales et semblables BD, BE,
, EC, B’D’, B’E’, E’C’ soient appliqués exactement

les uns sur les autres, ces deux solides seront placés
du même côté sur le plan A’ B’ 1’, ou ils seront placés

" l’un au-dessus et l’autre au-dessous du plan A’B’C’ ( i ).

Supposons d’abord que les deux solides A B C D EF,

(l) Lorsque les solides sont placés l’un au-dsssus et l’autre

endossons du plan A’ B’C’ , ils s’appellent solides symé-

triques.
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A’B’ C’ D’ E’F’ soient placés du même côté sur le plan

A’ B’ C’. Puisque l’inclinaison du plan AF sur le plan

ABC est égale à l’inclinaison du plan A’ F’ sur le

plan A’BlCl (pt. A ), la face tAF s’appliquera exac-
tement sur la face A’F’ qui lui est semblable et égale.

Les autres faces du solide ABCDEF s’appliqueront
exactement sur lesautres faces dessolidesA’B’C’D’E’F’, V

parla même raison : donc ces deux solides serontégaux.

Mais les faces homologues sont également inclinées les

unes sur les autres dans ces deux solides ( pr. A ) : donc
les deux solides ABCDEF, A’B’ C’ D’ E’ F’, qui sont

contenus dans le même nombre de faces égales et seins-
blables, sont égaux et semblables entr’eux.

Supposons en second lieu que les solides ABCDEF,
abc def soient placés l’un au -dessus et l’autre au-

dessous du plan ab c ; il est évident que dans ce cas
. le principe de superposition ne peut pas être employé

pour démontrer l’égalité de deux solides qui sont con-

tenus dans le même nombre de faces égales et sembla-
bles entr’elles, et dont les angles solides ne sont. pas
compris par plus de trois angles plans: donc l’on doit
se contenter de dire que ces deux solides sont égaux
et semblables, parce que leurs parties constituantes, ’
savoir , leurs faces, les inclinaisons de ces faces ( pr. A ),
leurs angles solides ( pr. B), sont panfaitement égales de
part et d’autre.

Donc les solides qui sont contenus dans le même
nombre de faces égales et semblables entr’elles , et. dont

les angles solides ne sont pas compris par plus de trois
angles plans, sont égaux et semblables entr’eux ; ce
qu’il falloit démontrer.
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LIVRE - PROPOSITION xxvxn,pag.541 , Zig-.9.

Selon Robert Simson et Clavius, Euclide auroit du
démontrer que les diagonales CF, DE sont parallèles;
Ce que Robert Simson démontre de la manière sui-

vante : l t« Soit le parallélipipède lAB (fig. 188)Iet que les

diagonales DE, CF joignentles extrémités. des mêmes

arêtes; puisque chacune des arêtes CD’, FE est paral-
lèle à l’arête GA qui n’est pas dans le même plan , les

arêtes CD, FE seront parallèles : dOnc les diagonales
CF, DE sont dans le même plan que les arêtes CD,
FE , et sont parallèles eutr’elles : je dis, &c.

LIVRE XI. -- rnorosr’rron xxrx.

Cette proposition a trois cas, et Euclide n’en dé-
montre qu’un seul. En effet, il peut arriver que la.
droite MH tombe sur la droite GE ou bien entre la I
droite GE et la droite F D. Pour démontrer ces deux
derniers cas, on fera des raisonnemens analogues à
ceux qu’on a faits pour démontrer les deux derniers

cas de la proposition xxxv du 1" Livre. Voyez la note
sur cette proposition.

LIVRE X11. - PROPOSITION xvn.
cette démonstration est incomplète selon Robert

Simson et selon moi. Après avoir démontré que le
quadrilatère BKSP ne touchera point la surface de
la plus petite sphère , Euclide conclud que les facœ du
polyèdre inscrit ne toucheront point la surface de la
plus petite sphère. J’ai complété cette démonstration



                                                                     

ET ADDITIONS; 5.5.
d’Euclide. Voyez la proposition xxvm du Supplé-
ment, le Lemme et le deuxième Corollaire qui suivent
cette proposition.

r

FIN.

DE L’IiMPIRIMEIRIE DE CRAPELET.
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