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PREFATIO.

N THIL omnino opus eft, vel de confiliis noftris
hic loci agere, quomodo {cilicet Juventutem in
difciplinis Mathematicis optime inftitui pofle
arbitramur, vel ea fingulatin percurrere, quz in
hunc finem conficere, et in lucem emittere no-

bifcum ftatuimus. Etenim de omnibus hifce

abunde di€tum eft, in Prolegomenis ad Opufcula
ea Mathematica, qua a nobis concinnata, e PrReLo
OxoNIENSI nuperrime prodierunt; ubi et Eucli-
dem quoque denuo edere in nos fufcepimus, et al-
teram etiam Diatribarum feriem, in quibus eos
gnaviter fe exercere necefle eft, qui id fibi ex-
optant, in fubtili, fiqua alia, fcientid, re&to in-
gredi tramite, et initia ejus accurate ponere.

Imprafentiarum itaque, quod noftri magis of-
ficii eft, et Leori etiam magis intererit, paucis
cum edoceri volumus, quid in hdc noftrd Euclidis
. ‘ A Editione



PRAFATIO.

Editione a nobis preeftitum eft, faltem quid ab
aliis diverfimode, vel pofthabitis eornm confiliis;
fed neque temere tamen aut infeliciter, uti fpes
eft, nifi fallimur, et magnam in hoc negotio fruftra
infumpfimus operam.

Primo igitur, plerique eorum, qui in ufum
Studiofze Juventutis Euclidem ediderunt, fecus ac
nos fecimgs, non nifi priores fex libros cum un-
decimo et duodecimo typis mand4runt; partim, ut
opinamur, quia facile fibi perfuaferint, fepsimi, oc-
tavi, et nonms nullam eos jaéturam fa&uros effe, qui
vel in puerorum {cholis, vel a quocunque demum
praceptore Arithmetice Elementa didicerint; par-
tim quia omnem libri decims utilitatem parvi pen-
derint, pr& Surdorum dorind, prout ab iis ex-
ponitur qui artem Algebraicam tradunt—quod in-
-erudite magis facum fit, nefcio, an ofcitanter;
tam 2 ratione alienum eft, juniores ad Algebram
amandare, priufquam Geometriz Elementa rite
calluerint, e quibus pendet etiam regularum Al-
gebraicarum five veritas omnis, five evidentia, Et-~
enim has ut artemquandam, fi placeat,abfque Geo-
metrid quis condifcat; ut fcientiam non intelliget,
nulld Geometrie ratione habitd, que et ea am-
pleétitur, e quibus generales Numerorum affectus
exoriri compertum eft. Reétius itaque nos, ut

wifum eft, et viam mclius commonftrantes, tres
Euclidis libros qui de Numeris agunt, JSeptimum
fcilicet, oflavum et monum, Editioni noftrae in-
feruimus. De decimo, ut quod verum eft con-

fiteamur,
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fiteamur, aliquamdiu dubitavimus; quia Surdorum
do&rina, quatenus ibi traditur, anguftior eft, nec
ullo modo fines eos attingit, ad quos provexerunt
eam Scriptores Algebraici. Vicittamen fententia,
et hunc quoque librum ab aliis non divellere, tum
ut Elementorum hac Editio noftra ad libri duo-
decimi finem omnibus numeris abfoluta effet,
tum quia Surdorum doétrinam mirum eft, quanto

facilius pro fe quifque arrepturus eft, qui Jn~

commenfurabilium Myfteriis prius ab Euclide ini-
tiatus fuerit. Ad minimum, 'viginti priorum hu-
jus Libri propofitionum notitiam nemo eﬁ qm
commode defiderare poterit.’

Per - priores fex libros, ut et in undecimo et
duodecimo, COMMANDINT textum fecuti fumus,
prout a Cl. Keil, Geometriz' Saviliano inter
Oxonienfes Profeffore, edifus eft: quoad’ libros
quatuor intermedios, Latinam eorum verfionem
dedimus, que a GREGORIO concinnita eft, ed
tamen ubique lege, ut que vel in hic vel illa
manifefte depravata erant, ita a nobis émenda-
rentur, ut res poftulare vifa eft. Quod quidem
feepiffime i in Libris quinto, decxmo, et undecimo
faciendum erat. Porro autem vix credibile eft,
quam frcqumter ex obfcuris perfpicua, et ex de-
pravatis fana elicere datum eft, immutatd tan-
tummodo Propofitionum vel Definitionum ferie,
et in ordinem redaétis, qua, nefcio qui Editorum
incuri4, e locis fuis turpiter antea amota erant.
Hoc cxemph gratid, ipfiffimum eft, quod preeter

A2 alia
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alia de quibus mox di&uri fumus, quoad novem
priores Libri quinti definitiones, audacter fecimus,
Simul autem ut intelligant ii, qui Euclidem nof-
trum in manus fumpferint, quomodo fingula in
aliis item editionibus difpofita funt, numeros or-
dinem apud eas indicantes ad oram libri femper ap-
poni curavimus, quod et femel monuiffe fatis efto.

Verum in his, de quibus loquitmur, definitioni-
bus, ordinem earum immutare tantummodo, non
erat ftatim in folido quoque locare omnia. De-
finitionem /eptimam Libri quinti, qua aliter penes
nos nona fuiflet, abjecimus omnino et ablegavi-
mus, et aliam ejus loco adfcripfimus, quee Veterum
Geometrarum axpifuay magis {aperet; rem, de qué
agit, dilucidius exponeret ; et ex qué Propofitio-
num, que ab ea pendent, demonftrationes, ope
emendationis noftree plus in fe elegantie fufci-
perent, et etiam perfpicuitatis. Czterum ulterius
indaganda res eft, et que ad quaftionem hanc
pertinent, altius eruenda; ne aut nimie arguamut
fiducie, aut etiam confilii, quod minus ¢ft, male
fufcepti.-

QuoTiEscuNauE igitur dicimus duarum mag-
nitudinum proportionem ad fe invicem, majorem
vel minorem efle duarum aliarum magnitudinum
proportione, loquimur Catackreflice. Proportio,
fecundum ipfius Euclidis definitionem, fub illam
e Categoriis cadit, qua vocatur pis v. Porro
autem illa, inter qua intercedit relatio hac, quam

Propor-
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Proportionemappellamus, quantitates funt; nequit
igitur relatio haec in fe 6 wécov fufcipere ; nequa-
quam enim fieri poteft, unam eandemque rem
fimul et relatum efle, et relationem. Si itaque
vocabulis nunquam, nifi legitime, uti conceflum
foret, nullo modo illud dicere liceret, propor-
tionem quam habet A ad B, vel majorem efle vel
minorem proportione, qua inter alias duas magni-
tudines intercedit. Quam tamen loquendi for-
mulam, quia ita voluit ufus, “ quem penes arbi-
trium eft,” eo, quem obtinuit, loco non ejecimus;
tantummodo, quo fenfu accipienda eft, oftendere
conati fumus, novam rei ipfius definitionem ad-
hibentes, qua verbis antea tam incongruis, et
parum idoneis explicata eft. Exinde etiam, ut
fupra diGtum eft, propofitiones quz e definitione
de qué agimus, omnino pendent, per{picue magis et
dilucide demonftrare licuit. Immo et preaeter haec
fufpicari confuevimus, definitionem a nobis ad-
hibitam, vel eam effe, quam Euclides ipfe pofuit,
vel, ad minimum, ei fimillimam. Saltem, quee toties
ab Editoribus hoc in loco repetita eft, ab Euclide
profluxiffe nullo modo cenfenda eft; primo, quod
verbis quibus ille nunquam conceptus fuos in
medium, profert, exprimitur; tum autem pree--
cxpue, quod difciplinis Mathematicis prima, quod
aiunt, labra admoventibus liquido non conftet,
unam eandemque magmtudmem ad fecundam
non poﬁ'e habere majorem fimul et minorem pro-
portionem, (fenfu definitionis illius, quz vulga .
cirgumfertur,) quam habet fecunda ad tertiam.

‘ A3 : Satis
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Satis profecto fcimus omnino hoc fieri non poffe:
fed in eo fubfiftimus, Tyronibus hoc non con-
JSlare, neque rem ita fe habere aliquem iis com-
probaturum effe, nifi propofitionum ope, qu® ex
aliqud majoris et minoris proportionis definitione
demonftrande funt. His interea incommodis
omnino vacat definitio noftra. Ipfiffimis effertur
vocabulis, quibus et alibi Euclides utitur, ubi de
re eAdem agit, (Vide Dator. Definit.) et ambigui-
tatem, quod maximum eft, nullam omnino in fe
habet.

Czterum,dum hac ponimus, litem alid ex parte
fortaffe movebunt aliqui, et Definitioni noftrae
objicient, graviter laborare eam, quia pro conceffa
Jumit, aliquam femper exftare magnitudinem, quee
ad datam magnitudinem datam quamvis pro-
portionem habeat, Porro ob hoc ipfum inquient
Euclidi eam minime omnium accenfendam effe,
fiquidem ille arbitrio fuo. nunquam ita utitur,
nec a nobis exigit, ut concedamus exftare ali-
quid, quod prius non docuit quomodo inve-
niamus, vel quibus artificiis in medium proferre
poflimus; quod eft multorum e recentioribus,
qui in eum Commentarios {cripferunt, tam fi-
denter et toties prolatum de Euclide judicium.

. Pace autem tantarum virorum, caufi idcirco non

cadimus; nam quod afferunt ii, veritatem fibi
confentientem non habet. Lege e4, de qui cer-
tant, Euclides ipfe fe non obftringit, ubi in Libro
Elementorum quinto de illuftribus iis et tam late

paten-
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patentibus relationibus agit, quas inter fe habent
quantitates continuz, quicquid illud fit, quod
apud eum ufitatius eft, (fed tamen ufitatius tan-
tummodo, non conftanter et perpetuo factum) dum
figurarum affe€tus fpeciales tradit, aut effectio-
nem problematum ad hos fpectantium. Sed ut
intra ea, qua latius patent, diutius me non con-
tineam, koc ipfiim, quod in definitione noftrd pro
conceffo fumitur, ab EUCLIDE 1Pso quoque pro
conceffo fumptum ¢ff, ubi in fecundee et aliarum
Libri duodeciimi propofitionum demonftratione
verfatur; ficut et alios omnes facere necefle eft,
quotiefcunque per Exkauftionum methodum, ali-
quid ponere volunt, aut certum efle oftendere ;
cum iftius methodi principium et origo, illud
nimirum fine quo nulla omnino effet, hoc ipfum
fit, quod et nos in definitione noftrd ufurpavimus.
Unde obiter quoque notandum, quain inominato
nonnulli e Libro quinto propofitionum decimae
oftavae et aliarum quarundam demonftrationes
fuftulerint, quales in Commandini Editione juxta
THEONEM extant, et alias earum loco induxerint,
non efficaciores, teedii autem et moliminis longe
majoris. Et de his quidem ha&enus.

Jam autem ex ipfd ordinis immutatione, qua no-
bis complacuit quoad novem priores Libri quinti
definitiones, tertie, quinte, et fexte apud nos,
olim fertie, oflave, et none, luce clarior eft utili-
tas, licet ita hallucinentur nonnulli, ut eas prorfus
abjiciant, aut nihili pendant. Siquidem omnia a

A4 nobis

. il



viii

PREFATIO.

nobis ita difpofita funt, ut tandem aliquando perd
Tivos o8 xai rézews explicetur hac definitionum fe-
ries, impedita antea, et mire interturbata. Fac,
enim in iifdem periculum, prout apud alias Ele-
mentorum editiones extant, et nihil inveneris,
quod aut perfpicuum, aut ad do&trinam utile, vel
denique iis, quibus interponitur, fatis confonum
eft—Rem ipfam deinde perpendito, et fubduétis
rationibus, quomodo ex falebris hifce quis fe ex-
pediat aliter quam nos fecimus, ut opinor, vix
invenies. Infuper ordinem ipfum a nobis pra-
finitum aperte comprobant omnia, vel potius eum
unice expofcunt. Primo enim de Proportionum
analogid differere infulfum fuiffet, nifi prius, ut
per definitionem fexfam factum eft, olim nonam,
ubi eam inveniremus, commoniti fuerimus; quod
tamen ipfum, ubinam invenienda effet Analogia,
fruftra indicaffet aliquis, qui illud etiam prius
non oftenderat, quidnam Analogia ipfa fit, quod
dcfinitionis guint2, olim oflave officium eft. Porro
effatum hoc, analogiam efle proportionum fimili-
tudinem, nihilo magis quam barbare ditum ali-
quid nos erudiviffet, fi non antea quoque intellex-
erimus, guid effet proportio, quod edocere, fertie
definitionis eft. Tot enim errant vi4, quod tamen
fecerunt nonnulli aliter quidem non ayswpirprres,
qui proportionalitatem five analogiam’ cum propor-
tione quodammodo confundunt, et naturam ejus
Jeptima Definitione, olim guin#4, fatis indicari opi-
nantur. Etenim Definitio ifta neque de Ana-
logiz, neque de Proportionis naturd quicquftm

omning
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omnino agit awaads fumptd, et prout per fe exftat.
Non iftiufmodi definitio eft, quam fummam et
optimam effe ftatuunt Dialectici, et qua apud eos
appellatur, Adyos s daizs. Defcriptio rei per certa
quzdam attributa, quae aflidue eam comitantur,
potius eft, quam definitio abfoluta, et proprie ita
dicta. Indicium ponit proculdubio, quo magni-
tudines proportionales, id eft, ez que, bina
comparatze, fimilitudine Proportionis inter fe
gaudent, ab aliis dignofcantur, qua eandem in-
ter fe non habent Proportionis convenientiam ;
quod tamen Proportione ip/é non prius explicata,
nihilo magis profuerat, quam fi nobis dixerat ali-
quis, exempli gratid, quomodo corpora vi electricd
predita ab aliis diftingueremus, ignaris interea et
omnino indo&is, quid fit, vel in quo conftaret
ipfa hec wvis eleftrica. Re&iflime igitur, et etiam
neceflario docet Definitio fertia, quid fit Propor-
#i0, et id etiam per Adyov s doias.

Quezritur a nonnullis etiam, quare ulld om-
nino opus fit Proportionis definitione, cum nul-
lam expofcant homines, ut ope ejus intelligant,
quid a vocabulis ¢ majus” aut “ minus;” exem-
pli grati4, aut  zquale” innuitur. Retorquen-
dum eft, quia voces ille, fimplex aliquid, et
perfpicuum, et nullo negotio intelligendum ex-
primant; Proportio non item, fed vocabulum fit,
quod licet in ore omnium, pauciffimis tamen
preefinitam aliquam aut perfpicuam rei ipfius
cognitionem idcirco fufficiat. Quod fi aliter eflet,

’ non
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non ut fupra di¢tum eft, ita omnia permifce-
rent homines, ut interdum etiam Proportionem
et Proportionalitatem unam eandemque rem effe,
ullo modo exiftimarent. Ponimus itaque non
commodam tantummodo, fed neceffariam effe
Proportionis definitionem ; ubi Graeco fermone
quis uteretur, preecipue, cum ex omnibus vocis
asys fignificationibus, nullam apud Gracos in fe
recipit, vulgo faltem et ufitate, quae proportio-
nem innuere videatur.

Obftrepunt interea alii, et Euclidi objiciunt,
definitionem Proportionis que ab eo tradita eft,
Metaphyficam efle, quod et certiffime ita fe habet.
Neque tamen fola eft, aut unica hujufce generis
definitio, qué Elementa fua ab Euclide munita
funt. Quid enim? Unitatis et Numeri apud eum
Definitiones nonne etiam Mesaphyfice funt? Quo-
modo autem fine harum rerum definitionibus, nu-
merorum affectus explicare potuerat, vel quo-
modo res, quée generis generaliflimi tam fere funt,
aliter definire licuit, nifi Metaphyfice’—Adde, Me-
taphyficam do&iflimos e veteribus Geometris non

* tam averfari folitos efle, quam e recentioribus
complures, qui tamen fibi mirifice plaudunt, et
propter ingenii fui, et doctrina excellentiam.

NosmeT e contra EvcLipis caufam etiam ul-
terius agere non piget, et efficere, modo poteri-
mus, ut Definitionem hanc tertiam in pofterum ho-

mines non refugiant, quafi labem aliquam e Me#a-
: phyficis
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plyficis in {e contraxerit. Nihil ufpiam in Ele-

mentis fuis ad examen adigit Euclides, nifi cujus

antea dederit definitionem effentice, fi excipias tres e

figuris {olidis, Spheram nimirum, Conum reétum,

et Cylindrum re¢&tum; quas, quanam fint, often-

-dit, illud utique indicando, quomodo per motum
generari poffint, unde et vera eorum effentia fta-

tim mente percipitur. Preeter hac, ut diximus,

in aliis omnibus pro definitione utitur Adyw avrav

¢ sciac. Definitiones hujufcemodi omnes ez

funt, quibus oftendit quid fit Circulus, quid

Rhombus aut Quadratum, quid Prifma aut Py-

ramis, quid denique Angulus Planus. Side Pro-

portione igitur differere inceperat, neque tamen

prius illam per Alyov w45 soias definierat, aliter et

minus accurate egiffet in re fubtili et difficillimi,

quam pro more fuo, in iis, quz difcentibus multo

minus moleftiz faceffunt. Quod fi, fimul ac ad

Proportionem devenerit, et antequam de ed ulte-

" rius ageret, definienda effet et ea quoque, prout
catera, per Asyov Tis doias, quomodo aliter hoc,
quam ab Euclide fa&um eft, fieri potuiffet, vel-
lem mortalium aliquis mihi indicaret. Relatio
enim eft hac Proportio, et nihil aliud, et guant:-
tatum quoque, non aliarum rerum relatio. Effentia
autem, vel alicujus 3 i3 elvas, alio modo definiri
nequit,quam Categoriamindicando fub quamccadit,
et enunciando quoque, quomodo ab aliis fub ean-
dem Categoriam cadentibus diverfa fit. Quorum
utrumque ab Euclide factum eft, e4 Proportionis
definitione, quz Libro Elementorum quinto pra-
: mitticur,
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mittitur. Interea videri hanc definitionem ma-
gis Metaphyficam, quam eas, quibus Circulus do-

“cuit quid effet, aut Quadratum (exemplis tantum-

modo utimur) evenit propter rei ipfius naturam,
tam longe a fenfibus remota, et a conceptibus
quz per eos intrant. Figura {cilicet ex eorum
genere eft, quorum, cum non fint effentiz pri-
mari@, seias mparas, Ut cum Ariftotele loquamur,
nulla omnino exiftentia eft praeter eam qua eft
in fubjeo, iv vroxapivy. Subje@tum autem figure
eft Materies, five “Yan.  Figure itaque, Circuli,
Quadrati, aut Trianguli exiftentia unice in Corpore
eft; non tamen in aic3nrs aliquo, (de figuris et-
enim perfetis jam loquimur, quoniam de_ illis.
tantummodo Mathefis agit) fed in Jan werspac-
pém, (fiquidem hoc eft quod per ¢ Corpus” fig-
nificare volumus,) qualis mente intelligenda eff.
In héc inquam, et nullibi alias eft figurarum exift--
entia~—inter qua evenit tamen, ut earum adum-
brationes quzdam in iis quoque appareant, qua -
aicdnre funt, et quae fenfibus fubjiciuntur. = Porro.
quoniam quamplurimis contingit «dwaa heec, five .
umbras, pro rebus ipfis fumere, Triangulum et -
aliz quavis figure tam per phantafiom, quam
per intellettum agnofcuntur; et in hifce - omni-
bus, Adyes s doias phantafma tei perceptioni ne<
ceflfario objicit, pariter “ac formam ejus intel~
lectui. E quibus, non vulgus tantummodo, fed
omnes fere qui Veterum Dialetic4 non imbuti
funt, in phantafmate herere potius quam in formd
intellectuali folent, tanquam hoc melius et.certius

‘ ‘ rem
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rem ipfam repraefentaret, contra illud quod verum
eft.  Quoad Proportionem interea, quae mera Re-
latio eft, phantafma ejus nullum omnino exhi-
beri-poteft, quod intueamur, et in quo fenfuum
ope fe defigat animus, quod vitio Euclidi vertitur
et definitioni ejus; quafi per ewm proportionis
doétrina difficilis effet et obfcura, dum tamen ¢
rei ipfius naturd omnino exoritur, fi quid hujufce-
modi fit circa eam incommodum. Neque enim
non iifdem opprobriis oneratze fuiffent etiam Cir-
culi apud eum, vel Quadrati definitiones, fi fimili-
tudinem aut adumbrationem quadrati‘vel circuli
in externis rebus nunquam viderimus. Sed ut
poft unum jam verbum aut alterum difputatio
hec ad finem perducatur—meditati enim fumus
prefationem, {cripfimus fere commentarios.

Difcrepantibus in tantum et conturbatis homi-
num de hac Mathefeos partitione fententiis, nihil
mirum eft, fi inveteraverint etiam loquendi de ed
formule, neque veritati, neque fibi ipfis confonz.
Alii itaque vocabula ¢ rationem™ et ¢ propor-
tionem,” alii ¢ proportionem” et ¢ proportiona-
litatem™ promifcue ufurparunt, ut fi eadem utri-
ufque fignificatio effet ; * rationem” alii dixerunt
< proportionem” efle quam habet magnitudo una
ad aliam, quafi Proportio genus effet, Ratio interea

Jpecies—omnia multo aliter, quam oportuit. Quod
verum et legitimum eft, Aéyor per Rationem, et
dvaoyiay, per Proportionem, ubi Graca Latino fer-
mone proferenda funt, unice exprimere debemus.,

Sed

Xiil
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Sed incuriam qua tam diu invaluit, non noftri
eft amovere, neque fatis commodum effet jam
aliter, quam ex recepto more loqui; unde factum
eft nos etiam Proportionis nomine Aéyor indi-
cafle, et avaroyiay, ubi Greeco vocabulo non uti-
mur, Proportionalitatem appellfle, vel potius, ubi
nofmet ipfi loquimur, Proportionis convenien-
tiam.

Abfolutis hifce, in iis qua de opere hoc noftro
etiamnum dicenda reftant, Le&torem non diu mo-
rabimur. * Decimus Elementorum Liber, utpote
qui minime, vel a doétis, vel a difcentibus at-
trefatur, longe majorem quam alii emendationem
‘poftulabat, et operd noftra pluries emendatus eft:
Ncque tamen opus eft, ut eorum quz ibi inter-
jecimus, vel etiam reftituimus, ratio a nobis fin-
gulatim reddatur. Adeo cuivis, ut opinamur,
pro re natd manifeftum erit, qua de caufl et
quibus confiliis hujufcemodi omnia immutavi-
mus. Quod in Libro undecimo a nobis fa@um
eft, quee extra dubium defiderabatur, Parallelifus
Relie linee et Plani definitionem adjecimus; de-
finitiones ipfas in ordinem redegimus; et fimi-
lium Solidarum figurarum definitionem, (nonam
olim, penes nos undecimam,) €i ex parte auxi-
mus qui manca erat et imperfe@a; ita ut ftatim’
ex ill4, et per confetarium agnofcenda fit fimi-
lium eorum Solidorum qualitas, in quibus latera
homologa funt wqualia. Quare et omnino quo-
que abjecimus ecam, qua in ceteris editionibus

. tradita
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tradita eft, egualium et fimilium folidorum Defini-

tionem; quz o nomine ctiam appellari nunquam
debuit, cum nothum tantummodo Theorema
- fit, quod fufius oftendit Simsonus in Euclide
fuo Anglice reddito; ubi diferte quoque indicavit,
quibus in locis res ita fe habitura effet, et novas ea-
rum propofitionum demonftrationes concinnavit,
quz neque ex accurati definitione antea deri-
vatz erant, neque rectd ratiocinatione abfolute.
Quin et majus aliquod a nobis, et amplius fac-
tum eft. Emendatd Solidorum fimilium defini-
tione, et pofitis accurate iis que wgualitatem cor
rum indicare poffint, propofitiones Libri unde-
cimi 3§77, 27™m, 28vam, ggmm gymum et ggiam,
una cum dJduodecimi tertid et oltavd, quantum
conjeturd affequi poflumus, ita demonftratas de-
dimus, ut ab Euclide ipfo veri{imile eft eas olim
prodivific. Neque temere hoc a nobis di¢tum
effe quivis pro fe intelligat. In omnibus enim,
qQua® ita emendavimus, nihil aliud operé noftrd
fa&tum, eft, vel omnino faciendum erat, quam in
demonftrationibus reponere, quod in-fingulis om-
nino defiderabatur—illud nimirum, quod, nefcio
qui incuri4, e Solidorum fimilium definitione pa«
riter excidiffe cenfendum eft, utcunque neque
in vetuftiffimis Elementorum Editionibus, neque

ctiam in Codicibus MSS. inveniatur. Proble- -

matis infuper, de quo agit Propofitio Libri un-
decimi vicefima f{exta, folutionem adjecimus ube-
riorem multo, quam, que ex anguftis fuis prin-
Cipiis 3 SiMsoNo prolata eft. o O
PR ’ Corollaria,

Xy



xvi

PRAFATIO.

Corollaria, Lemmata, et Scholia, quae locis in-
numeris in hic noftrd Euclidis Editione interjeéta
funt, et qua in receptis editionibus non inve-
neris, five ex aliis defumpta, five a nobis con-
cinnata, afterifmo notantur. Quibus auétoris no-
men non adfcribitur, ea omnia a nobis profecta
funt. Quacunque autem fint ea, vel quales quales,
quz in Editione hic noftr4 fecimus emendationes,
ducem in plerifque eorum Simsonuwm certiflime
non fecuti fumus ; propter quod a nonnullis fatis
certo improbabimur, ab aliis fortafle, ut fieri {olet,
diverfum experiemur judicium. Aliud interea no-
bis propofitum fuit, et aliud unicein Euclide emen-
dando, Euclide ipfo duntaxat magiftro uti, per
omnia intueri eum, et ad illius mentem, quantum
fieri potuit, omnia componere. Porro autem,
licet in eandem cum nobis arenam defcenderit,
cum SimsoNo multoties non fentimus; ubique
non aftipulamur ejus de aliis Elementorum Edi-
toribus judicio; quin et ex iis etiam qua Operi
fuo inferuit, fupervacanea nonnulla, aut infruétu-
ofa, impedita alia, et &quo longiora nobis fem-
per vifa funt. Immo hoc ipfum erat, ut rem
non diffiteamur, quod primo omnium ad Opus
hoc noftrum excitavit nos, et tandem aliquando
etiam ad conficiendum impulit— certa nimi-
fum neque unquam immutata opinio, Eucli-
dem a Simsono fermone Anglico donatum Ju-
ventutis Academica inftitutioni non fufficere,
aut fatis fideliter Veterum Geometrarum metho-
dum, quz nunquam non xgbeswrn eft, iis in con-

fpe&tu
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fpeGu ponere. Sed neque interea quoque, in
egregii iftius Viri exercitationibus, non confite-
mur iidem ineffe multa et artificii fingularis, et
exquifit elegantiz, quibus {fpartam quam nactus
eft feliciter ornavit, et unde laudem fibi jure adep-
tus eft non mediocrem. Valeas, Le&or, et qua
tibi in manus tradita funt, @qui bonique confulas.

Dabamus ex Adibus Bromleianis, S.°R
Kal. Mart, Mpccerr. . e \ O
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EUCLIDIS
ELEMENTORUM

LIBER PRIMUS.

DEFINITIONES.
Smmee——

Derivitio L.

PuncruMm eft, cujus nulla eft pars, vel quod maguis
tudinem nullam habct

: 1I.
Linea vero eft longitudo latitudinis expers,
. IIL.
Linez termini funt punta.
1V.
Re&ta linea eft, quae ex zquo fuis interjicitur punétis,
V.

Superficies eft id, quod longitudinem, et latitudinem
tantum habet. .
VI.

Superficiei termini funt linez,

VII.

Plana fuperficies eft, que ex =quo fuis interjicitur
lineis.
VIII.

Planus angulus eft duarum linearum in plano fefe
B contin-



EUCLIDIS ELEMENTORUM

contingentium, et non in direCtum jacentium, alterius
ad alteram inclinatio *.
IX.

Quando autem que angulum continent re&te linexe

fucrint, retilincus angulus appellatur.
X.

Cum vero re&a linea fuper reld lined infiftens, eos,
qui deinceps funt, angulos, quales inter fe fecerit,
rectus eft uterque @qualium angulorum : et que infiftit
recta linca perpendicularis vocatur ad eam, cui infiftit.

XL

Obtufus angulus

eft, qui major eft
reéto. ‘ /

XII.
Acutus autem, qui recto eft minor.
XIII.
Terminus eft, quod alicujus extremum eft.
X1V,
Figura eft, que aliquo, vel aliquibus terminis con-
tinctur.

XV,

Circulus eft figura plana, uni linci contenta, que
circumferentia appellatur : ad quam ab uno punéto, in-
tra figuram exiftente, onmes re&tz linea pertingentes
funt equales,

XVI.
Hoc autem punctum centrum cireuli nuncupatur,
XVII.

Diameter circuli eft reéta quaedam linca per centrum
dudta, et ex utrique parte a circumferentia circuli ter-
winaty, quie quidem et bifariam circulum fecat.

XVIIIL.

Semicirculus eft figura, que continetur diametro, ct

ca circuli circumferentid, qua a diametro intercipitur.

* Cum plures anguli ad unum punflum exiftunt, defignatur quilibet tri-
bus lizeris 5 quarum itla gua off ad verticem anguliy in medio pomtur, €. g. in
Fig. Prep. xiil, dibri priwi angulus re@is A B, B C comprehenfus dicitur ane
Fuiss ADC5 rl angulus rellis A By B L contentus dicitur angulus & B K.

XIX.

—y———
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XIX.
Segmentum circuli eft figura, quee |
re&i lined, et circuli circumferentia
continetur.
‘ XX.
Re&ilinez figure funt, que re(tis continentur lineis.
XXI.
Trilatere quidem, quee tribus.
XXIIL
Quadrilater, qua quatuor.
XXIIT.
Multilatere vero, que pluribus quam quatuor reélis
lineis comprehenduntur.
XXIV.
Trilaterarum figurarum zquilaterum eft triangulum,
quod tria Jatera habet ®qualia. '
XXV, ,
Hofceles, five zquicrure, quod duo tantum @qualia
latera habet.

AVANYA

XXVI.

Scalenum vero eft, quod tria inzequalia habet latera.
XXVII.

Ad hezc, trilaterarum figurarum, retangulum qui-

dem eft triangulum, quod re&tum angulum%)‘ubet.
. XXVIIL

Obtufangulum eft, quod obtufum habet angulum.

XXIX.

Acutangulum vero, quod tres acutos angulos habet.
B2 NXN.
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XXX.
Quadrilaterarum figurarum quadra-
tum eft, quod et zquilaterum eft, et
rc&angulum.

XXXI.

Alteri parte longior figura eft, que reftangula qui-
dem, ®quilatera vero non eft.

XXXIIL

Rhombus, quze equilatera quidem, fed re&tangula
non eft.

XXXIII.

Rhomboides, qua et op-
pofita latera, et oppofitos
angulos inter fe x uales
habens, neque ®qui dtcra
cft, neque rectangula

XXXIV
Preeter has autem relique quadn]aterze figure tra-
pea a vocentur,
XXXV.

Parallelz, feu mquidiftantes re@te lincz funt, ﬂue
cum in eodem fint plano, et ex utrique parte in infini-

tum producantur, In neutrain partem inter {e conve-
niunt.

POSTULATA.

1.

Poftuletur a quovis pun&o ad quodvis pun&tum re&tam
.lineam ducere.

II.

Reétam lineam terminatam, in contmuum et direGtum
produccre.

111,
Quovis centro, et intervallo, circulum defcribere.

AXIO-
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AXIOMATA.
I.
Que eidem xqualia, et inter fe funt zqualia.
‘ II.
Et fi ®qualibus ®qualia adjiciantur, tota funt -
qualia.
III.
Et fi ab =qualibus @qualia auferantur, reliqua funt
zqualia. ,
IV.

Et fi inequalibus @qualia adjiciantur, tota funt inz-
qualia.
\%

Et fi ab inzqualibus aequa.lia auferantur, reliqua funt

inzqualia.
1.
Et quz ejufdem duplicia funt, inter fe funt =qualia.
Vil.
Et que ejufdem dimidia funt, inter fe funt zqualia.
VIII. ¢
Et qua fibi mutuo congruunt, inter fe funt ®qualia.
IX.
Totum eft fud parte majus.
» X.
Duz reéte linex fpatium non comprehendunt.
: XI.
Omnes anguli rei inter fe zquales funt.
XII

Et fi in duas re@as lineas re@a linea incidens, in-
teriores, et ex eidem parte :
angulos duobus rectis mino-
res fecerit, reCte linez ille,
in infinitum produéte, inter
fe conveniunt ex ei parte, in
qua funt anguli duobus rectis

minores. Vid. Cor, Prop. /

xxviil. 174,

B3 PROPO-
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€ Def. 13,
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4 Poit, 1.

€ 1. hujus.
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® Def. 15.

EUCLIDIS ELEMENTORUM

PROPOSITIO 1. PROBLEMA.

Super datd recld lined terminatd, triangulum cequilaterum
conflituere.

Sit data recta linea terminata A B. Oportet fuper ipfd
A B triangulum equila- C
terum conftituere. Cen- .
tro quidem 4, intervallo
autem A B, circulus de-
feribatur Bcp?®. Et rur- E
fus centro B, interval-
loque B A,defcribaturcir-
culus A ¢ E%, et a punto
¢, in quo circuli fe in-
vicem fecant, ad A, B ducantur re&e linee c A, cB ™.
Quoniam igitur A centrum eft cirenli pBC,erit Ac
ipfi A B¢ @qualis. Rurfus quoniam B circuli ¢ A E eft
centrum, erit B ¢ wqualis B A : oftenfa eft autem et ¢ A
zqualis A B : utraque igitur ipfarum c A, cBipfi A B
¢ft equalis.  Quae antem eidem funt mqualia, et inter
fc wqualia funt.e Ergo c A ipfi ¢ B eft @qualis: tres
igitur € A, A B, B ¢ inter {e funt @quales ; ac propterea’
triangulum wquilaterum eft A B ¢, et conftitutum eft
fuper data reGa linea terminata A B. Q. E. F.

PROP. 1I. PROBL.

Ad datum punttum, datee refle linee aqualem reclam
lineam ponere, ‘

Sit datum quidem punétum A, data vero re€a linca
BC: oportet ad A pun-
&tum, ipfi B creGe huea
zqualem reftam lineam
ponere. Ducatur a puncto
A ad ¢ reéta linea acd:
et fuper ipfi coufiituatur
triangulum  equilaterum
D A ¢ °: producanturque
in dircétum ipfis D A, Dc re&e linee A, ccf. Et
centro quidem ¢, intervallo autem B ¢, circulus BG
deferibatur *.  Rurfuique centro b, et intervallo p G,
defcribatur circulus 6 K L. Quoniam igitur pun&tum ¢
ceutrum cft B 6 H circuli, ent Bc iph co a:qualisﬁ.
t
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Et rurfus quoniam D centrum eft circuli e K L, erit

b L @qualis D G: quarum b a eft qualis D c: reliqua

igitur A L relique G c eft ®qualis'. Oftenfa autem ' Axiom. 3.
eft Bc ®qualis ¢ 6. Quare utraque ipfarum AL, Bc eft

zqualis ipfi ce. Qua autem eidem =qualia funt, et

inter fe funt zqualia. Ergo, et A L eft =qualis Bc.

Ad datum igitur punétum a date reéte line® B ¢ 2qua-

lis pofitaeft ar. Q. EF. :

PROP. TII. PROBL. [11.]

Duabus datis reftis lineis inequalibus, a majore minori
@qualem alijqcindcre.

Sint date duz retz linez inequales A B et ¢; qua-
rum major fit A B: oportet
a majore A B minori C ®-

ualem ream lineam ab-
cindere. Ponatur ad A
Fun&um ipfi ¢ 2qualis refta
i

nea AD*; et centro qui- % Per ante.
dem a, intervallo autem ap, cedentem,
circulus deferibatur DE P, ! Poft. 3.

Et quoniam 4 centrum eft
D EF circuli, erit AE ipfi A D 2qualis. Sed et ¢ ®qualis

A p. Utraque igitur ipfarum a g, c ipfi A b qualis erit.

Quare et A E ipfi ¢ eft zqualis®.  Duabus igitur datis »Axiom. 1.
redlis lineis inzqualibus A B et ¢, a majore A B minori

¢ zqualis abfciffaeft AE. Q. E. F.

PROP. IV. THEOR. (v

Si duo triangula duo latera duobus lateribus equalia ba-
beant, alterum alteriy babeant autem et angulum an-
gulo wqualem, qui aqualibus reétis lineis continctur :
et bafim bafi wqualem babebunt ; et triangulum trian-
gulo wequale erit; et religui anguli rehquis angulis
wquales, alter alteri, qugus @qualia latera fuf;cn-
duntur.

Sint duo triangula A B ¢, D E F, qua duo latera A B,
A ¢ duobus lateribus p E, A D
D r ®qualia habeant, al-
terum alteri, videlicet Jatus
quidem A B lateri D E -
quale, latus vero A c ipfi
D F; et angulum BA c an-
gulo E D F xqualem. Dico, B . CE . I
. B 4 et
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et bafim Bc bafi EF 2qualem cffe, et triangulum A Be
sequale triangulo DEF, ct A D
reliquos angulos reliquis an-
gulis @qualces, alterum al-
teri, quibus @equalia latera
fubtenduntur ; nempe angu-
lum ABC angulo DEF; et
angulum AcB angulopri. B CE F
"I'niangulo enim A B ¢ applicato ipfi D E F, et pun&to qui-
dem a pofito in b, re@a vero linea A 8 ipfi b E applicata:
et punctum B punéto E congruct; quod A B iph » E fit
zqualis. Congruente antem A e ipfi DE; congruet et
A c re@ta linca reéte linee p v, cum angulus B A ¢ fit -
qualis angulo £ p F.  Quare, ct ¢ congruet ipfi F: ctt
enim recta linca a ¢ @qualis re@te p r. Sed, et pun-
¢tum B congruebat punéto . Ergo, et bafis B c bafi
E F congruet. Nam fi punéto quidem B congruente
ipfi E, ¢ vero ipfi ¥, bafis B ¢ bafi EF non congruat;
due re&tz linewe fpatium comprehendent: quod ™ fiert
non poteft. Congruct igitur B ¢ bafis bafi EF, et ipfi
requalis erit.  Quare, et totum A B ¢ triangulum con-
gruet toti triangulo D EF, et ipfi erit wquale; et reliqui
anguli reliquis angulis congruent, et ipiis wquales
enimt®,  Videlicet angulus aBc angulo D EF, et an-
gulus & ¢ B angulo pre. St igitur duo triangula duo
Jatera duobus lateribus :cqualia%abennt, alterum alteri,
habeant autem et angulum angulo ®qualem, qui aqua-
libus rectis lincis continetur : et bafim bafi ®qualem
habebunt; et triangulum triangulo @qualc erit; ct re-
liqui anguli reliquis” angulis equales, alter alteri, qui-
bus @qualia litera fubtenduntur. Q. E, D.

RROP. V. THEOR. .
ofeclium triengulorion qui ad bajim funt angnli inter fe

Junt cequalcss et produttis aqualibus reélis lineis, anguli

qui_funt fub baf inter fe coquales crunt.

Sit ifofceles triangulum a B c; habens A B latus lateri
Ac =mquule, et proflucantur in directom iplis A B, A cC
rete Hincm B D, CE. Dico angulum quidem a Bc
angulo A ¢ B, angulum vero ¢ B p angulo B ¢ E ®qua-
lem cfle. Sumatur enim in lined B D, quodvis punctum
F: atque a majore A E minori A ¥ wqualis ? auferatur
A G: jungauturque F ¢, G B. Quoniam igitur A ¢ eft -
qualis 46; ABveroipfi Ac; duz Fa, A c, duabus G 4,

’ AB
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4 B 2quales funt, altera alteri; et angulum rPA G com-
munem continent. Bafisigitur ¥ c baf

¢ B eft zqualis9, et triangulum A Fc A
zquale triangulo A 6 B; et reliqui an-
guli reliquis angulis zquales erunt,
alter alten1, quibus ®quala latera fub-
tenduntur : videlicet angulus quidem
A ¢ F @qualis angulo A B 6; angulus
vero AFc angulo AgB. Et quoniam
tota A F toti a G eft ®qualis; quarum
AB eft 2qualis Ac; erit® et reliqua
BF relique c 6 @qualis. Oftenfa eft
autem F ¢ =qualis ¢ B, Duw igitur B 7, F ¢ duabus
€ G, G B mquales funt, altera alteri ; et angulus BFc
=zqualis angulo c 6 B: eftque bafis ipforum B¢ commu-
nis. Ergo et triangulum B r ¢ triangulo ¢ 6 B xquale
erit; et reliqui anguli reliquis angulis aquales, alter
altert, quibus @qualia latera fubtenduntur.  Angulus
igitur FBC eft 2qualis angulo ccB; et angulus BCF
angulo ¢ B 6. Itaque quoniam totus A B G angulus
tot1 angulo A ¢ F aqualis oltenfus cft, quorum angulus
¢ B G ¢l qualis iph BcF: erit reliquus® a B ¢ reliquo
AcB ®qualis: et funtad bafim Anc trian¥uli. Oftenfus
autem eft et F 8 c angulus qualis angulo ¢ ¢ B; qui
funt fub bafi. Ifofcelium igitur triangulorum, qui ad
bafim funt anguli inter fe funt = uaﬁ:s; et productis
=qualibus reétis lineis, anguli, qui funt fub bafi, inter fe
wequales erunt. Q. E. D.

Cor. Hinc omne triangulum equilatcrum eft qunoque
zquiangulum,

PROP. VI. THEOR.

Si trianguli duo anguli inter fe fint aquales, et aquales
angulos fubtendentia latera inter Je equalia erunt.

" Sit triangulum A B ¢, habens angulum A B¢ angulo
A ¢Bzqualem. Dicoeta B latuslateriac A
=quale effe.  Sienim inzqualis eft A B ipfi
A c; altera ipfarum eft major.  Sit major
A B; atque a majori A B minori AC -
ualis® auferatur D B; et Dc jungatur.
gluoniam igitur p B eft ®qualis ipft A c;
communis autem Bc: erunt duz D B,
B ¢ duabus Ac, ¢ B &quales, altera al- B )
. teri j

9 4. hujus.

* Ax, 3.
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terl ; et angulus D B¢ ®qualis angulo A c B, ex hyp.
Bafis igitur p ¢ bafi A B eft® aqualis, et triangulum
D B C &quale triangulo A c B, minus majori; quod eft
abfurdum. Non igitur inzequalia funt latera a B, A c.
ZEqualia funt igitur. Si igitur trianguli duo anguli in-
ter {e fint a:quzﬁes, et &quales angulos fubtendentia la-
tera inter fe ®qualia erunt. Q. E. D.

Cor. Hinc omne triangulum zquiangulum eft quo-
que zquilaterum.

PROP. VII. THEOR.

In cidem recla lined, duabus eifdem reclis lineis alie ducse
refle linee awquales, alicra alteri, non conflituentur ad
aliud atque alind punctum, ad eafdem partes, eofdom,
quos prime recte Lineey terminos babentes.

Si enim fieri poteft, in eddem redti lined A B duabus
et{dem reétis lineis A¢, cB alie duz
retz linez a p, DB ®quales, altera cC_D
alteri, conflituantur, ad aliud atque
aliud punétum c et b, ad eafdem
autem partes ¢ ct b, cofdem habentes
terminos A et B, quos prime reéte
hnex; ita ut ¢ A quidem fit wqualis
D A, eundem, quem ipfa p A, termi-
num habens A5 ¢ B vero fit &qualis 4 B
D B, eundem habens B terminum; et
¢ D jungatur. ltaque quoniam A c eft zqualis A b crit,
et angulus A ¢ D angulo A D ¢ ®qualis*.  Major igitur
eft A b c angulus angulo Be . Quare angufus BDC
angulo B cp multo major erit.  Rurfus quoniam ¢ »
efl ®qualis p B, et angulus B b ¢ equalis erit angulo
B D: oftenfus autem eft ipfo multo major; quod fieri
non poteft.  Non igitur in cidem re@a linea, duabus
cifdem reétis lineis alie duze reéte linea mquales, altera
alteri, confiituentur ad aliud atque aliud punétum, ad
cafdem partes, eoldem, guos prime reéte linew, ter-
minos habentes, Q. . D.

SCHE-

Ay r————
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SCHOLION. ¥

Si punétorum ¢, p alterum D angulo A ¢ B fubfit,
redtis ad alterum duétis compre-
henfo, demonftratio ad exem-
plum prcedentis inftituenda eft,
ex parte pofteriore propofitionis
quintz, Productisenim ac, AD,
anguli Ecp, FDc, quiad bafim
trianguli ifofcelis ¢ A b funt ex-
terni, inter fe ®quales erunt? ;
angulus igitur B D ¢, angulo
ECD major ; angulo igitur BCD
ille B p c multo major; fed 4 B
propter mquales B D, BC, an-

1t

gulus B p ¢ angulo B C p* qualis, major minori. * ¢. hujus.

Quod eft abfurdum.
Si autem in alterutrd ipfarum a ¢, 8 ¢ fumatur pun-

_¢tum b, propofitio ftatim conftat: aliter enin tot1 A ¢

vel B ¢ pars ¢jus A D, vel B D @qualis effet, quod® fieri a ax, g,

non poteft,

PROP. VIII. THEOR.

St dus triangule duo latera duobus lateribus cequalia ba-
beant, alterum altert 5 babeant autem ot bafim bafi co-
qualem 5 angulum quoque, qui cequalibus latcribus con-
tinetury angulo aqualem babobunt,

Sint duo triangula A 8¢, D E F, qua duo latera A B,
A ¢ duobus lateribus b &,
D F equalia habeant, alte- 5 n &
rum alteri; ut fit A B qui-
dem mquale DE; A € vero
ipfi o F: habeant autem
et bafim Bcbafi EF 2qua-
lem. Dico angulum quo- B o5
que B A C anguio EDF - F
qualem effe. Triangulo enim A B ¢ applicato ipfi DEF
triangulo, et punéto quidem B pofito in £; re&a vero
lined B c ipfi E F applicati: congruet et ¢ punétum pun-
¢to ¥, quoniam ecipfi EF eft qualis. Itaque congruente
BC ipfi EF; congruent et BA, Acipfis ED,DF: {i enim
bafis quidem B c bafi £ F congruat; latera autem B 4,
A C lateribus E D, D F non congruant, fed fitum mu-
tent

[VIIL]
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A D G tent; ut G, GF: q_opﬁ?-
tuentur m eadem reéta h-

nea, duabus cildem reétis

lincis alie dum re@a linea

xquales, altera alteri, ad

aiiud atque aliud puuctum;;

B CkE F ad ealdem partes; eoldem
habeutes terminos.  Non

* Per 7. hu- conftituuntur antem; ut demonftratum eft®. Non igitur,

fi bafis B c congruat bafi EF, non congruent et BA, AC
Jatera lateribus E D, D F: congruent igitur. Quare et
angulus BAc angulo & DF congruet, et ipfi erit qualis.
Si igitur duo triangula duo latera duobus lateribus
aquﬁia habeant, altcrum alteri; habeant autem et ba-
fim bafi 2qualem : angulum quoque, ®qualibus lateri-
bus contentum, angulo qualem habebunt. Q. E. D.

PROP. IX. PROBL.
Datum angulum reétilineum bifariam focare,
Sit datus angulus rectilineus B A ¢ : oportet autem
ipfum bifariam fecare. Sumatur in lincd
A B quodvis punétum b et alined ac A
ipfi A D @qualis © aufcratur A £ ;5 junita-
que D E, conflituatur fuper ci ¢ triangu-
lum =quilaterum p E ¥ ; et A F junga-
tur. Dico angulumn B A ¢ a re@a lined n 1
A F bifariam fecart. Quoniam cnim A p «T'T‘f )
eft zqualis A E; communis autem A F : / \ /
duz D a, A F duabus E 4, A F =quales ]‘:
funt, altera alteri; et bafis DF requalis 3 P
bafi £ r: angulus °igitur D A F angulo
EAF eft ®qualis. Quare datus angulus rechilineus BAc
are&a linea A F bifariam feCtus eft. Q. E. F.

PROP. X. PROBRL.
Datam reflam lincam terminatam bifariam fecare.

Sit data recta linea terminata A B ; oportet ipfam A B
bifariam fecare. Conftituatur fuper fea
triangulum @quilaterum A B c; et fe-
cetur A c B angulus &bifariam rectd
lined c¢p. Dico A B reétam lineam
in puncto p bifariam {ccari. Quo-
niam enim A ¢ cft #qualis ¢ 8; com-
maunis autem ¢ D; duz AC,cD dua- 4 D B

bus

G
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bus BC, ¢ D =quales funt, altera alteri; et angulus
A ¢ p zqualis angulo B c b : balfis igitur A D bafi BD
eft * zqualis. Et ob id refa linea terminata A B bi-
fariam fecta eft in pun&to n. Q. E. F.

PROP. XI. PROBL.

Date re@e lincee, a punélo in ipfi dato, ad reétos angulos
reétam lincam ducere.

Sitdata re@a linea A B, et datum in ipfd punétum c:
oportet a puncto ¢ ipfi A B
ad re&os angulos re&tam li- r :
neam ducere, Sumatur in
A ¢ quodvis pun&um b ip-
fique ¢ p =qualis ! ponatur
C E, et fuper D E conftitua-
turk triangulum =zquilate- A~—p—c—§E—3B
rum F D E, et FC jungatur. .
Dico date re&tz hnez a B, a pun&o ¢ in ipfa dato, ad
re&os angulos du&tam effe Fc. Quoniam enim o c eft
equalis ¢ E, et F ¢ communis ; erunt duz ¢, ¢ F dua-
bus ¢, ¢ F ®quales, altera alteri; et bafis b F eft -
qualis bafi g F: angulus igitur b c F angulo EcF cft
2qualis ; et funt deinceps. Quando autem re&ta linea
fuper reCtam lineam infiftens, eos, qui deinceps funt,
angulos @quales inter fe fecerit: rectus! eft uterque
zqualium angulorum: ergo uterque ipforum pCF,
£ cF eft retus. Date igitur re&aa(}inem A B, a puntto
in ipfa dato c, ad re€tos angulos duéta eft Fcrecta linea.
Q E. F.

PROP. XII. PROBL.

Super datd re€lé lincd infinitd, a dato puncls quod in cd
non ¢fty perpendicularcm reclam lineam duccre.
Sit data quidem re&a linea infinita A B, datum vero

“punétum c, quod in ei non eft. Oportet fuper datd

rectd lined infinitd A B, a dato puncto ¢, quod in ed

non eft, perpendicularem re-

&tam lineam ducere. Sumatur

ad alteras partes ipfius A B <

re&te linez quodvis punétum

D: et centro quidem ¢, in-

tervallo autem c b, circulus™ g G\}_E/E £

defcribatur EDG: et EG in '

H bifariam® fecetur: jungan- b

turque

13

b 4. hujus.

(X1]

i 3. hujus.

k 1. hujus,

! Def, 10.

[XIL]

= Poft. 3.

3 10. hujus,
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® 8. hujus.

? Def. 10.

[XIIL]

G Dell 10,

' 11. hujus.

¢ Ax. z.

tAx. 1.
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turque ¢ G, ¢ H, cE. Dico fuper datd refi lined in-

finitd A B, a dato punéto c,

quod in ea non eft, perpendi-

cularem ¢ B du&am effe. Quo- <

niam enim equalis cft 6 K ipfi

H E, communis autem H C,

due ¢ u, Hc duabus EH, X (’\i[_/‘h: 3

nc mquales funt, alter alteri ; o)

et bafis cc eft mqualis bafi

ck. Angulus igitur ¢ HG angulo cHE eft° xqualis;

et funt deinceps.  Cum autem recta linea fuper ream

lineam infiftens, eos, qui deinceps funt, angulos, xquales

inter fe fecerit; rettus? eft uterque mqualium angu-

lorum, et quew infiftit re&ta linca perpendicularis ap-
cllatur ad cam, cui infiflit: ergo fuper data reéta lined

mfinitd A B, a dato puncto ¢, quod in ed non eft, per-

pendicularis dufta eft e v, Q. L. F.

PROP. X1II. THEOR.

Cum reéla linca fuper reflam confiflens lincam angulos fe-
cerit, vel duos rectos, vel duobus reclis @quales efficict.
Reéta enim linca quadam A B fuper reftam ¢ o con-

fillens angulos faciat ceA, ABD.

Dico ¢ B a, A BD angulus, vel E

duos reétos cile, vel duobus reéis A

sequales. Sienim cBa eft zqua-

lis ipfi ABD; duoredti? funt: fin

ninus, ducatur a punéto B ipfi

cp ad reCtos " angulos BE: an- B ¢

guli igitur cB E, DBE funt duo

re¢ti.  Et quoniam ¢ B & duobus ¢B A, ABE eft ®qud-

lis, communis apponatur E B b : ergo anguli duo ¢ B B,

E 8 D tribus angulis ¢ B A, A B E, E B D funt® ®quales.

Rurfus quoniam p B A angulus eft zqualis duobus

DB, EB A, communis apponatur A B ¢ : anguli igitur

duo DB A, ABC tribus DBE, ERA, A BC ®quales {unt.

At oftenfum cft angulos quoque ¢ B E, E B D eifdem

tribus wquales efie : que vero eidem funt equalia®, et

inter fe 2qualia funt: ergo et anguli c Rk, £ B D ipfiy

DR A, ABC funt equales: funt autem ¢ B E, EBD duo

recti 5 anguli igitur b B A, A B ¢ duobus redis equales

crunt, Ergo cum recta linea fuper re&tam lineam con-
fiticns angulos fecerit, vel duos re@os, vel duobus rectis

wquales etliciet, Q. L. D,
PROP.

A
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PROP. XIV. THEOR. [XIV.]

Si ad ah'juam reftam lineam, atque ad punflum in od duc
recle hince mon ad eafdem partes pujitee, angulos, qui
deinceps funt, duobus reflis awquales fecerinty ipfee reéle
linew in directum fibi invicom erunt.

Ad aliquam enim reétam lineam A B8, atque ad pun-

&um in ed B, duz reéte lince

B C, BD, non ad eafdem partes A

pofite, angulos, qui deinceps

funt, A Bc, A B D duabus rectis

xquales faciant. Dico B D ipfi ,

cB in direGtum effe: i enim E

BD non eft in directum ipfi c8, & 3 T

fit ipfi cB in dire€tum B E.

Quoniam igitur refta linea A B, fuper re¢tam cnpE

confiftit; anguli ABc, ABE ¥ duobus reétis funt equales. ¢ 13. hojus.

Sed et anguli A B¢, A B D funt zquales duobus rectis.

Anguli igitur ¢ B A, A BE ipfis cB A, A B D ®qualcs

erunt. Communis auferatur a4 Bc. Ergo reliquus

ABE reliquo A B D eft @qualis, minor majori; quod fiert

non poteft. Non igitur Bk eft in direGum ipfi B c.

Similiter oftendemus neque aliam quampiam cfle, pre-

ter ap. Ergo c B ipfi B D in dire¢tum crit.  Si igitur

ad aliquam re&am lincam, atque ad punctumin ed duze
recte linee non ad eafdem partes pofite, angulos, qui
deinceps funt, duobus reftis wquales fecerint, iple recte

linez in dire¢tum fibi invicem erunt. Q. E. D.

_ PROP. XV. THEOR. [Xv.]
St due refle linee [ invicem ficucrint, angulos, qui ad
werticem funty inter fe cequales fficient.
Duz enim re& line A B, ¢ D fe invicem fecent in
pun&to E. Dico angulum
quidem AEc angulo DER; “
angulum vero ¢k B angulo
AED ®qualem efle. Quo- . B
niam enim re@a linea A& A L
fuper reftam c D coniiftens
angulos facit CEA, AED; D
erunt hi *duobus retis mquales. Rurfus quomiam x 13, hujus,
refa linca D E fuper rectam A B confiftens facit angulos
AED, DEB; erunt ALD, DEB anguli 2quales” duoét;ps Y 13. hujus,
rects,
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reftis. Oftenfum autem eft angulos quoque CEA, AED
duobus reétis effe wquales.  Anguli igitur CEA, AED
angulis A £ D, D EB&quales funt. Communis auferatur
* Ax.3.  AED. Ergo reliquus *c E A reliquo B E D cft qualis.
Simili ratioue, et anguli ¢ E B, D E A ®quales oftenden-
tur. Si igitur duz recte linez fe invicem fecuerint, an-
gulos, qui ad verticem {unt, ®quales efficient. Q. E. D.

Cor. 1. Ex hoc manifefle conftat duas reftas lineas,
fe invicem fecantes, facere angulos ad feétionem qua-
tuor rectis equales.

Cor. 2. Omnes anguli circa unum pun&um confti-
tuti conficiunt angulos quatuor rectis =quales.

[XVL] PROP. XVI, THEOR.

Omnis trianguli uno latere produélo exterior angulus utro-
vis inieriore ¢f oppofito efl major.
Sit triangulum aBc, et unum ipfius latus 8¢ ad D
roducatur, Dico exteriorem angu- .
um A CD utrovis interiore, et oppo- A )
fito, videlicet © B A, et B A C majorem
3 10, hujus, efle.  Secetur enim A ¢ bifariam 2
in E, et jun&ta B E producatur ad
F; ponaturque ipfi B & @qualis E F.
Jungatur preterea rc, et Acad 6
producatur. Quoniam igitur AE qui-
dem eft =qualis ec, BE vero ipfi
EF; duz A E, E B, duabus cE, EF
@quales funt, altera alteri: et angu-
*15.hojus. lus A E B angulo FEC eft 2qualis®, F
ad verticem e¢nim funt,  Bafis igitur
< 4 hujus. A B @quulis© eft bafi Fc; et A R B triangulum trian-
gulo F & c, et reliqui anguli reliquis angulis ®quales,
alter alteri, quibus wequalia latera {ubtenduntur. = Ergo
angulus BAE cft @qualis angulo ecr. Sed ACD
angulus major eft ipfo x c r. Major igitur eft angulus
A c¢pangulo BAE. Similiter recta lined B ¢ bifariam
fecld, oftendetur etiam B¢ G angulus, hoc eft A ¢ b an-
-gulus, angulo A B ¢ major. Omnis igitur trianguli uno
Jatcre producto exterior angulus utrovis interiore et
oppofito major ¢ft. Q. E. D,

i

N

\ |

N

~I>

PROP,
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PROP. XVII. THEOR. [XVIL]

Omnis trianguli duo anguli duobus reélis minores funt,
quomodocunquejumph.

Sit triangulum A B ¢. Dico ipfius A B ¢ trianguli du-
os angulos, quomodocunque
fumptos, duobus rectis mino-
res effe. Producatur enim Bc
ad p. Et quoniam trianguli
ABC exterior angulus A ¢ D
major ©eft interiore, et oppo-
fito ABC: communis appona- & < ’)
tur acB. Anguli igitur Acp,
AcB angulis ABc, ACB majores funt. Sed AcD,
A ¢ B funt ¢ 2quales duobus rcg}is. Ergo A B C, B C A ¢13.hujus,
duobus reltis funt minores. Similiter demonftrabimus
angulos quoque B A ¢, A € B, itemque ¢ A B, A B c duobus
rectis minores efle. Omnis igitur trianguli duo anguli .
duobus retis minores funt, quomodocunque fumpti.

Q. E. D,

¢ 16. bujus,

PROP. XVIII. THEOR. (XVIilL.]

Omnis trianguli majus latus majorem angulum fubtendit.
Sit triangulum A 8 ¢, habens latus A ¢ latere A B

majus. Dico et A B¢ angu-
Jum angulo B cA majorem
efle. Quoniam enim Ac .
major eft, quam A B, ponatur
ipfi A B 2qualis A D; et B D
jungatur. Et quoniam tri-
anguli BDC exterior angulus
eft ADB, erit is major ©inte- © 16, hujus,
riore, et oppofito DcB. Sed ADB @qualis feft ipfi ABD, 5. hujus.
quod et latus A B lateri A D fit #quale; major igitur eft
et A8 D angulus angulo 4 ¢ B. Quare A Bc iplo AcB

multo major erit. 8mnis igitur trianguli majus latus
majorem angwlum fubtendit, Q. E. 5 '

i ¢

c PROP,
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XIX.]

8 5. hujus.

» 18. hujus.

[XX.]

i 3. hujus.

* ¢, hujus.

trg. hujus.

EUCLIDIS ELEMENTORUM

PROP. XIX. THEOR.

Omnis trianguli major angulus majus latus SJubtendst.

Sit triangulum A B ¢, majorem habens A B¢ angulum
angulo B ca. Dico et latus A c latere A B majus efle.
Si enim non eft majus a ¢, vel equale eft ipfi A B, vel
ipfo minus ; @quale autem non
eft; nam et angulus A Bc an-
gulo A ¢ B ®qualis eflet 85 non
eft autem. Non igitur 4 c ipfi
A B eft ®quale. Sed ncque
minus ; effet enim et angulus
A B C angulo AcB minor®; at- 5 &
qui non eft. Non igitur A ¢ mi- :
nus eftipfo A B. Oftenfum autem eft neque =quale effe.
Ergo acipfo o B cft majus. Omnis igitur trianguli
major angulus majus latus fubtendit. Q. E. D.

PROP. XX. THEOR.

Omnis trianguli dun latera reliquo majora funt, quomodo-
cunque fumpta.

Sit enim triangulum A Bc. Dico ipfius A B C trian<
guli duo latera reliquo ma- D
Jura cile, quomodocunque
fumpta: videlicet latera qui-
dem B A, A ¢ majora latere A
B C; latera vero AB, BC
majora latere A ¢: et latera
BC, cA majora ipfo A B.
Producatur enim BA ad pun- B c
&um p; ponaturque ipfi ¢ A =qualis Ap!; et DC
jungatur. Quoniam igitur b A eft zqualis A ¢, erit et
angulus A p ¢ angulo A ¢ p =qualis*. Sed 8¢ D an-
gulus major eft angulo A cp; angulus igitur Bc D
angulo A pc¢ cft major. Et quoniam triangulum eft
DcB habens Bc D angulum majorem angulo 8D c;
majorem autem angulum majus ‘latus fubtendit'; erit
latus b B latere B ¢ majus; fed p B eft ®quale ipfis B4,
A C; quare latera B A, A  iplo B ¢ majora funt. Simi-
liter oftendemus et latera quidem A B, B¢ majora efle
latere c A : latcra vero B¢, c A ipfo A B majora. Omnis
igitur trianguli duo latera reliquo majora funt, quomo-
docunque fumpta. Q. E. D, '

PROP.
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PROP. XXI. THEOR.

Si a terminis unius lateris trianguli duce refle linee intra
conflituantur, bee reliquis duobus trianguli lateribus mi-
nores quidem erunt, majorem wero angulum continchbunt.

Trianguli enim ABC in uno latere B ¢ a terminis B, ¢

dua recta linez intra conftituantur

B D, pDc. Dico BD, Dc reliquis A

duobus trianguli lateribus 8 A, A C

minores quidem efle, vero continere

angulum Bpc majorem angulosac. D
Producatur enim BD ad E; et quo-

niam omnis trianguli duo latera re-

liquo funt majora ™, erunt trianguli 13 ol

ABE duo latera B A, A E majora la-
tere B E. Communis apponatur Ec. Ergo Ba, a c ipfis

B E, EC majora "funt. Rurfus quoniam c £ b trianguli®

duo latera ¢ B, E D funt majora latere ¢ b, communis
apponatur D B ; quare C E, E B ipfis ¢ D, b B funt ma-
jora®. Sed oftenfum eft BA, A c majoraefle BE, EC:
multo igitur B A, A c ipfis D, D ¢ majora funt. Rurfus
quoniam ommnis trianguli exterior angulus interiore et

19
[XXI.]

20. hujug.

AXx. 4

oppofito eft major °; erit trianguli ¢ b E exterior angu- ° 16. bujus.

lus BD ¢ major ipfo ¢ E p. Eadem ratione et trianguli
A B E exterior angulus ¢ B ipfo B A ¢ eft major°; fed
angulus B b ¢ oftenfus eft major angulo c £ B; multo
igitur B D c angulus angulo B A ¢ major erit. Quare
fi a terminis unius lateris trianguli duz reéte line= in-
tra conftituantur, hz reliquis duobus trianguli lateri-
bus minores quidem erunt, majorem vero angulum
contincbunt. Q. E. D.

PROP. XXII. PROBL.

Ex tribus rectis lincis, quee tribus reélis lineis datis -
guales fint, triangulum conflitucre. Oportet autem duas
religud majores cfje, quonodocungne fumptas 5 quoniam
omnis trianguli duo lutera reliyue majora funty quo-
mudocunyue fumpta. )

Sint tres date recta line a, B, c, quarum duz reliqui
majores fint, quomodocunque fumptz, ut {cil. 4, B qui-
dem fint majores quam C; A, € vero majores quam B; et
Fra-:terea B,C majorcs quam A. Itaque oportet ex redtis
ineis equalibus ipfis A, B, ¢ triangulum conftituere,

C2 Exponatur

[XXIL]
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onatur aliqua recta linca D E, terminata quidem ad b,
mfinitaveroad E; et
ponatur ipfi quidem

? 3. hujus. A gequalis? p F, ipfi
vero B @qualis F G,
etipfic equalis 1 ;
et centro F, Inter-
vallo autem rp, cir-

2 3. Poftul. culus ¢ deferibatur
p K L; rurfufque
centro G, et intervallo ¢ 1, alius cirenlus k L # deferi-
batur, et jungantur x r, K 6. Dico ex tribus rectis

- lineis mqualibus ipfis a, ®, ¢ triangulum KF G confiitu-
tum efle. Quoniam enim punéum ¥ centrumeft DK L

* Def. 15. circuli, erit FD equalis " F Kk ; fed F D cft mqualis A
ergo et FK ipfi A eft &equalis. Rurfus quoniam punétum
G centrum eft circuli L k B, crit 6 H @qualls F6 K;
fed 6 H eft @qualis ¢ ; ergo et 6 K ipfi ¢ @qualis erit.
Eft autem et rG equalis 8. Tres igitur reéte linee K F,
F G, G K tribus A, B, ¢ @quales funt. Quare ex tribus
rectis lincis K ¥, FG, G K, que funt ®quales tribus da-
tis rectis lincis A, B, ¢, triangulum conftitutum eft K FG.

Q. L. F,
[XXIIL] PROP. XXIII. PROBL.

Ad datam reélum lincam, et ad datumin ed punétum, dato
angulo reclilineo aqualem angulum rectilineum confti-
tucre. .

Sit data quidem re@a linea a B, datum vero in ipfi
punétum A ; et datus angulus A
rectilineus pce. Oportet igi- @
tur ad datam rectam lineam
A B, et ad datum in ea pun-
¢tum A, dato angulo re&iﬁnco
D ¢ E 2qualem angulum reéti-
lineum conftituere. Sumantur G F
in utrique ipfarum cp, cE §. D
quavis puniia b, E,ducaturque
D E; ct ex tribus reétis lineis,

* 2z, hujus, qQuée 2quales fint tribus ¢ b, D &, E ¢, triangulum * con-
ftituatur A F G, ita ut A F fit 2qualis cp, et AG ipfi CE,
et F g ipfi p E. Itaque quoniam duz b ¢, c E duabus
FA, AG ®quales funt, altera alteri, et bafis DE eft

. ®qualls
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mqualis bafi re; erit et angulus pcEangulorac :
eequalis®. Ad datam igitur rectam lineam A B, et ad* 8. hujus.
datum in ed punéum A, datoangulo re&ilinco pcE ®-
qualis angulus reétilineus conflitutus eft Fa . Q. . F.

PROP. XXIV. THEOR. [XXIV.]

St duo triangula duo latera dunbus lateribus wqualia ba-
beant, alterum alterty, angulum autem angulo majorem,
qiei eequalibus rectis lineis continctury et bafim bafs
majorem babebunt.

Sint duo triangula A BC, D E F, que duo latera A B,
Acduobus lateribus D E, A D
D F @qualia habeant, al-
terumalteri ; videlicet la-
tus quidem a B ®quale
later1 D £, latus vero ac
@quale p F. Atangulus

Bac angulo EDF fit ma- . .
jor. Dico et bafim Bc B ¢ L\\_/(’
bafi £ F majorem efle. ¥

Quoniam enim_angulus B A ¢ major cft angulo ED F,
conftituatur *ad retam lineam » E, et ad punétum inv 23, hujus.
ed D, angulo B A ¢ ®qualis angulus £ D G, ponaturque
alterutri ipfarum A ¢, DF =qualis* DG; et G E, FG* 3. hujus.
Jjungantur. Itaque quoniam a B quidem eft ®qualis D E,

Ac vero ipfi pG; duz BA, AC, duabus ED, DG

#quales funt, altera alteri; et angulus B a ¢ eft 2qualis ,
angulo E D G; ergo bafis Bc bafi r G eft ¥ ®qualis.r 4 hujus.
Rurfus quoniam ®qualis ¢t p ¢ ipfi pF; eft angulus

D F G angulo DG F *@®qualis ; erit itaque D F G angulus: g, pyjus,
angulo £ G F major; multo igitur marior eft EF G an-

gulus iplo £ 6 r.  Et quoniam triangulumeft EF g, an-

gulum E F ¢ majorem habeus angulo E 6 F; majori

autem angulo latus majus fubtenditur?; erit et latuss 19, hujus.
E G latere EF majus; ﬁ]ad E G latus eft ®quale lateri

Bc. Ergo et Bc iplo EF majus crit. Siigitur duo
triangula duo latera duobus lateribus 2qualia habeant,

alterum alter], angulum autem angulo majorem, qui
2qualibus reftis lmeis continctur ; ¢t bafim bafi ma-

jorem habebunt, Q. E. D. ’

c3 PROP.
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¥ 4. hujus.

EUCLIDIS ELEMENTORUM

PROP. XXV. THEOR.

Si duo triangula duo latera duobus lateribus equalia ba-
beant, alterum alteriy bafim vero bafi majoremy e an-
gulum angulo, qui aqualibus lateribus continetur, ma-
jorem babcbunt.

Sint duo triangula A B¢, D EF, que duo latera A B,
A ¢ duobus lateribus DE, D F A
equalia habeant, alterum al- D
teri, videlicet latus AB wquale
lateri D E, et latus A c lateri
D F. Bafis autem Bc bafi £F
fit major. Dico et angulum
B A cangulo E D F majorem SRS .
efle. Sienim non eft major, B cr F
vel equalis eft, vel minor. Alqualis autem non eft
angulus B A c angulo ED F: cflct enim et bafis B c
bah ¥ r 2qualis®.” Non eft autem. Non igitur aqualis
eft Bac angulus angulo Epr.” Sed neque minor;

€ 24. hujus. minor enim eflet € et bafis B ¢ bafi E ¥. Atqui non eft.

[XXVI]

Non igitur angulus B A c angulo Ep F cft minor.
Oftenfum autem eft neque cfle xwqualem.  Ergo angu-
lus nac angulo £ D F neceflario major erit.  Si igitur
duo triangula duo latera duobus lateribus equalia ha-
beant, alterum alteri, bafim vero bafi majorem ; et an-

ulum angulo, qui 2qualibus Jateribus continetur, ma-
jorem habebunt. Q. L. D.

PROP. XXVI. THEOR.

Si duno triangula duos angulos duobus angulis wquales ba-

" beant, alterum alteri, unuimque latus uni lateri aequale,
vel quod wyualibus adjacet angulisy wel quod uni cequa-
lium ngu[)rum\/iz/’lc'm/i/ur', et reliqua latera reliquis
lateribus coqualia, alterum altert, et reliquum angulum
religuo angulo aqualem babebunt.

Sint duo triangula A B¢, D EF, quae duos angulos
ABC, BcCAa duobus angulis A D
D EF, EFD aquales habeant,
alterum alteri; videlicet an-
f;ulum quidem aBcC :e(}ua-
em angulo D EF, angulum
vero B ¢ A angulo & F p. Ha-
bcant autem et unum latus
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uni lateri ®quale, et primo quod ®qualibus adjacet an-
gulis; nempe latus B ¢ lateri B F. Dico et reliqua la-
tera reliquis lateribus zqualia habere, alterum alteri,
latus fe. A B latert D E, et latus A ¢ ipfi D F, ct reli-
quum angulum B 4 ¢ reliquo angulo E D ¢ 2qualem.
Si enim inequalis eft A 1 ipfi D E, una ipfarum major
eft. -Sit major A B, ponaturque G B =qualis DE; et
Gc jungatur. Quoniam igitur BG quidem cft wequalis
DE, BC vero ipfi EF,duxe 6B, Bc duabus Dk, B F
mquales funt, a\tcra. alteri; et angulus 6 B c =qualis

23

angulo p e F. Bafisigitur 6 ¢ bafi D F eft ¢ @qualis ;¢ 4 hujus,

et 6 B ¢ triangulum triangulo D E F; et reliqui anguli
reliquis angulis ®quales, alter alteri, quibus @qualia
latera (ubtenduntur. Ergo 6 ¢ 8 angulus eft wqualis
angulo b P E; fed angulus b P angulo B ¢ A mqualis
ponitur ;- quare et BC G angulus angulo Bca clt -
qualis, minor majori; quod fieri non poteft. Non igitur
inequalis eft A B ipfi D E: ergo wqualis erit.  Eit au-
tem ct B c @qualis EF. Itaque due A B, BC duabus
DE, EF ®quales funt, altera alteri, et angulus A Bc
#qualis angulo p EF. Bafis igitur Ac bati ¢pF, et
reliquus angulus B A creliquo angulo & D F eft equalis.
Sed rurfus fint latera, que equalibus angulis fubten-
duntur, wqualia, ut 4 B ipli D E. Dico rurfus et reliqua
latera reliquis lateribus @qualia efit; A ¢ quidem 1pfi
D F, Bc vero ipfi EF; et adhuc reliquum angulum
B A ¢ reliquo angulo E D F &qualem. Si enim inwequalis
eft 5 cipli £ F, una ipfarum major et. Sit major B ¢,
fi fieri poteft, ponaturque BH aqualis £ ¥, €t A H jun-
gatur.  Quoniam igitur B H quidem ¢ft wqualis kP,
AB vero ipfi b E; duz A B, BH duabus DE, EF ®quales
funt, altera alteri, et angulos @quales continent; ergo
dbalis u bafi pFeft =qualis; et A B 1 triangulum
triangulo b E F; et reliqu anguli reliquis angulis =-
uales erunt, alter alteri, quibus @qualia latera fubten-
guntur. Aqualis igitur eft angulus 8 H A angulo EFD.
Sed E FD eft ®qualis ©angulo Bca. Ergo ¢t BH A
angulus angulo Bc A efl @®qualis. Trianguli igitur
A Hc exterior angulus BH A mqualis elt teriori et
oppofito B¢ A ; quod fieri non poteftf,  Quare non in-
equalis eft Bc ipfi E F; ®qualis igitur.  Eft autem et
A B 2qualis b E. Du igitur AB, Bc duabus DE, EF
@quales funt, altera alteri; angulofque ®quales con-
C4 tinent,

¢ ex hyp.

f 16. hujus,
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tinent. Quare bafis A c @qualis eft bafi DF,etBA C
triangulum triangulo D EF, et reli%uus angulus BA ¢
reliquo angulo E D F eft ®qualis. Si igitur duo trian-
gula duos angulos duobus angulis @quales habeant,
alterum alteri, unumque latus uni lateri @quale, vel
quod @qualibus adjacet angulis, vel quod uni 2qualium
angulorum fubtenditur; et reliqua latera reliquis la-
teribus zqualia, alterum alteri, et rcliquum angulum
reliquo angulo 2qualem habebunt, Q. E. D.

[XXVIL.] PROP. XXVII. THEOR.

‘ St in duas rellas lineas refla linca tncidens alternos an- .
gulos inter fe equales fecerity parallele erunt reélce
lineee,

In duas enim reélas lineas A 8, €D reda linea BF in
cidens alternos angulos A EF,
. EFD wquales inter fe faciat.
Dico reg\tam lincam a B ipfi
cp parallelam eflfe. Si enim
non cft parallela, produéta a B,
cp, vel ad partes B, D conveni-
ent, vel ad partes A, ¢, Produ- )
" cantur, conveniantque ad partes B, p in puncto 6. Ttaque
¢ 16.hujus. G E F trianguli exterior angulus A £ ¥ major €eft inte-
* ex hyp. riore et oppofito EF G; fed et mequalis®; quod fieri
non poteft. Non igitur a8, c p producte ad partes
B, D convenient. Similiter demonftrabitur neque con- «
venire ad partes A, . Quéa vero in neutras partes con-
! Def. 35. veniunt, parallele ! inter fe funt. Parallela igitur eft
A B ipficp. Quare fi in duas re&as lineas recta linea
incidens alternos angulos inter fe @quales fecerit, paral-
lelz inter fe erunt re&te linee. Q. E. D.

[XXV1IL] PROP. XXVIII. THEOR.

St in duas retias Lineas re@a linca incidens exteriorem an-
gulum interiori ct oppofite ét ad eafdem partes aqualem
< fecerity vel interiores et ad cafdem partes duobus rellis

wquales 5 parallele erunt inter fe reclee linece. :
In duas enim reétas lincas A B, ¢ D re@alinea EF
incidens exteriorem angulum E G B interiori, et oppo-
fito ¢ H D 2qualem faciat; vel interiores ct ad eaidem
- partes BG H, G HD duobus reétis 2quales. Dico retam
rineam A B refte cp parallelam effe.  Quoniam enim
: EGB
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E o B angulus xqualis eft * angulo 6 & D, angulus au-
tem EG B angulo A H', erit |

et angulus A ¢ & angulo GH D \
uaﬁg ; et funt alterni. Pa- A G B

2
ra(ﬁela igitur et AB ipfi cD™,

Rurfus quoniam anguli B6 1, _,

6 H p duobus re&is funt =- C B D
quales®, et funt AGH, BGH \
=quales duobus rectis®: erunt F
anguli AeH, BeH angulis BG6 H, G H D mquales,
Communis auferatur 8 6 H. Reliquus igitur A ¢ 1 eft
#qualis reliquo @ H D ; et funt alterni. Ergo A B ipfi
c D parallela erit. Si igitur in duas reQas Iineas recta
linea incidens exteriorem angulum interiori et oppofito
et ad eafdem partes ®qualem fecerit, vel interiores et
ad eafdem partes duobus retis ®quales; parallele erunt

inter fe rete linee. Q. E. D.

Cor.® Si in duas reftas lineas re@a linca incidens in-
teriores et ex eAddem parte angulos duobus recis mi-
nores fecerit; re&t linee in infinitum produéte fibi in-
vicem occurrent ex ed parte, ex qué {unt anguli duobus
reitis minores.

Incidat enim in duas re&as lineas A B, ¢ D reétalinea
A G, ita ut angulos BAc, b c A duo-
busre&is minores efficiat : dicoreétas E B D
lineas A B, cpin infinitum produétas
ex el parte, ex qui angulos cum Ac
duobus re&is minores efficiunt, fibi
invicem occurfuras effe. Redte li-
nez A c ad punétum A Papplicetur
angulus E A ¢ 2qualis angulo, qui
anguli pca ad duos rettos com- A ¢
plementum eft. Itaque anguli EAc,

D C A fimul fumpti duobus reftis zquales funt, et recta
linea A Eipfi D c parallela erit, per hanc Prop. An-
guli autem B Ac, Dc A, duobus rectis ex hypothefi mi-
nores, duobus E A c, D Cc A minorcs erunt, qui duobus
re&tis ofienfi funt zquales. Communis auferatur angulus
DCA, erit itaque BAC angulus angulo EAc¢ minor. Igitur
reéta linea A B reftas A E, A C interjacet, angulum EAc
dividens; itague ab a E verfus ¢ D defle&itur; quam-

obrem produgta ipfi ¢ p produéte occurret, Reta enim
ea

5

¥ ex hvp.
! 15, hujus,

™ Ex ante-
cedente,

@ ex hyp:
® 13. hujus,

? 23. hujus.
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ea demum eft linea, que produta in ea perftat di-
rectione, quam primo habuerit. Direftiones autem
rectarum A B, € D erant, ut oftenfum eft, ad fe invicem,
Itaque &c. Q. E. D.

SCHOLION, *

In hoc Corollario verum efle illud demonftravimus,
uod in initio libri inter xowvas dwveias, five Axiomata, po-
{uit Euclides. Vid. Ax. 12. hujus. .

[XXIX.] PROP. XXIX. THEOR.

In parallelas reétas lineas refla linea incidens, et alternos
angulos inter fe equales, et exteriorem interiori et oppo-

Sito et ad cafdem partes @qualem, et interiores et ad

cafdem partes duobus reflis equales efficiet.

In parallelas enim reftas lineas A B, ¢ D re€ta linea
incidat e ¥. Dico alternos an-
gulos AG H, GH D inter fe =- E\
quales efficere, et exteriorem 4. G
E G B interiori, et ad eafdem
partes G H D @qualem: et in-
teriores et ad eafdem partcs C H -D
B GH, G HD duobus reftis \
zquales. Si enim inzqualis F
eft A ¢ H ipfi G H D, unus ipforum major eft. Sit major
A G H. Etquoniam a ¢ u angulus major eft angulo
G HD; communis apponatur B G H. Anguli igitur
AGH, BGH angulis B ¢ H, 6 H D majores {unt. Sed
" 13- hujus.anguli A 6 H, B G H funt 2quales duobus redtis*. Ergo
B G H, G H D anguli funt duobus rectis minores. Quz
vero a minoribus, quam fint duo reéti, in infinitum
* Ax.12. producuntur reéte linew, inter fe conveniunt®’. Ergo
rcéte linee A B, € b in infinitum produte convenient
inter fe.  Atqui non conveniunt, cum parallelz ponan-
tur. Non igitur inzqualis eft A 6 n angulus angulo
G H D ; quare neceflario eft zqualis. Angulus autem
¢15. hujus. A G H ®qualis eft angulo e 6 B'. Ergo et 6B ipfi
G H D ®qualis crit. Communis apponatur B G H. An-
guli igitur £ ¢ B, BG H funt wmquales angulis BG H,
GuD; fed EGB, BGH zquales funt duobus retis.
Ergo et B G H, G H D duobus reétis zquales erunt. In
parallelas igitur rectas lineas refa linea incidens, et al-
ternos angulos inter fe ®quales, et exteriorem interiori
et

B
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et a(:fpoﬁto et ad eafdem partes eequalem, et interiores
et

eafdem partes duobus rectis zquales efficiet. '
: Q. E. D.
PROP. XXX. THEOR. [(XXX.]
Que cidem redlee linee funt parallele, et inter fc parallcls

erunt.

Sit utraque ipfarum A B, c D iph E F parallela. Dico
et AB ipfi cD parallelam efle.
Incidat enim in ipfas reéta /
linea ¢ k., Et quoniam in A. G, B
parallelas reétas lineas A B, . 1 /

EF re&ta linea 6k incidit, ™ - / F
angulus A H angulo GHP C E D
eft zqualis ®. Rurfus quo-

niam 1n parallelas rectas li-

neas E F, ¢ D refta linea incidit 6 K, #qualis et e u F
angulus an%'n.lo ¢k p*. Oftenfus autem cft et angulus
A6 K angulo 6 H F ®qualis; ergo et A x ipfi 6K D
zqualis erit; et funt alterni. Parallela igitur eft A B
ipi cp*. Ergo que eidem reéte linez funt parallelie, « ;5. hyjus,
et inter fe paralicle erunt. Q. E. D.

PROP. XXXI. PROBL, [XXXI1)

Per datum pun€lum date rellzx linee parallelam recam
. lineam ducere.

¥ 29. hujus.

Sit datum quidem punctum 4, data vero reta linea
B c. Oportet per A punétum . A F
ipfi BC re¢te line parallelam = '
re&am lincam duccre. Suma-
tur in BC quodvis punétum b,
et jungatur A D; conftitua- b D C
turque? ad retam lincam b A, et ad pun&um in ipfd, .; hyjy,,
A,angulo A p ¢ ®qualis angulus D A £ ; et in diretum
ipfi E A refta linea A F pr8ducatur. Quoniam igitur
in duas reétas lineas B ¢, E F recta linea A p incidens
alternos angulos E A D, A D C inter fe zquales efficit,
B F ipfi B ¢ parallela eritz.  Per datum igitur punétum ,; pyjus,
A datz reCtz linez B c parallela ducta eft reta linea
EAF. QE.F

* PROP.
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* 31, hujus.

% 29. hujus,

¢ 13, hujus.
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PROP. XXXII. THEOR.

Omnis trianguli uno latere produllo exterior angulus duo-
bus interioribus et oppofitis ¢ft wqualis, et trianguli tres
interiores anguli duobus reflis wquales funt.

Sit triangulum ABc; et unum ipfius latus Bc in b
producatur. Dico angulum

exteriorem A ¢ p duobus A

interioribus et oppofitis

CA B, A BC xqualem efle;

et trianguli tres interiores

angulos A BC, RCA, CAR

duobus reétis efle 2quales. g ¢ 5

Ducatur 2 enim per pun- ~

pe .

&um cipfi A B recte {)ine:e parallela c£; et quoniam

A B ipfi ¢ E parallela eft, et in ipfas incidit A c, alterni

anguli B a ¢, A cE inter fe 2quales funt®. Rurfus quo-

niam A B parallela eft c g, et in ipfas incidit recta linea

B D, exterior angulus E ¢ D interiori et oppofito A B ¢

eft 2qualis ®, Oﬁenfus autem eft angulus A ¢ E ®qualis

angulo B A c. Quare totus A ¢ D exterior angulus -
ualis eft duobus interioribus et oppofitis BAc, A BC.

“ommunis apponatur A ¢ B ; angull igitar ACD, ACB

tribus A BC, BAC, AcB ®quales funt; fed anguli Acp,

AcB f{unt ®quales <duobus rettis. Ergoet AcB, cRa,

¢ A B duobus redtis &quales erunt. Omnis igitur tri-

anguli uno latere producto exterior angulus duobus in-
terioribus et oppofitis eft equalis ; et trianguli tres in-

teriores anguli duobus reltis equales funt. Q. E. D.

Cor. 1. Omnes tres anguli cujufque trianguli fimul
fumpti =quales funt tribus angulis cujufque alterius
trianguli fimul fumptis.

Cor. 2. Si in uno triangulo duo anguli, aut finguli,
aut fimul, ®quales fint duobus angulis alterius trianguli;
erit reliquus angulus reliqgo 2qualis,

Cor. 3. In triangulo fi unus angulus rectus fit, reliqui
fimul unum reé¢tum conficiunt.

Cor. 4. In triangulo ifofcele fi angulus =quis cruri-
bus contentus rectus fit, reliqui ad bafim funt {femireéti.

Cor. 5. In triangulo zquilatero angulus quilibet z-
qualis eft § duorum rectorum vel § unius reéti.T HEO
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THEOREMA 1.

Omnes fimul interiores anguli cujufcunque figurae refli-
dineee conficiunt bis tot rectosy demplis quatuory quot funt la-
dera frgure.
am figura unaquaque reflilinea refolvi potofl in tris s
angula binario pauciora Zuam Sunt ipfius figuree latera,
€. g. /i quatuor latera babeat, refoluvitur in duo triangula;

St quingue in tria triangula ; fi fex in quatuor et fic dcin-
ceps s quare per preecedentem omnes borum triangulorum
anguli wquantur bis tot reélis quot funt triangula, fed
omnes borum triangulorum anguli cequales funt angulis
Sigure interioribus ; quare omnes anguli interiores figure
@quales funt bis tot retis quot funt triangula, Boc ¢l bis

tot retis, demptis quatuor, quot funt latera figure.
Q. E.D.

THEOR. II.

Omnes fimul exteriores anguli cujufque figurce reétilinee
conficiunt quatuor reélos.

Nam exteriores fimul cum interioribus conficiunt bis tot
veflos quot funt lutera figure 3 vero ex pracedente Theor.
omnes interiores foli conficiunt bis tot redtos, demptis quatuor,
quot funt latera ficure ; quare exteriores conficiunt qua-
tuor recbos. Q. E. D.

PROP. XXXIII. THEOR. {XXXI1I1.]

Quee wqualcs et parallelas ad cafdem partes conjungunt
refle linew, et ipfee wquales et parallele funt.

Sint @®quales et parallel® A B, cD; et ipfas con-

jungant a:] caldem partes recte 4 B

line®x Ac,Bp. Dicoac, 5D

zquales, et parallelas efle. Du-

catur enim BC; €t quoniam AB

parallela eft ¢ b, in 1plafque in- c D

cidit B c, altemi anguli ABc, B¢ D ®quales fun(t".a,,, hujus.
Rurfus
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Rurfus quoniam A B eft ®qualis ¢ b, communis autem
Bc,duz AB,BC duabus BC, p

¢ b funt =quales; et angulus

A B ¢ aqualis angulo Bcp. Ba-

fis igitur A ¢ bafi B D eft 2qua-

* 4 hujus. lig©; triangulumque A B C tri- Cc < D
angulo Bcp ; et reliqui anguli rcliiuis angulis @quales
erunt, alter alteri, quibus @qualia latera fubtenduntur.
Ergo angulus A ¢ B angulo ¢ B D ¢ft 2qualis. Et quo-
niam in duas reétas lineas A c, B D reéta linea B ¢ inci-
dens, alternos angulos AcB, ¢ B b ®quales inter fe ef-

¢ 25, hujus. ficit, parallela eft A cipfi Bpf. Ofienfa autem eft et
ipfi equalis. Que igitur @quales et parallclas ad eaf-
dem partes conjungunt rete lines, et ipl= equales
et parallele funt, Q. E. D.

DEFINITIO.
Parallclogrammum eft figura quadrilatera, cujus bina
oppofita latera funt parallela.
[XXXIV.] PROP. XXXIV. THEOR.
Parallelogrammorum fpatiorum latera, que ex oppofito,
et anguliy inter fe @qualia funts et diameter ea bifariam
Jecat.

Sit parallclogrammum A B b ¢, cujus diameter =B c.
Dico ac¢ b s parallelogrammi la-

tera, qua ex oppofito, et angulos, -A\ ' B

inter e ®qualia efle; ct diame-
trum B ¢ ipfum bifariam fecare.
Quoniam enim parallela eft A B ¢ D
ipfi ¢ D, et in ipfas incidit reta
linea B.c; anguli alterni A Bc, B c D inter fe zquales
¢ 29.hujus.funt 8. Rurfus quoniam A ¢ ipfi B D parallela eft, et in
ipfas incidit B¢, alterni anguli Ace, ¢ BD =quales
funt inter fe8. Duo igitur triangula funt A B¢, cBD,
que duos angulos A B¢, Bc A duobus angulis B ¢ D,
¢ B D ®quales habent, alterum alteri; et unum latus
uni lateri zquale, icil. quod eft ad wquales angulos,
» 26. hujus.utrigue commune, B ¢. Ergo bet reliqua latera reli-
uis lateribus zequalia habebunt, alterum alteri, et re-
liquum angulum reliquo angulo =qualem. Equale
igitur eft latus quidem A B lateri ¢ b, latus vero 4 €
ipfi BD, et angulus Bac angulo BDC zqualis. Et
quoniana
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quoniam angulus A Bc eft @qualis angulo Bcp, et
angulus ¢ BD angulo A ¢ B; erit totus angulus A R D
=qualis toti A cp. Oftenfus autem eft et angulus
sAc angulo Bpc ®qualis. Parallelogrammorum igitur
fpatiorum latera, quz ex oppofito, et anguli, inter fe
zqualia funt. Dico etiam diametrum ea bifariam fe-
care. Quoniam enim zqualis eft A B ipfi cp, com-
munis autem B ¢, duz A B, BC duabus b, c¢B xquales
funt, altera alteri; et angulus A B¢ =qualis eft angulo
BcDp. Bafis igitur ! A ¢ bafi D B ®qualis ; et triangu-! 4. hujus.
lum a Bc triangulo Bc D =quale. q:frgo diameter BC
parallelogrammum A ¢ p B bifariam fecat. Q. E. D.

Cor. ® Parallelogramma, qluze unum angulum uni an-
gulo zqualem habent, et reliquos reliquis, fingulos fin-
gulis, @quales habent. o

Paralle&ogramma ABCD, EFGH angulos ad 4, &
mquales habeant. Di-

co parallelogrammum D x
ABcp reliquos fui an-
ulos reliquis paralle-
ogrammi EFGH, fin- g C F— el

ﬁulos fingulis, 22quales

abere. Nam in parallelogrammo A B ¢ p anguli duo

A, B fimul fumpti duobus reéis @quales funt®. Pari* 29. hujus.

ratione in parallclogrammo E¥ 6 H, duo E, F fimul

fumpti duobus rectis funt @quales. Duo igitur 4, B

fimul duobus e, r fimul funt mquales. Ablatifque

zqualibus a, E, rcliquus B reliquo F zqualis! erit.! Ax. 3.

Jam vero in parallclogrammo aBcp anguli A, ¢ oppo- )

fiti inter fe zquales funt, per hanc Prop. et in paralle-

logrammo & F 6 1 oppofiti E, G inter fe equales. A-

%ua.les autem A, E ™. Quare et ¢, 6 mquales funt®,, ;’;_hi P
ari ratione angulus D, cui oppofitus eft B, in paralle]o-

grammo A B C D, ®zqualis oftendetur angulo H, cui in

paur;lilselograxmno EF G H oppofitus eft ¥, ipfius B -

q .

PROP.
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PROP. XXXV. THEOR.
Parallelogramm;}fuper cddem bafi, et in difdem parallclis -
u

conflituta, inter fe equalia funt.

{XXXV.]

Sint parallelogramma ABc D, EBcF fuper eidem
bafi Bc, et in eifdem parallelis A F,
B¢ conflituta. Dico ABCD pa- A
rallelogrammum parallelogrammo
E BcCF =quale efle. Quoniam
enim parallelogrammum eft ABcp,

® 34. tujus.zzqualis® ef A p ipfi Bc. Eiadem

uoque ratione, et E F eft zqua-
lis Bc. Quare et Ap ipi EF B~ C

*Ax. 1. qualis erit P; et communis D E. :

4 Ax. 2, Tota igitur AB dtoti DF eft =qualis. Eft autem et
A B equdlis pc. Ergogue 4, ABduabus Fp,DC
=quales funt, altera alteri, et angulus F p Cc =qualis

r 39.hujus.angulo E A B, exterior interiori”; bafis igitur & B bafi

* ¢ hujus, F C eft * requalis, et E A B triangulum zquale triangulo
rpc, Commune auferatur b 6 . Reliquum igitur

tAx 3. trapezium A BGD reliquo trapezio EGCF eft ®quale®,
Commune apponatur G B C triangulum. Ergo totum
parallelogrammum A B ¢ b toti parallelogrammo eBce
mquale erit. Parallelogramma igitur fuper eidem bafi,
t& ig: eifdem parallelis conflituta, inter (‘::'e @qualia funt.

. D. '

[XXXVL] PROP. XXXVI. THEOR.

Parallelogramma fuper awqualibus bafibus, et in eifdem pa-
rallelss conflituta, inter fe @qualia funt,

Sint parallelogramma A B ¢ D, EF 6 1 fuper zqualibus
bafibus B c, F G, et in cifdem . .
Bara.llclis A H, BG conftituta. 4 D__J i
ico parallelogrammum ABcD
parallelogrammo EFGH mquale
effe. Conjungantur enim 5 E,
¢ Hyp. € H. Etquoniam zqualis® eft
" BCipfi FG, et F 6 ®qualis ipfi ¢ s A
EH; erit et Bc ipfi EH ®qua- -
lis. Sunt parallele, et ipfas conjungunt B E, C H.
Quz autem sequales et parallelas afu eafdem partes
* 33.hujus. conjungunt, zquales et parallele funt*. Ergo E B,
¢ H et mquales funt, et parallele. Quare EBCH

paral-

D




LIBER PRIMUS, 33

parallelogrammum eft, et ®quale parallclogrammo
A Bc D7 ; bafim enim eandem habet B ¢, et in eifdemy 35. hujus.
parallelis B¢, A D conflituitur. Simili ratione, et EFGH
parallelogrammum eidem parallelogrammo E & ¢ 1 cft
zquale. Bafim enim eandem habet E H, et in eifdem
parallelis E H, B 6 conflituitur. Ergo parallelogram-
mum A B ¢ D parallelogrammo EF 6 1 =qualecrit. Pa-
rallclogramma igitur {uper zqualibus bafibus, et in eif-
dem parallelis conftituta, inter f¢ funt 2qualia, Q. E. D.

PROP. XXXVII. THEOR. (XXXVIL]
Trianguls fuper cddem bufiy et in cifdem parallelis con-
Jlituta, inter fe equalia funt.

Sint triangula A B c, p B ¢ fuper eidem bafi B c, et
in eifdem parallelis A D, BC
conftituta. Dico A B ¢ trian- E
gulum triangulo b B ¢ xquale
efle. Producatur A D ex utrd-
que parte in B, P pun&a; et ° -
per B quidem ipfi ¢ A parallela \
ducatur B E, *per ¢ vero ipfi 3 ¢ *3nbujus
B D parallela cr. Parallelo-
grammum igitur eft utrumque ipforum EBcA, DBCF;
¢t parallelogrammum kB c A eft =quale *parallelo-23s. hujus.

mmo D B CF ; etenim {uper eadem funt bafi B¢, et
in eifdem parallelis Bc, EF.  Eftque parallclogrammi
quidem E B ¢ A dimidium ® A B c triangulum, cum dia-* 34 hujus.
meter A B ipfum bifariam fecet: parallelogrammi vero
D B C F dimidium °®triangulum b B ¢; diameter enim
D ¢ ipfum bifariam fecat.  Que autem ©zqualium di-© Ax. 7.
midia funt, inter fe zqualia funt. Ergo triangulum
A Bc triangulo p B ¢ eft wquale. Triangula igitur fu-
per eddem bafi, et in eifdem parallelis confiituta, inter
fe ®qualia funt. Q. E. D,

_ PROP. XXXVIII. THEOR. [XXXVIIL]
Triangula fuper bafibus equalibus, et in cifdem parallelis
. conflituta, inter fe funt wqualia.
Sint triangula A R ¢, D¢k fuper ®qualibus bafibus
BC, CE, et in eifdem parallelis B B, A D conttituta.
Dico 4 Bc triangulum b c e triangulo aquale effe.
Producatur enim A b ex utrique parte in 6, 1 puniéta:
et per B quidem ipfi c A pzu'n.?!cla. ducatur B 69, per £ 31, hujus,
D - vero

AD P
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« 3¢ hujus. vero ducatur E u parallela ipfi pce. Parallelogrammurm
: igitur eft utrumque ipforum
GgBCA,DCEH.q Attl;ue et &= DI
rallelogrammum G BCA e-
f 36. hujus.qualef parallelogrammo BcEn;
in ®qualibus enim funt bafibus
BC, CE,etinceildem BER, G H
parallelis. Parallelogrammivero ,
€ 34 hujus. ¢ B c A dimidium ¢eft A Bc tri- B C FE
angulum, nam diameter A B ipfum bifariam fecat: et
parallelogrammi p c E H dimidium feft triangulum
D C E, diameter enim b E ipfum fecat bifariam. Qua
* Ax. 7. autem zqualium dimidia funt?®, inter fe equalia funt.
Ergo A Bc triangulum triangulo p c & eft wquale.
‘Friangula igitur fuper ®qualibus bafibus, et in eifdem
parallelis conftituta, inter fe funt qualia. Q. E. D.

(XXXIX) PROP. XXXIX. THEOR.

Triangula wqualia fuper cédem bafi, et ad eafdem partes
conflituta, in mﬁdem quoque fu’nt parallels.

Sint zqualia triangula A B ¢, D B ¢ fuper eddem bafi
B C confituta, et ad ealdem partes.
Dico et in eifdem parallelis effe. Du- R
catur enim A p. Dico A D parallelam
effe ipfi B c. Si enim non eft parallela,.
*31. hujus.ducatur ! per A pun&tum ipfi B ¢ pa-
rallela reéta linea A g, et E ¢ ducatur.
Zquale igitur eft ABc triangulum 5
*37.hujus. triangulo E 8¢ *, fuper eidem enim
eft bafi B c, et in eifdem B c, A E parallelis, Sed ABc
"exhyp. triangulum triangulo p B ¢! eft @quale. Ergo et tri-
angu%um p B c_zquale eft ipfi BB C triangulo, majus
minori ; quod fieri non poteft. Non igitur A £ ipfi BC.
parallela eft. Similiter oftendemus neque aliam quam-
Eiam per A ipfi B c parallelam effe, preeter ipfam A p.
rgo A D ipfi B ¢ eft parallela. Triangula igitur 2qua-
lia fuper eadem bafi, et ad eafdem partes conftituta, in
eildem quoque funt parallelis. Q. E. D,

PROP.
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PROP. XL. THEOR.

Triangula ®qualia fuper bafibus @qualibus, et ad cafdem
pf:"tle: cogt_f/‘lituti ?n eifdem quoque funt parallelis.

Sint eequalia triangula ABc, cp E fuper mqualibus
bafibus B, c E conftituta. Dico y
etiam in eifdem effe parallelis. Du-
catur enim A D, Dico ApipfiBE
parallelam effe. Nam fi non eft,
ducatur™ per A ipfi B E parallela A ¥,
et ¥ B ducatur. ‘Triangulum igitur
A BC triangulo F c B eft mquale®,
cum fuper mqualibus bafibus et in
eifdem parallelis B B, A F conftituantur. Sed triangulum
A B C zquale eft triangulo p ce. Ergo et triangulum
D c E triangulo F ¢ E @quale erit, majus minori ; quod
fieri non poteft. Non igitur A i{n B E eft parallela.
Similiter demonftrabimus neque aliam quampiam per
AipfiBR lelam effe, preter A p. Ergo A p 1pfi
8 E parallela erit. Aqualia igitur triangula fuper bafi-
bus #qualibus, et ad eafdem partes conftituta, etiam in
eifdem funt parallelis. Q. E. D.

PROP. XLI. THEOR.

$i parallelogrammum et triangulum eandem bafim babeant,
in eifdemque fint parallehgs’; parallelogrammum ipfius
trianguli duplum erit.
Parallelogrammum enim A B ¢ D, et triangulum EBC,
bafim habeant eandem Bc, et in eifdem
fint parallelis Bc, AE. Dico parallelo- ]
mum A Bc D trianguli EBcC du-
plum efle. Jungatur enim A c. Trian-
gulum igitur A Bc triangulo Bac eft
squale °; namque fuper eadem bafi B c
et in eifdem B c, A E parallelis conftitu-
untur. Sed A B ¢ D parallelogrammum

®

35
[XL]

= 31, hujus.

n 33.hujus,

(XL}

° 34, hujus,

duplum eft trianguli A B c?, cum diameter A ¢ ipfum? ;4. hujus,
bi

ifariam fecct. Quare et ipfius E B ¢ trianguli du-
plum erit. Si igitur pamlleﬁ)grammum et triangulum
eandem bafim habeant, et in eifdem fint parallelis; du-
plum erit parallelogrammum ipfius trianguli. Q. E. D,

D2 PROP,
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(XLIL] PROP. XLII. PROBL.

- Dato triargulo aquale parallelogrammum conflituere in
duto angulo rettilinco.

Sit datum triangulum A B ¢, datus autem redtilineus
angulus p. Itaque oportet G
dato triangulo A Bc mquale
parallelogrammum  conftitu-
ere in angulo reétilineo ipfi D
* 10 hyjus. avquali. Secetur Bc bifariam 9
in E; et junitd A By ad reétam D
lineam £ ¢, atque ad punétum —
* 23. hujus.in ¢d E, conflituatur angulus*
CEF aqualis ipli D; et per A quidem ipfi Ec parallela
* 31 hujus. ducatur *a G ; per ¢ vero ipfi FE ducatur parallelaca®.
Parallelogrammum igitur et FEc 6. Et quoniam B E
t38 hujus.eft mqualis Ec, erit et A BE triangulum * triangulo
A Ec zquale, fuper wqualibus enim funt bafibus B E,
EC,ctin elfden B ¢, A G parallelis.  Ergo triangulum
Asc trianguli AEC eft duplum. Eft autem et paralle-
* 41. hujus. Jogrammum F k¢ 6 duplum “trianguli a ¢ ; bafim
enim eandem habet, et in eifdem eft parallelis. Aquale
igitur ¢ft F Ec G parallelogrammum triangulo A B c,
habetque ¢ E F angulum] @qualem angulo p dato.
Dato igitur triangulo A B ¢ @quale parallelogrammum
FECG conflitutum eft, in angulo ¢ E F, qui angulo D
cft mqualis. Q. E. F.

(XLIIL] PROP. XLIII. TIIEOR. -

Omnis parallclogrammi fpatii eorum, que circa diametrum
Junty parallclogrammorum complementa anter fe funt

wqualia.
Sit parallclogrammum A B ¢ D, cujus diameter B D ;
et circa ipfam B D pamallelo- o 3 D

gramma quidem fintFH, EG, \
qua vero complementa di-
cuntur A K, K¢. Dico AK

complementum complemento  El F
K ¢ =quale effe. Quoniam i; \
enim parallelogrammum et B G [

* 34.hujus. A B C D, ct ejus diamieter B D, ®quale *cft A B D trian-~
gulum triangulo B p ¢. Rurfus quoniam u x ¥ D pa-
rallclogramumum ety cujus diameter » x, triangulum

HDK
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H D K triangulo D F K zquale Yerit. Eidem ratione, v 34. hujus.

et triangulum K 6 B triangulo KX E B eft @quale. Cum
igitur triangulum quidem B E K ®quale fit triangulo
B G K, triangulum vero H D K ipfi DF K; erit tran-
gulum B E K una cum triangulo # p K @quale trian-
gulo BG kK una cum D F K triangulo. Eft autem et
totum triangulum A B p =quale toti Bp c. Reliquum
igitur A kK complementum reliquo complemento k ¢
eft ®quale. Ergo omnis parallelogrammi fpatii eorum,
que circa diametrum funt, parallelogrammorum com-
plementa inter fe @qualia funt. Q. E. D,

PROP. XL1V. PROBL.
Ad datam re@am lincem dato triangulo @quale parallelo.
grammum applicare in dato angulo reétilinco.

Sit data quidem rea linca A B ; datumn vero trian-
gulum c, et datus an- F E <
gulusre&ilineus n. O- —T
portet ifgitur ad datam

re€tam lineam a B, da-

to triangulo ¢ @quale

parallelogrammum ap- B M
plicare in angulo ipfi ‘ /

D equali. Conflituatur 2

triangulo cequale?pa- H A I.

rallelogrammum B BF 0, in angulo E B G, qui eft 2-
qualis D ; et ponatur B E in diretum ipfi A B, produ-
caturque F 6 ad H j et per A alterutri ipfarum B G, BF

arallela *ducatur A u, et H B jungatur. Quoniam
igitur in parallelas A 1, g F refta linea H F incidit, an-
guli A nF, HFE duobus reétis equales® funt. Quare
B HF, H FE duobus reétis funt minores. Quaz vero
a minoribus, quam funt duo redi, fi in infinitum pro-

[XLIV]

% 42. hujus.

* 31. hujus.

b 29. hujus.

ducantur, convenient© inter fe. Ergo H B, FE pro-ec ay, ;3.

du&te convenient. Producantur, et conventant in K ;
perque K alterutri ipfarum E A, F i parallela® ducatur
KL; et AH, @B ad L, M punéta producantur. Pa-
rallelogrammum igitur eft HL K F, cujus diamcter HK,
et circa H K parallelogramma quidem funt A, M E;
ea vero, que complementa dicuntur, L B, BF; ergo

1 B ipfi BF eft ¢ equile. Scdet BF mquale cft trian-« ;5 pysug

gulo ¢. Quare et LB triangulo c equale erit. Et

quoniam G B E angulus @qualis ccft angulo A B M, fed < 15 hujus.

D3 et
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f 42. hujus.

€ 44. hujus.

» 29, hujus.

¥ 14. hujus.

& 30. hujus.

! 33. hujus.

EUCLIDIS ELEMENTORUM

et 2qualis angulo D, erit et angulus A B M angulo b
aaquz%is. Ad datam igitur re¢tam lineam 4 B, dato tri-
angulo ¢ =quale parallelogrammum conflitutum eft 1 &,
in angulo A B M, qui eft =qualis angulo n. Q. E. F.

PROP. XLV. PROBL.

ReAlilinco dato @quale parallclogrammum conflituere in
dato angulo reéiilineo.

Sit datum refilineum A B ¢ D, datus vero angulus
rectilineus E. Oportet

redtilinco ABcD zquale ¥ LT,
parallclogrammum con-

ftitucre in angulo ipfi & C

equali.  Conjungantur E

D B, ct conflituatur tri- A

angulo ApB xquale fpa- B K

rallelogrammum F H in N
angulo H K F, qui eft @qualis angulo E. Deinde ad
rcgam lincam G u applicetur triangulo p B ¢ 2quale
¢ parallclogrammum 6 M, in angulo 6 B M, qui angulo
E eft ®qualis.  Et quoniam angulus £ @quabhs eft utri-
que ipforum H K F, G H M, erit et H K P angulo 6 H M
2qualis. Communis apponatur k H G; anguli igitur
HKF, K H G angulis K H G, 6 H M @quales funt. Sed
HKF, K HG funt @quales’ duobus re&is. Ergo, et
K H G, G H M duobus retis zquales erunt. Ttaque ad
aliquam reétam lineam 6 1, et ad datum in ed punétum
H, duw reéte linex x H, H M non ad eafdem partes po-
fitee angulos deinceps duobus reétis eequales efficiunt ;
in directum igitur ‘eft K H ipfi H M. Et quoniam in-
parallelas k M, F 6 reéla linca H G incidit, alterni an-
guli M H G, H 6 F aquales " funt. Communis appona-
tur H g L; anguliigitur MH G, HGL angulis HG F,
H G L {unt @quales. At anguli M H G, H G L ®quales
* funt duobus reétis. Quare et anguli H6F, HG L
duobus rectis mquales erunt. In direGum !igitur eft
FGipfi L. Etquoniam k F ipfi Hg et aeqnﬁis cft et
paralicla; fed et HG ipfi ML; erit K F*ipfi ML et
@qualis et parallela. Ipfaique conjungunt reétze linex
K M, FLj crgo €t K M, F L 2quales! et parallele funt,
Parallclogrammum igitur ¢t K FL M. At cum trian-
gulum quidem A B p @quale f{it parallelogrammo H F;
triangulum vero D B ¢ parallelogrammo 6 M, erit totum
’ ABCD
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» ABCD redilineum toti parallelogrammo x r L M @quale.
Dato igitur re&ilineo A B c D @quale parallelogrammum
conftitutum eft K FL M, in angulo P K M, qui eft zqualis
angulo & dato. Q. E. F.

Cor. Ex jam di&tis manifeftum eft, quomodo ad da-
tam retam lineam dato redilineo =quale parallelo-
grammum applicari poffit in dato angulo re&ilineo.

PROP. XLVI. PROBL. (XLVL]
Super datd reftd lined quadratum defcribere.
Sit data re€ta linea A B. Oportet fuper ipfd A B qua-
dratum defcribere. Ducatur "re&te ¢ m 31, hujuse
linez A B a punéto in ed dato 4 ad
rectos angulos A ¢; et ipfi A B =zqua-
lis " ponatur A b ; perque punétum o " 3- hujus.
ducatur® pe irﬁ A B parallela, et per
B ipfi A D parallela ° ducatur BE. B:-
rallglpgrammum igitur eft ADEB.
Et A B quidem eft Pequalis DE, AD " 8
veroipfi P BE; fed BA ipfi A D eft - A ? 34. hujus.
fualis. Quatuor igitur B A, A D, DE, E B inter fe -
quales funt, ideoque @quilaterum eft A p £ 8 parallelo-
grammum. Dico etiam reCtangulum efle. Quoniam
enim in parallelas A B, b B re@a linea incidit A p, an-
guli 8 A D, A D E duobus retis funt 4 zquales. Reétuszg. hujus,
autem eft B A D, ergo et A D E reCtus erit. Parallclo-
grammorum vero {patiorum qua ex oppofito funt latera,
et anguli, Pinter fe ®qualia funt. Re&us igitur eft
uterque oppofitorum A B E, BED angulorum ; ct ob id
re&angulum eft A p BE. Oftenfum autem eft zquila-
terum effe. ' Quadratum igitur fit necefle eft, atque eft ™ Def. 3o
* fuper refta lined A B defcriptum. Q. E. F.

® 31. hujus,

Cor. Hinc omne parallelogrammum, habens unum
angulum reétum, eft retangulum.

PROP. XLVII. THEOR, [XLVIL]

In retangulis triangulis, quod a latere rectum angulum

Subtendente dc{cri/)ilur quadratum, wquale ¢ft quadratis,

ue a lateribus reCum angulum continentibus defcri-
untur,

Sit triar‘\gu.lum re@angulum A B ¢, re¢tum habens
B Ac anguum, Dico quadratum defcriptum a retd
D 4 BC
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-+ % 46.hujus.

¢ Def. 30.

¥ 14 hujus.

* Ax, 2.

¥ 4. hujus.
* 41. hujus.

2 Ax. 6.
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B ¢ wquale efle quadratis, que ab ipfis BA, A C deferi-
buntur. Defcribatur * enim G
a Bc quidem quadratum H
BDEC, ab ipfis BA, AC
(uadrata * G B, HC ; perque F K
A alterutri ipfarum B D, CE
parallela ducatur A L; et /£
A D, F C jungantur. Quo- B
niam igitur uterque angu-
lorum BaAc, BAG reftus
teft, ad aliquam rettam li-
neam B A, et ad datum in
ed punétum 4, due recte li- D .
nez A C, A G non ad eafdem partes pofite angulos, qui
deinceps funt, duobus rectis @quales cfficiunt. In di-
retum igitur Yeft c A ipfi A 6. Eidem ratione, et
Ap ipfi A H eft in dire€Gum. Et quoniam angulus DB ¢
eft 2qualis angulo F B A, rectus enim uterque eft, com-
munis apponatur A BC; totus igitur D B A angulus
toti F 8 ¢ eft *2qualis. Quod cum duz A B, B D dua-
bus F B, B c wmquales fint, altera alteri, et angulus
D B A equalis angulo F B C; erit et balis A p bafi Fc
requalis 7, et A B D triangulum triangulo F B c ®quale.
Eftque *trianguli quidem A B p_duplum B L parallelo-
rammum, balim enim eandem habent B D, et in eif+
ﬁcm B D, AL funt parallelis : trianguli > vero F B ¢ du-
plum cft ¢ B quaé)mtum; rurfus enim bafim habent
eandem F B, et in cifdem funt parallclis FB, 6 c. Quaz
autem aqualium duplicia, inter fe 2qualia  funt. Ergo
zquale cft parallelogrammum B L 1pfi 6B quadrato.
Similiter junétis A k, B K, ofiendetur ctiam ¢ L paral-
Jelogrammum @quale quadrato H c.  Totum igitur
B D E ¢ quadratum duobus quadratis 6B, H ¢ eft zquale.
Et deferibitur quidem B D E ¢ quadratum a reéta lined
B C; quadrata vero G B, H C ab ipfis B A, A c. Quadra-
tum igitur BE, a laterc B¢ defcriptum, ®quale eft
quadratis, quz defcribuntyr a lateribus B A, Ac. Ergo
in retanguiis triangulis, quadratum, quod defcribitur
a latere reétum angulum {ubtendente, ®quale eft qua-
dratis, qua a laterthus re€tum angulum continentibus
deferibuntur, Q. I, D,

PROP.
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PROP. XLVIII. THEOR.

Si quadratum, quod deferibitur ab uno laterum trianguls,
@quale fit quadratis, que a rclfjuis trianguli lateribus
deferibuntur 5 angulus reliquis duobus trianguli lateri-
bus contentus reftus erit.

Si trianguli A B ¢, quod ab uno latere B ¢ defcribitur
quadratum, @quale fit quadra- D
tis, quz a reliquis trianguli la-
teribus B A, A ¢ defcribuntur,
dico angulum B A c reGtum
efle. Ducatur enim a punéto
A ipfi Ac ad reftos aanlos /

AD; ponaturque A D ipfi BA B . C

zqualis; et Dc jungatur. Quoniam igitur D A eft
eequalis A B, erit et quadratum, quod defcribitur ex
D A, ®quale quadrato ex A B. Commune apponatur
quadratum, quod ex A c. Ergo quadrata, que ex pa,
A c, zqualia funt quadratis, quae ex B A, A ¢ defcribun-
tur. Sed quadratis quidem, qu® ex D A, A c, ®quale
beft quod ex D ¢ quadratum ; reftus enim angulus eft
D A ¢: quadratis vero, quz ex B A, A C, 2quale poni-
tur quadratum, quod ex Bc. Quadratum igitur, quod
€x D ¢, zquale eft ei, quod ex B¢, quadrato. Ergo et
latus pc lateri ¢ B eft ®quale. Et quoniam b A eft
#qualis A B, communis autem A ¢, duz D A, A C ®-
quales funt duabus B A, Ac; et bafis pc eft =qualis

41

[XLVIIL]

b 47. hujus,

bafi cB. Angulus igitur D A c angulo B A c eft ®-< 3, hujus.

qualis. Rettus autem eft pac. Ergo et B A ¢ reftus
erit. Si igitur quadratum, quod defcribitur ab uno la-
terum trianguli, @quale fit quadratis, quz a reliquis
trianguli lateribus defcribuntur, angulus reliquis duo-
bus trianguli lateribus contentus rectus erit, Q. E. D.

EUCLIDIS






EUCLIDIS
ELEMENTORUM

LIBER SECUNDUS.

DEFINITIONES.

]

DeriniTIiO I,

OMNE parallelogrammum re&tangulum contineri di-
citur fub duabus reis lineis, que retum angulum
comprehendunt,
II.
Omnis parallelogrammi fpatii, unum quodvis eorum
que circa diametrum ipfius funt parallelogrammorum,
cum duobus complementis, gnomon vocetur.

PROPOSITIO I. THEOREMA.

Si fint duce refice linee, alicra autem ipfurum fcéla fuerit
in quotcunque partes ; reclangulum, fub duabus reflis
lineis contentum, wquale eff cis reflangulis, quee fub
relld lined infelld, et fingulis partibus continentur,

* Sint duz re&e linee 4, Bc; et fe&a fit B c utcunque
igé{mné‘tis D, E. Dico reétangulum,
reétis lineis A, B C contentum, &- B E
quale efle retangulis, qua fub a
et Bp,fubAretpi,fubaetec
continentur, fimul fumptis. Duca-

tur enim a {)un&o B, ipfi Bcad G Y
rectos *angulos B F; atque ipfi A .
ponatur ®zqualis B6; et per 6 F A

quidem

(]
& 11, primi.
* 3. primi.
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quidem ipfi Bc parallela ¢<ducatur cu; per o, ®, C
vero ducantur D K, EL, C H pa-
rallele <ipfi B ¢. Retangulum
igitur B H eft ®quale rectangulis
B K, DL, EH fimul fumptis. At-
que eft B H quidem, quod fub
A ¢t B € continetur, etenim con- K H
tinetur fub 6 B, BC; et BG ipfi —

A eft wqualis. Re&angulum au- F
tem B K eft quod contnctur fub ipfis A et BD; con-
tinctur enim fub G B, B b, quarum G B eft zqualis A.
Et rectangulum p L eft, quod continetur fub A et D E,
quoniam » K, hoc eft B G, ipfi A eft equalis; et fimili-
ter reCtangulum E 11 eft, quod {ub A et E ¢ continetur.
Ergo rectangulum contentum fub A et B ¢ cft zquale
rectangulis fub A et DB, fub A et DE, et fub A etEC
fimul fumptis.  Si igitur fint duz reéte linee, altera
autem ipfarum feéta fuerit in quotcunque partes ; re-
&angulum, fub duabus reétis lineis contentum, eft -
quale eis, qua {ub retd lined infeéta, et fingulis parti-.
bus continentur. Q. E. D, )

PROP. II. THEOR.

Si recta linca fe@a fuerit utcungue s reflangula, que fub
totd, et fingulis partibus continentury aqualia funt ei,
quod a totd fit, quadrato.

Recta enim linea A B fe&a fit utcunque in puncto c.
Dico re¢tangulum, quod fub A B, BcC A cC B
continetur, una cum contento fub A B, -
A ¢, zquale efle quadrato, quod fit ex
A B. Deferibatur ¢enim ex A B qua-
dratum A D E B, et per ¢ ducatur ©al-
terutrt ipfarum a D, B E parallcla c F.
Zquale igitur eft A g reCangulis A F,
c E. Atque eft A E quidem quadratum, F E
quod ex A B; A F vero rectangulum contentum fub B4,
A c, etenim fub D 4, A ¢ continetur, quarum A p ipfi
A B eft mqualis; et re¢tangulum cr continetur fub
A B, BC, cum B E fit ®qualis A B, Ergo reGtangulum
fub A B et Ac una cum rectangulo fub a B et BC ®quale
eft quadrato ex aB. Si igitur recta linea utcunque
fecta fuerit ; retangula, qua fub tota, et fingulis parti-
bus continentur, zqualia funt ¢i, quod a tota fit, qua-
drato. Q. E. D. E

PROP.

\%4

U ——
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PROP. III. THEOR. (]

Si re€la linca utcunque fc&a fuerit; reclangulum fub totéd,
et und ejus parte contentum aquale ft et roclungulo,
guod fub partibus continelury ¢t ci quod a pradicld parie

Jit quadrato.

Re&a enim Jinea A B feéta fit utcunque in punéto c.
Dico fub aB et Bcrectangulum c
zquale efle re¢tangulo fub ac, A B
B C una cum qna(ﬁato, quod fit
cx Bc. Deferibatur fenim ex 7 46. primi,
B ¢ quadratum cDEB ; produ-
caturque E D in F: etper A al-
terutr ipfarum ¢p, BE paral- {
lela £ ducatur A 7. AEquale uti- ) ¢ 31. primis
3ue erit rectangulum A k ipfis A D, cE; et eft A E qui-
em reétangulum contentum fub A B, B c; etcnim fub
A B, BE continctur, quarum BE c¢ft 2equalis Bc : reftan-
gulum vero A p eft, quod continctur fub A ¢, ¢ B, cum
D c ipfi ¢ B fit zzqualis: et b B eft quadratum, quod fit
ex Bc. Ergo reCtangulum fub A B, BC eft ®quale
re&angulo fub A ¢, ¢ B una cum quadrato, quod ex Bc.
Si igitur reéta linea utcunque fecta fuerit; reétangu-
lum fub toti, et una ejus parte contentumn mquale eft
' reétangulo, quod fub partibus continetur, et et quod a
predicta parte fit quadrato. Q. E. D.

PROP. IV. THEOR. uv.)

Si refla linea fc&ta fucrit utcunque ; quadratum, quod fit
a totdy aquale erit et Zuadra/is, quae a partibus fiunt,
et ei quod bis fub partibus continctur rectengulo.

Re&a enim linea A B fefta fit utcunque in ¢.  Dico

quadratum, quod fit ex A B, @quale , c B

effe et quadratis ex ac, cB, ¢t el '
reGangulo, quod bis fub 4 ¢, ¢ B con- | G -

tinetur. Delcribatur® enim ex A B b 46. primi.

quadratum A D E B, jungaturquc B D,

et per ¢ quidem alterutn ipfarum A p,

BB parallela ‘ducatur cc Fj per 6

vero alterutri ipfarum A B, b E duca- !

tur ! parallela u K. Et quoniam cF eft parallela ipfi

A D, et in ipfas incidit BD : erit exterior angulus BG C
* interiori

5 . 131, primi,
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* 1. primi.interiori et oppofito A DB ®qualis*: angulus autem

1 5. primi. A D B eft 2qualis 'angulo A BD, quod
et latus BA mquale eft lateri Ap. L
Quare ccg angulus angulo 6 B ¢ eft . c)/ Ik

equalis : ac propterea latus Bc lateri
® 6. primi.c G quale™. Sed et latus. CB ®-
* 34.primi.quale » eft lateri 6 K, et co ipfiBK;
ergo et GK ¢ft 2quale KB; e€CGK B ]
wquilaterum eft. Dico infuper etiam D >
rectangulum effe. Sed et retangulum. Angulus enim
K Bc reftus eft. Parallelogrammum autem, habens
® Cor. 46. unum angulum reGtum, eft retangulume®, Re&tangu-
pmi Jum igitur eft cG K B; fed oftenfum fuit et equilaterum
efle; quadratum igitur eft c ¢ K B, quod quidem fit ex
pc. KEidem ratione et H F eft quadratum, quod fit ex
H G, hoc eft,ex Ac. Ergo HF, cKexipfis ac,cB
?43. primi.quadrata funt. Etquoniam reétangulum 4 G eft zquale®
retangulo G E ; atque eft A 6, quod fub A ¢, cB con-
tinetur, eft enim G c ipfi ¢ B ®qualis; eritet G E @~
quale ei, quod continetur fub A ¢, ¢B; quare reGan-
gula A G, G E ®qualia funt ei, quod bis fub ac, cB
continetur. Sunt autem et H F, C K quadrata ex A C,
¢ B. Quatuor igitur H F, CK, A G, G E, et quadratis
ex A c, CB, et e1 quod bis fub A ¢, ¢ B continetur re-
&angulo, funt w®qualia; fed 5 F, ck, A6, G B com-
ponunt totum A D E B quadratum, quod fit ex AB.
Quadratum igitur ex A B =quale eft et quadratis ex
AC, CB, et e1 quod bis fub A ¢, cB continetur re-
&ani;ulo. Quarc fi recta linea utcunque fecta fuerit ;
quadratum, quod fit a totd, :eqtl:ale erit et Oguadratis,
qua a partibus fiunt, ct ei rectangulo, quod bis fub
partibus continetur. Q. E. D,

Cor. Ex hoc perfpicue conftat in quadratis fpatiis pa-
rzal‘lelogra.mm, quz funt circa diametrum, quadrata
efle,

PROP.
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PROP. V. THEOR. vl

St refta linea feQa fuerit in i)artes aquales, et in partes
inequales; refangulum fub inequalibus totius partibus
contentum una cum quadrato lineee, quee inter [efltones
interjicitur, equale ¢ft & quod a dimidid fit quadrato.

_Re&a enim linea queevis A B fefla fit in partes m-

quales ad punétum c, et in

partes inequales ad p. Dico A D
reCtangulum contentum fub N

A D, B D, una cum quadrato, ® M

quod fit ex ¢ b, zquale efle ]j i

eiquod ex cB fit quadrato.

Defcribatur¢ enim ex Bc qua- ¥ G F 146 primi

dratum cE FB: ducaturque
BE; et per b quidem alterutri ipfarum c g, B F paral-

lelar ducatur b H G ; per H vero ducatur K L o paral-* 31. primi,
lelar alterutri ipfarum cB, E F; et rurfus per A duca-

tur alterutri cL, B 0 parallelar A k. Et quoniam cr
complementum zquale *eft complemento H F, com-*43.primi,
mune apponatur D 0; totum igitur c o toti D F eft -

quale. Sed c o eft ®quale® A L, quoniam et A c ipfi* 36. primi,
CB; ergo et A L zquale eft D P, mmune appona-

tur c H. Totum igitur A # ipfis ¥ D, D L ®quale erit,

Sed A # quidem eft, quod fub A D, D B continetur, et-
‘enim D H ipfi D B eft #qualis®; ¢ D, D L vero eft gno-s cor. &
mon M N X. Igitur M N x =qualis eft ei, quod fub hujus,
AD, D B continetur ; commune apponatur L G, 2quale

* fcilicet quadrato, quod ex cp. Ergo M N x gnomon,

et L G, ®qualia funt reftangulo, quod continctur fub

A D, D B, et ei, quod fit ex ¢ D, quadrato. Sed M N x
gnomon, ¢t L G, funt totum quadratum c E F B, quod

quidem fit ex ¢ B. Ergo re&tangulum fub A o, D B,

una cum quadrato, csluod ex c D, zquale eft ei quod ex

c B fit quadrato. Si igitur refta linea feéta fuerit in

rtes zquales, et in partes inzquales; re&tangulum

ub inzqualibus totius partibus contentum una cum

quadrato line®, quz inter fe&tiones interjicitur, 2quale

eft ei quodsa dinudia fit quadrato. Q. E. D.

PROP,
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VL] PROP. VI. THEOR.

Si recta linea bifariam fecctury atque ipfs in directum ad-
Jiciatur quadam rclta linca; rectangulum Jub totd cum
adjecld, et adjeéid contentum, una cum quadrato dimidice,
@quale oft quadrato, quod ab cd, que cx dimidid et ad-
jeétd conflat, tanquam ab und linca, deferibitur,

Re@a enim linea quavis A B fecetur bifariam in

unéto c, et adjiciatur 1pfi in
gire&um 8 D. ! Dico rcglana A ¢ 1,, p'e D
um fub A p, D B, una cum H
quadrato ex B ¢, mqualeefle K 1|/ M
ei quod fit ex ¢ D quadrato. U
v 46. primi. Defcribatur Y enim ex cpqua-
dratum CEF D, et jungatur 5 1
~ pE; per B alterutri ipfarum ’ Tr
% 31.primi.C B, D F parallela *ducatur B G; et per m ducatur
K L M parallela * alterutri ipfarum A b, EF ; et adhuc
per A alterutri c L, p M parallela * A k. Ttaque quo-
niam A c eft =qualis ¢ B, erit et reftangulum A v re-
étangulo ¢ H =quale?; fed c u =quale *eft 1 F; ergo
et AL ipfi HF =quale erit. Commune apponatur
cM. Totum igitur AM gnomoni NXo eft zquale.
Atque eft A M, quod fub A p, DB continetur, etenim
« Cor. 4. DM eft? zqualis D B. Ergo et gnomon N x 0 &qualis
hujus.  eft re&ang&]o fub A p, p 8. Rurfus commune appona-
tur L G, ®quale ? fcilicet quadrato, quod ex c 8. Re-
&angulum igitur fub A D, b B una cum guadrato, quod
- ex B¢, ®quale eft gnomoni Nx oet ipfi La. Sed
gnomon N X 0, €t L G componunt CEF D quadratum,
quod quidem fit ex ¢ . Ergo reGtangulum fub a b,
D B, una cum quadrato ex B ¢, 2quale eft ei quod fit ex
¢ D quadrato. Si igitur refta linea fecetur bifariam,
adjiclaturque l{;ﬁ in direétum quzdam refta linea;
re&tangulum fub totd cum adjeta, et adjeta contentum,
una cum quadrato dimidie, ®quale eft quadrato, quod
ab ed, quz ex dimidid et adjectd conflat, tanquam ab

uni hined, deferibitur. Q. E. D,

¥ 36. primi.
z 43. primi.

PROP,
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PROP. VII. THEOR.

Si refla linea ulcunque fella fuerit 5 que a lofd, et und
purte fiunty utraque quadrata aqualia funt ct reflan-
gulo, quod bis fub totd ac dilta parte continetur, el e
guod a reliqua parte fit quadrato.

Refta enim linca quaedam A B fefta fit utcunque in
uncto c. Dico quadrataex AB, B¢

gqua]ia efle et rgclangulo, quod bis A (‘ B
fub A B, B c continetur, et ei, quod H ‘el
fitex Ac, quadrato. Defcribatur®enim KA 7 F
ex A B quadratum A D E B, et figura M
conftruatur *. Itaque quoniam A @ ]
reGtangulum quale <eft rectangulo
G E, commune apponatur € F; quare N E
totum A F toti C E eft 2quale. Rectangula igitur A F»
c e dupla funt re¢tanguli A #. Sed A F, ¢ E funt kM
gnomon, et quadratum C F; ergo K L M gnomons ¢t
quadratum c¢ F, dupla erunt reétanguli A F.  Eft autem
id, quod bis {ub A B, B ¢ continetur, duplum ipfius A F;
etemm B F cft 4equalis Bec. Gnomon igitur K L M,
et quadratum cF, ®qualia funt ei, quod bis fub A B,
B ¢ continetur. Commune apponatur H N, quod eft ex
A c quadratum. Ergo gnomon K LM, et quadrata cF,
HN wﬂualia funt ei, quod bis {ub A B, B c continetur,
et quadrato ex Ac. Sed gnomon K L »1, et quadrata
CF, H N componunt A D E B, et C F, quz funt ex A B,
B¢ quadrata. Quadrata igiturex A B, B ¢ zqualia funt
rectangulo, quod bis fub A B, B ¢ continetur, una cum
co, quod fit ex A ¢, quadrato. Ergo fi recta linea ut-
cunque fe&ta fuerit; qua a toti et una parte fiunt,
utraque quadrata ®qualia funt rectangulo, quod bis fub

49
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b 46, primi,

< 43. primi,

4 Cor. 4a
hujus.

tota ac dicta parte continetur, et ¢i quod a reliqud parte

fit quadrato. Q. E. D.

* Figura dicitur confiruiy cum in parallelogrammo dule linee Literibus
parallele, fecantes diametrum in uno punélo, efficiunt duo puwr allelogramma circa
diametrum, et duo complementa.  Similiter dupla figura dicitur eonlbrui, cum
Aulle refle lateribus parallele, efficiunt quatuor parallclogramma circa dias
meirim, et quatuor complementa,

£ PROP,
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{VII1) PROP. VIII. THEOR.

Si reéta linea utcunque fe&la fuerits quod quater Jub totd,
et und parte continetur reftangulum, una cum qumlr.ato‘
reliquae partis, equale ofl guadrato quod cx totd et ditd
parte, tanquam ex und lincd, deferibilur.

Re&a enim linea A B feQa fit utcunque in ¢ Dico
rectangulum quater fub A B, BC 4 R
contentum, una cum quadrato, T
(]uod ex ac, wquale elle qua- M G “ N
drato, quod ex A B, B C, tan- s Pp R
quam ex und lined, defcribitur. X ‘ :
Producatur enim recta linea A B Y
in D ; etipfi c B ponatur equalis
B D ; deferibaturque ex A D qua-
dratum A EF D; et dupla figura .
conftruatur. Quoniam igitur ¢ B E H L F
eft < mqualis B D, atque eft ¢ B ipfi 6 K =qualisf; B D
vero ipfi K N: erit et G K @qualis kK N. Eadem ratione,
et p R ipfi R O ¢ft 2qualis. Et quoniam c B eft =qualis
t ;6.primi. B D, ¢t G K ipfi K N ; erit re&angulum £ quidem ¢ K

rectangulo B N ; re¢tangulum vero G R ipfi R N @qualet.
» 43.primi. Sed ¢ K eft "zquale R N, complementa enim f{unt pa-
rallelogrammi co; ergo et BN ®quale eft 6 R, et qua-
tuor reétangula B N, EC, G R, RN inter fe 2qualia;
ideoque quadrupla funt reGanguli ¢ k. Rurfus quo-
diamm ¢ B ¢ft ®qualis B D, et B D quidem ipfi B Kk, hoc
efl, ipfi ce @qualis; ¢ B vero ipfi 6 K, hoc ¢ft, ¢ p: erit
et ¢ ¢ 2qualis g p. Eft autem et pr ipfi R 0 qualis,
re&tangulum igitur A 6 re®tangulo M p, et reétangulum
PL ipfi RF ®quale erit. Sed M p eft ®quale PL;
complementa enim funt m L parallelogrammi ; quare
et A G ipli R F eft ®quale. Quatuor igitur AG, M P,
P L, R Finter {e @qualia funt, ac propterea ipfius A @
quadrupla,  Ofienfum autem eft et quatuor ck, B N,
G R, R X quadrupla efle ¢ K. Quare octo continentia
guomonem $ T Y ipfius A K quadrupla funt. Et quo-
niam A K eft, quod {fub A B, BC continetur; etenim
B K eft ®equalis B c¢; erit contentum quater fub A B,
B c ipfius A K quadruplum. At demonttratus eft gno-
mon s T vy quadruplus ipfius A K ; quod igitur quater
fub A B, BC continetur, ®quale eft gnomoni sT Y.
Comniune apponatur x H, quod quidem quadrato ex
' Cor. 4. ACeit! 2quale. Ergo quocl quater fub a B, B ¢ con-
bujus,  ° . tinctug

...... ] T

® hyp.
f 34. primi.
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tinetur, 'una cum quadrato ex A ¢, zquale eft ipfi
ST Y gnomoni, et quadrato x H. Sed s T Y gnomon,
et X H, totum {unt A E F D quadratum, quod dcfcribitur
ex A D. Re&tangulum igitur quater fub a B, B c con-
tentum, una cum quadrato ex a c, equale cft ei, quod
ex A D, hoc eft ex A B, B C, tanquam ex una linea, de-
feribitur, quadrato. Ergo fi recta linca utcunque fecta
fuerit ; quod quater fub toti, et und parte continetur
rc&anglﬁum, una cum quadrato reliqua partis, equale
eft cLuadrato, quod ex totd et dictd parte, tanquam ex
und linca, deferibitur. Q. E. D.

PROP. IX. THEOR.

Sirecta linea in partes equales, et in partes inequales
Je&ta fuerits quadrata, quee ab inequalibus totius parti-
bus deferibuntur, dupla funt et quadrati dimidie, ct
quadrati linee cjus, que inter fediunes interjicitur,
Re&ta enim linea queevis A B fedla fit in partes w@-

quales ad c, etin partes inazquales

ad p. Dico quadrataex Ap, DB E
quadratorum ¢x Ac, ¢p dupla F

- . 4
efle. Ducatur 'enim a punéto ¢ G

ipfi A B ad re&tos angulos ¢ &, et /
utrivis ipfarum A ¢, cB ®qualis Y DB
ponatur ; junganturque E A, E B.

51
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! 11, prinft.

Ac per b quidem ipfi ¢ & parallela™ ducatur b F ; per =31 primi.

F vero ipfi A B parallela ® F G ; et A r ducatur. Itaque

quoniam A c eft ®qualis c E; erit" et angulus E A C» g, prime.

angulo A E ¢ &qualis. Kt cum rectus fit angulus ad c,

rchqui AEC, E A G uni reto mquales °crunt; etes Coria.
funt equales inter fefe ; utervis igitur ipforum a E c, primi.

E A o reéti eft dimidium. Eidem ratione, et reéti di-
midium eft utervis iplorum c EB, EBC. Quapropter
et illi inter fe funt squales, et totus angulus A E B
rectus eft. Jam vero, cum in rectas parallelas, G ¥, cB
retta k B incidat; angulus exterior Er G interiori FB D

squalis-erit?, cui etiam F E G 2qualis. Anguli igiturs 29. primi.
EF G, FE G inter fe @quales funt 3, ac proinde in trian-4 Ax. 1.
gulo G EF latera G E, G F inter fe funt zqualia®, Parir 6. primi.

ratione cum in reétas parallelas p F, c £ reCta B E in-
cidat ; angulus exterior B F D interiori B E ¢ mequalis
erit, cui etiam angulus P B D ®qualis eft. Anguli
igitur B F D, FBD funt inter fe @quales, ac promde
in triangulo p F B latera D F, D 8 funt inter fe -

E 2 qualia
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qualia. Et quoniam A ¢ eft mqualis c®, erit et ex
A ¢ quadratum mquale quadrato ex ¢ k. Quadrata igi-
tur ex Ac, cE dupla funt qua-

drati ex A c; quadratis autem ex E
*47. primi. A ¢, ¢ E 2quale® eft quadratuny ex
: idem reétus eft angul 6=
E A, fiquidem reftus eft angulus
AcE. Ergo quadratum cx E A
nadrati ex A c eft duplum. Rur- £ b B

fus quoniam E ¢ ®qualis eft G 7,

¢t quadratum ex E G quadrato ex G F eft zquale. Qua-

drata igitur ex E G et 6 F dupla funt quadrati ex 6 F;

at quadratis ex E G, G F ®quale * eft quod ex E F qua-
dratum. Ergo quadratum ex E F quadrati ex ¢ F du-
¢ 34. primi.plum erit. /Equalis® autem eft 6 ¥ ipfi ¢ p; quadra-

tum igitur ex EF duplum cft quadrati cp. Sed et %1!1:-

“tum ex A E quadrati ex A ¢ eft duplum. Ergo quadra-
drata ex A E, E F dupla funt quadratorum ex AC, ¢ D
quadratis vero ex A E, E F 2quale?’ eft €x A F quadra-
tum; quoniam angulus A EF reftus eft; quadratum
igitur ex A ¥ quadratorum ex A ¢, c D eft duplum. Sed
quadrato ex A F wqualia funt ex A D, D F quadrata;
rectus enim efl angulus, qui ad b. Ergo ex Ap, DF
quadrata dupla funt quadratorum ex ac, ¢ p. Eft au-
tem DF ipfi DB ®equalis; quadrata igitur ex AD, DB
quadratorum ex ac, ¢ p dupla erunt. Quare fi refta
hinea in partes ®quales, et in partes inzequales feéta
fuerit; que abinzqualibus totius partibus defcribuntur
quadrata, dupla funt ct quadrati dimidiz, et quadrati
Iinewe ¢jus, qua inter fetiones interjicitur. Q. L, D.
[X.] PROP. X. THEOR.

Si recta linea fecetur bifariam, et ipfi in dircflum quawis
retia lnca adjiciatur § quee a totd cum adjeéld, ct ad-
jectd fiunty utraque quadrata dupla funt et quadrati di-
midice, ot quadratiy, quod ab cd, que cx dimidid et ad-
jecld conflat, tunquam ab uné lincd, deferibitur.

Reeta enim linca A B fecetur bifariam in ¢, et ipfi in
dircctuin  adjiciatur quevis K :
recta linea 3. Dico qua-
drata ¢cx A D, D B quadrato-
fum ¢x A ¢, ¢ D dupla efle.
Ducatur enim a puncto c ipfi C B b

“itpimi.A 8 ad rectos ®angulos cE, N
et utrique ipfarum A c, cB ®- v

qualis ponatur; junganturque AE,
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AR, ER; et per E quidem ipfi A p parallela® ducaturs ;i. prinii.
EF; per b vero ducatur b F parallcla *ipfi cr. Et
quoniam in parallelas E ¢, F D recta quedam linca EF
mcidit, anguli ce¥, EFD mquales 7 funt duobus rectis. v 29. primi.
Anguli igitur FEB, B F b duobus reftis funt minores.
Quz autem a minoribus, quam funt duo reéti, in in-
finitum producuntur, convenient inter fe2. Ergo E B,z Ax.12.
F D producte ad partes B, b convenient. Producantur,
et conveniant in pun&to G ; ct A ¢ ducatur. Itaque
quoniam A c eft zqualis cE, et angulus A E ¢ angulo
E A ¢ =qualis * erit; atqui elt reétus qui ad ¢ ; uterques ¢, primi.
igitur ipforum c A E, A E c eft recti dimidium. Eadem
ratione, et re@i dimidium eft uterque cEB, EBC.
Quapropter et illi inter fe funt xquales, et totus AE B
eft re¢tus. Jam vero anguli ¢ B D, EBC, cum fint ad
verticem, funt inter {e 2quales?. Quare et anguli 6 B D, 15. primi.
BEeC inter fe zqualest. Et preterca, cum in rectas© Ax. 1.
parallelas 6 D, Ec re®a 6 incidat; anguli alterni
BGD, BEC crunt inter fe zqualesd.  Quare angulus® 2g. prini.
D B G angulo p 6 B &qualis¢. Ac proinde in triangulo
D B G, latera B b, D ¢ funt iuter fe @qualiac.  Rurlume g, primi.
cum in retas parallelas 8D, EF re¢ta GE incidat; angulus
exterior G B D interiori G E F 2qualis crit. Idemautem
6 B D ipfi EG D ®qualis. Quare anguli G E F, EGF inter
{e funt ®quales, etin triangulo F 6 k, latera F g, F E inter
fe zqualia. Etcum kc fit ®qualis ¢ A ; et quadratum
ex E ¢ zquale eft ei, quod cx ¢ a fit, quadrato.  FErgo
uadrata ex E ¢, ¢ A dupla funt quadrati ex ca. Qua-
gratis autem ex Ec, ca zqualef eft quadratum ex £ a5 45 primi,
uadratum igitur ex E A quadrati ex A ¢ eft duplum,
%urfus uoniam G F eft aqualis F E, ®quale eft ctex
@ F quadratum quadrato ex F E. Quadrata igitur ex
G F, F E quadrati ex EF funt dupla. At quadratis ex
G 7 FE 2quale eftf quod ex EG quadratum; ergo
quadratum ex E G duplum eft quadrati ex E F; ®quaklis
autem eft E F ipfi ¢ p; quadratum igitur ex E G qua-
drati ex ¢ b duplum erit. Sed oftecnfum eft quadratum
ex E A duplum quadrati ex aAc. Ergo ex AE,E@
3uadrata quadratorum ex A c, ¢ p funt dupla. Qua-
ratis vero ex A E, E G &quale eftf quod ex A ¢ <}lua-
dratum ; quadratum igitur cx A 6 duplum eft quadra-
torum ex A ¢, ¢ D. At quadrato ex A 6 zqualiaf funt
€X A D, D 6 quadrata ; ergo quadrata €x A D, D G funt
: E3 dupla
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dupla quadratorum ex Ac, cp; fed b G eft @qualis
D B ; quadrata igitur ex A D, D B quadratorum ex A c,
c p funt dupla. Ergo fi re¢ta linea bifariam fecetur, et
ipfi in dire¢tum quadam reda linea adjiciatur ; que a
totd cum adjeétd, et adje&d fiunt, utraque quadrata du-
pla funt et quadrati c{limidiae, et quagrati quod ab ed,
que ex dimidia et adje@d conftat, tanquam ab una
Imea, deferibitur. Q. E. D,

PROP. XI. PROBL.

Datam reflam lineam fecare, ita ut quod [ub totd, et alterd
parte continctur reclangulum aquale fit e1, quod a re-
liqua parte fit, quadrato.

Sit data re@a linea A B. Oportet ipfam A B ita fe-
care, ut quod fub toti, et altera parte F G
continetur reétangulum zquale fit ei,
quod a reliqud parte fit, quadrato.
Deferibatur 'igitur ex A B quadratum ,
A B € D, feceturque A ¢ bifariam in H
E, et B E ducatur; deinde, produltd
CA in F, ponatur ipfi B E ®qualis /
E F; deferibaturque ex A F quadra-
tum F G H A, ¢t GH ad k produca-
tur. Dico A 8 feCtam efle in n, ita
ut {ub A B, B H rectangulum equale
fit quadrato ex A 1. Quoniam enim & D
reéta linea A ¢ bifariam fecatur in E, adjiciturque ipfi
in dire@um A F; reCtangulum fub cF, F A, una cum
quadrato ex A E, zquale £erit quadratoex EF; fed EF
eft zqualis EB; reftangulum igitur fub cF, FA, una
cum quadrato ex A E, @equale cft e, quod fit ex E B, qua-
drato. Quadrato autem ex E B @qualia funt * quadrata
€X B A, A E; ctenim angulus ad A rectus eft; ergo re-
ftangulum {ub ¢ F, F A, una cum quadrato ex A E, &-
gnale ¢ft quadratis ex B A, A E. (}.‘nmmune auferatur.
quod ex A E fit quadratum. Reliquum igitur rectan-
gulum fub cF, FA mquale eft quadrato ex A B. Eft
autem retangulum F K fub c F, F A ; fiquidem A F eft
equalis F G : quadratum autem ex A B eft ipfum A p.
Rectangulum igitur F K @quale eft quadrato A p. Com-
mune auferatur A K. Ergo reliquum F H reliquo H D
cft @quale. Atquieft H D re®angulum fub A8, BH,

um A B it @qualis B D, et F H efl quadratum ex A H.

Reétan-
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Re&angulum igitur fub A B, B quadrato ex A H =-
quale erit. Quare data reéta linca A B fecta eft in n,
ita ut fub A B, B H reCtangulum quadrato e¢x 4 H fit
zquale. Q. E. F,

PROP. XII. THEOR.

In obtufangulis triangulis, quod a latcre obtufum angulum
Jubtendente fit quadratum, majus ¢ff quam quadrata,
quee fiunt a lateribus obtufum angulum continentibus,
reftangulo contento bis fub uno luterum, quee funt circa
obtufum angulum, in quod fcilicet protraltum perpendi-
cularis cadit, et lincd affumptd exterius a perpendiculars
ad angulum obtufum.

Sit obtufangulum triangulum A B c, obtufum angu-

lum habens B A c; et ducatur 'a pun-
&o B ad ¢ A _pretraltam perpendicu-
- laris 8p. Dico quadratum ex Bc

majus efle, quam quadrata ex B A,
AC, re&angu?o quod bisfub ca, AD
continetur. Quoniam enim reta
linea ¢ p fe@a eft utcunque in punéto
A; erit quadratum ex ¢ D =qualet et B A
quadratis ex ¢ A, A D, et €i,quod bis fub c A, A D con-
tinetur reGangulo. Commune apponatur ex D B qua-
dratum. ' Quadrata igitur ex ¢ D, D B sequalia funt et
quadratis ex c A, A D, D B, et retangulo quod bis fub
C A, A D continetur. Sed quadratis ex ¢ D, D B ®quale
eft ! quadratum ex c B, reg‘.us enim eft angulus ad b,
cum fit B D fferpendicularis. Quadratis vero ex A D,
D B 2quale eft ! quadratum ex A B. Quadratum igitur
ex c B, zquale eft et quadratis ex c A, A B, et rectan-
gulo bis fub ca, A D contento. Ergo quadratum ex
€ B majus eft quam quadrata ex c A, A B, reétangulo
quod bis fub cA, A D continetur. In obtufangulis
igitur triangulis, quadratum, quod fit a latere obtufum
angulum fubtendente, majus eft quam quadrata, qua
fiunt a lateribus obtufum angulum continentibus, re-
&angulo contento bis fub uno laterum, que funt circa
obtufum angulum, in quod protractum perpendicularis
cadit, et linea affumpta exterius a perpendiculari ad an-
gulum obtufum. Q. E. D. i

K B4 PROP,
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PROP. XIII. THEOR.

In acutangulis triangulis, quod a latere acutum angulum
Jubtendente fit quadratum, minus ¢ft quam quadrata,
que fiunt lateribus acutum angulum continentibus, re-
élangulo contento bis fub uno laterum, que Junt circa
acutum ang‘ulum, in quod perpendicularis cadit, et lined
a perpendiculari intus affumtd ad angulum acutum.

Sit acutangulum triangulum A BC, acutum habens
angulum ad B ; et ducatur a pun-
&o A ™ad B c perpendicularis A D.
Dico quadratum, quod fit ex A c,
minus efle quam quadrata, qua ex
C B, B A fiunt, retangulo, quod bis
fub c¢B, BD continetu;. Quofixia.m
enim refta linea ¢ B fe&ta eft ut-
cunque in D, erunt quadrata ex B D c
cB, BD ®qualia® et reCtangulo, quod bis fub c s,
B D continctur, et quadrato ex pc. Commune ap-
ponatur ex A p_quadratum. Quadrata igitur ex c B,
B D, D A zqualia funt et retangulo bis fub cB, 8D
contento, et (dadratis ex A p, pc. Sed quadratis ex
B D, b A 2quale eft °ex A B quadratum, reftus enim
angulus eft qui ad D; quadratis vero ex A D, D C -
quale °eft quadratum ex A c; quadrata igitur ex c B,
B A funt zqualia quadrato ex A c, et ei, quod bis fub
C B, BD continetur, re&tangulo. Quare folum quadra-
tum ex A ¢ minus eft quam quadrata ex ¢ 8, BA, reftan-
lo, quod bis fub c B, B D continetur. In acutangulis
agitur triangulis, quadratum, quod a latere acutum an-
gu]um fubtendente fit, minus eft quam quadrata, qua
iunt a lateribus acutum angulum continentibus, re.
&angulo contento bis fub uno laterum, que funt circa
acutum angulum, in quod ﬂperpendicularis cadit, et lined
za pf:rpeDndxcula.ri intus aflumptd ad angulum acutum.

PROP,
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PROP. XIV. PROBL. [XIV.]
Dato reftilineo @quale quadratum conflituere.

Sit datum re&ilineum a. Oportet ipfi A reétilinco -
auale quadratum con-
ituere. Conftituatur IT
Pretilineo A zquale ‘ > P 45. primi,
parallelogrammum re-
ctangulum Bc D E. Si
igitur B E eft @qualis

E D, faCtum jam erit B G [EF
quod proponebatur; et-
enim rectilineo A - C D

uale quadratum con-
aitutum et BD. Si BE, ED fint inzquales, produ-
catur earum alterutra ad r, ponaturque ipfi Ep -
qualis EF. Deinde fe@a r 8 bifariam ¢ in ¢ ; centros ro. primi.

uidem g, intervallo autem unius ipfarum 6 B, G F,
K:micirculus defcribatur B H F 3 producaturque D E in
H, et ¢ H ducatur.. Quoniam igitur reéta linca B F
fecta eft in partes mquales ad @, inequales ad E; erit
re&tangulum fub B E, E F, una cum quadrato, quod fit
ex E G ', &quale quadrato ex ¢ F. Eft autem G F ®-r 5. hujus,
qualis G H ; reCtangulum igitur fub B E, E F, una cum
quadrato ex G E, zquale eft quadrato ex ¢ H. Sed
quadrato_ex 6 H ®qualia *funt ex HE, E 6 quadrata. *4;. primi,
Ergo retangulum {ub B E, E F, una cum quadrato
ex E G, ®quale eft quadratis ex 51 g, £ 6. Commune
auferatur ex E G quadratum. Reliquum igitur rettan-
gulum fub B E, E F cft 2quale guadrato ex e H. Sed
re&tangulum fub B E, E F eft ipfum B D paraliclogram-
mum, quoniam EF eft ®qualis E D; ergo BD ][;arallelo-
grammum quadrato ex E H eft @quale. Parallelogram-

mum autem B D eft ®quale rectilineo A ; rectilineum
igitur A quadrato ex E H defcripto zquale erit. Quare
dgato reilineo A ®quale "quadratum conftitutum cit,

quod videlicet ex ipfa £ 1 deferibitur, Q. E. F.

EUCLIDIS
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DEFINITIONES.

DeriniTIO L : [}

RECTA tlinea circulum contingere dicitur, qu cir-
cumferentiam circuli in occurfu non fecat.

L : [
Circuli contingere, fe dicuntur,

uworum circumferenti® in occurfu
e mutuo non fecant.

1118 vl
In circulo sequaliter diftare a cen-

tro re€te linex dicuntur, quando a
centro ad ipfas perpendiculares duétz
funt zquales.

. v

Magis autem diftare a centro dicitur ea, in quam
major perpendicularig cadit.

V.
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. V.
Segmentum circuli eft figura, qua
circumferentia circulari et linea reéti
continetur. Quz quidem reta bafis
dicitur fegmenti.
: VI.
Segmenti autem angulus efl, qui
bafi, et circumferentid circulari com-
prehenditur,

VII.
In fegmento eft angulus, lineis re&is comprehenfus
a punéto quovis in circumferentid
fegmenti utcunque fumpto ad termi-
nos bafis duétis.
: : VIHI.
Quando autem continentes angu-
Jum re&te line= intercipiunt circum-
ferentiam ; angulus in illd confiftere
dicitur.
IX.
Se&or circuli eft, quando angulus ad centrum con-
fliterit, figura contenta retis lineis angulum compre-
hepdentibus, et circumferentii ipfis intercepti. '

X.
Similia circulorum fegmenta funt, que angulos fuf-

cipiunt eequales, vel in quibus
anguli aequales,conﬁfh?nt. A @
AXIOMA.

ZEquales circuli funt, quorum diametri funt squales,
vel quorum que ex centris funt zquales,

PROPO-
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PROPOSITIO 1. PROBLEMA. {1l

Dati circuls centrum invenire.
Sit datus circulus A B c; oportet circuli A B ¢ cen-
trum invenire. Ducatur in ipfo reta

. . C
linea A B utcunque; qua in pun-

&o p bifariam *fecetur. A pun- % 10, primi
&o autem p ipfi A B ad reftos an-
gulos *duta p ¢ in E producatur; r G b 1. primi

et fecetur ¢ & bifariam * in p. Dico

pun&tum F circuli A Bc centrum

efle. Non enim; fed fi fieri poteft, A D B

fit G centrum, et G A, G D, G B du- L

cantur. Itaque quoniam D A eft - E
ualis D B, communis autem D G, erunt due A D, b G

Euabus D B, G D ®quales, altera alteri: et bafis ¢ A

requalis© eft bafi ¢ B; funt enim ex centro 6. Angulus® Def. 15.

igitur Ap G angulo 6 p B eft “zqualis. Cum autem g™ .

rea linea fuper re@am lineam infiftens angulos, qui  ©

deinceps funt, 2quales inter fe fecerit, *reCtus eft uter- ¢ Def. 1a

que zqualium angulorum. Ergo angulus ¢ b B eftP?™-

reftus ; fed et rectus F p B; mqualis igitur eft angulus

FD B angulo G D B, major minori ; quod fieri non poteft.

Quare 6 non eft circult A Bc centrum. Similiter often-

demus neque aliud efle, preter ipfum r. Ergo r cen-

trum eft circuli A B c. 8 E. F.

Cor. Siin circulo quavis re&a linea lineam quan-
dam bifariam et ad angulos rectos fecet, in fecante erit
centrum circuli. i

PROP. II. THEOR. [I1.)

¢ Siincircumferentié circuli duo queevis punéla fumantur,
quee ipfa conjungit rcéla linea, intra circulum cadet.
Sit circulus A B ¢ ; in circumferentii ipfius fumantur
duo quavis puncta a, B. Dico re-
&am lineam, que a punéto A ad B du-
citur, intra circulum cadere, Suma-
tur enim in retd A B puntum quod-
vis B jungantur D A, DE, DB; et in
DE, fi opus fit, produttd, capiatur
D F ipfi D A vel D B 2qualis. Quo- A
niam D A eft zqualis D B, erit fan- f 5. primi.
gulus D A B ®qualis angulo B A; ¥

et

- a
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et quoniam trianguli p A E latus A E producitur, erif
¢angulus D E B angulo D A E major;
angulus autem D A B zqualis eft
angulo DB E, ergo DEB angulus
angulo pBE eft major. Sed ma-
jori angulo majus latus fubtenditur ;
major 1gitur eft pB ipfd DE. Quare A
et DF, que ipfi DB fumpta eft -

ualis, major eft quam p E. Pun-
&tum igitur -E punZlis p, ¥ necefla- F
rio interjacet. Sed propter zquales DB, DF pun&tum p
ad ipfam erit circuli circumferentiam. Punétum igitur
E necefle eft intus cadat. Similiter de alio omni pun-
&oreéte A B inter ipfa A, B oftendi poteft, intra circum-
ferentiam effe. Siigitur in circumferentid &c. Q. E. D.

Cor. Hinc fi re&ta circulum tangit, in unico pun&to
eum tangit.

PROP. III. THEOR.

Si in circulo refta linea, per centrum duta, reélam lincam
quandam non duflam per contrum bifariam fecet, ét ad
angulos rettos eram Jecabit 5 quod fi ad angulos reflos
ipfam fecety et bifuriam fecabit.

Sit circulus A B ¢; et in ipfo re&a linea per centrum
dudta, c b, reftam lineam quandam, )

A B, non duétam per centrum bifa- ¢

riam fecet in puncto £. Dico ad

angulos reftos ipfam fecare. Su-
matur enim circuli ABc¢ centrum?,
quod fit E; et E A, E B jungantur.

Quoniam igitur A ¥ eft equalis FB, A\

communis autem F E, duse AF, FE

duabus BF, ¥ E ®quales funt; et

bafis £ A bafi £ B eft 2qualis. Ergo b

et angulus A £ angulo B F E 2qualis !erit. Cum au-

tem reéta linea fuper rectam infifiens angulos, qui dein-

ceps funt, ®quales inter fe fecerit, rectus eft ¥ uterque
aqualium angulorum ; uterque igitur A¥ E, BF E eft
rectus. Quarcrecta linea cp per centrum duéta reéam
lineam AB non duétam per centrum bifariam {ecans, et
ad angulos reftos ipfam fecabit. Si vero c p fecet A.B
ad rectos angulos, (ECO et bifuriam ipfam fccare, hoc eft,
AFR
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AF ipfi FB mqualem efle. lifdem enim confirudtis,
quoniam EA, qu ex centro, eft qualis £ B, et angulus
EAFrangulo! EB ¥ =qualis erit; eft autem et A FE' . primi.
re&us =qualis refto B FE; duo igitur triangula EAF,

E B F duos angulos duobus angulis zquales habent;
unumque latus uni lateri a:quale, £r {cilicet utrifque
commune, quod uni angulorum qualium fubtenditur.

Ergo et reliqua latera reliquis lateribus zqualia ™ha- =26. primi.
bebunt ; atque erit AP ipfi PB 2qualis. Si igitur in

circulo re&ta linea, per centrum duéta, re€tam lineam
quandam non duétam per centrum bifariam fecet, et ad
angulos re&tos ipfam fecabit; qued fi ipfam fecet ad

rectos angulos, et bifariam fecabit. Q. E. D,

PROP. IV. THEOR. vl

Si in circulo duw refle linee [ invicem fecent, non dufls
per centrum ; f[efe bifariam non fecabunt.

Sit circulus A B ¢ D ; et in ipfo duz re&tz linex A c,

B D fe invicem fecent in pun&o E,
non du&tz per centrum. Dico eas

fefe bifariam non fecare. Si enim

fieri poteft, fecent fefe bifariam, ita

ut A E fit ®qualis Ec, et B R ipfi
;£ D; fumaturque® centrum ABCD ® 1. hujus,
circuli, quod fit £; et E P jungatur. B

Quoniam igitur re&a linea ¥ E per c

centrum du®a re€tam lineam quandam A ¢ non du&am

per centrum bifariam fecat, et ad rectos angulos ipfam

fecabit °; quare retus eft ¥ E A angulus. Rurfus quo-° 3. hujus,
niam re&a%inea F E re@am lineam quandam B » non

du&am per centrum bifariam fecat, et ad angulos reétos

ipfam °{ecabit ; reftus igitur angulus eft r E B, Often-

us autem eft re€tus et F E A. Ergo F E A angulus ipfi

F E B @qualis erit, minor majori; quod fieri non poteft.

Non igitur A c, B D fefe bifariam fecant. Quare fi in
-circulo due re&= linee fe invicem fecent, non du&te
_per centrum ; fefe bifariam non fecabunt. Q. E. D,

PROP,
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PROP. V. THEOR.

Si duo circuli fe invicem ficent, mon erit ipforum idem
centrum.

Duo erim circuli A B ¢, ¢ D 6 fe invicem fecent in
pun&to c. Dico ipforumidem cen-
trum non effe.  Si enim fieri po-
teft, fit centrum E; jungaturque
e c; et fumatur in circumferentid
ceDp pun&um aliquod 6, quod
non fit circumferentils utrifque
commune. Junéta e G circumfe-
rentiz Ac B in F occurrat. Quo-
niam E centrum eft circuli A B,
erit cE ipfi E F ®qualis. Rurfus quoniam E centrum
eft ¢ D G circuli, equalis et ¢ E ipli EG. Sed oftenfa
et ce mqualis BF; ergo EFipfi B¢ wmqualis erit,
minor majori ; quod fieri non poteft. Non igitur pun-
&um E centrum eft circulorum A Bc, ¢ D G. Quare i
duo circuli fe invicem fecent, non erit ipforum idem
ceatrum. Q. E. D.

PROP. VI. THEOR.

St duo circuli fife intra contingant, ipforum idem centrum
non erit,

Duo enim circuli A Bc, ¢ D E contingant fefe intra
in punto c. Dico ipforum non effe .
idem centrum. Si enim fieri po-
tett, fit F; jungaturque F c, et fu-
matur in circumferentia A B C pun-
&um aliquod B, quod non fit cir- B
cumferentiis utrifque commune.
Jun@a FB circumferentie cED in &
& occurrat. Quoniam igitur F cen-
trum eft circuli A Bc, ®qualis eft
cripfi FB. Rurfus quoniam F centrum eft circuli
CDE, erit CF ®qualis P . Oftenfa autem eft c F -
qualis FB3 ergo et F E ipfi FB eft ®qualis, minor ma-
Jori; quod fieri non poteft. Non igitur ¢ puntum
centrum eft circulorum ABc, cDE. Quare fi duo
girculi fefe intra contingant, ipforum idem centrum
non erit. Q. E. D,
. PROP,
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SCHOLION.®*

Melius effet, noftro faltem judicio, fi pro duabus pro-
pofitionibus, quinti et fexti, hzc una fubflitueretur,
qua utramque complexa eft.

PROPOSITIO. ¥

Circuli, eodem centro inequalibus intervallis defcripti, fibi
mutuo nullibi occurrunt.

Centro quodam communi E, intervallis inzqualibus
E A, E B deferipti fint circuli A ¢,
¥ GB. Dico circulos illos fibi mu-
tuo non occurrere. QOccurant enim,
fi fieri poteft, in c. Jungatur Ec.

Re&a ea ipfi ec ®qualis erit?. Sed P Def. 15,
eidem Ec =qualis erit e8P, AE- D primi.
quales igitur EA, EBI. Quod eft < Ax. 1.
abfurdum, cum ponantur inzquales. ¢ primi.

Circuli igitur A cD, F6 B, fibi mu-
tuo in pun&to ¢ non occurrunt. Pari ratione, nec in
alio quovis punéto. Nullibi igitur. Q. E. D.

PROP. VII. THEOR. [VIL]

8i in circuli diametro aliguod pun&tum fumatur, quod non
Jit centrum circuli, et ab eo in circulum cadant quevis
refle linee s maxima quidem erit in qud centrum:
minima vero reliqua : a?iarum autem, propinquior ei,
que per centrum tranfit, [emper remotiore major ¢ff : at
duc tantum @quales ab codem punéto in circulum cadent
ad utrafque partes minime,

Sit circulus A B ¢ D, cujus diameter A D, et in ipfd
A D fumatur aliquod pun&tum r,
quod non fit centrum circuli. Sit
autem circuli centrum E: et a
pun&o F in circulum ABcD ca-
dant quedam re&tz line= r B,
FC, FG. Dico FA maximam K
efle, et » D minimam: aliarum
vero, F B quidem majorem quam
FC, ¢t FC majorem quam F G.
Jungant}n' enim BE, CE, GE,
Et quoniam omnis trianguli duo latera® reliquo funtr 10, primi,
¥ majora ;

WY 3
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majora ; erunt B E, E F majores quam B F. Eft autem
AE ®zqualis BE; ergo BE, EF A
ipfi A F funt ®quales ; major igi-
tur et AF quam FB. Rurfus
quoniam B E eft ®qualis cE,
communis autem F E; duz B E,
E F duabus c e, EF ®qualesfunt:
fed B & F angulus major eft an-
gulo c g F: bafis igitur B r bafi
‘24 primip C eft *major. Eidem ratione,
et ¢ ¥ major eft quam Fa. Rurfus
* 20. primi. quoniam G F, F E majores * funt quam 6 E, equalis au-
tem GE ipfi ED; erunt G F, FE majores quam ED;
communis auferatur ¥ & ; ergo reliqua G F major eft quam
reliqua Fp. Maxima igitur eft FA, et FD nunima: ma-
jor vero B ? quam Fc, et FC quam F 6 major. Dica
et a pun&lo P duas tantum reftas lineas equales cadere
. .in circulum A Bcp ad utrafque partes minime F D,
* 33.pnmi. Conflituatur® enim ad lineam & F atque ad datum in e4
pun¢tum E, angulo G EF ®mqualis angulus FEH: et
F H jungatur. Quoniam igitur @ E eft zqualis E H,
communis autem EP; du® GE, EF duabus HE, EF
zquales funt: et angulus 6 EF eft =qualis angulo
*4primi. g g F; bafis igitur F ¢ bafi F H ®qualis* erit. Dico a
pun&o F in circulum non cadere aliam ipfi F 6 qualem. .
Si enim fieri poteft, cadat Fx; et quoniam FK eft
equalis F 6, eftque ipfi F G zqualis F H, erit et FK ipfi
F H zqualis, videlicet propinquior ei, quz per centrum
tranfit, @qualis remotiori, quod fieri non poteft. Si
igitur in circuli diametro aliquod pun&um fumatur,
quod non fit centrum circuli, &c. Q. E. D,

PROP.
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PROP. VIII. THEOR. [VIIL]

Si extra circulum aliguod punilum fumatur, atque ab co
ad circulum ducantur quaedam reéle linex, quarum una
per centrum tranfeat, alie wero uilcunque: earum qui-
dem, qua in cavam circumferentiam cadunt, mavima
efl, quee per centrum tranfit; aliarum autem, propinguior
¢iy quee per centrum, femper remotiore major ¢ft: at ea-
rum, que in convexam circumferentiam cadunt, minima
eft, qua inter punétum et diametrum interyicitur 5 aliarum
vero, quepropinquior minimee, femper remotiore ¢ft minors
duz autem tantum equales a punéto in circulum cadunt
ad utrafque partes minimee.

Sit circulus A B c, et extra circulum fumatur aliquod
punétum p: ab eo autem in cir- D
culum ducantur re&te linez que-
dam D A, DE, D P, D C: fitque
D A per centrum. Dico earum
quidem, que in cavam AEFC
circumferentiam cadunt, maxi-
mam effe p A, qua per centrum
tranfit; et minimam, que inter
pun&um p et diametrum A 6 in- G
terjicitur, videlicet b 6 : majorem
autem DE quam DF; et DF ma-
jorem quam DC: earum vero,
uz in convexam circumferen-
tiam HLKc cadunt, quz pro- A
pinquior et minimz b G, femper remotiore effe mino-
rem; hoc eft, b K minorem quam p 1, et D L minorem
quam D H. Sumatur” enim centrum circuli A B C,7 1. hujus,
iuod fit M, et jungantur ME, MF, MC, M H, ML, MK.
t quoniam A M eft ®qualis M E, communis apponatur
MD; ergo AD eft ®qualis ipfis EM, MD: fed EM, MD
funt majores® quam ED: ergo et AD quam ED oft major. * zo. primi.
Rurfus quoniam zqualis eft M E ipfi M F, communis ap-
ponatur M D; erunt EM, MD ipfis MP, M D zquales; at
angulus E M D major eft ang oFMD; bafis igitur ED
bafi P D major *erit. Similiter demonftrabimus, et F D+ 24. primi.
majorem efle quam ¢ p. Ergo maxima eft pa ; major
autem DE quam D F, et D F quam DC major. Praterea
quoniam M K, K D {unt majores > quam M D, et MK eft
F2 =qualis
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zqualis M G ; erit reliqua KD quam reliqua® G D major:

uare ¢ b minor quam K D.
%t quoniam trianguli M L D in
uno latere M b, duz rete linez
MK, K D intra conftituuntur; erunt

quarum MK eft qualis M L; re-
h(iua igitur D K minor eft quam
reliqua pr. Similiter oftendemus,
et DL quam D H minorem efle.
Ergo b6 minimaeft: minor vero
,DK quam DL, et DL minor quam
pH. Dico etiam duas tantuin =-

uales a pun&to b in circulum ca-
ﬁere ad utrafque minimz partes.
Conftituaturad reétam lineam M p,

¢ 23. primi.ad datumque in ci punétum M, angulo k M D ®qualis?

angulus D M B, et D B jungatur. Itaque quoniam M K eft
zqualis M B, communis autem M b ; due K M, M D dua-
bus B M, M D equalesfunt, altera alteri ; et angulus KMD
@qualis angulo B M D; bafis igitur p k bafi D B eft -

4. pumi. qualisc. Dico a punéo b aliam ipfi p k ®qualem in

(IX.]

circulum non cadere.  Si enim fier: poteft, cadat b :
et quoniam DK eft @qualis pN, et DK ipfi DB eft
#qualis; erit et p B @qualis D N, propinquor {cilicet
minime ®qualis remotiori, quod fieri non poffe often-
fum eft. Si igitur extra circulum aliquod punétum
fumatur, &c. Q. E. D.

PROP. IX. THEOR.

Si intra circulum fumatur aliquod punétum, atque ab eo in
circulum cadant plures quam duce refle linee equales ;
punitum, quod fumitur, circuli centrum erit.

* Sumatur enim intra circulum A B ¢ punétum aliquod
D: atque a punéto D in circulum -

A B¢ cadant plures quam duz reGta
linez ®quales b 4, DB, Dc. Dico
pun&tum b, quod fumitur, circuli ¥

A B¢ efle centrum. Non enim; fed

fi fieri poteft, fit E centrum, et jun.

&a DEinF, 6 producatur; ergo F6 A ¢
diameter cft A B c circuli. Itaque

quoniam in F G diametro circuli A B ¢ fumptum eft

aliquod
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aliquod pun&um b, quod non eft centrum circuli,
maxima quidem erit p G, major f autem b ¢ quam D B, 7. hujus.
et DB quam D A; fed et @®quales® DC, DB, D A ;¢ exhyp.
quod fienn non poteft ; non igitur E centrum eft circuli

A B c. Similiter oftendemus neque aliud punctum cen-

trum efle, preter ipfum p. Ergo D circuli B ¢ cen-

trum erit. Q. E. D.

PROP. X. THEOR. (X

Circulus circulum in pluribus, quam ducbus punélis non
Sfecat,

Nam fi fieri poteft circuli duo ABc, DBC tribus
punétis B, c, et &, fe mutuo fecent,
Jungantur ¢ B, ¢ E. Media divida- A
tur reéta ¢ B in punto g, et a pun-
&o e ad perpendiculum educatur
retta ¢ H. Media etiam dividatur
re¢ta ¢ E in punéto K, et a punéto
K ad perpendiculum educatur K L.
Re&= 6 1, x 1, duabus ¢ B, cE
non vparallelis ad perpendiculum
edude, fibi mutuo non erunt paral-
lele. Occurrent igitur. Occurfus
efto M. Jam cum pun&a c, B ad
peripheriam fint circuli A B ¢, re®a
CB intra circulum erit®. Refta au- % 2. hujus
tem H ¢ retam c¢ B, in circulo A B ¢ infcriptam, me- )
diam dividit, et ad retos!. Centrum igitur circuli A Bc' Per con-
erit ad retam G K *. Pari ratione centrum circuli A B ¢ froét.
erit ad retaw x 1, que re¢tam c & circulo_inferiptam hu(ﬁ;: 1
mediam dividit, et ad reftos. Centrum igitur circuli
A B ¢ commune eft reftarum G H, K L punctum.” Sed
harum reétarum folum eft commune », punétum uti-
que concurfis. Punétum igitur M centrum eft circuli
ABcC. Sed fimili modo oftendemus punctum illud idem
m circuli D B¢ centrum efle.  Nimirum ad cujus peri-
pheriam, ®que ac alterius A B ¢, funt puncta B, ¢, £ % ' ex hyp.
Circulorum igitur A B¢, » B ¢, fe mutuo fecantium
idem eft centrum M. Quod eft abfurdum ®. Duo ™ s. hujus.
igitur circuli A B ¢, D B ¢ in punis tribus B, ¢, E fibi
mutuo non occurrunt. Similiratione nec in aliis tribus.

Circulus igitur circulum &c. Q. E. D,

F3 scHoO-
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SCHOLION. ¥

Thid autem quod affumpfimus, duas reftas non effe
parallelas, fi duabus aliis ad perpendiculum fint non pa-
rallelis, fic oftendimus. :

Duabus reétis ¢ B, ¢ E non parallelis ad perpendicu-
lum fint duz ¢ 1, kL. Dico duas M
G H, K L non efle parallelas. Rea
enim L K, quz duarum C B, CE in
¢ occurrentium alteri ¢ e ad per-

» ex hyp. pendiculum eft®, alterl c B vel oc-
curret, vel ei parallela erit. Oc- B
currat primum. Occurfus fit .
In triangulo igitur ¢ N K, angulus E
ad K rectus eft. Duo igitur ¢ N X, k ¢ N fimul fumpti
° 32 primi.reCto funt zquales®. Angulus igitur ¢ N K, et 1lli
Pex hyp. ®qualis L N G, re€to minor. Sed angulus ad G reftus?,
Duo igitur 1 6 N, L N 6 fimul fumpti duobus reétis funt
minores. Re&z igitur 6 1, N1, feu K L, produte inter
*Ax. 12, fe convenient 4. %\Ton funt igitur parallele.
primi.

Cas. 2. Sed parallela fit kL ipfi ¢B. Si ¢adem
K L parallela fit 1pfi G H,
erunt G H, cB inter fe pa- B

*3o.primi.rallele’.  Quod eft ab-
furdum. Cum re&ta ¢ H

ilam ¢ B in punfto G ad I
% ex hyp. grpendiculum infiftat®, ¢ H T
on igitur funt parallel® i

GHy, XL, Q. E.D,

C - X X

Cor. * Reltis k L, 6 H, occurfum ufque in M pro-
dudtis, angulus ad M angulo ad ¢ mqualis erit. Nam
in cafu primo, triangulorum M 6 N, ¢ K N, anguli ad
G, K ®quales funt. Uterque enim re@us. Sed anguli
M NG, CNK ®quales, ad verticem {cilicet. Reliquus
igitur NMG reliquo N ¢ K ®qualis.

In cafu fecundo, quoniam L k, ¢B funt parallele,

tex hyp. propter angulum ad K reétum®, reGtus eritangulus ad c¥ .

N 2{;‘;’"5; angulus ad G rectus*. Re&e igitur ¢ M, ¢ K funt
. inter
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inter fe parallele . Figura igitur cM K c eft paral-r 8. primi,
lelogrammum. Anguli igitur oppofiti c et M funt inter
fe zzquales®, et eorum uterque rectus eft. 2 34. primi.

PROP. XI. THEOR. [XIIL]

Circulus circulum non contingit in pluribus punis quam
uno, five intus five extra contingat.

Circuli duo A B¢, D B E puncto B fe mutuo contin-

gant. Dico in alio prater B -
pun&o fibi mutuo non oc-
currere. Nam fi fieri poteft,
in alio pun&o r occurrant.
Jun&a B r, media dividatur
in puné&o 6 ; retaque G k ad
perpendiculum edufta peri-
pheriz circuli A B ¢ in pun-
&is K, L, circuli autem DB E
in u, M occurrat. Jam cum
sun&a B, P ad peripheriam

nt circuli ABc,reta B F in-
tra circulum cadet?, et ad
re&tam 6 K erit centrum cir-
cui aAnc® Simili modo
oftendetur centrum circuli
DBE efle ad re®am g k.
Media igitur dividatur re@a
L K puntlto N, reftaque H M
puncto o. Erit N centrum circuli A BC, et 0 centrum
circuli p B . Jungantur ¥ N, ro. Circuli ABc, DBE
vel extra, vel intus, fe mutuo contingunt. Contingant
extra primum.

Cas. 1. Jam cum N centrum fit circuli A B ¢, erunt
N F, N L inter {e 2quales. Etcum o centrum fit circuli
D B E, erunt O H, O F inter fe &quales. Duz igitur FN,
F o fimul fumptz ‘duabus N 1L, 0 H fimul fumptis funt
a&quales. Duz autem N L, o H fimul fumpte totd
retd N o funt minores. Dua igitur N, Fo fimul
fumpte re@td o N funt minores. Trianguli igitur NFoO
latera duo FN, Po fimul reliquo minora. Quod eft
abfurdume, Circuli igitur {fe mutuo extra non con-¢ 1o. primi.
tingunt plus uno pundtis.

P

r4 Cas.
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Cas. 2. Sed intus contingant. Et interior fit DB &,
Jam cum o centrum fit circuli .

D B E, ®quales erunt inter fe
OF, 0 H. Addatur oN. Du=
igitur oF, o N fimul fumpte
re&te N funt 2quales. Refta
autem N H re€ta N1 minor,
propter peripheriamcirculi DBE
mteriorem. Due igitur o F,
o N fimul fumpte retd N L
funt minores. Sed cum pun-
étum N centrum fit circuli A B ¢, 2quales inter fe funt
N L, NF. Due igitur oF, oN fimul fumpte reti N F
funt minores. Trianguli igitur F o N, latera duo or, 0N
fimul reliquo funt minora. Quod eft abfurdum ¢, Cir-
culi igitur intus fe mutuo non contingunt plus uno

punétis. Quare circulus circulum &c. Q. E, D.

XL)

4 20, primi.

PROP. XII. THEOR.

St duo circuli [efe intus contingant, et fumantur centra ip-
Jorum; refla linea, ipforum centra conjungens, produéta,
in circulorum contatlum cadet.

Duo euim circuli ABc, ADE fefe intus contingant
in pun@o A, et fumatur circuli
quidem A Bc centrum, quod fit ¥,
circuli vero A b E centrum . Dico
re¢tam lineam a punéto 6 ad r
duétam, fi producatur, in punttum
A cadere. Non enim; fed fi fieri
poteft, cadat ut FGDH; et AF,
A G jungantur. Itaque quoniam
A G, G F majores ¢ {unt quam F A,
hoc eft, quam r 1, communis au-
feratur F 6 ; reliqua igitur A 6 major eft quam reliqua
G H. Sed A G clt zqualis 6D; ergo 6 b ipfi 6 u eft
major, minor majore, quod fieri non poteft. Non igitur
a pun&to f ad ¢ du&ta re@a linea extra contaGum a
cadet ; quarc in ipfum cadat necefle eft. Si igitur duo
circuli fefe intus contingant, re&ta linea, ipforum centra

conjungens, fi producatur, in conta&tum circulorum
cadet. Q. E. D,

PROP.
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PROP. XIII. THEOR.

St duo circuli fefe extra contingant, refla linea ipforum
centra conjungens per contallum tranfibit.

Duo enim circuli A Bc, A D E fefe extra contingant
in pun&o A; et fumatur
circuli quidem A B c cen- B
trum, quod fit F; circuli
vero ADE centrum G. Dico
re¢tam lineam, quz a pun-
&o r ad & ducitur, per
contattum A tranfire. Non
enim; fed, fi fieri poteft,
cadat ut FCDG; et FA, A G jungantur, Quoniam
igitur F centrum eft circuli A B ¢, erit A ¥ =qualis Fc.
Rurfus quoniam & centrum eft A D E circuli, erit A6
ipfi ¢ p ®qualis. Oftenfa eft autem et A F =qualis rc;
funt igitur FA, A G ipfis Fc, D6 ®qualcs, ergo tota

F G major eft quam F A, A 6; fed et minor ©; quod fieri¢

non poteft. Non igitur a punéto rad o ducta recta
linea per contaltum A non tranfibit; quare per ipfum
tranfeat necefle eft. Si igitur duo circuli fefe extra
contingant, re&ta linea ipforum centra conjungens per
contaétum tranfibit. Q. E. D.

SCHOLION,®

Inverfam Theoni Propofitionum feriem in melius
mutavimus. Primum fcilicet docendum erat, circulorum
contactus quid fit; merum nempe punétum geometri-
cum; dein demonftrandum, rectam centra jungentem
in pun&um illud neceffario incidere. Haxc nobifcum
meditati, in locum undecimea revocandam judicavimus,
qua Theoni decima tertia eft.

PROP. XIV. THEOR.

In circulo @quales reflee linew qualiter a centro diflant ;
et quae equaliler a centro diflant, inter f¢ funt equales.

Sit circulus A B D, et in ipfo mquales reéte linem

A B, ¢ D. Dico eas a centro zqualiter diftare. Suma-
tur enim circuli A B D¢ centrum, quod fit E, et ab ipfo
ad A B, ¢ D perpendiculares ducantur EF, EG; et A B,
E C jungantur. Quoniam igitur re&a linea queedam per
centrum dutta E F retam lineam quandam a B non
' : duétam

(-]

73
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f 3. hujus.

% 47. primi.
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du&am per centrum ad re&os angulos fecat, et bifa-
riam ipfam fecabitf; quare A F eft -

qualis B, ideoque A B ipfius A F du-

pla. Eadem ratione, et ¢ b dupla eft

€ G; atque eft A B ipfi ¢ D ®quals; =-

qualisigitur et A r ipfi c 6 ; et quoniam

A E eft 2qualis Ec, erit et quadratum

ex A E quadrato ex EC #quale; fed

quadrato quidem ex A B zqualia funt B

ex A F, FE quadrata®; re€tus enim angulus eft ad r:
quadrato autem ex E c zqualia funt quadrata ex e,
G C, cum angulus ad G fit reGtus. Quadrata igitur ex
A F, FE 2qualia funt quadratis ex ¢ g, 6 B, quorum
quadratum ex A F quadrato ex c G zquale, etenim -
qualis eft A F ipfi c G : reliquum igitur quod fit ex FE
quadratum, zquale eft reliquo quod ex EG ; ac propterea

.FEIipfi EG eft 2qualis. In circulo autem @qualiter

» Def. 3.
hujus,

[XV.]

diftare a centro refte linez dicuntur, quando a centro
ad ipfas perpendiculares dutz zquales Bfunt. Ergo
A B, CD a centro sequaliter diftant. Sed fi A B, cD
squaliter diftent a centro, hoc eft, fi 2qualis fit £ ipfi
EG; dico A B ipfi cD zqualem efle. lifdem emm
conftruétis, fimiliter oftendemus A B duplam efle ipfius
A F, ¢ D duplam ipfius ce. Et quoniam mqualis eft
AEipfi Ec, erit et ex AE quadratum quadrato ex ¢
@#quale; fed quadrato quidem ex A B zqualia £ funt
quadrata ex E F, F A ; quadrato autem ex Ec zqualia
tquadrata ex E G, 6 c. Quadrata igitur ex EF, FA
quadratis ex E 6, G ¢ 2qualia funt, quorum quadratum
ex E 6 zquale eft quadrato ex EF, eft enim EG ipfi EF
qualis : reliquum igitur ex A ¥ quadratum @quale eft
reliquo ex cG: ergo AF ipfi cG eft mqualis. Atqui
eft A B ipfius A P dupla, et cp dupla ipfius c6. In
circulo igitur zquales re&te linez mqualiter a centro
diftant ; et qua zqualiter a centro diftant, inter fe funt
equales. Q. E. D.

PROP. XV. TIHEOR.

In circulo maxima quidem eft diameter; aliarum vero, fem-
per propinguior ¢iy que per centrum tranfit, remotiore
major &fl.

Sit circulus A Bc D, cujus diameter A D, centrum B;

et propinquior quidem diammetro A D fit B ¢; remotior
‘ vero
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vero PG. Dico A D maximam efle, et B¢ majorem

quam PG. Ducantur enim a centro

E ad BC, FG perpendiculares RH, RK.

Et quoniam B c propinquior eft ei, qua

per centrum tranfit, remotior autem ¥G;

erit E K quam E H major. Ponatur

ipfi E 4 ®qualis E L} et per L ipfi EK

ad rectos angulos duta L M in N pro-

ducatur; et jungantur M, EN, EF, EG. ¢

Quoniam igitur B H eft ®qualis E 1L,

erit et B C ipfi M N ®qualis!. Rurfus quoniam wqualis' 14. hujus,
eft AEipfi EM, et DR ipfi EN; erit et A D ipfis M E,

E N equalis; fed M B, E N *majores funt quam M N ;* z0. primi.
ergo et A D major eft quam M N; et M N eft qualis
BC, erit igitur A D quam B ¢ major. Quod cum duse
EM, EN dusbus FE, EG wquales fint, angulufque
M E N major angulo F B G; et bafis M N bafi F ¢ major
Terit. Oftenfa autem eft M N ®qualis B ¢ ; ergo et B C! 24. primi,
quam F G eft major. Maxima igitur eft A b diameter,

et B ¢ major quam F 6. Quare in circulo maxima eft

.

diameter; aliarum vero, femper propinquior ei, qua per N
centrum tranfit, remotiore eft major. Q. E. D,
PROP. XVI. THEOR. (Xv1)

Que diametro circuli ad refos angulos ab extremitate du-
citur, cadit extra circulum; et in locum, qui inter reflam
lincam et circumferentiam interficitur, altera refla linea
non cadet: et [emicirculi angulus omni angulo acuto
relilineo major eft 3 reliquus autem minor,
Sit circulus A B ¢ circa centrum D, et diametrum A B.
Dico re&am lineam, que a pun&o 4 ipfi A B ad reftos
angulos ducitur, extra circulum cadere. Non enim;
fed, fi fieri poteft, cadat intus, ut A c; et b ¢ jungatur.
Itaque quoniam =qualis eft D A ipfi D, erit et angulus
D A ¢ angulo A ¢ D equalis™; rectus autem eft D A ¢;™ 5. primi,
ergo et AcD eft reftus; ac propterea anguli p A c,
A cp duabus redtis equales funt; quod fieri non poteft®, ® 17. primi.
Non igitur a pun&o & igﬁ B A ad re&os angulos du&ta
cadet intra circulum. Similiter oftendemus neque in
circumferentiam cadere. Extra igitur cadat necefle eft.
Cadat ut o g. Dicoin locum, qui inter retam lineam
A E et circumferentiam c H A interjicitur, alteram rectam
lineam non cadere, Si enim fieri poteft, cadat ut p
¢t
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et a pun&®o b ad r A perpendicularis ® ducatur p 6. Et
quoniam rectus eft angulus A 6 D,
minor autem re&o D A G, erit DA

?1g. primi.quam D G major P ; ®qualis autem C
eft DA ipfi pn; major igitur eft DH ‘
ipfd p 6, minor majore; quod fieri B A

4 ex prius
demon-

fratis.

{XVIL}

non poteft. Non igitur in locum,

ui inter re®am lineam et circum-
terentiam interjicitur, altera reéta
linea cadet. Dico przterea an-
gulum femicirculi, qui re&a lined
B A et circumferentid cH A con-
tinetur, omni angulo acuto re&i-
lineo majorem efle ; reliquum vero
contentum circumferentii CH A et
redld lined A E omni angulo re&ti-
lineo effe minorem. Si enim eft
aliquis angulus re&ilineus acutus
major quigsm contento recta lined
B A et c H A circumferentid, aut aliquis minor contento
C H A circumferentid et re@td lined A E; in locum, qui
inter circumferentiam c H A et reftam lineam A E inter-
jicitur, cadet aliquare&ta linea, qua faciet angulum ma-
Jorem quidem contento recti lined BA et ¢ A circum-
ferentia, qui fcilicet recis lineis continetur ; minorem
vero contento circumferentii ¢ H A, et A E re@4 linea.
Non cadit autem 9; non igitur erit angulus acutus, qui
rectis lineis continetur, major angulo contento re&a
lined BA et cH A circumferentid, neque minor con-
tento circumferentid c H A et AE retd linea. Q. E. D,

Cor. Ex hoc manifeftum eft re®tam lineam, qu= ab
extremitate diametri circuli ad reétos angulos ducitur,
circulum contingere.

PROP. XVII. PROBL.

A dato punélo reflam lincam ducere, quae datum circulum
contingat.

Sit datum quidem punétum a, datus autem circulus
BcD. Oportet a punéto A reCtam lineam ducere, que
circulum B ¢ D contingat. Sumatur centrum circuli E ;
et junéti A E, qua circumferentizz B D € in D occurrat,
centro quidem E, intervallo autem E A, circulus A F G

- defcriba-
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defcribatur; et a punéto b ipfi £ A ad reftos angulos* * 11. priri.

ducatur DF, que circumferentiz

A PGin F occurrat; jungaturque

B F, quz circumferentiz ¢ p B in

B occurrat; jungatur denique A B.

Dico a puncto a du@tam cfle A B,
ue circulum B c D contingit.
uoniam enim E centrum eft cir-

culorum BC D, AF G; erit EA -

qualis eF, et ED ipfi EB. Du=z igitur A E, E B duabus

F E, E D ®equales funt, et angulum communem con-

tinent, qui eft ad E. Ergo bafis b F bafi A B eft *&-+ 4 primi.

qualis, triangulumque D EF zquale triangulo EB 4,

et reliqui anguli reliquis -anguhis. Aqualis igitur eft

angulus £ B A angulo EDF; et E D F rectus eft; quare

et re¢tus EB A; atque eft EB ex centro. Qua au-

tem diametro circuli ab extremitate ad reftos angulos

ducitur, circulum contingit!. Ergo A B contingit cir-« 16, hujus.

culum. A dato igitur pun&o A duéta eft retta linea

A B, qua circulum B ¢ D contingit. Q. E. F.

PROP. XVIII. THEOR. [(XVIIL]

Si cireulum contingat queedam rea linea, a centro antem
in contallum reéla linea ducatur, ea ad contingentem per-
pendicularis erit.
Circulum enim A B ¢ contingat quedam refta linca
D E in pun&to c; et circuli A
A B C centrum fumatur F, a
quo ad c ducatur rc. Dico
Fc ad ipfam b E perpendicu- ?
larem effe. Si enim non ita
fit,ducatura puntorad p
perpendiculanis® F 6. Quo- B o i
- niam igitur angulus FGc - 12 primt.
reCtus eft, erit G ¢ ¥ acutus *, D ¢ G Exga primi
ac propterea F G ¢ angulus major angulo Fcc. Ma-
Jorem autem angulum majus latus ¥ fubtendit ; majory ,q.Primi.
igitur et Fc quam F6. AEqualis autem Fcipfi FB;
ergo ¢ B ipfd F G eft major, minor majore; quod fiert
non Yote&. Non igitur F G eft perpendicularis ad b E.

Similiter oftendemus neque aliam quampiam efle, preter
iplam rc. Ergo Fc ad Dk eft perpendicularis. 8i
igitur circulum contingat quzdam reéta linea, a centro

gutem
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autem in contadum reQa linea ducatur, ea ad contin.’
gentem perpendicularis erit. Q. E. D.

Cor. 1.* Re&tz duz, qua in oppofitis diametri ter-
minis peripheriam circuli contingunt, inter fe funt pa-
rallel. :

Cor. 2.* Si due re&z parallele circulum contin-
gant, in oppofitis diametri terminis neceffario illum con-
tingent ; neque plures duabus parallelz eundem circu-
lum contingere poffunt.

XIX.] PROP. XIX. . THEOR.

Si circulum contingat quaedam re€la linea, a contallu autem
ad re€los angulos contingenti reéla linca ducatur ; in cd
circuli centrum erit.

Circulum enim A B c contingat quaedam re&ta linea

DE in C, et a punéto c ipfi DB ad

rectos angulos ducatur ¢ A. Dico

in ipfd A c circuli centrum effe.

Non enim; fed, fi fieri poteft, fit ¢ F

centrum, et jungatur C F. - Quo-

niam igitur circulum A B¢ con-

tingit queedam re&a linea p E, et

a centro ad contattum du@ta et g C T

FC; erit FC ad ipfam DE perpen- *
218, hujus. dicularis =. Reé{’us igitur angulus eft FcE; eft autem
*exhyp. €t A CE reftus?; ergo FCE angulus eft zqualis angulo

A C E, minor majori; quod fieri non poteft. Non igitur

F centrum eft ABc circuli. Similiter oftendemus neque

aliud aliquod efle, preterquam in ipfd A c. Quare fi

circulum contingat quadam re@a linea, a conta&u au-

tem ad reCtos angulos contingenti reQa linea ducatur ;

in e circuli erit centrum. Q. E. D.

[XX.] PROP. XX. THEOR,
In circulo angulus, qui ad centrum, duplex ¢ff ejus, qui ad

circumferentiam ¢fl, quando circumferentiam eandem pra
bafi babeant.

Sit circulus A B c, ad cujus centrum quidem angulus
fit BEC, ad circumferentiam vero B A c, et eandem
circumferentiam e c pro bafi habeant. Dico.B E ¢ an-
gulum anguli B A ¢ duplum effé, Jungatur enim A =,

ct
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et ad F producatur. Itaquz‘ﬂuoniam EA eft zqualis

EB, erit et angulus EA B angulo kB A

® gequalis. Anguli igitur EAB, EB A * 5. primi.
duplices funt ipfius anguli £ A B; fed D
angulus B E F eft ®qualis ©angulis ¢ 32, primi.

E AB, EBA; ergo BEF angulus an-

guli B A B eft duplex. Eidem ratione

et angulus FEC duplexeftipus eac. M /

Totus igitur B E C totius B A ¢ duplex %

erit. Rurfus infle@atur, et fit alter angulus B b ¢, jun-

&aque DE ad G producatur. Similiter oflendemus an-
ulum 6 E ¢ anguli ¢ p c duplum effe; quorum ¢k B
uplus eft ipfius ¢ p B. Ergo reliquus B E ¢ reliqui

BDc eft duplus. In circulo igitur angulus, qui ad cen-

trum, duplex eft ejus, qui ad circumferentiam eft, quando

circumferentiam eandem pro bafi habeant. Q. E. D.

PROP. XXI. THEOR.

In circulo qui in eodem fef'ﬂmdo Junt anguli, inter fe

eequales funt.

Sit circulus A B c D E, et in eodem fegmento B A E D
anguli fint B A D, B E D. Dico eos in-
ter fe mquales effe. Sumatur enim
circuli A B ¢ D E centrum, quod fit F;
junganturque B 7, r D. Quoniam an-
gulus quidem B F D eft ad centrum, an-
gulus vero B A D ad circumferentiam, et
circumferentiam eandem B ¢ D pro bafi

[(XXI.]

habent; erit B » D angulus® anguli 4 20. hujus.

B A D duplus. Eidem ratione angulus B ¥ p duplus eft
etiam anguli BED. Ergo angulus B A D angulo BED
=qualis erit. Sianguli BAD, BED
funt in fegmento minore femicir-
culo, ducatur a E, eruntque omnes

'

anguli trianguli A B G ®#quales ‘om- B ¢ 32. primi,
nibus angulis trianguli pE 6. Et
anguli A BE, A D E funt ®quales
per ha&enus demonfirata, et anguli
A G B, DGE funt etiam squalesf, f15. primis,

ad verticem enim funt. Quare et reliquus B A 6 reliquo
¢ ED zqualis erit. In circulo igitur qui in eodem
fegmento funt anguli, inter fe #quales funt, Q. E. D.

PROP,



8o EUCLIDIS ELEMENTORUM

[XXII.) PROP. XXII.. THEOR.

Quadrilaterorum, quue in circulis defcribuntur, anguli op-
pofiti duobus reélis awquales funt.

Sit circulus A BDC, et in ipfo quadrilaterum ABDc.
Dico angulos ipfius oppofitos duobus
re&tis zquales efle. Jungantur A p,
B c. Quoniam igitur omnis trianguli
® 32, primi. tres anguli duobus reétis funt zquales®,
erunt trianguli A B ¢ tres anguli ca B,
. ABC, BCA mquales duobus reftis. pf c
* 31, hujus. Sed angulus A B C eft zqualis *angulo
ADC, in eodem enim {unt fegmento b
ABpc. Etangulus Acg zqualis® ipfi A pB, quod fint
in eodem A c DB fegmento : totus igitur angulus BpC
angulis ABC, ACB ®qualis eft. Communis apponatur
BAC angulus ; erunt anguli BAC, A BC, ACB angulis
BAC, BDC ®quales. Sed BAC, ABcC, ACB funt -
uales £duobus reétis; ergo et anguli BAc, BD C
.duobus re&is zquales erunt. Similiter oftendemus an-
los quoque A B D, Acb duobus retis eflfe mquales.
uadrilaterorum igitur, que in circulis deferibuntur,
anguli oppofiti duobus reftis zquales funt. Q, E. D,

(XXII1.) PROP. XXIII. THEOR.

Super eddem refté lined duo circulorum fegmenta fimilia,
3 A
et incongrua ex eddem parte non conflztucntur,

Si enim fieri poteft, fuper eidem redti lined A B duo
circulorum fegmenta fimilia, et
incongrua conftituantur ex ea- D
dem parte, ACB, ADB; Cir-
cumferentiz ACB, A B D, cum
in pun&is duobus A, B fibi
mutuo occurrant, nullum aliud
punétum preeter illa 4, B com- A
! 1e. hujus. mune habent!. Sed inter A, B altera omnis interior,
altera exterior omnis erit. Capiatur in interiori pun-
&um quodvis ¢; junétaque A c exteriori produéta in p
occurrat; et CB, B D jungantur. Itaque quoniam
fegmentum A ¢ B fimile eft fegmento A p B, fimilia au-
tem circulorum fegmenta funt, que angulos fufcipiunt
* Def. 10, *zequales; erit A cB angulus zqualis angulo A D B, ex-
huus, terior
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terior interiori; quod fieri fion poteft!. Non igitur fu-! 16. primi.
per eidem re&a lined, duo circulorum fegmenta fimilia
et incongrua ex e4dem parte conftituentur. Q. E. D.

Cor. * Segmentorum inzqualium fuper eidem bafi
ad partes eafdem conftitutorum, quod angulum majorem
capit, ejus peripheria interior omnis erit.

PROP. XXIV. THEOR. [XXIV.]

Super @qualibus reclis lineis fimilia circulorum fogmenta
inter fe equalia funt.

Sint enim fuper zqualibus rectis lineis a B, c D fi-

milia circulorum fegmenta AE B, cFD. Dico fegmen-

tum A E B fegmento cF D zquale effe. Applicato enim

A BB fegmento fegmento ¢ F D, et pofito punéto quidem
Ain c, re&td vero lined A B in ¢ D; congruet et B
punétum pun&to b, propterea quod A B ipfi cp fit
#qualis. Congruente autem recii lined A B retz cp;
congruet et A EB fegmentum fegmento ¢ F D™; con-™z3. hujus.
gruens autem, ipfi ®quale erit. Super @qualibus igi-
tur reétis lineis fimilia circulorum fegmenta inter fe e-

qualia funt. Q. E. D.

Cor. * Segmentorum fimilium, bafibus xqualibus in-
fitentium, peripheriz funt inter fe ®quales.

PROP. XXV. PROBL. [(XXV.]
Circuli fegmento dato, defcribere circulum cujus ¢ft '
Segmentum.,

Sit datum circuli fegmentum A Bc. Oportet de-

feribere circulum cujus A Bc eft fegmentum. Secetur

B B
£
E A CA. C

Ac bifariam %in p: et a pun&o D ipfi A ¢ ad re&os s 1o, primi.
angulos ducatur® D B, et A B jungatur. Vel igiture ;1. primi,
angulus A B b major eft angulo B A b, vel minor, vel
1pfi sequalis.  Sit primum major, et ad reCtam lincam

G B A,
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E cA C
B A, atque ad datum in ed pun&um A conflituatur an-
gulus B A E @qualis? angulo A B p; produtte autem
BD, A E fibi invicem in E occurrant, jungaturque E cC.
Quoniam igitur angulus A BE eft @qualisangulo BAE,
Teritet BE recta linea ipfi EA @qualis: et quoniam A D
eft @qualis b ¢, communis autem b E; duz AD, DEdua-
bus ¢ p, p E 2quales funt, altera alteri; etangulus ADE
2qualis angulo ¢ D E, retus cnim uterque eft ; ergo et
bafis A E bafi E c eft "equalis. Secd oftenfa eft A E -
qualis E B; quare et BEipfi Ec eft ®qualis, ac propterea
tres reéle line2 A E, E B, EC, inter fe zquales funt.
Centro igitur E, intervallo autem una ipfarum a E,
E B, EC, circulus defcriptus etiam per reliqua *tranfi-
bit punéta, et circulus defcriptus erit. Quare circuli
fegmento dato, deferiptus eft circulus cunjus fegmen-
tum eft. - Sed et illud conftat, fegmentum A B ¢ femi-
circulo minus efle ; propterea quod centrum ipfius ex-
tra cadit. Similiter, et fi angulus AB D fit =qualis
angulo B AD; refta A p utrique ipfarum B D, D C -
qualis erit; tres igitur recte line® A D, D B, D C inter
fe ®quales erunt; quapropter erit b circuli deferipti
centrum, et fegmentum A B¢ femicirculus. Si vero
angulus A B D minor fit angulo B A D ; conflituatur ad

rectam lineam B A, et ad punétum in ed datum 4, an- -

gulo A B p mqualis angulus B A E intra fegmentum
A BC; erit E centrum 1n ipfa D B, atque erit ABC
fegmentum femicirculo majus. Circuli igitur feg-
mento dato, deferiptus eft circulus cujus fegmentum
et. Q. E. F. '

PROP. XXVI. THEOR.

In aqualibus circulis, eequales anguli aqualibus infiflunt
circumferentiis, five ad centra, five ad circumferentias
infiflant. ’
Sint @quales circuli ABCc, DEF, et in ij:ﬁs ®quales

anguli ag centra quidem BGc, EHF, ad circumfe-

rentias vero BAC, ED F.  Dico B A ¢ circumferentiam

circumferentiz E D F @qualem effe; jungantur enim
BC,

-
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Bc, Er. Quoniam zquales funt A Bc, D E F circuli,
erunt et qdua: ex centris D
zquales’; duz igitur Bg,

G c duabus EH, HF ®-
quales funt: et angulus
ad 6 @=qualis angulo ad
H; ergo et bafis Bc \ §
bafi B F eft * equalis. . E Fu
Rurfus quoniam’ &qualis K ‘

eft angulus ad A angulo ad p, fegmentum » A ¢ fimile
verit fegmento E D F: et funt fuper @qualibus re&is-
lineis B ¢, E F. Segmentorum autem fimilium, bafibus

t

83

Def. 1.

4. primi,

Def. 11.

zqualibus infiftentium, circumferentiz @quales funt ¥, Cor.® 24,

ZAquales funt igitur circumferentizz B A ¢, EDF.

ico infuper circumferentias Bk c, ELF inter fe
®quales. Sumatur enim in circumferentia B K ¢ pun-
&um quodvis K, et in E L F punétum quodvis L. Jun-
gantur B K, CK, EL, FL. Quadrilateri A BK C cir-
culo infcripti anguli duo oppofiti B A c, B x ¢ fimul
fumpti duobus reétis funt squales*. Simili ratione,=
quadrilateri p E L P anguli duo oppofiti EDF, E L F fi-
mul fumpti duobus reftis funt zquales. Duo igitur
BAC, BK c fimul fumpti duobus EDF, ELF fimul-
fumptis funt &quales. Angulus autem B A ¢ angulo
E D F ®qualis-eft 7. Reliquus igitur B k c reliquo E L ¥y
2qualis erit. Similia igitur funt fegmenta Bx ¢, ELF.
Sed reétis @qualibus B ¢, EF infiftunt. Circumferen-
tias igitur B k ¢, E L F 2quales habent. In wqualibus
igitur circulis, 22quales anguli @qualibus infiftunt cir-
cumferentiis, five ad centra, five ad circumferentias in-
fitant, Q. E. D.

hujus,

22, hujus.

ex hyp.

PROP. XXVII. THEOR. [XXVIL)

In @qualibus circulis, anguli, qui @qualibus mfiftunt cir-
cumferentiis, inter [e quales funt, five ad centra, five
ad circumferentias. infiftant. '
In ®qualibus enim circulis A B c, b E F, 2qualibus

circumferentiis Bc, EF in- 5 D

fiftant anguli ad centra qui-

dem BGcC,EH F, ad cir-

cumferentias vero B A c,

EDF. Dicoangulum Bec

angulo E HF, ¢t angulum C ;
Bacangulor:npaequalem B E ¥
G 3 efle
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¥ 23. primi.

% 36. hujus.

[XXVIIL]

3 1. hujus.
® Def. 1.

€ 8. primi.
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effe. Si quidem inzquales fint anguli BGC, EHF;
alter ipforum erit megor. Sit  p D

major B GC, et conftituatur

ad re&am lineam B G, et
ad pun&tum in uaxf(a G, an-
§ulo E H F xqualis 7 angu-
us B G K. /Equales autem B C :
anguli zqualibus infiftunt # E
circumferentiis, quando ad centra fuerint; ergo circum-
ferentia'B K mquﬁis eft circumferentize ¥. Sed circum-
ferentia EF eequalis eft ipfi Bc; ergo et B K ipfi BC eft
@qualis, minor majori; quod fieri non poteft. Non igitur
inzqualis eft angulus B c angulo En F: ergo eft 2qua-
lis. Atque eft anguli quidem B G ¢ dimidium angults,
qui ad A; a:guli vero EHF dimidium qui ad p; angulus
igitur qui ad A angulo qui ad D eft @qualis. In e-
qualibus igitur circulis, anguli, qui #qualibus infiftunt
circumferentiis, inter fe eequales funt, five ad centra, five
ad circamferentias infiftant. Q. E. D.

PROP. XXVIII. THEOR.

In equalibus circulis, equales reéle Linee circumferentias

quales auferunt, majorem quidem majori, minorem vero
manori.

Sint quales circuli A Bc, D EF; et in ipfis quales
reéte linez Bc, EF, qua
circumferentias quidem A
B A C, E D F majores aufe-
rant, circumferentias vero
BGC, EHF minores. Di-
co circumferentiam BAC
majorem majori circum- BN___~C E F
ferentiz E D F, ¢t mino- G H
rem circurnferentiam B 6 ¢ minori EHF zqualem effe.
Sumantur enim centra* circulorum'k, 1 ; junganturque
BK, KC, EL, LF. Quoniam circuli zquales funt, erunt
et qua ex centris zquales® ; du= igitur B K, K c funt.
zquales duabus E L, L F ; et bafis B ¢ wqualis eft bafi
EF; ergo angulus B k ¢ angulo ELF eft ¢ ®qualis: -
quales autem anguli qualibus infiftunt circumferentiis,

4 26.hujus,quando ad centra fuerint ¢ ; quare circumferentia B 6 ¢

zqualis eft circumferentie £ 1 F. Sed et totus A B C
circulus toti b E F eft @qualis ; reliqua igitur circum-
: ferentia
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ferentia B A c reliquz Ep F 2qualis erit. Ergoin -
qualibus circulis, quales reétz linez circumferentias
®quales auferunt, majorem quidem majori, minorcm
vero minori. Q. E. ﬁ

PROP. XXIX. THEOR. [XXIX]

In 2qualibus circulis, equales funt reéle linee que cir-
cumferentias eequales fubtendunt.

Sint equales circuli A Bc, D E F; et in ipfis zzquales vide figur.
affumantur circumferentiz Bcc, EH F; et BC, EF Prop. pra-
jungantur. Dico re®tam lineam B¢ reftz E F ®qualem 4t
efle. Sumantur enim centra ©circulorum x, L etei. hujus.
Jjungantur BK, K C, EL, L F. Quoniam igitur circum-
ferentia B 6 c eft &qualis circumferentiz & H F, erit et
angulus B k ¢ angulo e L F @qualisf; et quoniam cir- f 2. hujus.
cult ABc, D EF funt equales, et quze ex centris ®quales
erunt £; du igitur B K, k ¢ funt ®quales duobus E L, * Def. 1.
L F; et zquales angulos continent ; quare bafis Bc,
bafi ep ea bequalis. In squalibus igitur circulis,® 4 primi.
®=quales circumferentias zquales rete linex fubten-
dunt. Q. E. D,

PROP. XXX. PROBL. [XXX.]
Datam circumferentiam bifariam fecare.

Sit data circumferentia A b 8. Oportet A D B circum-
ferentiam bifariam fecare. Junga- D
tur A B, et in c bifariam !fecetur.
A punéto autem c ipfi A B ad retos
angulos ducatur c¢p; et jungan-
tur A D, D B. Quoniam igitur A ¢ ;
eft @qualis ¢ B, communis autem A C B
c¢p; duz Ac, c D duabus Bc, cD ®quales funt; et
angulus A ¢ p ®qualis angulo B c D, rettus enim uter-
que eft: ergo bafis A p, bafi BD eft ¥ eequalis. Aquales* 4. primi.
autem recte linee circumferentias @quales! auferunt,® 28, hujus.
Quare circumferentia A D circumferentiz B D w®qualis
té)rit}3 Pl?a.ta. igitur circumferentia bifariam feta eft.

130. primi.

63 PROP,
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[XXXI.] PROP. XXXI. THEOR.

In cirenlo angulus, qui in femicirculo, re@us ¢ff ; qui vero
in majori fegmento, minor eft re€lo; et qui in wminori,
major reclo: et infuper majoris quidem Jegmenti angulus,
reito major ¢ff, minoris wero fegments angulus, reélo
minor.

~ Sit circulus A B¢ D, cujus diameter B¢, centrum au-

tem E; et jungantur BA, AC, AD, DC.

Dico angulum quidem, qui eft in fe-
micirculo B A ¢, reétum c(}Te 3 qui vero

in fcgmento A Rc, quod majus eft fe-
micirculo, videlicet angulum A B c,
minorem effe refto;; et qui eft in feg-

mento A b ¢, quod minus eft femi-

circulo, hoc eft, angulum A Dbc,

rcéto majorem. Jungatur AE, et BA

ad r producatur. %taque quoniam BE eft equalis

!¢ primi. E A, ent et angulus x A B, angulo EB A ®qualis!. Rur-
fus quoniam A E eft @qualis E ¢, ct angulus A cE an-

gulo cAE mqualis 'ent; totus igitur angulus BAC

eft wqualis duobus A B ¢, A ¢ B angulis. ]%fltl autem et

angulus F A c extra triangulum A B ¢, duobus A B,
=32.primi. A C B 2qualis ® ;.angulus igitur B A c eft zqualis an-
® Def. 10. gulo F A c; ac propterea uterque ipforum reétus .
paimi. éuare in femicirculo B A ¢ angulus BA ¢ reftus eft. Et
quoniam trianguli A B ¢ duo anguli ABc, B Ac duobus

* 17. primi. reétis funt ° minores, retus autem B A c; erit ABC an-
lus recto minor, atque eft in fegmento A B ¢, quod ma-

Jus ett femicirculo. Quod cum 1n circulo quadrilaterum

fit A BcCD, quadrilaterorum vero, qui in circulis defcri-

» 2. hujus. buntur, anguli oppofiti duobus reétis fint Pequales; erunt
ABC, Ancangult ezquales duobusretis,etangulus ABc

minor eft reto, rcliquus igitur A b c reto major erit, at-

que cft in fegmento A D ¢, quod minus eft femicirculo.

Dico preterea majoris fegmenti angulum, qui contine-

tur A B ¢ circumferentid et re&a lined a c, re&o majo-

rem effe ; angulum vero minoris fegmenti, contentum
circumferentid A D ¢ et re& lined A ¢, re¢to minorem,

Quod quidem perfpicue apparet ; quoniam angulus,

qui rectis lineis B A, A C continetur, re@us eft, erit et
contentus A B ¢ circumferentid et recti lined A ¢ recto

major. Rurfus quoniam angulus, contentus reétis linieis

Ca,
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€A, Ar, reCtus eft, erit qui continetur redi lined c a, et
A D ¢ circumferentia, minor reGto. In circulo igitur an-
%ulus, qui in femicirculo, retus eft; qui vero mn majori

egmento, minor eft recto; et qui in minori, major recto:
et infuper majoris quidem fegmenti angulus, recto ma-
Jor eft, minoris vero, re@o minor. Q. E. D.

Cor. Ex hoc manifeftum eft, fi trianguli unus angulus
fit #qualis duobus, eum retum efle; propterca quod
et qui deinceps eft, iifdem eft 2qualis. Quando autem
anguli deinceps funt zquales, neccffario recti funta, 9 Def 1o,

primi,
PROP. XXXII. THEOR. [XXXIL]

Si circulum contingat quadam rcfla linca, a-contallu au-
tem in circulum ducatur refla linea ipfum fecans ; an-
guliy quos ad contingentem facit, cequales erunt iisy, qui
an alternis circuli fcgmentis confiflunt. '

Circulum enim A B c D contingat quedam refta
linea E 7 in B, eta punéto B ad cir-
culum A BcD ducatur reéta linea A
B D ipfum utcunque fecans. Dico
anguros, quos BD cum EF contin-
gente facit, zquales efle iis, qui in
alternis circuli fegmentis confift-
unt; hoc eft, angulum F B D efle
sequalem angulo, qui conflituitur
in D A B fegmento ; angulum vero
D B E ®qualem angulo, qui in fegmento pc B con-
ftituitur. Ducatur enim a punfto B ipfi EF ad re-

&os rangulos B A ; ct in circumferentia B D fumatur * 11, primi.
$1odvis punétum c¢; junganturque A D, D C, C B.

ueniam igitur circulum A B ¢ D contingit quedam
recta linca £ F in pun&to B; et a contactu B ad retos
angulos contingenti duéta eft B A, erit in ipfi B A cen-
trum® A B c D circuli. Quare B A ¢jufdem circuli dia- ¢ 19, hyjus,
meter eft, et angulus A p B in femicirculo eft trectus.« 51 pujus,
Reliqui igitur anguli B A D, AB D uni redto® mquales v 32, primi,
funt. Sed et ABF cft rectus; ergo angulus A BF 2qua-
lis eft angulis B A D, A B D. Communis auferatur
ABD. Reliquus igitur b B F ei, qui in alterno circuli
fegmento confiftit, videlicet angulo B A D, eft wqualis.

Et quoniam in circulo quadrilaterum eft A B ¢ D, et an-
guli ¢jus oppofiti :equzﬂcs ¥funt duobus rectis; erunt iz, hujus.
G 4 DEF,

~
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b B F, D B E anguli angulis B A D, BcD #quales; quos
rum D B F oftenfus eft equalis ipfi BA D. ‘Z%o reliquus

- DBE ipfi DCB, eifcilicet, qui in alterno circuli fegmento

[XXXIIL]

% 23. priml.
Y 11. primi.
% 10, primi.

3 4. primi,

® Cor. 16.
hujus.

¢ 32, hujus.

D cB conftituitur, qualis erit. Si igitur circulum con-
tingat quedam refta linea, a contaétu vero in circu-
um ducatur re&ta linea ipfum fecans; anguli, quos
facit ad contingentem, @quales erunt iis, qui in alter-
nis circuli fegmentis confiftunt. Q. E. D.

PROP. XXXIII. PROBL.

Super datd refld lined deferibere fegmentum circuliy quod

Jufcipiat angulum dato angulo reclilinco @qualem.

Sit data reéta linea A B, datus autem angulus reti-
lineus, qui ad c. Itaque oportet
fuper dati re&a lined A B defcri-
bere fegmentum circuli, quod fuf- /(\
cipiat a;lgulum @qualem angulo,
qui eft ad c. Ad reftam lincam
A B, et ad punétum in ei datum A
A, conftituatur angulus B A D an- D
gulo, &ui eft ad c, zqualis *; et
a puncto A ipfi A D ad reftos angulos ¥ ducatur A E.
Secetur autem A B bifariam # in P; atque a pun&o ¥
ducatur r 6 ad rectos angulos ipfi A B; et 6 B Jungatur.
Quoniam igitur A F eft 2qualis ¥ B, communis autem
FG; duze AF, Fo dusbus BF, F G ®quales funt; et
angulus A F G =qualis angulo B FG. LErgo bafis Ao
bafi ¢ B eft* mqualis. Itaque centro G, intervallo au-
tem 1 @, circulus defcriptus tranfibit etiam per B. De-
{cribatur, et fit A B E; circumferentiz autem A B E re-
&a a 6 produ&ta iterum in E occurrat, jungaturque E B.
Quoniam igitur ab extremitate diametr1 A E, eta puntto
A, ipfi AE ad rectos angulos duéta eft A p; ipfa A D cir-
culum ®contingct. Et quoniam circulum A B E contingit
quaedam reta %inea A D, et a contaCtu qui eft ad A, n
circulum A B & dufta eft recta linea A B; erit angulus
D A B ®qualis® angulo, qui in alterno circuli fegmento
conftituitur, videlicet ipg AEB. Sed anfulus DAB an-
gulo ad ceft ®qualis; ergo et angulusad ¢ angulo AE B
equalis erit. Super datd igitur re@a line4 A B, feg-
mentum cirenli deferiptum eft A E B, fufcipiens angu-
lum A & 8 dato angulo, qui eft ad ¢, zqualem. Q. E. F.

PROP.

I

L =
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PROP. XXXIV. PROBL. xxxivyi
4 dato circulo [[egmentum abfcindere, quod fufcipiat an-
um,

gu dato rethilineo equalem.

Sit datus circulus A B c, datus autem angulus recti-
lineus, qui ad . Oportet a
circulo A B ¢ fegmentum ab- C
fcindere, quod fufcipiat angu-
lum angulo ad p ®qualem.
Ducatur ¢ re&ta linea B F cir-
culum A B cin pun&o B con-
tingens; et ad re&am lineam
BF, et ad punum in el B,
conftituatur angulus ¥Bc angulo, qui eft ad p, &qualis®, ©23. primi,
Quoniam igitur circulum A B ¢ contingit quadam reta
linea & F in B pun&to, et a contadtu B duita eft 8 c, erit
angulus F B ¢ =qualis’ ei, qui in alterno circuli fegmento * 32. hujus,
B A c conflituitur, Sed F B ¢ angulus angulo, qui ad b,
eft zqualis ; ergo et angulus in fegmento B A ¢ angulo
ad p =qualis ent. A dato igitur circulo A B c abfciffum
eft fegmentum quoddam B A ¢, fufcipiens angulum dato
anguFo re&tilineo, qui eft ad b, ®qualem. Q. E. F.

PROP. XXXV. THEOR. [xXxXxv.}

8i in circulo duz refe linee fefe mutuo fecent, reflangu-

“lum, fub fegmentis unius contentum, @quale eft ei, quod
JSub alterius fegmentis conlinetur, reclangulo.

In circulo enim A B ¢ D, duz reétz linee Ac, BD

fefe mutuo in pun&o E fe-
cent. Dico re&angulum, D
contentum fub A E, E c, -
quale efle ei, quod fub DE,
E B continetur, Si Ac, BD
per centrum tranfeant, ita B Y
B C

ut B fit centrum A BCD

circuli; manifefftum eft, e-

qualibus exiftentibus A E, E c, D B, E B, et re&tangulum
contentum fub A B, Ec zquale eflfe ei, quod fub b E,

E B continetur. Si A ¢, D B non tranfeant per centrum,
fumatur centrum circuli A Bcp, quod fit F; et ab Fad
retas lineas A c, D B perpendiculares ducantur F 6, FH:
junganturque F B, FC, FE. Quoniam igitur reéta
quedam linea @ F, per centrum dua, reGam lineam

quandam

¢ 17. hujus,
D
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¢ 3. hujus,

* 5. fecundi.

¥ 43, primi.
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quandam A ¢, non du&tam per centrum, ad re&tos an-
ulos fecat, et bifariam ip-
im fecabit¢; quare A G
ipi ¢ c eft mqualis. Et
Etlleoniam refta linea A c fe-
eft in partes ®quales in
pun&o G, et in partcs inz- B
quales in E; erit reftangu-
lum f{ub AR, EC contentum,
una cum ipfius E G quadrato®, wquale quadrato ex Gc;
commune addatur ex ¢ F quadratum. Ergo re&angu-
lum fub A E, Ec, una cum iis, quz ex E G, G F, qua-
dratis, zquale eft quadratis ex c G, 6 F; fed quadratis,
Uz ex E G, G F, ®quale’ eft quadratum ex FE: qua-
ratis vero ex c G, G F ®quale eft!, quod ex Fc fit, qua-
dratum. Re&angulum igitur fub A E, Ec, una cum
quadrato ex F E, zquale eft quadrato ex Fc. Eft au-
tem cF #qualis FB; ergo re@angulum fub A E, EC,
ung cum quadrato ex E F, zquale eft ei, quod ex F B
fit, quadrato. Ef&dem ratione et reftangulum fub pE,
E B, una cum quadrato ex F E, ®quale eft quadrato ex
F B. Oftenfum autem eft et re&tangulum fub A E, Ec,
una cum quadrato ex FE, ®quale ¢i, quod fit ex F B,
quadrato. Ergo re&tangulum fub A E, E ¢, una cum
quadrato ex F E, ®quale eft reftangulo fub p E, EB,
una cum quadrato e¢x F E; commune auferatur ex FE
quadratum ; reliquum igitur retangulum fub A E, E c,
re]iquo fubpDE,EB re&an%-lﬂo @quale erit. Quare fi
in circulo duz reéte linew fefe mutuo fecent, reGangu-
lum, fub fegmentis unius contentum, @quale eft ¢i, quod
fub alterius fegmentis continetur. Q. 33 D.

PROP. XXXVI. THEOR.

Si extra circulum aliqguod punlum fumatur, et ab eoin

circulum cadant duce refie linee, quarum altera quidem

circulum ficet, altera vero contingat; reCtangulum, quod

Jub totd fecante, et exterius affumptd inter punélum ct

convexam circumferentiam, continetur, @quale erit ci,

quod a contingente fit, quadrato.

Extra circulum enim A B ¢ fumatur aliquod punétum
D, et ab co ad di®tum circulum cadant duz reétz linez
DCA, DB; et Dc A quidem circulum A B ¢ fecet; DB

vero contingat. Dico re€tangulum fub A b, p ¢ qua-
' dratoe
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drato, quod fit ex » B, ®quale effe. Namgque b ¢ A vel
tranfit per centrum, D D

vel non tranfit. Pri-
mum tranfeat pA per ‘ )
centrum circuli A B ¢,
quod fit E; et EB jun- B
gatur.  Erit angulus
EB D reGus*; itaque k 18, hufus,
quoniam re@a linea
Acbifariam fe@a eft in A
A

E, et ipfi adjicitur c b,
reCtangulum fub A p, b c una cum quadrato ex Ec,
@quale! erit ei, quod fit ex B D, quadrato; ®qualis’é.fecundi.
autem eft cE ipfi E B; ergo reCtangulum fub a b,
D ¢ una cum quadrato, quo% ex E B, zquale eft qua-
drato ex E p; fed quadratum ex E D eft zquale qua-
dratis ™ipfarum e B, B D; re@us enim angulus eft ™47.primi.
EBD. Re&angulum igitur fub A Db, D¢, una cum
quadrato ex E B, zquale eft ipfarum £ B, B p quadra-
t13; commune auferatur quadratum, quod ex EB; crgo
reliquum fub A b, p'c re®angulum quadrato, quod
fit a contingente D B, ®quale erit. Secundo D ¢ A non
tranfeat per centrum A B c circuli: fumaturque® cen-* 1. hujus.
trum E, et ad A ¢ perpendicularis agatur EF, et jun-
antur E B, E C, E D. Rectus igitur eft eF p angulus.
Et quoniam re&a linea quzdam EF per centrum ducta,
re€tam lineam quandam A ¢, non du@am per centrum,
ad rectos anfn?os fecat, et bifariam ipfam fecabit °;° 3. hujus.
¢ AFipfi Fceft ®qualis. Rurfus quoniam re&a
hnea ac bi&riam feta eft in F, atque ipfi adjicitur cp,
erit re@tangulum fub A D, D C, una cum quadrato ex
F C, ®quale ! quadrato quod ex F D; commune appona-
tur quod ex FE quadratum; reGangulum igitur fub
A D, D C una cum quadratis ex F c, F E eft zquale qua-
dratis ex DF, FE. Sed quadratis quidem ex DF, FE
zqualc eft ®ex D E quadratum ; etenim rectus eft an-
gl(bus EF D: quadratis vero ex cF, FE ®quale eft
= quadratum ex c . Ergo reGtangulum fub A p, D c,
una cum q]uadrato quod ex cE, eft ®quale quadrato ex
E D; zqualis autem eft cE ipfi £ B; retangulum igitur”
fub A D, D, una cum quadrato ex E B, 2quale eft ex
E D quadrato. Sed f}ua rato ex E D @zqualia funt qua-
drata ®ex E B, B D ; fiquidem re€us eft angulus E E? D.
rgo



92

[XXXVIL]

P 17, hujus. Ducatur enim rea linea D E P con-

. que re&tangulum fub A b, pc zquale
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Ergo re@tangulum fub A D, D ¢, una cum quadrato ex
E B zquale eft eis, quz ex E B, B D fiunt, quadratis ;
commune auferatur quadratum ex B B ; reliquum igi-
tur fub A D, pc re@tangulum quadrato, qued fit ex b B,
sequale erit. Si igitur extra circulum aliquod punétum
fumatur, &c. Q. E. D.

Cor. 1.*® (Clavii) Ex hic Propofitione xxxvi. mani-
feftum eft, fi a pun&to quovis extra circulum plures li-
nez re&e, circulum fecantes, ducantur; rectangula,
comprehenfa fub totis lineis et partibus exterioribus,
inter fe efle eequalia.

Cor. 2. * (Clavii) Conflat etiam duas reas, ab eo-
dem punéto duttas, que circulum contingant, inter fe
efle zquales.

Cor. 3. * (Clavii) Perfpicuum quoque eft, ab eodem
pun&to duas tantum re duci pofle, que circulum
contingant.

PROP. XXXVII. THEOR.

S:i extra circulum fumatur aliqguod punttum, at?ue ab eo
in circulum cadant due re€le lineee, quarum altera qui-
dem circulum fecet, altera vero incidat : fit autem, quod
Jub totd fecante, et exterius affumpta inter punélum et con-
vexam circumferentiam, continetur, re€langulum zquale
¢i, quod ab incidente fit, quadrato ; incidens linea cir-
culum continget.

Extra circulum enim A Bc fumatur aliquod pun&um b,

' atg{ue ab ipfo in circulum cadant duz D

re¢te linez Dca, DB; DcA quidem
circulum fecet, D B vero incidat: fit-

?uadrato, quod fit ex o B. Dico ip-
am D B circulum A BcC contingere.

tingens circulum A B c; et fumatur
circuli A Bc centrum, quod fit 5 ; jun-
ganturque FE, FB, FD; ergoangulus

4 18, hujus. F E D rectus eftd. Et quoniam b E cir-

culum A Bc contingit,fecat autem bca; A

* Ex ante- re&angulum fub A p, pC quale erit’ quadrato ex pE;

cedente,

fed reCtangulum fub 4 p, D ¢ ponitur ®quale quadrato
ex

- .
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ex D B; quadratum igitur, qlv.ilod ex D E, quadrato ex DB
wquale erit ; ac propterea linea D E erit ipfi D B 2qua-
lis; et autem et PE 2zqualis F B. Due igitur DE, EF
duabus D B, B F 2quales funt; et bafis communis Fp ;
angulus igitur D E F eft zqualis angulo p B F; reus
autem eft b E F, ergo et D BF eft reftus; atqueeft FB
produ&ta diameter. Que vero ab extremitate diametri

circuli ad retos angulos ducitur, * circulum contingit 5+ Cor. 16.
ergo p B circulum 4 B ¢ contingat neceffe eft. Si igitur hujus.

extra circulum fumatur aliquod punétum, &ec. Q. E. D.

Cor. 1.* (Clavii) Si duz reftz zquales ex puncto
quopiam extra circulum in peripheriam incidant ; earum
autem una circulum contingat ; et altera eundem con-
tinget.

Cor. 2. % Si a pun&o quopiam D extra circulum due
re&e ducantur, D B, D E, circulum D
in pun&is B, B contingentes ; relta
B E, contalus jungens, peripheriam
Integram in partes ina:guales B CE,

B A E dividit; quarum minor eft BCE, B
que angulum B D E convexa refpicit;
major B A E, que cava angulo ob- &
verfa eft.

Circuli B A & fumatur centrum F.
Jun&a r b peripheriz in punétis A, c
occurrat. Jungantur F B, FE. Prop- A
ter angulum F B D re€tum, angulus B ¥ b re®o minor
erit. Duo autem BF D, B F A fimul duobus reétis funt
zquales. Angulus igitur BFA re®o major. Multo
- major igitur quam BFcC. Arcus igitur BA arcu Bc
major. Simili modo oftendetur arcus E A arcu Ec
major. Totus igitur B A E, ex duobus B A, E A com-
pofitus, toto B CE major, ex duobus s ¢, Ec compofito.

Cor. 3. * Si a pun&is duobus extra circulum, diftan-
tiis zqualibus a centro remotis, re&te ducantur, circu-
lum contingentes ; arcus, contingentibus intercepti, =-
quales erunt, convexus convexo, cavus cavo.

Extra circulum A ¢ B, cujus centrum F, fint pun&a
D, E, diftantiis equalibus a centro ¥ remota. A pun-
&o » ducantur D A, DB, que in pundis A, B; et

' a punélo
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a pun&o E ducantur EG, EH, que in punélis G, H, cir-
culi‘um contingant. Junéte autem
F D, F E, peripheriz circuli, qui
rte convexa refpicit pun&a b, E,
mn punétis K, L occurrant. Dico
arcus A K B, A CB arcubus G L H,
G CH =quales: convexum A KB
convexo G L H; cavum A C B, €avo
G c H. Jungantur enim Fa, FG.
Anguli FAD, FoE funt redti.
Sedre&t= FA, vDreflisFg, FE,
fingule fingulis, =quales. Quare
in triangulis D A F, EG F latus
D A, lateri G ®qualet. Latera igitur D F, F A la-
teribus E F, F G, fingula fingulis, #qualia ; et bafis D A
bafi E G ®qualis. Quare angulus D F A angulo EF 6
equalis*. Arcus igitur A K arcui G L aaquafi‘sl. Simili
modo oftendetur arcus B K ®qualis arcui H L. Totus
igitur A x B, ex duobus A K, B K compofitus, 2qualis
toti G L H, ex duobus G L, H L compofito. Arcus au-
tem AK B, AcB fimul integram circuli peripheriam
complent ; quam fimiliter complent 6L H, G cH.
Duo igitur A K B, A ¢ B, fimul fumpti, duobus G L H,
G c H, fimul fumptis, ®quales funt. Ablatifque A k B,
6 L H zqualibus, relinquentur AcB, G cH inter fe
#quales. Q. E. D.

Cor. 4. * Si a pun&is duobus extra circulum, diftan-
tiis inzqualibus a centro remotis, re&tz ducantur cir-
culum contingentes ; arcus inzquales intercipient ; et
convexum minorem, majorem Vero cavum, ¢ue a pun-
&o propiore ductz fuerint.

Extra circulum AcB, cujus centrum fit F, fint punéta
duo b, E, diftantiis inequalibus a
centro remota, Hoc eft, junéte
F D, F E inzquales fint. Inzqua-
lium autem altera major erit. ~ Sit
¥ D major. Ducantur a punéto o
duz re&=z b a, D B, que in pun-
&is A, B, a pun&o autem E, duz
E G, E H, que in pun&is G, H cir-
culum contingant. Re&z autem
FD, FE circuli peripherie, qui

¢ punéta D, E convexa refpicit,
in pundtis K, L occurrant. Dico ar-
Cus AK B, G L H, necnon AC B,
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G ¢ H effe inzquales, et arcum G L H arcu A K B mino-
rem, arcum autem G CH arcu A C B majorem. Jun-
gantur enim FA, FG; gropter angulum ad A reGum,
quadratum ex F D duobus quadratis ex F A, AD eft
zquale ¥. Similiter propter angulum ad @ rectum,v47. primi.
quadratum ex F E duobus ex F 6, 6 E eft ®quale. Sed
quadratum ex F E minus erit quadrato ex F p, propter
reGam F E reftd F p* minorem. Duo igitur ex F G, = ex hyp.
¢ E duobus ex F A, A D funt minora. Auferantur -
qualia ex re&tis @qualibus F 6, F A ; jam reliquum ex
E G quadratum reliquo ex D A minus erit. Reéta igitur
E G re&th p A minor. In A D igitur a pun&o A capia-
tur A M illi E 6 &qualis. Minor erit A M quam A D, et
pun&um M duobus A, D neceffario interjacebit. Qua-
propter, fi jungatur P M, angulus AF M angulo A FD mi-
nor erit. Sed in triangulis F A M, F G E, propter latera
F A, A M, lateribus F G, G E, fingula fingulis, 2qualia, et
angulos ad A, G ®quales (etenim uterque reétus), an-

uli AF M, EFG erunt inter fe @quales’. Angulusr 4. primi,
igitur 6 F E angulo A F p minor. Quare et arcus ¢ L
arcu A K minor. Simili modo oftendetur arcus n L
arcu B K minor. Totus igitur 6 L H toto A K B minor.
Et qui reliquus fuerit ex integri circuli peripheria, ab-
lato 6 L H, major eo, qui reliquus fuerit, ablato A x B.
Arcus nempe G C H arcu A C B major. Q. E. D,

Cor. 5.* Refta, quz centrum circuli et contingen-
tium occurfum jungit, arcum contingentibus intercep-
tum, necnon re&am contatus jungentem, bifariam di-
vidit.

Cor. 6. * ReQta, quae arcum circuli, duabus contin-
gentibus interceptum, in medio ipfius punéto contingit,
re€te, quz contingentium primo pofitarum contaltus
Jjungit, parallela eft.
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DEFINITIONES.

DeriniTIO L.

FIGURA redtilinea in figurd recti-
lined defcribi dicitur, quando unuf-
quifque figure defcriptz angulus u-
numgquodque latus ejus, in qua deferi-
bitur, contingit.

Figura fimiliter circa figuram defcribi dicitur, quando
unumquodque latus defcripte, unumquemque angulum
¢jus, circa quam defcribitur, contingit.

III.

Figura reftilinea in circulo defcribi
dicitur, quando unufquifque defcriptz
figure angulus circuli circumferentiam
contingit, :

Iv.

Figura re&ilinea circa circulum de-
feribi dicitur, quando unumgquodque
latus defeript circuli circumferentiam
contingit,

. " ' MV.
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Circulus fimiliter in figura re&ilined deferibi dicitur,
quando circuli circumferentia unumquodque latus ejus,
in qui defcribitur, contingit,

VI.

Circulus circa figuram redilineam deferibi dicitur,
quando circuli circumferentia unumquemque angulum
¢jus, circa quam defcribitur, contingit.

VII.

Re@a linea in circulo aptari dicitur, quando €jus ex-

trema in circuli circumferenti fuerint,

PROPOSITIO 1. PROBLEMA.
In dato circulo, date refle linee, que diametro cjus ma-
jor non fit, wqualem rettam lincam aptare.

Sit datus circulus A B ¢, data autem reda linea, non .
major circuli diametro, b, O-
ortet in circulo A B c relta
Eneze p @qualem rectam li-
neam aptare. Ducatur circuli
aBc diameter Bc. Si quidem
}gitur B c fit ®xqualis 1pf b,
actum jam erit quod propone-

S )

aptataeft BC reéte linee D ®qualis. Sin minus, ma-
jor eft Bc quam D; ponatur igitur *ipfi D =qualis CE;
et centro quidem c, intervallo autem c E, circulus de-
feribatur AEF, qui circulo A B¢ in A occurrat; et cA
jungatur. Itaque quoniam pun&um c centrum eft AEF
circuli; erit ca ipfi ¢k mqualis; fed p eft equalis cE.
Ergo et p ipfi A ¢ zqualis erit. In dato igitur circulo
A B ¢ date rete linex D, non majori circuli diametro,
®qualis aptataeft ac. Q. E. F.

PROP. II. PROBL.
In circulo dato, dato triangulo @quiangulum triangulum
deferibere.
Sit datus circulus A'B ¢, datum autem triangulum
pEF. Oportet in A Bc circulo defcribere triangulum
triangulo D E P =quiangulum. Ducatur refta linea

® 17 tertii. GAH contingens ® circulum A B ¢ in punflo 4 ; etad

re&am lincam 4 H, et ad punétumin €i a, angulo DEP
zqualis
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wqualis ¢ angulus conftituatur mA c. Rurfus ad reStam © 23. primi.
lineam A G, et ad pun&um in
ipfa A, angulo D F E ®qualis A
< conflituatur angulus gAB; D
et Bc jungatur. Quoniam
igitur circulum A B¢ contin- / 5
git quedam reta HAG; a § T
conta&tu autem in circulum b C
duQaeft Ac; erit HA C an-
lus 2qualis 4 ei, qui in alterno circuli fegmento con- ¢ 32. tertii.
ftit, videlicet ipfi ABc; fed H A ¢ angulus @qualis eft -
angulo D B F, ergo et angulus A B cangulo DEF eft
wqualis. Eidem ratione et angulus A ¢ B eft ®qualis
angulo pr E. Reliquus igitur B A ¢ angulus reliquo
-E D P ®qualis °erit. Ergo triangulum A B c trangulo® 2. Cor.
DEF eft ®quiangulum, et defcriptum eft in circulo 32 primi.
ABc. In dato igitur circulo dato triangulo @quian-
gulum triangulum defcriptum eft. Q. E. F.

PROP. III. PROBL. [I1.]

Circa datum circulum triangulo dato wquiangulum tri-
angulum defcribere. .

Sit datus circulus A B ¢, datum autem triangulum
DEP. . Oportet circa circulum A B ¢ defcribere trian-
gulum triangulo p E P ®quiangulum. Protrahatur £ ¢
ex utrique parte ad pun&a H, G, et fumatur circuli
A BC centrum K ; et refta linea X B utcunque ducatur:

L

»

eonflituaturque ad reétam lineam k B, et ad pun&um
in e K, angulo quidem D E G ®qualis’, angulus BK A, ¢33, primi.
-angulo autem D rFH ®qualis, fangulus Bx c; et per
A, B, ¢ pun&ta ducantur reéte lineee LAM, MBN, NCL
circulum A B ¢ contingentes. Jam cum re&tz A K, BK

H 32 : apgulo
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L
D

M B N

angulo A Kk B fibi invicem inclinantur, angulo D E @ -
quali, dire¢ta non eft lipea A k B8, Relta igitur A ,
N B, que circulum in pun&is A, B, contingunt, ex dia-
metro non oppofitis, non erunt inter fe parallele®.
Re&te igitur A M, N B fibi mutuo occurrent. Occur-
rant in pun&to M. Similiter propter angulum Bk C
angulo D FH ®qualem!® direta non eft linea c K B.
Recte igitur M B, N ¢ fibi mutuo occurrent. Occur-
rant in punfto N. Quoniam ret® M A, MBN, NC
circulum A B c in punéis A, B, ¢ contingunt, a centro
autem K ad pundta a, B, c ducuntur refte KA, KB,
K c; erunt anguli ad pun@a a, B, c re@i. In quadri-
latero igitur A M B K, cujus anguli quatuor quatuor
rectis funt 2quales (per Theorema primum eorum, quce
Prop. 32. Lib. i. fugjunxit Keillius) cum duo k A M,
KBM fint rei; erunt reliqui duo A x B, A M B duobus
reftis ®equdles. Duo autem D R G, D E F fimul fumpti
wequales funt duobus re@is. Duo igitur ARB, AMB
fimul fumpti duobus D £ G, DEF funt 2quales. Horum
autem A K B ipfi D E G eft equalis. Quare et reliquus
AM E reliquo b E F ®qualis erit. Similiter oftendetus
angulus ¢ N B angulo D FE @qualis. Duo igitur A M B,
c N M fimul fumpti duobus D e F, D F B fimul fumptis
funt ®quales. Duo autem DEF, D F E duobus reis
funt minores*. Duo igitur A M B, ¢ N B duobus rettis
funt minores. Re& igitur M 4, N ¢ produétz inten
fe convenient!. Conveniant in pun&o L. Triangulum
igitur cft figura L M N, et propter angulos duos L M N,
L N M duobus p EF, D F E 2quales (id enim oftenfum)
reliquus ML N reliquo £ p F zqualis eft. Aquiangulum
igitur cft triangulum L M N triangulo D E F, et circulo
ABc circumfcriptum eft. Q. E., F,

PROP,
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PROP. 1V. PROBL. [Iv.]
In dato triangulo circulum deferibere.

Sit datum triangulum A B c. Oportet in triangulo .
- ABc circulum defcribere. Secentur® *® 9. primi.
anguli A B¢, B c A bifariam retis li-
neis B D, C D, qua conveniant inter
fe in p punto; et a pun&to D ad re-
&tas lineas A B, B C, c A perpendicu-
lares ® ducantur DE, D F, DG. Quo-
niam angulus E B D eft zqualis angulo
FBD, eft autem et retus B E D
reto B F D ®qualis; duo triangula
EBD, DBF duos angulos duobus
angulis zquales habent, et unum
latus uni lateri quale ; utrique fcilicet commune B D,
quod uni @qualium angulorum fubtenditur. Ergo et
reliqua latera reliquis lateribus @qualia °habebunt, at- ¢ 26. primi.
que erit D E ®qualis p F. Et eidem ratione p 6 -
qualis D F. Ergo et DE ipfi DG eft eequalis. ~Tres
igitur re&te line® » B, D F, D G inter fe @quales funt;
quare centro D, intervallo autem unius ipfarum b E,
DF, DG, circulus defcriptus etiam per reliqua tranfibit
pun&la; et reQas lineas A B, B, C A continget; prop-
terea quod reéti funt ad E, ¥, 6 anguli. Si enim ipfas
fecet, quz ab extremitate diametri circuli ad re&tos an-
5\;105 ucitur, intra circulum cadet, quod eft abfur-

um?. Non igitur centro D, intervallo autem unius® 16. tertii.
ipfarum pE, DF, D G, circulus defcriptus fecabit rectas
lineas A B, B C, C A, quare ipfas continget ; atque erit
circulus defcriptus in triangulo A B c. In dato igitur
triangulo A B c circulus E F @ defcriptus eft. Q. E. F.

PROP. V. PROBL. Vi
Circa datum triangulum circulum deferibere.
Sit datum triangulum A Bc, Oportet circa datum
triangulum A B ¢ circulum defcribere. Secentur A B,
A c bifariam ? in D, E punélis; et a pundis D, E ipfist to. primi.
AB, aAc ad re&tos angulos *ducantur D F, EF, quer 1. primi,
quidem vel intra triangulum A B ¢ convenient, vel in .
reci lined B c, vel extraipfam. Conveniant primo in-
tra triangulum in punéto P; et BF, FC, F A jungantur.
Quoniam igitur A D eft @qualis p-B, communis autem,
H 3 et

® 12, primi,
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A

et ad reCtos angulos, D F; erit bafis AF bafi B -
qualis®. Similiter oftendetur et ¢ F qualis F A. Ergo
et BF eft wqualis Fc. Tres igitur Fa, PB, FC
inter fe 2quales funt. Quare centro F, intervallo au-
tem unius ipfarum F A, F B, P ¢, circulus defcriptus
etiam per reliqua pun&a tranfibit; atque erit circulus
deferiptus circa triangulum A Bc. Secundo, DF, EF
conveniant in reci linea Bc, in pun&to F, ut in fe-
cundi figurd; et A F jungatur, Similiter demonftra-
bimus punétum F centrum efle circuli circa triangu-
lum A B ¢ deferipti. Poftremo p ¥, E F conveniant
extra triangulum A B ¢ rurfus in F punéto, ut in tertia
figurd; et jungantur AF, FB, FC. Et quoniam rurfus
A D eft zqualis D B, communis autem, et ad rectos an-
gulos, DF; bafis AF bafi Fg @qualis erit. Similiter de-
monfitrabimus et cF ipfi FA qualem effe. Quare ct
BF eft ®qualis Fe.  Rurfus igitur centro F, intervallo
autem unius ipfarum F A, F B, F ¢, circulus defcriptus
et Fer reliqua tranfibit pun&a; atque erit circa trian-
gulum

\ A Bc deferiptus. Circa datum igitur triangulum
circulus defcriptus eft. Q. E. F.

Cor. Si triangulum fit re&angulum, centrum circuli
cadet in latus, angulo refto oppofitum.  8i acutangu-

lum, cadet centrum intra triangulum;; fi obtufangulum,
cadet extra’,

PROP. VI. PROBL.
In dato circulo quadratum deferibere.

Sit datus circulus A Bcp. Oportet in AR CD cir-
culo quadratum defcribere. Ducantur circuli A B¢ b
diametri ad refos angulos inter fe Ac, B D} et A B,
BC, CD, D A jungantur. Quoniam igitur B E eft -
qualis £ p, etenim centrum et E, communis autem, et

ad
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ad re@os angules, E A ; erit bafis B A ®qualis® bafi A p. ® 4. primi.

Et eddem ratione utraque ipfarum
BC, CD utrique B A, AD eft qua-
lis; squilaterum igitur eft ABCD
quadrilaterum. Dico et re¢tangulum
effe. Quoniam enim reéta linea B »
diameter et A Bc D circuli, eritBAD
femicirculus; quare angulus BA D
reGus ” eft. Et eddem ratione unui-
uifque ipforum ABC, BCD, cDA eft retus. Re-
gulum igitur eft A B cD quadrilaterum. Oftenfum
autem eft et mquilaterum efle. Ergo quadratum ne-
ceffario erit, et %efcriptum eft in circulo ABcD., In
dato igitur A BcD circulo quadratum ABcD deferiptum
eft. Q. E. F.

PROP. VII. PROBL.
Circa datum circulum quadratum defcribere.

Sit datus circulus A Bcp. Oportet circa A BcD
circulum quadratum defcribere. Du- A
cantur circuli A Bcp duz diametri
AC, B D ad reftos inter fe angu-
los, et per Fun&a A, B, C, D du- E
cantur circulum A B cD contingen-
tes* FG, GH, HK, K Ff. Quo-
niam igitur F 6 contingit circulum
A B C D, a centro autem E ad conta-

H C K

¥ 31. tertii.

(viL]

X 37. tertii.

&utp, ui eft ad A, ducitur £ A; erunt anguli ad A7 8. tenii.

rect. em ratione, et anguli ad pun&a &, ¢, b,
redi funt. Et quoniam angulus A BB reCtus eft, eft

autem et reftus EBG; erit G H ipfi A c parallelaz. Ei- 1 8, primi,

dem ratione, et A c parallela eft F k. Similiter demon-
ftrabimus et utramque ipfarum G F, H x ipfi BE D pa-
rallelam efle. Quare et G F eft parallela 1 k. Paral-
lelogramma igitur funt 6K, 6C, AKX, FB, BK, ac

propterea G F quidem eft * ®qualis H K ; ¢ H vero ipfi* 34. primi.

FK. Et ?uomam Ac zqualiseft Bp; fed ac quidem
utrique ipfarum G i, FK eft * ®qualis; B D vero ®qua-
lis utrique 6 F, H K; et utraque G H, F K utrique G F,
H K ®qualis crit. ZEquilaterum igitur eft F 6 H K qua-
drilaterum. Dico et re&tangulum efle. Quoniam enim
parallelogrammum eft 6 B E A, atque eft re¢tus A EB
angulus, et ipfe A G B re&tus erit, Similiter demon-

H4 firabimus
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ftrabimus angulos etiam ad pun&a =, x, F, reGtos effe.
Reftangulum igitur eft quadrilaterum e x. De-
monftratum autem eft et equilaterum. Ergo quadratum
fit necefle eft, et defcriptum eft circa circulum A B ¢ D.

girca datum igitur circulum quadratum defcriptum eft.

PROP. VIII. PROBL.
In dato quadrato circulum defcribere.

Sit datum quadratum A Bc p. Oportet in quadrato
A Bc D circulum defcribere. Secetur .

utraque ipfarum A B, A D, bifariam r~=1
bin puntis F, E. Et per £ quidem \
alterutri ipfarum A B, ¢ D parallela G

¢ducatur Eu: per F vero ducatur F
F K parallela ¢alterutri A o, B c. Pa- \ f
rallelogrammum igitur eft unum- |

quodque ipforum AK, KB,AH, up, B H €
AG, GC, BG, GD ; et latera ipforum, quz ex oppofito,
funt zqualia¢. Et quoniam p A eft ®qualis AB; et
H)ﬁus quidem A p dimidium eft A g, ipfius vero A B
imidium A F; erit AEipfi A F ®qualis; quare et op-
pofita latera =qualia funt. Ergo Fc eft ®zqualis 6 E.
Similiter demonftrabimus et utramque ipfarum 6 n,
G K utrique F G, G B aat}ualem efle. Quatuor igitur
GE, GF, G H, G K inter {e funt 2quales. Itaque e¢cn-,
tro quidem g, intervallo autem unius ipfarum GE, GF,
G H, G K, circulus defcriptus etiam per reliqua tranf-
ibit pun&a; et retas lineas A B, Bc, C D, D A contin-
get, propterea quod anguli ad E, F, 1, K redi funt.
Si enim circulus fecabit rectas lineas A B, B¢, € D, Da,
uz ab extremitate diametri circuli ad rectos angulos
ucitur, intra circulum cadet; quod °eft abfurdum.
Non igitur centro quidem g, intervallo autem unius
ipfarum 6 B, G F, G H, G K, circulus defcriptus retas
lineas A B, BC, cD, D A fecabit. Quare ipfas necel-
fario continget; atque erit defcriptus in quadrato ABRCD.
In dato igitur quadrato circulus gefcriptus eft. Q E. F,

PROP.
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Circa datum quadratum circulum defcribere.

Sit datum quadratum aBcD. Oportet circa ABCD
quadratum circulum defcribere. Jun-
gantur Ac, B D, qua fe invicem in
punéto E fecent. Et quoniam D A
eft 2qualis A B, communis auytem
Ac; due DA, Ac duabus Ba, AC
2quales funt; et bafis p ¢ 2qualis
bafi c. Angulusigitur pac angulo 3 C
BAC ®qualis’. Angulus igitur DAB 18, primi.
bifariam fectus eft reti lined A c. Similiter demon-
firabimus unumquemgque angulorum ABC, BCD, CDA
reftis lineis A ¢, p B bifariam fe®tum efle. Quoniam
igitur angulus D A B angulo A B c eft 2qualis, atque eft
anguli quidem D A B dimidium angulus E A B, anguli
vero A B¢ dimidium EB A; et EA B angulus angulo.

EB A =qualis erit. Quare et latus E A lateri E B eft
s equale. Similiter demonftrabimus et utramque re- s 6. primi.
&arum linearum E ¢, E D utrique E B, EA ®qualem
efle. Ergo quatuor rectz linee EA, EB, EC, ED in-
ter fe funt zquales. Centro igitur E, intervallo autem
unius ipfarum E A, E B, EC, E D, circulus defcriptus
etiam per reliqua puné&ta tranfibit; atque erit defcriptus
circa A B ¢ » quadratum. Defcribatur ut A Bcp. Circa
datum igitur quadratum circulus defcriptus eft. Q. E. F.

PROP. X. PROBL. [x]
Ifofceles triangulum conflituere, babens utrumque angu-
lorum, qui funt ad bafim, duplum reliqus.

Exponatur re&a ‘quaedam linea A B, et fecetur in ¢ T
punclo, ita ut reGtangulum conten-
tum fub A B, Bc zquale *fit ei quod " 1. fecun-
ex ca defcribitur quadrato; et cen- di.
tro quidem A, intervallo autem a B,
circulus defcribatur B D E ; aptetur-
que in B D E circulo recta linea B D
=zqualis ! ipfi A ¢, qua non eft major
diametro circuli 8 D E.  Jun&ique
DA, dico faétum efle, quod fieri opor-
tebat. Conflitutum eft enim trian- b ’
gulum ifofceles B A D, habens utrumque angulorum,
qui funt ad bafim 8 0, duplum reliqui B ap. Jungatur
enim D C, et circa AD ¢ triangulum ¥ circulus A C Dx ¢ pyjus,

' deferibatur,

I 1. hujus,
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defcribatur,  Ttaque quoniam re@tangulum A BcC -
quale eft quadrato, quod fit cx AC;
aqualis autem eft ac ipfi B p; crit

" fub A B, B ¢ re@tangulum quadrato

1 37. tertii.

™ 33, tertii.
® 32.primi.

° 5. primi.

P 6. primi.

x1]

4 10. hujus.
2, hyjus,

ex B D wxquale. Et quoniam extra
circulum acp fumptum eft aliquod
un&tum B, et a pun¢to B in circu-
um A ¢ b cadunt due recte lince

B C A, B D, quarum altera quidem /
fccat,altera vero incidit; atqueeft re-
Qangulum fub A B, B¢ ®quale qua- BD

drato ex B D: rectalinea B p circulum Acp! continget.
Quoniam igitur B D contingit, et a conta&tu ad p ducta
eft b c; erit BD cangulus 2qualis™ ei, qui in alterno cir-
culi fegmento conftituitur, videlicctangulo b A ¢. Quod
cum angulus BD ¢ ®qualis fit ipfi b A ¢, communis ap-
ponatur CD A ; totus igitur B D A eft 22qualis duobus au-
gulis cp A, DAc. Sedipfis cD A, D acCexteriorangulus
B CD eft " ®qualis. Frgo et B DA @qualis eft ipfi BC b,
Sed B D A angulus eft® =qualis angulo-c 8 b, quoniam
et latus A p lateri A B eft 2quale. Ergo et pBA ipfi
B'CD =qualis erit. Tres igitur ang\ﬂi BDA, DBA,
BCD inter fe ®quales funt. Et quoniam angulus DB c
zqualis eft angulo Bcp, et Jatus B p later1 pDc efl?
®quale ; fed B b ponitur zqualis ipfi cA. Ergoet ca
eft ®qualis ¢ D ; quare et angulus ¢ D A ®qualis eft an-
gulo pac. Anguliigitur ¢p A, D ac fimul fumpti ip-
fius anguli D A ¢ duplices funt. Eit autem et B¢ b an-
gulus angulis ¢p A, D Ac 2qualis; ergo et B¢ D duplex
eft ipfius Dac. Sed BcDp cft wyualis alterutri ipforum
BDA, DBA; quare et uterque BDA, DBaA ipfius
D A B eft duplex. Ifofceles igitur triangulumn conftitu-
tum eft A D B, habens utrumque corum angulorum, quj
funt ad bafim, duplum reliqui. Q. E. F.

PROP. XI. PROBL.
In dato circulo pentagonum aquilaterum et aquiangulum
defcribere.

Sit datus circulus ABcDE. Oportet in ABCDE
circulo pentagonum zquilaterum et zquiangulum de-
fcribere. Exponatur triangulum iofceles F 6 1, habens
utrumque eorum, qui funt ad bafim ¢ n, angulorum,
duplum ?anguli, qui eft ad ¥ ; et defcribatur 1 circulo
ABCDE triangulo FGH @quiangulum * triangulum

ACD,
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AcD; ita ut angulo quidem, qui eft ad ¢, 2qualis fit
angulus c AD; utrique vero
ipforum, qui ad G, n, fit
®qualis uterque AcD, CDA. ¢
Et uterque igitur AcD, CDA
anguli cap eft duplus. Se-
cetur uterque ipforum Acp,
cD A bifariam * re&is lineis H
CE,DB; et AB, BC, DE, ¢
EA jungantur. Queniam igitur uterque ipforum A ¢ o,
c D A duplus eft ipfius cap, et fecti funt bifariam
reftis lineis ¢ E, D B, quinque anguli pAc, ACE,
ECD,CDB,BDA interqfe funt quales. ZAEquales au-
tem anguli in aqualibus circumferentiis infiftunt® ;¢ 6. tenii.
quinque igitur circumferentiz AB, BC, CD, DE, E A
zquales funt inter fe. Sed =quales circumferentias
vzquales re&z linez fubtendunt. Ergo et quincﬁue' ag. tertii.
re&te linee AB,BcC, cD, DE, EA inter fe xquales
funt. Alquilaterum igitur eft A B ¢ D E pentagonum.
Dico et quiangulum efle. Quoniam enim circumfe-
rentia A B qualis eft circumferentiz D E, communis
apponatur Bc D, Tota igitur A Bc D circumferentia
toti circumferentiz & D c B eft 2qualis; et in circumfe-
rentid quidem A B ¢ D infiftit angulus A E D, in circum-
ferentia vero e pc B infitit BAE. Ergo et BAE an-
gulus eft zqualis angulo A & p. Eidem ratione et unuf-

uifque angulorum ABc, BCD, ¢ DE unicuique ip-"

orum B AE, AED eft ®qualis. Aquiangulum igitur
eft A Bc D E pentagonum : oftenfum autem eft et xqui-
laterum efle. Quare in dato circulo pentagonum qui-
laterum et zquiangulum defcriptum eft. Q. E. F.

PROP. XII. PROBL. (X11.]
Circa datum circulum pentagonum zquilaterum et @qui-
angulum defcribere. )

Sit datus circulus A B ¢ D E. Oportet circa circulum
ABCDE pentagonum zquilaterum et ®quiangulum
defcribere. Intelligantur pentagoni in circulo deferipti
*angulorum punéta eflfe A, B, ¢, D, E, ita ut circum- * 11.hujus.
ferentizz A B, BC, CD, DE, EA fint 2quales; et per
punda a, B, ¢, D, E ducantur ? circulum contingentes” 37+ testii.
GH,HK, KL, LM, MG; et {fumpto circuli ABcDE
centro F, jungantur FB, FK, FC, FL, F D, Quoniam

igitut

$ 9. primi,
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igitur re@a linea X L contingit circulum ABCDE in
puncto c, et a centro F ad conta&tum, e

qui eft ad ¢, duéta eft Fc, erit Fc ad
*18. tertii.ipfam X L perpendicularis*. Reétus
- igitur eft uterque angulorum, qui funt [}
ad c. Eadem ratione et anguli, qui
ad pun@a B, D, redti funt. Et quo-
niam retus angulus eft F c kK, qua- \

s 47. primi.dratum quod fit ex F K zquale *eft N C L
quadratis ex F ¢, CK. Et ob eandem caufam quadratis
ex PB, B K ®quale eft ex FK quadratum. Quadrata
igitur ex Fc, CK quadratis ex F B, B K ®qualia funt;
quorum, quod ex Fc ei, quod ex F B, eft zquale. Ergo
reliquum, quod ex cK, reliquo, quod ex Bk, ®quale
erit. /Equalis igitur eft 8 K 1pfi ck. Et quonian F B
eft zqualis Fc, communis autem F x; duz BF, P K
duabus ¢ F, F K quales funt, et bafis Bk eft zqualis
* 8. primi. bafi K c; erit angulus Pitaque B ¥ K angulo K FC ze-
qualis, angulus vero B K F angulo F x c. Duplus igitur
eft angulus B F ¢ anguli K F ¢, et angulus B k ¢ duplus
ipfius ¥ k c. Eidem ratione, et angulus ¢ Fp anguli
crF L eft duplus; angulus vero ¢ L D duplus anguli
cLF. Et quoniam circumferentia B ¢ circumferentiz
¢ D eft zqualis, et angulus B F c angulo ¢ ¥ D zqualis
¢ 27 tertii.cerit, Atque eft angulus quidem B Pcangulik Fc
- duplus ; angulus vero D Fc duplus ipfius LF c: 2qualis
igitur eft angulus K Fc angulo cFL. Itaque duo tri-
angula funt FK ¢, FL ¢, duos angulos duobus angulis
@quales habentia, alterum alteri, ct unum latus uni Ja-
teri mquale, quod ipfis commune cft, Fc: crgo et reli-
¢ 26. primi. qua latera reliquis lateribus ®qualia habcbunt?, et reli-
uum angulum reliquo angulo ®qualem. Reéta igitur
linea k ¢ cft equalis reGt cL, et angulus FK ¢ angulo
FLc. Etquoniam K c eft zqualis c L, erit K L iptius
x ¢ dupla. Eidem ratione, et u K ipfius B k dupla
oftendetur. Rurfus quoniam B k oftenfa eft ®qualis ipfi
K ¢, atque eft X L quidem dupla K ¢, H K vero ipfius
B X dupla; erit HK ipfi K L requalis. Similiter et una-
quzque ipfarum 6 H, 6 M, ML oftendetur ®qualis utri-
que HK, KL. Zquilaterum igitur et ¢ H K L M pen-
tagonum. Dico etiam zquiangulum effe. Quoniam
enim angulus F K c eft zqualis angulo FL c; et oftenfus
eft angulus B k L duplus ipfius F X ¢; ipfius vero FL G
' duplus
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duplus KL M: eritet Hx L angulus angulo X L M e-
qualis. Simili ratione oftendetur et unufquifque ipforum
KHG, HGM, G ML utrique H KL, KL M =qualis.
Quinque igitur anguli GHE, HKL, KLM, LMG,
M G H inter fe =quales funt. Ergo mquiangulum eft
G H K L M pentagonum. Oftenfum autem eft etiam -
quilaterum efle; et defcriptum eft circa A B c D E cir-
culum. Q. E. F.

PROP. XIII. PROBL. : {XII1.)
In dato pentagono, quod equilaterum et equiangulum fit,
circulum deferibere.

Sit datum pentagonum ®quilaterum et 2quiangulum
A BcDE. Oportet in ABCDE pen- A

tagono circulum defcribere. Secetur M
uterque angulorum B c D, C DE bi- e
fariam ¢ redtis lineis c¥, DF; et a B E ° 9. prion.

pun&o r, in quo conveniunt inter fe

CF, DF, dueantur ret® linez r B,

F A, FE. Quoniam igitur B c eft -

qualis ¢ b, communis autem C F; duae ¢C KD

B c, ¢ P duabus D ¢, CF ®quales funt, et angulus BCF

eft zqualis angulo pcr. Bafis igitur Br bafi rp eft

T zqualis, et B P c triangulum =quale triangulo b C F, 4 primi.

et reliqui anguli reliquis angulis ®qualés, quibus -

qualia latera fubtenduntur; angulus igitur cB P an-

gulo ¢ b r @qualis erit. Et quoniam angulus cDE an-

guli ¢ b F eft duplus, et angulus quidem c p E angulo

‘A B ¢ zqualis, angulus vero ¢ p r angulo cB P 2qualis;

erit et ¢ B A angulus duplus anguli CB F; ac propterea

angulus A B F angulo C B F_zqualis. Angulus igitur

A B ¢ bifariam feQus eft re@t4 lined B ¢,  Similiter de-

. monftrabitur unumquemgque angulorum BAE, AED

reftis lineis A F, F E bifariam fe€tum effe. A punéto r

ad re&as lineas A B, BC, CD, DE, E A ducantur & per-¢ 12, primi,

pendiculares PG, FH, FK, FL, FM. Et quoniam '

angulus H c F eft ®qualis angulo k cF; eft autem

et re@tus PHC refto Fk ¢ ®qualis: duo triangula

FHC, FK C duos angulos duobus angulis equales ha-

bent, et unum Jatus uni lateri equale ; commune fci-

licet utrifque F ¢, quod uni equalium angulorum fub-

tenditur. Ergo et reliqua latera reliquis lateribus -

qualia ® habebunt; atque erit perpendicularis F H per-» 16, primi.
pendiculari
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pendiculari ¥k zqualis. Similiter oftendetur et una-
queque ipfarum FL, FM, FG &qua- A

Iis utrique ¥ 1, F K. Quinque igitur M
reéte linee FG, FPH, FK, FL, F M

inter fe ®quales funt. Quare centro E
P, intervallo autem unius ipfarum

FG,FHy FK, FL, F M, circulus de H

feriptus etiam per reliqua tranfibit

pun&a, et reftas lineas A B, B C, CD, K

DE, EA continget; propterea quod anguli ad e, H,
K, L, M rech funt. Si enim non continget, fed ipfas
fecet, %uae ab extremitate diametri circuli ad re@os an-
gulos ducitur, intra circulum cadet; quod abfurdum
lefle oftenfum eft. Non igitur centro r, et intervallo
uno ipforum punétorum o6, H, K, L, M, circulus de-
feriptus reftas lineas AB, Bc, CD, DE, E A fecabit.
Quare ipfas_contingat necefle eft. Deferibatur ut
G H K L M. In dato igitur pentagono, quod eft equila+
terum et equiangulum, circulus defcriptuseft. Q. E. F.

Cor, 1. * (Barrovii) Hinc fi duo anguli proximi fi-
gurz cujufcunque zquilaterz et equiangule medii di-
vidantur ; refte a pun&o concurfiis dividentium ad re-
liquos figura angulos du&z, reliquos medios dividunt.

Cor. 2.* (Clavii) Si duo anguli proximi figure cu-
jufcunque zquilaterz et mquiangule medii dividantur ;
re&e ex puncto concurfiis zividentium in latera figure
ad perpendiculum deducta, inter fe quales erunt.

Cor. 3. # (Clavii) Eodem igitur modo in omni figurd
equilaterd et equiangula circulus defcribendus eft.

PROP. XIV. PROBL.

Circa datum pcntagonum, quod mquilaterum et equian-
gulum fit, circulum deferibere.

Sit datum pentagonum @quilaterum et equiangulum

A B¢ D E. Oportet circa pentagonum A BC D E circulum

defcribere.  Secetur uterque ipforum BC D, CDE an-

gulorum bifariam retis lineis cF, ¥ 0 ; et a pun&o ¥,

in quo conveniunt recte linex, ad &Qa B, A, B

ducantur ¥ B, Fa, FBE. Et unufquilque angulorum
CBA, BAE, AED reétis lineis BF, Fa, F 5 bifari

: feQus
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* feQus erit. Et quoniam anfulus scpangulo cDE eft* Cor 1.®
mqualis; atque eft anguli quidem BcD L Bhw
dimidium angulus F ¢ b, anguli vero
¢ D E dimidium cDF; eritet FC D F
angulus equalis angulo F b c; quare
et latus cF lateri FD eft ®quale's 1¢. primb
Similiter demonftrabitur et unaque- ’
que ipfarum F B, F A, FE 2qualis uni- Q
cuique ¥ c, FD. Quinque igitur reéte
line® FaA, FB, FC, FD, FE inter fe zquales funt.
Ergo centro F, et intervallo unius ipfarum ¢ A, F B, P C,
F D, F E, circulus defcriptus etiam per reliqua tranfibit
punéta: atque erit defcriptus circa pentagonum ABCDE,
uod mquilaterum eft et equiangulum, Defcribatur, et
it ABcDE. Circa datum igitur pentagonum ®quila-
terum et zquiangulum circulus defcriptus eft. Q. £. F.

Cor. * (Clavii) Fodem prorfus modo circa quamlibet
figuram zquilateram et zquiangulam circulus defcri-
bendus eft.

PROP. XV. PROBL. Xvil

In dato circulo bexagonum cequilaterum et @quiangulum
deferivere,

Sit datus circulus ABcpEF. Oportet in circuli
ABCDEF hexagonum =zquilaterum
¢t equiangulum defcribere. Ducatur
circuli A BcD EF diameter A b, fu- ¥
maturque centrum circuli 6 ; et cen-
tro quidem D, intervallo autem b a, )
circulus deferibatur B ¢ ¢ 5. Jun&te c
E @, ¢ 6 ad punéta B, P producantur,
et jungantur AB,BC, CD, DE, E F,
E A, Dico hexagonum ABcDEF
squilaterum et zquiangulum effe.
Quoniam enim 6 punétum centrum
eft o Bc D E F circuli, erit 6 E ipfi 6 D ®qualis. Rurfus
quoniam D centrum eft circuli &6 CH, erit D B ®qualis
eidem D G. E?uilatemm igitur eft RGD triangLﬂum;
ideog)ue tres ipfius anguli EGD, GDE, DEG inter fe c

m . 3 M . or. §,
®quales™ funt; et funt triangul tres anguli zquales® im;.
duobus reftis. Angulus igitur 6 b duorum rectorum ® 3z. primi.
tertia pars eft, Similiter oftendetur et b ¢ ¢ duorum
‘ reétorum
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reQofum tertia pars. Et quoniam re@a linea ¢ @ fuper
reftam E B inﬁm, ang;u?os, qui de-
inceps funt, B 6 ¢, ¢ ¢ B, duobus re-

o 13. primi. &is mquales © efficit; erit et reliquus X
Cc G B tertia pars duorum reftorum. .
Anguli igitur EGD, DG C, CG B in-

. ter fe funt ®quales. Et qui ipfis ad C

verticem funt anguli BG A, AGF,

? 18, primi. F G E, quales? funt angulis G D,
D GC, ¢G B. Quare fex anguli EG D,
DGC, CGB, BGA, AGF, FGE
inter fe =quales funt. Sed =quales

* 26. tenii. anguli 2qualibus circumferentiis infiftunts. Sex igitur
circumferentiz AB, BC, CD, DE, EF, F A inter fe

* 29, tertii. funt equales. AEquales autem circumferentias ®quales”
re&s linez fubtendunt. Ergo et fex recte linez inter
fe quales fint necefle eft, ac propterea mquilaterum eft
ABcDEF hexagonum. Dico et zquiangulum effe.
Quoniam enim circumferentia AF circumferentiz E D
eft zqualis, communis apponatur circumferentia ABc b:
tota igitur FABCD circumferentia @qualis eft toti circum-
ferentiz E D c B A. Et circumferentiee quidem FABCD
angulus F E D infiftit, circumferentiee vero EDCB A in-

* 27. tertii. fiflit angulus AF E; angulusigitur A FEangulo DEF eft*
sequalis. Similiter oftendentur et reliqui anguli hexagoni
ABcpEF figillatim mquales utrique ipforum AFE,
FED. Ergo zquiangulumeft ABCDEF hex%onum.
Oftenfum autem eft et ®quilaterum efle ; et defcriptum
eft circulo ABcD £F. Indato igitur circulo hexagonum
zquilaterum et ®quiangulum defcriptum eft. Q. E. F.

Ex hoc manifeftum eft hexagoni latus ei, que eft ex
centro circuli, 2quale efle; et fi per punéta 4, B, c, D,
E, F contingentes circulum ducamus, circa circulum
defcribetur hexagonum =quilaterum et zquiangulum,
confequenter iis, gue in pentagono dicta funt : et pre-
terea fimiliter in dato hexagono circulum infcribemus,
et circumfcribenaus, Q. E, F.

PROP.
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PROP. XVI. PROBL. [XVIL.]

In dato circulo quindccagonum @quilaterum et aquian-.

gulum deferibere.

Sit datus circulus aBcp. Oportet in AB ¢ b circulo
quindecagonum zzquilaterum et =- A
quiangulum defcribere. Sit A ¢ la-
tus trianguli' quidem zquilateri, in B
ipfo circulo A Bcp deferipti; pen-
tagoni °vero squilateri latus A B. ¥
Quarum igitur partium et ABCDF ¢
circulus quindecim, earum circum- D
ferentia quidem A Bc, tertia exiftens
circuli, erit quinque ; circumferentia vero A B, que
quinta eft circuli, erit trium. Ergo reliqua B c eft dua-
rum. Secetur B c bifariam in punéto E *. Quare utra-* 3o. tertii.
que ipfarum B E, E ¢ circumferentiarum quintadecima
pars eft A Bc D circuli. Si igitur jungentes BE, Ec,
eequales ipfis in continuum rectas lineas in circulo YABCD » 1. hujus,
aptemus, in ipfo quindecagonum zquilaterum et zqui-
angulum defcriptum erit. Q. E. F.

Similiter autem iis, quz di&ta funt in pentagono, faper
circuli divifiones, contingentes circulum ducainus, circa
ipfum defcribetur quindecagonum @quilaterum et 2qui-
angulum ; et infuper dato quindecagono ®quilatero et
zquiangulo circulum infcribemus, et circumicribemus,

t 2, hujus.

® 11. hujus,
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DEFINITIONES.

. Derinttio I, '
PARS eft magnitudo m itudinis, minor majoris,
agn agn Y
quando minor majorem metitur.
1I1. : :

Multiplex eft major minoris, quando majorem minor

metitur.
IIT.

Proportio feu ratio eft duarum magnitudimum ejufdem
genens, fecundum quantitatem mutua quedam habi-
tudo,

: , - V. '

Proportionem habere inter fe magnitudines dicuntur,
quz multiplicate {e invicem fuperare poflunt.

V.
Analogia eft proportionum fimilitudo:
o VI.
Analogia vero in tribus ad minimuam terminis confiftit.

VII.

In eidem proportione magnitudines effe dicuntur,
ptima ad fecundam et tertia ad quartam, quando prima
et tertie equinmultiplices, fecunde et quartz =qui-

12 multiplices,

(1]

(II.]

[IIL]

[IvV.]

[VIIL]
(IX.]

(v



;“116 EUCLIDIS ELEMENTORUM

multiplices, juxta quamvis multiplicationem, utraque
utramque, vel uni fuperant, vel una zquales funt, vel
una deficiunt, inter fe comparatz.

(V1) VIIIL.
Magnitudines quz eandem proportionem habent, pro-
portionales vocentur.

Cor. * Manifeftum eft ex “definitione feptima, fi qua-
tuor magnitudines fint proportionales, et inverfe pro-
portionales effe.

[VIL] IX. .

Prima ad fecundam major eflfe dicitur quam in pro-
portione tertie ad quartam (vel ad fecundam majorem
proportionem habere quam tertia ad quartam) quando
minor aliqua quam prima ad fecundam proportionem
habet eangem, quam tertia ad quartam.

(X] X. :

Quando tres magnitudines proportionales funt, prima
ad tertiam, duplicatam proportionem habere dicetur
ejus, quam habct ad fecundam.

[XL] XI. :

Quando autem quatuor magnitudines funt propor-
tionales, prima ad quartam ltriplicatam habere propor-
tionem dicetur ejus, quam habet ad fecundam; et de-
inceps, uno femper amplius quoadufque analogia pro-
ceflerit. :

[XIL] o XIL .
Homologa magnitudines dicuntur antecedentes qui-
dem antecedentibus, confequentes vero confequentibus.

[XIIL] XIIL. . .
Alterna feu permutata ratio eft fumptio antecedentis

ad antecedentem, et confequentis ad confequentem,

[x]v'] X I V. .
Inverfa ratio eft fumptio confequentis, ceu anteceden-

tis, ad antecedentem ceu confequentem.
[XV.] XV C
Compofitio rationis eft fumptio antecedentis uni cum
coniequente, tanquam unius, ad ipfam confequentem,

XVI] L. XVL.
" Divifio rationis eft fumptio exceflis; quo antecedens.
Juperat confequentem, ad ipfam confequentem. XVII
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XVIL. ~ ~ [XVIL]
Converfio rationis eft fumptio antecedentis ad ex-
ceflum, quo antecedens ipfam confequentem fuperat.
XVIIIL [XVIIL]
Ex mquo, five ex mqualitate, ratio eft, cam plures
magnitudines extiterint, et aliz, ipfis numero zquales,
que binz fumantur et in eddem proportione, fueritque
ut in primis magnitudinibus prima ad ultimam, ita in
feoundis magnitudinibus prima ad ultimam: vel aliter,
eft fumptio extremarum, omiflis mediis. :
. XIX. ) (XIX.]
Ordinata proportio eft, quando fuerit ut antecedens -
ad confequentem, ita antecedens ad confequentem ; ut
autem confequens ad aliam quampiam, ita confequens
ad aliam quampiam,
XX. (XX ]
Perturbata vero proportio eft, quando tribus exiften-
tibus magnitudinibus, et aliis, ipfis numero &qualibus,
fuerit ut n primis magnitudinibus antecedens ad con-
fequentem, 1ta in fecundis magnitudinibus antecedens
ad confequentem, ut autem in primis magnitudinibus
confequens ad aliam quampiam, ita in fecundis alia qua-
piam ad antecedentem.

AXIOMATA.
(r]

Ejufdem five zqualium z;aquimultiplices inter fe =-
quales funt. .
1L (1]

Quarum eadem aquimultiplex eft, vel quarum -
quales funt zquimultiplices, et ipf= inter fe funt -

uales.
1 II1. *

Inzqualium 2quimultiplices funt inzquales, et ma-
Jor eft majoris multiplex.

13 ' PROIO-
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PROPOSITIO I. THEOREMA.

Si fuerint quotcunque magnitudines quotcungue magnity-
dinum, @qualium numero, fingule fingularum equi-
multiplices ; quotuplex e¢ff una magnitudo unius, totu-
plices erunt et omnes omnium.

Sint quotcunque magnitudines A B, ¢ D quotcunque
magnitudinum E, F, #qualium numero, '
fingule fingularum @quimultiplices. A
Dico quotuplex eft A B ipfius E, totu-
plices effe et A B, ¢ fimul ipfarum
E, F fimul. Quoniam enim 4 B =qui-
multiplex eft ipﬁus E, ac C p ipfius F 3
quot magnitudines funt in A B :e_quales
ilgﬁ E, tot erunt et in cD @quales 1pfi F. B E

ividatur A B quidem in partes ipfi E
zquales, que fint A6, gB; et cD di-
yidatur in partes ®quales ipfi F, videlicet
‘cH, HD. Erit igitur multitudo par-
tium c H, H D ®qualis multitudini ip- H
farum A 6, 6B. Et quoniam A ¢ eft
#qualis E, et CH #qualis F; erunt et D ¥
A G, cH zquales ipfis E, F. Eidem ra-
tione, quoniam G B eft zqualis E, et H D ipfi F; erunt
G B, H D zquales ipfis E, F. Quot igitur funt in A B
zequales ipfi E, tot funt et in A B, ¢ D ®quales ipfis E, F.
Ergo quotuplex eft A B ipfius E, totuplices erunt et
A B, cD fimul ipfarum e, F fimul. 'St igitur fuerint
quotcunque magnitudines quotcunque magnitudinum,
#qualium numero, fingule fingularum quimultipli-
ces; quotuplex eft una magnitudo unius, totuplices erunt
et omnes'omnium. Q. E. D." o

PROP. II. THEOR.
Si prima fecunde @quimultiplex fuerit, ac tertia quarte ;
_/Zz)wril autem et quinta fecundz aquimultiplex, ac’ fexta

quarte; erit etiam compofita prime cum quintd fecunde
equimultiplex, ac tertia cum jextd quarte.

Sit prima A B fecundz c mquimultiplex, ac tertia
DE quartz F. Sit autem et quinta B G fecunde ¢
wquimultiplex, ac fexta £ # quartz F. Dico et com-
pofitam primam cum quinta, fcil. A 6, fecunde ¢ 2qui-

' . ’ multiplicem
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multiplicem effe, ac tertiam cum fext4, fc. b 1, quarte
F. Quoniam enim A B mquimul-
tiplex eft ¢, ac D E ipfius F; quot
magpitudines funt in A B equales ¢,
tot erunt et in b E &quales F. Ei-
dem ratione et quot funt in B G -
quales c, tot et in E H erunt @- B
quales F.  Quot igitur funt in totd
A G ®quales c, tot erunt et in totd
p H ®quales F. Ergo quotuplex l

D
A

eft A G 1pfius c, totuplexefl et p u
ipfius F. Et compofita igitur prima
qum quintid A ¢ fecundz ¢ ®qui-
multiplex erit, ac tertia cum fexti D 1 quartz F. Quare
fi prima fecund2 ®quimultiplex fuerit, ac tertia qugrte,
fuerit autem et quinta fecundzx @quimultiplex, ac ?exta
quarte ; erit compofita quoque prima cum quinti -
zuimult.iplex fecundz, ac tertia cum fexti quartx.

E.D. '
PROP. I1l. THEOR. (1)

Si prima fecundee wquimull?o[cx Suerity ac tertia quarte ;
Jumantur autem equimulliplices primee ct tertie; erit
ety ex equali, fumptarum utraque utriufque equimulti-
plex, altera quidem fecundee, altera vero quartee.

Sit prima A fecundz B quimultiplex, ac tertia c
quartee D; et fumantur .
iplarum A, ¢ ®quimul-
tiplices EF, 6H. Dico
E F, @quimultiplicem
efle ipfius B, ac 6 H
ipfius p. Quoniamenim K -
E F zquimultiplex eft L
- ipfius A, ac G H 1pfius c;
quot magnitudines funt '
in EF aquales A, tot
erunt et in G H ®quales
c. Dividatur E F quidem in magnitudines ipfi A -
quales EK, K F; ¢ H vero dividatur in magnitudines
mquales c, vidclicet 6L, LH. Erit igitur ipfarum
EK, KF multitude zqualis multitudini ipfarum 6 1,
L H. Et quoniam a:quimtgltiplcx cft- A 1pfius B, ac
c ipfius D: ®qualis autem EK ipfi A, et 6L ipfi C;
erit EK zquimultiplex ipfius B, ac 6 L ipfius p. Eéidem
ratione zquimuiltiplex erit K F ipfius B, ac L 1 ipfius p,
14 Quonisn

G C H F

P

E A B G C D
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® 2. hujus.

(v}

¥ 3. hujus.

- M quimultiplex erit ipfius &, at-

€ Def. s.
hujus.

EUCLIDIS ELEMENTORUM

Quoniam igitur prima EK fecundz B quimultiplex eft,
ac tertia G L ?mrta: p; eft autem et quinta K r {fecund
B @quimultiplex, ac fexta L H quartz D : erit et com-
pofita prima cum quintd EP {fecunde B @quimulti-
plex?, ac tertia cum fextd ¢ H quarte p. Si igitur
prima fecund® fuerit zequimultiplex, ac tertia quarta,
fumantur autem prima et tertiz 2quimultiplices; erit
et, ex wquali, fumptarum utraque utriufque #qui-
multiplex, altera quidem fecundz, altera vero quarte.

Q. E. D,
PROP. 1IV. THEOR.

Si prime ad fecundam eandem babet proporiionem, quam
lertia ad quartam 5 et aquimultiplices prime et tertiec
ad_aquimultiplices [ecunde et quarte, juxta quamvis
multiplicationem, candem proportionem babebunt, inter fe
comparate.

Prima a ad fecundam B eandem proportionem habeat,
uam tertia ¢ ad quartam p. Et
fumantur ipfarum quidem a, c ut-
cunque @quimultiplices E, ¥ ; ip-
farum vero B, b aliz utcunque -
quimultiplices 6, H. Dico E ad
G itaeffc ut F ad u. Sumantur
rurfus ipfarum E, F utcunque -
quimultipices k, L, et ipfarum
G, H utcunque zquimultiplices
M, N. Quoniam igitur E ®qui-
multiplex eft ipfius A, atque F
ipfius c¢; fumuntur autem ipfa-
rum E, F equimultiplices K, L
erit Kk equimultiplex® ipfius 1, L
atque L ipfius €. Eidem ratione

—_— W
=

que N ipfius . Et quoniam eft
ut A ad B ita ¢ ad p; fumpte
antem f{unt ipfarum A, ¢ mqui-
multiplices K, L; et iplarum B, D
alie wquimultiplices M, N: i ¢k
fuperat a1, fuperabit et ¢ ipfam N;
et fi equalis, ®qualis; et fi mi-
nor, minor. Suntque K, L quidem
ipfarum g, F utcunque aquimulti-
plices; M, N vero ipfarum ¢, H
aliz utcunque azquimultiplices. Tt
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Ut igitur £ ad ¢ ita derit Fad n. Quare fi prima ad‘ Def. 4.
fecundam eandem habeat proportionem, quam tertia ad
quartam ; et 2quimultiplices prime ac tertiee ad eequi-
multiplices fecund ac quarte, juxta quamvis multi-
plicationem, eandem proportionem habebunt, inter fe
comparatz. Q. E. D.

PROP. V. THEOR. v]

Si magnitudo magnitudinis equimultiplex fit, atquc ab-
lata ablatee ;5 et reliqua relique wquminltiplex eril, ac
tota botsus. '

Magnitudo A B magnitudinis ¢ D squimultiplex fit,
atque ablata A  ablate cr. Dico et reliquam £ B re-
lique Fp 2quimultiplicem efle, atque totam
A B totius ¢ b. Quotuplex enim eft A &
ipfius c F, totuplex fiat et B B ipfius caG.
Et quoniam A E 2quimultiplex eft cF, at-
que E B ipfius c G ; erit ¢ A E ®quimulti- - ¢ 1. hujus,
plex c F, ac A B ipfius G F; ponitur autem E c
zquimultiplex A E ipfius CF, ac A B ipfius
cp. ZAquimultiplex igitur eft A B utri- P
ufque G F, c D; ac propterea G F ipfi ¢ p
eft’ ®qualis.  Communis auferatur cF. f Ax. 2.
Reliqua igitur 6 c zqualis eft relique DF.
Itaque quoniam A E eequimultiplex eft cr, ac E B ip-
fius c G, eflque c 6 qualis D F; erit A B 2quimulti-
plex c F, ac E B ipfius F . Equimultiplex autem po-
nitur A E ipfius cF,ac AB ipfius cp. Ergo EB eft
mquimultirlcx F D, ac AB ipfius ¢ p. Et reliqua igi-
tur E B reliqua p D @quimultiplex eft, atque tota A B
totins ¢ p. Quare fi magnitudo magnitudinis &qui-
multiplex fit, atque ablata ablate; et reliqua reliqua
erit &quimultiplex, ac tota totius. Q. E. B

PROP. VI. THEOR. [VL]

Si due magnitudines duarum magnitudinum @quimulti-
plices fint, et ablate quadam fint earundem cquimulti-
plices 5 erunt et reliquee, vel eifdem cequales, vel ipfarum
@quimultiplices. -

Duz magnitudines a B, ¢ p duarum magnitudinum
E, F 2quimultiplices fint; et ablate A6, c H earundem
fint =quimultiplices. Dico et reliquas 6 B, H D.VFI

ipfis

- B
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€ 2. hujus.

» Ax. 1.
hujus,

[VIL. IX]

FAx. 1.
Hujus,

EUCLIDIS ELEMENTORUM

ipfis E, F zquales effe, vel ipfarum equimultiplices. Sit

enim primo G B @qualis E. Dico
et H D ipfi F efle aejualem. Po-
natur ipfi F ®qualis c k. Et
quoniam A G @quimultiplex eft
E, ac CH ipfius F; eftque ¢ B
quidem @qualis E; CK vero -
qualis F: erit A B ®quimulti-
plex 8E, ac K H ipfius F. Aqui-
multiplex autem ponitur A B ip-
fius B, ac ¢ p ipfius r. Ergo
K H zquimultiplex eft p, ac cD
ipfius F. Quoniam igitur utra-
que ipfarum x H, cD eft 2qui-
multiplex F,erit K ®qualis® cp.
Communis auferatur ca. Ergo
reli%ua. K C reliquz HD eft -
qualis. Sed K c eft qualis r.
Et 1 p igitur ipfi F eft ®qualis;
ideoque G B ipfi E, et H D ipfi F
equalis erit. Similiter demon-
firabimus fi ¢ B multiplex fuerit
ipfius E, et B D ipfius F equi-

A

B

K
(o}
|
I
D E F
K
C
H
||
D E F

multiplicem effe. Si igitur duz magnitudines duarum
- magnitudinum zquimultiplices fint, et ablate quaedam
fint earundem equimultiplices; eruunt et relique, vel
eifdem =quales, vel ipfarum quimultiplices. Q. E. D.

PROP. VII. THEOR.
Aqualium ad eandem eadem eff proportio.

Et equales

Junt, quarum ad eandem proportio eadem.
Sint ®quales 4, B, ct ejufdem generis tertia quedam
c. Dico A ad c eandem proportio-

nem habere, quam B ad c.

Duarum 4, Bcapiantur utcunque -
uimultiplices b, E; et tertize ¢ multi-
plex quelibet r. Aqualium A, B 2qui-
multiplices D, E inter fe funt ®quales’.
Quare fi p major fit quam F, et E ei-
dem r major erit. Si D, F inter fe
quales fint, erunt E, F inter fe -
quales. Si D minor fit quam F, et E
eadem F minor erit. /Equales igitur
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A, B ad tertiam ¢ eandem utraque proportionem hae

bent !, i Def. 5,
Habeant jam A, B ad tertiam ¢ eandem utraque pro-huus:
rtionem. Dico a, B efle inter

e zquales. Non enim. Altera | I H

igitur major. Major fit A: exceflui | 2 '

autem ponatur D @qualis. Multi- b K

plicari poteft magnitudo b, eo uf-

g‘ue ut magnitudine ¢ major evadat. R

JFaftam puta multiplicationem, et

fit 1 E multiplex magnitudinis D,

magnitudine ¢ major. Capiatur

EF toties multiplex magnitudinisg, c

quoties H B magnitudinis p. Quo-

niam magnitudo A magnitudinibus

B, D fimul ®qualis eft ; erunt u r,

FE magnituginum 4, B quimultiplices *.  Capiatur® 1. hujus,

F K magnitudinis ¢ multiplex, magnitudine F  proximne

major. EK igitur non major eft quam c. Aft EH major

quam c’. Quare B H major quam E K. Additoque com- ! per con.

muni § E, H F major quam K F. F E autem minar eft fruét.

quam Fk’' Sed cum A ad c eandem proportionem

habeat, quam B ad c; magnitudines autem rE, FH

magnitudinum A, B fint @quimultiplices, et F x mul-

tiplex fit ipfius c, et F H major fit quam FK}; erit FE

major quam F K . Sed oftenfa eft minor. Simul igitur

major et minor. Quod eft abfurdum. Non funt igitur

A et B inzquales. /Equales igitur. Aqualium igitur

ad eandem &c. Q. E. D.

Cor.* Propofitis duabus magnitudinibus inzqualibus
A et B, et ejufdem generis tertid aliqui c; inveniri pof-
funt magnitudinum A, B ®quimultiplices tales, ut ma-
joris mlﬁtiplex multiplicem quandam magnitudinis o
fuperet, cum minoris multiplex eidem magnitudinis
¢ multiplici minor fit.

PROP. VIII. THEOR. [VIL 1X.)

Ejufdem ad equales eadem ¢ff proportio. It equales

_ Junty ad quas ejufdem proportio ¢ft eadem.
Zquales fint A, B, et generis ejufdem fit tertia que-
vis c. Dico magunitudinem c ad utramque 4, B €an-
dem proportionem habere. Capiantur enim A et B
equimultiplices b, £; et maguitudinis ¢ multiplex
quelibet

P
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™ Ax. 1,
hujus,

* Def. s,
hujus,

® Cor. ® 4,
hujus.

VI X

¥ 7. hujus.

¢ Def. 7.
hujus.

EUCLIDIS ELEMENTORUM

qualibet F. /Equales erunt b, E, zqualinm =qui.
multiplices®. Quare fi ¥ major fit
quam D, eadem F major erit quam
E. SiF, D equales fint, zquales
erunt F, B. S1 P minor quam D,
eadem F minor quam E. Magni-
tudo igitur ¢ ad utramque zqua- [
lium A, B eandem proportionem M
habet®. Quod primum erat de-
monftrandum. c
Habeat jam ¢ ad utramque A, B
proportionem eandem. Dico A, B
zquales. Nonenim. Inzquales igi-
tur. Inveniri igitur poflunt mag- A B D E
nitudinum A, B iftiufmodi =qui-
multiplices, ut majoris multiplex multiplicem quandam
magnitudinis ¢ fuperet, cum minoris multiplex eidem
magnitudinis ¢ multiplici minor fit°. Non eadem igi-
tur erit magnitudinis c ad a, ?tu ipfius ad B proportio.
Quod hypothefi contrarium eit. Non funt igitur a, B
inzquales. ZEquales igitur. Quare ejufdem ad -
quales &c. Q.qE. D.

PROP. IX. THEOR.

Inaqualium major ad eandem majorem proportionem Babet.

Et major ¢f}, cujus proportio ad eandem major.

. Inequalium 4 B, c major fit AB. Dico A B ad ter-
tiam quamlibet b, cjuldem generis,
proportionem habere majorem, quamc B
ad eandem p habet. Capiatur A E illi

E
A

c zgualis. AEquales igitur A B et ¢ ad
eandem D eandem proportionem ha-
bent?. Sed propter squales A &, C, et
C minorem quam A B, erit A E minor
quam A B. Minor igitur quam A B ha-
bet ad p proportionem eandem, quam

C D

cad p. Ergo A 3ad p majorem habet proportionem

quam ¢ ad p 4.

Inzqualium autem A B, c, habeat A B ad tertiam ali-
quam homogeneam p majorem proportionem quam ¢
ad p. Dico A 8 majorem quam c. Habet enim mi-
nor quedam quam A's ad D proportionem eam, quam

c ad pe. Minor illa fit AE. Aquales igitur funt
AE,
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AE,c’. Quare A B, qua major eft quam A E, ejus’ g, hujus.
zquali c major erit. Quare mmzqualium major &c.

PROP. X. THEOR. vuL x

Eadem #d inequalium minorem majorem proportionem
babet. Et minor efl, ad quam ejufdem proportio major.

Inzqualium a, B fit B minor. Et ejufdem generis
fit alia quavis cp. Dico cp ad
B majorem proportionem habere
quam ad A. Magnitudinum A, B 3
capiantur eequimultiplices FE, P 1 ;
magnitudinis etiam ¢ p multiplex l
¥ K, quz minor fit quam FE, major A
autem quam rH. Namque eo modo -
multiplices capi poflunt®. Habeat ¢ Cor.® 7.
cL ad B proportionem eam, quam Bujus.
cp ad A. Quoties autem PK mul- »
tiplex eft magnitudinis c D, toties
fit m.illius cL. Jam cum cD ad
A proportionem habeat, quam c L
ad B; magnitudines autem FK, M C
primz et tertiz, ¢D et c L, fint
quimultiplices, et ¥ E, F 1 fecund et quartz Aet B;
F K autem minor fit quam F g, idcirco M minor erit
quam FH', Multo igitur minor quam F K. Sunt:pef. g,
autem M, FK magnitudinum c L, ¢ D eequimultiplices : bujus.
C L igitur minor erit quam c¢p®. Minor igitur quam® Ax. 5. @
¢ b habet ad B eandem, quam c p ad A proportionem : hujus.
¢ b igitur majorem habetad B quam ad A proportionem>*. = per. 4.
Quod primum erat demonftrandum. . hujus.
Habeat jam ¢ p ad B proportionem majorem quam

ad A. Dico B minorem quam A. Nam cum ¢ p ma-
jorem habeat ad B quam ad A proportionem; minor ali-

ua quam cD habet ad B proportionem, quam cp ad a*.
git minor illa c L. Inzqualium c¢bp, cL capiantur
# K, M quimultiplices ; et magnitudinis B multiplex
qhedam FH, quz major fit quam M, minor autem
quam FK. Trium enim cp, cL, B eo modo capi

offunt multiplices*. Quoties autem eft F 1 multiplex
1pfius B, toties fic FE ipfius A. Jam cum cr ad B
proportionem habeat eandem, quam ¢ D ad A, et mag-
nitudines M, FK primz et tertie, CL et cD, fint
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Y Ax. 3.¢
hujus.

[(XL]

* Def. 5.
hujus,

EUCLIDIS ELEMENTORUM

2quimultiplices, necnon ¥ H et F E fecund et quartas
B et A, harum autem M minor fit quam P H; erit F K
minor quam F E, Quare F H multo minor quam ¥ :
Sunt autem F H, F E magnitudinum B, A quimulti-
plices. Quare B minor eft quam A7. Quare eadem
ad inzqualium &c. Q. E. D.

PROP. XI. THEOR:

Que cidem cxdem funt proportiones, et inler fe eedem
Junt.

Sint enih ut Aad B ita cad p; utautem cad o ita
E ad ¥. Dico ut A ad B ita efle Ead r. Sumantur enim

G : H K
A C o E
B D F
L: M N

ipfarurh quideth A, ¢, Eutcunque #quimultiplices 6, H, K
ipfarum vero B, D, F aliz utcunque zquimultiplices
L, M, N. Quoniam igitur eft ut A ad B ita c ad p; et
fumpte funt ipfarum A, c 2quimultiplices 6, H, et ip-
farum 8, p aliz utcunque asquimultiflices L,M; fi*e
fuperat L, et t1 ipfam M fuperabit; et fi zqualis, 2qualis;
et fi minor, minor. Rurfus quoniam eft ut cad p ita ead

F; et fumptz funt ipfarum c, E utcungne quimultiplices

H, K, ipfarum vero D, F aliz utcunque ®quimultiplices
M, N; fi *H fuperat M, et K ipfam N fuperabit; et fi
®qualis, 2qualis; et fi minor, minor. Sed fi H fuperat
M, et G fuperabit L; et fi eequalis, eequalis ; et fi minor,
minor. Quare fi G fuperat L, et K ipfam N fuperabit ;
et fi ®qualis, 2qualis; et fi minor, minor. Et funt
G, K quidem ipfarum A, E ®quimultiplices; L, N vero
ipfarum B, F aliz utcunque mquimultiplices. Ergo*
ut A ad B, ita erit E ad F. Quze igitur eidem exdem
funt proportiones, et inter fe eedem funt. Q. E. D

PROP.

e ——— o a A .
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PROP. XII. THEOR.

S: quotcunque magnitudines proportionales fuerint 5 ut una
antecedentium ad unam confequentium, ita erunt ante-
cedentes omnes ad omnes confequentes.

Sint quotcunque magnitudines Iroportiona]es A, B,
¢, D, E, F, et ut A ad B, ita fitcad b, et E ad F. Dico
ut A ad B, ita efle A, ¢, B, ad B, D, F. Sumantur enim

G H X
A c E
B —— D — P o
A —— M ey N

ipfarum A, c, E utcunque :quimultiplices G, H, k, et
ipfarum B, D, F aliz utcunque ®quimultiplices L, M, N.

uoniam igitur ut A ad B, itaeft cad b, et Ead F; et
fumptze funt ipfarum quidem A, ¢, E utcunque zqui-
multiplices @, H, K, ipfarum vero B, D, F aliz utcunque

12%

[XIL}

=quimultiplices L, M, N; fi * G fuperat L, et B iplam M 2 Def. 5.
fuperabit, et K ipfam N; et fi ®qualis, 22qualis; et & hvjus.

minor, minor. Quare et fi G fuperat L, fuperabunt et
G, H, K ipfas L, M, N; et fi 2qualis, 2quales; et fi
minor, minores. Suntque G, et G, H, K ipfarum 4, et
A, ¢, E 2quimultiplices; quoniam fi fuerint quotcun-
que magnitudines quotcunque magnitudinum, qualium
numero, fingule fingularum =quimuitiplices ; quotu-

plex eft una magnitudo unius, totuplices °erunt etb i hujus.

omnes omnium. Et eddem ratione v, et L, M, N ipfarum
B, ¢t B, D, F funt zquimultiplices. Eft igitur sut A ad
B, ita A, ¢, E ad B, D, F. Quare fi quotcunque magni-
tudines proportionales fuerint ; ut una antecedentium ad
unam confequentium, ita erunt antecedentes omnes ad
ompes confequentes. Q. E. D.

PROP.



< Cor.® 9.
hujus,

¢ Def. s,

hujus,

EUCLIDIS ELEMENTORUM

PROP. XIII. THEOR.

Si prima ad fecundam eandem babcat proportionem, quam
tertia ad quartam; fertia autem ad quartam majorem
proportionem babeat quam quinta ad fextam: et prima
ad fecundam majorem bhabebit proportionem, quam quinta
ad fextam.

Sit prima A ad fecundam B ut tertia c ad quartam b,

Tertia autem ¢ major fit guam ut habeat ad quartam

D proportionem eam, quam quinta B ad fextam ¢, Dico

R M

Q L

G remv— H snmsmmm— S setnsm—————————
A w———————— C ey E otntnatmme

B eremr— D o F e

o N P

primam A majorem effe quam ut habeat ad fecundam 8
proportionem, quam quinta E ad fextam r. Habeat
enim G ad B proportionem eam, quam E ad F. Propter ¢
majorem quam ad D in ratione E ad F, minor aliqua quam
c habet ad p proportionem eam, quam E ad . Sit H
minor illa, Inzqualium c, B capiantur L, M ®qui-
multiplices ; capiatur etiam N multiplex ipfius b, que
major fit quam M, minor autem quam L. Trium enim
C, H, D ita capi poffunt multiplices ¢, Capiantur etiam
Q, R, S magnitudinum A, G, E totics multiplices, quo-
ties L, M magnitudinum funt ¢, 1. Capiantur denique
0, P magnitudinum B, F toties mult‘i_phces, quoties N
multiplex eft ipfius p. Jam cum B fit ad put £ ad F,
harum autem primn et tertie, H et E, fint M et 5 ®qui-
multiplices ; fecundz autem et quartaz, D et F, fint N, P
@quimultiplices ; cum preterea harum multiplicium
M minor fit quam N, erit s minor quam p¢. Rurfum
cum G fit ad B ut £ ad F, harum autemn primz et tertie,
G et E, fint R, s @quimultiplices, fecunde autem et
quarte, B et ¥, ®quimultiplices fint o et P; cum pre -
terea harum multiplicium s minor fit quam p (id enim
modo oftenfum) erit R minor quam o 4. Rurfum cum

a fit ad B ut ¢ ad p, harwm autem primz et tertie, A
- et
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et c, fint @, L aquimultiplices; fecunde autem et
quartz, B et D, aequimultipl}i)ces 0 et N; preterea cum
barum multiplicium L major fit quam N, erit etiam a
major quam 0°¢, Multo major igitur quam R, qua* Def. s.
oftenfa eft minor quam o. Magnitudinum autem a, G bous
funt illz @, R ®quimultiplices. Quare A major eft
quam Gf. Sed ¢ habet ad B proportionem eam, quam Ax. 3. ®
E ad F. Major igitur A ad B quam in ratione E ad r.huus

Quare fi prima &c. Q. E. D.

Cor. % Si prima ad fecuandam major fit quam in ra-

tione tertiz ad quartam, invertendo
erit quarta ad tertiam major quam in
proportione fecunde ad primam. Sit
A ad B major quam in ratione c ad .
Dico p ad ¢ majorem quam in ratione
Bad A. Sitenim cad E ut A ad .
Cum igitur c fitad E ut 4 ad B, et a
ad B major quam in ratione c ad D ;
erit ¢ ad E major quam in propor-
tione c ad D¢, Quare B minor erit
quam p®. Sed cum c ad E ut a ad

B, invertendo erit Ead c ut B ad A L

A B

E

139

¢ Per hanc

Prop.

h 1o, hujus,

Minor igitur'Cor.* Det.

$uam D habet ad c proportionem eam, quam B ad A. % bujus.

E. D.

PROP. XIV. THEOR.

St prima ad fecundam eandem babeat proportionem, quam
tertia ad quartam ; prima autem major fit quam tertia,
el fecunda quam quarta major erit; et fi wqualis, -

qualis ; et fi minor, minor.

Prima enim A ad fecundam B eandem proportionem

habeat, quam tertia ¢ ad quartam p:
major autem fit A quam c. Dico et
B quam D majorem eflfe. Quoniam
enim A major eft quam c, et alia eft
utcunque magnitudo B, habebit * A
ad B majorem proportionem quam ¢
ad B; fed ut A ad B ita cad . Ergo
et ¢ ad p majorem habebit ! propor-
tionem quam c ad B. Ad quam vero
cadem majorem proportionem habet,
illa minor meft. Quare p eft minor
K

A B

C D

quim

[XIV.]

k 8. hujus.

Y13, hujus.

™ 1o, hyjus.
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" multiplices.

® Ax. 1.
hujus,

. et quarte, F, G; cum preterea E E F G H

® Def. 5.
hujus.

P Ax. 2,
hujus.

q Ax. 3.*
hujus.

EUCLIDIS ELEMENTORUM

3uam B; ac propterea B quam D major erit. Similiter

emonftrabimus et fi A =qualis fit ipfic, et B ipfi D
efle 2qualem ; et fi A fit minor quam c, et B quam D
minorem effe. Si igitur prima ad fecundam eandem
habeat proportionem, quam tertia ad quartam; prima
autem major fit quam tertia, et fecunda quam quarta
gajgr git; et fi ®qualis, @qualis; et fi minor, minor.

SCHOLION. ¥

Subjungere vifum eft demonfirationem cognati Theo-
rematis, quod mirum eft Euclidem filentio prateriifle.
Si prima ad fecundam eandem proportionem habeat,
uam tertia ad quartam, prima autem fecundz =qualis
it, erit et tertia ;equalis quartze. Quod fi prima major fit
quam fecunda, erit et tertia major quam quarta; fi mi-
nor, minor. ‘
(Demonftratio Simfoni) Sit prima A ad fecundam =,
ut tertia ¢ ad quartam p. Quatuor
A, B, C, D capiantur E,F, G, H ®qui-

Jam fi ®quales fint A et B, equales
erunt E et F, 2qualium utique zqui-
multiplices®. Sed cum A fitad B ut ¢
ad p, prime autem et tertiz ®qui- A B € D
multiplices fint, e, G, fecundz item

oftenfa fit wequalis ipfi p, erit ¢ -
ualis ipfi H °. Ille autem G, H ter-
tiz et quarte c, D funt quimultipli-
ces. uales igitur funt c et DP.’
Quod fi A major fit quam B, erit
E major quam F3, Quare° ¢ major
uam H. Sed 6, H duarum ¢, D
unt zquimultiplices. Quare dua-
rum major eft ¢, cujus multiplex ma- } !
jJor 4. .
Simili modo oftendetur, fi A minor fit quam B, mi-
norem efle ¢ quam p. Quare fi prima &c. Q. L. D,

PROP,



LIBER QUINTUS. -

PROP. XV. THEOR.

Partes inter fe comparate eandem bab.cnt. proportionem,
quam babent carum @quimultiplices.

Sit enim A B @quimultiplex ¢, ac pE ipfius r. Dico
ut ¢ ad r,ita effe AB ad DE.
Quoniam enim quimultiplexeft A
A B ipfius ¢, ac DE ipfius r;
quot magnitudines funt in A B D
zquales ipfi c, totidem erunt et
in pE ®quales r. Dividatur
A B in magnitudines ipfi c -
quales, quee fint AG, 6 i, HB;
et p E dividatur in magnitudines L
®quales F, videlicet in DK, KL,
L E. Erit igitur ipfarum A6, 6 1,
H B multitudo zqualis multitu- B ¢ E F
dini DK, KL, LE. Et quoni-
am zquales funt A 6, G H, HE, funtque DK, KL, LE
inter fe =quales; ut A 6 ad DK, ita "erit 6 H ad KL,
et HpadLe. Atque erit *ut una antecedentium ad
unam confequentium, ita omnes antecedentes ad omnes
confequentes : eft igitur ut Ac ad Dk, ita AB ad D E.
Sed A G ipfi c eft ®qualis, et DK ipfi 7. Ergo ut c
ad F, ita erit AB ad p E. Partes igitur inter {e com-

G

paratz eandem habent proportionem, quam habent ea-.

rum zquimultiplices. Q. E. D.
PROP. XVI. THEOR.
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Si quatuor magnitudines proportionales fuerint, et permu-

tatz proporticnales erunt.
Sint quatuor magnitudines A, B, ¢, D; fitque ut a
ad B, ita ¢ ad b,

Dico et permutatas E G
proportionales effe, A c
videlicet uta ad ¢, B D
itaefle Bad p. Su- r H

mantur enim ipfa-

rum quidem A, B utcunque quimultiplices E, F; ip-

farum vero ¢, p aliz utcunque @quimultiplices G, H.

Et quoniam zquimultiplex eft ip?lus A, ac F ipfius B :

partes autem inter fe comparatz candem habent ! pro-
K2 portionem

t 15. bujus,
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portionem, quam habent earum @quimultiplices; erit ut
A ad B ita E ad F.

Ut autem Ao ad B © ¢
ita c ad p. Ergo * ¢
: 8% g D

etutcad pita® H
ad r. Rurfus quo- ¥

niam G, H funt ipfarum ¢, b =quimultiplices, partes
autenm eandem proportionem habent, inter fe comparate,
quam habent carum @quimultiplices; erit *ut ¢ ad p
itacad H. Sedutcadpitarad r. Ergo et ute
ad rita g ad H. Quod fi quatuor magnitudines pro-
Portionalcs fint, prima autem major ¥ fit quam tertia,_et
fecunda quam quarta major crit; et fi qualis, ®qualis;
et fi minor, minor. Si igitur & fuperat G, et F iplam u
fuperabit ; et fi ®qualis, 2qualis; et fi minor, minor;
funtque E, F ipfarum a, B utcunque mquimultiplices,
et G, H ipfarum c, p aliz utcunque azq_uimultlp]ices;
ergo *ut A ad cita erit B ad p. Si'igitur quatuor
magnitudines proportionales fuerint, et permutatz pro-
portionales erunt. Q. E. D.

Cor.® §i prima ad fecundam major fit quam in pro-
portione tertiz ad quartam ; permutando prima ad ter-
tiam major erit quam in ratione fecunde ad quartam.

Sit A major quam ad B in ratione ¢ ad p. Dico per-
mutando A mujorem effe quam ad ¢
in ratione B ad b. Quoniam enim A
major eft quam ad B in ratione c ad
D; erit minor aliqua quam A ad B ut
c ad p: fit E minor illa, Cum igitur
fit E ad B ut c ad p; permutando erit [
E ad ¢c,ut B ad p* DMinorigitur A B € D
quam A habet ad ¢ proportionem eam,
quam B ad p. Quare major A quam ad
¢ n proportione Bad p®  Q, E. D.

PROP.



LIBER QUINTUS.

PROP. XVII. THEOR.

Si compofite magnitudines fint troportionales, el divije
g 'S, )
proportionales erunt.

Sint compofitze magnitudines proportionales A B, B E,
cp, bDF; hoceft,ut an ad
B E, ita fit cp ad pFr. Dico
etiam divifas proportionales
efle; videlicet ut A ad e
itaefle crad Fp. Sumantur’
enim ipfarum quidem a x,
EB, CF, F D utcunque &qui-
multiplices ¢ H, HK, L M,
M N; ipfarum vero EB, PD H
aliz utcunque @quimulti- M
plices K x, Np.  Quoniam
wquimultiplex eft 6 1 ipfius F
A K, ac HK ipfius E B; erit
¢ G H ipfius A E @quimulti-
plex, ac 6 x ipfius A 8. A-
quimultiplex autem eft @ i ipfius A &, ac L M ipfius
cr. Ergo 6 K mquimultiplex cft A B, ac L M ipfius
c r. Rurfus quoniam xquimultiplex eft L M ipfius cF,
ac M N ipfius F D ; erit ¢ L M ;equimultiplex ¢r, ac L~
ipfius ¢ .  Sed mquimultiplex erat L M iKﬁus CF, ac
G K ipfius A B. Alquimultiplex igitur eft 6 Kk ipfius
A B,ac L N ipfius ¢ D. Quare G K, L N ipfarum A B,
¢ p zquimultiplices erunt. Rurfus quoniam aqui-
multiplex eft H K ipfius £ B, ac M N ipfius F D : eft au-
tem et K X ipfius E B @quimultiplex, ac NP ipfius F p;
et compofita u x ipfius & B @quimultiplex efl’, ac mp
ipfius FD. Quare cum fit ut A B BE,ita cD ad
pF; et fumpte fint ipfarum quidem A B, cp qui-
multiplices 6 K, L N, ipfarum vero E B, F D aliee ut-
cunque equimultiplices H x, MmP: fi *6 K fuperat H X,
et L N fuperabit M p; et fi ®qualis, ®equalis; et fi mi-
nor, minor. Superet igitur G K ipfam H X ; communi-
que ablati H K, et 6 H ipfam K x fuperabit. Sed fi x
fuperat H X, et L N fuperat M p; itaque {uperat L N ip-
fam M Pp: communique M N ablati, et L M fuperabit
NP, Quare fi ¢ H fuperat K X, et L M ipfam N p {u-
perabit.  Similiter demonftrabimus et fi 6 1 fit 2equalis

K3 K X,

X

G A C L
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K X, ¢t LM ipfi N p efle zqualem; et fi minor, minorem.
Sunt autem G H, L M ipfarum AE, CF utcunque ®qui-
multiplices, et ipfarum E B, FD ali® utcunque #qui-
multiplices KX, Np. Ergofut AE ad EB itaeritcF
ad rp. Siigitur compohgt:e magnitudines fint propor-
tionales, et divif proportionales erunt. Q. E. D.

Cor.* Si prima et fecunda fimul ad fecundam major
fit quam in proportione tertie et quartz fimul ad quar-
tam ; dividendo prima ad fecundam major eft quam in
proportione tertiz ad quartam.

PROP. XVIII. THEOR.

St divifee magnitudines fint proportionales, et compofite
4 2
proporliona es erunt.

Sint divifze magnitudines proportionales A E, E B, CF,
¥D; hoceflut Ak ad B, ita crad Fp.
Dico ctiam compofitas proportionales effe, A c
videlicet ut A B ad B E, ita effe ¢p ad DF.
Namut Apad BE,itafit 6Fad Fp. Et
quoniam eft ut A8 ad BE, itacF ad Fp,
compofite maﬁnimdincs funt proportion-
ales; ergo et divif proportionales erunts. b
Eftigitur ut AEad B, ita 6 ad DF.
Ponitur autem ut A ad EB, ita cF ad E
FD. Quareet®ut g p ad pr,ita cF ad

[~}

F p eadem eft proportio. /Equales igitur B

inter fe funt ¢ b, cr!. Additique com-

muni D F erunt G F, C D inter fe equales. ]Eckualium
autem G F, ¢ D ad eandem F D proportio eadem *, FErit
igitarcpad prutcrad Fp. Sed GF eft ad FD ut
ABad BE. Quare aABad BEutcpad pr. Quare

fi divife magnitudines fint EroBortionales, et compofitz
proportionales erunt. Q. E. D,

Cor. * Si prima ad fecundam major fit quam in pro-
portione tertiz ad quartam ; componendo, prima et

fecunda fimul ad fecundam major eft quam in ratione
tertiz et quartz fimul ad quartam,

PROP.



LIBER QUINTUS.
PROP. XIX. THEOR.

Si fuerit ut tota ad totam, ita ablata ad ablatam; et re-
ligua ad reliquam erit, ut tota ad totam.

Sit enim ut tota A B ad totam ¢ D, ita ablata AE ad

ablatam c r. Dico et reliquam £ B ad re-
liquam rp ita cfle ut tota AB ad totam
cD. Quoniam enim eft ut tota AB ad totam
cD,ita AE ad cF; et permutando erit®
utABad AE,ita cpD cF. Quoniam
compofitz magnitudines funt proportion-
ales, et divife proportionales erunt!; ut
igitur BE ad E A, ita DF ad Fc: rurfui-
que permutando ut* BE ad DF, ita EA ad
Fc. Sed ut Ea ad cF, ita pofita eft A B
ad c p. Et reliqua ™igitur E B erit ad re-

A

B

D

liquam F D, ut tota A B ad totam ¢ . Quare fi fuerit
ut tota ad totam, ita ablata ad ablatam; et reliqua ad

reliquam erit, ut tota ad totam. Q. E. D.

Cor. Si quatuor magnitudines proportionales fint, per
Sit enim
ut ABad Beita cp ad pr. Dividendo erit A g ad
eButcF ad Fp!. Et invertendo BE ad E o ut p F "Cor-*Def.

converfionem rationis proportionales erunt.

ad Fc". Quare componendo BA ad AE ut pcad cre.,

PROP. XX. THEOR.

Si fint tres magnitudines, et alie ipfis numero equalcs,
que bine fumantur in eddem proportione; ex equalt
autem prima major fit, quam tertia: et quarta quam
Jexta major erit; et fi aqualis, @qualis; et fi minor,

minor.

Sint tres magnitudines A, B, c, et alie
ipfis numero zquales b, B, F, binz fump-
tie, fint in eadem proportione: id eft, fit ut
Aad B,itapad B,et ut Bad ¢, ita g ad
F: ex ®quali autem major fit A quam c.
Dico et p quam F majorem efle; et fi z-
qualis, squalem ; et fi minor, minorem.
Quoniam enim A major eft quam c, alia
vero eft utcunque B, ¢t major ad eandem
majorem habet? proportionem quam mi-
nor; habebit a4 ad B majorem proportio-
nemquam ¢ ad B. Sed ut A ad B, ita

K 4
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p ad £; et invertendo ut cad B, ita F ad E. Ergo
713 hujus.et » ad £ majorem habet proportionem quam F ad E?.
Proportionem vero ad eandem habentium, qua majorem
* 10, hujus. habet, illa major ¢ eft.  Major igitur eft b quam r. Si-
militer oﬁend]emus et fi A fit 2qualis c, et D ipfi F -
qualem efle; et fi minor, minorem. Si igitur tres mag-
nitudines fuérint, et aliz ipfis numero @quales, quae
binz fumantur et in cadem proportione: ex ®quali au-
tem prima major fit quam tertia ; et quarta quam fexta
gajl():r cDrit ; et fi wqualis, zqualis; et fi minor, minor.
. 4 . .

[XXL] PROP. XXI. THEOR.

Si fint tres magnitudines, et alice ipfis numero cequales,
quee bine fumantur et in cddem proportione s fit autem
perturbata earum analogia; et cx aquali prima major
St quam tertia: el quarta quam fexta major erit; et fi
cequalis, cequalisy et fi minor, minor.

Sint tres magnitudines proportionales a, B, c, et alie
ipfis numero @quales b, E, F; qua, binz
fumptze, in eidem fint proportione. Sit au-
tem perturbata carum analogia ; videlicet
ut A quidem ad B, itaz ad ¥; ut vero 8ad c,
ita pad E; et ex aquali A major fit quam
¢. Dico et D quam F majorem efle; et fi
wqualis, zqualem ; et fi minor, minorem.
Quoniam enim major eft A quam c, alia

* 8. hujus. vero eft B; habebit® A ad B majorem pro-

portioncm gquam c ad B. Sed ut A ad B,

ita E ad r; et invertendo ut ¢ ad B, ita

E ad p. Quare ct £ ad F majorem habe-

bit proportioncs quam E ad p. Ad quam

vero eadem majorem proportionem habet,
¢ 10. hujus.1lla minor efts.  Minor igitur eﬁ'l-‘ quam

D; ac proptereda D quam F major erit,

Similiter oftendeinus et fi A fit equalis c,

et D ipfi F efle ®qualem; et fi minor, minorem. Si

igitur fint tres magnitudines, et aliz ipfis #quales nu-
niero, qua bince fumantur et in eadem proportione ; fit
autem perturbata carum analogia ; et ex wmquali autemn
prima major fit quam tertia: et quarta quam fexta ma-
Jor erit; et fi aqualis, ®equalis; et fi minor, minor.

Q E. D,

D E r

PROP,
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PROP. XXII. THEOR. [XXIL]

Si fint quotcunque magnitudines, et alie ipfis numero -
- quales, que bina fumantur in eddem proportione ; et ex
quali in eddem proportione erunt.

Sint quotcunque magnitudines A, B, c, et aliz ipfis
numero &quales b, E, F, bi-
ne fumpte in eidem pro-
portione; hoc eft, ut A qui-
dem ad B, ita D ad E, ut au-
tem B ad ¢, ita £ ad F. Dico
et ex wquali in eadem pro-
portione efle, ut A ad c, ita :
D ad F. Sumanturenimip- A B C D E F
farum quidem a, D utcunque
2quimultipliccs 6, H; ipla- ¢ K M H L N
Fum vero B, E aliz utcunque
xquimultiplices k, L, et 1p-
farum c, F aliz utcunque -
quimultiplices M, N. Quo-
niam igitur eft ut A ad B,
ita p ad E, et fumpta funt
ipfarum A, D =quimulti-
plices 6, H, et iplarum B, B
aliz utcunque =quimulti- :

lices k, L; eritutt g ad kx, * 4 hujus,
ita 1 ad L. Eadem quoque rationc erit ut K ad M, ita

L ad N. Et cum fint tres magnitudines g, K, M, et
alize ipfis numero ®quales H, L, N, binz fumptz et in
eadem proportione ; ex @quali® fi ¢ fuperat M, et H*ao.hujus
ipfam N fuperabit; et fi ®qualis, zqualis ; et fi minor,
minor. Suntque G, H ipfarum A, D @quimultiplices,
et M, N ipfarum c, ¥ alie utcunque quimultiplices.

Ut igitur A ad c, ita erit¥ p ad F. Quare fi fint quot- » pef. s,
cunque magnitudines, et alie ipfis numero ®quales, bujus.
que binz fumantur in eidem proportione, et ex &quah

in eadem proportione crunt. Q. E. D.

-

PROP.
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PROP. XXIII. THEOR.

Si fint tres magnitudines, ét aliz ipfis numero @quales,
que bine fumantur in eddem proportione ; _‘/it autem
periurbata earum analogia : et ex cequali in eidem pro-
portione erunt.

Sint tres magnitudines A, B, C, et aliz ipfis numero
quales, binz fumpte in eé-
dem proportione, D, E, F; I
fit autem perturbata earum
analogia,boc eftfitut Aad s,
jtagadF,etutsadc,itap
ad . Dicouta adc, itaefle
pad . Sumanturipfarum A4 B ¢ D E ¥
quidem 4, B, D utcunque -
quimultiplices 6, n, L:ipfa- 6 H K L M N
rum vero c, E, F aliz ut- l

cunque zquimultiplices K,
M, N. Et quoniam G, #
zquimultiplices funt ipfa-
rum A, B, partes autem ean-
dem habent proportionem,
quam habent ipfarum equi-
multiplices : erit *ut A ad
B, ita ¢ ad H. Et fimili ra-
tione ut Ead F, ita M ad N.
Atque eft ut A ad B, ita g ad r. Ut 7igitur ¢ ad n,
ita m ad ¥, Rurfus quoniam eft ut B ad ¢, ita b ad E,
et funipte funt ipfarum B, D equimultlislices H, L, ip-
farum vero c, B aliz utcunque zquimultiplices K, m:
erit ut H ad K, ita L ad M, Oftenfum autem eft et
ut 6 ad H, ita effe M ad N. Quoniam igitur tres
ma%nitudincs funt g, u, x, et ali® ipfis numero =-
quales L, M, N, binz fumpte in eidem proportione,
efique iplarum perturbata analogia; ex mquali, fi*e
fuperat K, et L iplam ~ fuperabit; et fi zqualis, -
qualis; et fi minor, minor. Sunt autem G, L ipfarum
A, D zquimultiplices ; et K, N quimuitiplices ipfarum
c, . Utigitur 2 A ad c, ita erit p ad F. Quare fi fue--
rint tres magnitudines, et aliee ipfis numero @quales,
quz bine fumantur in eidem proportione, fit autem
perturbata earum analogia ; et ex @quali in eddem pro-
portione erunt. Q. E. D, . :
PROP,




L1IBER QUINTUS.

PROP. XXIV. THEOR,.

Si prima ad fecundam eandem babeat proportionem, quam
tertia a'd quartam; babeat autem et jumta ad fecundam
proportionem eandem, quam fexta ad quartam; et com-

- pofita prima cum quintd ad fecundam eandem propor-
tionem babebit, quam tertia cum fextd ad quartam.

Prima A B ad fecundam c eandem habeat proportio-
nem, quam tertia p E ad quartam F.
Habeat autem et quinta BG ad fe- o
cundam ¢ proportionem eandem, quam
fexta EH ad quartam F. Dico et
compofitam primam cum quinti A A
ad fecundam c eandem proportionem
habere, quam tertiam cum fexti b B
ad quartam F. Quoniam enim eft ut B
BGad c,ita EH ad P; erit invertendo
utcad BG, ita Fad EH. Et quo-
niamut A B ad ¢, ita eft DE ad F:
ut autem c ad BG, ita Fad E H ; erit?,
ex ®quali, ut A8 ad Bg,itapE ad
2 H. Quod cum divife magnitudines
fint proportionales, et compofita pro-
portionales ¢ erunt. Ut igitur 4 6 ad
GByitaet pHnad HE, Sedetut A ¢ D F
4gBad c,ita HE ad F. Ergo, ex
bequali, ut oG ad c, ita erit pu ad r. Si igitur
prima ad fecundam eandem habeat proportionem, quam
tertia ad quartam ; habeat autem et quinta ad fecundam
pr?portic_)nem eandem, quam fexta ad quartam; et com-
pofita prima cum quinta ad fecundam eandem propor-
tci)onﬁe:m habebit, quam tertia cum fexti ad quartam.

. E. D,

PROP.
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PROP. XXV. THEOR.

Si quatuor magnitudines fuerint proportionales; maxima
ipfarum et minima duabus reliquis majores erunt.

Sint quatuor magnitudines proportionales A B, ¢ D,
E,F; etfitut Asad cp,itaE
ad r. Sit autem maxima jpfarum B
A B, et F minima. Dico A B et
F ipfis ¢ D, E majores efle. Po-
natur enim ipfi quidem E 2qua- b
lis A G, ipfi vero r zqualis c H.
Quoniam igitureftut ABad cp,
ita e ad r; efique A G 2qualis E,
et ¢ H zqualis F; eritut A B ad
D¢, ita A ¢ ad c H. Etquoniam
ut tota A B ad totam c D, ita ab-
lata A 6 ad ablatam cH; et re- A C E F
liqua 6 B ad reliquam H D erit
cut tota A B ad ¢ D totam. Et permutando 6B ad AB
ad H'» ad c pf. Major autem eft AB quam c¢p. Ergo
et ¢ B quam H D major eritf, Quod cum A @ fit -
qualis ipfi E, et cH ipfi F; erunt AGetFipficHEetE
#quales. Si autem inzqualibus ®qualia addantur, tota
inzqualia erunt. Ergo G B, H D inzqualibus exiftenti-

‘bus, quippe cum G B fit major, fi ipfi quidem 6 B ad-

dantur A G et F, ipfi vero H D addantur c 1 et E: fient
A B et Fipfis cp et e neceflario majores. Si igitur
quatuor magnitudines fuerint proportionales ; maxima
ipfarum et minimaduabusreliquismajoreserunt. Q. E. D.

‘ EUCLIDIS



EUCLIDIS
ELEMENTORUM

LIBER-SEXTUS.

DEFINITIONES.

DeriniTio 1.

SIMILES figure redtili-
nez funt, que et ﬁngulos
angulos zquales habent,
et circa @quales angulos
Tlatera proportionalia.

IL.

Reciproce figure funt,

quando in utraque figurd

antecedentes, et confe-

quentes rationum fucrint
termini.

111,
Extrema ac medii ratione fecari re@a linea dicitur,
quando fit ut tota ad majus fegmentum, ita majus feg-
mentum ad minus,

IV,
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Iv.
Altitudo cujufque figure eft linea
perpendicularis, qua a vertice ad ba-
fim ducitur.

V.
Si fuerint Plures magnitudines ejufdem gcngris, ratio
rimz ad ultimam componi dicitur ex rationibus om-
nibus intermediis.

PROPOSITIO 1. THEOREMA.

Triangula, et parallelogramma, quae eandem babent alti-

tudinem, inter fe funt ut bafes.

Sint triangula quidem A B ¢, ACD, parallelogramma
vero EC, CF, que eandem
habeant altitudinem, vi- EA _F
delicet ndicularem a
B\mé‘to ;;c;%e B D du&am.
ico ut bafis Bcad cp
bafim, ita effe triangulum
A Bcad triangulum A cp,
et parallelogrammum ¢ v D K 1.
ad cF parallelogrammum.
Producatur B D ex utrdque parte ad pun&a H, L; etipfi
quidem B c bafi ®quales quotcunque ponantur B G,
G H; ipfi vero bafi ¢ D ponantur quotcunque zquales
DK, KL; €t A G, A H, A K, AL jungantur. Quoniam
igitur ¢ B, B G, G H inter fe quales funt, erunt et tri-
angula AHG, AGB, ABC inter *fe =qualia. Ergo
quotuplex eft bafis H c ipfius B c bafis, totuplex eft
A H ¢ triangulnm trianguli A 8 c. Efidem ratione quo-
tuplex eft L c bafis ipfius bafis ¢ b, totuplex eft et
triangulum A Lc ipfius Ac D trianguli; et fi equaliseft
# ¢ bafis bafi c 1, et triangulum A 1 ¢ triangulo A Lc
cft 2 zequale ; et fi bafis H ¢ bafim c L fuperat, et trian-
gulum A 1 ¢ fuperabit triangulum A L c; et fi minor,
minus. Quatuor igitur magnitudinibus exiftentibus,
vidclicet duabus bafibus B ¢, ¢ b, et duobus triangulis
A B G, A ¢ D, fumpta funt equimultiplicia bafis quidem
B C, ct A B C trianguli, videlicet bafis H ¢, et A H C tri-

angulum :




LIBER SEXTUS.

angulum: bafis vero ¢ b, et trianguli A ¢ p, alia ut-
cunque ®quimultiplicia, nempe c L bafis, et A L c tri-
angulum ; atque oftenfum eft, fi 1 ¢ bafis bafim c L fu-
perat, et triangulum A H c fuperare triangulum a LC;
et fi #qualis, 2quale; et fi minor, minus. Ef igitur
but BC bafis ad bafim c Db, ita triangulum ABcC ad
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b Def. 5.

A C D triangulum. Et quoniam trianguli A B ¢ duplum uinti-
eft © parallelogrammum Ec, et trianguli A cp paral-¢ 41 primi,
lelogrammum Ff ¢ duplum 9, partes autem cum pariter 5. quinti,

multiplicibus eandem inter fe proportionem habent:
igitur ut A B ¢ triangulum ad triangulum Acbp, ita pa-
rallelogrammum E ¢ ad ¢ F parallelogrammum. Quo-
niam igitur oftenfuin eft, ut bafis B ¢ ad ¢ p bafim, ita
efle A B c triangulum ad triangulum A cD; ut autem
A B ¢ triangulum ad triangulum A ¢ b, ita parallelo-
mum E c ad cr parallelogrammum ; erit cut B¢
afis ad bafim c D, ita parallelogrammum E< ad Fc pa-
rallelogrammum. Quare triangula, et parallelogramma,
uaaEeandem habent altitudinem, inter fe funt ut bafes.
L] L] D'

PROP. II. THEOR.

Si uni laterum trianguli parallcla quedam refla linca
du&la fuerit, proportionoditer fecabit ipfius trianguli la-
tera; et fi trianguli latera profortionaliter Se€ta fuerinl,
quee fectiones conjungit refla linea, reliquo trianguls la-
teri parallela ert.

Trianguli enim A B c uni Jaterum B c parallela du-
catur DE. Dicout pB ad D 4, ita efle ce ad E A.

A

B

Jungantur BE, cp. Triangulum igitur B D & trian-
gulo ¢ D £ eft fequale, in cidem enim funt bafi p E, et
in

¢ 11.quiati,

{11.]

37, primi,
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‘s 4. quinti.

® 1. hujus.

§ 11. quinti.

k 9. quinti.

$ 39. primi.
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y i

D '

B C

in eifdem D E et B c parallelis; aliud autem triangulum
eft Ap E: fed 2zquaha ad idem eandem habent € pro-
portionem ; ergo ut triangulum B p E ad triangulum
ADE,itaeft cpE triangulum ad triangulum ADE.
Ut autem triangulum B D E ad triangulum A DE, ita*
eft 8 p ad » A; nam cum eandem altrtudinem habeant,
videlicet perpendicularem a punéto E ad A B duftam,
inter {e funt ut bafes. Et ob eandem caufam ut cp e
triangulum ad triangulum ADE,ita cead EA. Et
igitarut Bpad DA, itaeft!ce ad EA. Et fi trian-
guli A B latera A B, A c proportionaliter fe&a fint, . e,
iut BD ad D4, ita fit cead g A; et jungatur DE: dico
pE ipfi Bc parallelam effe. Ilifdem conftruétis, quo-
niam eft ut Bp ad p A, ita ce ad EA; ut autem BD
ad D A, ita *eft B D E triangulum ad triangulum A b E;
etutcE ad E A, ita cp E triangulum ®ad triangulum
A DE, erit ut triangulum BDE ad triangulum ADE, ita
‘cpE triangulum ad triangulum A pE. ‘Quod cum
utrumque triangulorum. BDE, cDE ad triangulum
A D E eandem habeat proportionem; erit B D E trian-
gulum * triangulo ¢ b E ®equale; et funt in eadem bafi
DE. ualia autem triangula, et in eidem bafi con-
flituta, etlam in eifdem’' funt parallelis. Ergo b E ipfi
B c parallela eft.  Si igitur um laterum trianguli paral-
lela quadam refta linea du&a fuerit, proportionaliter
fecabit ipfius trianguli latera ; et fi trianguli latera pro-
rtionaliter fecta tuerint, que fctiones conjungit reta
inea reliquo trianguli lateri parallela erit. Q. E. D.

Cor. * Re&ta DE, bafi trianguli ABc parallela, lateribus
A3, Ac (fi opus fit produétis) in'punétis b, E-occurrens
triangulum A o E conflituit triangulo A B ¢ fimile, ct hoy

: mologa
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¥ C c F

mologa funt latera, que funt in eidemre@i. Et fi reGta -

D E, lateribus trianguli a4 B ¢ in pundis b, E occurrens,
conftituat triangulum A D E ipfi A B ¢ fimile, et latera ho-

mologa fint in ¢idem re@i; reéta o £ bafi B ¢ parallela

erit. Angulus enim A triangulis duobus BAC, DAE
communis eft. Et fi 0 £ bafi B c parallela fit, erit an-

gulus A D E angulo A B¢, necnion A ED angulus an-

gulo A ¢ B, ®qualis®. Aquiangula igitur funt trian- ™z9.primi.
gula ABc, ADE. Et cum BD fit ad DA ut ce ad E A", ® Per hane
componendo vel dividendo, erit BA ad A D ut ca ad Prop-
AE°, Permutando B ad Ac ut Apad AE. Trian-o 18, vel
gulorum igitur Bac, D AE latera, circa angulum com- 7. quinti.
munem A, lunt proportionalia. Agatur jam per pun-

&um p reéta pF, ipfi Ac parallela, que bafi Bc (fi

opus fit produéte) in ¥ occurrat. Erit BF ad Fc ut

BDpad pa®. Componendo igitur vel dividendo, B c

ad c Fut B A ad An°. Figuraautem D E c F eft paral-
lelogrammum. Re&a igitur  c rect D E 2qualis eft P. P 34. primi,
Recte igitur B c ad Ep eadem, quz ad Fc, eft pro- .
portio?.  Quare ¢ ad DE ut BA ad Apr. Permu-, 7 3uinti.
tando Bc ad BA ut D E ad A p*. Triangulorum igitur «;6. gumu':
A B ¢, ADE latera, circa angulos ®quales A Bc, ADE,

funt proportionalia. Denique cum Bcfitad BAut DE

ad DA, et BA ad Acut DA ad AE (id enim prius often-

fum) ex 2quo erit Bcad Ac ut peE ad AE. Trian-
gulorumigitur ABC, ADE latera, circa ®quales angulos

ACB, AE D, {unt proYortiona]ia. .Triangula igitur ABc,

A D E funt zquiangula, et latera circa ®quales angulos
proportionalia habent.  Similia igitur funt triangula

ABC, ADE, et latera funt homo%oga, quae in cidem

funt re&td. Quod primum demonftrandum erat.

Jam vero reta p E, lateribus trianguli A B ¢ in punétis
D, E occurrens, conftituat triangulum A p E fimile tri-
angulo A Bc, et homologa fint latera, qué funt in eidem
re¢ti, Nempe ABad AD, ut Acad AE. Dicoretam bE

L trianguli
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trianguli A B ¢ bafi Bc effe parallelam. Nam cum fi-

milia fint triangula A B ¢, A D E, ®quiangula erunt. Et

zquales erunt anguli, circa quos latera funt propor-
!Def.1. tionaliat. Angulus igitur A b E angulo A B ¢ zqualis.
hujus.

v 28, primi, Recta igitur » E reétz B c parallela®. Q. E. D.
[11L.] PROP. III. THEOR.

St trianguli angulus bifariam fecetur, {}cans autem angu-
lum refia linea fecct etiam bafim 5 bafis partes eandem
proportionem babcbunt, quam reliqua trianfuli latera
et fi bafis partes eandcm proportionem babeant, quam
religua trianguli latera; quee a vertice ad feftionem du-
cilur reéta linca, triangult angulum bifariam fecabit.
Sit triangulum A Bc; et fecetur angulus B A ¢ (vel

* 9. primi. externus B A r) bifariam * re&a lined A . Dico ut 8o
ad D¢, itaeffe B A ad A c. Ducatur per cipfi D A pa-

F . I‘

x

y3r.primi.rallela¥ c E, et produ®a B A conveniat cum ipfiin E
pun&o. Quoniam igitur in parallelas A b, E c incidit

* z9. primi. refta linea queedam A c; erit® A cE angulus angulo ca b
(vel adjacenti D A F, fi externus fit angulus, quem A D

medivm dividit) zqualis. Sed c A p angulus (vel DA F)

ponitur qualis angulo B Ap. Ergoet BAD ipfi Acr

angulo qualis erit. Rurfus quoniam in parallelas A p,

E C refta linea B A E incidit, angulus B A D 2qualis eft

A Ec. Oftenfus autem eft et angulus Acg angulo BAD

=qualis. Ergo et AcE il)ﬁ AEC zqualis erit : ac prop-

s 6, primi. terea latus A E wquale® lateri Ac. Et quoniam uni la-
terum trianguli B ¢ E, videlicet ipfi Ec, parallela du&a

*2.hujus. eft AD; erit? ut Bpad D, ita BA ad A x; mqualis
autem
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autem eft A E ipfi Ac. Eft igiturc ut Bp ad D, itac 7. quinti,

BA ad ac. Etfi fit ut sp ad pc,ita BA ad Ac,
et AD ‘jungatur ; dico angulum BAc (vel externum
B AF,fi pun@um D fit extra triangulum) bifariam fe-
&um efle re@i lined A p. Iifdem enim conftrudtis,
quoniam eft ut 8D ad pc, ita BA ad Ac; fed et ut BD

ad Dc,itadBa ad AE, etenim uni laterum trianguli BCE, ¢ 2. hujus,
videlicet ipfi E ¢, parallela du®a eft A p; erit etut BA, -
11. quinti,

ad Ac,ita BA ad AE®. Ergo aceft fequalis AE; ace

9. quinti.

_propterea, et angulus A Ec angulo E ¢ A 2qualist. Sed s . primi.
angulus quidem A E ¢ eft 2qualis® angulo BA D; an-» g, primi.

gulus vero AcE ®qualis® cap (vel DAF)) Quareet
B A D angulus ipfi cA D (vel D A F) ®qualis erit. An-
gulus igitur B A c (vel externus B A F) bifariam fectus
eft re@td lined A p. Ergo fi trianguli angulus bifariam
fecetur, fecans autem angulum reéta linea etiam bafim
fecet; bafis partes eangem proportionem habebunt,
fuam reliqua trianguli latera. Et fi bafis partes eandem
proportionem habeant, quam reliqua trianguli latera ;
quz a vertice ad feQionem ducitur reéta linea, trianguli
angulum bifariam fecabit. Q. E. D.

SCHOLION. ®

Hanc propofitionem tam de externis, quam internis
triangulorum angulis accepiffe veteres, certiffimum eft.
Quorum utique nemo eam dc externo demonftrare ag-
greflus eft ; tanquam ab Euclide demonftratam ufurpant
omnes. Neque minus generaliter accipiendam efle Eu-
clides ipfe fignificavit, cum tali eam conditione fubje-
cerit, iayv v Téuvsoa Ty ywviay e03eiz Téwvn xal Ty Pdoiy.
Quafi illud perfpetum habuerit, reétam, quz angulum
dividat, non femper occurfuram bafi. Atqui bafi nequit
non occurrere, que internum dividit. Quz medium
dividit externum, ita bafi occurret, fi crura trianguli in-
@qualia fint. Nam fi ifofceles fuerit triangulum, que
angulum, qui ad verticem externus eft, medium dividit
linea recta, bafi parallela erit.

T2 PROP.
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PROP. 1IV. THEOR.

Zquiangulsrum triangulorum latera, que circum @quales
angulus funt, proportionalia funt; et bomologa, frve
jufdem mominis, Junt latera, qua aqualibus angulis

Jubtenduntur. -

Sint equiangula triangula AB¢, D CE, quz angulum
quidem A B ¢ angulo p ¢k, angulum 3,
vero AcRB angulo p Ec mqualem
habeant, et preeterca angulum B A €
angulo c¢p . Dico triangulorum D
A B ¢, DCE proportionalia eflc latera,
qua funt circa 2quales angulos; ct
homologa, five ejuldem pominis, la-
tera elle, qua aqualibus angulis fub- B C E
tenduntur. Ponatur B ¢ in direttum ipfi c . Et quo-

f17. pimi.njam anguli A B¢, A ¢ B duobus reétis minores ffunt,

€ 12, ax.
primi.

» 28, primi.eft equalis angulo & B € erit

aqualis autem eft angulus A ¢ B anguio DEC; erunt
A B¢, D E ¢ anguli duobus redtis minores. Quare B A,
ED produfle mter fe convenientf; producantur, et
conveniant in puncto F. Et (zuoniam angulus Dc®

BF ipfi pc parallela.
Rurfus quoniam ®qualis eft angulus AcB angulo DEC,
parallela Perit A c 1pfi FE. Parallelogrammum igitur
eft FA ¢ p; ac propterea F A quidem ipli ¢ b, A € vero

! 34.primiipfi F D, eft f@equalis. Et quoniam uni laterum trian-

guli F B E, vidclicet ipfi F E, parallela du&a eft A c;

k2. hojus. erit* ut B A ad AF, ita Bcad c . Aqualis autem eft

AFipfi cp. Utigitursaadcp,itaBcad cEjet
permutando, ut BA ad B, ita ¢ b ad ce. Rurfus
quoniam ¢ p parallela eft BF, erit* ut Bc ad CE, ita

! squinti. FDad DE. Sed Fp eft &qualis ac. Ergout! Bc

ad cE,ita Acad pE. Permutando igitur, ut Bc ad
CcA,itackad £p. Itaque quoniam oftenfum eft, ut
aBadBcitabpcad cE,utautem Bcad ca ita CcE

" 21.quinti.ad E D: erit, ®ex @quali, ut BAad Acitacpad DE.

Aquiangulorum igitur triangulorum proportionalia funt
latera, qua circum zquales angulos ; et homologa, five
¢juldem nominis, latera funt, que xqualibus angulis
{ubtenduntur. Q. E. D.

PROP.
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PROP. V. TIIECR. (V]

Si duo triangula latera’ proportionalia babeant, wquian-
gula crunt triangula; ot @quales babebunt angulos, qui-
bus bomoluga latera fubtenduntur.

Sint duo triangula A B c, D EF, quee latera propor-
tionalia habeant ; ioc elt, A
fit ut A 8 quidem ad Bc, D
ita DE ad EF: ut autem
Bc ad cA,ita EFadFD;
et adhuc ut 8 A ad A,
ita E D ad pF. Dico tri-
angulum A B ¢ triangulo E "y
D EF ®quiangulum elfe, c .
et equales habere angu- '
los, quibus homologa la-
tera fubtenduntur; angu-
lum quidem A B cangulo G
D EF, angulum vero Bc A angulo EF D, et praterea
a:gulum B Ac angulo EpF. Conftituatur enim*® ad
rectam lineam £ F, etad pun&tain ipfa E, F, angulo qui-
dem 4 B c @qualis angulus F £ 6 ; angulo autem Bca
angulus EF 6. Quare reliquus B A ¢ angulus ® reliquo 2. Cor. 32.
E G F eft ®qualis. ldeogue equiangulum eft triangulum primi.
ABc triangulo E 6 F. Trianguloruw igitur ABC, EGF
proportionalia funt latera, que eequalibus angulis fubten-
duntur.. Ergout AB ad Bc?,ita 6 E ad rF. Sedry hujus.
ut apad BG,ita pead EF. Ut igitur be ad EF,
itatcE ad er. Quod cum utraque ipfarum D E, E G 411. quinti.
ad E P eandem proportionem habeat, erit*  E ipfi £ 6 * g. quinti.
@#qualis. Eadem ratione ¢t pr xqualis Fe. Itaque

uoniam p E eft @qualis k6, communis autem EF;

uz DE, EF duabus GE, ETF xquales funt, et bafis pF
bafi ¥ ¢ zqualis. Angulus igitur b  F eft zqualis ¢an- " & primi
gulo G EF, et DEF triangulum @quale triangulo ¢ £ rPet
reliqui anguli reliquis angulis 2quales, quibus @qualia
latera fubtenduntur. Ergoangulus quidem E p F equalis
angulo EGF. Et quoniam angulus p EF ¢{l aqualis
angulo G EF, et angulus GEF angulo ABC; erit et an-
gulus ABc angulo F ED mquahs. Fadem ratione et
angulus A ¢ B qualis cft angulo p P ; et adhuc an-
g\.ﬁ-:s ad A angulo ad p. Ergo aBc triangulum tri-

' angulo

® 23, primi.
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angulo b E F equiangulum erit. Si igitur duo trian-
gufa. latera proportionalia habeant, equiangula erunt
triangula; et eequales habebunt angulos, quibus homa-
loga latera fubtenduntur. Q. E. D.

[VL] PROP. VI. THEOR.

Si duo triangula unum angulum uni angulo equalem ba-
beant, circa wquales autem angulos latera proportionalia s
a@quiangula erunt triangula, et equales babebunt an-
gulos, quibus bomologa latera fubtenduntur.

Sint duo triangula A 8 ¢, DEF, unum angulum BAC
uni angu]o EDF ®qualem

habentia, circa 2quales au- A
tem angulos latera propor- . D G
tionalia ; hoc eft, fit ut B A '
ad Ac, ita ED ad DF.
Dico triangulum A B c tri-
angulo pxF zquiangulum
Kgul quiangu —

efle, et angulum quidem B C
A Bc habere @zqualem angulo pDEP; angulum vero
ta3.primi.AcB angulo D F E. Conftituatur tenim ad reftam
lineam D F, et ad pun&a in ipfd b, F, alterutri angu-
lorum B A ¢, E D P ®qualis angulus F D G, angulo au-
tem AcB ®qualis D Fa. Reliquus igitur ad B reli-
v12.Cor. 32.quo ad G eft “wmqualis. Ergo triangulum A Bc tri-
primi- angulo p 6 F @quiangulum ¢ft; ac propterea ut B A
*4.hujus. ad Ac, ita *eft G D ad D F: ponitur autem et ut B A ad
Y11.quinti.A ¢, ita kDad DF. Utigitur YED ad DF, ita G D ad
* 9. quinti. p F, Quare E D ®qualis eft *ipfi D G, et communis
pF. Ergo duz EDp, DF duabus ¢ D, DF zquales
funt, et angulus E D F angulo ¢ D F eft @qualis; bafis
* 4 primi. jgitur E F eft * equalis bafi Fo, triangulumque DEFP
aquale triangulo G D F, et reliqui anguli reliquis angu-
lie ;equales, alter alteri, quibus ®qualia latera fubten-
duntur. Ergo angulus quidem pF ¢ eft zqualis an-
gulo b PE; angulus vero ad ¢ angulo ad E. Sed an-
gulus b F G @qualis eft angulo A ¢ B; et angulus igitur
A c B angulo D FE eft &qualis. Ponitur autem et BAC
angulus aqualis angulo Ep F.  Ergo et reliquus, qui
ad B, mqualis eft reliquo ad E. Aquiangulum igitur
eft triangulum A B c triangulo p EF. Quare fi duo
triangula unum angulum uni angulo ®qualem habeant,
circa
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circa zquales autem angulos latera proportionalia ; -
quiangula erunt triangula, et 2quales habebunt angu-
los, quibus homologa latera fubtenduntur. Q. E. D.

PROP. VII. TIIEOR. [VIIL]

Si duo triangula unum angulum uni angulo @qualem ha-
beant, circa alios autem angulos latera proportionalia, et
religuorum utrumgque fimul, vel minorem, vel non mi-
norem reclo; wquiangula erunt triangula, et wquales
babebunt angulos, circa quos latera funt proportionalia.

Sint duo triangula A B ¢, p E F, unum angulum uni
angulo equalem habentia, vi-
deh

cet angulum B A ¢ angulo A D
E D F ®qualem, circa alios au-
tem angulos ABC, DEF la-
tera proportionalia, ut fit D&
ad Ep, ficut AB ad BC; et G
reliquorum, quiadc, F, utrum- L \

que fimul minorem, vel non B
minorem reto. Dico triangulum A B c triangulo DEF
zquiangulum effe; angulumque A Bc zqualem an-

0 D E F, et reliquum, videlicet qui ad ¢, reliquo qui
ad r zqualem. Siinzqualis eft angulus A B ¢ angulo
D EF, unus ipforum major erit; fit major ABC; et
conftituatur ® ad retam lineam A B, et ad pun&um in® 23, primi.
ipfa B, angulo D B F ®qualis angulus A BG. Et quo-
niam angulus quidem A eft zqualis angulo b, angulus
vero A B G angulo p EF; erit reliquus A 6 B reliquo
D FE zqualis¢. Equiargulum igitur eft A B G trian-<z.Cor. 32,
gulum triangulo p 5 ¥. Quare ut *A B ad 8 6, fic p ppmk .
ad EF: utque pE ad E F, fic ponitur AB ad Bc. Ut * W%
igituar ABad Bc, fic ABad B6. Quod cum A B ad
utramque B C, B 6 eandem habcat proportionem, erit
Bc ipfi BG ®qualis®; ac propterca angulus ad c eft* . quinti.
zqualis angulo B G c. Quare uterque angulorum B co,
B G ¢ minor eft reCto; igitur qui et deinceps eft, A G B,
major cft re&to. Atque oftenfus eft angulus A6 B ®-
qualis angulo, qui ad r. Angulus igitur, qui ad r, reGto
major eft. Atqui ponitur non major, nimirum cum ¢ non
eft major re¢to: quod eft abfurdum. Non igitur inz-
qualis eft angulus A Bc angulo pEr. Ergo ipfi eft
zqualis. Eft autem et angulus ad a ®qualis ei, qui ad
p. Quare et reliquus qut ad ¢, zqualis reliquo, qu;

L a
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[VIIL)

¢ 2. Cor, 32.
primi.

» 4. hujus.

1 Def. 1.
hujus.

EUCLIDIS ELEMENTORUM

ad F. /Equiangulum igitur eft A B c triangulum trian-
gulo pEF. S igitur duo triangula unum angulum
uni angulo mqualem habeant, circa alios autem angulos
Jatera proportionalia, et reliquorum utrumgque fnmul,
vel minorem, vel non minorem reéto; aquiangula
erunt triangula, et ®quales habebunt angulos, circa
quos proportionalia funt latera. Q. E. D.

PROP. VIII. THEOR.

St in triangulo reflangulo, b angulo reéto ad bafim per-
pendicularis ducatur; que ad perpendicularem funt
triangula, cf toll, et inter fo fimilia funt,

Sit triangulum rectangulum A B ¢, reétum habens

angulum B A Cj et a puncto A

A ad B ¢ perpendicularis du-

catur A . Dico triangula

ABD, ADC toti triangulo

A B C, et inter fe fimilia etfe.

Quoniam enim angulus Bac )

elt wqualis angulo apsB, B b -~

re@tus enim uterque eft, et angulus ad B communis
duobus triangulis A B ¢, A B D; erit® reliquus AcB re-
liquo B A D mqualis. Alquiangulum igitur eft trian-

ulum A B¢ triangulo A BD. Quare "ut Bc, que

?ubtcndit angulum rec¢tum trianguli A B c, ad B A {ub-

tendentem angulum re¢tum trianguli A B D, fic ipfa A B,

fubtendens angulum ad ¢ trianguli A B¢, ad p B fub-

tendentem angulum  @qualem angulo ad c, vidclicet

B A D ipfius A B b trianguli; et adhuc A ¢ ad A p fub-

tendentem angulum ad 3 communem duobus triangulis.

Ergo triaugulum A B¢ triangnlo A B b @2quiangulum

eft, et circa wquales angulos latera habet proportionalia.

Simile igitur teft triangulum A B¢ triangulo A B D,

Eadem ratione demonftrabimus ctiam A p ¢ triangulum

triangulo A B ¢ fimile effe.  Quare utrumque iplorum

ABD, ADC toti A Bc triangulo eft fimile. Dico in-

fuper triangula A B D, A D ¢ ctiam inter {e fimilia effe.

Quoniam enim angulus B D A reGus eft equalis recto

A pc; fed et B A Db olienfus eft @qualis angulo ad ¢

erit reliquus ad B religuo p ac equalis. “Equiangulum

igitur eft triangulum A B D triangulo Apc. Ergo Put

B D trianguli A B b fubtendens 8 A D anguium, ad p A

trianguli a b c fubtendentem avgulum, qui eft ad ¢,

@qualem
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@qualem angulo B A D, fic ipfa A D trianguli A B D fub-
tendens angulum ad B, ad D c fubtendentem angulum
D AC ei, qui eft ad B, 2qualem ; et adhuc B ad ac

fubtendentem angulum reftum apc. Simile igitur -

eft 4 B D triangulum triangulo A pc. Quare fi in tri-
aEFulo're&angulo ab angulo re¢to ad bafim perpendi-
‘cularis ducatur; que ad perpendicularem funt triangula,
et toti, et inter fc fimilia funt. Q. E. D.

Cor. Ex hoc manifeftum eft, in triangulo reangulo,
ab angulo reétoad bafim perpendicularem ductam, me-
diam proportionalem cffe inter fegmenta bafis ; et Yrae-
terea inter bafim et bafis fegmentum, latus utrumlibet
fegmento conterminum, medium effe proportionale.

PROP. IX. PROBL.
A datd re€ld lined imperatam partem abfecindere.

Sit data re&a linea A B. Oportet ab ipfd A B impe-
ratam partem abfcindere. Ducatur a pun-
&to A quaedam redta linea A ¢, qua cum A
ipldi A B angulum quemlibet contingat;
fumaturque in A ¢ quodvis punétum p, et ¥
capiatur A C, qua toties fit multiplex re-
&z A, quoties re®a ipfa A B partis ab- E
fcindendae 5 jungatur Bcj et per b ipfi
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[1X.]

B C parallela *ducatur p ¥. Itaque quo- ¢ ¢ X 3t primi.

niam uni laterum trianguli a B ¢, videlicet

ipfi B ¢, parailcla duéta eft Fp; erit' ut cp ad D4, ita' 2. hujus.
BF ad FA; componendo ut ca ad AD, ita BA ad A F™.™18.quinti,

Que pars igitur ¢ft AD rete ac, eadem erit AF recte

AB" A dataigitur rectalined A B pars imperata efi®:s. quinti.

abfciffaar. Q.E.F.
PROP. X. PROBL.

Datam relam Lincam infeélam, date rcfle lince [éle
' Similater fecare.

Sit data quidem re&a linca infeGta a B, {c@a vero
A c. Oportet reétam lineam a B infectam ipfi ac feéte
fimiliter 1ccare. Sit fecta A ¢ In punctis p et F;-et po-
nantur ita, ut angulum quemvis contineant; junétaque

[x1]

BC, per puncta quidem D et Ripfi B c parallela ©du-o 31 primi,

cantur D F, EG; per D vero ipli A B ducatur paiallela
D il K.
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9 34. primi.

* 2. bujus.
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D H K. Parallelogrammum igitur eft utrumque ipforum
F H, H B; ac propterea D H quidem eft?

eequalis F 6, HK vero ipfi 6 B. Et quo- A

niam uni laterum trianguli D K ¢, ipfi

fcilicet K c, parallela dufta eft HE;

erit fut ce ad EDp, ita X H ad H D,

" Aqualis autem eft K B quidem ipfi B G,

[XL]

s 31, primi.JUnétd B ¢, ducatur® per D ipfi B c paral-

t z, hujus.

[X11.]

H D vero ipfi 6 F. Eft igitur ut cE ad

ED,itaBG ad ¢ F. Rurfus quoniam

uni latcrum irian g A {(: E, nimirum

ipfi E G, parallela dufta et Fp,ut ED

aIc)i D A,,ig’t rerit oF ad F A. Sed often- B K ¢
fumeftutcr ad b, ita efle Be ad cr. Ut igitur
ceadEp,itacit BG ad GF; et ut ED ad D a,ita
6F ad Fa. Ergo data reéta linea infeta a B, date
reGe linex feCte A c fimiliter feftaeft. Q. E. F.

PROP. XI. PROBL.

Duabus datis re€lis lineis tertiam proportionalem
venire, )

Sint date due re&t linex A B, A ¢; et ponantur ita,
ut angulum quemvis contineant. Oportet 5
ipfis A B, A c tertiam proportionalem in-
venire. Producantur A B, Ac ad punfta
D, E; ponaturque ipfi A ¢ @qualis Bp; et BL_\C
lela p . Quoniam igitur uni laterum tri-
anguli A D E, videlicet ipfi D E, parallela
dultaeft Bc, erit* ut AB ad BD, ita Ac D E
ad ¢ E. Aiqualis autem eft B D ipfi Ac. Ut igitur A B
ad A ¢, ita eft A ¢ ad c e. Quare datis re&is lineis A B,
A c tertia proportionalis inventa eft c. Q. E. F.

PROP. XII. PROBL.

Tribus datis reélis lincis quartam proportionalem
tnvenire,

Sint date tres re&z lince A, B, c. Oportet ipfis
A, B, c quartam proportionalem invenire. Exponantur
duz re¢tz line® D E, D F angulum quemvis E D F con-
tinentes ; et ponatur ipfi quidem A =mqualis p o, ipfi
vero B ®qualis G E, et ipfi ¢ zqualis D H : junttique
. G H,

4
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G H, per E ipfi parallela® ducatur ¥, Itaque quoniam 3. primi.
uni laterum trianguli DEF,

nimirum ipfi EF, parallela A
du&a eft G H, erit ut b 6 ad B
GEita DH ad HF. Ef au- P

tem D G ipfi A ®qualis; GE G
vero zqualis B; et DH -
qualis c. Utigitur A ad B,
ita cad mr. Quare datis E

tribus recis lineis A, B, ¢ quarta proportionalis inventa
etur. Q E. F.

PROP. XIII. PROBL. [XIIL.])

Duabus datis rechs lincis mediam proportionalem
smnvenre.
Sint datz duze re&tz linez A B, Bc. Oportet inter

ipfas-A B, 8 ¢ mediam pro-
portionalem invenire. Po-
nantur in direGum, et fuper
ipfi a c defcribatur femi-
circulus A b c; ducaturque * , 11, primi,
a punto B ipfi A cad reftos
angulos BD; et AD, DC Iy
.lun%mtur. Quoniam igitur
in femicirculo eft angulus A D¢, is reftus Yeft, Et’ 31 terii.

uoniam in triangulo re@angulo A p ¢, ab angulo re-

o ad bafim perpendicularis du@a eft p B; erit b B me-
dia proportionalis * inter fegmenta bafis A B, B c. Dua-* Cor. 8,
bus igitur datis retis lineis Ao B, B ¢ media propor- hujus.
tionalis'inventa eft pB. Q. E. F.

PROP. XIV. THEOR. XIV]

AEqualium, et unum uni equalem babentium angulum, pa-
rallelogrammorum latera, que funt circum equales an-
gulos, reciproca funt : et quorum parallelogrammorum,
unum uni equalem babentium angulum, latera, que
circum aquales angulos, funt reciproca s ea inter fe funt
a@qualia.
Sint @qualia parallelogramma A B, B c, 2quales ha-
bentia angulos ad B; et ponantur in dire¢tum b B, B E.
Ergo et in dirc&tum erunt B, B6. Dico parallelo-s . primi.
grammorum A B, B C latera, qua funt circum zquales
angulos, reciproca effe: hoc eft, ut b8 ad BE ita efle
: GB




b 5, quinti.
¢ 1. hujus.

¢ 11, quinti.

fpondeant, latera, qua funt circum =quales ansulos,
1

* 9. quinti.

(XV.]

BUCLIDIS ELEMENTORUM

e B ad Br. Compleatur enim parallelogrammum r x.

Et quoniam par lelograni- A )

mum A B zquale eft paral-

lelogrammo B c, aliud autem \ \ ﬁ\
aliquod eft r E parallelogram- D B

mum; eritut AB ad FEDY, ita
Bcad rE. Sed ut AB qui-
dem ad FE, ita “eft DB ad
BE; ut autem Bc ad PE, G C
itaccBad BF; utigitur pead BE,itacs ad BF.
Ergo parallelogrammorum A B, B c latera, qua circum
@quales angulos, ex contrarii parte fibi ipfis refpondent.
Et fi reciproca fint, feu ex contrarid parte fibi ipfis re-

nempe fi ut B 0 ad BE, ita fit ¢ B ad BF; dico parallelo-
grammum A B parallelogrammo B c ®quale efle. Quo-
niam enim et ut b B ad B E, ita 6 B ad B F, ut autem
DB ad BE, ita ¢ A B parallelogrammum ad parallelo-
grammum FE; et ut G Bad BF, ita ¢B c parallelo-
grammum ad parallelogrammum FE; erit? et ut A 8 ad
FE,itaBcad rE. ¢ Alqualeigitur eft A B parallelo-
grammum parallelogrammo B c. Ergo aqualium et
unum uni @qualem habentium angulum  parallelo-
grammorum latera, que circum zquales angulos, re-
ciproca funt, feu ex contraria parte fibi ipfis refpondent ;
et quorum parallclogrammorum, unum uni zqualem ha-
bentium angulum, latera, qua circum zquales angulos,
reciproca funt ; ea inter fe funt zqualia. Q. E. D.

PROP. XV. THEOR. .
Equalium, et unum' uni cqualem babcntium angulum
triangulorum latcra, qice circum aguales angulos, funt
reciproca. Et quorum triangulorum unum uni wqualem
habentium angulum latera, quee circum equales angulos,
reciproca funt, ea inter [v funt equalia,

Sint =qualia triangula A B ¢, A D E, unum angulum
uni angulo zqualem habentia, angulum {cilicet B A ¢
angulo p A E.  Dico triangulorum A B ¢, A D E latera,
que circum @quales angulos, reciproca efie, hoc eft,
ntca ad A b, itaclle Ea ad A 2. Ponantur enim ita,
ut in dirc{tum fit c A ipfi AD. Ergoet EaipfiaABin
dirc&tum crit; et jungatur B p. Quoniam igitur tri-
angulum A B ¢ 2quale cft triangulo A p E, dliud autcn&

. €
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et ABD; erit ut ca B triangulum ad triangulum

B A D, ita dtriangulum g d 7. quinti,

ADEad triangulum BAD.

Sed ut triangulum qui-

dem cAB ad B A D tri- A .

angulum, ita® ca ad Ap; ¢ 1. hujus.

utautem triangulumEAD

ad ipfum BAD, itaEA ad & \

aB. Ut figitur cA ad £ (1. quind.

A D, ita EAad A B. Quare triangulorum ABC, ADE

latera, qua circum =quales angulos, reciproca funt.

Et fi reciproca fint latera triangulorum ABcC, ADE,

fcil. fitut c A ad A D, ita B A ad A B; dico triangulum

ABc triangulo A D E 2quale efle.  Junéta enim rurfus

B D, quoniam ut C A ad A D, ita eft EA ad A B; ut au-

tem c A ad A D, ita® A B ¢ triangulum ad triangulum

BADj; et ut EA ad A B, ita °triangulum EA D ad

B A D triangulum, erit ut A B ¢ triangulum ad triangu-

lum B A D, ita triangulum EAD ad B A D triangulum.

Utrumque igitur triangulorum ABc, ADE ad trian-

gulum B A D eandem habet proportionem ; ac propterea

quale eft A B ¢ triangulum triangulo a D E*. Am‘ -

lium igitur, et unum uni zqualem habentium angulum

triangulorum latera, que circum 2quales angulos, reci- |

Eroca funt: et quorum triangulorum unum uni zqualem
abentium angulum latera, quee circum zquales angu-

los, reciproca funt, ea inter fe funt equalia. Q. E. D.

PROP. XVI. TIIEOR. * [XVL}]

Si quatuor refle linee proportionales fuerint; reflangulum
Jub extremis contentum @quale ¢ft e reflangulo, quod
Jub mediis continetur : ¢t fi rectangulum fub extremis
contentum equale fuerit ety quod juz mediis continelur ;
quatuor refle linee proportionales erunt.

Sint quatuor reét linez proportionales A B, €D, E, F,
fitqueut ABad cp, ita B .
ad r. Dico re&tangulum —— T 1
contentum fub rectis lineis B
A B, F ®quale efle e, quod
fub jpfis ¢ b, E contine-
tur. Ducanturenimat pun-
¢tis A, c ipfis A B, cD ad _
rectos angulos A G, CH; & B C b
ponaturque

O

& 11. primi.
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& 7. quinti,

* 14. bujus.

EUCLIDIS ELEMENTORUM

pouglaturque ipfi quicllem F ®zqualis A 6, ipfi vero E -
is ¢ H; et compleantur

gc, DH paral]elogeamma. —E H
Quoniam igitur eft ut A B _F_
ad ¢ p, ita E ad F; eft au-

tem E ®equalis cH, et F G
ipfi AG: erittutaBs ad cp,
ita cH ad A 6. Parallelo-
grammorum igitur B G, & B C D
D H latera, que funt circum ®quales angulos, reci-
proca funt. Quorum autem @quiangulorum parallelo-
grammorum latera, qua funt circum @quales angulos,
reciproca funt, ea inter fe funt * zqualia. Ergo paral-
lelogtammum B 6 zquale eft parallelogrammo b H.
Atque eft parallelogrammum quidem B G, quod fub
reflis lineis A B, F continetur, etenim A G et equalis F;
parallelogrammum vero D 1, quod continetur fub ipfis
C D, E; cum C H ipfi E fit 2zqualis. Re&tangulum igitur
contentum fub A B et F eft ®quale ei, quod fub ipfis
cD et B coutinetur. Et fi reCtangulum contentum
fub A B, F fit ®equale ei, quod fub c D et & continetur;
dico quatuor re%tas lineas proportionales efle, videlicet
ut AB ad cp, ita E ad P. Yifdem enim conftrufis,
quoniam re&angulum contentum fub AB et F eft ®-
quale ei, quod fub ¢ p et E continetur, atque eft con-
tentum quidem fub A B, F reftangulum B @, etenim
A G eft =qualis ¥: contentum vero fub cp, £ eft re-
&angulum p H, cum c H ipfi E fit equalis: erit paral-
lelogrammum B 6 ®quale parallelogrammo p H. Et
funt zquiangula. JEclua.lium autem et 2quiangulorum
parallelogrammorum latera, que circum =quales an-
gulos, reciproca funté, Quare ut AB ad cb, itacnu
ad A G ; ®qualis autem eft c 1 ipfi E, et A ipfi r. Ut
igitur AB ad c¢D, ita E ad F. Ergo fi quatuor re&t=
linee proportionales fuerint; re&tangulum fub extremis
contentum zquale eft ei, quod fub mediis continetur :
et fi retangulum fub extremis contentum ®quale fuerit
ei, quod {ub mediis continetur; quatuor reétz linez
proportionales erunt. Q. E. D.

Cor.* Si quatuor reCtarum prima major fit quam ad
fecundam in ratione tertie ad quartam; re&tangulum

fub extremis reCtangulo fub mediis majus erit. Et fi
re¢tangulum
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reGangulum Tub extremis majus fuerit reGtangulo fub
mediis; prima major erit quam ad fecundam in ratione
tertize ad quartam.

PROP. XVII. THEOR. [XVIL]

Si tres refle linew proportionales fuerint; relangulum fub
extremis contentum aquale efl eiy quod a medid fit, qua-
drato: et fi re@angulum fub extremis contentum, a'q_uale
Suerit ei, quod a medid fit, quadrato, tres reéle linee
proportionales erunt.

Sint tres re&te linex proportionales A, B, c; et fit ut
Aad BitaBad c. Dico A

re&tangulum contentum B
fub A, ¢ =quale efle ei, D
uod a medii B fit, qua- C_
ato. Ponatur ipfi B - - b
qualis p. Et quoniam C
ut A ad B,ita Bad c; -
qualis autem B ipfi D; A B

eritut Aad BY ita p ad c. Si autem quatuor retz» ;. quinti.
linez proportionales fuerint, re€tangulum fub extremis

contentum eft !equale ei, quod fub mediis continetur.i 6, hujuc.
Ergo re&tangulum fub A, c contentum eft zquale ei,
uod continetur fub B, p. Sed re&tangulum contentum
ub B, p eft 2quale quadrato, quod fit ex ipfa B; etenim
B eft ®qualis D. Reétangulum igitur contentum fub
A, c eft zquale ei, quod ex B fit, quadrato. Et fi rectan-
%\Llum contentum fub A, c =quale fit quadrato, quod
t ex B3 dico ut A ad B, ita efle B ad ¢. Iif{dem enim
conftruétis : quoniam re&angulum contentum fub A, c
zquale eft quadrato, quod fit ex B; at quadratum quod
fit ex B eft reftangulum, quod fub ipfis B, D continetur,
eft enim B equalis irﬂ D; erit retangulum conten-
tum fub A, ¢ =quale ei, quod fub B, D continetur.
Si autem reftangulum, fub extremis contentum, -
quale fuerit ei, quod fub mediis continetur, quatuor
re&e linez proportionales 'erunt. Eftigitur ut A ad B,
ita p ad c; equalis autem B ipfi . Ergout 4 ad B, ita
Bad c. Siigitur tres reéte linez proportionales fuerint ;
re¢tangulum fub extremis contentum eft zquale ei,
quod a medi4 fit, quadrato: et fi retangulum fub ex-
tremis contentum squale fuerit ei, quod a media fit,
quadrato ; tres rectz linew proportionales erunt. Q. E. D.
Cor,
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Cor.* Si trium retarum prima major fit quam ad
fecundam in ratione fecund= ad tertiam ; reGtangulum
fub extremis quadrato a medid majus erit. Et fi retan-
gulum {ub extremis majus fuerit quadrato a medi;
prima major erit quam ad fecundam 1n ratione fecund=
ad tertiam.

[XVIIL] PROP. XVIII. PROBL.
A daté reéta lined, dato rectilines fimile ct fimiliter pofitum,
re@ilineum deferibere.
Sit data re@a linea A B, datum autem rcétilineum

c E. Oportet a reéta linei .
A B, reétilineo c E fimile et

‘- 7
3 n /s / F 1
fimiliter pofitum, reétiline-  / N
um deferibere.  Jungatur /
D F, et ad reGam lincam //

A B, et ad pun&ta in ipfd '\
A, B, angulo quidem ¢ - [
« 33 pnmi. qQualis angulus * conftituatur G A B, angulo autem cp P
angulus A B 6. Reliquus igitur ¢ F b angulus reliquo
}2.Cor3z.A G B eft! zqualis. Ergo mquiangulum eft Fcp tri-
f.“'“‘l'w.uc angulum triangulo G A B ; ac propterea ™ut ¥ p ad 6 B,
HU% tarcad 6 A, et cp ad AB. Rurfus conflituatur ad
re¢tam lineam B G, et ad pun&a in ipfi B, G, an-
gulo quidem D F E ®qualis angulus B 6 1, angulo au-
tem FDE wqualis ¢ BH. Lrgo reliquus! ad E re-
liquo ad u eft ®qualis. AEquiangulum igitur eft tri-
angulum FDE triangulo ¢ B H. Quare ut™ rp ad 6 B,
ita £ ad ¢ g, et ED ad B B. Oftenfum autem eft et
ut Fpad ¢ B,ita rcad 6 A, ct cD ad A B; eft igitur
ruquinti."ut Fcad AG,ita cp ad A B, et FE ad G H, et ad-
huc Ep ad nB. Itaque quoniam angulus quidem
cF D eft =qualis angulo A 6 B, angulus autem DFE
angulo B G H; erit totus ¢ FE angulus toti AGH -
qualis. Eadem ratione ¢t ¢ D E elt @qnalis ipi ABH;
et praeterea angulus quidem ad ¢ angulo ad A zqualis,
angulus vero ad E angulo ad H. Aquiangulum igitur
eft A wipll cE, et latera circum equales ipfius angulos
habet proportionalia.  Ergo rectilineum 4 # rechlineo
«Def. ;. CE fimile verit. A data igitur recta lined a B, dato re-
muos,  Ctilineo ¢k fimile et fimiliter pofitum, reGtilineum A H

deferiptum elt. Q. E, F,
PROP.
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PROP. XIX. THEOR.
Similia triangula inter fe funt in duplicatd proportione
laterum bomologorum.
Sint fimilia triangula A B ¢, D E F habentia angulum

ad B #qualem angulo ad g,
etfitut ABad B¢, itape ' D
ad B F, ita ut latus B ¢ ho-
mologum fit lateri e¥. Dico
A B ¢ triangulum ad trian-
gulum D E thuplicatam

roportionem habere ejus £
Puapn(: habet Bc ad inB G Ck ¥

umatur enim ipfis P B c, B F tertia proportionalis B G,? 11. hujus.
ut fit 3c ad er ita EF ad BG. Et jungatur G a.
Quoniam igitur ut AB ad Bc,ita eft Dk ad EF; erit
permutandout AB ad pe,itaBcad er. SedutmBc
ad EF,ita EF¥ ad B a. Ut vigitur A B ad D E, ita E F9u1. quint.
ad B 6. Quare triangulorum A B G, D E F latera, qua
funt circum ®quales angulos, reciproca funt. Quorum
autem triangulorum, unum uni qualem habentium an-
gulum, latera, quz circum @quales angulos, reciproca

unt, ea inter {e @qualia funt. HFquale igitur eft A B G " 15. bujus.
triangulum triangulo pEF. Et qugniam eft ut Bc ad

EF, 1ta EF ad B G; fi autem tres reétze linex propor-
tionales fint, prima ad tertiam duplicatam proportionem
* habet ejus, quam habet ad fecundam : habell);;t igitur* Def. 10.
B c ad B G duplicatam proportionem ejus, quam habet quinti-
Bcad er.* Utautem Bc ad BG, ita ABC triangulum.
ad triangulum ABG'. Ergo ¢t ABc triangulum ad® 1. hujus.
triangulum A 8 ¢ duplicatam proportionem habet ef'us,
quam B C habet ad eF. Ef autem a B G triangulum
triangulo DEF equale. Et triangulum igitur ABC
ad triangulum pEF duplicatam proportionem habebit
ejus, quam habet B c ad EF. Quare fimilia triangula
inter fe in duplicatd funt proportione laterum homo-
logorum. Q. E. D,

Cor. Ex hoc manifeftum eft, fi tres re lige pro-
portionales fuerint, ut prima ad tertiam, ita effe trian-
ﬁulum, quod fita grimﬁ, ad triangulum, quod a fecunds,

mile et fimiliter efcriptum ; quoniam oflenfum eft ut
cB ad B g, ita A B C triangulum ad triangulum A B g,

hoc eft, ad triangulum pe¥. Q. E. D,
M - PROP.
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[XX.) PROP. XX. THEOR.

Similia polygona in fimilia triangula dividuntur, et nu-
mero @qualia, et bomologa totss; et polygonum ad po-
Iygonum duplicatam proportionem babet gus, quam latus
babet ad bomologum latus.

Sint fimilia polygona ABCDE, FGH KL, et fit latus
A B homologum ipfi ¥ a.

Dico polygona A BCDE, s

FGHKL n fimilia trian- F
gula dividi, et numero ®- E B

qualia, et homologa totis ; L G
et po{ygonum ABCDE

3?1 Egygonum FGHKL |\ C —i

atam proportionem

habere ejus, quam habet A B ad FG. Jungantur BE,

EC, 6L, LH. Etquoniam fimile eft A B ¢ D E poly-

gonum polygono FGHKL, angulus B A E angulo G FL

eft equalis: atque eft ut BA ad A5, ita GF ad FL.
Quoniam igitur duo triangula funt A B E, F ¢ L, unum
angulum uni angulo equalem habentia, circum -

* 6. hujus. quales autem angulos latera proportionalia: erit® tri-
angulum a B E triangulo F 6 L ®quiangulum. Ergo et

fimile. Angulus igitur A B E ®qualis eft angulo Fe L.

p Def. 1. Eft autem et totus A B ¢ angulus =qualis® toti ¥ ¢,
W propter fimilitudinem polygonorum. Ergo reliquus
E B C reliquo L 6 1 eft =qualis. Et quonigm ob. fimi-
litudinem triangulorum ABE, FG L, eft ut EB ad B 4,

ita Lo ad 6 F; fed et propter fimilitudinem polygono-

rumY, ut AB ad B¢, ita eft F @ ad @ H; erit ex zquali
*23.quinti.ut *EB ad B, ita L6 ad e H. Hoc eft, circum ®quales
angulos EBc, L G H latera triangulorum EBC, LGH

funt proportionalia; zquiangulum igitureft 2B C trian-

gulum triangulo L 6 H. Quare et fimile. Eadem ratione

et E ¢ D triangulum fimile eft triangulo Lu k. Similia

iFitur polygona ABCDE, FGHKL in fimilia triangula

lviduntégr, et numero &qualia: nimirum cum tot fint

utriufque polygoni triangula, quot funt latera, duobus
demptis.  Dico et homologa totis; hoc eft, ut propor-

. tionalia fint triangula, et antecedentia quidem funt
A BE, EBC, EC D, confequentia autem ipforum feL,
LGH,LHK; et ABCDE polygonum ad polygonum
FGHKL

Py
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F G H KL duplicatam proportionem habere ejus, quam
latus habet ad homologum latus ; hoc eft, AB ad Fa.
Quoniam enim fimile eft A Br triangulum triangulo FGL;
habebit a B E triangulum ad triangulum FcL duplicatam

proportionem ’ ejus, quam habet B e ad ¢ L. Eidem? 19.hujus,

ratione, et triangulum BEcC ad G L H triangulum dupli-
catam Y proportionem habet ejus, quam BE ad ¢ L. Eft

#igitur ut A B E triangulum ad triangulum F G t, itat1. quinti.

triangulum BeC ad G L K triangulum. Rurfus quo-
niam fimile eft triangulum E B ¢ triangulo L@ H, ha-
bebit EBc triangulum ad triangulum L 6 1 duplicatam
proportionem ejus, quam reta linca ¢ E habet ad retam
H L. Eidem ratione et Ec D triangulum ad triangu-
lum L u k doplicatam proportionem habet ejus, quam
cead HL. Eft®igitur ut triangulum BEC ad trian-
lum LG H, ita cE b triangulum ad triangulum L H k.
ftenfum autem eft et ut x nfjgangulum ad trian-
ulum L G H, ita trianguldm AR triangulum FG L.
irgo ut triangulum A B E ad trian3@un ¥ G L, ita tri-
angulum BEc ad 6 HL triangulum, et triangulum Ec D
ad ipfum Ly k. Etigitur ut unum antecedentium ad

unum confequentium *, fic omnia antecedentia ad om-a r2. quind,

nia confequentia. Ergo ut triangulum A B E ad trian-
gulum FG L, ita ABCcDE polygonum ad polygonum
FGHKL; fed A BE triangulum ad triangulum Fe L
duglicatam proportionem habet ejus, quam latus A B
habet ad homologum latus rG: finilia enim triangula
in duplicatd funt proportione latcrum homologorum.
Ergo et A BCcDE polygonum ad polygonum FGHK L
duplicatam proportionecm habet ejus, quam A B latus
habet ad F ¢ homologum latus. Simi?ia igitur poly-
gona in fimilia triangula dividuntur, et numero ®qualia,
et homologa totis; et polygonum ad polygonum dupli-
catam habet proportionem ejus, quam habet Jatus ad
homologum latus. Q. E. D, _

Eodem modo et in fimilibus quadrilateris oftendetur,
ea effe in duplicata proportione laterum homologorum,
Oftenfum autem eft et triangulis.

Cor. 1. Ergo univerfe fimiles figure reilinez inter
fe funt in duplicata proportione homologorum laterum.

Cor. 2, Univerfe igitur manifeftum eft, fi tres ret=
linez proportionales fuerint, ut prima ad tertiam, ita
M2 effe
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effe figuram, que fit a primi, ad eam, qua a fecundd,
fimilem et finiliter deferiptam. Nam fi
ipfis A B, F @ figurarum re&ilinearum fi-
milium lateribus homologis tertiam pro-
portionalem fumamus, qua fit x; habebit
A B ad x duplicatam proportionem ejus,
}']uam habet AB ad Fc. Habet autem et
igura ad figuram duplicatam proportionem B G X
ejus, quam latus a B ad latus homologum

FG. Figura igitur ad figuram ut A8 ad x. Q. E. D.

Cor. 3.#* Si fimiles figuree reilineze fint etiam -
quales, earum latera honiologa erunt inter {¢ zqualia.

PROP. XXI., THEOR.
Quee eidem rectilineo funt fimilia, et inter fe fimilia
Junt.

Sit enim utrumque retilineorum a, B fimile rei-
linco c. Dico et recti-
lineum A reftilineo B fi-
mile effe. Quoniam enim
fimile eft A rectilineum
rectilineo c, et ipfi zqui-

angulum " erit, et circum \
equales angulos latera
habebit  proportionalia.

Rurfus quoniam fimile eft re&ilineum B reilineo ¢, .
equiangulum ipfi erit, et circum 2quales angulos latera
proportionalia habebit®, Utrumque igitur rectilineo-
rum a, B ipfi ¢ ®quiangulum eft, et circum zquales
angulos latera habet proportionalia. Quare et reéti-

lineum A ipfi B eft ®quiangulum, lateraque circum e-

quales angulos proportionalia habet; ac propterea a

ipfi B cft imile. Q. E. D.

PROP. XXII. THEOR.

Si quatuor refte lincee proportionales fuerint; et reflilinea,
quee ab ipfis fiant, fimilia et fimiliter d?éripta, propor-
tionalia erunt.  Et fi re€llinea, quee ab ipfis funt, fi-
milia ct fimiliter defcripta, proportionalia fuerint; et ipje
reclee linee proportionales erunt.

Sint quatuor reftz linee proportionales A B, € D,

EF, GH: nempe ut AB ad CD, ita fit EF ad ¢ H. De-

. fcribanturque

A

ol
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fcribanturque ¢ab ipfis quidem A B, ¢ D fimilia et fi-<18. hujus.
militer pofita re&ii)inea K A B, K
LCcD: ab ipfis vero EF, GH
defcribantur refilinea fimilia et L
fimiliter pofita M 7, N H. Dico —=—
ut kK A B rectilineum ad refti-
lineum L ¢ p, ita effe re@ilineum A B ¢ D
MF ad ipfum NH re&tilineum, L
SumaturI;pﬁs ¢quidem A B, CD \ ¢ 1. hujus,
tertia proportionalis X ; ipfis vero
EF, G H tertia proportionalis 0.
Et quoniam eft ut AB ad cp, T —
ita efad 6 #; utautem cb ad . S LI
X, ita 6 H ad o; erit, ex 2quali® o_ ' :
ut ABad x, ita e¥ ad 0. Sed - T
ut AB quidem ad x, ita eftf " f2.Cor.z0,
retilinenm x A B ad L ¢ D re&tilineum; ut autem g phuius
ad o, itaf rectilineum M F ad reétilineum ~ u. Ut igi-
tur K A B reéilineum ad re¢tilineum L ¢ b, ita eft & re-s11. quinti.
&ilineum M F ad N H rettilineum. Et fifitutkas
reftilineum ad re&ilineumn L ¢ b, ita reftilineum M F
ad re&ilineum N H; dico ut A8 ad cp, itaefle ep
ad g ., Fiat enim ut ABad cp,ita EF ad *p R, et® 12.hujus,
defcribatur <ab ipfa p R, alterutri reétilineorum M F, NH
fimile et fimiliter pofitum, rectilineum s R. Quoniam
igitur eft ut A B ad cp, ita EF ad PR, et delcripta
funt ab ipfis quidem A B, © p fimilia et fimniliter pofita
K A B, L ¢ D redtilinea, ab ipfis vero EF, PR fimilia et
fimiliter pofita reétilinea M F, s R; erit 'ut K A B reti-1 ex prius
lineum ad re&ilineum L ¢ b, ita reétilincum M F ad R s demou-
retilineum. Ponitur autem et ut rectilineum K A B ad #4s:
refilineun L ¢ b, ita M F reilineum ad rectilincum
N H. Ergo ut re&ilineum M r ad redilineum N n, ita
M F redtilineum ad rettilineum s . Quod cum reéti-
lineum M F ad utrumque ipforum ~ 1, s R eandem ha-
beat proportionem, ent* rectilinecum N H ipfi s R 2-%g. quint,
quale. Eft autem iPﬁ fimile et fimiliter pofitum. Ergo
G H eft ®qualis P R, Etquoniam ut A B ad ¢ p,ita eft'3.Cor.2z0.
EPad P R; qualis autem P R ipfi 6 H 5 erit ut A B ad nwus.
CD, ita EF ad G H. Si igitur quatuor relte lince
proportionales fuerint; et rectilinea, que ab ipfis fiunt,
fimilia et fimiliter defcripta, proportionalia erunt: et
fi reilinca, que ab ipfis fiunt, finilia et fimiliter de-

M3 fcripta,

1
€ 12.quinti.
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® 1, hujus.

®11. quinti.

P22, quinti.
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fcripta, proportionalia fuerint ; et ipfee rect lines pro-
portionales erunt. ' Q. E. D.

PROP. XXIII. THEOR.

Zqiiangula parallelogramma inter fe proportionem babent
ex lateribus compofitam. -
. Sint zquiangula parallelogramma A ¢, ¢ ¥ ®qualem
habentia B c D angulum angulo ece. A
Dico parallelogrammum A ¢ ad pa-
rallelogrammum c F proportionem
habere compofitam ex lateribus, vi-
delicet compofitam ex proportione,
quam habet 8c ad ce6, et ex pro-
Borgxone, quam Dc habet ad c k.
onatur enim, ut B¢ fit in dire€um
ipfice. Ergoet pcipfi ckE in di-
reétum lerit ; et compleatur p G pa-
rallelogrammum : exponaturque re-
&a linea quedam K, et fiat ut sc KL M
ad cG,ita ™K ad L; ut autem pc ad CE, ita L ad M.
Proportiones igitur ipfius k ad 1, et L ad M e=dem
funt, qua proportiones laterum, videlicet 8c ad c6,
et pcad cg. Sed proportio k ad M compofita eft ex
proportione K ad L, et proportione L ad M. Quare et
K ad M proportionem habet ex lateribus compofitam.
Et quoniam eft ut Bc ad cg?®, ita a c parallelogram-
mum ad parallelogrammum c 1 ; fed ut 8 c ad c 6, ita
Kad L: erit °ut K ad L, ita parallelogrammum A c ad
c 1 parallelogrammum. ~ Rurfus quoniam eft ut pc ad
CE, ita ¢ H parallelogrammum ad parallelogrammum
CF; ut autem Dc ad CE, ita L ad M} ergo ut L ad
M, ita erit °parallelogrammum cu ad c¥ parallelo-
grammum. [taque cum oftenfum fit ut x quidem ad
L, ita A c paraliclogrammum ad parallelogrammum cu:
ut autem L ad M, ita parallelogrammum cH ad cF pa-
rallelo mum ; erit?, ex zquali, ut k ad M, ita a ¢
parallelogrammum ad ipfum c¥. Habet autem k ad
M proportionem ex lateribus compofitam. Ergo et Ac
parallclogrammum ad parallelogrammum c ¥ propor-
tionem habebit compofitam ex lateribus. AEquangula
igitur parallelogramma inter fe proportionem habent ex
lateribus compofitam. Q. E. D.

PROP,
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PROP. XXIV. THEOR. [XXIV.]

Parallelogramma, que circa eandem funt diagonalem, et
quorum latera duo adjacentia duobus adjacentibus funt

parallela, inter fe fimilia funt.

Parallelogrammi A Bcp fit A c diagonalis. Circa
eandem a c fit aliud parallelogrammum E F 6 1, cujus
latera duo adjacentia E ¥, B H, duobus alterius adja-
centibus, A B, A D fint parallela ; unde neceffario confe-
quetur et reliqua duo adjacentia 6 ¥, G H reliquis duobus

A B

[ K
D C\j ]

cB, cp adjacentibus effe parallela. Dico parallelo-

gramma ABCD, E F G H efle inter fe fimilia. Conve-

niant enim E H, D ¢ (fi opus fit product) in punéto k.

Propter reflas £ H, A D parallelas 9, angulus G E H an-vex hyp.

gulo c A p @qualis erit*. Pari ratione et propter retas r 2. primi,

EF, A B parallelas, angulus 6 E F angulo c A B 2qualis

erit. Duo igitur ¢ B H, G EF fimul fumpti duobus

CAD, cA¥fimu f\g:)g(gi_,funt ®zquales. Hoc efi, totus

F E H toti B A D ®qualis erit. /quiangula igitur funt

parallelogramma ABcD, EFGH"'. In.triangulo au-* Cor.® 34.

tem A D C, cum refta E K parallela fit bafi A p, erit A p Prmi

ad pcut EK ad K ct. Pari ratione in triangulo Ex ¢, ! Cor.* 2,

cum re&a H G parallela fit bafi, erit E K ad k c ut g 5 "o

ad Hé. Quare ApDad Dc ut EH ad HGY. In pa- 11 quind.

rallelogrammis igitur &quiangulis 4 Bc D, EF 6 B, la- :

tera circa angulos @quales p, H funt proportionalia.

Unde efficietur et reliqua latera circa angulos @quales

B, P efle proportionalia. Nimirum propter &qualia la-

tera oppofita utriufque parallelogrammi®, et eandem x 34. primi.
' M4 &qualium
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7 7. quinti. 2qualium ad wqualia proportionem . Parallelogramma

;Dcf. 1. igitur ABCD, EF G H inter fe fimilia funt* Q. E. D.
ujus.

Cor.* Si per punétum quodvis F in AC, parallelo-

grammi ABcD diagonali, ducantur p g B
recte G F H, K F E lateribus paral- )
lelogrammi adjacentibus parallele, G E H

parallelogramma EFGA, HFKC
circa diagonalem ac conflituent
toti et inter fe fimilia, D K

Q

[XXV.] PROP. XXV. PROBL.

Dato reclilineo fimile, et alteri dato wquale, idem con-
’ Situere.

Sit datum quidem reéilineum, cui oportet fimile con-
flituere, ARC; cui au-
tem wxquale fit, pD.
Oportet ipfi ABC A D
fimile, et ipfi D -

. . X

quale,idem conftitu-

*Cor. 45. ere. Applicetur *ad

primi.  prectam  quidem li- B C F
neam B ¢ reétilineo d
A BC ®quale paral- G H

luac parals q E M

Ielogrammum B E. ‘

Ad rectam vero c E applicetur * parallelogrammum em

@quale ipfi p, in angulo FcE, qui ¢ B L angulo eft

byg. primi.a:(luulis. In direftum igitur® eft Bc ipfi cF, et LE
©13.hujus.ipfi E M. Sumatur “inter B¢, c? media proportio-
¢18. hujus. nalis 6 15 et ab ipfa ¢ 1 deferibatur rectilineum Kk 6 R
fimile et fimiliter pofitum reétilinco A B¢: Et quo-

niam eft ut Bc ad 6 H,ita ¢ H ad c F, fi autem tres
€2.Cor.zc.recte linex proportionales fint, ut prima ad tertiam®,
hujus. - jta cft figura, quae fit a prima, ad eam que a fecunds,
fimilem ct fimiliter deferiptam: eritut Bc ad cF, ita

A B ¢ rectilineum ad re@ilineum x e H, Sed etut BC

f1.hujus. ad cF, ita fparallelogrammum Br ad EF parallelo-
f11quintt erammum. Ut li%ﬂtur rectilineum a B c ad reilineum
K G H, ita BE parallelogrammum ad parallelogrammum

EF. Eft autem re&ilineum A BcC mquale parallelo-
_grammo B E. /Equale igitur eft et K ¢ H rectilineum

*14- quinth parallelogrammo E r®. Sed E F parallelogrammum
’ zquale
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zquale eft reGilineo p. Ergo et redilinenm K e n
ipli D eft =quale. Eft autem ¢ x H fimile retilineo
4 B c. Dato igitur re&ilineo a B c fimile, et alteri dato
D @quale, idem conftitutum et x 6 H. Q. E. F,

PROP. XXVI, THEOR. : (XXVI1]
Si a parallclogrammo parallclogrammum auferatur fimile
tots et fimiliter pofitum, communem ipfs angulem babens,
circa candem diametrum eft toti.
A parallelogrammo enim A B ¢ p parallelogrammum
AF auferatur, {imile ipfi ABCD, et A e B
fimiliter pofitum, communemque -
ipfi angulum habens p A B. Dico g F
parallelogranunum ARcD circa ean-
dem effe diametram parallelogram-
mo A F. Jungantur enim AF, CF, 5 H C
et 6 Fproductaipfi pc in H occur-
rat. Cum fimilia fint parallclogramma £ 6, p B et fimili-
ter pofita, angulus A E F angulo A D ¢ »qualis erit; et
latera circa aquales angulos proportionalia. Quare A p
eftad pc,ut Ar ad kF. Sed =quales inter fe funt
EF, D H, nempe parallclogrammi kF H D latera oppo- )
fita!. Eritigitur aAEad DH,ut A€ ad EF%  Quare 34 primi.
Apcritad bc,ut AEad DH. Hocefl, tota AD ad /-3t
totam DC, ut pars AE ad partem DH. Quare et reliqua
E D ad reliquam H ¢, ut Ap ad pc'.. Illi autem E D !19. quinti.
®qualis eft H F, nempe cum oppofita fint parallelo-
ammi latera. Quare HF eritad He, ut Ep ad HcCk,
E:)ceﬂ, utabpadpbc. Sedapadpc,ut AradEF
(id enim ofienfum.) Quare ¥ ad 1 c, ut AE ad F F™. ®11.quinti.
Sed ﬁ)ropter rectas F H, DE parallelas, angulus FHuC
angulo A p ¢ =qualis eft”: cui ®qualis jam initio* 29. primi.
oftenfus eft A R F. Anguli igitur FH c, A EF inter fe
®quales. Duo igitur triangula A E ¥, F H ¢ angulos ad
E et H zquales habent, et latera circa ®qualesillos an-
gulos proportionalia. Aquiangula igitur erunt trian-
ula illa, et ®quales habebunt angulos, quibus homo-
oga latera fubtenduntur®. Angulus igitur A FE an-e, hujus,
gulo FcH =qualis. Addatur utrique BFc. Duo
igitur A FE, ¢ F E fimul fumpti duobus FcH, cFE fi-
mul fumptis funt equales. Sed propter re¢tas ¢ D, EF
parallelas, duo F c 1, ¢ F E fimul fumpti duobus rectis
funt 2quales”. Duo igitur AFE, CFE fimul fumpti
, duobus

2t
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_duobus reétis funt a:illxales. Direta igitur eft linea
14 primi. s F c*, et ipfa eft parallelogrammi A B c p diagonalis.
Parallelogrammum igitur A 6 p E, cum fit circa lineam

A Fc, eft circa diagonalem parallelogrammi A BcD.

Si igitur &c. Q. E. D.
{XXX1.] PROP. XXVII. THEOR.

In re@langulis triangulis figura, que fit a latere vetum
angulum fubtendente, @qualis ¢ft e1s, quee a lateribus
rectum angulum continentibus fiunt, fimilibus et fimiliter
defcriptis, . :
Sit triangulum re@angulum A Bc, re&Gum habens

angulum B A c. Dico figu- ‘L

ram, que fit ex B C, @quay V4

Jem efle eis, que ex BA) AC l

fiunt, fimilibus et fimiliter

defcriptis.  Ducatur  per-

pendicularis A p. Quoniam gf—7j; c

1gitur in triangulo reftan-

gulo A ¢ B ab angulo re&to, -

qui eft ad A, ad Bc bafim perpendicularis duéta eft AD;

38. hujus. erunt *triangula ABD, ADC, que {unt ad perpendi-
cularem, fimilia toti A B c, et inter fe. Et quoniam fi-

t 4 hujus. mile eft A B ¢ triangulum triangulo AB D, erit ut*cs
ad BA,1ta BA ad BD. Quod cum tres re&tz linea

©31. Cor. 20. proportionales fint, ut prima ad tertiam, ita erit “figura,
hujus. ue fit ex primd ad eam, quz ex fecunda, fimilem et
gmi]iter defcriptam. Ut igitur ¢ B ad B D, ita figura,

guze fit ex ¢ B, ad eam, quz ex B A, fimilem et fimiliter
efcriptam. Eidem ratione, et ut Bc ad cp, ita fi-

gura, qua fit ex Bc, ad eam, que ex c A. Quare et

224. quinti.ut B¢ ad ipfas BD, D, ita *figura, qua ex Bc, ad eas,
uz ex B A, A ¢, fimiles et fimiliter defcriptas. AEqua-

lis autem eft B ¢ ipfis B D, Dc. Ergo figura, que fit

ex B C, xqualis elt eis, qua ex B A, A c fiunt, fimilibus

et fimiliter defcriptis. In rectangulis igitur triangulis,

figura, que fit a latere retum angulumn fubtendente,

®qualis eft eis, que a lateribus re¢tum angulum con-

tinentibus fiunt, fimilibus et fimiliter defcriptis. Q. E. D.

PROP,
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PROP. XXVIII. THEOR.

Omnium parallclogrammorum fecundum eandem refiam
lineam ~ applicatorum, et da}*ﬁcientmm Sfguris paral-

7

[XXVIL}

lelogrammis fimilibus et fimiliter pofitis e, jme a di--

midid defcribitur, maximum oft, quod ad dimidiam ¢f? ap-
plicatum, fimile exiflens defetui.

Sit re@ta linea A B ; feceturque bifariam in c; et ad
A B re€tam lineam applicetur paral- 7 5
lelogrammum A p deficiens figurd
Far lelogrammai c g, fimili et fimi-
iter pofitd ei, quae a dimidid ipfius
A B deferipta eft. Dico omnium ¢ \/
parallelogrammorum ad rectam li- .‘
neam A B app#itorum, et defici-
entium figuris Yaral]e]ogrammis -2 CKB
milibus et fimiliter pofitis ipfi ¢ r, maximum effe A p.
Applicetur enim ad reétam lineam a B parallelogram-
mum A F, deficiens figurd parallelogramma u x fimili
et fimiliter pofitd ipfi c E. Igico A D parallelogrammum
parallelogrammo A F majus eflfe. Quoniam enim fimile
eft parallelogrammum cE parallelogrammo H k, circa

eandem diametrum Yfunt. Ducatur eorum diametery 26, hujus.
D B, et defcribatur figura. Quoniam igitur cF Zefts43. primi.

#quale ipfi F E, commune apponatur H k. Totum igi-
tur c H toti K E eft quale. Sed cH eft * zquale co,
quoniam et reta linea Ac ipfi cB. Ergo et 6 c ipft
E K zquale eft. Commune apponatur ¢ ¥. Totum igitur
A F eft ®quale gnomoni L M N: quare et CE, hoc eft,
A D parallelogrammum parallelogrammo A F eft majus.
Omnium igitur parallelogrammorum fecundum eandem
rectam lineam applicatorum, et deficientium figuris pa-
rallelogrammis fimilibus et fimiliter pofitis e1, qua a
dimidia defcribitur, maximum eft, quod ad dimidiam
eft applicatum, , Q, E, D,

PROP.

s 36, primi,
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* 18, hujus,

< 25, hujus.
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PROP. XXIX. PROBL.

Ad datam reflam lineam dato re&ilineo equale parallels-
grammum applicare, deficiens figurd parallelogrammd,
?M fimilis fit alteri date : oportet autem datum reéli-

ineum, cui wquale applicandum efl, non majus effe eo,
guod ad dimidiam applicatur ; fimilibus exiflentibus de-
fectibus, et eo, quod a dimidid, et eo, cus oportet fimil
deficere.

Sit data quidem refta linea A 8: datum autém reéti-
lineum, cui oportet equale ad da- '
tam re@am lineam A B applicare, H
fit c, non majus exiftens eo, quod
ad dimidiam applicatum eft, fimi-
Iibus exiftentibus defe&ibus: cui T
autem oportet fimili deficere, fit D.
Oportet ad datam reftam lineam
4 B, dato redlilineo c quale paral-
lelogrammum applicare, deficiens
figurd parallelogrammai, que fimilis
ﬁtigﬁ D. Secetur A B bifariam in E,

B
[T
et ab ipfi B defcribatur re@ilineum KN

A ES
L

fimile et fimiliter pofitum ipfi D,

quod fit EBFG; et compleatur AG

parallelogrammum. Itaque A G vel

mquale eft ipfi ¢, vel eo majus,
ob determinationem; et fi quidem a G fit ®quale c,
factum jam erit, quod proponebatur : etenim ad re€tam
lineam A B dato re&iYineo c =zquale parallelogram-
mum A G applicatum eft, deficiens figurd parallelo-
gramma EF ipfi D fimili. Si autem non eft equale,
erit HE majus quam C. Atqui E F =quale eft H E.
Ergo et EF quam c eft majus. Quo autem EF fu-
perat c, ei exceffui 2quale, ipfi vero p fimile et fimiliter
pofitum, idem ¢ conftituatur K L M N. Sed D eft fimile
EF. Quare et KM ipfi R F fimile erit. Sit igitur re-
&a linea x L homologa ipfi 6 E, L M veroipfi g r. Et
quoniam zquale eft £ F ipfis c et K M, erit EF ipfo
XK M majus. Major igitur eft re€talinea g Eipfa KL}
et 6 Fipfa L M. Ponatur 6 x ®qualis X L, et G 0 -
ualis L M, et compleatur x G o P parallelogrammum.
3Equale‘igitur eft et fimile x 0 ipfi Kk M. Sed K M _3-
‘ mile
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mile et e». Ergo et *x 0 ipfi B F eft fimile. Circa¢ar. hujus.
eandem igitur eft ©diametrum x o ipfi EP. Sit ipfo- © 26. hujus.

rum diameter G P B, et figura defcribatur. Itaque quo-
niam E F eft quale ipfis c et K M fimul, quorum k M
eft ®quale x o, erit reliquus ¥ ¢ ¥ gnomon =qualis re-
liquo c. Et quoniam oR eft zquale xs, commune
apponatur s R. Totum igitur 0B toti X B eft 2quale.
Sed x B eft #quale T &, quoniam et latus A E later1 EB.
Quare et TE ipfi 0 B 2quale. Commune apponatur
xs. Ergo totum Ts eft zquale toti gnomom rév.
Et o v gnomon ipfi c oftenfus eft &qualis; et T s igi-
tur ipfi ¢ #quale erit. Quare ad datam retam lineam
A B, dato re&ilineo c, mquale parallelogrammum 1 s
.ap})]icatum eft, deficiens figurd parallelogrammi s g
ipfi » fimili, quoniam et sr fimile eft ipfi 6 Bf. Q. E. F.

PROP. XXX. PROBL.

Ad datam re&tam lineam dato reflilineo @quale farallelo-
grammum applicare, excedens figurd parallelogramma,
que_fimilis fit alteri date.

Sit data reQa linea A B, datum vero re&ilineum, cui
oportet ®quale ad ipfam AB ap-
plicare, fit c; cui autem opor-
tet fimili excedere, n. Oportet ad
re@tam lineam dato re&tilineo ¢

zequale parallelo mum appli-
cz:lx'e; excedens %gmﬁ paral 50-

ammA fimili p. Secetur A B '

ifariam in E, atque ex E B ipfi 1. M
D fimile et fimiliter #pofitum pa- F
rallelogrammum defcribatur Ev. B

Et utrique quidem EL et C z-
quale, ipfi vero p fimile et fi- \4
militer pofitum, idem® conftitu- 4 x = o
atur @ H. Simile igitur eft c & L | )
ipi EL. Sitque K H quidem N X
latus homologum lateri F L, X G vero ipfi Fe. Et quo-
niam parallelogrammum 6 B majus eft ipfo e L, erit
refta linea K H major quam F L, et K G major quam
PE. Producantur F L, FE, et ipfi quidem K H 2qualis
fit FL M, ipfi vero K 6 ®qualis F E N, et compleatur
M N paralletogrammum. Ergo M N zquale eft et fimile
ipf o H. Sed ¢ eft fimile EL: M N igitur ipfi EL

fimile

f 24. hujus,

[XXIX.]

® 18. hujus,

b 25, hujus.
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» 21. hujus.fimile © erit ; ac propterea circa eandeth diametrum feft
'a6.hujus.g 1 ipfi M N. Ducatur ipforum &
diameter FXx, et figura deferi-
batur. Itaque quoniam @ H ipfi
E L et c eft zquale, fed a 1 eft
®quale M N; erit et M N @quale
ipi EL et c. Commune aufe-
ratur E L. Reliquus igitur oy ¥
gnomon ipfi ¢ eft zqualis. Et
quoniam A E eft ®qualis E B,
¥ 36. primi.quale ® erit et A N parallelo-
ammum Earallelogrammo EP,
* 43.primi.hoc eft, ipfi* Lo. Communeap- |,
ponatur £ x. Totum igitur A x
sequale eft gnomoni ¢ 1y, Sed
o1y gnomon eft 2qualis c. Ergo N PX
et Ax ipfi c erit ®quale. Ad datam igitur rectam
lineam A B dato re&ilineo ¢ @quale parallelogrammum
applicatum eft A x, excedens figura parallelogrammaé
*a4.‘hujus.rao, ipfi p fimili, quoniam et ipfi & v fimile et! oP.

[XXX.] PROP. XXXI. PROBL.

Datam reflam lineam terminatam extremd ac medid
ratione fecare,

Sit data re&a linea terminata A B, Oportet ipfam
AR extremi ac medid D . :
ratione fecare. Defcri-

» 46. primi.batur * ex A B quadra-
tum B C; et ad A ¢ ipfi ¥
B C mquale parallelo- & B

1 29, hujus.grammum * applicetur

' c D, exce‘@en? ﬁéura
A D ipfi B ¢ fimili. Qua-
dratul:n autem eft nc, A——g—-—n
ergo et A D quadratum -
erit. Et quoniam BcC .
eft quale ¢ p; commune auferatur c . Reliquum
igitur B 7 reliquo A D eft ®quale. Eft autem et iph
equiangulum. Ergo ipforum B r, A D latera, qua cir-

=14.hojus.cum @quales angulos, reciproce funt ™ proportionalia.
Utigitur FE ad ED, ita eft AE ad EB. Eft autem

» 3.primi. F B ®qualis® A c, hoc eft, ipfi AB; et ED ipfi AE.

‘ Quare
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Quare ut 8A ad A E,5ta AEad EB. Sed A B major
_eftquam AE. Ergo AE quam E B eft °major. Reétaciy. quinti.

igitur linea A B extremd ac media ratione feQa eft in B.

Et majus ipfius fegmentum eft AE. Q. E. F.

Aliter. Sit data reQa linea A B. Oportet ipfam A B
extremi ac media ratione fecare. Secetur enim A B in
C, ita ut retangulum?, quod continetur fub a B, B c,? 11. fecun
®quale fit quadrato ex A c. Quoniam igitur reftan- d-
gulum fub A B, B ¢ ®quale? eft quadrato ex A c, erit+17. byjus.
utBaad aAcitaacad cB. Ergo a B refta linea ex-~
tremé ac medié ratione fe&ta eft. Q. E. F,_ '

SCHOLION.*

Turbatam Theoni Propofitionum feriem reftituimus.
Nempe quz vicefimam fextam proxime fequuntur

uatuor, tricefime prime, que Theoni numerata eft,

emonftrande nihil prorfus inferviunt. In 29* vero et
tricefima fieri Euc]id?sl jubet, quod qui ratione effici-
endum fit, ex tricefima prima demum intelligitur. Nos
igitur, qua Theoni eft tricefima prima, vicefimz feptimae
loco repofuimus. Dein Theoni 27%, 28%, 29, 30%
noftre funt 282, 29*, 30%, 312 Ita enim ab Euclide
propofitiones ordinatas fuifle exiftimamus,

PROP. XXXII. THEOR. [XXXIL]

Si duo triangula componantur ad unum angulum, que
duo latera duobus lateribus proportionalia babeant, ita
ut bomologa latera ipforum etiam fint parallela; reliqua
triangulorum latera in direltum fibi ipfis conflituta
erunt.

Sint duo triangula A B c, D CE, que duo latera B a,
A ¢ duobus lateribus c¢ b,
D E proportionalia habeant,
feil. fitficut BA ad A g, ita D
cD ad DE; parallela autem
fit A8 ipfi Dc, et Ac ipfi
DE. Dico Bc ipfi cR in
diretum efle. Quoniam :
enim A B parallela eft p c, B ¢ E
et in ipfas incidit reta linea A c; erunt * anguli alterni- zg. primi,
B AC, ACD ®quales inter fe. Eadem ratione, et an-
gulus ¢ D & zqualis eft angulo Acp, Quareet B A ((:i
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¢ 14. primi.

[XXXIIL]

® 27. tortii,
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ipfi c b E eft ®qualis. Et quoniam duo triangula funt
ABC, DCE, unum angulum ad A uni angulo ad p
xqualem habentia, circum quales autem angulos la-
tera proportionalia, quod fit ut BA ad Ac,ita cp ad
DE; ent! triangulum A BC triangulo b cE ®quian-
gulum. Ergo A B c angulus eft @qualis angulo D cE.
Oftenfus autem eft et angulus A ¢ p %qualis angulo
B Ac. Totusigitur ACE duobus ABC, BAC efl =-
qualis, Communis apponatur acB. Ergo anguli A cE,
Acprangulis BAC, ACB, cBA ®quales funt, Sed
BAC, ACB, CBA anguli duobus rectis funt ®quales. Et
anguli igitur A ¢ E, A ¢ B duobus rectis @quales erunt.
Itaque ad quandam reftam lineam A ¢, et ad punétum
in 1pfd c, due reéte linez B¢, cE non ad eafdem
partes pofite, angulos, qui deinceps funt, ACE, ACB
duobus rectis a:quales efhciunt. Ergo B¢ ipfi CE in
diretum terit.  Si igitur duo triangula componantur
ad unum angulum, quaz duo latera duobus lateribus
proportionalia habeant, ita ut homologa latera ipforum
etiam fint parallcla; reliqua triangulorum latera in di-
retum fib1 ipfis conftituta erunt. Q. E. D.

PROP. XXXIII. THEOR.

In circulis aequalibus anguli candem babent proportionem,
quam circumferentice, quibus infiflunt, five ad centra,
Sve ad circumferentias wifijlant : cdbuc autem et fellores,
quippe qui ad cenira funt conflituts.

Sint zquales circuli ABc, DEF; et ad centra qui-
dem ipforum G, H fint an- A D
guliBec, EHF, ad cir- 1,
cumferentias vero anguli
BAC, EDF. Dico ut N
circumferentia Bc ad EF K.
circumferentiam, ita efle, . M
et B G ¢ angulum ad an- 3—C K
gulum E H F, et angulum B A c ad angulum EDF; et
adhuc feftorem BG c ad e F fectorem. Ponantur
enim circurpferentize quidem B ¢ @quales quotcunque
deinceps ¢ K, K L j circumierentie vero E F, rurfus z-
quales quotcunque ¥ M, M N. Et jungantur 6 K, 6 L,
H M, HN. Quoniam igitur circuinferentiz B c, C X,
K L inter fe funt eequalcs, et anguli BG ¢, CG K, KGL
inter fe ;equales ®erunt. Quotuplex igitur eft circum-

ferentia
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ferentia B8 L circumferentie B c, totuplexeft et BG L
angulus anguli B 6 c. Eadem ratione et quotuplex cft
circumferentia N E circumferentiz E F, totuplex ct
E H N angulus anguli EHF. Sivero ®qualis eft B L
circumferentia circumferentiz E N, et angulus G 1.
angulo k 1 N erit 2qualis ; et fi circumferentia BL ma-
jor eft circumferentid E n, major erit et B G L angulus
angulo E 1 N ; et fi minor, minor. Quatuor igitur ex-
iftentibus magnitudinibus, duabus nimirum circumfe-
rentiis BC, EF, ¢t duobus angulis BGc, RHF; fumpta
funt circumferentiz quidem Bc, et B 6 ¢ anguli, tequi-
multiplicia; videlicet circumferentia BL et BG L an-
gulus: circumferentiee vero EF, et E H P anguli, ®qui-
multiplicia ; nempe circuinferentia EN et angulus E5 N.
Atque oftenfum eft fi circumferentia B L fuperat cir-
cumferentiam E N, et B G L angulum fuperare angulum
E H N ; et fi 2qualis, @qualemn ; et fi minor, minorem
effe. Ut "igitur circumferentia B c ad k F circumfe-
rentiam, ita angulus B 6 c ad angulum EH F. Scd ut
B G c angulus ad angulum EHF, ita *angulus Ba C
ad E b F angulum. Uterque enim utriufque eft du-
plexr. Utigitur B c circumferentia ad circumferen-
tiam E F, ita et angulus BG ¢ ad angulum EHF, et
angulus BAc ad kb F angulum. Quare in circulis
:qualibus anguli eandem habent proportionem, quam
circumferentiz quibus infiftunt, five ad centra, five ad
circumferentias infiftant. Dico infuper et ut Bc cir-
cumferentia ad circumferentiam EF, ita efle feGorem
¢ B¢ ad HF E feCtorem. Jungantur enim Bc, CK; et
fumptis in circumferentiis B c, c K punctis x, 0, jun-
gantur et BX, XC, CO, D

O K. Jtaque quoniam
due BG, 6 cduabus cg, L

G K ®quales funt, et an-

gulos zquales continent; N
erit et bafis B¢ bafi c k

®qualis. Aquale *igi- B 0 E

tur eft 6 B c triangulum

triangulo 6 c k. Kt quoniam circumferentia B ¢ cir-
cumnterentie ¢ K eft zqualis, et reliqua circumferentia,
quaz complet totum circulum a B ¢, ®qualis eft relique,
que eundem circulum complet. Quare et angulus

¥ X ¢ angulo c 0 K eft ®qualis®. Simile igitur eft Bx C
N fegmentum

177

U Def. 5.
quinti,

*15. quinti,
Y 20. tertii.

% 4. primi.

b 27, terni,



178

EUCLIDIS ELEMENTORUM

* Def. 1. fegmentum® fegmento coK ; et funt in #qualibus re-

tertii.

&us lineis B¢, ck. Que
autem in zqualibus reftis
lineis fimilia funt circulo-

b 24. tentii.rum fegmenta, etinter fe®

¢ Def. g.
quinti.

equalia funt. Ergo {::5- N
mentum B X c eft equale b A
fegmento co k. Eftau- B¢ E

tem et B G C triangulum

triangulo c 6 kK zquale. Et totus igitur fe&tor BG C
fetori ce k ®qualis erit. Eadem ratione et 6K L
fe&or utrique ipforum 6 Bc, 6cK eft equalis. Sefores
igitur B GC, CGK, K G L, quotquot fuerint, equales funt
inter fe. Similiter et fe€ores H X P, R P M, H.M N in-
ter fe funt &quales. Quotuplex igitur eft L B circumfe-
rentia circumferentiz B c, totuplex eft et 6 BL feCor fe-
&oris s Bc. Eadem ratione et quotuplex eft circumfe-
rentia N E circumferentiz B F, totuplex eft et HEN
feGtor fectoris H EF. Sed fi circumferentia B L cir-
cumferentiz E N eft equalis, et fector B 6 L =qualis eft
fe&ori £ H N ; et fi circumferentia B L fuperat circum-
ferentiam E N, fuperat et B 6 L feétor fetorem e H N ;
¢t fi minor, minor. Quatuor igitur exiftentibus mag-
nitudinibus, duabus quidem B c, E F circumferentis,
duobus vero fetoribus 6 B ¢, £ H r; fumpta funt 2qui-
multiplicia circumferentize quidem B ¢, et 6 B ¢ fetoris,
circumferentia B L et 6 B L feftor; circumferentie
vero EF, et feCtoris H E F, @quimultiplicia, circumfe-
rentia EN ¢t HEN feftor: atque oftenfum eft fi BL
circumterentia fuperat circumferentiam E N, et feQorem
1 G L-fuperare fectorem E H N 5 et fi qualis, equalem
clle; et fi minor, minorem. Eft igitur ut ® ¢ circum-
ferentia® ad circumferentiam EF, ita feftor ¢ Be ad
n e ¥ feCtorem. Q. E. D,

Cor. 1. Angulus ad centrum eft ad quatuor retos, ut
arcus, cul infiftit, ad totam circumferentiam : nam ut
angulus B A ¢ ad re€tum, ita B c arcus ad circuli qua-
drantem ; quare quadruplicando confequentes, erit an-
gulus B A c ad quatuor retos, ut arcus B c ad totam
circumferentiam.

Cor. 2. Inequalium circulorum arcus 1L, BC qui
quales
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gqhuales fubtendunt angulos, five ad centra, five ad pe-
ripherias, funt fimiles. Nameft 1n.ad

totam peripheriam 1 LE, utangulus r1ar
ad quatuor rectos: eft vero ut 1A L feu
BAC ad quatuor rectos, ita arcus Bc ad
totam peripheriam Bcr. Quare utivr
ad totam peripheriam 1LE,ita Bcad
totam peripheriam BcF. Ac proinde
arcus I L, B¢ funt fimiles,

Cor. 3. Dum femidiametri A B, Ac a concentricis pe-
ripheriis arcus auferunt fimiles 11, B C.

x 2 EUCLIDIS
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ELEMENTORUM

"LIBER SEPTIMUS.

DEFINITIONES.
==

DeriniTtIO 1,

UNITAS e, fecundum quam unumquodque eorum
quz funt unum dicitur,

IL.

Numerus autem, ex unitatibus conflans multitudo.
- IIL
Pars eft numerus numeri, minor majoris, cum minor
metitur majorem,

Iv.
Partes autem, quando non metitur,

\%

Multiplex eft major minoris, quando minor majorem
metitur,
VI.
Par numerus eft, qui bifariam dividitur.
VII. -
Impar vero, qui bifariam non dividitur ; vel qui a
pari numero unitate differt.
VIII.
Pariter par numerus eft, quem par numerus per pa-
Tem numerum metitur, v
: N3 IX.
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: IX.
Pariter vero impar eft, quem par numerus per nu-
merum imparem metitur.
X.
Impariter vero impar numerus eft, quem impar nu-
merus per numerum imparem metitur,
’ XI.
Primus numerus eft, quem unitas fola metitur.
- XIL .
Primi inter fe numeri funt, quos fola unitas commu-
nis menfura metitur.

XII1.
Compofitus numerus eft, quem numerus aliquis me-
titur.
X1V,

Compofiti inter fe numeri funt, quos numerus aliquis

communis menfura metitur,
XV,

Numerus numerum multiplicare dicitur, quando
quot unitates funt in ipfo, toties componitur multipli-
catus, et aliquis gignitur. '

XVI.

Quando duo numeri fefe multiplicantes aliquem fe-
cerint, qui fatus eft, planus appellatur; latera vero ip-
fius, numeri fefe multiplicantes.

XVII.
Quando autem tres numeri fefe multiplicantes ali-
zuem fecerint, factus folidus appellatur : latera vero ip-
us, numeri fefe multiplicantes.
XVIIIL.
Quadratus numerus eft, qui zqualiter aqualis; vel
qui fub duobus @qualibus numeris continetur.
XIX.
Cubus vero, a(}ui =qualiter &qualis eequaliter; vel qui
{ub tribus qualibus numeris continetur.
XX.
Numeri proportionales funt, quando primus fecundi
et tertius quarti equimultiplex eft, vel ¢adem pars, vel
exzdem partes,

XXI.
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: XXI.
Similes plani et folidi numeri funt, qui latera habent
proportionalia.
XXIL.
PerfeGtus numerus eft, qui fuis ipfius partibus eft =-
qualis.

PROPOSITIO I. THEOREMA.

\

Si duobus numeris inequalibus expofitis detrallo femper
minore de majore, reliquus minime metiatur praecedentem,
quoad religua fuerit unitas ; numeri a principio pofiti
primi inter fe erunt.

Duobus enim inzqualibus numeris A B, ¢ D detratto
femper minore de majore, re-
liquus minime metiatur pre- A.H..F..cocc000o B
cedentem, quoad reliqua fu- . c..G...D
erit unitas: dico numeros A B, B----

c D inter fe primos effe ; hoc
eft, ipfos A B, c D unitatem folam metiri.

Sienith A8, ¢ D non fint primi inter fe, metietur eos
aliquis numerus. Metiatur, fitque ;5 et cD quidem
ipfum A B métiens relinquat feipfo minorem FA; AF
vero metiens D c relinquat feipfo minorem G c; et G ¢

metiens F A unitatem H A relinquat.
" Quaniam igitur numerus E ipfum cp metitur, c p
vero metitur BF ; et E ipfum BF metitur. Metitur
autem et totum B A ; ergo ct reliquum. A F metietur,
Sed A F metitur D 6 : quare et E ipfum D G metietur.
Metitur autem et totum D c: ergo et reliquum c 6
metietur. At c G metitur P H; et igitur e ipfum FH
metietur. Sed et metitur totum F A ; et igitur nu-

183

(1]

merus E metietur reliquam A H unitatem, quod ? fieris Def. ;.
non poteft : non igitur ipfos A B, ¢ p metietur aliquis hujus.

numerus. Ergo A B, ¢ b primi inter fe funt. Q. E. D.

PROP. II. PROBL.

Duobus numeris datis non primis intcr fe, maximam corum
communem menfuram invenire.

Sint dati duo numeri non primi inter fe 4 B, ¢ b, quo-
rum minor fit cp : oportct ipforum A B, ¢ D maximam
communem menfuramn invenire,

. N 4 Si

[11.)
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Si igitur ¢ D metitur A B, cum etiam feipfum metia-
tur; erit ¢p ipforum ¢ p, A B commu-
nis menfura,  Et perfpicnum eft eam A ........B
maximam efle; nullus emm major C....D
quamn ¢ p ipflum ¢ b metietur.

Si vero ¢-p non metitur A B ipforum A B, ¢ D de-
tracto femper minore de majore, unitas nunquam relin-
quetur. Nam fi tandem relinquatur, erunt A B, ¢ b primi
inter fe: quod hypothefi contrarium efl. Relinquetur
igitur numerus quidam, qui metietur precedentem. Et
¢ D quidem ipfum A B metiens relinquat feipfo minorem
AE; AE vero metiens D relinquat {eipfo minorem cF;
CF vero ipfum A E metiatur, Itaque quoniam cF ipfum
A E metitur, A E vero ipfumn D F; et CF ipfum pF me-
tictur. Sed et metitur feipfum; et totum igitur ¢ D
metictur. At ¢ D ipfum BE me-
titur: ergo et CF metitur BE. A....E...... B
Metitur autem et g A3 et totum C..F.v..D
igitur B A metictur. Sed et me- G -—--
titur cn: ergo cF ipfus A B, CD
metitur; ac propterea ¢ F ipforum A B, cp tft com-
munis menfura. Dico etiam maximam efle. Si enim
CcF non eft maxima communis menfura ipforum A B,
c p; ipfos A B, c b metietur aliquis numerus major ipfo
cF. Metiatur, fitque . Et quoniam e ipfum ¢ D
metitur; ¢ D vero iplum BE; et G ipfum B £ metitur.
Metitur autem et totum B A5 et rehiquum igitur A &
metictur. . Sed A B metitur DF: ergo et G Iplum D #
metietur.  Metitur autem et totum D C: quare et re-
liquum ¢ F metietur, major minorem, quod fieri non
poteft: nou igitur ipfos A 8, ¢ D numeros metietur nu-
merus aliquis major ipfo ¢ r. Ergo cr eft ipforum A B,
€ b maxima communis menfura. Q. E. D.

Cor. Ex hoc manifeftum eft, fi numerus duos numeros
metiatur, et maxipiam eorum communem menfuram
metiri.

PROP.
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PROP. III. PROBL.
Tribus numeris datis non primis inter fe, maximam ipforum
_ communem menfuram invenire.

Sint dati tres numeri non primi inter fe A, B, C:
oportet ipforum A, B, ¢ maximam communem men-
furam invenire,

Sumatur duorum A, B maxima communis men-
fura p®: itaque b vel ipfum ¢ metitur,
vel non metitur, Metiatur primum; me- A........
titur autem et iplos A, B: €rgo D nume- B......
ros A, B, ¢ metitur; et ob id iplorum c....
eft communis menfura. Dico et maxi- bD..
mam efle. Si enim D non efl ipforum E----

A, B, C maxima communis menfura ; me-
tietur eos aliquis numerus major ipfo . Metiatur, et
fit E. Quomam igitur E metitur numeros A, B, C. et
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ipfos A, B metietur, et¢ ipforum A, B maximam coin-« Cor, 3,
munem menfuram. Sed ipforum a, B maxima com- hujus.

munis menfura eft p: ergo E ipfum D metitur, major
minorem, quod fieri non poteft. Non igitur a, B, ¢ nu-
meros numerus aliquis major ipfo D metietur: ergo b
ipforum A, R, c maxima eft communis menfura.

Non metiatur autem p ipfum c. Dico primum nu-
meros b, ¢ non effe primos inter fe. Quoniam enim
4, B, ¢ non funt inter fe primi, metietur eos aliquis nu-
merus ; et qui metitur ip{os A, B, C, et ipfos A, B me-
tietur, et ipforum 4, B maximam communem men-
furam, videlicet D, metie-
tur, Metitur autem et ip- A..eveverocccnnoans
fum c: ergoipfos D, cnu- B.....evvnens
merus aliquis metietur; id- c....
eoque D, c non funtinter fe D......
prim_i.\ ~ Sumatur .ipforum E..
maxima communis$ men- F---
fura g®. Et quoniam E ip-
fum D metitur, et D metitur ipfos A, B, et E ipfos A, B
metietur. Metitur autem et c; ergo et ipfos A, B, C
metietur: eritque B ipforum a, B, C communis men-
fura. Dico et maximam efle. Sienim B non eft ip-
forum a, B, ¢ maxima communis menfura, metietur
A, B, C numcros numerus aliquis major ipfo g, Me-
tiatur, fitque F, Et quoniam F metitur - numeros

. Ay By C;
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A, B, C; et ipfos A, B, et ipforum A, B maximam

communem menfuram me- .

tietur. Sed ipforum A, B A.........ciiiiai,

maxima COmMmunis Men- B....vesoasosn

fura eft p: ergo F ipfum c....

D metitur. Metitur autem D......

et ipfum c: quare F ctip- E..

fos b, c; et igitur ipforum F---

D, C maximam communem

menfuram metietur, Sed ipforum ¢, p maxima com-

munis menfura eft £: ergo F ipfum E metitur, major

minorem, quod fieri non poteft: non igitur a, B, ¢ nu-

meros numerus aliquis major ipfo E metietur. Ergo B

ipforum 4, B, ¢ maxima eft communis menfura.
Tribus igitur numeris datis non primis inter fe, eo-

rum maxima communis menfura inventa eft. Q. E. F.

Cor. Ex his manifeftum eft, fi numerus numeros tres
metiatur, et ipforum maximam communem menfuram
metiri.

Eodem modo et pluribus numeris datis, maximam
communem menfuram inveniemus.

PROP. IV. THEOR.

Omnis numerus omnis numeri, minor majoris, vel pars ¢ft
wel partes.

Sint duo numeri A, B ¢, quorum Bc fit minor: dico
BC ipfius A vel partem efle, vel partes.

Numeri enim 4, B ¢ vel prim: funt inter fe, vel non.
Sint prius inter fe primi; et divifo B c in
unitates, que in ipfo funt, erit® unaque- A........
que unitas, earum que in BC, pars aliqua B.....C
ipfius A: ergo B C ipfius A partes eft.

Sed non [gx;nt A, BC inter fe primi: ita- A........

ue Bc vel ipfum A metitur,velnon. Et B....c

gquidem mctitur, erit B ¢ pars ipfius A.

Si vero nonj fumatur ¢ ipforum A, B ¢ maxima
communis menfura n; et divi(}l)atur BC
in numeros ipfi p zquales BE, EF, FC. A........
Quoniam igitur p numerum A metitur, B..E..F..C
erit p pars ipfius A. /Equalis autem bD.. '
eft p unicuique ipforum BE, EF, FC:
ergo et unu{%luifque iptoram B k, EF, Fc pars eft ipfius
A ac propterca B c ipfius A partes eft,

Omnis
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Onnnis igitur numerus omnis numeri, minor majoris,
vel pars eft vel partes. Q. E. D.

PROP. V. THEOR.

Si numerus numeri pars fuerit, et aller alterius eadem
parss et uterque ulriufgue eadem pars crit, quee unus
wunius.,

Numerus A numeri Bc pars fit, et alter p alterius
EF eadem pars, que eft A ipfius 8 ¢: dico et utrumque
A, D utriuique B C, E P eandem partem efle, que eft o
ipfius B c.

Quoniam enim que pars eft A ipfius B¢, cadem eft et
D ipfius E F; quot numeri funt in Bc
=quales ipfi A, tot eruntet in EF A ...
numeri equales ipfi p. Dividatur B...G6...cC
B ¢ quidem in numeros ®quales ipfi b»....

A, videlicet in BG, GC; EF ver0 E....H....F
dividatur in numeros ipfi b ®quales,

hoc eft, & H, H F; erit utigue xqualis multitudo nume-
rorum B G, G C multitu

quoniam eequalis eft BG ipfi A, et EH ipfi D; erunt
B G, E H ipfis A, D, ®quales. Et eadem ratione, cum
G c fit ®qualis ipfi A, et HFipfiD; erunt Gc, HF
ipfis o, p ®quales: quot igitur numeri funt in BC,
wquales ipfi a, tot funt ¢t in Bc, EF zqualesipfis 4, D.
Ergo quotuplex eft B c ipfius 4, totuplex erit et uterque
BC, E P utriufque A, b. Que igitur pars et A ipfius
R c, eadem pars erit et uterque A, D utriufque Bc, E F.
Q. E. D. :

PROP. VI. THEOR.

Si numerus numeri partes fuerit, et alter alterius exdem
partesy et ulerque ulriufque caedem parles erit, qua
unus unius.

Numerus enim A B numeri c partes fit, et alter DE
alterius ¢ ezdem partes, que A B
ipfius c: dico etutrumque AB, A...G...B
D E utriufque c, F eafdem partes c.........
eﬂ‘e,qu:z.&nipﬁusc. D....H....E
Quoniam enim qua partes eft F............
A B ipfius ¢, eedem eft D E ipfius
F 3 quot funt in A B partes ipfius c, tot eruntctin D &
partes

ini ipforum e H, Hr. Et

(V]

(V1]
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partes ipfius p. Dividatur A B quidem in partes ipfius
c, videlicet A G, G B; DE vero dividatur in partes ip-
fius ¥, hoc eft D H, HE.

Erit ipforum A 6, ¢ B multitudo zqualis multitudini
ipforum pH, HE. Et quoniam
quaz pars eft A G ipfius c, eadem A...G...B
eft pars et D H ipfius F; queepars C.........
eft A o ipfius c, eadem pars erit® D....H....E
et uterque AG, DHuUtriufque G, F. Foouviiansans
Simili ratione et que pars eft 6 B o
ipfius ¢, eadem pars erit et uterque G B, HE utriufque
c, F. Que igitur partes eft A B 1pfius c, ezdem partes
eft et uterque A B, D E utriufque ¢, p. Q. E. D.

PROP. VII. THEOR. °

Si numérus numeri fuerit pars, quee ablatus ablati; et re-
liguus reliqui eadem pars erit, quee totus totius.

Numerus enim A B numeri ¢ D pars fit, quz ablatus
AE ablati c p: dico et reliquum £ B reliqui Fp ean-
dem partem effe, qua eft totus A B totius C D.

Quz enim pars eft A E ipfius ¢ F, eadem pars fit et
E B ipfius c 6. Et quo-
niam que ‘eft AE A....E..B
ipﬁuscr,ea emparset G....C........F....D
et EB ipfius cG; que
AE ipfius cF, eadem pars eftf et A B ipfius G F. Qua
autem pars eft A E ipfius c F, eadem pars ponitur et AB
ipfius ¢ p: que igitur pars eft A B irpﬁus G F, eadem
eft et o B ipfius cp: quare A B utriufque G F, ¢ D ea-
dem eft pars: ®qualis igitur eft ¢ Fipfi ¢ . Commu-
nis auferatur c F : ergo reliquus G c reliquo F o eft z-
qualis. Et quoniam que pars eft A E ipfius c F, eadem
eft et E B ipfius 6 ¢; zqualis autem eft ac ipfi Fp;
gu:e pars eft A E ipfius c F, eadem erit et EB ipfius F D.

ed que pars eft AE i‘gﬁus CF, eadem eftt et A B ipfius
CD; ergo quz gars eft BB ipfius F D, eadem eft et A B
ipfius ¢ p.” Et reliquus igitur & B reliqui F b eadem pars
erit, qua totus A B totius cp. Q. E. D.

PROP.
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PROP. VIII. THEOR.

Si numerus numeri fuerit partes, quee ablatus ablati; et
reliquus erit reliqui eedem partes, quee totus totius.
Numerus enim A B numeri c¢bD fit partes, qua ab-
latus A B ablati c r: dico et reliquum EB reliqui F p
cafdem partes efle, que totus A B totius ¢ D.
Ponatur enim ipfi A B 2qualis ¢ H: qua igitur partes
eft @ 1 ipfius ¢ D, eedem eft et A R ipfius c F. Divi-
datur ¢ H quidem in partes ipfius c b, videlicet Gk,

189
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K H ; AR vero dividatur in partes ipfius cF, videlicet

AseeeesLoveve BB
CeceseroscscsevsssesFoeseaesD

GioeeeoeM.KevseeeN. H

AL, LE: erit igitur ipfarum 6 K, K H multitudo -
qualis multitudini ipfarum A v, L 8. Et quoniam qua
pars eft @ k ipfius ¢ D, eadem eft et A L ipfius c ¥, major
autem CD quamn CF; et GK quam A L eft major.
Ponatur ipfi A L ®qualis 6 M : que igitur pars eft 6 K

ipfius ¢ D, eadem eft et @ M ipfius c F: quare® et reli-* 7. hujus.

quus MK reliqui FD eadem pars eft, que totus 6 x to-
tius ¢ p. Rurfus quoniam qua pars eft K 1 ipfius cp,
eadem eft et L E ipfius ¢ F; -major autem CD quam CF:
erit et X H quam L E major, ﬂ’onatur ipfi LB 2qualis
K N: que igitur pars ¢ft K H ipfius ¢ D, eadem eft et
K N ipfius ¢ F: ergo et reliquus X H reliqui F b eadem
pars eft, qua totus K H totius ¢ p. Oftenfum autem eft
et reliquum M K reliqui F p eandem partem efle, que
totus G K totius D C; et uterque igitur fimul M x, N H

i&ﬁus DF ezdem partes eft, qua totus H G totius D c'.! 6. hujus.

qualis autem eft uterque fimul Mk, NH ipfi EB;
nimirum cum H G ipfi B A ®qualis fit, et ¢ M, Kk N fimul
fumpti fimul fumptis A L, L E. Et reliquus igitur 8
lgli%ui F D cedem partes eft, quee totus A B totius c D.
. E. D..

PROP. IX. THEOR.

Sinumerus numeri pars fuerit, et alter alterius eadem pars;
¢t permutando qua pars ¢fl, vel partes, primus tertii,
cadem erit pars, vel eedem partes, et fecundus quarti.
Numerus enim A numeri B c pars fit, et alter p al-

terius P cadem pars, qua A ipfius BC; minor autem fit

A quam D: dico et permutando quee pars eft A ipfius b,

vel partes, eandem partem efle et B c ipfius EF, vel eaf-

dem partes, Quoniam

[(X.)
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Quoniam enim que pars eft A ipfius B c, eadem eft et
D ipfius E F; quot numeri funt
in 8¢ zquales 1pfi A, tot funt et
in £ F ®quales 1pfi p. Dividi-
datur B c quidem in numeros
ipfi A zquales, videlicet in BG,
G C; EF vero dividatur in nu-
meros ipfi D equales, EH, H F: erit ipforum BG, GC
nultitudo 2qualis multitudini ipforum E H, H F.

Et quoniam numeri B G, 6 ¢ inter fe funt equales,
funt autem et quales EH, HF; atque eft ipforum Bg,
G ¢ multitudo zqualis multitudini ipforum EH, HF:
que pars eft B G 1pfius E H, vel partes, eadem pars erit
et G ¢ ipfius H F, vel ezedem partes. Ergo' que pars eft
B G ipfius E H vel partes, eadem pars erit et uterque
Bc utriufque EF vel emdem partes. Equalis autem
eft BG ipfi 4, et En ipfi D. Que igitur pars eft A ipfius
D vel partes, eadem pars erit et B c 1pfius EF vel eedem
partes. Q. L, D.

PROP. X. PROBL.

Si numerus numeri parics fuerity et aller alterius eaxdem
partes s et permutando quee parles efl primus tertii, vel
pars, eaxdem partes erst et fecundus quarti, vel cadem
pars. .

Numerus enim A B numicri ¢ partes fit, et alter D E
alterius F exdem partes; fit autem A B minor quam
DE: dico et permutando que partes eft A B ipfius D E
vel pars, eafdem partes efle et c ipfius F vel eandem
partem.

Quoniam enim qua partes eft A B ipfius c, eedem
partes eft et DE ipfius F;

uot funt in A B partes ip-
lus C, tot erunt et in DE
partes H)ﬁus F. Dividatur

A B quidem in partes ipfius

¢, videlicet A G, 6 B; DE vero dividatur in partes ipfius

¥, hoc eft, D H, H E: erit utique ipfarum A 6, 6 B multi-
tudo muititudini ipfarum D H, H E #qualis. Et quo-

niam quax pars eft A 6 ipfius c, eadem parseft et D H

ipfius F, et permutando* quae pars eft A G ipfius D H

vel partes, eadem pars erit et c ipfius ¥ vel eedem

partes.  Simili ratione et quae pars eft 6 B ipfius HEl
ve

cseeGoeaesC

..QIIHIOIOO’

HUow >

A..G..B
Corveene
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vel partes, eadem pars erit et c ipfius F vel eedem

sartes: ergo! qua pars eft A G ipfius D H vel partes, ea-' 5. & 6.
em pars erit et A B ipfius D E vel exdem partes. Sed ™"

que pars eft A ¢ ipfius D H vel partes, eadem pars eft

et cipfius F vel eedem partes. Etigitur que partes eft

A B ipfius D E vel pars, ezedem partes eft et c ipfius p

vel eadem pars. Q. E. D.

PROP. XI. THEOR. [XL]

Si_fuerit ut totus ad totum ita ablatus ad ablatum ; el re-
liquus ad reliquum erit ut totus ad totum.

Sit ut totus A B ad totum c D ita ablatus A E ad ab-
latum c F: dico et reliquum EB ad reliquum F Db ita
effe ut totus A B ad totum c p.

Quoniam enim eft ut A8 ad ¢ ita AE ad CF®: ™ Def. 20.
que pars eft A B ipfius c D vel bujus.
partes, eadem pars erit et AR Jp- A....E..B
fius ¢ F vel eedem partes: ergo® ¢......F...D"7. &8
et reliquus E B reliqui F D eadem hujus.
pars erit vel eedem partes, que A B ipfius ¢ p. Eft igi-
tur®utesad FpitaaBad cp. Q. E. D.

PROP. XII. THEOR. [X11.]
8i quotcunque numeri proportionales fucrint 5 ut unus an-
tecedentium  ad unum confequentium, ita erunt omnes
antecedentes ad omnes confequentes.
Sint quotcunque numeri proportionales, A, B, C, D
fitque ut A ad B ita c ad p: dicout a ad Bita effe 4, ¢
ad B, D.

_ Quoniam enim eft ut A ad B ita cad D °; qu® parse Def. z0.
eft A ipfius B vel partes, eadem hujus.
pars erit et ¢ ipfius D vel partes; A.. c....
et igitur? uterque A, c utriufque B... D......’5 &6
B, D eadem pars eft vel partes, hujus.
que A ipfius B. Ergo°ut A ad B itaeft A, c ad B, D.

Q. E. D.
PROP. XIII. THEOR. [XIII.}

Si quatuor numeri proportionales fuerint; et permutando
groportionales erunt.

Sint quatuor numeri proportionales A, B, ¢, D, ﬁtglue
ut A ad B ita cad p: dico et permutando proportionales
efle, videlicet ut A ad c ita efle B ad D,

Quoniam
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Quoniam enim eft ut A ad B ita c ad D, quz pars eft
7 Def. 20. A ipfius B vel partess, eadem
hujus.  pars erit et ciplius pvele®- A.. C......
dem partes: permutando igi- B... D....ooo ..
Tg.&to. tur’ que pars eft A ipfius ¢
huus.  vel partes, cadem pars ¢ft et B ipfius D vel partes. Ergo?
- utaadcitactsad p. Q. E D.

(XIv.] PROP. X1V. THEOR.

Si_fuerint quotcungue numeriy et alis ipfis multitndine -
quales, qui bini fumantur et in cadem ratione 5 ctiam ex
@quo in eddem ratione crunt.

Sint enim quotcunque numeri A, B, c, et alii ipfis
multitudine zquales, qui bini fumantur ¢t in eidem ra-
tione, fc. D, E, F; fitque ut A ad B ita b ad E, ut au-
tem R ad cita B ad F: dico ctiam ex @quo ut A ad c,
ita efle pad r.

Quoniam enim ¢fl ut A ad B ita D ad E; erit per-
® 13. hujus. mutando *ut A ad b ita

Bad E. Rurfus, quo- A......... D......
niameft ut Bad cita B...... E.o.o
Ead F; permutando ut c.... F..

B ad Eita erit c ad ¥, ut

autem B ad E ita et A ad p; ctigiturut A ad D ita ¢
ad r. Ergo permutandout A ad citapad p. Q. E. D.

(XV.] PROP. XV. THEOR.

Si unitas numerum aliguem metiatur, aller autem numerus
aqualiter metiatur alium aliquems et permutando unitas
tertium numerum  aqualiter meticlur atque fecundus
quartum.

Unitas enim A numerum aliquem B ¢ metiatur, alter
autem numerus D mqualiter metiatur alium aliquem
E F: dico et pcrmutando unitatem a @qualiter metiri
numerum D, atque B ¢ ipfum EF.

Quoniam enim A unitas zqualiter metitur numerum
B C, atque D ipium
E F3 quot unitates A . D..
funtin Bc,totfunt B.G.H.C E..K..L..PF
et in EF numeri -
quales ipfi p.  Dividatur B ¢ quidem in unitates, que
in ipto funt, videlicet 86, 6 H, HC; EF vero dividatur
in numcros ipt b xquales, E K, KL, L F. Eritigitur

ipforum
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ipforum B G, G H, H c multitudo =qualis multitudini
ipforum E K, K L, L F. Et quoniam B G, G H, H C uni-
tates inter fe quales funt, funtque numeri EK, K L,

L F inter fe zquales; et unitatum B G, G H, H ¢ multi-
tudo zqualis multitudini numerorum Ex, KL, LF:
erit ut B ¢ unitas ad numerum E K, ita G H unitas ad
pumerum K L, et unitas H ¢ ad L F numerum, Et® ut® 12. hujus,
unus antecedentium ad unum confequentium, ita omnes
antecedentes ad omnes confequentes : eft igitur ut uni-
tas B G ad numerum EK ita Bc ad e F.  Equalis au-
tem eft B G unitas unitati A, et EK numerus numero b:

uare ut unitas A ad numerum D, ita eft B¢ ad EF.

gitur unitas A numerum D ®qualiter metitur, atquev Def. 1o,
scipumer. Q. E.D. ‘ hujus.

PROP. XVI. THEOR. [XVL]
Si duo numeri fefe multiplicantes fucerint aliquos; falli
ex ipfis inter f¢ zz'qua]es erunt.
Sint duo numeri 4, B; et A quidem ipfum B multi-
plicans faciat ¢; B vero multiplicans A faciat p: dico
c ipfi D ®qualem efle.
Quoniam enim A ipfum B multiplicans fecit ¢; *me- * Def. 15.

tietur B ipfum c per unitates, ) hujus.
quz funt in A. Metitur au- E.
tem et E unitas numerum A A .. B...

per unitates, quzinipfofunt: c...... D......
igitur B unitas numerum A
aaq_ualiter metitur, atque B ipfum C: quare permutando? ’ 15. hujus.
unitas e numerum B zqualiter metitur atque a ipfum
c. Rurfus, quoniam B ipfum a mult}plicans fecit D ;
A metietur ipfum D per unitates, que funt in B. Meti-
tur autem et E unitas numerum B per unitates, qu in
ipfo funt: ergo E unitas numerum B zqualiter metitur,
atque A ipfum D. Sed E unifas numerum B =qualiter
metitur, atque A ipfum c: igitur Autrumque ipforum c, o
@qualiter metitur. Erit ergo c ipfi p 2qualis. Q. E. D. .
PROP. XVII. THEOR. [XVIL]

St numerus duos numeros multiplicans fecerit aliguos; faéti
ex ipfis eandem rationem babebunt, quam multiplicati.
Numerus enim A duos numeros B, ¢ multiplicans

faciat ipfos D, E: dico ut B ad c itaeffe p ad E.
Quoniam enim 4 ipfum B multiplicans fecit p; me-

o tietur
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® Def. 15. tietur B ipfum D per unitates, qua funt in A%, Metitur

hujus. 4 utem et F unitas numerum
A per unitates, que in ipfo F:
funt: igitur F unitas nu- A..
merum A zqualiter meti- B ... Chruven

2 Def. 20, tur,atqueBipfumbp. Ergo* D.... .. E e
hyus. yt 'F unitas ad numerum
A,itacfi Bad . Eidem ratione ut ¥ unitas ad nu-
merum A, ita ¢ ad E. Quarc ut B ad b, itac ad £
* 13. hujus.et permutando® ut B ad ¢, ita p ad e. Q. E. D.

[XVIIL] PROP. XVIII. THEOR.

Si duo numeri numerum aliquem multiplicantes fecerint
aliquos 3 falli ex ipfis eandem rationem habcbunt, quam
multiplicantes.

Duo enim numeri A, 8 nmmerum aliquem ¢ multi-
plicantes faciant ipfos b, E: dico ut 4 ad Bita efle D
ad E. .

Quoniam enim A ipfum ¢ multiplicans fecit b, et ¢

¢ 16. hujus. multiplicans A © ipfum D

fecit. Eadem rationcet A ... Boeoos

c ipfum B multiplicans c..

fecit E: numerus igitur Doeeoee Boveosrns

¢ duos numeros A, B

¢ 17. hujus. multiplicans ipfos D, E fecit. Ef igitur? ut A ad B ita
pad . Q. E. D.

[(XIX.] PROP. XIX. THEOR,

St quatuor numeri proportionales fuerint ; qui ex primo et
quarto fit numerus aqualis erit ei, qui fit ex fecundo et
tertio: ¢t fi numerus, qui fit ex primo et quarto, aqualis

 Juerit ery gui ex fecundo et tertio; quatuor numeri pro-
portionales erunt.

Sint quatuor numeri proportionales A, B, ¢, D; fit-
que ut A ad B, ita c ad p; et A quidem ipfum b mul-
tiplicans faciat £ B vero multiplicans ipfum c faciat f:

A dico E efle zqualem ipfi r.

A enim multiplicans ¢ faciat 6. Quoniam igitur
A ipfum quidem ¢ multiplicans fecit ¢, ipfum vero o
multiplicans fecit E; numerus A duos numeros b, ¢

¢17. hujus. multiplicans fecit ipfos 6, e: cft igitur® ut ¢ ad o,
ita ¢ ad k. Ut autem c ad b, ita A ad B: quare ut A

ad B, ita 6 ad E. Rurfus, quoniam A ipfum ¢ multi-

. plicans
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plicans fecit 6; et B ipfum ¢ multiplicans fecit r:
duo numeri A, B nume-
-um quendam ¢ multi- A......

plicantes fecerunt ipfos B ....

"y F3 igiturf ut A ad c... ? 18. hujus.
s,itaeft e ad r. Sed D..

at Aad B, ita GadE: EB.veeevrorens
urgout Gad Eyitaet P......00....

cgadriigiturc adu- G.....0vvveennnncan
trumque ipforum E, F
eandem rationem habet. Erit igitur £ ipfi » @qualis.
Sed fit £ 2qualis ipfi P: dico ut A ad Bita effe cad b.
Iif{dem enim conftruétis, quoniam A ipfos ¢, b mul-
tiplicans fecit 6, r; erit ut ¢ ad b, ita 6 ad . Eft au-
tem E ipfi P ®equalis: ut igitur 6 ad g, ita ¢ ad F. Sed
utoead Byitacad p: ergoutcad o,ita g ad r. Ut
autem @ ad F, itaf A ad B, Quare ut A ad B, ita
cadp. Q. E.D. :

Cor. 1. % Si primus fit ad fecundum ut tertius ad
quartum ; faCtum ex fecundo et tertio primus quarto,
et quartus primo metietur.

Cor. 2.% Propofitis tribus numeris, fi faétum ex fe-
cundo et tertio primus non metiatur, now datur tribus
propofitis proportione quartus.

PROP. XX. THEOR. [XX.]

-Si tres numeri proportionales fuerint, qui ab extremis fit
numerus equalis erit e1, qui fit a medio : fi autem qui ab
extremis fit wqualis fuerit i qui @ medio, tres numers
proportionales erunt.

Sint tres numeri proportionales A, B, c; fitque ut A
ad B ita B ad c: dico numerum qui fit ex A, ¢ qualem
efle ei, qui fit ex B,
~ Ponatur enim ipfi B wqualis p; eft igitur ut A ad B
ita p ad c: ergos qui fit ex A, C ®- ¢ 1. bjus.

ualis eft ei, quu ex B, . Quiautem A .ocovaoas
it ex B, D eft ®qualis ei, qui fitex B; B......
mqualis etenim eft B ipfi D. Quiigi- D......
tur fit ex A, c ipfi, qui fit ex Byeft®- c....
qualis. -

Sed qui fit ex A, ¢ mqualis it ei, quiex B: dico ut A
adBitaefle Bad c, .

oz Quoniam
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Quoniam enim qui ex A, c fit zqualis eft ei, qui fit
ex B; qui autem fit ex B efl ®qualis ei, quiex B, D:
eritPut Aad Bita p ad c. Sed B ipfi D eft ®qualis
Utigitur aad Bitaeft Bad c. Q. E. D,

Cor. 1.%* Si primus fit ad fecundum ut fecundus ad
tertium, quadratum ex fccundo primus metietur tert .o,
et tertiug primo.

Cor. 2. * Duobus propofitis, fi quadratum fecundi prie
mus non metiatur, non datur duobus propofitis pro-
portione tertius,

SCHOLION.*

Si numerus numeros multiplicaverit, et compofitum
ex omnibus idem multiplicaverit; faftus multiplica-
tione compofiti compofito ex factis omnibus prioribus
wqualis erit.

Numeros B ¢, ¢ D, p E numerus A multiplicans fa-
clat FG, GH, HI. :

Idem autem Anu- A ..

merum BE, €X BC, B..C...D....E
CD,DECOMpPUfi- F..eeGivaeasHuiveronaal
tum, multiplicans k..
faclat numerwn K.

Dico numerum k numero F1, ex faltis FG, 6 H, HI
compofito, equalem efle. Cum enim numerus A, nume-
rum B ¢ multiplicans, numerum Ff 6 fecerit; ut unitas
ad a, itaerit B c ad ¥ 6. Pari ratione ut unitasad eundem
A, ita cp ad GH,et DE ad H1. Ef igitur Bc ad
FGut cp ad ¢H,etut bEad H1. Quare et BE,
ex omnibus B ¢, ¢ D, D E compofitus, ad F 1, ex omni-
bus F 6, 6 H, G 1 compofitum, ut Bcad FG!; z. e. ut
unitas ad A. Sed cum A multiplicans BE numerum x
fecerit; ut unitas ad A, itaerit BE ad k. Quare BE

ad Kk ut BE ad r1. Quare K ct FI inter fe qualcs.
Q. L. D.

LR R A R BRI Y

Cor.* Hinc quzcunque de re®tangulis fub fegmentis
linca rete in fecundo Elementorum Libro ad Euclide
demonftrata funt; ea omnia in numeris etiam planis
locum habent ex partibus numeri cujufvis faétis.

' PROP.
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PROP. XXI. THEOR. [XXI1]

Minimi numeri candem cum ipfis rationem babentium eos,
qui eandem babent rationem, aqualiter metiuntur, major
majorem et minor minorem.

Sint ¢ D, B F minimi, qui eandem quam a, B inter
fe rationem habeant. Dico ¢p zqualiter ipfum A me-
tiri, atque g r ipfum B.

Cum enim numerus A ad B eandem quam cp ad EF
rationem habeat; permutando, erit
Aadcputpad EF . Duo autem A..........*%13hojus.
¢ D, EF duobus 4, B finguli fingu- B......
lis funt minores!. Que pars igitur ¢...6..p 'exhyp.
eft ¢ p ipfius A, vel que partes, ea- E..H.F
dem pars erit EF ipfius B, vel eedem
partes ™. At vero ipforum A, B neutiquam funt illi ¢ p,™ Def. 3, 4.
E P partes. Sint enim, fi effe poffint. Quot funt igi- & 20-hujus.
tur in cp partes illius A, tot erunt in E P partes illius B.
Dividatur igitur ¢ b in partes numeri A, que fint c G,
6 D; et EF dividatur in partes numeri B, qua fint EH,
HF. Jam cum cG, G D fint inter fe wquales, necnon
EH, HF; erit cG ad EH ut ¢ D ad ar., Numero
autem quales illi ce, 6 p illis 1, HF. Erit igitur
ut unus antecedentium ad fuum confequentem, ita om-
nes antecedentes ad omnes confequentes".  Quare ut ® 1z. hujur.
cG ad EH ita cp ad EF. Ac propterea ¢G, EH,
eandem inter fe rationem quam ¢ b, EF habent, minores
cum fint. Quod fierl nequit. Ponuntur enim cp, EF
omnium minimi, qui eandem inter e rationem habent.
Numeri igitur A neque partes eft € b, neque numeri
B ille EF. Pars igitur ¢ D numeri A, numerique B
eadem pars BF. Aiqualiter igitur ¢ b metitur iplum
A, atque E F iplum B. Q. E. D,

PROP, XXII. THEOR. [xXxI]

Si fint tres nuv@ri, et aliz ipfis multitudine @quales, qui
bin: fumantur et in eddem ratione; fit autem perturbate
eorum proportio: etiam ex wquo in cddem ratione erunt,
Sint tres numeri A, B, C, et alii ipfis multitudine -

uales, qui bini fumantur et in e4dem ratione {c. D, E, F;
itque perturbata eorum proportio, ut &4 quidem ad B ita
fit £ ad ¥, ut autem B ad ¢ ita p ad E: dico etiam ex

@quo ut A ad cita efle D ad F. )

03 Quoniam
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Quoniam enim eft ut A ad B ita E ad F; qui fit ex
* 19 hujus. o, F equalis erit® e,
uiexB, E. Rur- A......
us, quoniam eft ut B....
Badcitapadke; c...
qui fit ex ¢, D ®- .
ualis erit ei, qui ex B, E. Oftenfum autem eft et qui
2t ex A, F zqualem eflc ei, qui ex B, E: ergo et qui fit

ex A, F zqualis eft ei, qui fit ex ¢, b, Igitur°ut A ad
citapadr. Q. E. D,

Dl.’...l'.lll.
Eceeounsoannse

Foeeovoeon

[XXIIL] PROP. XXIII. THEOR.

Numeri primi inter fc minimi funt omnium candem cum ip-
Jis rationem babentium,

Sint numeri A, B primi inter fe: dico eos minimos
effe omnium eandem cum ipfis rationem habentium,
Sint enim ¢, D minimi omnium in ratione A ad B.
a1 hujus.  Quoniam igitur? minimi nu-
meri eandem cum ipfis rationem A..... B....
habentium, eos qui eandem habent ~ ¢----= D -e--
rationem qualiter metiuntur, ma- Bewes
jor majorem et minor minorem,
hoc eff, antecedens antecedentem et confequens confe-
quentem 3 numerus ¢ ipfum A @qualiter metietur, at-
que D ipfum B. Quoties autem c metitur ipfum 4, tot
unitates fint in E. Ergo quot funt unitates in numero
E, totics D metictur B. Sed cum numerus ¢ 2qualiter
4 ex hyp. metiatur A, ac unitas numerum E9; permutando, E -
7 15. hujus. qualiter metictur A, ac unitas numerum cf. Metitur
igitur & numerum A. Similiter oftendemus & numerum
B metiri, Eft igitur B numcrorum A, B menfura com-
munis. Numeri autem A, B, cum fint inter fe primi 9,
nullam habent menfuram communen prater ipfam uni-
' Pef. 12, tatem*. Unitas igitur eft E. Quot vero funt in E uni-
tates, tot numeri funt in A numero c &qualesd.
igitur unitas fit E, numerus A numeroS mqualis erit.
Similiter oftendetur numerus B numecro b equalis. Sed
ponuntur ¢, D minimi omnium in ratione numerorum

4, D. Ergo et A, B minimi omnium in mutud ipfo-
rum ratione, Q. E, D,

Cum

PROP.

o r ————
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PROP. XXIV. THEOR. (XXIV.]

Minims numeri eorum, qui candem cum ipfis rationem ba-
Lent, primi inter fe funt.

Sint A, B minimi numeri eorum, qui eandem cum ip-
fis rationem habent : dico A, B primos inter fe efle.
Si enim non funt A, B inter
fe primi, eos aliquis numerus A...... B.o.u.
metietur. Metiatur, fitque c. Coemee- -
Et quoties ¢ ipfum quidem A D ----- E -»-
metitur, tot unitates fint in D
quoties vero € metitur ipfum B, tot unitates fint in E.
Et quoniam ¢ ipfum a metitur per unitates, que funt
in p; c multiplicans ipfum b feeit A. Eidem ratione
et ¢ multiplicans B ipfum B fecit. Itaque cum numerus
¢ duos numeros p, E multiplicans fecerit A, B erit® ut® 7. hujus.
pad E ita A ad B. Ergo b, E in eadem funt ratione, in
qua A, B, minores ipfis exifientes, quodt fieri non po-* ex hyp.
teft. Non igitur A, B numeros numerus aliquis metietur
ac propterca A, B primi inter fe funt. Q. E. D,

PROP. XXV. THEOR. [(XXVv.]
Si duo numeri primi inter fe fuerint; qui unum ifforum
metitur numerus, ad reliquum primus erit,

Sint duo numeri primi inter fe A, B; et aliquis nu-
merus c ipfum A metiatur: dico B, ¢ inter {¢ primos
efle. :

Si enim B, ¢ non fint inter fe primi, metietur eos
aliquis numerus. Metiatur, fitque p. Et
quoniam D ipfum ¢ metitur, et cipfum A{ A......
et p iplum A metietur. Metitur autemet B...,,
ipfum B. Ergo p numeros A, B metitur c...

primos inter {c exiftentes, quod® ficri non D --- " Def. 1a,
poteft. Non igitur numeros ¢, B numerus hugus.
aliquis metictur; ideoque ¢ B inter fe primi funt,
Q. E. D.

PROP. XXVI. THEOR. [XXVL)

Si duo numeri ad aliguem numerum_ primi fuerint 5 et qui
Sit ex spjis, ad eum primus erit.

Duo enim numeri A, B ad aliquem numerum ¢ primi
fint; et A ipfum B multiplicans faciat p: dico ¢, D inter
fe primos efle,

04 Si
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Si enim ¢, o non fint inter {e primi, metietur eos
aliquis numerus. Metiatur, fitque E.

Et quoniam c, A primiinter fefunt, 4 .. B...
et ipfum ¢ metitur aliquis numerus Covnne

* 25 hujus,E j erunt* E, A inter fe primi. Quo- o S
ties autem E ipfum D metitur, tot E -o-na
unitates fint in F: quare et F meti- ) .

tur ipfum D per unitates, que funt in
E: ergo E 1pflum ¥ multiplicans fecit p. Sed et a
multiplicans B ipfum b fecit. Qui igitur fit ex g, F, eft
®qualis ei, qui ex A, B.. Si vero qui fit ex extremis e-
7 19.hujus.qualis fuerit ei, qui ex mediis¥; quatuor numeri pro-
portionales erunt. Eft igitur ut e ag A, ita B ad F. Sunt
* 23.hujus.autem A, E inter fe primi; et qui primi etiam * minimi
funt; minimi vero candem cum ipfis rationem haben-
tium eos, qui eandem habent rationem, qualiter meti-
® z1. hojus.yntur®, major majorem, minor minoren, ?mc eft, ante-
cedens antecedentemn et confequens confequentem : er-
go E ipfum B metitur. Metitur autem et ipfum c:
quare E ipfos B, ¢ metitur, primos inter fe exiftentes:
quod fieri non poteft. Non igitur ¢, b numeros nu-
merus aliquis metietur; ac proptera ¢, b inter e primi
funt. Q. E. D,

[XXVIL] - PROP. XXVII. THEOR.
St duo numeri primi inter fo fucrint; qui fit ab uno ipforum,
- ad reliquum primus erit.

Sint duo numeri inter fe primi A, B; et a feipfum
multiplicans faciat ¢ : dico B, c inter fe primos efle.
Ponatur enim ipfi A wqualis p. Et quoniam a, B
funt primi inter fe, @qualis autem a ‘
ipi p; et D, B inter fe primi erunt. A .. B...
Uterque igitur ipforum a, D ad 8 pri- C.ouun
b26. hujus.mus eft: ergo et qui ex A, p fit®, pri- D..
mus erit ad B. Sed qui fitex A, D,
eft numerus c¢. Quare ¢, B inter fe primi funt. Q. E. D,

[XXVIIL] PROP. XXVIII. THEOR. '

Si duo mumert ad duss numerosy uterque ad utrumque,
primi fuerinty et qui fiunt cx ipfisy inter fe primi
¢crunt.

Duo enim nuineri A, p ad duos numeros ¢, b, uter-

que ad utrumque, primi fint; et A quidem ipfum B

multiplicans
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multiplicans faciat ; c vero multiplicans p faciat ¥ :
dico E, F inter fe primos efle. .
Quoniamenim uterque ipforum 4, B ad ¢ primus eft; et

quifitex a, B¢, ad c primus € 26. hujus.
erit. Quiautem fitexa, B A ... B..... »

eft £: ergo E, c primi in- Eevvennn

ter fe funt. Eiddem ratione c.. D....

et E, D primi funt inter fe. Foervenon

Uterqueigituripforamc, p

ad E primus eft : ac propterea qui fit ex c, p, primus
erit ad E. Qui vero ex c, D fit, eft numerus F. Ergo
E, F primi inter fe erunt, Q. E. D.-

PROP. XXIX. THEOR. , [XXIX.]

Si duo numeri primi inter fe fuerint, et uterque Sfeipfum
multiplicans faciat aliquos 5 faéli ex ipfis primi inter fe
erunt: et fi numeri a principio pofiti cos, qut faéti funt,
multiplicantes aliquos faciant s et ipfi inter fe primi
erunt ; et femper circa extremos boc continget.

Sint duo numeri inter fc primi A, B, et a feipfum
quidem multiplicans faciat ¢, multiplicans vero c faciat
E; et B feipfum multiplicans faciat b, multiplicans au-
tem p faciat ipfumn F: dico ¢, D et E, F inter fe pri-
mos efle,
Quoniam enim A, B primi inter fe funt; et A feip-. .
fum multiplicans fecit ¢; erunt? ¢, B primi inter fe. ¢ 37 hujus.

A.. B...
Coeoos Dosoecoens

) T ) F oiviereoetnorsosocnnsnnconsas

Et quoniam c, B inter fe primi funt, et B feipfum mul-
tiplicans fecit p; erunt c, o inter fe primi. Rurfus
quoniam A, B primi {unt inter fe, et B feipfum multi-
plicans fecit p; A, D inter fe primi erunt. Cum igitur
duo numeri A, ¢ ad duos numeros B, D, uterque ad
utrumque, primi fint; et qui ex A, c fit ad eum, qui fit
ex B,.Df, primus erit. Sed qui fit ex A, c cft numerus ¢ ;g, hujus.

E, qui vero ex B, D fit et F. Ergo E, F primi inter fe
funt. Q. E. D.

PROP.
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[XXX.] PROP. XXX. THEOR.

Si duo numeri primi inter fe fuerint; et uterque fimul ad
utrumque ipforum primus erit: quod fi uterque Simul ad
unum aliquem ipforum fit primus, et numers @ principio
pofiti inlter fe primi erunt,

Componantur enim duo numeri inter fe primi, A B, .

B c: dico et utrumque fimul, videlicet A c, ad utrum-
que ipforum A B, B ¢ primum efle.

Si enim non fint c A, A B inter fe primi, metietur eos
numerus aliquis. Metiatur, et fit
p. Quoniam igitur p metiturip- A.....B..,.C
fos c A, ABj; et reliquum B c me- D memmeae-
tietur. Metitur autem et B A:
ergo D ip{os A B, BC metitur, primos inter fe exiftentes ;
quod fieri non poteft. Non igitur ca, A B numeros nu-
merus aliquis metietur ; ac propterca A B, AC inter fe
primi funt. Ergo c A ad utrumque ipforum A B, Bc
eft primus.

Sint rurfus c A, A B primi inter fe: dico et ipfos A B,
B ¢ inter fe primos effe.

Si enim A B, Bc non fint inter fe primi, metietur eos
aliquis numerus. Metiatur, fitque p. Et quoniam b
metitur utrumque ipforum A B, B¢, et totum c A me-
tietur. -Metitur autem et AB: ergo D ipfos ca, A B
metitur primos inter fe exiftentes, quod fieri non poteft.
Non igitur ipfos A B, B ¢ numeros numerus aliquis me-
tietur, ideoque A 8, B ¢ inter fe primi funt. E. D.

[XXX1.] PROP. XXXI. THEOR.

Omnis primus numerus ad omnem numerum, quem non me-

titur, primus ef?.

Sit primus numerus A, et numerum B non metiatur :
dico B, A inter fe primos efle.

Si enim non fint B, A inter fe primi, metietur eos
aliquis numerus. Metiatur, et fit c:

f Def, 11. ergofcnon eft unitas. Et quoniam A... B.....

hujus.

c ipfum B metitur, A vero non me-  C----
titur ipfum B ; non erit ¢ idem qui A.
- Et quoniam c ipfos B, A metitur; metietur etiam ipfum
A primum exiftentem, licet non fit idem cum eo; q‘lixod
: eri
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fieri non poteft. Non igitur ipfos B, A numeros nume-
rus aliquis metietur: quare A, B inter {fe primi funt.

o' E. L] .
PROP. XXXII. THEOR. [XXXT1.]

Si duo numeri fefe multiplicantes aliquem faciant ; eum
wero, qui ex ipfis fit, meliatur aliquis numerus primus :
et unum ipforum, qui a principio pofili funt, metietur,

Duo enim numeri A, B fe invicem multiplicantes fa-
ciant ¢, ipfum vero ¢ metiatur aliquis numerus primus,
qui fit D : dico D unum ipforum A, B metiri.
Ipfum enim A non metiatur, atque eft D numerus .
rimus : ergo® A, D primi inter ~ S3r.hujus.
Fe funt. Etquotiespipumec A.. B......
metitur, tot unitates fint in B, ¢,
Quoniam igitur b metitur ip- D...
fum c per eas-que funt in B E....
unitates ; numerus D ipfum B .
multiplicans fecit c. Sed et A multiplicans B ipfum ¢
fecit. Er§o qui fit ex D, E ®qualis eft ei, quiex A, B:
eftigitur*fut pad Aitasad . Et funt D, A primi * 59. hujus,
inter fe ; primi vero! funt et minimi, fed * minimi eos, 23 hwus
e . . . 21, hujus,
qui eandem habent rationem @qualiter metiuntur, ma-
jor majorem et minor minorem, hoc-eft, antecedens an-
tecedentem et confequens confequentem ergo D ipfum
B metitur. Similiter demonftrabimus, i b non metia-

tur B, metiri ipfum A. Quare D metitur unum ipforum
A, B, Q E.D,

PROP. XXXIII. THEOR. (Xxxur]

Omnem numerum compofitum primus aliquis numerus

melstur.,

Sit compofitus numerus A: dico primum aliquem
numerum metiri ipfum a.

Quoniam enim A eft compofitus numerus!, metietur ! Def. 13.
ipfum aliquis numerus, Metiatur, et hujus.
_fitB. Etfiquidem primus eft B, ma- A........
nifeftum cft quod quaeritur. Sivero B....
compofitus, ipfum aliquis numerus me- ¢ ..
tietur. Metatur, fitque c. Et quo-
niam ¢ metitur ipfum B; B vero ipfum A; et ¢ ipfum
A metitur. Et fi quidem primus eft ¢, manifeftum eft -
quod queritur. 81 vero compofitus, eum aliquis nu-

) merus
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m Def. 2.
hujus.

* Def. 13,
hujus,

[XXXV.]

EUCLIDIS ELEMENTORUM

merus metitur; et hic confideratione fa&ti, relinquetur
tandem aliquis numerus primus, et qui
iplim A metietur. Sienim nonrelin- A ........
quitur, metientur ipfum A infiniti nu- B....
meri, quorum alter altero eft minor, c ..
quod ® in numeris fieri non poteft ;
crgo relinquetur aliquis, qui et praecedentem metietur
et ipfum a.

Omnem igitur numerum compofitum primus aliquis
numerus metitur. Q. E. D,

Aliter. Sit compofitus numerus A: dico primum
aliquem numerum ipfum metiri.

Quoniam enim A compofitus eft”, metietur ipfum ali-
quis numerus. Sit B minimus eorum, qui ipfum A me-
tiantur: dico B primum effe.

Si cuim non; erit compofitus: ergo eum aliquis nu-
merus metietur. Metiatur, fitque ¢
meticns ipfum: erit igitur ¢ minor A.........
quam B, Et quoniam C ipfum B me- B...
titur, fed et B ipfum Aj et ¢ ipfum A ¢ --
metietur, minor exifleus ipfo B, qui
eft minimus omnium qui mctiuntur A ; quod eft ab-
furdum: igitur 8 non cft compofitus numerus. Ergo

eft primus. Q. L. D.
PROP. XXXIV. PROBL.

Numeris quotcungue datis, tnvenire minimos omnium, qui
eandem cum ipfis rationem babeant,

Sint dati quotcunque numeri A, B, c: oportet in-
venire minimos omnium, qui eandem cum ipfis A, B, ¢
rationem habeant.

Vel igitur A, B, primi inter fe funt, vel non. Si

© 23. hujus. quidem primi, et mimmi crunt® omnium ecandem cum

P 3. hujus,

ipfis rationem habentium,

A..eceee Booiiives Civnvnnnnne
D..

E... F.... Goioooo

H -~ K === L~ve-=
M --

Si vere non. Sumatur? ipfornm A, B, ¢ maxima
communis menfura b, et quotics D unumquemque ip-
foruin
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forum A, B, c metitur, tot unitates fint in unoquoque
horum k, ¥, ¢; et unufquifque igitur ipforum k, ¥, 6
unumquemque ipforum 4, B, ¢ metitur per eas, que
funt in D unitates: ergo E, F, G iplos A, B, ¢ zqualiter
metiuntur; ac proptercad E, £, G in eidem funt ratione, 1 18. bujus.
in qué ipfi A, B, c. Dico cos etiam minimos effc.  Si
enim E, ¥, G non fint minimi candem cum iplis A, B, ¢
rationem habentium; erunt aliqui, ipfis £, F, G minores,
in eadem ratione, in qua A, B, C. Sint , K, L: ®qua-
liter igitur* u metitur ipfum 4, ac uterque iplorum K, L* z1. hujus.
utrumque B, ¢ metitur. Quoties autem H metitur ip-
fum 4, tot unitates fint in M ; et uterque igitur K, L
utrumque B, ¢ metitur per eas que funt in M unitates.
Et quoniam H ipfum A metitur per unitates, que funt
in M ; et M ipfum A per unitates qua funt in H metie-
tur, Eidem ratione et M utrumque ipforum B, ¢ me-
tietur per unitates, qua funt in utroque k, L. Ergo M
ipfos A, B, c metitur. Rurfus, quoniam H ipfum A
metitur per unitates, que funt in M; Hipflum M multi-

licans fecit A. Eadem ratione et E muitiplicans b ip-

um A fecit: ergo qui ex E, b fit ei qui fit ex H, M eft
@qualis: ut igitur E ad B ita® M ad D. Major autems* 19. hujus.
eft E quam H: crgo et M quam D eft major, et ipfos -
A, B, C metitur, quod ficri non poteft ; ponitur enim p
ipforum A, B, ¢ maxima communis menfura. Non igi-
tur erunt aliqui numeri minores ipfis g, F, 6 in eidem
ratione, in quA A, B, C: ergo E, F, G minimi funt eo-
Sxm, qui eandem cum ipfis A, B, c rationem habent.

. E. D, .

PROP. XXXV. PROBL. (XXXVI]

Ducbus numeris datis, invenire minimum numerum, quem
meliantur.,

Sint dati duo numeri A, B: oportet invenire minimum
numerum, quem metiantur.

Numeri enim A, B vel primi inter fe funt, vel non,
Sint prinlum A, B inter fe primi,

et A ipfum B multiplicansfacilatc; A. .. B.oo..

ergot et B multiplicans A iplum €. ... vttt 6, hujus,
c feeit; ac propterea numeri Ay B D aemesemamane -

ipfum ¢ metiuntur. Dico etiam E --- F «---

¢ minimum eflfe. *Sit enim b :
numerus aliquis corum, quos A, B metiuntur; et quoties A
.ipfum
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Jpfum p metitur, tot unitates fint in E, quoties autem B
metitur D, tot unitates fint in r:

ergo A quidem ipfum E multi- A... B....
plicans fecit p; B vero multipli- c............
cansF ipfum D fecit. Quare nu- D cceccmacaaa- -

merus, qui ex A, E fit, eft equalis E--= Fo-a-
_w_huj“s_ei, qui fitex B, F: utigituraad
» 23. hujus. Bs ita eft* P ad E. Et funt A, B primi, primi autem * et
¥ a1, hujus.minimii fed” minimi eos, qui eandem habent rationem,
squaliter metiuntur, major majgrem et minor minorem.
Ergo B ipfum E metitur confequens confequentem. Et
* 18. hujus.quoniam A numeros B, E multiplicans fecit ¢, p, erit?
ut B ad E, ita ¢ ad p. Metitur autem B ipfum E: ergo
et c ipfum p metitur. Eft igitur ¢ numero D minor.
Similiter oftendetur numerus c alio quolibet eorum, quos
numeri A, B metiuntur, minor. Omnium igitur mini-

mus. Q. E.D.

* 3z.hujus.  Sed non fint A, B primi inter fe; et fumantur® mi-
nimi numeri eandem quam a, B rationem habentium
qui fint ¥, E: ®qualis 1gitur et * qui ex a, E fit ei, qut
ex B, F. Et A ipfum E multiplicans faciat c: ergo et
B multiplicans ¢ ipfum c fecit: quare A, B ipfum ¢
metiuntur, Dico et mini-

mum efle, Sitenim pali- aA.... Buevesos
quis eorum, quos A, B meti- F.. E...
untur ; et quoties A ipfum Cevvonctnnnns

D metitur, tot unitates fint D-comnocmansanca

in G, quoties autem B me- G --- H .-

titur p, tot unitates fintin u:
ergo A quidem ipfum G multiplicans fecit p; B vero
multiplicans # ipfum b fecit: qui igitur ex 4, 6 fit eft
xqualis ei, qui fit ex B, H: ut igitur A ad B, ita® & ad
6. Scdut A ad B, ita Fad E: ergoet ut F ad &, ita &
stereon- ad 6. EtP funt £, E minimi; minimi vero eos, qui
frus. eandem habent rationem, ®qualiter metiuntur ¥, major
nijorem, et minor minorem: quare E ipfum ¢ metitur.
Et quoniam A numeros E, 6 multiplicans ipfos ¢, p
€17 hujus.fecit, ut k ad 6 ita erit® c ad . Sed E metitur ipfum
¢ Def.zo. G : ergo?et ¢ ipfum D metitur, Eft igitur ¢ numero
hujus. p minor.  Similiter oftendetur numerus ¢ quolibet eo-
rum, quos A, B mectiuntur, minor, QOmnium igitur
minimus. Q. E. D,
PROP.
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PROP. XXXVI. THEOR. ~_  mxxxvi)

8: dub numeri metiantur numerum aliquem ;5 et minimus,
quem tlli metiuntur, eundem metietur.

Duo enim numeri A, B numerum aliquem ¢ p meti-
antur, minimum autem ipfum & : dico et E ipfum c D
metiri.

Si enim E non metitur ¢ D, E metiens F D relinquat
feipfo minorem cr. Et quo- :
niam A, Bipfum E metiuntur, A, . B..o
E vero ipfum D F; et A, B me- CivisesFamenca D
tientur DF. Sed et metiun- E......
tur totum ¢ D : ergo et reli-
quum ¢ F minorem ipfo E metientur, quod ¢ fieri non¢ ex hyp,

teft. Non igitur E non metitur ipfum ¢ b, metitur
igitur. Q. E. D,

PROP. XXXVII. PROBL. {XXXViIL)

Tribus numeris datis, invenire minimum numerum, quem
meliantur.,

Sint dati numeri A, B, c: oportet invenire minimum
nunmerum, quem metiantur,

Sumatur ! numerus D minimus, quem duo A, B' 36. hujus.
metiuntur. Itaque c vel :
metitur D, vel non me- A... B.... C.ossas
titur, Metiatur primum. Deveeosonoans
Sed et a4, B metiuntur E --
ipfum D: ergo A, B, C .
ipfum b metientur. Dico illum efle minimum. Sit
enim E numerus aliquis eorum, quos A, B, C metiuntur.
Quoniam igitur A, B, ¢ metiuntur ipfum E, et A, B ip-
fum E metiuntur : ergo§ et minimus, quem metiunture 37. hujus,
A, B, ipfum E metietur. Minimus autem, quem me-
tiuntur A, B, eft D: quare D metitur ipfum E. Minor
igitur et p numero . Similiter oftendetur » minor
quolibet eorum, quos A, B, ¢ metiuntur. Omnium
igitur minimus. Q. E. D.

Non metiatur autem ¢ ipfum b, et fumaturf mini-
., mus numerus E, quem ¢, D metiantur. Itaque quo-
niam A, B metiuntur ipfum D; D vero ipfum E: et A, B
iplum E metientur, Metitur autem et ¢ ipfum E:

€rgo
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ergo A, B, ¢ ipfum E metiuntur. Dico illum etiam
efle minimum. Sit enim F
unus aliquis eorum, quos 4, A.. B... C....

B, ¢ mettuntur. Et quoniam D......
A, B, C metiuntur F, et A, B
* 37.hujus.jpfum F meticntur: ergo® et .

minimus, quem A, B metiun-
tut, metictur ipfum F. Minimus autem, quem A, B
metiuntur, eft : quare D ipfum P metitur. Sed et ¢
metitur ipfum F: ergo D, ¢ ipfum F metiuntur; ac
gro terea minimus, quem metmntur b, ¢, metietur et F.
i Per con- Sed! minimus, quem metiuntur b, c, eft E: ergo E ip-
fut.  fum F metitur. Minor igitur eft E numero F. Simi-
liter oftendetur E alio quolibet eorum, quos a, B, c
metiuntur, minor. Omnium igitur minimus. Q. E. D.

SCHOLION. ®

Reliqua tria hujus Libri Theoremata vix credo ab
Euclide fuifle.

[XXXIX] PROP. XXXVIII. THEOR.

Si numerum numerus aliquis metiatur s ille, quem metitur,
partem babcbit a meticnte denominatam.

Numerum enim A numerus aliquis B metiatur: dico
A partem habere ab iplo B denominatam.,

Quoties enim B ip{lum A metitur, tot unitates fint in
C; et quoniam B motitur iplum
A per eas, que funt in € uni-
tates ; metitur autem et unitas
D ipfum c per unitates, que in
ipfo funt; et D unitas ipfum ¢ D.
numerum zqualiter metictur, at-

k15 hujus.que B ipfum A: quare permutando® unitas D ipfum B
numerum @qualiter metietur, atque ¢ ipfum A: qua
igitur pars et unitas p ipfius B numeri, cadem pars eft
et C iplius A.  Sed unitas D ipfius B numeri pars eft ab
co denominata : ergo et c ipfius A pars eft denominata
ab ipfo B. Quare 4 partem habet {c. c ab iplo B deno-
minatam. Q. L. D.

QW

PROP.
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PROP. XXXIX. THEOR. . [XL]

Si numerus partem quamcumque babeat; eum numerus a
parte denominatus metictur.

Numerus enim A partem habeat quamcumque B, et
ab ipfa parte B denominatus fit numerus ¢: dico ¢ ip-
fum A metiri.
Quoniam enim B ipfius A pars éft, et denominata ab
iplo c; eft autem et unitas p '
ipfius ¢ numeri parsab ipfode- A........ ...
nominata: qua jgitur pars eft B..
unitas b ipfius ¢ numeri,eadem c......
pars eft et B ipfius A: ergo uni- D,
tas D @®qualiter metitur ipfum . )
C numerum, atque B ipfum A; et permutando! unitas’ 5 hyjus,
D ipfum B numerum @qualiter metitur, atque ¢ ipfum
A. Ergo c ipfum A metitur. Q. E. D.

PROP. XL. PROBL. [XLI1]
Numerum invenire, qui minimus cum fit datas partes
babeat. o

Sint datz partes A, B, c: oportct numerum invenire,
qui cum minimus fit habeat datas partes a, B, c.
Sint ab i{Pﬁs A, B, C partibus denominati numeri
D, E, F, et lumatur ® minimus
numerus G, quem ipfi D, E,F A 1
metiuntur.  Quoniam igitur B }
C 1
G

= 38, hujus,

D
E...
F

D, E, F metiuntur ipfum G ; ha-
bebit™ G partes ab ipfis b, E, F
denominatas. Partes autem de- H --c-occcmmnmcee

nominata ab ipfis p, E, p° funt
A, B, C; ergo G partes A, B, ¢ habet. Dico et mini-ftrut.

mum efle. Sienim G non fit minimus, partes habens

A, B, C, erit numerus aliquis minor ipfo G, qui eafdem

partes habeat. Sit H. Quoniam igitur 1 partes habet

A, B, C; eum? metientur numeri ab ipfis A, B, € par-r 4o. hujus,
tibus denominati. Sunt autem hi numeri b, E, F:

€rgo D, E, F }{fum H metientur minorem ipfo 6, quod®

fieri non poteft. Non igitur erit aliquis numerus minor

ipfo G, qui partes A, B, c habeat. Q. E. D.

» EUCLIDIS

e e s ea e B39 hujus,

° Per con-
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PROPOSITIO I. THEOREMA. 1]

_Si fint quotcunque numeriy quorum extremi fint inter fe
primi; minims erunt omnium eandem cum 1pfis rationem
babentium.

SINT quotcunque numeri A, B, C, D, quorum ex-
tremi A, D primi inter fe fint: dico A, B, ¢, D mininos
efle omnium eandem cum ipfis rationem habentium.
Si enim non, fint minores ipfis A, B, ¢, D numeri
E, F, G, H, et in e4ddem ratione. Etquoniam 4, B, c, D

A8, B,12. c,18. Db, 27,
E-se Foacce Qesase Heeca--

funt in eidem ratione, in qui E, F, G, N, atque eft ip-
forum a, B, c, b multitudo &qualis multitudini ipforum
E, F, G, H: eritex #quo®ut A ad pita E ad H. Et* 14.fept,
funt A, D primi; primi autem et minimi numeri -
qualiter metiuntur eos, qui eandem rationem habent®," 21. fept,
antecedens antecedentem et confequens confequentem:
ergo A ipfum E metitur, major minorem, quod fieri non
poteft. Non igitur k, F, 6, H minores ipfis A, B, ¢, D
exiftentes in eadem funt ratione cum ipfis: ac propterea

® In hoc et fequenti libro Literis adjecimus numeros illis refpondentes 5 we
ingens punelorum multitudo, quandeoque ex neceffitate adkibenda, moleftiam cre-

aret leReribua, )
P3 A,B
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" A, B, ¢, D minimi {unt omnium eandem cum ipfis ra-

[11.]

¢ 1y, fept.

3k, fept,

¢ ex hyp.

f23. fept.

tionens habentium, Q. E. D.
PROP. 1I. PROBL.

Numeros invenire deinceps proportionales minimos, quot-
eungue quis imperaverity in dutd ratione,

Sit data ratio in minimis numeris, ea fc. quam habet
A ad B: oportet numeros invenire deinceps propor-
tionales minimos, quotcumque quis imperaverit, in ra-
tione A ad B.

Imperentur quatuor; et A feipfum multiplicans faciat
¢, multiplicans vero B faciat vy et B feipfum multipli-
cans faciat k; et adhuc a multiplicans ¢, o, E ipfos
¥, G, H faciat; B vero multiplicans E faciat K.

Quoniam igitur A feipfum multiplicans fecit ¢, mul-
tiplicans vero B ipfum
p feeit, numerus A A, 2. B, 3.
duos numeros A, B C, 4. Dy6. E,Q.
multiplicansfecite,n: r, 8. @, 12. H,18. K, 25.
eft igitur¢ ut A ad B,
ita c ad . Rurfus, quoniam A ipfum B multiplicans
feeit b, et B feipfum multiplicans fecit B ; uterque ip-
forum A, B multiplicans B utrumque ipforum b, E fecit:
ut igitur A ad B, ita! p ad E. Sed ut & ad B, ita c ad
n: ergoetut ¢ ad p,ita p ad . Et quoniam A nu-
meros ¢, b multiplicans ipfos ¥, o fecit: ut ¢ ad b, ita
erit F ad 6. Ut autem c ad b, #a erat A ad B; quare
ut Aad B,ita F ad 6. Rurfus, quoniam A numeros
n, E multiplicans fecit @, H: erit ut p ad E, ita g ad H.
Sed ut pad g, ita A ad B: ergo ut A ad B,ita G ad H.
Et quoniam 4, B jpfum E mu%tiplicantes fecerunt u, x;
erit ut A ad B, ita H ad k. Oftenfum autem eft et ut a
ad B,itacfleet Fad 6, et G ad H:ergout Fad g, ita
6ad H,et H ad k: numeri igitur ¢, D, E et etiam
F, G, H, K proportionales funt in rationc, quam habet
A ad B. Dico etiam et minimos efle. Nimirum tres
C, D, E in ternis minimos, quatuor item F, G, H, K
minimos in quaternis. Quoniam enim¢ A, B minimi
funt omnium eandem cum ipfis rationem habentium;
minimi vero eandem cum ipﬁps rationem habentium f et
primi funt inter fe: erunt ipfi A, B inter fe primi. Et
uterque quidem ipforum A, B feipfum multiplicans u-
trumque ¢, E fecit; utrumque vero c, multxph?an.s

ecit
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fecit utrumque F, K: ergof ¢, E et F, K pnml inter fe* 9. fept.
funt. Siautem fint quotcunque numerl dunccps pro-
portionales, et corum extremi fint i inter fe primi; minimi®* 1. hujus.
erunt omnium eandem cum ipfis | rationein habentium :
ergo et C, D, E et etiam F, G, H, K minimi {funt omnium
eandem cumiipfis A, B mtionem habentium. Q. L. D,

Cor. 1. Ex hoc manifeftum eft, fi tres numeri dein-
ceps proportionales minimi fuerint omnium eandew
cum ipfis rationem habentium, extremos corum qua-
dratos efle ; fi vero quatuor, efle cubos.

Cor. 2. % Si A, B non fint omnium in dati raticne
minimi, fimili tamen modo inveniendi funt numeri de-
inceps proportionales, in data ratione ipfius A ad 8, fed
qui minimi non erunt.

PROP. II1. TIIEOR. . {111.]

St fint quotcunque numert a':mceps proportionales, minimi
omnium eandem cum ipfis rationem babentium ' corum
extremi pnmz inter _/c erunt.

Sint quotcunque numeri deinceps proportionales
A, B, C, D, minimi omnium eandem cum ipfis rationem
lmbcnnun\ : dico eorum EXtremos A, b inter fe primos
efle.
Sumantur enim! duo numeri minimi in ratione ip- :. hujus.
forum a, B, ¢, D, qui
fint E, l’-" tres vero A, 8. B, 12. ¢, 18. D, 27.
G, H, ket femperde- k, 2. ¥, 3.
incepsunoplures,quo- 6, 4. H,H. K, 9.
ad aflumpta multitudo 1, 8. »,12. N, 18, o0,27.
zqualis fuerit multi-
tudini lpiorum A, B, C, D. Sumantur, er fint 1, M, N, 0.
Extremi lvltur lpi()rmn Ly, O pnlm mter {e funt.
Quoniam emm E, F fmnu inter fe funt, et uterque ip-
forum feipfum multiplicans utrumque 6, & feeit; utrums-
que vero G, K multiplicans fecit utrumque L, 0 erunt*s 5, e,
¢t G, KetL, o prmn. Et quomain A, b, c, b minimi
funt eorum eandem cum 1phis rationvm habentiuim g
funt autem et L, M, N, 0 mnimi in eadem ratione, in
qui A, B, C, D} eﬂque iplorum a, B, ¢, p multitudo
a:quahs multitudini 1piorum L, M, N, O: erit unui-
quifque ipforum a, B, ¢, b unicuique iplorum L, M, N, 0
aqualis: ergo A qLudcm eft equalis L, ¢t D ipfi o, Et
. P3 (uoniam
T e
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quoniam L, o primi funt inter fe, L vero ipfi A ®qualis,
et o ipfi p; et A, p inter fe primi erunt. Q. E. D.

{iv.] PROP. IV. PROBL.

Rationibus datis quotcunque in minimis numeris, numeros
invenire deinceps minimos in datis rationibus.

Sint dat® rationes in minimis numernis, videlicet ra-
tio A ad B, et ratio ¢ ad b, et ratio E ad F: oportet
numeros invenire deinceps minimos in ratione A ad B,
et in ratione ¢ ad p; et adhuc in ratione E ad r.

136.fept. Sumatur enim! minimus numerus, quem B, C me-
tiuntur; fitque a. Et quoties B metitur G, toties A ip-
fum H metiatur : quoties vero c ipfum G metitur, toties

A, 2 By 5. c, 3. D, 4. E, 5. F, 6.
H, 6. G, 15. K, 20. Ly 24.
N --- (o JRTRNTRE ¥ ) JEO— -

et D metiatur K. [taque E ipfum K vel metitur, vel non
metitur. Metiatur primum. Et quoties B metitur x,
toties P ipfum L metiatur. Et quoniam A equaliter
= 13, fept. Metitur H, atque B ipfum G; erit™ ut A ad B, ita # ad
6. Eidem ratione et ut ¢ ad p, ita 6 ad x, et adhue
ut Ead r, ita k ad L. ‘Ergo H, G, K, L deinceps pro- .
portionales funt in ratione A ad B, et in ratione ¢ ad b,
et adhuc in ratione E ad r. Dico etiam minimos efle.
Si enim non fint H, 6, K, L deinceps minimi in ra-
tionibus A ad B, et c ad b, et E ad F; erunt aliqui nu-
meri minores ipfis H, G, K, L deinceps minimi in ra-
tionibus A ad B, et ¢ ad », et E ad F. Sint N, 0, M, P.
Et quoniam eft ut A ad B ita N ad 0; et funt A, B mi-
® 21 fept. NiM1; minimi autem eos, qui eandem habent rationem?,
wqualiter metiuntur, major majorem et minor minorem,
hoc eft, antecedens antecedentem et confequens confe-
quentent : metietur B ipfum o. Eidem ratione et ¢ .
ipfum o mctietur: quare B, ¢ metiuntur o : ac propte-~
® 37. fept. T€A ° mMinimus, quem metiuntur B, C, ipfum o metietur.
Pex hyp. Minimus autem, quem metiuntur B, c?, eft ¢: ergo &
metictur 0, major minorem; quod fieri non poteft. Non
igitur erunt aliqui numeri minores ipfis H, 6, k, L de-
Inceps minimi in rationibus A ad B, et cad p,et B

ad F.
Sed
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Sed non metiatur e ipfum k. Et fumatur 9 minimus? 36. fept.
numerus, quem ipfi E, K metiuntur; fitque M. Quo -
ties autem K metitur M, toties et uterque ipforum 1, G
utrumque N, O metiatur; et quoties R metitur M, toties
et P metiatur . Quoniam igitur 1 ipfum N =qualiter
metitur, atque G ipfum 0; erit” ut u ad g, ita N ad 0. 13- fept.
Ut autem 1 ad G, ita A ad B; quare ut A ad B, ita N
ad o. Eadem ratione ut c ad D, ita 0 ad M. Rurfus,

A, 4. B, 5. C,2 D,3. E, 4. F,3.

H, 8. G, 10. K, 15.
N, 32. O, 40. M, 60. P, 43.
Q-- R =-e §eeee T -

quoniam E ipfum M qualiter metitur, atque F ipfum p;
erit” ut E ad F, ita m ad p. Quare N, 0, M, P deinceps
proportionales funt in rationibus A ad B, et c ad b, et
E ad F. Dico minimos uoque cffe. Si enim non fint
N, 0, M, P deinceps minimi 1n rationibus A ad B, et c
ad p, et £ ad F; erunt aliqui numeri minores ipfis
N, 0, M, P deinceps minimi in rationibus a ad B, et ¢’
ad p,etead r. Sinta,R,s, T. Etcum fitutaad
R, ita A ad B; fintque A, B minimi; minimi vero eos, qui
eandem habent rationem *, @qualiter metiuntur, ante-* a1. fept.
cedens antecedentem et confequens confequentem : nu-
merus B iplum R metietur. Eadem ratione et ¢ me-
tictur ipfum n; ergo B, ¢ ipfum R metiuntur; et ob
id* minimus, quem metiuntur B, ¢, ipfum R metietur, * 37. fept.
Minimus autem, quem mctiuntur B, c, eft G: ergo G
metitur ipfum R. Atque eft* ut G ad R, ita K ad s:

uare® et K ipfum s metitur. Metitur autem et E ip-* Def. 20,
?um s ; ideoque E, K ipfum s metiuntur; et minimus fept
igitur, quem metiuntur E, K, metietur ipfum s. Sed
minimus, quem metiuntur E, K*, eft M: ergo M ip-*ex hyp.
fum s mectietur, major minorem, quod fieri non poteft.
Non igitur erunt aliqui numeri minores ipfis N, 0, M, P
deinceps minimi in rationibus A ad B, et cad b, et E ad
F; €rgo N, 0, M, P deinceps minimi funt in rationibus
AadB,etcad p,etead r. Q. E, D,

r4 PROP,




216

v]

7 4. hujus,

£ Def. 5.
fexti.

2 Def. 16,
fept.

b 19, fept.
¢ Per con-

fruét,

4 14. fept.
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B

' PROP. V. THEOR.

Plani numer: intcr f¢ rationem babent % ex lateribus com-
pofitam. . .
Sint plani numeri A, B, et ipfius quidem 4 latera fint
€, D numeri: ipfius vero B latera fint E, F: dico A ad
B rationem habere cx latcribus compofitam.
Rationibus enim datis, videlicet quam habet c ad £,
et quam D ad ¥, fumantur’ numeri deinceps minimi
G, H, K in rationibus ¢ ad g, et D ad F; fitque ut c ad

4, 6. B, 20.
~ L, 12.
c, 2. D, 3. E; 4. F, 5.
Gy 3. H, 6. X, 10.

E,ita ¢ ad 1: utautem padF, ita u ad k. Ergo
G, H, K inter fe rationcs habent laterum. Sed? ratio
¢ ad K compofita eft ex ratione G ad H et ratione H ad
K : quare G ad K rationem habet ex lateribus compo-
fitam. Dico igitur ut 4 ad B, ita effe ¢ ad k. Numerus
p ipfum E multiplicans faciat L. Et quoniam* p mul-
tiplicans c ipfum A fecit; multiplicans vero E fecit L:
erit® ut c ad g, ita A ad L. Ut autem c ad i, ita¢ G ad
H: ergo et ut 6 ad H, ita A ad L. Rurfus, quoniam &
ipfum quidem b multiplicans fecit L multiplicans vero
F ipfum B fecit; ut pad F, itaerit L ad B. Sed ut n
ad r,itaeft u ad x; et igitur ut 1 ad k, ita L ad B.
Oftenfum autem eft et ut 6 ad n, ita A ad L: quare ex
2quo® ut 6 ad K, ita A ad B. Sed” ¢ ad K rationem ha-
bet compofitam ex lateribus. Ergo et a ad B rationem
habebit ex lateribus compofitam. Q. E, D.

PROP. VI. THEOR.

S fuerint guolcungue numeri deinceps proportionales, pri-
mus autcm fecundum non metiatur 5 neque alius aliguis
ullum meticlur,

Sint quotcunque numeri deinceps proportionales
A, B, C, D, E, ct A ipflum B’ non metiatur: dico neque
alium aliquem ullum metiri,

#* Re&tius ex laterum rationibus,

Et
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Et quidem numeros a, B, ¢, D, E deinceps fefe non
metiri, perfpicuum eft. Neque enim a ipfum B meti-
tur. Dico neque alium aliquem ullum metiri.  Dico

A, 16, B, 24. c, 36. D, 54. E, 81.
F, 4. G,6. _ H,0.

enim A, er. g. non metiri ipfum c. Nam quot funt

A, B, C, tot fumantur ¢ minimi numeri eandem cum ip-¢ 3g. fept,
fis A, B, c rationem habentes, et fint F, 6, H. Quo-

niam igitur F, G, H in eadem funt ratione, in qua A, B, c,

.atque eft ipforum a, B, ¢ multitudo ®qualis multitu-

dini ipforum F, 6, H; erit ex ®quo’ ut A ad ¢, ita F ad 4. fepe,
H. Et quoniam eit ut a ad B, ita F ad 6, non metitur

autem A ipfum B, neque$ F ipfum G metictur: nons pef, zo,
igitur unitas eft F; unitas emim® omnem numerum fept.
metitur.  Et funt F, 1 primi inter fe: ergo! neque p Defs
metitur ipfum H. Atque eft utF ad n, ita s ad c. Ne-i Det. 1.
que igitur A ipfum c metictur. Similiter demonfira-fepe.
bimus ncque alium ullum aliquem metiri. Q. I, D.

PROP. VII. THEOR. (VI1]

St fuerint quotcunque numert deinceps proportionales, pri-
. mus autem meliatur extremums, et jccumlum melictur.

Sint quotcunque numeri deinceps  proportionales
A, B, C, D et A ipfum b metiatur: dico A ipfum quo-
quc B metirl,
Si enim A non metitur ipfum B*, neque alius aliquisk ¢, hyjus,
ullum metietur, quod eft
abfurdum: ponitur enim 4, 2. B, 4. ¢,8. D,16.
A ipfum p metiri. Ergo ‘ :
et A ipfum B metietur, Q. E. D.

PROP. VIII, THEOR. [VIIL])

Si inter duos numeros numeri deinceps proportionales ecci-
derint 5 quot inler eos cadunt numeri deinceps propor-
tionalcs, totidem et inter alinsy eandem cum 1piis rationcm
babentes, cadent,

Inter duos numeros A, B cadant numeri deinceps
proportionales ¢, b; ct fiat ut A ad B, ita E ad F: dico
quot numeri deinceps proportionales cadunt inter a, B,

totidem et inter E, F deinceps proportionales cadere.
Quot
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* 14. fept.

® 23. fept.
¥ 21, fopt.

a Def, z0.
fept.

* ex hyp.
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Quot enim numeri funt A, ¢, D, B, totidem fuman-
tur! minimi numeri eandem cum ipfis A, c, D, B ra-
tionem habentium G, H, K, L: ergo™ extremi ipforum
G, L primi inter fe funt. Et quoniam 4, c, D, B ad

A, 2. c, 4. D, 8. B, 16.
G, L. H, 2. K, 4. L, 8.
E, 3. M, 6. N, 12. F, 24.

’

ipfos 6, H, K, L in eidem funt ratione, atque eft ip-
orum A, C, D, B multitudo qualis multitudini ipforum
G, H, K, L; eritex #quo® ut A ad B, ita cad L. Ut
autem A ad B,ita E ad F; et igiturut g ad L, ita g ad F.
Et funt G, L primi; fed Primi ° funt et minimi; minimi
vero eos qui eandem rationem habent? =qualiter me-
tiuntur, major majorem et minor minorem : ergo G ®-
qualiter metitur ipfum E, atque L ipfum F. Quoties
autem G metitur ipfum E, toties et uterque ipforum
H, K utrumque M, N metiatur. Numeri igitur 6, H, K, L
ipfos E, M, N, F aagualiter metiuntur: ideoquel G, H, K, L
in eddem funt ratione, in qué ipfi &, M, N, F. AtgG, H,
K, L in eidem funt ratione, in qua a, c, D, B: ergo
A, C, D, B in eddem ratione erunt, in qui E, M, N, F.
Sedr A, ¢, D, B funt deinceps proportionales: ergo et
E, M, N, F deinceps proportionales erunt. Quot igitur
deinceps proportionales cadunt inter A, B, totidem de-
inceps proportionales et inter E, F cadent. Q. E. D.

Cor. * Hinc datis numeris duobus 4, B, aliifque duo-
bus E, F qui eandem quam 4, B inter {e rationem ha-
beant; datis etiam quotcunque inter A, B analogid
mediis ; totidem inter E, F analogid medii qui ratione
inveniantur, fatis patet.

PROP. IX. THEOR.

Si duo numeri inter fe primi fuerint, et inter ipfos numeri
deinceps proportionales ceciderint’s quot inter ipfos cadunt
numeri deinceps proportionales, tatidem et anter utrumque
ipforum et unitatem deinceps proportionales cadent,

Sint duo numeri inter fe primi 4, B, et inter ipfos
deinceps groportionales cadant ¢, D; exponaturque
unitas E: dico quot numeri deinceps proportionales ca-
dunt inter ipfos 4, B, totidem et inter utrumque ipfo-

: rum
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ram A, B et unitatem E numeros deinceps proportionalcs

cadere.
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Sumantur enim* duo quidem numeri minimi v, G in* 3s. fept.

eidem ratione, in qui funt A, c, D, B; tres vero H, I, K,
et femper deinceps uno plures, quoad fiat ipfornm mul-

titudo qualis multitudini ipforum a, ¢, b, B, fumantur®,« ;. hujus,

A, 8. c, 12. b, 18. B, 27.
E, 1.
F, 2. G, 3.
1, 4. 1, 6. K, 9.
L, 8. M, 12, N, 18. 0, 27.

et fint L, M, N, 0. Itaque manifeftum eft® r feipfums Per con-
quidem multiplicantem feciffe B, multiplicantem veroftré. 2.

H fecifle L; et 6 feipfum multiplicantem fecifle k,
multiplicantem vero k feciffe 0. Eft igitur £ ad F, ut
Fad H, et H ad L. Item E ad G, ut ¢ ad k, et K ad o.
Sunt igitur F, # proportione medii inter E, L; et G, K
totidem proportione medii inter E, 0. Quot vero funt
numeri L, M, N, O, five A, C, D, B, tot funt numcro-
rum ordines ab £ ultimum ufque ordinem L, M, N, 0.
Quot funt igitur numeri numerorum 4, B intermedii,
tot funt intermedii numerorum ordines, inter E et ulti-
mum ordinem L, M, N, 0. At quot funt inter E et
ordinem ‘ultimum intermedii numerorum ordines, tot
funt inter E et L, necnon inter E et 0 numeri propor-
tione medii. Tot igitur funt inter E et L, necnon inter
E et 0, quot inter 1pfos A, B numeri proportione medii.
'Et quoniam L, M, N, 0 minimi funt eandem cum ipfis
F, G rationem habentium; funt autem et A, c, D, B
niinimi eandem quam F, G rationem habentium; atque
eft ipforum L, M, N, 0 multitudo ®qualis multitudini
ipforum a, ¢, b, B: erit unufquifque ipforum L, M, N, ©
unicuique ipforum a, c, b, B ®qualis: ®qualis igitur
eft L ipfi A, et 0 ipfi B. At oftenfi funt numeri ¥, ®
inter E, L proportione medii. lidem igitur », H inter
E, A proportione medii. Similiter G, K inter k, B pro-
portione medii. Numerorum autem F, H, necnon nu-
merorum G, K numerus numero mediorum inter A, B
oftenfus eft zqualis. Quot igitur numeri deinceps pro-
portionales cadunt inter A, B, totidem et inter utrumque
ipforum 4, B, et unitatem E numeri deinceps propor-
tionales cadent, Q. E. D,
‘ Cor.

huju
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Cor. * Numeri inter fe primi, inter quos unus cadit

roportione medius, quadrati funt. Quibus autem duo

mtercedunt proportione medii, primis inter fe exiftenti-
bus, ii cubi funt.

PROP. X. THEOR.

Si tnter duos numeros et unitatem deinceps proportionales
numerl cectdering s quot inler utrumque ipforum ct uni-
tatem cudunt numere deinceps proportionales, totidem et
inter ipfos numert proportionales cadent.

Inter duos enim numeros A, B et unitatem ¢ numen
deinceps proportionales cadant b, B, et F, 6: dico quot
ioter utruinque ipforum 4, B et unitatem ¢ cadunt nu-
meri deineeps proportionales, totidem ct inter iplos 4, B
numeros deieeps propoytionales cadere.

Quoniam ¢ uuitas eft ad p, ut b ad £; b feipfum
multiplicans fecit . Et cumn ¢ unitas fit ad o, ut E ad
A; D maltiplicans k feeit A, Simili modo oftendetur,
F feipfum multiplicando feciffe 65 et multiplicando 6
fecifie B.  Numeri igitur b, F feiplun quifque, ct a fe

A, 8. 1, 12. K, 18. B, 27.
E, 4. H, 6. G, 9.
D, 2. F, 3. .
c, I.

factos multiplicando, nunieros a4, B fecerunt.”  Si capi-
antur igitur primuni tres numeri in continud numerorurn
D, F ratione; tum in eadem coutinud ratione quatuor ;
dein quinque; atque hoc femper fiat; o ordinem ali-
quem numerorum tandem devenictur, cujus A, B ex-
tremi erunt. Kt ordinis illius tot erunt numeri, quot
funt ab unitate ¢, ordinem illum ufgue numerorum or-
dines.  Ac proiude inter extreios 4, B tot erunt inter-
medii, quot inter unitatem ¢ ¢t ordinem illum, cujus
extremi A, B, intermedii numerorum ordines.  Aft tot
fuut nter unitatem € et A, tot ctiam inter unitatem ¢
et B, continud proportione medii, quot iuter unitatem c
et ordinem illum, cujus extremi funt A, B, interedii
numcrorum ordines. 1d enim patet ex 24 hujus et duo-
bus ¢jus corollariis.  Tot igitur inter A ct B continud
proportione medii, quot inter unitatem ¢ ct a, vel inter
unitatems c et 8. Q. L, D.

PROP,

P e e . —
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PROP. XI. THEOR. [X1.]

Inter duos numeros quadratos unus medins proportionalis
cadit; et quadratus ad quadratum duplicatam rationem
babet ¢jusy quam lulus babet ad latus.

Sint quadrati numeri 4, B et ipfius quidem A latus
fit ¢, ipius vero B Jatus D: dico mter iplos A, B unum
" medium proportionalem cadere, et A ad B duplicatun
rationem habere ejus, quam habet ¢ ad p.

Sit ¥ unitas. Quoniam A numerus quadratus eft,

cujus latus numerus c; *nu- * Def. 18,
merus C feiplum multiplicans 4, 4. E, 6. B, 9. fept.
fecit o, Pari ratione D feip- <y 2. D, 3.

fum multiplicansfecit 8. Ergo F, I,

F unitas eft ad ¢, ut ¢ ad a. -

Et F unitas ad p, ut b ad B. Unitati igitur et numero

A, necnou unitati et numero B, unus intercedit propor-

tione mcdius. Quare et numeris A, B unus intercedit

proportione medius®, * 10. hujus,
Dico praterca proportionem A ad B duplicatam effe

proportionem numeri ¢ ad b, Numerus ¢ numerum b

multiplicans faciet aliquem. Faciat E. Quoniam ¢

feipfum multiplicans fecit A, et D multiplicans fecit E,

erit Aad Eutc ad p* Rurfum, quoniam D feipfum* 13. fept,

multiplicans fecit B, et multiplicans ¢ fecit E; erit &

ad B ut ¢ ad p. Sed ut cad b, ita eft o ad & (id enim

oftenfum.) Quare A eft ad E ut g ad 8. Continua eft

igitur trium A, E, B proportio. Proportio igitur A ad B

duplicata eft A ad E, id eft, ipfius ¢ ad D duplicata.

Q. E. D.

Cor.® Proportione medius inter duos quofcunque
uadratos, mutud laterum multiplicatione factus eft.
‘ontinua autem trium ratio, laterum ratio eft.

PROP. XII. THEOR. [XIL)
Inter duos numeros cubos duo medii proportionales cadunt ;
et cubus ad cubum triplicatam babet rationem ¢jus, quam’
latus babet ad latus.
Sint numeri cubi A, B; et ipfius quidem a latus fit
c, ipfius vero 8 latus D : dico inter iplos A, B dups nu-
meros mesdios proportionales cadere; et A ad B tripli-
catam habere rationem ejus, quam c habet ad p. st
1t
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Sit k unitas. Numeri ¢, p feipfum quifque multi-
plicando facient aliquos. Faciant E, 6. Ent igitur K
ubitas ad ¢, ut c ad E; et K unitas ad p, ut b ad 6.

A, 8. H, 12. I, 18. B, 27-
E, 4. F,6. G, 9.
C, 2. D, 3.
K, I

Quoniam A cubus eft cujus latus ¢; et E quadratus cu-
jus latus idem c; idcirco ¢ multiplicans e fecerit a.
Pari ratione p multiplicans ¢ fecernit B. Erit igitur x
unitas ad cut ¥ ad A5 et K unitas ad p ut ¢ ad B,
Sed oftenfum eft unitatem efle ad ¢, ut ¢ ad £; necnon
unitatem ad p, ut p ad 6. Unitatis igitur et numero-
rum c, E, A, NCCTION unitatis et numerorum D, G, B
continua eft proportio. Unitati igitur et A duo inter-
cedunt proportione medii, ¢, . Unitati quoque et B
duo intercedunt p, 6. Numeris igitur A, B totidem,

¥ 10. hujus.duo nempe, intercedunt proportione medii?,

Dico praterea proportionem A ad B, ipfius ¢ ad »
triplicatam efle. Numerus ¢ multiplicans p faciet ali-
quem. Faciat 7. Numeri ¢, b numerum p multipli-
cantes duos aliquos facient. Facient duos 11, 1. Inter
quadratos E, G eft F proportione medius; et B ad F,

?Cor.® 11.necnon F ad @, ut ¢ ad b *. Quoniam vero ¢ multipli-

hujus.

* 17, fept.
¥ 18. fept.

€ Def. 11,
quinti.

cans E fecit A, et multiplicans F fecit H; erit A*ad H ut -
E ad r, id eft,ut cad p. Rurfum, quoniam ¢ multipli-
cans ¥ fecit 1, et p multiplicans r fecit 1, erit® Had 1 ut
¢ ad p, id eft, ex oftenfis, ut A ad H. Denique cum D
multiplicans F fecit 1, et multiplicans ¢ fecit B3 erit 1
ad B ut F ad ¢, id eft, ut c ad b, id eft, ut Ao ad . Nu-
merorum igitur quatuor A, H, I, B continua eft pro-
portio. Proportio igitur A ad B ipfius A ad H, feu ¢
ad b, triplicatac. Q. E. D,

PROP.
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PROP. XIII.  THEOR. [XIIL]

&: fint quotcunque numeri deinceps proportionales, et unuf-
quifque feipfum multiplicans ffciat abiquos; falls ex 1pfis
proforucmales erunt: et fi pofiti a principio numeri falos
multiplicantes alios faciant; et 1;3/1 proportionales erunt 3
et femper circa extremos boc contmgit,

Sint quotcunque numeri proportionales 4, B, c, fit-
que ut A ad B, ita B ad c, et ipfi A, B, c feipfos multi-
plicantes faciant b, E, F; ipfos vero D, E, P multipli-
cantes faciant 6, H, K : dico numeros D, E, F €t G, H, K
deinceps proportionales effe.

Numerus enim A ipfum B multiplicans faciat L}
uterque autem ipforum A, B multiplicans v faciat utrum-
que M, N. Et rurfus, 8 quidem multiplicans ¢ ipfum o

A,2  B,4. C,8.
‘' p,4. L,8. E,16. 0,32. F,64.
6,8. M,16. N,32. H,64. P,128. @,256. K,512.

faciat; uterque vero ipforum B, ¢ multiplicans o faciat
utrumque p, Q.

Eodem modo quo prius oftendemus p,1,E et G, M, N, H
deinceps proportionales effe in ratione A ad B; et adhue
E, 0, F €t H, P, Q, K, deinceps efle proportionales in
ratione B ad ¢. Atque eft ut A ad B, 1ta B ad c: ergo
et b, L, E in eddem funt ratione, in qui E, 0, F; et

reterea G, M, N, H in eidem ratione, in qui H, P, Q, K.

ftque ipforum quidem b, L, E multitudo multitudini
ipforum E, o, F #qualis. Multitudo autem ipforum
@, M, N, H zqualis multitudini ipforum n, P, @, K:
ex #quo igitur® ut pad 5, itag ad F, et ut G ad H, ita¢ 1y fepe,
mad k. Q. E.D.

PROP. XIV. THEOR. X1v.]

Si numerus quadratus metiatur quadratum numerum ; et
latus latus metictur : et fi latus metiatur latus ; et qua-
dratus quadratum metictur,

Sint quadrati numeri A, B, quorum latera c, D, et A
ipfum B metiatur: dico et latus ¢ ipfum D metiri.
Numerus enim ¢ multiplicans p ipfum E faciat: ergo
4, E, B “deinceps proportionales funt in ratione c ad D.. ¢y, ;.
{ hujus.
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b 4. hujus.

€ Def. 20.
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[XV.]

4 5. hujus.

¢ Def, 20,
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Et quoniam 4, E, B deinceps funt proportionales, me-
titurque A ipfum B; et® A
ipfum E metictur. Atqueeft a,4. &E,8. B, I6.
ut A ad g, ita cad D: ergo*® C, 2. D,4.
et ¢ metitur ipfum D.
Sed ¢ metiatur ipfum D: dicoet A ipfum B metiri.
liftdem enim confiru&is, fimiliter oftendemus A, E, B
deinceps proportionales eflc in ratione c ad p. Et quo-

_niam cft ut ¢ ad b, ita A ad E, metitur autem c ipfum

p; et A ipfum k metictur. Et funt A, E, B deinceps
proportionales. DMetitur igitur et A ipfum =.

Si igitur numerus quadratus metiatur quadratum nu-
merum; et latus latus metietur: et fi Jatus metiatur latus;
et quadratus quadratum metietur. Q. E. D,

PROP. XV. THEOR.

Si numerus cubus metiatur cubum numerum; et latus latus
metictur : et fi latus latus metiatur; et cubus cubum me-
tietur,

Numerus enim cubus A cubum numerum B metiatur,
et ipfius quidem A latus fit c, ipfius vero B latus p:
dico ¢ ipfum p metiri.

Numerus enim c¢ feipfum multiplicans faciat &, et
multiplicans b faciat ; p vero feipfum multiplicans

A, 8. H, 16. K, 32. B, 64.
E, 4. F, 8. G, 16.
c, 2. D, 4.

faciat G; et uterque ipforum ¢, p multiplicans r utrum-
que H, K faciat. Manifeftum autem eft E, r, G et
A, H, K, B dcinceps proportionales efle in ratione c ad
D; et quoniam A, H, K, B deinteps proportionales funt,
metiturque A ipfum B¢; et A iplum H metietur. Eft
autem ut A ad #, ita ¢ ad p. Ergo® cipfum b metictur.

Sed ¢ metiatur p: dico et a ipfum B metiri.

Iifdem enim conftrudis, fimiliter oftendemus a, u#, K, B
deinceps proportionales effe in ratione ¢ ad . Et quo-
niam c inum. D metitur, eftque ut ¢ ad b, ita A ad B;
cz; AEmcla;xtur ipfum H. Quare et A ipfum B metietur.,

PROP,
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PROP. XVI. THEOR. [XVIL]

Si numerus quadratus non metiatur quadratum numerum,
neque latus latus metictur 5 ¢t fr latus non metiatur
latus, neque quadratus quadratum.

Sint quadrati numeri A, B, quorum latera ¢, D, et A
non metiatur ipfum e: dico neque ¢ ipfum D metiri.

Si enim metitur ¢ ipfum D, et A
ipfum B metietur!. Non metitur au- ** 9
1pum B v s . C, 3. D, 4.
tem A ipfum B: non igitur ¢ ipfum )
D metietur.

Sed non metiatur ¢ ipfum D: dico neque A ipfum B,
metiri. ,

Si enim A metitur ipfum B, et f c ipfum D metietur.
Atqui ¢ non metitur D ; neque igitur A iplum B me-
tietur. Q. E. D. vy

PROP. XVII. THEOR. [XVIL]
Si numerus cubus non metiatur cubum numerum, neque
latus latus metictur 3 et fi latus non metiatur latus, ne-
que cubus cubum metictur.

B, 16.
f 14. hujus,

Numerus enim cubus A cubum numerum B non me-
tiatur; et ipfius quidem 4 latus fit c, ipfius vero B latus
p: dico ¢ ipfum D non metiri.

Si enim ¢ metitur ipfum D, et A
ipfum B metietur 5, Atqui non me- 4, 8. B, 27. ¢ 15, hujus,
titur A ipfum B: non igitur ¢ ipfum ¢, 2. b, 3.’
D metietur,

Sed non metiatur ¢ ipfum p: dico neque A ipfum
B metiri.

Si enim A ipfum B metitur, et £ ¢ metictur ipfum D.
Non metitur autem c¢ ipfum D : neque igitur A ipfum -
B metietur. Q. E. D,

PROP. XVIII. THEOR. [XVIIL)

Inter duos fimiles planos numeros unus medius proportionalis
cadit ; et planus ad planum duplicatam rationem babet
ejus, quam latus bomologum babet ad bomologum latus.

Sint duo numeri plani inter fe fimiles 4, B, et ipfius
?uidem A latera fint ¢, D, ipfius vero B latera homologa
int E, F. Et quoniam fimiles plani funt, qui latera
habent proportionalia®; erit ut c ad v, ita £ ad F. Dicon pe ,,.
Q Ater gepe,
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¢ 13. fept.

E 17, fept.

! Def. 10.
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™ Def. 21.
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inter ipfos A, B unum medium proportionalem cadere;
et A ad B duplicatam rationem habere ejus, quam latus
homologum c habet ad homologum latus g, vel » ad p.

Quoniam cnimn ¢ft ut c ad p, ita E ad F; et permu-
tando ut c ad E, ita erit b ad F!. Et quoniam planus
numerus eft A, cujus latera ¢, p; numerus p ipfum ¢

A, 6. G, 12. B, 24.
c, 2. D, 3. E, 4. F, 6.

multiplicans fecit A. Eaidem ratione et B multiplicans
F ipfum B fecit; numerus autem D ipfum E multipli-
cans faciat ¢. Et cum D ipfum quidem ¢ multiplicans
fecit o, multiplicans vero E fecit 6; erit ut c ad g,
ita A ad 6 *. Sed ut c ad g, ita D ad F; et igitur ut p
ad F, ita A ad ¢. Rurfus, quoniam E ipfum p multi-
plicans fecit G, multiplicans vero F ipfum B fecit; ut
D ad F, ita erit 6 ad B* Oftenfum eft autem et ut o ad
F, itaeffe A ad 6; et igitur ut A ad G, ita G ad B: ergo
A, G, B deinceps Xroportionales funt, Ac propterea in-
ter A, B unus medius proportionalis cadit,

Dico et aad B duplicatam rationem habere ejus, quam
Jatus homologum habet ad homologum latus; hoc eft,
quam ¢ ad E, vel 0 ad F.  Quoniamn enim A, G, B de-
inceps proportionales funt, A ad B duplicatam rationem
habebit e¢jus, quam habet ad 6!, Atque eft ut 4 ad a,
itacad g, et pad F. Ergo et A ad B duplicatam ratio-
nem habet ¢jus, quam c habetad g, vel pad F. Q. E. D.

Cor. * Inter duos fimiles planos qui eft proportione
medius, et ipfe planus eft, ex lateribus utique nume-
rorum principio pofitorum non homologis faétus.

PROP. XIX. THEOR.

Inter duos fimiles folidos numeros duo medii proportionales
cadunt 5 et folidus ad folidum triplicatam rationem
babet cjus, quam latus homologum babet ad bomologum
latus.

Sint duo numeri folidi inter fe fimiles A, B, et ipfius
quidem a latera fint ¢, D, B, ipfius vero B latera homo-
loga fint F, 6, H. Et quoniam fimiles folidi funt, qui
latera habent proportionalia®; erit ut c ad o, ita F ad 6,
ut autem D ad E, ita 6 ad H. Dico inter ipfos A, B duos

medios
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. medios Eroportionales cadere; et A ad B triplicatam ra-
tionem habere ¢jus, quam habet c ad r, et D ad o, et
adhuc E ad n.
Numerus enim ¢ ipfum » multiplicans faciat x; F
vero multiplicans g ipfum v faciat. Et quoniam ¢, D
in e4ddem funt ratione, in qué F, 6, etex ipfis ¢, b fit K,

A, 30. N, 60. ©0,120. B, 240.
K, 6. M, I12. L, 24.
¢, 2 D,3. E, 5. Fy 4. G, 6. H, IO.

ex ipfis vero F, G fit L; erunt K, L fimiles plani nu-
meri™: quare inter ipfos unus medius proportionalis ™ Def. 1.
cadit®. Sit is numerus M: ergo M fit ex D, F°. Eft an-fept.
tem K ad M, ut M ad L. Et quoniam D ipfum ¢ multigli-o '&,{'?:’;
cans fecit x, multiplicans vero F fecit a; erit ut ¢ ad F, hujus.
ita K ad M*?. Sed ut Kk ad M, ita M ad L: ergo K, M, L?17. fepts
deinceps proportionales funt in ratione ¢ ad F. Et
quoniam ut ¢ ad p, ita F ad G ; erit permutando ut c
ad p, ita D ad 6. Rurfus, quoniam ut D ad E, ita G ad* 13. fept.
H; et permutando erit ut p ad g,ita B ad H: ergo
K, M, L deinceps proportionales funt in ratione c ad r,
et pad g, et E ad 4. Uterque autem ipforum E, u
multiplicans M faciat utrumque ~, o. Et quoniam fo-
lidus eft 4, latera autem ipfius c, b, E; numerus E eum,
qui fit ex ¢, b, multiplicans fecit A; qui verofitex ¢, o
eft k: ergo E multiplicans k ipfum A fecit. Eidem
ratione et H multiplicans L, qui fit ex r, G, fecit ipflum .
B. Et quoniam E ipfum K multiplicans fecit a, fed et
multiplicans a fecit N ; erit° ut Kk ad M, ita A ad N,
Ut autem x ad M, ita ¢ ad F, et 0 ad ¢, et adhuc E ad
H:ergoutcad F,et D ad g, et E ad H, ita A ad N.
Rurfus, quoniam uterque ipforum E, 5 multiplicans M
fecit utrumque N, 0; erit ut E ad H, ita N ad 0. Sed
ut Ead n,itacad F,et pad G: eft igitur ut c ad r, et
D ad 6, itaet A ad N, et N ad 0. Rurfus, quoniam u
multiplicans M fecit ipfum o, fed et multiplicans 1. fecit
B: eritut M ad L,itaoad B. Sed ut m ad r, ita c ad
F,et Dad g, et E ad H; etigiturutcad r, et D ad g,
‘et E ad H, ita non folum o ad B, fed et A ad N, et N ad
o. Ergo a, N, 0, B deinceps proportionales funt in
di&is laterum rationibus.

Dico et A ad gtriplicatam rationem habere ejus, quam

Q2 habet
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P Def. 11.
quiati.

2

‘ fxx.j‘ g

® 3¢, fept.

¥ 21. fept.

* Del. 15.
fept.
t Def. 186,
fept.

v 18. fept.

* Def. 21,
fept.
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habet latus homologum ad homologum latus ; hoc eft,
quam habet numerus ¢ ad r, vel v ad G, vel E ad n,

uoniam enim quatuor numeri proportionales funt
A, N, 0, B; habebit A ad B triplicatam rationem ejus,
quam habet A ad NP, Sed ut A ad N, ita oftenfus eft et
cad F,et D ad G, et E ad 1. Ergo 4 ad B triplicatam
habet rationem ejus, quam latus homologum Eabet ad
homologum latus, hoc eft, quam ¢ habet ad F, et p ad
GyetEad H. Q. E. D.

PROP. XX. THEOR.

Si inter duos mumeros unus medius proportionalis cadat 5
numert fimiles plani erunt.

Inter duos enim numeros A, B unus medius propor-
tionalis cadat ¢: dico numeros a, B fimiles planos effe.
Sumantur enim D, E minimi omnium eandem cum
ipfis A, c, rationem habentium 9: aqualiter igitur

A, 8. c, I2. B, 18,
D, 2. E, 3. Fy 4. G, 6.

b ipfum A metitur, atque E ipfum c’. Et quoties
D metitur A, tot unitates fint in r; proptereaque r
multiplicans » ipfum A fecit, multiplicans vero E fecit
c': quare A planus numerus eft, cujus latera b, F*.
Rurfus, quoniam p, E funt minimi omnium eandem
cum c, B rationem habentium; p @qualiter ipfum ¢
mectitur, atque E ipfum B*. Quoties autem E ipfum B
metitur, tot unitates fint in 6: quare ¢ ipfum E mul-
tiplicans fecit B*: ideoque B numerus F]anus eft, cujus
lat¢ra B, G *: ergo numeri A, B funt plani. Dico et fi-
miles efle. Quoniam enim uterque ipforum F, 6 mul-
tiplicans E utrumque c, B fecit; ut F ad G, ita erit ¢ ad
B° Utautem c ad B, ita p ad E; et igitur ut p ad E,
ita P ad 6. Quare 4, B fimiles plani funt; cum ipfo-
rum latera fint proportionalia*. Q. E. D.

PROP,
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'PROP. XXI. THEOR. [XX1]

Si inter duos mumeros duo medii proportionales cadant ;
numeri fimiles folidi erunt.

Inter duos enim numeros A, B duo medii propor-
tionales cadant c, p: dico iplos A, B fimiles folidos
efle.

Sumantur enim numeri tres, minimi trinm omnium
eandem cum a, c, D rationem habentium, qui fint B, F, G*: * 35. fept.

A, 24. C, 72. D, 216, B, 648.
E, 1. F, 3. G, 9.
H, I. K, I. N, 24. L, 3. M,3. 0, 72.

extremi igitur ipforum E, G primi inter fe funty. Etr 3. hujus,
uoniam 1nter E, G unus medius proportionalis F ceci-
ﬁit; erunt numeri E, ¢ fimiles plani®. Sint ipfius qui-¢ zc, hujus,
dem E latera 1, K, ipfius vero ¢ latera homologa fint L, M.
Manifeftum igitur eft ex antecedente E, ¥, ¢ deinceps
proportionales efle in ratione H ad 1, et in ratione x ad 1,
Et quoniam E, F, 6 minimi funt eandem quam 4, c, D
rationem habentium; erit ex 2quo ut Ead G, ita A ad D*,2 14. fept.
Sunt autem E, ginter fe primi: ?ed primi funtet minimi®:s 25 fepe.
minimi vero eos, qui eandem habent rationem, qualiter
metiuntur, major majorem et minor minorem<; hoc eft, < z1. fept.
antecedens antecedentem et confequens confequentem :
ergo £ ipfum A equaliter metitur, atque ¢ ipfum b.
Quoties autem E metitur 4, tot unitates fint in' N : crgo
N ipfum E multiplicans fecit A, Sed E fit ex 1, Kk : ac
propterea N eum, qui fit ex H, K, multiplicans ipfum a
fecit. Solidus igitur eft A, cujus latera 1, k, N. Rur-
fus, quoniam E, F, 6 minimi funt eandem quam ipfi
C, D, B rationem habentium ; E ipfum ¢ zqualiter me-
titur, atque G ipfum B. Et quoties ¢ metitur B, tot
unitates fint in o: ideoque 0 multiplicans 6 ipfum B fecit.
Atgfitex L, m: ergooeum, quifitex L, >, multiplicans
fecit 8. Solidusigitureft B, et ¢juslatera L, M, 0. Quare
A, B folidi funt. Dico etiam eos fimiles efle. Quoniam
enim A ad cutc ad b, et cad b ut p ad B} erit ex
2quo ut A ad D, ita c @l B2 Sed E, 6 minimi funt
omnium in ratione numerorum A, 0. (Nimirum cum
inter fe fint primi.) Minimi igitur in ratione nume-
rorum ¢, B. Numeri igitur E, 6 numeros ¢, B ®qua-
Q3 liter
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s ex hyp.

b 17. fept.

[XXIL]

€y Cor.®
20. fept.

¥ 14. hujus.

€ 17. {cpt.
fex hyp.
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A, 24. C, 72. D, 216. .B, 648.
E, I. Fy 3. G, 9.
H, 1. K,1. N, 24. L,3. M,3. 0, ¥12.

liter metiuntur. Quoties vero ¢ metitur B, tot funt

in o unitates®*. Quoties igitur E metitur c, tot funt

in o unitates. Quapropter o multiplicans E ipfum c
fecerit. Sed oftenfum eft N multiplicando E feciffe a.

Quare N, o multiplicantes E i{:fos A, c fecerunt®. Ut

igitur N ad o, ita erit A ad c, hoc eft, g ad r. Sed ut

Ead F,ita H ad L, et K ad M; et igitur ut H ad L, ita -
K ad M, et N ad 0. Sunt autem H, K, N latera ipfius

A, et L, M, o latera ipfius B. Ergo a, B fimiles folidi

erunt. Q. E. D.

PROP. XXII. THEOR. '

Si tres numeri deinceps proportionales fuerint, primus autem
Jit quadratus; et tertius quadratus erit.

Sint tres numeri deinceps J:roportionales A, B, C; fit-
que primus A quadratus: dico et tertium ¢ quadra-
tum efle.

Numeri quadrati A latus fit numerus p. Et numerus
B {ui multiplicatione nume-

rum E faciat. Propter pro- E, 36.
portionem trium A, B, C con- A, 4. B, 0. c, 9.
tinuam; illum g, ex fecundo b, 2. Fy 3. G, 9.

B factum, primus A metieture.

Quadratus utique quadratums Quare et D, qui latus
eft quadrati A, metietur B latus quadrati E4.  Quoties
igitur D metitur B, tot fint in F unitates. Numerus
igitur p illum F multiplicans numerum B fecerit. Seip-
fum multiplicans numerus r faciat . Jam cum nu-
merus D feipfum multiplicans fecerit A, et illum r mul-
tiplicando fecerit B ; erit A ad But p ad F°. Sed A ad
ButBad cf. Quare Beft ad cut b ad . Rurfus
cum numerus F illum b et feipfum multiplicans nume-
ros B, G fecerit; erit B ad 6 ut o ad r¢. Eft igitur B
ad ¢ utidem B ad c. Numeri igitur g, ¢ inter fe &-
quales: numerus autem G quagratus, ex F fcilicet.
Quadratus igitur ¢, Q. E, D.

PROP.



LIBER OCTAVUS.

PROP. XXIII. THEOR.

Si quatuor mumeri deinceps proportionales fuerint, primus
autem fit cubusy et quartus cubus erit.

Sint quatuor numeri deinceps proportionales A, B, ¢, D;
¢t A fit cubus : dico et b cubum efle.

Si quatuor illi 4, B, c, p minimi funt quatuor fuz
deinceps analogis, res patet ex Corollario 1°. Prop. ii.
hujus Eibri.

A, 8. B, 12, c,18. b, 27.

Sed A, B, ¢, D non fint minimi quatuor fue dein-
ceps analogie. Inveniantur igitur minimi illi quatuor

E, P, G, H§, quorum extremi neceflario cubi erunt.®z.hujus.

Cuborum g, H fint K, L latera. Et cubi 4 latus fit M.

A, 64. B, 96. C, 144. D, 216.

E, 8. P, 12. G, 18, H,27.
X, 2. L, 3.
M, 4. N, 6.

0, 16. P, 24. Q, 36.
R, 04. 8, 96. Ty 144, v, 216.

Quatuor illorum E, F, 6, H ac propterea et aliorum
quatuor A, B, C, D, perpetua erit in ratione K ad L de-
inceps analogia (id enim ex conftru&ione 2. hujus ma-
nifeftum eft.) Quatuor autem illi E, F, 6, H, cum
fint minimi quatuor fue analogiz, quatuor illos alios
A, B, C, D, ?mguli fingulos @qualiter metientur; an-

tecedens antecedentem, confequens confequentem ®.* z1. fept.

Numerus igitur B metietur numerum A ; cubus cubum.

Quare et x, latus cubi B, metietur M, latus cubi A’ ! 15 hujus.

Quoties K metitur M, toties L metiatur N. Erit igitur
Mad N ut x ad L. Jam ™ feipfum multiplicando fa-
ciat 0. Idem autem M, multiplicando N, faciat p. Et
N feipfum multiplicando faciat a. Ita tres fati fuerint
0, P, @, quorum perpetua, in ratione M ad N, five x ad
L, analogia; et extremi 0, @ quadrati funt ex M, N.
Rurfum pumerus M tres o, p, @ multiplicando faciat
tres R, §, T; et numerus N numetum @ multiplicando
faciat v. Ita quatuor fadti fuerint &, s, T, v, quorum
perpetua, in eadem illd numerorum K, L,’ratione, ana-

) Q4 logia :

“ o = —
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logia: extremi autem R, v cubi funt ex M, N. Cum
vero quatuor A, B, C, D, atque quatuor R, S, T, V, Or-
dine fumpti in eadem fint ratione, ex &quo erit A ad
ut & ad vk Et permutando A ad R ut pad v!. Sed
@quales inter fe funt A, R ; nempe cum uterque cubus
fit ex M. Quare et D, v inter fe zquales. Cubus au-
tem v, nempe ex N. Quare et b cubus. Q. E. D,

(XXIV.] PROP. XXIV. THEOR.

Si duo numeri inter fe rationem babeant, quam numerus
quadratus ad quadratum numerum ; primus autem fit
quadratus, et fecundus quadratus erit.

Duo enim numeri A, B inter {e rationem habeant,
uam numerus quadratus ¢ ad quadratum numerum p;
fitque A quadratus: dico et B quadratum effe.
uoniam enim ¢, b quadrati funt, erunt ¢, b fimiles
plani : ideoque inter ipfos c, p unus
=18.hujus.medius proportionalis cadit™. Eftautem 4,4. B,9.

ut ¢ aci) D, ita A ad B: quare etiam ¢, 16. D, 36.

juter A, B cadit unus medius propor-

»8.hujus. tionalis". Eftque A quadratus. Ergo et B quadratus
° z2z.hujus.erite. Q. I, %.

[XXVv.] PROP. XXV. THEOR.

St duo numert tnter fe rationem habeant, quam numerus
cubus ad cubum numerum ; primus autem fit cubus, et
Jecundus cubus erit.

Duo cnim numeri A, B inter fe rationem habeant,
quam cubus numerus ¢ ad numerum cubum p; fitque
A cubus : dico et B cubum effe.

Quoniam enim ¢, p cubi funt, erunt ¢, p fimiles
folidi: idcirco inter ipfos duo medii proportionales

* 14. fept.
b y3. fept.

A, 8. E, 12. F, 18. B, 27.
c, 64. D, 216.

? 19. hujus.cadent . Quot autem inter ¢, o cadunt medii propor-
tionales, totidem cadent et inter eos, qui eandem quam
48. hujus. ipfi rationem habentd: ergo inter A, B duo medii cadent
proportionales. Cadant E, F. Quoniam igitur quatuor
numeri A, E, ¥, B ‘deinceps proportionales funt, eftque
¢ 3. hujus.A cubus; et B cubuserit’. Q. E. D.

PROP.
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PROP. XXVI. THEOR. [XXVIL.]

Similes plani numeri inter fe rationem babent, quam nu-
merus quadratus a quadratum numerum.

Sint fimiles plani numeri A, B: dico A ad B rationem
habere, quam numerus quadratus ad quadratum nu-
merum.

Quoniam enim A, B fimiles plani funt, inter eos
cadit unus medius propor-
tionalis*. Cadat, fitque c; 4, 6. C, 12. By 244 138, hujus.
et fumantur minimi nu- D,I. E, 2. Fy 4.
meri candem quam 4, c, B
rationcm habentium fc. b, E, P*: ergo ipforum extremi* 3s. fept.
D, F quadrati funt*. Et quoniam eft utp ad r, ita A ad+ Cor. 1..2.
B, et funt D, F quadrati; habebit A ad B rationem, hujus.
zuazr:r Bumerus quadratus ad quadratum numerum,

PROP. XXVII. THEOR. [XXVIL)

Similes folidi numeri inter [e rationem babent, quam nu-
merus cubus ad cubum numerum.

Sint fimiles folidi numeri A, B: dico A ad B rationem
habere, quam numerus cubus ad cubum numerum.

Quoniam enim A, B fimiles folidi funt, inter ipfoss g, hujus.
duo medii proportionales cadent*. Cadant c, n; et fu-
mantur minimi numeri, qui eandem quam A, ¢, D, B

A, 16, C, 24. D, 36. B, 54.
E, 8. F, 12. G, 18. H, 27.

rationem habeant, ipfis multitudine =quales , F, 6, HY:7 2. hujus.
ergo eorum extremi E, H cubi funt®. Atque eft ut £*Cor. 1. ;.
ad u, ita A ad B. Habet igitur A ad B rationem, quam hujus.

. numerus cubus ad cubum numerum. Q. E. D.

EUCLIDIS
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LIBER NONUS.

PROPOSITIO I. THEOREMA. 1)

Si duo fimiles plani numeri fefe multiplicantes aliquem
: Jecerint, fallus quadratus erit.

SINT duo fimiles plani numeri A, B; et A ipfum B

multiplicans faciat c: dico ¢ quadratum effe.
Numerus enim A feipfum multiplicans faciat p: ergo

D quadratus eft. Quoniam igitur A

feipfum multiplicans fecit b, multi- A, 6. B, 54.

plicans vero B ipfum c fecit; ut A bp,36. c,324.

ad B, ita erit p ad c*. Et quoniam

A, B fimiles plani funt; inter ipfos unus medius pro-

portionalis cadet®. Si autem inter duos numeros nu-*18. o&avi.

meri deinceps proportionales ceciderint; quot inter ip-

fos cadunt, totidem cadent et inter eos, qui eandem ha-

bent rationem ©: quare et inter b, ¢ unus medius pro- ¢ 8, ofavi.

portionalis cadit. Atgue eft p quadratus. Ergoetc

quadratus erité, Q. E. D.

s 17, fept,

432, oftavi,

Aliter ®. Sint fimiles plani numeri 4, B; et numerus
A, numerum B multiplicans,
faciat c. Dico numerum ¢ 4,6, D,18. B, 54.
quadratum efle. Numeri a, B, c, 324.
cum fint fimiles plani, unum E, 324,
capiunt proportionemedium®.

Efto

/
/
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¢ Cor.* 11.

oavi,

(L)

f 17. fept.

BUCLIDIS ELEMENTORUM

Efto medius ille b ; et p feipfum multiplicans faciat E.
Propter continuam trium A, D, B analogiam, E faétus e
medio fafto ex extremis, ¢, ®qualis erit. Quadratus
autem E. Quare et ¢ quadratus. Q. E. D.

Cor.* Numeri quadrati fe mutuo multiplicantes qua-
dratum facient ; qui ®qualis erit quadrato numeri plani
ex lateribus numerorum principio pofitorum faéti.

Quadratus A multiplicet quadratum B, et faciat c.
Quadratorum A, B latera

fint g, ¥, Numeri B, Ffe A,4. G, 14. B, 49.
mutuo multiplicantes fa- c, 196.

ciant 6. G leipfum mul- E, 2. Fy 7.
tiplicans faciat H. Dico H, 196.

ﬁuadratum efle c, et qua-
rato H zqualem.

Et quadratum efle c, id quidem héc ipfd ex prolpo-
fitione manifeftum eft. Dico praterea ipfi H 2qualem
efle. Cum enim numeri g, P quadratorum 4, B fint
latera; numerus G, mutui laterum E, r multiplicatione
fattus, inter ipfos A, B proportione medius eftc. Et
cum perpetua fit trium A, G, B proportio; fatus ex
extremis A, B fato ex medio 6 zqualis ent. Sed ex
extremis A, B faus eft c; et ex medio ¢ faltus eft H.
Quare ¢ zqualis eft ipfi v. Q. E. D.

SCHOLION, ¥

Numeris igitur duobus literis g, J defignatis, et plana
ex illis fato notis a & defignato, quadratum ex a b
factum notis 4 &7 rite exprimit Algebra,

PROP. II. THEOR.

Si duo mumeri [efc multiplicantes quadratum numerum
cthciant, fimiles plani erunt.

Duo enim numeri A, B fefe multiplicantes quadratum
pumerum c efficiant: dico A, B fimiles planos effe.
Numerus enim A feipfum multiplicans faciat p: ergo
D quadratus eft. Quoniam igitur A fe-
ipfum multiplicans fecit p, multiplicans 4,3. B, 12,
vero B ipfum c fecit; ut A ad B, itaerit D,9. c, 36.
p ad cf. Et quoniam p quadratus cft,
fvd et c etiam; erunt p, ¢ fimilcs plani: quare inter
D, C
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D, ¢ unus medius proportionalis cadit®. Atque eft ut n 8. oftavi.
ad ¢, ita A ad B: ergo et inter A, B cadet unus medius
groportionalis". Si autem inter duos numeros unus me-* 8. oftavi.

ius pro‘flvortionalis cadat, erunt fimiles plani!. Ergo' zo. ofavi.
A, B fimiles plani funt. Q. E. D. R

PROP. III. THEOR. [11L.)

Si cubus numerns feipfum multiplicans faciat aliquem, fuius
cubus erit.
Cubus enim numerus A feipfum multiplicans faciat B:
dico B cubum effe.
Sumatur enim ipfius A latus c, et ¢ feipfum multipli-
cans faciat p: manifeftum

igitur eft ¢ multiplican- A, 8.

tem b facere iplum a*. Et D, 4. * Def. 19.

quoniam c feipfum multi- c, 2, [opimic
licans fecit p; metitur ¢ B, 64. 1.

1pfum D per eas, que in ip-

fo c funt, unitates'. Sed et unitas metitur ¢ per eas, quee’ Def. ts..
in ipfo c funt, unitates: eft igitur ut unitas ad c, ita ¢ ad feptimi.

p ™. Rurfus, quoniam ¢ multiplicans b ipfum a fecit, me- = Def. 10.
titur » ipfum A per unitates, que funtin c. Metitur feptimi.
autem et unitas ipfum c per unitates, qué in ipfo funt:

ergo ut unitas ad c, ita b ad a. Sed ut unitas ad c, ita

c ad D: ut igitur unitas ad c, ita c ad D, et pad a:
ideoque inter unitatem et numerum A duo medii dein-

ceps proportionales cadunt ¢, o. Rurfus, quoniam a
feipfum multiplicans fecit B, et A ipfum B metitur per

eas, qua in ipfo A funt, unitates!. Metitur autem et unitas

ipfum A per unitates, quz funt in ipfo: eft igitur ut uni-

tas ad A, ita A ad B™. Sed inter unitatem et A cadunt

duo medii proportionales: ergo et inter A et B duo

medii proportionales cadent®. Quod fi inter duos nu- * 8. oftavi.
meros cadant duo medii proportionales, primus autem

fit cubus; et quartus cubus crit®.  Atque eft A cubus. ° 23.08avi.
Ergo et B cubus erit. Q. E. D,

PROP. 1V. THEOR. . [v.]

Si numerus cubus cubum numerum multiplicans faciat ali-
guem, fuélus cubus erit.,

Cubus enim numerus A cubum numerum B multi-

plicans ipfum c faciat: dico ¢ cubum efie.
Numerus
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o
® 3. hujus.
? 5 7. fept.
2 19, 08avi,

* 8. oftavi.
* 23.0ftavi.

v

€ 3. hujus.

u 19, fept.
* 19. oftavi.

y 8. oftavi,
% 23, oftavi.

V1]

2 Def. 19.
fepts

EUCLIDIS ELEMENTORUM

Numerus enim A feipfum multiplicans faciat b: ergo
D cubus eft°. Et quoniam A feipfum
multiplicans fecit D; multiplicans ve- A,8. B, 27.
ro B ipfum c fecit: ut A ad B, ita D,64. c,216.
erit o ad c?, Et quoniam A, B cubi
funt, erunt fimiles folidi numeri: ac propterea inter
A, B cadent duo medii proportionalesd: quare et inter
D, ¢ duo medii proportionales cadent*. Eftque o cubus.
ergo et ¢ cubus ent®. Q. E. D.

Cor. ® Cubus, cuborum multiplicatione fattus, cubus
erit plani ex lateribus numerorum principio pofitorum
fadti.

SCHOLION.*

Literis igitur ¢, 5 numeros duos fignificantibus, cabum
ex numero plano a b, notis @* &% rite exprimit Algebra.
Et progreffio infinita eft.

PROP. V. THEOR.

Si cubus numerus numerum aliquem multiplicans faciat
cubum, et multiplicatus cubus erit.

Cubus enim A numerum aliquem 8 multiplicans fa-
ciat cubum c: dico B cubum effe.

Numerus enim 4 feipfum multiplicans faciat p: ergo
D cubus eft'. Et quoniam A feipglm
quidem multiplicans fecit b, multipli- 4, 8. B, 27.
cans vero B ipfum c fecit; ut A ad B, D, 64. c, 316,
itaerit p ad c®. Et quoniam b, c .
cubi funt, fimiles funt folidi ; ac propterea inter ipfe
cadunt duo medii proportionales*. Atque eft ut pad c,
ita A ad B: ergo et inter A, B duo medii proportionales

cadent”. Eftque A cubus. Ergo et B cubus erit®,
Q. E.D.

PROP. VI. THEOR.

Si numerus feipfum multiplicans cubum faciat, et ipfe cubus '
erit.

Numerus enim A feipfum multiplicans cubum B fa-

ciat: dico et A cubum efle. _

. _Nume}'us fenim A multiplicans B faciat c. Quoniam
igitur a feipfum multiplicans

fecit B, mgltiplica.ns vero 5 48 B 64 © 512

ipfum c fecit, erit ¢ cubus*. Et quoniam A feipfum

qudem
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quidem multiplicans fecit B, multiplicans vero B fecit

C,ut A ad B, itaerit B ad cb. Et quoniam B, ¢ cubi® 1. fept.

funt, fimiles folidi erunt: ideoque inter B, ¢ duo

medii proportionales cadunt¢. Et eft ut B ad c, ita A ad < 15. o@tavi.

B: quare et inter A, B duo medii proportionales Ca- ¢ amvi
d LY . Y.

dunt¢. Atqueeft B cubus. Ergo et A cubus erit®.c ; oaai,

Q. E. D. :

PROP. VII. THEOR. [(VIL)

St compofitus mumerus numerum a{?uem multiplicans
quempiam faciat, factus folidus erit.

Compofitus enim numerus A numerum aliquem »
multiplicans ipfum c faciat : dico ¢ folidum effe.

Quoniam enim A compofitus eft, eum numerus ali-
quis metieturf. Metiatur p. Et quoties D ipfum AfDef. 13.
. fept.
A, 6. B, 7. e, 42.
D,3. E,2.

metitur, tot unitates fint in E: ergo E multiplicans b
fecit A, Et quonjam a ipfum B multiplicans fecit c;
eftque A, qui fit ex b, E; numerus, qui fit ex D, B, ipfum
B multiplicans fecit c: ergo B multiplicans eum, qui
fit ex v, E, ipfum c fecits. Ac propterea c folidus eft, g-ffept.

cujus latera 0, g, B*. Q. E. D. cf. 17.
fept.

PROP. VIII. . THEOR. (VIIL)

Si ab unitate quotcunque mumeri deinceps proportionales
JSucrint, tertius quidem ab unitate quadratus eft, et unum
intermittentes omnes ; quartus autem eft cubus, et duos
intermiltentes omnes; [eptimus vero cubus fimul et qua-
dratus, et quinque intermittentes omnes.

Sint ab unitate quotcunque numeri deinceps propor-
‘tionales 4, B, c, D, E, F: dico tertium quidem ab
unitate {c. B quadratum efle, et unum intermittentes
omnes ; quartum autem ¢ cubum, et duos intermitten-
tes omnes; feptimum vero ¢ cubum fimul et quadratum,
et quinque intermittentes omnes.

uoniam enim ut unitas ad A, ita A ad B; unitas =-

qualiter metitur numerum A, atque A ipfum B'. Sed!Def. 1c.
fept.

I. A3. B,9. C,27. D,81. E,243. F,729.

unitas metitur A per unitates, que in ipfo funt: ergo
et



23, 0ftavi.

! Def. zo0.
fept.

™ Pef. 19.
fept.

* 23. oftavi.

[1X.]

© 8, hujus.

722, oftavi.

EUCLIDIS ELEMENTORUM

1. 4,3. B,9. C,27. Db,81. E,243. F.729.

et A ipfum B per unitates, que funt in A, metitur: quare
A feipfum multiplicans fecit B ; quadratus igitur eft B.
Et quoniam B, ¢, D deinceps proportionales funt, eft-
que B quadratus ; et D quadratus erit*, Eidem ratione
erit ¢t F quadratus. Similiter demonftrabimus et unum
intermittentes omnes quadratos effe. Dico et quartum
ab unitate, videlicet ¢, efle cubum, et duos intermit-
tentes omnes. Quoniam enim eft ut unitas ad A, ita B
ad c; unitas numerum A @®qualiter metitur, atque B
ipfum c'. Sed unitas numerum A metitur per unitates,
que in A funt: ergo et B metitur c per unitates, quz
funt in A; et ob 1d A multiplicans B ipfum c fecit.
Quoniam igitur A feipfum multiplicans fecit », multi-
plicans vero B fecit c; erit c cubus™. Quod cum
¢, D, E, F deinceps proportionales fint, fitque c cubus,
et F cubus erit". Oftenfum autem eft quadratum efle:
feptimus igitur ab unitate F et cubus eft et quadratus.
Similiter quoque demonftrabimus quinque intermitten-
tes omnes et cubos et quadratos efle. Q. E. D.

PROP. IX. THEOR.

Si ab unitate quotcunque numeri deim:jos proportionales

- fuerinty qui wero poft unitatem fit quadratus; et reliqui
omnes quadrati erunt.  Si poft unitatem fit cubus; et
religui omnes cubi erunt.

Sint ab unitate numeri quotcunque deinceps propor-
tionales A, B, c, D, E, F, et qui poft unitatem a fit
quadratus : dico et reliquos omnes quadratos efle.

Tertium quidem ab unitate B efle quadratum, et
unum intermittentes omnes, demonftratum jam efte.

1. A, 4. B,16. c,64. D, 256. E, 1024. F, 4090.

Sunt igitur B, D, F &c. quadrati. Dico et reliquos
omnes quadratos effe.  Quoniam enim 4, B, ¢ deinceps
funt proportionales, eftque A quadratus; et ¢ quadratus
eritP. Rurfus, quoniam c, D, E deinceps proportionales
funt; eft autem c quadratus; et E quadratus erit. Si-
militer oftendemus et reliquos omnes quadratos efle.
Sit autem A cubus: dico et reliquos cubos efle.
Quartum quidem ab unitate ¢ efle cubum, et duos
intermittentes omnes, jam demonftratun eit °. _Sunt
1gitur
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igitur c, P &c. cubi. Dico et reliquos omnes cubos

efle. Quoniam enim eft ut unitas ad a, ita A ad B,

unitas numerum A equaliter metitur, atque A ipfum » P.;cD:f- 20,
pt.

1. A,8. B,64. C,512. D, 4096 E, 32768. F,262144.

Ergo A feipfum multiplicans fecit B9. Atqui eft A9 Def. 1s.

cubus. Si autem cubus numerus feipfum multiplicans Pt

fecerit aliquem, faGtus cubus erit’; ergo B eft cubus.r 3. hujus.

Et quoniam quatuor numeri A, B, ¢, D deinceps pro-

E;atxonales funt, eftque A cubus; et D cubus erit®,*23. oftavi.
em ratione et E eft cubus, et fimiliter reliqui omnes

cubi funt. Q. E. D. x]

PROP. X. THEOR.

Si ab unitate quotcungue mumeri dénceps proportionales
Suerint, qui vero Pl;i unitatem non fit quadratus ; neque
alius ullus quadratus erit, prater tertium ab unitate et
unum intermittentes omnes. St qui poft unitatem non
JSot cubus 3 neque alius ullus cubus crit, practer quartum
ab unitale et duos intermitientes omnes.

Sint ab unitate deinceps proportionales numeri 4, =,
C, D, E, F, et qui poft unitatem ipfe A non fit quadra-
tus: dico neque alium ullum quadratum efle, prater
tertium ab unitate, et unum intermittentes omnes.
Si enim fieri poteft, fit ¢ quadratus. Ef autem et
B quadratus *: ergo B, c inter {e ratignem habent, quam 8. hujus,

I. A,2. B,4. ¢, 8. D,16. E,32. F,64.

numerus quadratus ad quadratum numerum. Atque
eft ut B ad c, ita A ad B: habent igitur A, B inter fe
rationem eam, quam numerus quadratus ad quadratum
numerum : idecoque A, B fimiles plani funt®. Et eft B Def. 21,
quadratus : ergo et A quadratus eft, quod eft contrafeptimi.
hypothefin. Nonigitur ¢ quadratus erit. Similiter oflen-
demus neque alium ullum quadratum efle, prater ter-
tium ab unitate, et unum intermittentes omnes.

Sed non fit A cubus. Dico neque alium ullum cu-
bum efle, prater quartum ab unitate, et duos intermit-
tentes omnes. :

Si enim fieri poteft, fit D cubus. Eft autem et cu-
bus c, quartus enim eft ab unitate *; et at c ad D, ita eft* 8. hujus.

B ad c: ergo et B ad c rationem habet, quam cubus ad
R cubum ;



242

X Def. 231.
fept.

Y Def. 20,
fept.
2 Def. 15.
fept.
* 6. hujus,

[XL]

b 14 fept.

[XIL]

€ 31, fept,

EUCLIDIS ELEMENTORUM
1. A 2. B4 ¢, 8 Dp,16. E,32. F, 64

cubum; ac propterea B, c fimiles folidi funt*. Atque
eft c cubus; ergo et B cubus erit. Et quoniam eft ut
unitas ad numerum a, ita A ad B; A ®qualiter metietur
B, atque unitas ipfum A Y. Quare A feipfum multipli-
cans cubum B fecit®. Si autem numerus feipfurn mul-
tiplicans cubum faciat, et ipfe cubus erit®: cubus igitur
eft A, cujus ponitur contrartum Ergo neque b eft cubus.
Similiter demonftrabimus neque alium ullum cubum
efle, praeter quartum ab unitate et duos intermittentes
omues. Q. E. D.

PROP. XI. THEOR.

Si ab unitate quolcunque numeri deincefs proportionales
Suerint 3 minor majorem metitur per aliquem eorum, qui
Junt in numeris proportionalibus.

Sint ab unitate quotcunque numeri deinceps propor-
tionales a, B, ¢, D, E, F. Dico horum B, c, D, E, F

A,1. B,3. C9. D,27. E,81. F243.

quemvis D majorem quemvis in ferie, puta F, metiri,
per aliquem eorum, qui funt in ferie. Sit enim ¢ nu-
merus ille unus in proportionalium ferie, quem inter et
unitatem tot in ferie intercedunt medii, quot inter b et
F. Et propter continuam nuamerorum analogiam, erit
ex ®quali A unjtas ad cut p ad F®. Quare numerus
D metitur F per ipfum c. Q. E. D. :

PROP. XII. THEOR.

Si ab unitate quotlibet numeri deinceps proportionales fu-
erint; quicunque primorum numerorum mctiuntur ulti-
mum, itdem et enm, qui unitair proximus q/i, metientur.

" Sint ab unitate quotlibet numeri deinceps propor-
tionales A, B, ¢, p: dico quicunque primorum nume-
rorum metiuntur b, eofdem et ipfurn a metiri,

" Metiatur enim aliquis primus numerus e ipfum bp:
dico e ipfum quoque A metiri. Non enim metiatur &
ipfum A. Atqui E eft primus; omnis autem primus nu-
merus ad omnem numerum, quem non metitur, primus
eft<: ergo E, A numeri inter fe primi funt. Et cum £
metitur ipfum p, metiatur per unitates, qua funt in F:

ergo
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ergo E multiplicans r ipfum b fecit. Rurfus, quoniam .
C metitur ip um D per eas, qua funt in A unitatesd; A 411 hujus.
multiplicans ¢ ipfum b fecit. Sed et & multiplicans ¢

I, Ay 4. B, 16. c, 64. D, 256.
E, 2. H, 8. G, 32. ¥, 128,

fecit D : qui igitur fit ex A, c ei, qui fit ex E, P, eft -
qualis: ergo ut A ad E, ita ¥ ad c°. Suntque A, E* 19 fopt.
primi ; primi autem, et minimif; minimi vero eos, qui 23. fept.
eandem habent rationem, @qualiter metiuntur, ante-
cedens antecedentem et confequens confequentem®: me- ® a1. fept.
titur igitur E ipfum c¢. Metiatur per 6 : ergo E ipfum
6 multiplicans fecit c. Sed et A multiplicans B ipfum
c fecit: qui igitur fit ex A, B a:<}$1alis cft ei, qui ex 8, G:
ergout A ad E,ita 6 ad B. Et funt a, E primi, fed
Knmi etiam et minimif, minimi vero cos, qui candem

abent rationem, ®qualiter metiuntur, antecedens an-
tecedentem et confequens confequentem €: quare et k
ipfum B metitur. Metiatur per u : multiplicans igitur
E ipfum 1 fecit B, Sed et A {eipfum multiplicans fecit
Bj; ergo qui fit ex u, E eft mquaEs ei, qui fit ab ipfo A:
eft igitur ut ead a, ita A ad H®. Suntque A, E primi,* 0. fept.
fed primi etiam et minimi, minjmi vero aqualiter me-
tiuntur eos, qui eandem quam ipfi rationem habent,
major majorem et minor nunorem, hoc eft, antecedens
antecedentem et confequens confequentem®: ergo R
metitur ipfum A, quem ponebatur non metiri. Non
isitur A, E funt inter fe primi: ergo compofiti erunt,
Compofitos vero primus aliquis numerus metitur!: quare Def. 14,
ipfos A, & metietur aliquis numerus primus. Et quo- fept-
niam E primus ponitur, primum autem non metitur alius
numerus preeter feipfum * : metitur igitur E ipfos A, E:* Def. 11,
idcoque ® ipfum A metitur. Similiter demonfirabimus ¥t
quicunque primorum numerorum metiuntur ipfum b,
cofdem ct ipfum A metiri. Q. E. D.

R PROP,
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! 12, hujus.

™ 33. fept.

® 11, hujus.

® ex hyp.
? 19. fept.
s Det, 20,
fept,

EUCLIDIS ELEMENTORUM

PROP. XIII. THEOR.

Si ab unitate quotcunque numeri deinceps proportionales
Suerinty, qui vero poff unitatem primus fit; maximum
nullus alius metictur, preeter eos qui funt in numerss pro-
portionalibus.

Sint quotcunque numeri ab unitate deince}rs propor-
tionales A, B, ¢, D; et qui poft unitatem, videlicet a, fit
rimus : dico maximum b nullum alium metiri, preter

1plos A, B, C.

Si enim fieri poteft, metiatur & ipfum b, et non fit E
idem qui aliquis ipforum A, B, c: manifeftum eft &
primumn non effe, Si enim primus fit, et metiatur D ;

1. A 5. B, 25. c, 125. D, 625.
< T H-=-- G ==ve-m | R -

;Pfum quoque A metietur primum exiftentem’, cum non
it idem qui A, quod fieri non poteft : non igitur E pri-
mus eft; ergo compofitus: omnem autem compofitum
numerum primus aliquis numerus metitur®, Dico nul-
Jum alium primum metiri ipfum E, preterquam a.
Si enim alius mctitur E, et E metitur D, et alius ille ip-
fum b metietur: quare et iplum A primum exiftentem®,
cum nen fit idem qui 4, quod fieri non poteft: ergo o
ipfum E metitur. Et quoniam E metitur D, metiatur
ipfum per F. Dico non effc r eundem cum aliquo
ipforum A, B, ¢. Si enim eft idem, metiturque 1p-
fum D per £ ; et unus ipforum a, B, ¢ ipfum D per E
metietur. Sed quilibet ipforum A, B, ¢ metitur D
per aliquem ipforum A, B, c®: quare et E idem erit
qui unus ipforum A, B, c. Similiter oftendetur r non
effe primum, et A metiri r. Et quoniam E metitur
D per F; et E multiplicans F iplum b fecit. Sed
et A multiplicans c fecit p°: qui igitur fit ex a, ceft
#qualis ei, qui ex E, Fs ergout Aad g, ita eft 7 ad c?.
Sed A metitur E: quare et F ipfum ¢ metiturt. Me-
tiatur per @. Similiter demonftrabimus ¢ non effe
eundem qui unus ipforum A, B, et A ipfum G metiri,
Et quoniam r ipfum ¢ metitur Fer G, multiplicans r
ipfum ¢ fecit c. Sed et A multiplicans B ipfum c fecit:
ergo qui fit ex A, B ei, qui ex F, G, eft #qualis: ut igi-
tur A ad F, ita eft ¢ ad B. Metitur autem A ipfum r:
ergo ¢t G ipfum B metietur. Metiatwr per #, Similiter
demon-
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demonftrabimus # non efle eundem qui A. Et quo-
niam G ipfum B per H metitur, ¢ multiplicans & ipfum
B fecit. Sed et A, feipfum multiplicans fecit B7: quir ex hyp.
igitur fit.ex H, ¢ eft @qualis quadrato, qui ex A. Ergo
ut H ad A, ita A ad 6*. Metitur autem A 1pfum 6; quare zo. fept.
et H ipfum A metietur, primum exiftentem, cum non
fit idem qui A ; quod eft abfurdum. Non igitur aliquis
alius metietur ip?um D maximum, preter ipfos A, B, C.
Q. E. D.
PROP. XIV. THEOR. [XIV.]

Si minimum numerum primi numeri metiantur : nullus
alius primus numerus mectictur ipfum, preeter eos qui a
principio meticbantur,

Minimum enim numerum A primi numeri B, C, D
metiantur : dico nullum alium primum numerum me-
tiri ipfum A, preeter i?fos B, C, D.

Si enim fieri poteft, metiatur £ ipfum A ; et non fit
B idem qui aliquis ipforum

B, C, p. Et quoniam & A, 30,
metitur A, ipfum per ¥ me- B, 2. c, 3. D, 5.
tiatur. Ergo E multiplicans Eeemee P oamcmne

F ipfum A fecit. Et meti-

untur A primi numeri B, ¢, p. Si autem duo numeri

fefe multiplicantes aliquem faciant, et fatum ex ipfis
metiatur aliquis primus numerus, et unum eorum qui

a principio pofiti funt metieturt. Ergo numeri B, C, D* 32, fepr,
metientur unum ipforum E, . Ipfum quidem E non
metientur, etenim E primus eft*; et non idem qui ali-u ¢y pyp,
quis ipforum B, ¢, p. Ergo metientur ipfum r, qui eft

minor quam A, quod fieri non poteft; ponitur enim A
minimus eorum, quos B, €, b metiantur. Non igitur

ipfum A metietur aliquis primus numerus, przter iplos
B,c,p. QE. D,

PROP. XV. THEOR. Xv}
Si tres numers deinceps proportionales fuerint, minimi om-
nium eandem cum ipfss rationem babentium ; duo quili-
bet compofiti ad rehquum prims erunt.
Sint A, B, c tres numeri deinceps proportionales,
minimi omnium eandem cum ipfis rationem habentium:
dico duos quoflibet compofitos ad reliquum primos efle,
videlicet A, B ad c, et B, c ad 4, et A, c ad B.
R3 Sumantur
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x 2, oftavi,

-

24. fept.
30, fept.

n

26. fept.
27. fept.

¢3.fccundi.

d 26, & 2.
fept.

€4. fecundi.

EUCLIDIS ELEMENTORUM

Sumantur enim duo minimi numeri, eandem cum

ipfis A, B, c rationem ha-
bentes, Dk, EF. Manifeftum 4, 9. B, 12. ¢, 16.
eft o g feipfum quidem mul- D...E....F.
tiplicantem facere a *; multi-
pfi)cantem vero E ¥ facere B, et EF feipfum multipli-
cantem facere c. Et quoniam b E, E F, minimi funt ;

rimi erunt inter fe’. Si autem duo numeri primi inter
?e fuerint, et uterque fimul ad utrumque primus erit =,
Ergo p r ad utruinque ipforum D E, E F primus eft.
ch ct DE ad EF eft primus. Quare DF, DE ad EF
primi funt. Ac propterea qui fit ex F D, D E, primus
eft ad F*, Siautem duo numeri primi inter fe fuerint ;
qui fit ex uno ipforum ad reliquum primus erit®. Ergo

ui fit ex P D, D E ad eum, qui fit ex E F, eft primus.
ged +qui ex F D, DE eft 13, qui fit ex D E, una cum
eo, qui ex DE,E F. Qui igitur ex D E, una cum eco,
qui eX DE, E F, primus eft ad eum, quiex EF. Sed
quifitex D E eft A5 qui vero ex D E, EF eft B, et qui
ex EF eft c. Ergo A, B compofiti ad ipfum ¢ primi
funt. Similitur oftendemus et B,'c, ad A effe primos.
Dico et A, c ad B primos effe. Quoniam emm b F,
ad utrumque ipforum D E, EF eft primus®; et qui fit
¢x D F ad eum, qui ¢x DFE, EF, primus erit!. Sed ei,
qui fit ex DF, =quales funt qui ex DE et BF fiunt, una
cum eo, qui bis fit ex D E, EF°. Quiigiturex D E et
EF fiunt, una cum eo, qui bis ex DE, EF, primi funt ad
eum, qui ex D E, £ F. Ergo et dividendo, qui fiunt ex
DE et EF, una cum eo, qui femel fit ex DE, E F, primi
funt ad eum, qui ex D E, E F; et rurfus dividendo, qui
fiunt ex PE et EF, ad eum, qui fit ex p E, EF, primi
funt. Sed qui fit ex DR, eft A5 quiveroex DE, EF,
eft B; et quiex EF, elt c. Ergo a, c compofiti ad ip-
fum B primi erunt. Q. E. D.

+ Hoe ex eis efl, quie ab Fuclide in reBangulis oftenfa funt fub partibus linee
veite comprehenfis am Libro ity a nchis autem in mumeris plants ex partibus
numeri fallis in Schalio noftro qd vicefimam feptimi, et cjufce Scholii corallario.
Huc igitur et in fequentibus, Propofitiones Libre it. de rectangulis, in numerorum
materid, guando opus fity laudamus, ac_fi de nugeris plnni.r pronuntiate l_'ﬂ?nl.

PROP.
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PROP. XVI. THEOR. [XV1]
Si duo numeri primi inter fc fuerint ; non erit ut primus
ad fecundum, ita fecundus ad alium ullum.

Duo enim numeri A, B primi inter fe fint: dico non
efle ut A ad B, ita B ad alium ullum.

Si enim fieri poteft, fit ut A ad B,ita Bad c. Et
funt a, B primi; primi vero
funt et minimi©; minimi vero A, §. B, 8.  Cecmce=¢ 23 fept.
eos, qui eandem habent ra-
tionem, 2qualiter metiuntur, antecedens antecedentem,
et confequens confequentem. Metitur igitur A ipfum s,
ut anteccdens antecedentem . Sed et ipfe feipfum me-f a1, fept.
titur. Ergo A metitur ipfos A, B primos inter fe exift-
entes; quod eft abfurdum. Nonigitur eft yt 4 ad B,
itasad ¢. Q. E.D.

PROP. XVII. THEOR. [(XVIL)

Si _fucrint quotcungue numeri deinceps proportionalcs, ex-
tremi autem ipforum primi inter fe fint 5 non erit ut pri-
mus ad fecundum, ita ultimus ad alium ullum.

Sint quotcunque numeri deinceps proportionales
A, B, C, D, extremi autem ipforum A, p primi fint inter
fe: dico non efle ut A ad B, ita n ad alium ullum.
Si enim fieri poteft, fit ut A ad B, ita D ad £. Quare .
rmutando ut A ad b, ita erit B ad 8 Et etiame 13. fept.
F:nt A, D primi®; primi etiam et minimi'; minimi vero €* hyp-
23. fept.
A, 8. B,12. ¢,18. D,27, E--e--- -

eos, qui eandem habent rationem zqualiter metiuntur,
antecedens antecedentem et confequens confequentem*. * 21. fept,
Metitur igitur A ipfum B. Atqueeft ut A ad B,ita B

ad c. Ergo ct B metitur ipfum c, et ob id A quoque

ipfum ¢ metitur. Et quoniam eft ut 8 ad ¢, ita ¢ ad b,
metitur autem B iplum c; et ¢ ipfum D metitur. Sed

A metitur c; quare et A metitur ipfum p. Metitur

autem et feipfum. Ergo A ipfos A, D primos inter fe
exiftentes metitur ; quod fieri non poteft. Non igitur

erit ut A ad B, ita D ad alium wlum, Q, E, D.

R 4 PROP,
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[XVIIL] PROP. XVIII. PROBL.

Duobus numeris datis confiderare, an tertius ipfis propor-
tionalis invenire poffit.  Vide 2. Cor.* 20. feptimr.

[XIX.] PROP. XIX. PROBL.

Tribus numeris datis confiderare, an quartus ipfis propor-
tionalis inveniri poffit.  Vide 2. Cor.* 19. feptims.

[XX.] PROP. XX. THEOR.

Primi numeri plures funt omni propofitd multstudine pri-
morm nUmErorum.,

Sint propofift primi numeri 4, B, c: dico ipfis A, B, ¢
plures efle primos numeros.

Sumatur enim minimus, quem ipfi A, B, ¢ metian-

! 38. fept. tur!, fitque DE; et ipfi D E ap-
ponatur unitas bF. ErgoEF, 4,2. B,3. G5
vel primus eft, vel non. Sit ‘pri- o
mum primus: inventi igiturfunt 30 D.F
primi numeri a, B, c, EF plures B *Ue
quam ipfi A, B, C.
®33.fept.  Sed non fit E F primus. Ergo eum primus metitur =,

Metiatur G: dico ¢ nulli ip-
forum a, B, c eundem efle. a,2. B, 3. 7.
Si enim G idem fit qui unus 1
ipforum 4, B, c, ipfi autem °5-
A, B, C metiantur DE; et G
ipfum b E metietur. Metitur
autem et E F; et reliqguam
igitur D F unitatem metietur G numerus exiftens, quod
eft abfurdum. Ergo ¢ non eft idem qui unus ipforum
A, B, c. Et ponitur primus. Inventi igitur funt primi
numeri A, 8, C, G plures ‘propofitd multitudine primo-
Tum numerorum A, B, ¢. Q. E, D.

[XXI.] PROP. XXI. THEOR.
S: pares numeri quotcunque componantur, tolus par erit.
Componantur enim pares numeri quotcunque A B,
BC, CD, DE: dico totum A E, parem efle.
Cum enim numeri A B, Bc feorfim pares fint; nu-
» Def. 6. merus binarius utrumque metitur®. Compofitum igi-
fept. tur A c metietur, Metitur autem c b, parem fcilicet.

( Compofitum

D.F.

E
G, 53.
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Compofitum igitur A p metietur. Metitur autem » E,
Aci.eBoiieeeCuiievereeDennnnnenansE

parem. Compofitum igitur A E. Par igitur eft nu-
merus AE. Q. E. D. '

Cor.* Qui imparem metitur numerus irr;par erit.
PROP. XXII. THEOR. (XXI1.]

St smpares numeri quotcunque componantur, multitudo au-
tem ipforum fit par ; totus par erit.
Componantur enim impares numeri quotcunque, mul-
titudine pares, AB, BC, ¢ D, DE: dico totum A E pa-
rem effe.
Cas. 1. Componantur primum duo numerj impares
ABy, BC. Ab a B auferatur unitas B F, et a B C aufe-
ratur unitas B 6. Numerus & F erit par, necnon G C.,

Ao PiB.GoeeeCoeoroeeDereesresesE

Ceterum ¥ 6 par, ipfe fcilicet binarius. Totus igitur
A C par, ex tribus utique paribus A P, PG, G c com-
poﬁtus °, ® 21. hujus,
Cas. 2. Componantur vero numeri impares quot-
cunque, multitudine tantum pares, A B, BC, CD, DE,
Dico totum A E parem. Bini enim A B, B ¢ compofiti
parem conficiunt A c?. Similiter bini ¢ D, D E parem ¢ per caf, 1.
conficiunt ce. Pares vero Ac, cE parem conficiunt
AE9. Et quotcunque fuerint numeri A B, BC, C D, 21, hujus.
D E, modo eorum multitudo fit par, totus A E in binos
refolvetur. Quilibet vero bini fimul fumpti conficiunt
rem?.. Quotlibet igitur e binis quifque compafiti,
fimul fumpti, conficiunt parem 1. Totus igitur A E par.
Q. E. D.

PROP. XXIII. THEOR. [XXIIL)
Si impares numeri quotcunque componanitur, et multitudo
ipforum fit impar ; et totus impar ¢rit.

Componantur enim numeri impares quotcunque,
quorum multitudo fit impar, A B, Bc, ¢ D: dico et to-
tum A D imparem efle.

Auferatur ab ipfo cp unitas D E: reliquus igitur cE

AcevieB.iviieesCenueees ELD

* Def. 7.
par cft*. Eft autem et Ac par’. Ergo et totus A E fept. ’
par * 23, hujus,
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‘1. bujus. par erit'.  Atque eft DE unitas. Impar igitur eft Ap.
QE

[XXIV.] ~ PROP. XXIV. THEOR.
Sia pari numero par auferalur, et reliquus par erit. -

A pari enim numero A B par auferatur B c: dico ct
reliquum c A parem efle.
Quoniam A B par eft, binarius metietur A B. Sed et
s Per hyp. CB, parem fcilicet®. Quare et
rcliquum’ A c. Par igitur et A......Cc....B
Ac. Q E.D.

[XXV.] PROP. XXV. THEOR.
Si a pari numero impar auferalur, et rcliquus impar erit.

A pari enim numero A B impar B c auferatur: dico
et reliquum c A imparem efle.
* Def. 5. Auferatur ab ipfo B ¢ unitas ¢ p. Ergo p B pareft*.
fept. Eft autem par et A B. Lt
y;,,.hujus_reliquusiglturAneﬂEa:Y. AcceieseCuDovu. B
Atqueeft ¢ D unitas. Ergo
ca impareft. Q. E. D.

[XXVI.) PROP. XXVI. THEOR,
Si ab impari numero impar auferatur, et reliquus par erit.

Ab impari enim numero A B impar B ¢ auferatur:
dico reliquum c A parem effe.
« Quoniam enim A B impar eft, auferatur unitas B D :
reliquus A D igitur eft par.
Eidem ratione et cpeft A....c......D.B
. Quare et reliquus Ac
*24. hujus.par eft. Q. E. D.

[XXVIL] PROP. XXVII. THEOR.

Si ab impari numero par auferatur, reliquus impar erit.

Ab impari enim numero A B par auferatur Bc: dico
reliquum ¢ A imparein effe.
Auferatur enim unitas Ap. Ergo p B pareft. Eft
autem par et 8c. Et reliquys
* 24.hujus.igitur € D eft Ear'. Atqueet A.D....C.,..B
DA unitas. Ergo c A mpar
*Def.7. eft®, Q. E. D,
fept. PROP.
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PROP. XXVIII. THEOR. [XXVIIL)

Si impar numerus parem multiplicans faciat aliquem, fatus
par erit,

Impar enim numerus A, parem numerum B multi-
plicans, faciat ¢ : dico ¢ parem effe.
Quoniam enim 4, multiplicans B, ipfum c fecit;
componitur C ex tot numeris
qualibus ipfi B, quot unitates A ... B.ooo.
funt in A. Atque et B par., C............
Ergo ¢ ex garibus numeris
componitur. Si autem pares numeri quotcunque com-
ponantur, totus par eritc. Ergo ceft par. Q. E. D. ¢z1.hujus.

PROP. XXIX. THEOR. [XX1X.]
St impar numerus imparem numerum multiplicans faciat
aliquem, faétus impar erit.
Tmpar enim numerus A, numerum imparem B mul-
tiplicans, faciat c: dico ¢ imparem efle.
Quoniam enim A, multiplicans B, ipfum c fecit; com-
ponitur c ex tot numeris
_@qualibus ipfi B,quot funt A, .. B.vooo
in A unitates. Atque et C........ ...
uterque ipforum A, B impar.
Ergo c ex imparibus numeris componitur, quorum
multitudo eft impar. Qui autem componitur ex im-
paribus numeris, quorum multitudo impar, et ipfe im-
par erit?, Ergo c eft impar. Q. E. D, 4 23. hujus.

PROP. XXX, THEOR. [XXX]

Si impar numerus parem numerum metiatur, et dimidium
ejus metictur,

Impar enim numerus A parem numerum B metiatur:
dico et dimidium ejus metiri.

Quoniam enim A metitur B, metiatur ipfum per c:
dico ¢ non effe imparem. Nam fi fieri poteft, fit impar.

A... Boeoereeosvgeenn
C....
D.. Eoeoveoe

Et quoniam A ipfum B metitur per c; impar ille A,
multiplicans ipfum ¢ imparem, fecit B, Ac propterea
impar
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Ado. Beicrteeosanaesrson
Conae )
D.. Eoovosase

¢ 29. hujus.impar eft B¢; quod eft abfurdum, par enim ponitur. Non
igitur ¢ eft impar. [Ergo par. Paris igitur ¢ fit b di-
midius, Impar autem A, numerum p multgrlicans, fa-
ciat E. A igitur metietur E, ex A et D fa&tum. Sed
cum numerus A, numeros ¢, b multiplicans, fecerit

“15.fpt. B, E; erit Bad e ut cad p¢. Sed p dimidius eft ip-
fius c. Quare et E ipfius B dimidius. Numerus igitur
A, numerum E metiendo, dimidium ipfius B metitur.
Q. E. D.

{XXX1.) PROP. XXXI. THEOR.

St impar numerus ad aliquem numerum fit primus, et ad
ipfius duplum primus erit.

Impar enim numerus A ad aliéluem numerum B fit
primus, et fit c ipfius B duplus: dico A etiam ad ¢ pri-
mum efle.

Si enim non fint A, ¢ primi, eos aliquis numerus me-
tietur. Metiatur, fitque p. Et

eft A impar. Impar igitureft a... B.uooo
Cor.¥z1.et D°, Etquoniam p imparex- c..........
huus. jftens metitur ipfum c, atque D -eeene

eft ¢ par; et o ipfius ¢ dimi-

 30. hujus.dium metietur’. Sed ipfius ¢ dimidium eft 8. Ergo b
ipfum B metitur. Metitur autem et ipfum A, Quare
p ipfos A, B metitur, primos inter fe exiftentes, quod
fierl non poteft. Numeros igitur A, ¢ nullus quidem
p metitur. Ergo A, c inter fe primi funt. Q. 33 D.

{XXXII.] PROP. XXXII. THEOR.

Numerorum a binario duplatorum unufquifque pariter par
eft tantum.

_ A binario enim A duplentur quotlibet numeri B, ¢, D:
dico B, c, D pariter pares efle tantum.
At vero unumquemque ipforum B, c, b pariter parem

;Dcf. & effe maniféfto conftat ¢ : a binario namque duplatus eft.
pt.
E,I. A,2. B,4. C,8. Dn,16,

Dico et tantum. Exponatur enim unitas . Quoniam

igitur ab unitate quotlibet numeri deinceps propor-
. tionales
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E,I. 4,3. B, 4. C,8 D,16.
tionales funt, et poft unitatem A primus eft; maximum
ipforum numerorum a, B, c, D, videlicet b, nullus
alius metietur prater ipfos A, B, c®. Atque eft unuf-* 13. hujus.
quifque ipforum a, B, c par. Ergo D pariter par eft
tantum. Similiter demonftrabimus et unumquemque
ipforum A, B, c pariter parem eflfe tantum. Q. E. D.

PROP. XXXIII. THEOR. ' (XXX

8i numerus dimidium babeat imparem, pariter impar eff
tantum. ‘

Numerus enim A dimidium imparem habeat : dico a
pariter imparem efle tantum.

At vero pariter imparem effe perfpicuum eft!: dimi- Def. y.
dius enim ipfius impar exift- fept.
ens ipfum pariter metitur. B -------

Dico et tantum. Metiatur A..........

enim, fi ficri poffit, par nume- € -------

rus B numerum A (cujus di- D ---- R

midius eft impar) paric. Pa- . ..

ris ¢ fit p dimidius. Et B multiplicans p faciat .

Jam cum numerus B numeros ¢, b multiplicans faciat

A,E; erit A ad B,ut ¢ ad D*. Sed D dimidius eft® 1. fept.
illius c. Ergo et E ipfius a dimidius. Sed & fattus

eft ex D et numero par1 B. Parigitur eft £'. Numerus' zt. hujus.
igitur A dimidium parem habet. ~ Quod hypothefi re-
pugnat. Nam imparem habere pofuimus. Non igitur
pariter par eft A. Pariter igitur impar tantum. Q. E. D.

. PROP. XXXIV. THEOR. [XXXIV]

Si par numerus neque fit a binario duplatus, neque di-
midium imparem babeat ; pariter par eft et pariter
zmpar.

Numerus enim A neque fit a binario duplatus, neque
dimidium imparem habeat : dico A et pariter parem, et
pariter imparem effe.

At vero a, pariter parem eflfe manifeftum eft™; di- = Def. 8.
midium enim imparem non habet. fept.
Dico etiam pariter imparemefle. aA............
Nam fi o bifariam fecemus, et
dimidium ipfius bifariam, et hoc femper faciamus, tan-
dem incidemus in aliquem imparem, qui ipfum A per
numerum parem metietur. Si enim non incidemus in

aliquem



254

(XXXV.]

s 11, fept.
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aliquem im‘rorem, qui ipfum A per numerum parem nie-
tietur, incidemus in binarium; atque erit A a binario
duplatus, quod non ponitur. Quare A pariter impar eft.
Oﬂznfum autem eft et pariter efle parem. Eft igitur 4,
et pariter par, et pariter impar. Q. E. D. '

PROP. XXXV, THEOR.

Si fint quotcunque numeri deinceps proportionales, aufe-
rantur autem a fecundo et ultimo quales primo ; erit
ut fecundi exceus ad primum, ita ultims excgﬁ;s ad omnes
ipfum antecedentes,

Sint quotcunque numeri deinceps proportionales
A, BC, D, E F incipientes a minimo A ; et auferatur ab
ipfo B¢, et ab £ ¥, ®qualis ipfi o; videlicet cc, FH:
dFi,CO\.ltBGadA, itaefle e ad A, BC, D.

Ponatur enim ipfi quidem B ¢ =qualis F x; ipfi vero
D zqualis F L. Quoniam igitur Fx eft zqualis ipfi Bc,

BeeeeGosevaaseoC

Diceeseoassacacccns

EiteeseseesLloeeseesKeseeHoereraesF

quorum F H eft ®qualis Gc; erit reliquus Hk reliquo
G B ®qualis. Et quoniam eft ut E r ad p, ita D ad BC,
et Bcad A; ®qualis autem eft D ipfi FL, et BC ipfi
FK,et Aipfi FH. Eritut erad LF, ita LFad FK,
et FK ad P 1. Quare dividendout erad L F, ita LK
ad Fx,et x H ad rH; et ut unus antecedentium ad
unum confequentiwn, ita omnes antecedentes ad omnes
confequentes". Eftigiturut Kk 1 ad rH, ita EL, LK,
KH,adLF, KF, HF. Atque eft K H quidem ®qualis
BG; FH vero ipfi A; et LF, KF, HP 2quales ipfis
D,BC, A. Ergout BG ad 4, itaeft ex ad D, B, A.
Eft igitur ut {ecundi exceflus ad primum ita exceflus
ultinii ad omnes ipfum antecedentes. Q. E. D,

{XXXVL] PROP. XXXVI. THEOR.

Si ab unitale guotcungue numcri deinceps proportionales
exponantur in dupla analogid, quoad totus compofitus
primus fiat, et totus in ulltmum multiplicatus fuciat ali-
quem s fallus perfeélus erit.

. Ab unitate enim exponantur quotcunque numeri de-

inceps proportionales in dupla analogia, fc. a, B, ¢, D,

quoad totus compolitus primus fiat, et toti xqualis fit E,

et
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et £ ipfum p multiplicans faciat F6: dico G per-
fetum efle. i
Quot enim funt A, B, ¢, p multitudine, tot fumantur
ab ipfo B in dupli analogis, qui fint £, HK, L, M,
Ergo ex ®quo ut A ad p, 1ta erit E ad M. Ac propter- -
ea qui fit ex E, D, eft zqualis ei, qui ex A, Mm°. Efte 1. fep.

I. A, 2. B, 4. c 8. D, 16.
62.
E,3I. H N————K L, 124. M, 248,
31 31
496
F o G
3t 465
- Y - ) SR ——

autem qui ex E, D ipfe FG. Quare FG eft qui fit ex
A, M. Multiplicans igitur a ipfum M fecit Fa. Atqui eit
A binarius : duplus igitur ¢ft F 6 ipfius M. Sunt autem
et M, L, H K, E deinceps dupli inter fe.  Ergo E, H K,
L, M, F G deinceps proportionales funt in dupla analogia.
Auferatur a fecundo u K, et ab ultimo F G ipfi primo
=qualis uterque H N, F 0: eft igitur ut fecundi nu-
meri exceffus ad primum, ita exceffus ultimi ad omnes
ipfum antecedentes?. Quare ut N x ad E, ita 0 6 ad? ;5. hujus.
M, L, HK, E. Atque eft Nk ipfi E ®qualis?. Ergo" Per con-
et 0 ¢ eft zqualis 1pfis M, L, HK, E. Eft autem ¢ o ftret:
=qualis ipfi E9; atque E ipfis A, B, ¢, D, et unitati -
qualis. Totus igitur FG ®qualis eft et ipfis E, u K,
L, M, et ipfis A, B, C, D et unitati*; qui omnes ipfumr Ax. 2.
F G metuntur, Scilicet cum numerus b ipfum F G, primi.
ex D et B fa&tum, neceflario metiatur. In numeris au-
tem A, B, C, D, quorum continua eft ab ipfa unitate
analogia, maximum D precedentium quifque metitur®,+ 1:. hujus.
et quem maximus ille metitur, F 6. Numerum igitur
F G metitur quifque illorum, a, B, ¢, p. Rurfum in
numeris E, H K, L, M, F G, quorum perpetua inde_gb E
in ratione unitatis ad binarium analogia, metitur quiique
proxime fequentem, ac proinde fe fequentes omnes. Me- -
titur igitur et eorum unufquifque numerum rG. Omues
igitur A, B, ¢, D, E, HK, L, M illum Fo mectiuntur.
Dico nullum alium metiri r ¢ prater ipfos a, B, c, D, E,
HK, L, M, et unitatem. Si enim fieri poteft, metia-
tur aliquis numerus ipfum rg, qui fit p. Sitque ng

nulli
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® Per con-
firudt,
¢ 19. fept.

¢ 13, hujus.

* Def. 20.
fept.

¥ ex hyp.
2 31. fept.

* 23. fept.

S 21, fept.

€ Per con-
frud.

¢ 19. fept,

€ Def. 22,
fept.
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1. A, 2. B, 4. c, 8. D, 16.
62.
E,31. H N K L,I24. M, 248,
31 31
496
F o] G
31 465
- PR R P —

nulli ipforum A, B, ¢, D, E, HK, L, M idem. Et
quoties P ipfum FG metitur, tot unitates fint in Q.
Ergo e ipfum p multiplicans fecit Fc. Sed et E
multiplicans b ipfum r G fecit*: eft igitur ut E ad a,
ita pad p*. Et quoniam ab unitate deinceps propor- .
tionales funt a, B, c, D, et qui unitatem fequitur a
primus eft; non metietur ipfum o a.liﬂqis alius numerus
preter i}lv\{l”os A, B, ¢"; et ponitur pnulli ipforum 4, B, c
idem. Non igitur p ipfum D metietur, Ut autem p
ad p, ita E ad @. Ergo neque E metietur ipfum a*,
Atqui eft E primus’. Omnis autem primus numerus
ad omnem numerum, quem non metitur, primus eft =
Quare E, @ primi inter fe funt. Sed primi etiam et
minimi? ; minimi vero eos,qui eandem quam ipfirationem
habent, equaliter metiuntur, antecedens antecedentem
et confe(luens confequentem®; atque eft utead @, itap
ad p. Ergo E mqualiter metitur ipfum p, atque @ ip-
fum p. Sed nullus alius metitur numerum b prater
ipfos A, B, c. Quare a idem eft qui unus ipforum
A, B, c. Sit idem qui B; et quot funt B, c, D multi-
tudine, tot ab ipfo B fumantur B, H K, L. Suntque
E, H K, L in eddem ratione, in qui B, c, D . Ex &quo
jgitur ut B ad D, itaeft B ad L. Ergo qui fitex B, L
eft equalis ei, qui ex D, £¢. Sed qui fit ex D, E eft -
qualis ei, qui ex @, p. Qui igitur fit ex @, P ei, qui ex
B, L, qualis erit. Quare ut ¢ ad B, itaeft L ad P .
Eftque @ idem qui B. Ergo et L idem erit qui P; quod
fier1 non poteft; etenim p nulli ipforum expofitorum
idem ponitur. Non igitur.ipfum r 6 metitur aliquis
numerus prater ipfos-a, B, C, D, E, H K, L, M, €t uni-
tatem. Atque oftenfus eft r G =qualis ipfis A, B, c, D, B,
H K, L, M, et unitati, Perfeftus autem numerus eft,
qui fuis igﬁuls) partibus eft zqualisc. Ergo Fc perfetus

eft. .Q.
EUCLIDIS
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LIBER DECIMUS.

DEFINITIONES.

DeriniTIiO T.

ComrEensuraniLEs maguitudines dicuntur, quas
ecadem menfura metitur.

I1.
Incommenfurabiles autem, quarum nullam effe com-
munem menfuram contingit,

I

Re&te linez potentid connmenfurabiles funt, cum ea,

que ab ipfis fiunt, quadrata idem fpatium metitur,
V.

Incommenfurabiles autem, cum quadrata, quae ab ip-

fis fiunt, nullum commune fpatium metiri contingit,
V.

His pofitis oftenditur, cuicunque reéte linere propo-
fitze reftas lineas, multitudine infinitas, ¢t commenfura-
biles efle et incommenfurabiles; alias quidem longi-
tudine fimul et potentii cmnmcnfumb'&cs, alias vero
potentid folum. Vocetur autem propotita recta linea,
sationalis,

s ' VI
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’ VI. -
_Et buic commenfurabiles, five longitudine et potentii,
five potentia folum, rationales. -

VIIL.
Incommenfurabiles vero, irrationales vocentur.

: VIIIL.
Et quadratum, quod a reta linea propofita fit, dicatur
rationale.
IX.
Et fpatia huic commenfurabilia quidem, rationalia.

X.

Incommenfurabilia vero, dicantur irrationalia.

XI.

Et linex, quz incommenfurabilia poffunt, vocentur
irrationales : 2 quidem ea quadrata fint, ipforum latera;
fi vero alia quapiam re&ilinea, ipf2 a quibus zqualia
quadrata defcribuntur.

PROPOSITIO I. THEOREMA.

Duabus magnitudinibus inaqualibus expofitis, fi @ majori
auferatur majus quam dimidium, el ab co, quod reliquum
eft, rurfus auferatur majus quam dimidium, et boc femper

Jiat; relinquetur tandem quadam magnitudo, quee mi-
nor: magnutudine expofitd minor erit.

Sint duze magnitudines inzquales A B, ¢, quarum
major A B: dico fi ab ipfa a B aufe-
ratur ma{'us quam dimidium, et ab eo, D
quod reliquum cft, rurfus auferatur A
majus ?uam dimidium, atque hoe
femper fiat, relinqui tandem magni-

tudinem quandam, qu:e magnituaine K v
€ minor erit.
Etenim ¢ multiplicata fiet aliquando
- . 3 . N H
major magnitudine A 8. Multiplice-
tur, et fit D E ipfius quidem ¢ multi- 6

plex, major autem quam A B; divida-
turque D E in partes ipfi ¢ 2quales
DF, I'G, GE; et ab ipfi A B auferatur
majus quam dimidium BH, ab ipfd
vero A H rurfus majus quam dimidium B ¢ E
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zuoad divifione$, quz funt in A B, multitudine quales
ant divifionibus, que in p E. Sint igitur divifiones
AK, KH, HB divifionibus p F, ¥ G, ¢ £ multitudine
squales.

Et quoniam major eft b £ quam A B, et ablatum eft
ab ipfa quidem D k minus quam dimidium, {c. £ 6, ab
ipfi vero A B majus quam dimidium, fc. B 1 ; erit reli-
quum ¢ p reliquo H A majus. Rurfus, quoniam major

eft 6 D quam H A, et ablatum eft ab ipfa quidem ¢ p -

dimidium G F, ab ipf3 vero # A majus quam dimidium
HK; reliquum pF reliquo A K majus erit. Eftque
D P zqualis ipfi . Ergo ¢ %uam A x eft major. Mi-
nor igitur elt A k quam c. Ergo ex magnitudine A B
relita eft magnitudo A k, expofitd minor magnitudine
c minor. Q. E. D.

Similiter autem demonftrabitur, etiam fi dimidia ab-
lata fuerint.

Aliter, Exponantur duz magnitudines inzquales
A B, ¢, fitque c minor; et quoniam minor eft ¢, mul-
tiplicata erit aliquando magnitudine A B major. Fiat
ut F M, dividaturque in partes ipfi ¢ ®quales M 1, H G,
G F; et ab ipfd AR auferatur majus quam dimidium
BE, et ab E A majus quam dimidium E p; atque hoc
femper fiat, quoad diwifiones, qua funt in A B, numero
zquales fiant divifionibus, qua in FM. Fiant igitur ut
B E, ED, DA; et ipfi DA unaquzque iplarum KL, LN,
N o fit qualis, atque hoc fiat, quoad divifiones ipfius
X 0 numero zquales fint divifiombus ipfius F M.

Et quoniam Bk major eft quam dinidium ipfius A B,
erit B E major quam EA: F
multo igitur major et BE A
quam D A. Sed ipfi DA ®-
qualis eft oN. Ergo B E ma-

jor eft quam o ~N. Rurfus, b G
:luoniam E D major eft quam 0
imidium E A, erit ED major

" quam D A. Sed ipfi pa eft
zqualis N L. Quare E D quam H
N L eft major: tota igitur DB
major eft quam o L. Ipfi vero
pA zqualiseft LK. Quare tota
AB quam tota OK majorerit. B € M K
s2 Sed

259
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Sed M F mujor eft quam B A : multo igitur MF quam
o K eft major. Et quoniam o x, Ny, L K inter e @~
quales funt; funt autem et s, H G, 6 F inter fe x-
quales, atque cft multitudo earum, que funt in MF,
aqualis multitudini ipfarum, que in ok : erit ut K L
212.quintl.ad PG, ita 0 K ad ¥ s Major autem eft ¥y quam
br4.quinti. 0 K. Ergo et ¥ 6 quam L K cft major®, Atquieft FG
ipfi c :cquahs- €t KL zt’qudlxs iph A p. Ergoc quam
A D major erit, Q. E. D,

{ir] PROP. 11, THEOR.
Si duabus nmgmluduu/u: zmrt}ua/l[ us expofitisy detraltd
_/tmpcr minore de niajore, reliqua minine preecedenten
metiatur muthu/uus mecmme n/m abiles erunt.

Duabus enim magnitudinibus inaqualibus expofitis
A B, € D, quarum minor fit A 1, et detracta femper mi-
nore de miajore, reliqua minime metiatur praecedenten:z
dico magnitudines A 8, ¢ p incommenturabiles efle,

Si enim commenfurabiles fint, eas magnitudo qua-
dam metietur. Metistar, i tieri po-
telt; sitque E5 et A B gudem wme- c
tiens DF rclinquat feipla minorem
CFj CF vero meticns 1 G n_lmqnmt
iupfa minorem A G; ¢t hoc femper A
tiat, quoad rclmqu.ltur quardam mag-
nitudo, qua fit minor ipli k. ltd({llb
fiat, ct relinquatur A 6 ipfi E minor.
Quoniam igitur E mctitur AB, A B
vero metitur DF; et E ipfam DF me-
titur. ~ Scd et metitur totam ¢ D,
Frgo et reliquam c Fmetictur, At
CcF metitur B 6. Quare et E ipfam
B G metitur.  Metitur autem ¢t to- B E D
tam A B. Et rcliquam igitur 4 6 me-
tictur, major minorem, quod ficri non poteft. Non igi-
tur mdgmtudmcs A B, ¢ p aliqua magmtudo wetictur.
Frgoas, cp mwmtnduus incommienfurabiles erunt.

Si 1gxtur duabus magnitudinibus inequalibus expo-
fitis, detradla femper minore de majore, reliqua minime
{:zmcdentcm metiatur llll"l)ltU(llllLb Incommeniura-

iles erunt. Q. L. D.

PROP.
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PROP. 1II. PROBL.

261

Duabus magnitudinibus commenfurabilibus datis, maximam

earum communent menfurdm nvenire,

Sint date duz magnitudines commenfurabiles A B,
C D, quarum minor A B: oportet ipfarum A B, ¢ D maxi-

mam communem menfuram invenire.

Veligitur A B metitur ¢ b, vel non metitur.

quidem A B metitur ¢ p, metitur autem et
feipfam ; erit A B ipfarum A B, ¢ D communis
menfura. Et perfpicuum eft maximam effe;
magnitudo enim major magnitudine A B ipfam
A B non metietur,

Si vero A B non metitur c D ; detracti fem-
per minore de majore, relinquetur tandem
quazdam magnitudo, que precedentem me-
tictur ¢, propterea quod A B, ¢ D non fint in-
commenfurabiles; et AB quidem metiens cp
relinquat {eipfA minorem Ec; Ec vero me-
tiens A B relinquat feipla minorem AF; et AF
ipfam c e metiatur.

{I1L.]
Etfi
(o]
A
¢ 2. hujus,
B D

Quoniam igitur A F metitur CE, fed cE metitur FB;

et A F iplam r B metitur. Metitur au-

tem et feipfam; et totam igitur A B
metictur. Sed A B metitur D k. Ergo

A F iplam Dk metitur. Metitur autem

et CE; et totam igitur ¢ D metietur.,
Ergo A F ipfas A B, ¢ D metitur. Ac A
propterca a ¥ iplarum A B, D eft com-
munis menfura. Dico et maximam
effe. Nifi enim 1ta fit, crit aliqua mag-
nitudo , major ipfd A F, que iplus A B,
¢ b metietur. Itaque metiatur, ct fit
c. Et quoniam G metitur A B, A B,
vero metitur E D ; et G iplam E D me-
titur, Metitur autem et totam c D.
Ergo et reliquam ¢ E metictur,  Sed
CE metitur FB. Quare G ipfam FB
metitur. Metitur autem et totam A B B
et reliquam igitur A F metietur, major ’

(o]

D

G

minorem, quod fieri non poteft: non igitur magnitudo
qu;eda.m major 1pfd A F magmtudm::s A B, CD metictur.

53
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Frgo aFipfarum A B, €D maxima erit communis men-
*fura. ‘ '
Duabus igitur magnitudinibus commenfurabilibus
datis A B, ¢ D, maxima ipfarum communis menfura A p
inventa eft. Q. E. F.

Cor. Ex hoc manifeftum eft, fi magnitudo duas mag-
nitudines metiatur, et maximam ipfarum communem
menfuram metiri.

) PROP. 1V. PROBL.

Tribus magnitudinibus commenfurabilibus datis, maximam
ipfarum communem menfuram invenire.

Sint dat tres magnitudines commenfurabiles A, B, c:
oportet iplarum A, B, C maximam communcm gien-
furam invenire. ‘

Sumatur enim duarum A, B maxima comimunis
menfura?, que fit D; itaque D ip-
fam ¢ vel metitur, vel non me-
titur. Metiatur primum. Et quo-
mam D ipfam ¢ metitur, metitur
autem et A, B; et ipfas A, B, C
metietur, Quare p ipfarum a, B,c
communis eft menfura. Et ma-
nifeftum eft maximam efle; mag-
nitudo enim major magnitudine
p ipfas A, B, Cc non metietur. }
Nam fi fieri poteft, metiatur eas
magnitudo major ipfi b, que fit |
E. Quoniam igitur E magnitu-
dines A, B, Cc metitur, et iplas A B ¢ D B
A, B metietur, et ipfarum A, B
maximam communem menfuram p °, major minorem,
quod fieri non poteft. )

Sed non metiatur p ipfam c. Dico primum c, p
commenfurabiles efle. uoniam enim commenfura-
biles funt A, B, ¢, metitur eas aliqua magnitudo, que
feilicet et ipfas A, ¥ metitur; ergo et ipfarum a, B
maximam communem menfuram D. Metitur autem
et ipfam ¢, Quare dita magnitudo ipfas ¢, b metitur:
ideoque C, p commenfurabiles funtf. Sumatur ip-
farum maxima communis menfura?; et fit E. Quoniam
igitur E metitur D, D Vero metitur A, B; €t E ipfas 4, B

metetur,
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metietur. Metitur autem et c. Ergo E ipfarum 4, B, ¢
communis eft menfura. Dico
et maximam efle. Si enim
fieri poteft, fit aliqua mag-
nitudo F major ipla E, que
magnitudines A, B, ¢ metia-
tur. Et quoniam r metitur
A, B, C, etipfas A, B metie-
tur; et igitur ipfarum A, B -
(Iaximam communem men-
furam meticture. Sed b eft
maxima communis menfura
ipfarum a, B: ergo F meti-
tur b, Metitur autem et ¢ :
quare Fipfas c, p metitur; A B C D E F
et igitur F metitur ipfarum
€, D maximam communem menfuram. Sed ipfarum
¢, D maxima communis menfura eft E: ergo F iplam
E metietur, major minorem, qued fieri non poteft. Non
igitur magnitudo major ipfi £ magnitudines A, B, C
metietur. Ergo E iplarum a, B, ¢ maxima erit com-
munis menfura, fi D ipfam c non metiatur; fi vero me-
tiatur, erit ipfa D.

Tribus igitur magnitudinibus commenfurabilibus da-
tci)s,Em;};(hua ipfarum communis menfura inventa eft.

Cor. Ex hoc perfpicue conftat, fi magnitudo tres me-
tiatur magnitudines, et ipfarum maximam communem
mienfuram metiri.

. Similiter et in pluribus magnitudinibus maxima com-
munis menfura invenietur, et Corollarium procedet.

PROP. V. THEOR.

Commenfurabiles magnitudines inter fe rationem babent,
quam numerus ad numerum.

Sint commenfurabiles magnitudines A, B: dico mag-
nitudinem A ad B rationem habere, quam numerus ad
numerum.

Quoniam enim A, B commenfurabiles funt, metietur

. ipfas aliqua magnitudo, Metiatur, et fit c. Et quo-
54 ties
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ties ¢ ipfam A metitur, tot unitates fint in D; quoties
autem ¢ metitur B, tot unitates tint in E.

Quoniat igitur ¢ iplam A metitur per unitates, que
funt in b, metitur autem
¢t unitas numerum D per
unitates, quir inipfo funt;
uuitas wqualiter metictur
numerum n, ilrflll(,’ m:{g- .
nitudo ¢ iplamn a. Ergo
ut ¢ ad a, ita eft uniz
ad p, et invertendo ut A
ad ¢, ita p ad unitatem.
Rurtus, quoniam ¢ ipfam
Bincetitur perunitates, qua
funt in 1, metiturque uui-
tas tumerim E per uni- . e
tates, quee in iplo funt; A ¢ B D I R
unitas numerum E &qua-
hter metietur, atque ¢ ipfam 8. Eft igitur ut ¢ ad B,
it unitas ad B, Oftenfum autem eft et ut a ad ¢, ita
etle » ad unitatemn.  Quare ex @&quo ut A ad B, ita
nuuerus d ad E numerum.

Commenfurabiles igitur magnitudines A, 8 inter fe
rationem habent, quam b nuwmerus ad nwmerum k.
Q. E. D. :

PROP. VI. THEOR.

Si duce magnitudines inter fo rationem babeanty quam nu-
mcrus ad numerum, magnitudines crunt commenfurabiles.

Duze enim magnitudines 4, B inter fe rationem ha-
beant, quam b numerus ad numerum E: dico A, B
magnitudines commenturabiles effe,

Quot cuim unitates funt in , in tot partes equales
dividatur magnitudo A et uni ipfaram wequalis fit ¢
quot autem unitates funt in k, ex tot maguitudinibus,
wqualibus ipfi ¢, componatur magnitudo F.

Quoniam igitur quot funt in D unitates, tot magni-
tudines funt in A ipfi ¢ wquales; qua pars eft unitas
ipfius D, eadem pars erit et ¢ ip{fllus A; ut igitur ¢
ad A, ita cH unitas ad p. Erit igitur invertendo ut
A ad ¢, ita » numerus ad unitatem. Rurfus, quo-
piam quot unitates funt in £, tot funt et in F mag-

: nitudines
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nitudines ipfi ¢ @quales; ut c ad F, ita erit unitas
ad E numerum. Often-
fum autem eft et ut a
ad c, ita p effe ad
unitatem.  Ergo ex -
quout A ad F, ita D ad
E. Sedutp ad g, ita
Aad B; et igitur ut A
ad B, ita A ad r. Quod
cum A ad utramque
ipfarum B, F eandem
habeat rationem, erit B
ipfi F qualis®, Metitur _ * 5. quinti.
autem c ipfam r. Ergo
et iplfam B mctietur.
Sed et metitur A. Quare
c ipfas A, B metitur: .
commenfurabilis igitur A B ¢ P I

it Aipfi BL ! Def. 1.

Quare fi duze magnitudines inter fe rationem habeant, hujus.

quam numcrus ad numerum, magnitudines erunt com-
menfurabiles. Q. E. D.

Aliter. Duz enim magnitudincs A, B inter fe ra-
tionem habeant, quam numerus ¢ ad numerum p: dico
maguitudines commenfurabiles efle.

Quot enim unitates funt in ¢, in tot partes equalcs
dividatur a ; etuni ipfarum
@qualis fit & : eft igitur ut
unitas ad ¢ numerum, ita
E ad A. Eft autem et ut
¢ ad p, ita a ad B. Ergo
ex ®quo ut unitas ad D
numerum, ita E ad 8. Sed
unitas metitur p. Ergo
et E ipfam B metitur. Me-
titur autem et E ipfam a,
quoniam et unitas metitur
¢. Quare E utramque
ipfarum a, B metietur;
ideoque &, B commen-

Yeoseo
TR

furabiles funt ; atque eft o
Ecom isi - o :
; munisiplarummen- | & ¢ b 1
fura, C
Cre



266 EUCLIDIS ELEMENTORUM

Cor. Ex hoc manifeffum eft, i fint duo numeri ut

p, K, et recta linea ut A, in-
veniri poffe aliam rectam p, ad-
quam A rationem habeat, quam
nunerus b ad nwmerum E.
Si autem inter ipfas A, p media
proportionalis fumatur ut 8,

crit ut A ad F, ita quod fitex | .
aadid quod ex B ;Loc eft, ut :
primaad tertiam, ita figura,que o
fit a primg, ad eam, quc a fe- e
cundd, fimilem et fimiliterde- A B F D E
tCor. 2. 2o.{criptam *. Sed ut A ad F, ita
fexti. p numerus ad numerum E. Faétum igitur eft et ut o

numerus ad numerwn B, ita quod fit ex recta lined A ad

id quod ex re&ti lined B,
[VIL] PROP. VII. TIHEOR.

Incommenfurabiles magnitudines inter fc rationcm non baas

benty, quam numerus ad numcrum.

‘ Sint incommenfurabiles magnitudines a, B:

ad B rationcm non habere, quam numerus ad
numerum.

Si enim A ad B rationem habet, quam nu-
merus ad numerum ; commenfumbi(llis erit A

16, hujas. 1pfi B!, Atqui non eft commenfurabilis. Non

igitur A ad B rationem habet, quam numerus
ad numerum,

Quare incommenfurabiles magnitudines in-
ter fe rationem non habent, quam numerus ad
numerum. Q. E. D,

(Vi PROP. VIII. THEOR.

dico 4

St duce magnitudines inter fo rationem non babeant, quaw
numerus ad numerum, incommenfurabiles crunt,

Dua: cnim magnitudines A, B inter fe ra-
tionem non habeant, quamn numierus ad nume-
rum: dico magnitudines A, B incommenfura-
biles efle.

Si enim commenfurabilis eft A ipfi B, ratio-

= 5. hujus. nem habet, quam numerus ad numerum @, At-
qui non habet : incommenfurabiles jgitur funt
4, B magnitudines.

|

Ergo
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Ergo fi duz magnitudines inter fe rationem non ha-
beant, quam numerus ad numerum, incommenfurabiles
erunt. Q. E. D, '

i

*1LEMMA I.

a6y

Si quatuor quantitatym prima fit ad fecundam ut ter~

tia ad quartam ; erit et primna ad aliam, primea utique et
fecund:e proportione mediam, ut tertia ad aliam, tertie
et quarte proportione mediam: modo tam tertia et
quarta,. quam prima et fecunda, iftiufmodi fint in fuo
genere quantitates, qua proportione mediam capiant.
Sint A, B, ¢, D quatuor quantitates. Quarumn prima
A ad fecundam B rationem habeat
eandem, quam tertia ¢ ad quartam D.
Primz et fecunda, A et B, fit E pro-
portione media. Tertiz item et quartz,
c et D, fit  proportione media. Dico
efflc A ad E ut c ad r. Non enim,
Sed habeat A ad aliam quandam ¢
proportionem eam,quam c ad F. Quam
autem Fad D, eam habeat g ad 1. Tri- A B B
umigitur A, G, H continuaeritanalogia;
Froptcr continuam trium c, ¥, D ana- C,9. F,12. D,16.
ogiam. Jam vero cum fit A ad ¢ ut
cad F, et G ad H ut ¥ ad D; ex zquo
eirt A ad H utc ad o, Sedutcad b,
ita Aad 87 Erit igitur A ad H ut
cadem A ad B. Quantitatesigitur H, B
inter fe ®quales. Quare E que dua-
rum A, B proportione media efty ipfi
G =qualis erit, qua duarum a, H pro-
portione media. Quarc A ad E ean-
dem proportionem habet, quam A ad 6. Eft autem A

G H

® ex hyp.

adgutcad r° Quareet aadeutcadr. Q. E. D.;uf\’leg cone
145

PROP,
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PROP. IX. THEOR.

Quee o refis lincis longitudine commenfurabilibus fiunt

quadrata, inter f¢ rationem babent, quam quadratus nu-
merus ad quadyatum numerum: et quadrata inter ¢ ra-
tionem habentiay quam quadratus numerus ad quac]mlum
numerums €t latera babebunt longitudine commenfura-
bilia. Quadrata vero, quee a longtudine incommenfura-
bilibus reftis lineis fiunt, inter e rationem non babent,
quam quadratus numerus ad Zuadratum numerum: et
quadrata inter fe rationem non babentia, quam quadratus
numerus ad quadratum numerum, neque latera babebunt
longitudine commenfurabilia.

Sint refte linex A, B longitudine commenfurabiles :

dico quadratum quod fit ex A ad quadratum quod ex B
eam rationem habere, quam quadratus numerus ad qua-
dratum numerum,

Quoniam enim commenf{urabilis eft A ipfi B longi-

2 ¢ hujus. tudine, rationem habet, quam numerus ad numerum 4.

A B
Co v v o » D. .,
E F G

Habeat, quam c ad p; et ¢ feipfum quidem multi-
plicans faciat E, multiplicans vero D faciat P et D
feipfum multiplicans faciat 6. Itaque quoniam c fe-
ipfum quidem multiplicans fecit g, multiplicans vcro

* Per con- D fecit Fj erit ut ¢ ad p, hoceft, ut A ad B', ita E ad

ftruét.

* 17, fept.
t 1. fexti,

F*. Sed ut A ad B, ita quadratum quod fit ex A ad
re¢tangulum, quod fit fub 4, B®. Eft igitur ut quadra-

tum

o
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tum quod ex A, ad reGtangulum fub a, B, ita E ad F.
Rurfus, quoniam b feipfum multiplicans fecit G, mul-
tiplicans vero ¢ ipfum F fecit; ut ¢ ad b, hoc eft, ut a

B, ita erit ¥ ad ¢¥. Utautem A ad B, ita reétan-
gulum, quod fit fub A, B, ad quadratum, quod fit ex B:
ergo ut re¢tangulum fub 4, B ad quadratum, quod ex B,
ita Fad 6. Sed ut quadratum, quod fit ex 4, ad re-
¢tangulum fub 4, B, 1ta erat E ad F: ex zquo igitur
ut quadratum ex A ad quadratum ex B, ita £ ad 6. Eft
autem uterque ipforum E, @ quadratus, et E quidem eft
a numero ¢, G vero ab ipfo »n. Quadratum igitur, quod
titex a, ad quadratum, quod ex 8, rationem habet, quam
quadratus numerus ad quadratum numerum. Q. E. D,

Sed quadratum, quod fit ex A, ad quadratum, quod
ex B, rationem habeat, quam quadratus numcrus & ad
quadratum numerum G: dico A ipfi B lonizitudino come-
menfurabilem efle. Sit enim ipfius quidem E latus ¢,
iptius vero @ latus p; et c iplum b multiplicans fa-
ciat F: ergo E, ¥, G deinceps proportionales funt in
ratione ipfius c ad p¥. Et quoniam inter quadrata, que
fiunt ex A, B, medium proportionale eft re&zmgu?um

v g, fopt,

fub A, B *; inter numeros vero quadratos E, ¢ medius= g, fexi,
proportionalis eft F7: erit ut quadratum, quod fit ox A, ad » ;1. oftavi.
rectangulum fub A, B, ita B ad P%  Sed ut quadra-ziem. 1.
tun ex A, ad rectangulum fub A, B, ita A ad B: ergo8. hujus.

" A, B commenturabiles funt; rationem enim habent,
uam nuinerus E ad numerum F, hoc eft, quam c ad b,
. E. D,

Sed incommenfurabilis fit A ipfi B longitudine: dico
quadratum ex A ad quadratum ex B rationem non ha-
bere, quam quadratus nnmerus ad quadratum numerum.
Si enim quadratum ex A ad quadratum ex B rationem
habeat, quam quadratus numerus ad quadratum nume-

rum, commenfurabilis erit A ipfi B longitudine®. Nonsexdemond
eit autem. Non igitur quadratum ex A ad quadratum fratis.

ex B rationem habet, quam quadratus numerus ad
fradratnm numerum.

Rurfus quadratum ex a ad quadratum ex B rationem
non habcat, quam quadratus numerus ad quadratum

numerum: dico A ipfi B longitudine incommentura~

bilem efle. 51 enim commeniugabils fit A iph B Jongi-
tudine,
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tudine, habebit quadratum ex A ad quadratum ex »
rationem, quam quadratus numerus ad quadratum nu-
merum. Atqui non habet. Non igitur a ipfi 8 longi-
tudinc eft commenfurabilis.

Ergo que a refis lineis longitudine commenfurabili-
bus fiunt quadrata inter fe rationem habent, quam nu-
merus quadratus ad quadratum numerum, &c. Q. E. D.

Cor. Et manifeftum eft ex jam demontfiratis, lineas,
qua longitudine funt commenfurabiles, omnino et po-
tentia commenfurabiles effe ; que vero potentid com-
menfurabiles, non femper et longitudine; ét quz longi-
tudine incommenfurabiles funt, non femper et potentii
incommenfurabiles ; qua vero potentii incommenfura-
biles, omnino et longitudine incommenfurabiles efle.

Quoniam enim quadrata, qua fiunt a rectis lineis
longitudine commenfurabilibus, rationem habent, quam
quadratus numerus ad quadratum numerum ; qua vero
rationem habent, quam quadratus numerus ad quadra-
tum numerum, commenfurabilia funt: erunt re&e li-
nez longitudine cammenfurabiles, non folum longi-
tudine, fed et etiam potentii, commenfurabiles.

Rurfus, quoniam quacunque quadrata inter fe ra-
tionem habent, quam quadratus numerus ad quadratum
numerum, latera habent longitudine commenfurabilia,
ut oftenfum eft, eorum igitur latera tam longitudine
quam potentii commenfurabilia funt: quacunque au-
tem quadrata rationem non habent, quam quadratus
numerus ad quadratum numerum, fed fimpliciter quam
aliquis numerus non quadratus ad alium numerum,
commenfurabilia funt; hoc eft, recte linez, a quibus
ipfa defcribuntur, commenfurabiles funt potentii, non
autem et longitudine.” Ergo re&t line@ longitudine

uidem commenfurabiles, omnino et potentiia commen-
furabiles funt ; potentia vero commenfllbxorabiles, non fem-
per et longitudine, nifi earum quadrata rationem ha-
beant, quam quadratus numerus ad quadratum nu.
nierum, :

Dico et longitudine incommenfurabiles non femper
potentid incommenfurabiles efle. Quoniam potentid
commenfurabiles poffunt rationem non habere, quam
numerus ad numerum, ideoque cum potentii commen-
{urabiles fint, longitudine funt incommenfurabiles. Ergo

non
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non que longitudine incommenfurabiles funt, omnino
et potentid: {ed longitudine incommenfurabiles exift-
entes aliz etiam potentid aliz potentii commenfurabiles
erunt.
Potentid vero incommenfurabiles ommnino et longi-
tudine incommenfurabiles funt: fi enim longitudine
fint commenfurabiles, et potentid commenfurabiles
erunt, Atqui ponuntur incommenfurabiles, quod eft< Ex hate.
abfurdum : potentid igitur incommenfurabiles omnino nusofentis.
et longitudine incommenfurabiles erunt.

PROP. X. THEOR. x1.
Si quatuor magnitudines proportionales fucrint, prima vera
Jecundee fucrit commenfurabilis; et tertia quartz com-
menfurabilis crit. Et fi prima fecundee fuerit incom-
menfurabilis ; et tertia quartae incommenfurabilis erit.
Sint quatuor magnitudines proportionalcs, A, B, C, D;
ﬁtque ut A ad B, ita c ad D, et fit :
A ipfi B commenfurabilis: dico et
c ipfi p commenfurabilem effe.
&uoniam enim A commenfura-
bilis eft ipfi B, habebit A ad B ra-
tionem, quam numerus ad nume-
rum¢. Atque eftut A ad B, ita c ¢ 5. hujus,
ad b : ergo et c ad D rationem ha-
bet, quam numerus ad numerum:
commenfurabilis igitur eft cipfi pe. ¢ 6. hujus,
Sed A ipfi B fit incommenfura-
bilis: dico et c ipfi b incommen-
furabilem effe. Non enim. Com-
menfurabilis igitur. Habet igitur
c ad D rationem, quam numerus ad
numerum. Sed ut ¢ ad D, ita A
ad B. Quare et numerus ad nu- A B c D
merum. Sienim ¢ ad p rationem
habeat, quam numerus ad numerum; et A ad B eam,
quam numerus ad numerum, rationem habebit & : atque e;1, quind.
erit A ipfi B commenfurabilis?, quod eft abfurdum ;»é¢. nujus.
incommenfurabilis enim ponitur. Ergo c ad b rationem
non habet, quam numerus ad numerum. Ideoque c
ipfi D eft incommenfurabilis !, "1 8. hujus,
_ Siigitur quatuor magnitudines proportionales fue-
rint, et que fequuntur. Q. E. D,
: PROP,

*

-
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1 Cor, 6.
bujus,

= ¢ hujus.

* Cor. 2.
20. fexti.

® 30. hujus.

P Def. 5,
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PROP. XI. PROBL.

Propofitee relle lince invenire duas reflas lineas incom-
menfurabiles, alteram quidem longitudine tantum, al-
teram vero etiam potentia.

Sit propofita recta linca A : oportet ipfi A invenire
duas retas incommenfurabi-
Ies,alteram quidemtongitudine
tantum, alteram vero etiam po-
tentu,

Exponantur duo numeri
B, C, inter {e rationem non ha-
bentes, quam quadratus nu-
merusadquadratumnumerum;
et fiat ut 8 ad ¢, 1ta quadratum
ex A ad quadratum ex b, hoc
enim ante traditum eft!. Ergo
quadratum ex A commenfura- A E D
bile eft quadrato ex p. Et quo-
niam B ad c rationem non hahct quam quadratus nu-
merus ad quadratun numerum, neque quadratum ex A
ad quadratum ex p rationem habebit quam quadratus
numerus ad quadratumn numerum: incommenfurabilis
igitur eft A ipfi p longitudine®.  Sumatur inter ipfus
A, p media proportionalis £ : eft igitur ut a ad b, ita
quadratum ex A ad quadratumex E". Sed A ipfiD
longitudine eft incommenfurabilis: ergo et quadratum
ex A quadrato ex E incommenfurabile erit®: incom-
menfurabilis igitur eft A ipfi £ potentid. Ergo propofite
recte linez rationali, a qua dicebamus menfuras fumi,
nempe A, potentia quidem commenfurabilis inventa eft
p, hoc eft, rationalis poteutii tantum conumenfurabilis,
irrationalis vero f. frrationales enim univerfe appcl-
lantur, qua rationali et longitudine £t potentia inconi-
menfurabiles funt. Q. E. D. .

Qs envnnns

Eoesas

PROP,
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PROP. XII. THEOR. [XI1]

Quez cidem magnitudini funt commenfurabiles, et inter fe
. " commenfurabiles funt.

Utraque enim ipfarum a, B ipfi ¢ fit commenfurabilis:
dico et 4 ipfi B commenfurabilem effe.
Quoniam enim A commenfurabilis eft ipfi ¢, habebit
A ad crationem, quam numerus ad numerum?. Habeat, » 5. hujus.

Deeeeee Fuu

E..veo G...oon
H...
K..
L .ovea

A C B

quam numerus D ad numerum E. Rurfus, quoniam com-
menfurabilis eft B ipfi ¢, habebit c ad B rationem, quam
numerus ad numerum. Habeat, quam rad . Et ra-
tionibus datis quibufcunque, videlicet quam habet b ad
E, et quam habet F ad G, fumantur numeri deinceps

proportionales H, K, L in datis rationibus 9; fitque ut D e 2, oQari.

ad E,ita Had K; ut autem f ad G, ita K ad L.

Quoniam igitur eft ut a ad ¢, ita pad g; fed ut o
ad B, ita w ad k: eritetut A ad ¢, ita v ad k. Rur-
fus, quoniam eft ut c ad B, ita Fad G, fed ut ¥ ad o,
ita K ad L; erit et ut ¢ ad B, ita K ad L., Eft autem
etut A ad ¢, ita H ad k: ex zquo igitur ut s ad B, ita

HadL': ergo A ad B rationem habet quam numerus K 13, quinti.
ad L numerum: ac propterea A ipfi B eft commenfura-

bilis . * 6. hujus,
Que igitur eidem magnitudini funt commenfurabiles,

et inter fe commenfurabiles funt, Q. E. D.

T PROP.
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[XII1.] PROP. XIII. THEOR.

Si fint due magnitudines, et altera quidem alii cuidam fit
commenfurabilis, altera vero eidem incommenfurabilis ;
magnitudines inter fe incommenfurabiles erunt,

Sint enim duz magnitudines a, B, alia autem fit c;
et A quidem ipfi ¢ commenfu-

rabilis {it, B vero eidem incom- A

menfurabilis: dico et A ipfi B

incommenfurabilem efle. c
Si enim commenfurabilis eft

A ipfi B, quoniam et ipfi c com- B

- menfurabilis eft a; erit et c ipfi
¢ 12.bujus. B commenfurabilist.  Quod eft contra hypothefin.

(XIV.] PROP. XIV. THEOR.

Si duwe magnitudines commenfurabiles fint, altera autem

;’/}/’arum alicut magnitudini fit incommenfurabilis ; et re-

iqua cidem incommenfurabilis erit.

Sint duz magnitudines commenfurabiles A, B; al-
tera vero ipfarum 4 alicui magnitudini ¢ fit incommen-
furabilis : dico et reliquam B 1pfi ¢ incommenfurabilem
effe. :

Si enim commenfurabilis eft B ipfi ¢, quoniam et ipfi
B commenfurabilis eft A; et A

*12.hujus. ipfi ¢ commenfurabilis erit®.
Sed et incommenfurabilis, quod
fieri non poteft. Non igitur
commenfurabilis eft B ipfi c:
ergo eft incommenfurabilis,

Si igitur duze magnitudines commenfurabiles fint, al-
tera autem ipfarum alicui magnitudini fit incommen-
furabilis; et reliqua eidem incommenfurabilis erit.

Q. E. D.

C

B

LEMMA 1I.

Duabus datis refis lineis inzqualibus, invenire id,
{  quo major plus poteft quam minor.
Sint date duz reGa linez inz-
‘quales A B, c, quarum major fit AB:
oportet invenire id, quo A B plus
teft quam c,
Defcribatur fuper re&tam lineam
A B femicirculus ADB; et in eo ap- C
tetur
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tetur re&a linea A b, ipfi ¢ @qualis*; et D B jungatur.
Perfpicuum eft angulum A D B re&tum efle?, et ipfam
A3 plus pofle quam A D, hoc eft, quam ¢, quantum eft
recte linee b B quadratum =,

Similiter autem et datis duabus reétis lineis, que ip-
fas poteft hoc modo invenietur.

Sint duz date reéte linez A D, D B, et oporteat in-
venire re¢tam lineam, qua ipfas poflit. Exponantur
enim ita, ut retum angulum A DB contineant, et A B
Jjungatur: patet rurfus re€tam lineam A B ipfas A D,
D B pofle 2,

PROP. XV. THEOR.

Si quatuor refle lince proportionales fuerint, prima vero
tanto plus poffit quam fecunda, quantum cft quadratum
refie lince fibi commenfurabilis longitudine; et tertia
tanto plus poterit ﬁuam quarta, quantum ¢ft guadratum
reCle linee fibi longiiudine commenfurabilis. Quod fi
prima tanto plus pq[ﬁt quam fecunda, quantum c_:/ljua-
dratum rele linee fiby incommenfurabilis longitudine ;
et tertia quam quarta tanto plus polerit, quantum eft Zua-
dratum re€le lineee fibi longitudine incommenfurabilis.
Sint quatuor re&t linez a, B, c, D, fitque ut A ad

B,itac ad p; et A quidem plus poffit quam B qua-

drato, quod fit ex E; c vero plus poflit quam D qua-

drato ex F: dico fi A ipfi E longitudine fit commenfu-
rabilis, et c ipfi F longitudine commenfurabilem efle; fi
vero A ipfi E fit Jongitudine incommenfurabilis, et c ipl

F longitudine incommenfurabilem efle.

275

* 1. quarti.
7 31. tertii.

* 47. primi.

[XV.]

Quoniam enim eft ut A ad B, ita c ad p; erit ut qua-

dratum ex A ad quadra-
tum ex B, ita quadratum
ex ¢ ad id quod ex b fit
quadratum®. Sed quadrato
quidem, quod fit ex 4, -
qualia funt quadrata, qua
ex ipfis B, B*°; quadrato
autem ex c zqualia funt
quadrata ex B, D: igitur
ut quadrata, que fiunt ex
E, B, ad quadratum ex B,
ita quadrata, que fiunt ex :
F, D, ad quadratumex D; A B E cC D F
et dividendo ut quadra-

T2 tum

b 22, fexti.

.

¢ ex hyp.
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¢17.quinti.tum ex E ad quadratum ex B, ita quadratum ex ¥,

€ 22, fexti.

ad quadratum ex p¢, Quare utE ad B, ita eft r ad 0,

f 4. quinti. et invertendo ut B ad B, ita p ad rf. Eft autem et

ut A ad B, ita c ad p: ex ®quo igitur ut A ad g, ita

$2z.quinti.eft ¢ ad F& Ergo fi A longitudine eft commenfurabilis

ipfi E, et c ipfi F longitudine erit commenfurabilis ; fi

* ro.hujus. vero incommenfurabilis eft A ipfi g, et ¢ ipfi F incom-

[XVL]

i Def. 1.
hujus.

menfurabilis erith,
Si igitur quatuor reét linez proportionales fint, &c.
Q. E. D,

PROP. XVI. THEOR.

S: due magnitudines commenfurabiles componantur; et
tota magnitudo utrique ipjarum commenfurabilis ertt.
Quod fi tota magnitudo um ipfarum fit commenfurabilis;
et quer a principio magnitudines commenfurabiles erunt,
Componantur enim duz magnitudines commenfura-

biles A B, B c: dico et totam magnitudinem A c utri-

que ipfarum A B, B ¢ commenf{urabilem efle.

Quoniam enim commenfurabiles funt A B, B c, me-
tietur eas aliqua magnitudo .

Metiatur, fitque p. Etquo- A B €

niam p metitur ipfas A B, BC,

et totam A ¢ metietur. Me-
titur autem et AB, BC: €rgo —_—

p magnitudines A B, BC et D

ipfam A ¢ metitur. Commen- /

jurabilis igitur eft A c utrique ipfarum A B, B C.

Sed A c uni ipfarum A B, B ¢ fit commenfurabilis,
videlicet ipfi o B: dico et A B, Bc commenfurabiles
efle.

Quoniam enim commenfurabiles funt A c, A B, me-
_tietur eas aliqua magnitudo. Metiatur, et fit b. Ita-
que quoniam D metitur ipfas A ¢, A B, et reliquam B C
metietur. Metitur autem et AB: ergo D ipfas a B,
B c metietur. Ac propterea A B, B ¢ commenfurabiles
funt.

Siigitur duz magnitudines commenfurabiles com-

onantur; et tota magnitudo utrique ipfarum commen-
urabilis erit. Quod fi &c. Q. E. D.

PROP



LIBER DECIMUS.

277

PROP. XVII. THEOR. XL

Si due magnitudines incommenfurabiles componantur; et
tota magnitudo utrique ipfarum incommenfurabilis erit.
Quod fi tota magnitudo uni ipfarum fit incommenfura-
bilis; et quee a principio magnitudines incommenfura-
biles erunt.

Componantur enim dusz magnitudines incommenfu-
rabiles A B, B c: dico et totam magnitudinem 4 ¢ utri-
que ipfarum A B, B ¢ incommenfurabilem efle.

Si enim non funt incommenfurabiles c 4, A 8, metie-
tur eas aliqua magnitudo. Metiatur, fitque b, fi fieri
poteft. Quoniam igitur D metitur ipfas c A, A B, et
reliquam Bc metietur.

Metitur autem et Ba: A B c
ergo D ipfas A B, B C me- -
titur ; ac propterea com-

menfurabiles funt A =, —
Bck,  Ponuntur autem D k Def. 1.
et incommenfurabiles, huyjus.

quod fieri non poteft. Non igitur ipfas cA, A B me-
tietur aliqua magnitudo: quare ca, A B incommenfu-
rabiles funt. Similiter et Ac, ¢ B incommenfurabiles
efle demonftrabimus. * Ergo a ¢ utrique ipfarum 4 B,
B C eft incommenfurabilis.

Sed A c uni ipfarum A B, B ¢ incommenfurabilis fit ;
et primum ipfi AB: dico et A B, B c incommenfura-
biles effe. Si enim funt commenfurabiles, eas aliqua
magnitudo metietur*. Metiatur, et fit . Quoniam
igitur D metitur ipfas A B, B C, et totam A ¢ metietur,
Metitur autem et A B: ergo D iplas c A, A B metiturs
ideoque c A, A B commenfurabiles funt. Ponuntur au-
tem et incommenfurabiles, quod fieri non poteft. Non
igitur ipfas A B, B ¢ metietur aliqua magnitudo : quare
A B, B ¢ incommenfurabiles erunt. Similiter demon-
ftrabimus, fi A ¢ incommenfurabilis fit ipfi ¢ B, etiam
A B, B c incommenfurabiles efle.

Si igitur duz magnitudines incommenfurabiles com-
ponantur, &c. Q. E. D.

LEMMA III
Si ad aliquam reftam lineam applicetur ?)arallclo-

grammum, deficiens figurd quadrati; clogram#
T3 nlum

By 3
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mum applicatum equale eft ei ré&angxlo, quod fub
partibus re&te linez, ex applicatione faltis, continetur.

Ad aliquam enim reftam a B, applicetur A p paral-
lelogrammum, deficiens figurd
quadrati pB: dico parallelogram-
mum A D reftangulofub ac, cB
equale efle.

Atque hoc per fe patet : quo-
niam enim quadratum eft b B, erit
D cipfi ¢ B ®qualis; atque A D eft parallelogrammum,
quod fub A ¢, c B continetur.

Si igitur ad aliquam re&tam lineam applicetur paral-
lelogrammum, &c. Q. E. D.

PROP. XVIII. THEOR.

Si fint du® re@ie linee inequales, quarte autem parts
quadrati, quod fit a minori, @quale parallelogrammum ad
maforem applicetur, deficiens figurd quadratd, et in partes
longitudine commenfurabiles ipfam dividat ; major tanto
plus poterit quam minor, quantum_eft quadratum retle
linee fibi longitudine commenfurabilis. Quod fi major
tanto plus poffit quam minor, quantum e¢ft quadratum re-
& lince fibi longitudine commenfurabilis, quarte autem
parti quadrati, quod fit a minori, @quale parallelogram-
mum ad majorem applicetur, deficiens figurd quadrata ;
in partes longitudine commenfurabiles ipfam dyvidet.

Sint duz reét= linez inzquales A, B ¢, quarum ma-
jor BC; Ruarta: autem parti (Kmdrati quod fit a minori
A, (hoceft, €i, quod fit a dimidia ipfius A) =quale paral-
Jelogrammum ad B ¢ applicetur, deficiens %uré qua-
dratd; et fit quod continetur fub B D, D C; fitque B D
ipfi D c commenfurabilis longitudine: dico B c plus

fle quam A quadrato re& fibi longitudine commen-

urabicl{ls

Secetur enim B ¢ bifariam in punéto E, et ipfi DE
#qualis ponatur E ¥ : reliqua
igitur D¢ eft ®qualis BF. Et B F E D ¢
quoniam reéta linea B c feca-
tur in partes quidem zquales
ad E punétum, in partes vero
inzquales ad pun&tum pj; erit A
reétangulum {fub o, D c una

! 5.fecundi. qum quadrato ex E p, 2quale quadrato ex E c'; quare

et

-

[V S
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et eorum quadrupla inter fe 2qualia erunt. Quod igitur
quater fub B D, D ¢ continetur uni cum quadrato, quod
quater fit ex E D, zquale eft quadrato, quod quater fit
ex EC. Sed ei quidem, quod quater fub BD, DC con-
tinetur, equale eft quadratum ex A ; ei vero, quod

279

quater fit ex D B, squale eft quadratum ex DF™; et-™ exhyp.

enim DF ipfius DE eft dupla; et ei, quod quater fit ex
Ec, ®quale eft quadratum ex Bc; rurfus enim B ¢ du-
pla eft ipfius ec. Ergo quadrata, que fiunt ex A, D F,
@qualia funt ei quod fit ex Bc quadrato: ac propterea
quadratum, quod fit ex B ¢, majus eft quam quadra-
tum, quod ex A, quadrato ex DF. Reta igitur linea Bc
tanto plus poteft quam A, quantum eft ipfius D F qua-
dratum. Oftendendum eft et B ¢ ipfi D F commenfura-
bilem effe. Quoniam B commenfurabilis eft ipfi bc
longitudine®, erit et B c ipfi D¢ longitudine commen-

furabilis®. Sed b c ipfis ¢ b, BF fimul fumptis efts 16, hujus.

commenfurabilis longitudine; qualis enim eft ¢ p ipfi

BF° Quareet Bcipfis BP, cD fimul fumptis longi-» ¢. hujus.

tudine eft commenfurabilis; et relique igitur ¥ p lon-
gitudine commenfurabilis erit?. Ergo Bc plus poteft

uam 4 quadrato recte linew fibi longitudine commen-
urabilis.

Sed B c plus poffit quam A quadrato re&te linez fibi
longitudine commenfurabilis, quartze autem parti qua-
drati, quod fit ex A, zquale parallelogrammum ad B ¢
applicetur, deficiens figura quadrati ; et fit quod conti-
netur fub B D, DC. ﬁem(llendum et BD ipfi pc lon-
. gitudine commenfurabilem cfle.

Iifdem enim conftruétis, fimiliter demonftrabimus
B C plus poffe quam A quadrato reéte linee r D, Sed
B c plus poteft quam a quadrato re¢t linez fibi longi-
tudine commen?urd)ilis ": ergo BC commenfurabilis eft
ipfi F D longitudine ; et rchique igitur, duabus fcilicet
BF, DC fimul fumptis, longitudine eft commenfura-
bilis °. Sed ex duabus B F, D ¢ compofita ipfi D c com-
menfurabilis eft longitudine, etenim B F eft zqualis
D C; ergo et B cC ipfi D c longitudine eft commenfura-
bilis. Conftat igitur B p ipfi » ¢ longitudine commen-
furabilem effe°. i

Siigitur duz re@z linew inzquales fint, quartz autem
parti quadrati, quod fit a minori, quale parallelogram~
mum ad majorem applicetur, &c, Q. E. D.

T PROP,
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(XIX] + PROP. XIX. THEOR.

Si fint due refle lincw inequales, quarte autem parti
quadrali, quod fit a minori, equalg parallelogrammum
ad majorem applicetur, deficiens figurd quadrata, et in
partes incommenfurabiles longitudine ipfam dividat ;
major tanio plus polerit qguam minor, quantum cft Zua-
dratum reéle linew fibi longitudine incommenfurabilis,
Quod fi major tanto plus poffit quam minor, quantum ef?

uadratum reflee linee fibr longitudine incommenfura-
Zilis, quarte autem partiquadrati, quod fit @ minori, -
quale parallelogrammum ad majorem applicctur, deficiens
Sigurd quadrata ; in partes longitudine incommenfura-

biles ipfam dividet.

Sint duz re&= linez inequales A, B ¢, quarum ma-
jor B ¢; quarte autem parti quadrati, quod fit a minori
A, ®quale parallelogrammum ad ipfam B c applicetur,
deficiens figura quadrata; et fit quod continetur fub B D,
D c; fitque B D ipfi b c longitudine incommenfurabilis:
dico B ¢ plus pofle quam A, quadrato rete linee fibi
longitudine incommenfurabilis.
Iifdem enim quz fupra conftrudtis, fimiliter oftende-
demus ipfam B ¢ plus pofle
quam A, quadrato rette line 3 F E D O©
pF. Oftendendum igitur eft ——— .
Bc ipfi pF longitudine in-
commenfurabilem effe. Quo- ‘
niam incommenfurabilis eft A
B ipfi Dc, erit et BC ipfi
9 17. hujus. D ¢ longitudine incommenfurabilis ¢, Sed pc commen,
furabilis eft duabus B F, pc fimul fumptis: ergo et Bc
, duabus B F, D ¢ fimul {fumptis long#tudine eft incom-
14. hujus. menfurabilis’.  Ac propterea B ¢ reliquz FD incom-
menfurabilis eft longitudine; et B c plus poteft quam 4,
uadrato ex F p 9. Igitur B¢ plus poteft quam a, qua-
rato recte linez fibi longitudine incommenfurabilis.
Sed B c rurfus plus potlit quam A, quadrato rette
linez fibi incammenf{urabilis longitudine; quartz autem
parti quadrati, quod fit ex A, @quale parallelogrammum
ad 8 c applicetur, defigiens figurd quadrata; et fit quod
fub B p, D c continetur. Oftendendum eft B 0 iph De
jongitudine incqmmen{urabilem efle.

ijdc m

.. ——
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Tifdem enim conftru&is, fimiliter demonftrabimus B ¢
plus poffe quam a, quadrato

re@z linex pr. Sed Bc ° F E D c

plus poteft quam A, quadrato .
reéte linee fibi longitudine

incommenfurabilis * : incom- N * ex hyp.

menfurabilis igitur et B c ipfi -
D F longitudine : quare et relique, videlicct duabus B P,
D ¢ fimul fumptis, eft incommenfurabilis t. Sed ex* 17.hujus.
duabus B F, D c compofita commenfurabilis eft longi-
tudine ipfi p c*. KErgo et Bc ipfi D c eft incom-*6.hujus.
menfurabilis longitudine * ; ac propterea dividendo B D * 14. hujus,
ipfi b c longitudine incommenfurabilis erit®.

Siigitur duz recte linee inequales fint, &c. Q. E. D.

PROP. XX. THEOR. [XX.]

Quod fub rationalibus longitudine commcrgfumbi/ibus reflls
lincis continetur reflangulum, rationale eff.

Exponatur refta quedam 4 B, et longitudine huic
commenfurabilis alia B c. Dico reétangulum a c, fub
duabus a B, B c comprehenfum, rationale efle.

Deferibatur ex A B quadratum A D: ergo A D eft ra-
tionaler. Et quoniam A B com- D P ¢ 7 Det. 8, |
menfurabilis eft ipfi Bc longi- | i hujus. :
tudine, atque cft A B wmqualis
BD; erit 8D ipfi Bc longitu-
dine commenfurabilis. Eft autem A
et ut Bp ad Bc, ita DA ad A cZ; et commenfura-: 5, fexi;.
bilis et BD ipfi Bc: ergo et DA ipfi Ac commen-
furabile erit»>. Eftque rationale D A : quare et A C eft* 10. hujus.

rationale *. ® Def. 5.
Quod igitur fub rationalibus, &c. Q. E. D, hujus.
PROP. XXI. THEOR. [XXL.]

Si rationale ad rationalem applicctur, latitudinem efficit
raticnalem, et ciy ad quam applicatum ¢ft, lorngitudine
commenfurabilem. ‘

Rationale enim 4 c ad rationalem, nempe A B, applice-
tur, latitudinem faciens Bc: dico ¢ B D
B c rationalem efle, et ipfi A B
longitudine commenfurabilem.

Defcribatur enim ex A 8 qua-
dratum A D: ergo A D rationale A

eft, Sed et ratipnale eft A c: ergq A p ipfi A c eft com.
menfurabile,
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*Def.9. menfurabiles. Atque eft ut pa ad Ac, ita DB ad
hujus. ad B c®. Commenfurabilis igitur eft D B ipfi B ¢ longi-

*ufexti ) dine.  Ef autem B D squalis B A : quare AB ipfi BC
longitudine commenfurabﬁis eft. Sed A B eft rationalis.
Rationalis igitur eft et B c, et ipfi B A longitudine com-
menfurabilis.

Si igitur rationale ad rationalem applicetur, &c.
Q. E. D,
[XXI1.] PROP. XXII. THEOR.

Quod fub rationalibus potentid [olum commenfurabilibus re-
élis lineis continctur reftangulum, irrationale ¢fl 5 et reéla
linea, spfum potens, ¢/ irrationalis, vocetur autem media.

Vide fig. Sub rationalibus enim potentia folum commenfura-
Prop. 20 bijibus reétis lineis A B, B C contineatur rectangulum

A c: dico A c imationale effe; et rectam lineam, qua

ipfum poteft, irrationalem efle; vocetur autem media.
Deferibatur enim ex A B quadratum A D: ergo A D

€ Def. 8. rationale eft . Et quoniam A B incommenfurabilis eft
hujus-ipfi B ¢ longitudine, potentid enim folum ponuntur
commenfurabiles, atque eft A B aqualis Bp: incom-
menfurabilis igitur eft pB ipfi Bc longitudine. Eft
41 fexti. autem ut DB ad Bc,ita ADp ad Ac®: ergoacipfi aD
eft incommenfurabile. Sed A p rationale eft: irratio-
¢ Def. 10, nale igitur eft Ace°: quare et reéta linea, qua ipfum
hujus. 4 ¢ poteft, videlicet, qua poteft quadratum ipfi zquale,
f Def. 11, eft irrationalis’. Vocetur autem media; propterea quod
hujus.  jpfius quadratum eft quale rectangulo, quod fub A B,
B C continetur, et inter ipfas A B, B c media fit pro-

portionalis. Q. E. D.

[(XXIIL] PROP. XXIII. THEOR.

Quod fit a medid ad rationalem applicatum latitudinem
efficit rationalem; fed eiy ad quam applicatum ¢jl, longitu-
dine incommenfurabilem.

Duarum quarundam rationalium, potentia folum com-
menfurabilium, fit media 4 ; et ad aliquam rationalem,
CB, ei quod fit ex A quale {patium applicetur B D, lati-
tudinem faciens cp: dico ¢ D rationalem efle, fed ipfi
B c longitudine incommenfurabilem.

Quoniam enim mediaeft A, poteft {patium contentum
_ &322, hujus.fub rationalibus potentid folum commenfurabilibus 8.
Poflit ¢ ¥, fub rationalibus potentié folum commenfu-

rabilibus £ 6, E # comprehenfum, Sed poteft et B D.
Aquale



LIBER DECIMUS. 283

Zquale igitur eft Bp ipfi 6 r. Atque eft illi equi-
angulum; equalium au-
tem et =quiangulorum
parallelogrammorum la-
tera, qua circum aquales
angulos, funt reciproce
roportionaliab: ergo ut : ) i
?eég.o BcadEG rc%tam, : e fexti
ita et ¥ ad cp. Eft
igitur et ut quadratum .
ex Bc ad quadratum ex

_E G, ita quadratum ¢x EF C B
ad id quod fit ex ¢p qua- B W—
dratum!. Sed quadratum ! 22, fexti,

ex B¢ commenfurabile eft quadrato ex EG ¥, utraque enim* Def. 6.

ipfarum eft rationalis: commenfurabile igitur eg et qua- hwus.
ratum ex E F quadrato ex ¢ p'. Eft autem quadratum ro. hujus,

€x EF rationale ; nimirum cum E G, EF rationales fint

potentif commenfurabiles. Ergo et rationale eft qua-

dratum ex ¢ . Ac propterea reta linea ¢ p eft ratio-

nalis . Preeterea quoniam F E incommenf{urabilis eft ipfi

E 6 longitudine, potentid enim folum commenfurabiles

funt™, ut autem P e ad EG, ita quadratum ex EF ad re- mzz, hujus.

&angulum fub rE, BEG: erit quadratum ex E F in-

commenfurabile re@angulo fub rFe, Ec!. Sed qua-

drato quidem ex EF commenfurabile eft quadratum

ex ¢ D, id enim oftenfum : ergo quadratum ex ¢ b in~

commenfurabile eft re€tangulo fub EF, EG. Sed eidem

rettangulo fub E F, E @ eft commenfurabile reftangu-

Jum fub D¢, c B, utrumque enim eft equale quadrato

ex A: ergo quadratum ex ¢ p ihcommenfurabile eft re-

&angulo fub pc, cB" Sed ut quadratum ex ¢ p ad » 13. hujus.

re@Gangulum fub D c, ¢ B, itaeft pc ad cB. Ergo pc

ipfi ¢ 8 incommenfurabilis cft longitudine; et ob 1d pc

eft rationalis, fed ipfi ¢ B longitudine incommenfura-

bilis*. Q. E. D.

PROP. XXIV. THEOR. XXIV.])
Medie commenfurabilis, five longitudine frve potentid tan-
tum, media ¢ff.

Sit media A, et ipfi A commenfurabilis fit B: dico et

B mediam efle.
Exponatur enim rationalis ¢ p, et quadrato quidem
ex A ®quale ad ¢ D applicetur fpatium rectangulum
CE,
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¢ E, latitudinem efficiens E p. Rationalis igitur eft Ep,

A
5  _ -
E D ¥

C

¢ 23. hojus.fed ipfi ¢ D longitudine incommenfurabilis®. Quadrato
' autem ex B wequale ad D ¢ applicetur {gz.tium rectan- -
gulum c r, latitudinem efficiens p F. Quoniam igitur

reéta A potentii faltem commenfurabilis eft iﬁnﬁ B, erit

tDef. 3. quadratum ex A quadrato ex B commenfurabilet, Sed
hujus. guadmto quidem ex A equale eft re¢tangulum £ c®; qua-

Per con- ? R

frud. rato autem ex B 2quale c F. Commenfurabile igitur eft
reétangulum Ec reétangulo cr. Atqueeftut ecad crF,.

* 5. fexti. ita D ad DF*: ergo E D ipfi D F longitudine eft com-
menfurabilis, Eft autem E b rationalis, et longitudine
incommenfurabilis ipfi bc*: ergo et D F rationalis eft,

* v 13.hujus. €t ipfi D ¢ longitudine incommenfurabilis : rationales
igitur funt ¢ p, DF, potentii folum commenfurabiles.

Quod autem fub rationalibus potentid folum commen-
furabilibus reétis lineis continetur re&tangulum, irratio-

nale eft; et reta linea ipfum potens eft irrationalis, vo-

® 22, hujus, caturque media®: ergo refta linea que poteft reétan-

ulum fub ¢ p, b F eft media. Sed B poteft reftangu-

um fub ¢ b, D F: quare B media erit.

* DerinNiTio XII.
Spatium medium dicitur, quod quadrato ex media eft
sequale.

Cor. Ex hoc manifeftum eft fpatium medio fpatio
commenfurabile medium effe. Poflunt enim ipfa reGte
linee que funt potentid commenfurabiles, quarum al-
tera media eft: ergo et reliqua media erit.

XXV PROP. XXV. THEOR.
Quod fub mediis longitudine commenfurabilibus reis lineis
continetur, reflangulum medium eff.
Sub mediis enim longitudine commenfurabilibus re-
&is lineis A B, B c contineatur reftangulum A c: dico
A ¢ medium efle,
Defcribatur
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Defcribatur enim ex A B quadratum A D: ergo A D
medium eft. Et quoniam com- .
- . B (
menfurabilis eft A B ipfi B ¢ lon-
gitudine, 2qualis autem A B ipfi
BD; erit DB iYﬁ B ¢ longitudine X
commenfurabilis: quare DA com-
menfurabile eft ipfi Ac. Sed Ap eft medium: ergo

et A ¢ medium erit2. Q. E. D. * Cor. 24.
hujus.
PROP. XXVI. THEOR. (XXV1]

Quod fub mediis potentid folum commenfurabilibus reclis
linas continetur rectangulum, vel rationale ¢ft vel me-
dium.

Sub mediis enim potenti4 folum commenfurabilibus

- reétis lineis A B, B c contineatur re&tangulum ac: dico

A ¢ vel rationale effe, vel medium.

Defcribantur enim ex A B, Bc, quadrata A D, BE:
utrumque igitur iplorum A p, BE

medium eft. Exponatur rationalis 0_%
P a; et ipfi quidem A D zquale ad
F G applicetur parallelogrammum re- ] B c

&angulum o 1, latitudinem faciens
FH; ipfi vero Ac =quale ad B M
applicetur retangulum ™ &, latitu-
dinem faciens 1 kK ®; et infuper ipfi b 45. primi.
B E ®quale fimiliter ad k N appli- A
cetur N L, latitudinem faciens x L.
In re@a igitur lined funt ¥ u, nx,
KL Quoniam igitur medium eft € 14. primi,
utrumque ipforum A b, B E, atque
eft Ap quidem equale ipfi 6H, BR
vero ipfi N L; erit et utrumgque ip-
forum ¢ H, N L medium, et ad ratio-
nalem F oG applicata funt. Ergoet L i
utraque ipfarum F H, K L eft ratio-
nalis, et ipfi ¥ 6 longitudine incommenfurabilis?. Fte 3, nyjus,
quoniam commenfurabile eft A D ipfi B E®; erit et G He ey hyp.
ipfi NL commenfurabile. Sed eft ut e u ad N1, ita
FH ad xL'. Ergo Fa ipfi Kt eft commenfurabilise, g
longitudine ¢; ac propterea ¥ H, K L rationales funte o, hujus,
longitudihe commenfurabiles. Rationale igitur eft re-
&angulum; quod fub 1, K L continetur®. Et quoniam s ;o pyiy,
B D quidem 1pfi B A eft =qualis, 0 B vero ipfi B ¢; erit

ut

=3
ey
ral
-
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€ 1. fexti.

B py. fexti.
i 20. hujus.

¥ 22, hujus.
& Def, 1:.

[XXVIL]

' 45. primi.

= 23. hujus.
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utpeadBc,itaarad Bo. Sed ut ps ad Bc,ita
D A quadratum ad refangulum A cs. Ut autem A B
ad B 0, ita A ¢ reQangulum ad quadratum co: eft igi-
turut paad Ac,ita Acad co. Aquale autem eft
ADipfi GH,et Acipfi MK, et coipfi N L. Quare ut
6Had MK,itaMK ad NL; etigitur ut FH ad HK,
ita H k ad K L: ideoque quod f{ub P H, K L continetur
eft 2quale quadrato, quod fit ex m x *. Eft autem quod
continetur fub FH, KL rationale!: ergo et.rationale eft
quadratum ex H K; ac propterea refta linea H K ra-
tionalis. Et fi quidem H K commenfurabilis eft ipfi
H M, hoc eft, ipfi F g, longitudine, erit reGangulum
N H rationale®.  Si vero H Kk eft incommenfurabi%i: i'Pﬁ
F ¢ longitudine, k H, H M rationales erunt potentia {o-
lum commenfurabiles, et ob id rectangulum H N me-
dium erit®: ergo H N vel rationale eft vel medium. Sed
HN eft, aequa%e ipfi Ac: quare A c vel rationale, vel
medium eft.

Quod igitur fub mediis potenti4 folum commenfura-
bilibus rectis lineis continetur re€tangulum, vel rationale
eft, vel medium. Q. E. D.

PROP. XXVII. THEOR,
Medium non fuperat medium rationali.

Si enim fieri potefl, medium A B fuperet medium Ac
rationali D B ; et exponatur ratio-
nalis E F, atque ip(?oquidem AB
zquale ad E F applicetur paral-
lelogrammum rectangulum £ H,
latitudinem faciens E H; ipfi vero
A c ®quale auferatur Fa': reli- g
quum igitur B D reliquo K H eft £ G H
zquale. Quoniam igitur medi-
um eft utrumque iplorum a B,
AC, eftque A B =quale FH, ct
Ac zquale FG; erit et utrumque
ipforum F H, F G medium. Et |
ad rationalem £ r applicata funt: ]
rationalis igitur eft utraque ea-
rum E H, E G, fed ipfi EF longitudine incommenfura-
bilis®. Et quoniam rationale eft b B, et ipfi K H -
quale; et K H rationale erit. Eft autem ad rationalem
B F applicatum: rationalis igitur et G H, et ipfi & F

commen-

sl
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commenfurabilis longitudine®. Sed et Ec eft ratio- ma1.hujus,

nalis, et ipfi E ¥ longitudine incommenfurabilis: ergo

-E G incommenfurabilis eft ipfi ¢ & longitudine®. At-s 13, hujus.

que eft ut £ 6 ad G H, ita quadratum ex E G ad rectan-

gulum, quod fub B G, G H continetur®: incommenfura- ° 1. fexti.
ile igitur eft quadratum ex E@ reftangulo fub kg,

G HP. Sed quadratum quidem ex EG commenfura-ro. hujus.

bile eft quadratis ex £ 6, ¢ H fimul fumptis ; nimirum

cum quadrata illa ex E 6, ¢ H utraque funt rationalia,

Re&angulo autem fub E 6, ¢ H commenfurabile eft

1uod bis fub E 6, 6 H continetur re&angulum, u;pote

illius duplum. Quadratis igitur ex EG6, 6 H fimul

fumptis incommenfurabile eft id, quod bis fub EG, 6 1

continetur reétangulum 2.  Quapropter et quod com- 9 14. hujus,

ponitur ex quadratis ex £ G, ¢ H fimul fumptis, una

cum eo, quod bis fub E G, G H continetur, reétangulo,

hoc eft, ipfum ex B H quadratum’, incommenfurabile r4.fecundi.

eft quadratis ex £ G, g H’., Sunt autem rationalia quz * 17. hujus

fiunt ex E G, @ H quadrata: irrationale igitur eft qua-

dratum ex E H*®: ac propterea EH eft irrationalis. Sed® Def. ro.

et rationalis, quod fieri non poteit. Bujus.
Non igitur medium fuperat medium rationali, Q. E. D.

PROP. XXVIII. PROBL. [XXVIIL)

Datis duabus rationalibus potentid folum commenfura-

biltbus, medias invenire potentid folum commenfurabiles,

quee rationale contincant.

Exponantur duz rationales potentii folum commen-
furabiles a, B, et fumatur inter ipfas A, B media pro-
portionalis ¢, fiatque ut A ad B, 1ta c ad p*. v 13 fexti,

Quoniam igitur A, B rationales funt potenti folum * **- fext-
commenfurabiles, erit quod fub
ipfis A, B continetur re&tan-
gulum?, hoc eft, quadratum ex c ¥ 22. hujus.
c? medium: ergo reéta linea % 17, fexti.
c media eft. Et quoniam ut
4 ad B, ita eft cad b, funtque
A, B potentii folum commen-
furabiles; et c, b potentia fo-
lum commenfurabiles erunt®*. Ef autem refta linea® 0. bujus.
¢ media: media igitur eft et D®: quare ¢, D medi® > 24 hujus.
funt potentia folum commenfurabiles. Dico etiam ipfas o
rationale continere. Quoniam enim -eft ut A ad B,
ita ¢ ad D, erit permutando ut A ad c, ita B ad IS)“; 16. quinti,

e

A

B

D
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Sed ut 4 ad c, ita c ad B: ergo et ut c ad B, ita B ad
D : quod igitur fub ipfis c, R continetur, quadrato c¢x B
* 17. fexti. eft @quale 2. Rationale autem eft quadratum ex B,
Ergo et quod continetur fub c, b, rationale erit.
Inventz igitur funt mediz potentid folum commen-
" furabiles, qua rationale continent. Q. E. F.

[XXIX.] PROP. XXIX. PROBL.

Datis tribus rationalibus potentid folum commer;[urabilibm,
medias invenire potentid folum commenfurabiles, que me-
dium contineant.

Exponantur tres rationales potentid folum commen-
furabiles A, B, c, fumaturque inter ipfas A, B media
: 13. fexti. proportionalis D 4, et fiat ut B ad ¢, ita p ad E°.
12. fexti- © Quoniam igitur A, B rationales funt potentid folum
commenfurabiles, erit quod
fub A, B continetur reftan- a
?22. hujus. gulum f, hoc eft, quadratum
t 17. fexti. €X D, mediumé: ergo D D
media eft. Et quoniam B, C
funt rationales potentid {0- B s
lum commenfurabiles, atque
eft ut 8 ad c,ita pade; c
reftz line= D, E potentii fo-
» 1o, hujus. Jum commenlhrag?leserunt". E
Eft autem p media: ergo et
i 24. hujus. E media eft!; ac propterea b, £ mediz funt potentid
folum commenfurabiles. Dico ipfas etiam medium
continere. Quoniam enim eft ut B ad ¢, ita D ad B,
erit permutando ut B ad b, ita ¢ ad . Ut autem B
ad D,itaeft Dad A: ergo etut D ad 4, ita c ad E.
Quod igitur fub A, c continetur rectangulum, eft zquale
* 16, fexti, cOntento fub o, E*. Eft autem quo%i continetur fub
A, ¢ medium®. Ergo et quod continetur fub o, , me-
dium erit.
Invente igitur funt mediz potentid folum commen-
furabiles, quz medium continent. Q. E. F.

LEMMA 1V.

Invenire duos numeros quadratos, ita ut qui ex ipfis
componitur etiam quadratus fit.
. Exponantur duo numeri A B, B c, qui vel pares fint

. Y P T I -
utrique, vel utrique impares. Et quoniam five a:&uri par
auferatur,
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auferatur, five ab impari impar, reliquus pareft!; erit Act 24 & 6.
numerus par. Secctur A ¢ bifariam in p.  Ergo qui fit neni.

fub A B, B¢ una cum quadrato ex ¢ b eft zqualis ei,

qui fit ex B D quadrato™. Scd et fimiles }lmi fint™6.fecundi.
A B, BC. Itaque qui fit ex A B, BC eft quadratus;
oftenfum enim eft i duo fimiles plani fefe multipli-

cantes aliquem faciant, faétum quadratum efle®.  In-* 1. noni.
venti igitur funt duo quadrati numeri, videlicet qui fit

fub a B, BC, €t qui fitex cD, qui quidem inter fe com-

pofiti quadratum numerum faciunt, nempe eum qui fit

exBD. Q. E.F.

Cor. Et manifeftum eft rurfus inventos efle duos nu-
meros quadratos, et qui fit ex B D, et qui ex C D, ita ut
ipforum exceflus, videlicet qui fit fub 4 B, B ¢, fit qua-
dratus; quando A B, Bc fimiles plani funt. Quando
autem non funt fimiles plani, inventi funt duo quadrati,
et qui fit ex B b, ct qui ex ¢, quorum exceflus, nempe
qui fub A B, B c, non eft quadratus.

LEMMA V.

Invenire duos quadratos numeros, ita ut qui ex ipfis
componitur non fit quadratus,

Sit enim qui fub A B, B ¢ quadratus®, ut ditum eft,> Lemma
et par numerus € A; feceturque c A bifariam in p,prac.
Perfpicuum eft quadratum fallum ex A B, Bc, una cum
quagrnto ex ¢ D, equalem cfle ei qui fit ex B D qua-
drato®, Auferatur unitas DE; ergo quifub A B, B¢
quadratus una cum quadrato ¢x ¢ E, minor eft qua-
drato ex B p. Dico igitur numerum, ex quadrato fub
A B, BC, una cum quadrato ex c & compofitum, qua-
dratum non effe.

Vel quod perinde eft, fi factus fub A B, B C ct qua-
dratus ex cE cowpofiti eficiant numerum a1, dico
non c¢ffe quadratumi.  Propter @quales A v, D ¢, major

A..G...D.BE....C.vv:...B
M 160.
N

erit A E quam Ec. Majori igitur A E auferatur g,
minori & ¢ wqualis, Kt cum & A major it quam E G,
addito communi B E, major ¢rit BA quam BG. Factus
igitur ex AR, BC fallo ex 6B, Bc major.  Et quadrato

v ex
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AveG...D.E.i:e.CasessseesB
M 160.

N ———

ex cE communiter addito, qui componitur ex fatto fub
A B, B C una cum quadrato ex ¢ E major erit eo, qui
comnponitur ex facto fub e B, B ¢ una cum quadrato ex
cE. Scd compofito ex prioribus @qualis eft numerus
M ; ex alteris compofito, quadratus ex B EP. Numerus
jgitur M quadrato ex B E major erit. Idem vero nu-
merus M, ex facto utique fub A B, Bc una cum qua-
drato € E compofitus, quadrato ex B b, ex fupra oftenfis,
minor. Jam vero fi quadratus fit numerus M, numcrus
aliquis feipfum multiplicans illum M fecerit. Sit igitur
N numerus, qui, feiplum multiplicans, illum M fecit. Et
cum quadratus M quadrato ex B E major, quadrato autem
ex B D minor fit, quadrati autem majores ex majoribus
neceflurio fiant ; omnino numerus N, ex quo fattus eft
quadratus M, numero B E major, numero autem B D
minor erit. Quod eft abfurdjum. Non datur enim
numerus minor quam B D, qui major idem fit quam B E.
Quando ipfi B D, B E unitate differunt. Non eft igitur
quadratus M. Inventi funt jgitur quadrati duo, nempe
quadratus fub A B, B ¢ factus, et quadratus ex c E, qui
compofiti non quadratum efficiunt.

PROP. XXX. PROBL.

Invenire duas rationales, potentid folum commenfurabiles,
2ta ut major plus poffit quam minor quadrato reéle linee
Stk longitudine commenfurabilis.

Exponatur rationalis quedam A B, et duo quadrati
numeri ¢ b, DE, ita ut ipforum exceflus ¢ E non
fit quadratus ? : deferibatur autem fuper re&tam lineam
A B femicirculus a F B, flatque ut bcad cE, ita ex AB
quadratum ad quadratuin ex A Ff; et F B jungatur,

Quoniam igitur eft ut qua- F
dratum e¢x B A ad quadratum
ex AF, ita pc ad ck; ha-
bebit quadratum ex B A ad
quadratum ¢x A ¥ rationem eam,
quam numerus D¢ ad CE nu-
merum. Ergoquadratumex a A b B
quadrato ex A F eft commen-  CritecEeece

furabile.
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furabile'. Sed rationale eft quadratum ex A B*: ergo* 6. hujus.
et quadratum ex A F rationale erit"; ac propterea reéta  D<f- 8.
linea A F eft rationalis*. Et quoniam D c ad CE ra-. D, 9
tionem non habet, quam quadratus numerus ad qua- hujus.
dratum numerum Y, neque quadratum ex B A ad qua- | Dt 6
dratum ex A F rationem habebit, quam quadratus nu-, P con
merus ad quadratum numerum. Incommenfurabilis truét.
igitur el refta linea B A ipfi A F longitudine*: ergosg. hujus.
A B, AF rationales funt potentii folum commenfura-

biles*. Quod cum fit ut pc ad cE, ita quadratum s Def. 3.
ex BA ad quadratum ex P A; erit per converfionem hujus.
rationis ut ¢ p ad p E, ita quadratum ex A B ad qua-

dratum ex BP®. Sed ¢D ad p E rationem habet,® Cor.19.
quam quadratus numerus ad quadratum numerum :q;"“‘::xﬁ‘i
ergo et quadratum ex A B ad quagratum ex B p rationem 7" P
habebit, quam quadratus numerus ad quadratum nume-
rum; et ob id reta linea o B ipfi B F longitudine eft
commenfurabilisz, Atque eft quadratum ex AB e-
quale quadratis ex A F, F B: ergo A B plus poteft quam
AF, quadrato rete linez BF fibi commen{urabilis lon-
gitudine.

Invente igitur funt duz rationales potentid folum
commenfurabiles B A, A P, ita ut major » A plus poteft
quam minor A F, quadrato ipfius ¥ 8, fibi longitudine
commenfurabilis. Q. E. F.

PROP. XXXI. PROBL. (XXX1]

Invenire duas rationales, potentia folum commenfurabiles,
ita ut mzy'or Plus po/fit quam minor quadrato rectee linces
Sibs longitudine incommenfurabilis.

Exponatur rationalis A B, et duo numeri quadrati ck,

E D, ita ut ¢ p, qui ex ipfis com- W
ponitur, non fit quadratus<; at-
ue fuper reftam lineam a B
?emicirculus A P B defcribatur,
et fiat ut p ¢ ad cE, ita qua-
dratum ex A B ad quadratum A
ex A P9, et jungatur FB. Simi- C..cccv.ccE..0.D
liter quidem oftendemus, ut in antecedente, AB, A F
rationales effe potentid folum commenfurabiles. Et
quoniam eft ut b ¢ ad C E, ita quadratum ex B A ad id
quod ex A F quadratuin ; erit per converfionem rationis
U2 ut

€ Lemma s,

hujus.

B
4 Cor. 6.
hujus.
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ut ¢ D ad D E, ita quadratum ex A B ad quadratum ex
BF. Sed cp ad DE rationem non habet, quam qua-
dratus numerus ad quadratum numerum’. Non igitu
quadratum ex A B ad quadratum ex B ¥ rationem ha-
bebit, quam quadratus numerus ad quadratum nume-
rum. Ergo Ao B ipfi B F longitudine eft incommenfura-
bilist. Et aB plus poteft quam A P quadrato recte
line= F B, fibi longitudine incommenfurabilis. Q. E. F.

PROP. XXXII. PROBL.

Iuvenire duas medias potentid folum commenfurabiles, qua
rationale contincant; tta ut magor plus poffit quam mincr,
quadrato reéle lineee fibi longitudine commenfurabilis.

Exponantur duz rationales potentii folum com-
menfurabiles A, B, ita ut A
major plus poffit quam B mi-
nor quadrato re&tz linex fibi
longitudine commenfurabilis®.
Et fit reGtangulo fub 4, B =-
quale quadratum, quod fit a re-
¢ia linea c. Media igitur eft
re¢ta ¢'. Quadrato vero, quod
fit ex B, 2quale fitrectangulum {ub c, b; rationale autem
eft quod ex B: ergo et re¢ctangulum fub c, o eft rationale.
Et quoniam eft ut A ad B, ita retangulum fub a, B
ad quadratum ex B; fed reangulo quidem fub 4, s
xquale eft quadratum ex c, quadrato autem ex B =-
quale re¢tangulum fub ¢, p*: erit ut £ ad B, ita
quadratum ex c ad reftangulum fub ¢, p. Sed ut
quadratum ex ¢ ad reangulum c, b, ita reta linea
¢ ad iplam p: ut igitur A ad B,itac ad . Com-
menfurabilis antem eft A ipfi B potentia folum: ergo
et ¢ ipfi p potentid folum eft commenfurabilis'. Atque
eft ¢ media: media igitur eft et p™. Et quoniam eft
ut A ad B, ita cad b, et o plus poteft quam B qua-
d:ato redtee linex fibi commenfurabilis longitudine; et
¢ plus poterit quam b quadrato re&te lineze fibi longi-
tudine commenfurabilis®,

Inventa igitur funt duz mediz potentii folum com-
menfurabiles ¢, D, qua rationale continent, ct ¢ plus
poteft quam D quadrato rete linez fibi longitudine
commeunfurabilis. Q. E. F,

. Similiter

A

C

B

D e te—
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Similiter autem oftendetur, inveniri poffe duas medias,

tentii folum commenturabiles, et continentes rationale,
ita ut major plus poffit quam minor quadrato reéte fibi
incommenfurabilis longitudine. Id enim efficietur, fi A
plus poffit quam B quadrato ree lincz fibi longitu-
dine incommen{urabilis.

PROP. XXXIII. PROBL. [XXXIIL.]

Invenire duas medias potentid folum commenfurabiles, que
medium contineant 5 ita ut major plus poffit quam minor
quadrato reclee linece fibi longitudine commenfurabilis.

Exponantur tres rationales A, B, ¢ potentid folum
commenfurabiles, quarum a
plus poffit quam ¢ quadrato
re&te linez fihi longitudine
commenfurabilis; et fit re-
&angulo fub ipfis A, B -
quale quadratum, quod fit ex
p*. Itaque reéta linea b
media®. Reétangulo autem
fub B, ¢ quale fit reCtan-

lum f{ub b, £*. Quoniam
igitur eft ut retangulum fub 4, B ad reé&tangulum fub
B, C, ita reta linea A ad ipfam c*; fed retangulo qui-= g, fexti.
dem fub A, B ®quale eft quod fit ex D quadratum, re-
¢tangulo autem fub B, ¢ equale reGtangulum fub b, £
erit ut A ad c, ita quadratum ex D ad re¢tangulum fub
D, E. Sed ut quadratum ex D ad re&tangulum fub
D, E,ita Dad E*; et igitur ut 4 ad ¢, ita D ad .
Commenfurabilis autem eft A ipfi ¢ potentid folam Y :7 Per con-
ergo et D ipfi £ potentid folum eft commenfurabilis=. froft.
Atqui eft p media: media igitur eft et E*. Itzlque.;:: ,::}j:i
quoniam eft ut A ad c,ita D ad E, et A plus poteft

uam ¢ quadrato recte linee fibi longitudine commen-
furabilis; et » plus poterit quam E quadrato relte
linez fibi commenfurabilis longitudine®. Dico pra-»® 15.hujus.
terea retangulum fub b, B medium efle.  Quoniam
enim reétangulo fub B, c ®quale eft retangulum fub

D, EY; medium autem eft quod fub B, c*: ergo et quod: 2z. &
fub b, E medium erit. Def. 12.

Inventx igitur funt duz media potentia folum com.""*
menf{yrabiles D, E, que medium contineant; ita ut

U3 najor

A

D

B

* 14.fccun-
di.
* 22, hujus.

E

C

v 45. primi.
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major plus poffit quam minor quadrato re& line= fibi
longitudine commenturabilis. Q. E. F.

Rurfus fimiliter oftenditur, quomodo inveniantur du®
mediz potenti4 folum commenfurabiles et medium con-
tinentes, ita ut major plus poffit quam minor quadrata
rete linee fibi incommenfurabilis longitudine. Id
enim efficietur, fi A plus poffit quam ¢ quadrato re&tz
linez fibi longitudine incommenfurabilis.

[XXXIV.] PROP. XXXIV. PROBL.

Invenire duas reflas lincas potentid incommenfurabiles,
que faciant compofitum quidem ex ipfarum quadratis

rationale, ‘reclangulum wvero, quod fub ipfis continctur,
medium.

Exponantur duz rationales potentia folum commen-
furabiles A B, B c, ita ut major A B plus poflit quam
minor BC quadrato re&te linez fibi longitudine incom-

F

A E B ) o4

* 31.hujus. menfurabilis ¢ ; et re€ta B ¢ feSa fit bifariam ad p; et
quadrato, quod fit ab alterutri ipfarum B b, b C, ®quale
parallclogrammum ad rectam lineam A 8 applicetur, de-

f 28. fexti. ficiens figurd quadrataf, et fit quod continetur {ub A E,
E B; et deferibatur fuper reétam lineam a B femicircu-
lus A F B, ducaturque ipfi A B ad rectos angulos E Fj et

i A F, F B jungantur: qu, propter femicirculum, angu-

& 31. tertii. Jum A F B rectum continebunt &,

Quoniam igitur dug rette linee A B, B € inzquales
funt, et a B plus poteft quam B ¢ quadrato reéte linez
fibi longitudine incommenlurabilis; quarte autem parti
quadrati, quod fit a minori B ¢, hoc eft, quadrato dimidiae
ipfius, equale parallelogrammum applicatum eft ad A 8,
deficiens figura quadrata, quod quidem fub A E, EB

» 59.hujus. continctur; erit A E ipfi E B incommenfurabilis®. Et
quoniam eft ut A E ad E B, ita rectangulum fub B a,

t1, fexti. A E ad reCtangulum fub A 8, BE'; retangulum autem
fub A B, AE, quadrato ex A F eft ®quale, et reéta_ngul}m‘;

u
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fub A B, B E ®quale quadrato ex B F*; quadratum igi-* Cor. 8.
tur ex A F incommeniurabile eft quadrato ex F B: ideo- fexti.

que recte linez A F, F B potentia funt incommenfura-

biles. Et quoniam A B rationalis eft, et quadratum,

quod fit ex A B, erit rationale: ergo et rationale com-

pofitum ex quadratis ipfarum A F, F B. Nimirum cum

ex quadratis illis compofitum fit quadratum ipfum ex

A B'. Rurfus, quoniam rectangulum fub A E, EB eft! 4. primi.
zquale quadrato ex E F¥, ponitur autem reétangulum

fub A E, E B quadrato etiam ex B D ®quale: ergo FE

eft ®qualis B D: ac propterea B c ipfius E F eft dupla.
Reftangulum igitur fub a B, B ¢ duplum eft reftanguli

fub A B, E ¥®.  Sed reCtangulum fub A B, Bc eft me- m 1, fexyj,
dium": ergo et medium eft, quod continetur fub A B,» ;. &
EF. Eft autem quod fub A B, E F continetur ®quale Def. 12,
contento fub 4 F, FB°.  Nimirum cum utrumque tri- [
anguli A rB duplum fit?. Contentum igitur fub a r, p,i,:{, ’

F B medium eft., Sed et oftenfum efi, rationale effe ;. primi,
quod componitur ex iplfarum quadratis.

Invente igitur funt du rectz linez potentia incom-
menfurabiles A F, FB, qua faciunt compofitum quidem
ex ipfarum quadratis rationale, re€tangulum vero, quod
fub 1pfis continetur, medium. Q. E. F.

PROP. XXXV. PROBL. [XXXV.]

Invenire duas reflas lineas potentid incommenfurabiles,
qua faciant compofitum quidem ex ipfurum quadratis
medium, rectangulum vere quod fub ipfis continctur ra-
tionale. ‘

Exponantur duz mediz potentid folum commenfu-
rabiles A B, B c, qua rationale contineant, ita ut A B
plus poflit quam B ¢ quadrato re¢ta linee fibi longi-

B

-
- L

A ¥ B E (o)
tudine incommenfurabilis 9; et fuper ipfam A B, deferi-a 32 nujue,
batur femicirculus A b B, {cceturque B ¢ bifariam in k; .
et applicetur ad A B parallelogrammum @®quale qua-
drato ipfius B E, deficiens figurd quadratd’, et fit quodr g, fexi
U 4 conunetur

o
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D

A B k¢
continetur fub A r, ¥ B. Incommenfurabilis igitur
eft o r ipfi r B longitudine®. A punéto autem F ipfi
A B ad reftos angu%os ducatur FD, et AD, DB jun-
gantur : que, propter femicirculum, angulum A b B,
reftum continebunt,

Itaque quoniam A F eft incommenfurabilis ipfi r B, erit
et reCtangulum fub B A, A F rettangulo fub A B, BF
incommenfurabile*. Ef{t autem reftangulum quidem
fub B A, AF quadrato ipfius Ao D mquale; reftan-
gulum vero fub A B, BF w®quale quadrato ipfius D BY.

ncommenfurabile igitur eft quadratum ex A D ipfius
D B quadrato; ac proptcrea reéte linee A D, DB po-
tentia funt incommenfurabiles. Et quoniam eft me-
dium quadratum ipfius A B, erit et compofitum ex qua-
dratis ipfarum A p, p B medium. Nimirum cum ex
quadratss illis compofitum fit quadratum ipfum ex ABZ.
Quod cum dupla fit B ¢ ipfius D F, et reétangulum fub
4 B, Bc re¢tanguli fub A B, F D duplum erit*: quare
ct commenfurabile. Rationale autem eft retangulum
fub A B, Bc, ita enim ponitur: ergo et retangulum fub
A B, FD cft rationale. Sed rettangulo fub a B, P D
aquale eft reétangulum fub A p, D B: nimirum cum
utrumque trianguli A o 8 duplum fite, Quare et ipfum
fub A p, D B rectangulum rationale erit.

Invente igitur funt dua rectz linee potentid in-
commenfurabiles A b, D B, que faciunt compofitum
quidem ex igi’amm quadratis medium, re@angulum
vero, quod fub ipfis continetur, rationale. Q. E. F.

PROP. XXXVI. PROBL.
7

Invenire duas refias lincas potentid incommenfurabiles,
quee feciant et compofitum ex ipfarum quadratis medium,
et reckungulum quod fub ipfis continetur medium, et ad-
buc incommeriurabile compofitn ex ipjarum quadratis.

Exponantur duze media: potentia folum commenfura-
biles A B, nc, quz medium contineant, ita ut A B
plus pollit quam B ¢ quadrato recte linez fibi longitu-

dine
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dine incommenfurabilis®; et fuper A B femicirculus ADB* 33, hujus,
deferibatur, et reliqua fiant, ut in iis quee fuperius dicta
funt.

Quoniam igitur A P incommenfurabilis eft ipfi FB
longitudine, erit et A D ipfi DB potentid incommen-
furabilis. Et quoniam medium eft, quod fit ex A B, et
compofitum ex quadratis ;Plarum D A, D B eft medium,

Quod cum reétangulum {ub AF, F B xquale fit qua-

drato alterutrius ipfarum B E, DF, erit DF @qualis BE;

ac propterea B c ipfius F D dupla. Rettangulum igitur

fub a B, Bc duplum eft ejus, quod fub A B, FD contine-

tur. Medium autem eft reftangulum fub A B, B c<:*exhyp.
ergo et quod continetur fub A B, FD eft medium: at-

que eft quale contento fub A p, pB. Quare et ipfum

fub A p, D B rectangulum medium erit. Et quoniam
incommenfurabilis eft A B ipfi Bc longitudine, com-
menfurabilis autem cB ipfi BE; erit et ABipfi BE
longitudine incommenfurabilis : ergo et quadratum ex

A B incommenfurabile eft retangulo fub A B, BE ‘.41 fexti. &
Sed quadrato quidem ex A B qualia funt qua ex A D, hujus.
D B funt quadrata ; re¢tangulo autem fub A B, BE -
quale eft retangulum fub a B, F D, hoc eft, re&tangu-
lum fub 4 b, p B. Compofitum igitur ex quadratis ip-
farum A p, b B re&targulo {fub A D, D B eft incommen-
furabile.

-Invent igitur funt duz recte linez potentid incom-
menfurabiles, que faciunt compofitum ex ipfarum qua-
dratis medium, et reétangulum quod fub ipfis contine-
tur medium, et adhuc compofito ex ipfarum quadratis
incommenfurabile. Q. E. F, :

Prl'nu'[/ium
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Principium Senariorum per Compo-
Sitionem.

SCHOLION. ®

Monitos Tyrones velim non ommia, qua Junioribus
fermone Algebraico Surdorum nomine veniunt, apud
Veteres arsya, Latine irrationalia, nuncupari. Etenim
illi rectas omnes, qua expofitze cuidam 7%, id eft, ra-
tionali, feu effabili potius, five longitudine five potentia
tantum, commenfurabiles eflent, crras feu effabiles fla-
tuerunt: cum nobis furde fint, quecunque ipfi expofitz
non funt ipfi longitudine commenfurabiles. Qua vero
tam potentid quam longitudine incommenfurabiles ef-
fent,eas demumVeteres zadyss, {en irrationales, vocarunt.
Quzcunque igitur illis irrationalia, nobis omnino furda
funt. Haud item que nobis furda, ea omnia Veteribus
irrationalia. Nobis fcilicet furda eft radix quadratica
binarii; +/2. Veteribus, effabilis. Vel ut magis geo-
metrice loquamur, pofiti a effubili, illa qua potet .

2.a% five &/ 2 X a, nobis furda, illis effabilis. Qua

vero duabus a, +/ 2 X a proportione media eft, cum no-
bis furda tum illis quoque irrationalis. Quadrati dia-
goniam, pofito latere etfabili, nos furdam habemus,
quanquam Veteribus eflabilem. At fi laten: et diagonie
capiatur proportione media, ea cum nobis furda tum
Veteribus irrationalis. Cum igitur in fequentibus hu-
jufmodi binomia a + 4/ 2 . g, irrationalia efle Euclides
ftatuit, hoc fcilicet intelligi vult, ad fimplices radices
quadraticas talia non polfle revocari. :

PROP. XXXVII. THEOR.

Si duce rationales, potentid folum commenfurabiles, compo-
nantur, tola trrationalis erity wocctur qutem ex binis
nominibus.

Componantur enim duz rationales potentid folum
commeniurabiles A B, B ¢: dico A ¢ irrationalem efle.

Quoniam enim incommenturabilis et A B ipfi BC
longitudine, potentid enim foluin commenfurabiles funt;

et ut A B ad Bc, itarectangulum {ub A B, B¢ ad id quod
' fit
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fit ex 8 ¢ quadratum *: erit reGtangulum fub A B, BC* 1. fexti.
uadrato ex B ¢ incommen-

urabile f. Sed reftangulo - f 10, hujus.
quidem fub A B, BC com- A B c

menfurabile eft id quod bis

fub A B, B c continetur ¢ ; quadrato autem ex B c com- 6. hujus.
menfurabilia funt quadrata ex A B, B c®. Quod igitur® 16. hujus,
bis fub A B, B ¢ continetur, incommenfurabile eft qua-

dratis ex A B, B C; et componendo, quod bis fub A B,

B C continetur una cum quadratis ex A B, B C, hoc eft
quadratum ex A c!, incommenfurabile eft compofito ex'4.fecundi.
ipfarum A B, B C quadratis. Rationale autem eft com-

pofitum ex quadratis ipfarum A B, Bc. Ergo quadratum

€X A C irrationale eft; et ob id re&a linea A ¢ eft irra-

tionalis : vocetur autem ex binis nominibus.

PROP. XXXVIII. THEOR. XXXVIIL)

i duw mediz potentid folum commenfurabiles componantur,
que rationale contineant ; tota irrationalis erit: vocetur
autem ex binis mediis prima.

Componantur enim duz medie potentii folum com-
menfurabiles A B, B ¢, qua rationale contineant: dico
totam A c irrationalem efle,

Quoniam enim incommenfurabilis eft A B ipfi B¢
longitudine, et quadrata ex
A B, BC incommenfurabilia '
erunt reCtangulo,quodbis fub A B c
A B, Bc continetur*, Ergo
componendo, quadrata ex A B, B C, una cum eo quod
bis fub A B, BC continetur, quod eft ipfius A c qua-
dratum !, incommenfurabile e re&angu?o fub A B, B C.4. fecundi,
Sed re¢tangulum rationale ponitur. Ergo quadratum ex
A c irrationale eft: igitur et recta linea A c irrationalis :
vocetur autem ex binis mediis prima.

PROP. XXXIX. " THEOR. [XXXIX]
Si due medie potentid folum commenfurabiles componan-
tur, quee medium contineant ; tota srrationalis erst: vo-
cetur autem ex binis mediis fecunda.

Componantur enim duz mediz potentid folum com-

menfurabiles, A B, B ¢, quze medium contineant: dico
4 c irrationalem effe,

¥ 13. bujus.

Exponatur
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Exponatur rationalis D E, et quadrato ex A ¢ 2quale

parallelogrammum rectangulum B
. b T C
p F ad ipfam b E applicetur,
™45. primi. Jatitudinem faciens p g™, Ita- H_ G

que quoniam quadratum ex A C
wquale eft quadratis ex A B, BC
et rettangulo quod bis fub A B,
*4.fecundi. g ¢ continetur ®; applicetur ad
ipfam pE quadratis ex A B, BC,
aquale parallclogrammum  re-
‘tangulum Eu. Reliquum igi-
tur F H ®quale eft ei, quod bis
fub A B, BcC continetur. Et !
quoniam media eft utraque ip- E K ¥
farum A B, B C, erunt et quadrata ex A B, B mcdia,
Medium autem ponitur et quod bis continctur fub A B,
BC; atque eft quadratis quidem ex A B, B C wequale pa-
rallelogrammum E #, rc&angulo autem bis fub a s,
B ¢ contento requale eft ipfum H F.  Medium igitur eft
‘utrumque ipforum E H, H F, et ad rationalemm p E ap-
plicantur: ergo utraque recta linca p H, H G eft ratio-
* 2;.hujus. palis, et ipfi D E longitudine incommenfurabilise. Et
quoniam incommenfurabilis eft A B ipfi B ¢ longitudine,
atque eft ut AB ad Bc,ita quadratum cx A B ad re-
* 1 fexti. &angulum fub A B, B CP; erit quadrato ex A B reétan-
4 10.hujus. gulum fub A B, B ¢ incommenfurabiled. Sed quadrato
uidem cx A B commenfurabile eft compofitum ex qua-
Z]mtis ipfarum A B, B c; rectangulo autem {fub A B, B C
rex hyp. eft commenfurabile, quod bis fub A B, B¢ contineturr:
ergo compofitum ex quadratis ipfarum A B, B € incom-
s 1. hujus. menlurabile erit ei, quod bis continetur fub a B, B C*.
Sed quadratis ex A B, B xquale et parallclogrammum
E H, et rectangulo quod bis fub A 8, BC continctur
t Per con- equale H F parallelogrammum®. Quare k11 ipfi H F eft
fruét. incommenfurabile; et ob id reéta linea pH ipfinc
incommenfurabilis longitudine. Oftenfre autem funt
rationales : ergo D H, H G rationales funt potentia folum
u 37.hujus. commenfurabnles; ac propterea p 6 eft irrationalis®,
Spatium igitur D F cft irrationale. Nam f{i rationale
eflet, propter v E rationalem, talis enim ponitur, ratio-
x 21. hujus. nalis etiam eflet D 6 *.  Irrationale 1gitur eft {patium
DF, et ideo quae iplum potett eft irrationalis.  Poteft
autem ipfum D F recta linca Act: ergo A c irrationalis
erit, vocetur autem ex binis mediis fecunda,

Cor.
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Cor.* Quod fub rationali et irrationali continetur .
retangulum irrationale eft.

'PROP. XL. THEOR. [XL)

S: duw relee lincee potentid incommenfurabiles componan-
tur, que faciant compofitum quidem ex ipfarum quadra-
tis rationale, quod autem fub ipfis continetur medium
tota recla linea irrationalis erit : wocetur autem major.

Componantur enim duz re&tal incz potentii incom-
menfurabiles A B, Bc, facientes ea, qua propofita funt:
dico A c irrationalem efle.

Quoniam enim id, quod fub A B, B ¢ continctur, me-
dium eft; et quod bis con-
tinetur fub A B, B ¢ medium
erit*: quapropter ct irratio- Cy Cor. 24.
naley. Compofitum autem ex ipfarum A B, B ¢ qua-huvs.
dratis eft rationale: ergo quod bis fub A B, B¢ contine-g 3}, te
tur incommenfurabile eft compofito ex quadratis ipfarum
A B, BC; et obid quadrata ex A B, BC und cum eo,
quod bis fub A B, B continetur, quod eft quadratum ex ‘
A € ?, incommenfurabile eft quadratis ex A B, B c'.,“l';':;:‘.‘:s‘:
Rationale autem eft compofitum ex quadratis AB, BCb.» cx'h_,.f,,
Ergo quadratum ex 4 c irrationale erit; ac propterca
rcé%a linea A c eft irrationalis, vocetur autem major.

B

PROP. XLI. THEOR. {XLI]

Si duce refle lince potentia incommenfurabiles componan-
tur, quee faciant compofitum quidem ex ipjarum quadra-
tis medium 5 quod autem fub 1pfis continciur, rationale :
tota reéta linca irrationalis erity vocstur autem rationale
ac medium potens.

Componantur enim du® re&tz linex potentia incom-
menfurabiles A B, Bc, facientes ea, que propofita funt :
dico A c irrationalem efle. .

Quoniam enim compofitum ex ipfarum A B, BC qua-
dratis medium eft, quod au-
tem bis fub A B, Bc contine-
tur rationale: erit compofi- a B ° ¢
tum ex ipfarum A B, BC qua-
dratis incommenfurabile ei, quod bis fub A 8, B ¢ con-
tinetur : quare componendo quadratum ex A c, eft in-
commenfurabile ei, quod bis continetur fub A B, B . 13. hujus.
Eft autem rationale, quod bis fub A B, B c continetur :

quadratum
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quadratum igitur ex 4 ¢ irrationale eft. Ideoque reta
linea Ac eft irrationalis, vocetur autem rationale ac
medium potens.

[XLIL] PROP. XLII. THEOR.

Si duz refe linee potentid incommenfurabiles componan-
tur, que faciant compofitum ex ipﬁzrmp quadratis me-
dium; et quod [ub ipfis continetur medium, et adbuc in-
commenfurabile compofito ex ipfarum guadratis : tola
refta linea irrationalis erit, vocetur aulem bina media
potens.

Componantur enim duz re&tz linez potentid in-
commenfurabiles A B, B ¢, que faciant compofitum qui-
dem ex ipfarum A B, B ¢ quadratis medium, et quod
fub ipfis continetur medium, et adhuc incommenfura-
bile compofito ex ipfarum A B, B ¢ quadratis: dico A ¢
irrationalem effe. )

Exponatur enim rationalis D E, et ad ipfam applice-
tur parallelogrammum retan- A B ”

lum p F ®quale quadratis ' hd
ipfarum a B, B c, et parallelo- X,
grammum G H @quale ei, quod

¢4s.pmi.bis fub A B, B ¢ contineture.
Totum igitur p 1 quadrato ip-

?4 fecundi.fius A ¢ eft 2quale’. Et quo-
niam medium eft compofitum

ex quadratis ipfarum A B, Bc,

et zquale parallelogrammo b r;

erit i({)fum quoque D F medium,
et ad rationalem b & applica-
tum eft. Rationalis igitur eft X H
¢13.hujus.p G, et ipfi D E longitudine incommenfurabilist. Ob
eandem caufam et G k eft rationalis, et incommenfura-

bilis longitudine ipfi ¥ G, hoc eft, ipfi b g. Et quoniam
compofitum ex quadratis ipfaram A B, B ¢ incommen-

v lurabile eft ei, quod bis fub A B, BC continetur; erit et
parallelogrammum b ipfi # 6 incommenfurabile: ergo

by fexti. et reftalinea p ¢ incommenfurabilis eft ipfi 6 k™. Et funt
&10-hujts-rationales : quare D G, G K rationales funt potentii fo-
lum commenfurabiles; ac propterea px eft irrationalis,

i37. hujus.qua cx binis nominibus appellatur!, Rationalis autem

* Cor. 39. DE: ergo parallelogrammum p H irrationale eft®, et ip-
hujus. fllm

-~
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fum potens irrationalis. Sed ipfum D H poteft re@a

linea A c®; quare Ac irrationalis eft, vocetur autem:‘

bina media potens.
Cor.® Omnis divifio re¢t in nomina fit extra pun-
&um divifionis medie.

303

Per con-
o

PROP. XLIII. THEOR. [XLIL)

Que ex binis nominibus ad unum duntaxat punctum di-
vidilur in nomina,

Sit ex binis nominibus A B divifa in nomina ad pun-

&um c: ergo Ac, cB rationales funt potentid folum

A B
D C

commenfurabiles. Dico A B ad aliud pun&tum non di-
vidi in duas rationales potenti4 folum commenfurabiles.

Si enim fieri poteft, dividatur in D, ita ut Ap, DB
rationales fint potentii folum commenfurabiles. Mani-
feftum eft reétam A B, in utroque punéto ¢, b in®qua-
liter dividi. Haud enim potenti tantum commenfura-
bilia eflent fegmenta, fi in zqualia divifio fieret. Quo
igitur differunt quadrata reglarum linearum A c, cB
ab ipfarum A D, D B quadratis, héc differt et quod bis
fub A D, D B continetur ab eo, quod bis continetur {ub
AC, CB; quoniam et quadrata re&tarum linearum A c,
CB, uni cum eo, quod bis coutinetur fub a ¢, cB, et
quadrata ipfarum A D, DB, uni cum eo quod bis fub

A D, D B continetur, zqualia funt quadrato ipfius A B °. 4. fccundi.

Sed quadrata ipfarum A c, ¢B a quadratis ipfarum A D,

p B differunt rationali, etenim rationalia utraque funt:

ergo et quod bis fub A D, DB continetur a contento bis
fub A ¢, cB differt rationali; cum ipfa media fint. At-
qui medium non fuperat medium rationali?. Non igiture
gum ex binis nominibus ad aliud atque aliud punctum
ividitur: quare ad unum duntaxat dividitur in nomina.

Q. E.-D.

27. hujus.

PROP. XLIV. THEOR. [XLIV.)

Que ex binis mediis prima ad unum duntaxat punSum
dividitur in nomina.

Sit ex binis mediis prima A B divifa in punfto c, ita ut
AC, ¢ B medie fint potenti folum commenfurabiles, que
rationale contineant: dico A B in alio punéto non dividi.

Si enim fieri poteft, dividatur etiam in D, ita ut A D,

DB
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D C
A B

D B fint mediz potentis folum commenfurabiles, quae
rationale contineant. Quoniam igitur quo differt rectan-
gulum contentum bis fub A b, D B ab eo, quod bis fub
Ac, c B continetur, héc differunt etiam quadrata reta-
rum linearum A ¢, ¢ B ab ipfarum A p, D B quadratis;
rationali autem differt contentum bis fub A b, D B ab
eo, quod bis fub Ac, ¢B continetur, utraque enim funt
rationaliaj rationali igitur differunt quadrata ipfarum
Ac, CB a quadratis ipfarum A D, DB, exiftentia utra-
que media. Illud autem fieri non poteft 4. Non igitur
qua ex binis mediis prima in alio atiue alio punéto di-
viditur in nomina: quare in uno duntaxat dividatur
necefle et. Q. E. D.

®*LEMMA V1.

Refta queevis linea A B, in puntis ¢, D utcunque
fecetur ; ita tamen ut in neutro media dividatur. Seg-
mentorum inzqualium A ¢, ¢B fit A ¢ majus. Inz-

A B
E D C

qualium item A D, D B fit A D majus. Denique duorum
AC, A D fit A c majus. Dico quadrata ex Ac, ¢ B fimul
fumpta quadratis ex A b, p B fimul fumptis efle majora.
Media enim dividatur refta A B punéto B., Jam cum
recta A ¢ major et quam aD’, ablata communi A E,
erit EC major quam E D, et quadratum ex Ec quadrato
ex E D majus. liud igitur, quo quadratum ex E B fu-
perat quadratum ex E ¢, minus erit illo quo quadratum
idem ex E B fuperat quadratum cx E p.  Sed reGtan-
gulum fub a ¢, ¢ n illud eft, quo quadratum ex e B fu-
erat quadratum ex £ c; et rectangulum fub Ap, DB
lud eft, quo gquadratium idem ex g e fuperat quadratum
ex ED*. Rettangulum igitur fub a ¢, ¢ B re€tangulo
fub A D, D B minus. Quapropter et duplum re&anguli
fub A ¢, c B duplo retanguli fub A p, p B minus erit.
Hlud igitur quo quadratum ex A B fuperat duplum re-
¢tanguli fub 4 ¢, ¢ B majus erit illo, quo quadratum
idem ex A B fuperat duplum reétanguli fub A p, D B.
Sed quadratum ex A B fuperat duplum rectanguli fub
AC, CB quadratis ex A c, ¢ B fimul fumptis; et qua-
dratum
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dratum idem ex A B fuperat duplum reQanguli fub .
A D, D B, quadratis ex A D, D B fimul fumptis®. Qua- "4 fecundi.
drata igitur ex A ¢, ¢ B fimul fumpta quadratis ex A D,

p B fimul fumptis funt majora. Q. E. D.

Cor. ® Tifdem pofitis, dico quadrata ex A p, D B fimul
fumpta duplo rectanguli fub A c, ¢ B8 majora effe.

Nam quadrata ex A b, p B fimul fumpta duplo qua-
drati ex B B funt majora®. Sed re@angulum fub A c, vg.fecundi.
€ B quadrato ex E B minus eft *. Quare et duplum *s.fecundi.
retanguli fub A ¢, c B duplo quadrati ex E B minus.
Quadrata igitur ex A D, DB fimul fumpta duplo re-
&aarzfu]i fub A ¢, ¢ B multo funt majora. Pari ratione
quadrata ex A ¢, ¢ B fimul fumpta duplo re&anguli fub
A D, D B funt majora.

PROP. XLV. THEOR. XLV.]

Quez ex binis mediis fecunda ad unum duntarat punSum
dwiditur in nomina.

Sit ex binis mediis fecunda A B divifa in nomina in
punflo c; ita ut ac, c B mediz fint, potentid folum
commenfurabiles, quz medium contineant. Dico ipfam
A B in alio pun&to praeter c, in nomina non dividi.

Dividatur enim, i fieri poteft, in alio punéto b, ita ut
A D, D B mediz fint potentii fo-
lum commenfurabiles, que me- D_C B
dium contineant. Duarum autem
A c, ¢ B, neceflario utique iuwe-
qualium, major fit A c. Duarum
item A D, D B, neceflario inequa-
lium, major fit A p. Duarum ac,
A D inzqualium altera major erit.
Sit A ¢ major. Conftat igitur
quadrata ex A ¢, ¢ B fimul fumpta
quadratis ex Ap, DB fimul fumptis
efle majora’. Exponatur ratio- ¥ Lemma 6.
nalis B P; et quadrato quidem ex L
AB 2quale parallelogrammum £ -
ad iplam E P applicetur ; quadratis vero ex Ac, ¢ B -
quale auferatur £ 6. Keliquum igitur 1 k ®quale eft ej,
quod bis fub ac, ¢B continetur®. Rurfus, quadratis:,, fecundi.
€X A D, DB, quz minora funt quadratis ex aAc, CB, '
ut oftenfum elt, ®quale parallelogrammum auferatur

X BL:

A
LA
E
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EL: ergo reliquum ™ K eft qualc ei, quod bis contine-
tur fub A p, pe. Et quoniam
media funt et commenfurabilia A- DC 3

M _H

(que ex Ac, cB quadrata, erit
" £ G medium; et ad rationalem EF
applicatum eft : quare En ratio-
nalis eft, et ipfi E P Jongitudine
t 23. hyjus.incommenfurabilist. FAdem ra-
tione et H N eft rationalis, et ipfi
E F incommenfurabilis longitu-
dine. Quod cum Ac, CB me-
diz fint potentid folum commen-
furabiles; erit Ac ipfi ¢B incom-
menfurabilis longitudine. Utau- res 1

tem A c ad cB, ita quadratum ex -
* 1. fexti. Ac ad id quod fub ac, cB continetur®: quadratumn
igitur ex A c incommenfurabile eft ei, quod contine-
*10.bujus.tur fub Ac, cB*. Sed quadrato quidem ex A ¢ com-
menfurabilia funt quadrata ex A c, C B, etenim A c, CB
¥ 16. hujus. potentid funt commenfurabiles ¥ ; ei vero quod contine-
tur fub A ¢, ¢ commenfurabile eft illud, quod bis fub
Ac, c B continetur. Ergo et quadrata ex A c, ¢ B in-
commenfurabilia funt ei, quofi1 bis fub Ac, ‘cB con-
tinetur, Quadratis autem ex Ac, ¢ B ®quale eft pa-
rallelogrammum kG, ct ei quod bis continetur F:b
Ac, cB ®quale eft HK: ergo Ec ipfi HK eft incom-
menfurabile; et ob id refalinea k1 ipfi H N incom-
menfurabilis longitudine, funtque rationales: ergo & u,
H N rationales funt potentid folum commenfurabiles.
Si autem du®x rationales potentid folum commenfura-
biles componantur; tota hrationalis eft, quz ex binis
* 37.tujus.nominibus appellatur?: quare E N ex binis nominibus
eft divifa in puntto H. Kidem ratione et EM, M N
oftendentur rationales potentid folum commenfurabiles.
Diverfa autem erunt punta m et n. Rettangulum
enim EG, quod quadratis ex A ¢, ¢ B faétum eft -
quale, majus erit retangulo E L, quadratis ¢x A D,
DB ®quali; ac propterea ret E M, E H inzquales.
ReQa igitur EN ex binis nominibus ad aliud atque
alind pun&um divifa erit in nomina, videlicet ad n et
*43.bujus.ad M. Quod fieri nequit?; nifi forte E N ita fit divifa
in pundlis illis, ut fegmenta alterné fint ®qualia: nempe
ut M ®zquale fitipfi HN, et Nm ipfi EH. Hoc au}ien}
eri

e
-]
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fieri nequit. Nam fi fiat, reQangulum EL ®quale erit
reGtangulo 1 K. Sed reGangulum B L zquale eft qua-

dratis ex A D, D B fimul fumptis, et reGangulum H K

duplum eft re®anguli fub A ¢, cB®. Quare quadrata’ ex con-
ex AD, D B fimul fumpta duplo reGanguli fub 4 ¢, ¢ B
erunt zqualia. Quocf eft abfurdum. Cum quadrata

duplo re:’:kan i funt majorac. Re&a igitur ex binis¢ Cor. Lem.
mediis fecunda ad unum’ duntaxat pun&tum dividituré-

in nomina. Q. E.D. .

PROP. XLVI. THEOR, (XLV1]
Major ad idem duntaxat pun&um dividitur in nomina.

Sit major A B divifa in c; ita ut Ac, cB potentid in-
commenilurabiles fint, facientes compofitum quidem ex
ipfarum A ¢, ¢ B quadratis rationale, re@angulum vero
quod fub ipfis continetur medium: dico A B in alio
pun&o non dividi.

Si enim fieri poteft, dividatur in D, ita ut AD, DR
potentid incommenfurabiles fint, facientes compofitum
quidem ex ipfarum quadratis rationale; quod autem

D C
A B

fub ipfis continetur medium. Et quoniam quo diffe-

runt quadrata ex Ac, ¢ B a quadratis ¢x A D, DB; hoc

differt et id, quod bis continctur fub Ap, DB, ab co, quod

bis fub A ¢, ¢ B continctur®; fed quadrata ex A ¢, © B4 fecundi,
fuperant quadrata ex A D, D B rationali, etenim utraque
rationalia funt: ergo quod bis continctur fub Ap, DB
rationali fuperat id, quod bis {ub ac, c B continetur;

quod eft impoffibile, cum media fint*. Nonigitur majore ;5 yyjus,
ad aliud atque aliud punétum dividitur in nomina. Ergo

ad idem duntaxat dividatur necefle eft. Q. E. D,

PROP. XLVII. THEOR. [XLVIL.)

Rationale ac medium potens ad unum duntaxat punctum
dividitur in nomina.

Sit rationale ac medium potens A B divifa in c; ita
ut A ¢, ¢ B potentid incommenf{urabiles fint, faciantque
compofitum quidem ex ipfarum A ¢, ¢ B quadratis me-
dium, quod autem fub ipfis continetur rationale: dico
A 8 in alio punéto non dividi.

X2 Si
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Si enim fieri poteft, dividatur in pj; ita ut etiam A b,
D B potentid incommenfurabiles fint, facientes compo-
fitum ex ipfarum quadratis medium, quod autem fub

' D , C

A ’ B

ipfis continetur rationale. Quoniam igitur quo differt
reCtangulum bis contentum fub A b, b B ab eo, quod
bis fub Ac, c B continetur, hoc differunt et quadrata
“4-fecundi.ex AC, C 8 a quadratis ex A D, D BY; rectangulum autem
) bis contentum fub A p, D B rationali fuperat id, quod
bis fub 4 ¢, cB continetur: ergo et quadrata ex a c,
¢ B fuperant quadrata ex AD, D B rationali; quod eft
©27. hujus.impoflibile; cum media fint®. Non igitur rationale ac
medium potens dividitur ad aliud atque aliud pun&tum.
Quare ad unum duntaxat pun&um dividetur. Q. E, D.

(XLVIIL} PROP. XLVIII. THEOR.

Bina media potens ad unum duntaxat pun&lum drviditur
in nomina,

Sit bina media potens A B divifa incjitaut ac, cn
potentia incommenfurabiles fint, facientes compofitum
ex ipfarum A ¢, cB quadratis medium; et quod {ub
ipfis continetur medium; et adhuc compofitum ex ip-
farum quadratis incommenfurabile re€angulo fub ipfis :
dico A B ad aliud punctum non dividi, ita ut faciat qua
propofita funt. .

S1 enim fieri poteft, dividatur in D; ita ut ADp, DB

tentid fint incommenfurabiles,
g::ientes compofitum ex ipfarum A D ¢ B

I H

quadratis medium, et reftangu-
lum fub ipfis medium, et compo-
fito ex quadratis incommenfura-
bile. Duarum autem ac, cBs,
neceffario inzqualium, major fit
Ac. Duarum item A p, DB ma-
jor Ap. Duarum denique ac,
A D fit major A c. Exponaturque
rationalis EF, etad ipfam E F qua-
dratis quidem ex Ac, ¢ B ®quale )
parallelogrammum £ 6 applice- ~ ”
tur; rectangulo autem bis con-

[y

tento
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tento fub A c, cB @quale applicetur 1 k. Totum igi-
tur EK eft equale ei quod fit ex A B quadratof. Rurfus
ad EF applicetur parallelogrammum E L zquale qua-
dratis ex A D, D B: ergo reliquum quod bis fub AD, DB
continetur reliquo MK eft qualef. Et quoniam com-
pofitum ex quadratis ipfarum A ¢, ¢ B medium ponitur;
erit et paral?elogrammum B 6 medium ; et ad rationa-
lem EF applicatum eft. Rationalis igitur eft u E, et
ipfi EP longitudine incommenfurabilis¢. Eadem ra-
tione et H N eft rationalis, ipfique E F incommenfura-
bilis longitudine. Et quoniam compofitum ex qua-
dratis ipfarum A ¢, ¢ B incommenfurabile eft ei, quod
bis fub Ac, ¢B continetur®, erit et parallelogrammum
E 6 ipfi H K incommenfurabile : ergo et refta linea

399

! 4. fecundi,

¢ 23. hujus.

% ex hyp.

EH incommenfurabilis eft re®a g N!. Et funt ratio-! 10, hujus.

nales: quare EH, HN rationales funt potentid folum
commenfurabiles; et ob id N ex binis nominibus eft,
divifa in punéto H. Similiter oftendemus ipfam in pun-
&to quoque M dividi. Diverfa autem efle punéta M, 1
eodem modo quo in Prop. xlv. oftendamus : ergo qua
ex binis nominibus ad aliud atque aliud pun&tum di-
viditur; quod eft abfurdum*. Non igitur bina media
potens dividitur ad aliud atque aliud punétum. Quare
ad unum duntaxat punéum dividetur. Q. E. D.

DEFINITIONES SECUNDZ.

DeriniTiO I :
Expofitd rationali, et ex binis nominibus quidam,
cujus majus nomen plus poflit quam minus quadrato
re&te fibi longitudine commenfurabilis, in nomina di-
vifa: fi quidem majus nomen expofite rationali com-
menfurabile fit longitudine, tota dicatur ex binis no-
minibus prima.
II.
Si vero minus nomen expofite rationali longitudine
- fit commenfurabile, dicatur ex binis nominibus fecunda.
x3 111,

k 43. hujus.
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III.

Quod fi neutrum iFforum nominum fit longitudine
commenfurabile expofitz rationali, vocetur ex binis no-
minibus tertia.

IV.

Rurfus fi majus nomen plus poffit quam minus, qua-
drato re&e linew fibi longitudine incommenfurabilis ;
fi quidem majus nomen expofitz rationali fit commen-
furabile longitudine, dicatur ex binis nominibus quarta.

V.
Si vero minus, dicatur quinta.
- VL
Quod fi neutrum, dicatur fexta.

SCHOLION. #*

Literis a, b, ¢, &c. fignificentur reftz linex ratio-
nales, expofitee cuidam {477, literd ¢ fignificande, longi-
tudine commeniurabiles, Literis autem m, n, p, &c.
fignificentur numeri, qui neque quadrati fint, neque
quadratorum numierorum inter fe rationes habeant.

His pofitis, queecunque linea refla hifce notis J -;ﬁ' &,

vel aliis harum fimilibus, Algebraice defignatur, ratio-
nalis eft; ipfi p, et aliis ¢, ¢, &c. potentid tantum com-
menfurabilis. Et fi duz fint re&tz, formulis ejufmodi

fignificatee, W —:—':'b, J%’ a, inter fe etiam potenti,

fed potentié folum, commenfurabiles erunt ; nifi forte co-
efficientes, qui funt fub figno radicali, numerorum inter
fe rationem gerant. Quod fi evencrit, re&te longitudine
inter fe commenfurabiles erunt, quamquam utraque ipfi
¢ potentid tantum. Utfim fit 8; 5, 3; 9, 27;¢,2. Ita

enimJ%:J'%=«/8x2:«/27x3=4:9.

Quare«/r@b:@a=4b:9a. Et cum 4, a

rationales fint longitudine commenfurabiles, et 4 5 lon-
‘ ' gitudine
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gitudine commenfurabilis fit ipfi 4, necnon gz ipfie;
omnino erunt 4 5, 9 a longitudine commenfurabiles.

2. Quzcunque linea refta hifce notis :/I‘_,,g b, vel

aliis harum fimilibus, Algebraice defignatur, irratio-

nalis eft, fed media. Reta enim 1/@ . & poteft fpa-
tium Jl’—? . & five reCtangulum fub reétis @b,

et b : qua re&= rationales funt, potentid tantum com-
menfurabiles. Quod fi duz fint reéte, formulis ejufmodi

4 s . . .
fignificate, +/ %' b, %l a, etiam inter fe potentid

erunt incommenfurabiles. Nifi forte coefficientes, qui
funt fub figno radicali, in fe quifque multiplicati, faciant
qui numerorum inter {e rationem habeant. Hoceft, nifi

Tm ?
V4 - fit ad L., ut numerus ad numerum. Quod fi

evenerit, reftz ille inter fe potentid commenfurabiles
erunt, quamquam ipfi ¢ utraque incommenfurabilis.
Quod fi 1pfi duarum coefficientes fub figno radicali nu-
merorum inter fe rationem habeant; rectz vel longitu-
dine inter fe commenfurabiles, quamquam =7 p nedum
potentia.

Porro ut binominales Euclidzas Algebraice fiftamus,
literis 4, &, ¢, &c. m, =, p, ¢ qua prius defignantibus,

r literas Grezcas g, v, 7, 0, &c. fignificentur numeri
quilibet quadrati.

Et primum, re&a:-;f)% a, _-9% a medie funt, po-

tentid tantum commenfurabiles, qua rationale conti-
nent. Prop. xxviii.

2. ReCtee ‘%]% a, %\F x g]% a mediz funt, poten-

tid tantum commenfurabiles, que medium continent.
Prop. xxix.

3. Numerorum », u fit major ». Numerus autem

? — 4 non fit quadratus, cum ipfi v, s fint quadrati,

X 4 _ Re&ta

311
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Re&tz a, = “léa, rationales erunt, potentia folum com-
14

menfurabiles ; major autem & plus poterit quam minor
quadrato retz, qua ipfi 2 longitudine commenfurabilis
erit. Prop. xxx.

4. Numerus v + , ex quadratis v, » compofitus, non

fit quadratus. Relte a,

potentia tantum commenfurabiles ; quarum major a plus
poterit quam minor quadrato rette, qua ipfi a longi-
tudine incommenfurabilis erit.  Prop. xxxi.

5. Pofito rurfus numero » — u non quadrato, exiften-
VR 3
s . v— y—
tibus ipfis v, x quadratis; recte —’-‘-'T a, —E%
v v

) 4
Y .
* a, rationales erunt,
“

a
mediz erunt, potentii folum commenfurabiles, et ratio-

. . v—ulz .
nale continentes quarum major a p]us poterit
b4

quam minor quadrato refte, que majori longitudine
commeniurabilis erit.  Prop. xxxil.

v L
6. Pofito numero » + ¢ non quadrato, reCta " I‘ a,
. vt

1
v & . va
T l* 2 mediz crunt, potentid tantum commenflura-
V@

biles, et rationalc continentes; quarum major plus po-
terit quam minor quadrato rete, que majori longitu-
dine incommenfurabilis erit.  Prop. xxxii.

7. Pofito rurfus numero v — x non quadrato, re&t=

m ) mls  v—ull . : .
-—iT a, —| *x ——“' % 2, mediz erunt, potentii tantum
n 7 b4

commenfurabiles, quze medium continebunt; quarum
major plus poterit quam minor quadrato retz, majori
longitudine commenfurabilis.  Prop. xxxiii.

8. Pofito autem numcro » + w non quadrato, rettz

' L m)t v |4
—t -—l* x :] mediz erunt, potentif tan-
p a, . IR a, 1 nt, po tan

tum commenfurabiles, que medium continebunt; qua-
rum major plus poterit quam minor quadrato reCte ma-
jori longitudine imncommenfurabilis. ~ Prop. xxxiii.

9. Pofito
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g. Pofito v + x non quadrato, exiftentibus v, u«

.. 1% /o
quadratis ; re&te a a X 1+ Tte +

7 ep e
1= — reCte erunt potentid incommenfura-
v

biles, quz compofitum ex ipfarum quadratis rationale
efficient, rectangulum vero, quod fub ipfis continetur,
medium. Prop. xxxiv. '

10. Re&z —l_-]% X — '{- a X
2 v+
/ f"“ / / n
@ “ .. .
\/ 1+ '—-_-*:T‘] + J\/ Y — m potenha funt n-

commenfurabiles, conficientes id, quod ex ipfarum qua-
dratis componitur, medium; reftangulum vero, quod
fub ipfis continetur, rationale. Prop. xxxv.

11. Reltz a% x = *

n
/T “ - P
EE N ﬁ] \ + v 1= mD recte funt po-

. tentid incommenfurabiles, conficientes id, quod ex ip-
farum quadratis componitur, medium ; reGangulum
. etiam, quod fub ipfis continetur, medium, et compofito
ex ipfarum quadratis incommenfurabile. Prop. xxxvi.

Ex hifce autem relis, binas utique conjungendo,
exoriuntur binomiorum feries gemin®, quas ifxdas Eu-
clides nominavit, pro variis {cilicet rationum, fi ita loqui
liceat, fpeciebus, quas in binomiis fuis fex diverfas utra-
que complexa eft.

a X

Recenfio Algebraica utriufque ‘Bfaios per compofitionem.
Per compofitionem autem funt binomia, quorum nomina
Jigno + conjunéla funt.

Series Prima.

I. Ex binis nominibus; a + / 1"—] b, Vel etiam

n
‘ml ’p,
4\/——-” a+l\/76.

II

313
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II. Ex binis mediis prima; q a —l--]7it

111. Ex binis mediis fecunda;%" a+-§— 1 x%]'"' a

IV.Major;aéax v I+ 4 %‘} + 1_[5“ .

¥
V. Rationale ac medium potens; —;‘-lé X —I% o x

v+ u
It ‘+«/x-—«/“"
- VI. Bina media potens; —] g’l‘ \

- /n\
v+p

Series Secunda.

+F'

(Numerorum p, » fit v major.)

. . .o . o y-
1. Ex binis nominibus prima; @ + v/ =24,
. 14

JI. Ex binis nominibus fecunda; V a + 4.

IH. Ex binis nominibus tertia; v/ ~— ‘ e+ v I l a.

IV. Ex binis nominibus quarta; ¢ + -y F a.
“
+ uld

V. Ex binis nominibus quinta; 2+ a

V1. Ex binis nominibus fexta lé é

¢+a'

cY—umT

modo =
v—l—y.x')r+0’

ov—pr ad v + @ X 7 + o numeri quadrati ad qua-
dratum numerum rationem habeat.
Hzce

non fit numerus quadratus, neque
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Hec quidem accuratius edifferenda fufcepimus, non
zuod lucis aliquid Euclideeis acceflurum putavenimus,

Algebraice expofita effent ; quippe que, per fe quam
maximé perfpicua, caligine potius premuntur fymbolo-
rum involucris conveftita: fed e contrario, in mediis
Algebra tenebris Geometrie facem accenfuri. Tum
ut Algebra cultores, fi quando Euclidem forte evolvere
velint, melius et facilius intelligant, fubtiliffima illa ra-
tionalium, irrationalium, mediarumquedoétrina quorfum
tendat; tum ut mirari inftituantur eximiam illam five

ripicuitatem, five elegantiam, quicum ille in hoc
ibro pertrattavit, qua illis, propria arte ufis, negle&to
tanto preeceptore et magiftro, haud fine fudore et mo-
leftia calculis eruenda effent.

PROP. XLIX. PROBL. " [XLIX.]
Invenire ex binis nominibus primam.

Exponantur duo numeri quadrati A B, B ¢ qui ipfo
C A non quadrato diffe-
runt ®, Et exponatur A...,.........C....B™CorLem.
quedam rationalis D, ct +
ipfi b longitudine com- D
menfurabilis fit E¥: ergo
EF eft rationalis®. Fiat & G *Def. 6.
autem ut B A numerus £ hujus.
ad numerum A c, ita ip-
fius F quadratum ad H
quadratum ra°. Ergo . ® Cor. 6.
quadratum ipfius B ¥ ad quadratum ipfius r ¢ rationem bujus.
habebit, quam numerus ad numerum : commenfurabile
igitur eft quadratum ex EF quadrato ex F GP? Atqueré, hujus.
eit & F rationalis : ergo et rationalis ra. Et quoniam
B A ad A c rationem non habet, quam quadratus nu-
merus ad quadratum numerum ; nech: quadratum ex
Eradq tum ex PG rationem habebit, quam qua-
dratus numerus ad quadratum numerum: ergo EF ipfi
FG incommenfurabi(llxs eft longitudine 9: et ob id E F, ¢ 9. hujus,
'F ¢ rationales funt potentid folum commenfurabiles :
ig{'ritur ex binis nominibus et E6'. Dico et primam- ;5. pujus.
efle. '

Quoniam enim eft ut 8 A numerus ad numerum ac,
ita quadratum ex E ¥ ad id, quod ex F G, quadratum;

major autem eft B A quam A C: ergo et quadratum ex
: . . EF
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¢+ Cor. 19.
quinti,

t 9. hujus.

¢ Def.
Secund.
i. hujus,

(Ll

2 Cor.Lem.

y Cor. 6.
hujus.

2 6. hujus.
* Def. 6.
hujus,

b 9. hujus.

¢ 37. hujus.
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EF quadrato ex FG eft majus. Sint quadrato ex EF
zqualia quadrata ex F G, H. Quoniam igitur eft ut
BA ad AG, ita quadratum ex EF ad quadratum ex F@;
erit per converfionem rationis ut A B ad B ¢, ita qua-
dratum ex BF ad quadratum ex H®. Sed ABad BcC
rationem habet, quam numerus quadratus ad quadratum
numerum ; et quadratum igitur ex E F ad quadratum
ex H rationem habebit, quam quadratus numerus ad
quadratum numerum. Quare EF ipfi H longitudine eft
commenfurabilist : ideoque & F plus poteft quam ra
quadrato rete linez fibi commenfurabilis longitudine.
Sunt autem R F, F G rationales, potentii tantum com-
menfurabiles; et majus nomen E r expofitz b longitu-
dine eft commenfurabile. Ergo &6 ex binis nominibus
et prima®. Q. E. D,

PROP. L. PROBL.
Invenire ex binis nominibus fecundam. .

Exponantur duo numeri quadrati A B, B ¢, qui ipfo
A c non quadrato diffe~ .
runt*. Etexponatufra- A.......c..0.Cou,s.B
tionalis D, et fit ¥ G ipfi
p longitudine commen- D
fumbi?is: ergo F G ra-
tionalis eft. Fiatque ut E G
¢ A numerus ad nume- F
rum A B, ita quadratum
ex 6 F ad quadratum ex H

‘# B 7 : commenfurabile

igitur eft quadratum ex G P quadrato ex PR *: ergo et
FE eft rationalis*. Et quoniam c A numerus ad ipfum
A B rationem non habet, quam numerus quadratus ad
3uadratum numerum ; neque quadratum ex 6 ¢ ad qua-

ratum ex FE rationem habebit, quam numerus qua-
dratus ad quadratum numerum. Incommenfurabilis igi-
tur eft G F ipfi F E Jongitudine®: quare EF, F 6 ratio-
nales funt potentid folum commenfurabiles ; ac propte-
rea ex binis nominibus eft E G <. Oftendendum eft et
fecundam effe.

Quoniam enim invertendo eft ut B A numerus ad
numerum A ¢, ita quadratum ex EF ad quadratum ex
F G, major autem eft BA quam.A c: ergo et quadra-
tum ex E F quadrato ex r G eft majus. Sint quadrato

ex
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ex E F qualia quadrata ex G, H: eft igitur per con- .
verfionem rationis ut A B ad B ¢, ita quadratum ex EF

ad quadratum ex H°. Sed ABad Bc rationem ha-® Cor. 15.
bet, quam quadratus numerus ad quadratum numerum : 3"
erio et quadratum ex E F ad quadratum ex H rationem
habebit, quam quadratus numerus ad quadratum nu-
merum ; et cb id E F ipfi H longitudine et commen-
furabilisf, Quare g F plus poteft quam r G quadratofy. hujus.
re¢te linez fibi commenfurabilis longitudine. Sunt-

que rationales E r, F G potentid folum commenfura-

biles, et Fe minus némen longitudine commenfurabile

eft ipfi p expofite rationali. Ergo e ¢ eft ex binis no-, p, ¢

mimbus fecundat. Q. E. D. . Sccund.
2. hujus,
PROP. LI. PROBL. [L1]

Invenire ex binis nominibus tertiam.
Exponantur ut prius duo numeri quadrati A 38, ¢ B,
qui iplo ¢ A non quadrato differunt. Exponatur etiam
AveeedessseseCerooB
Deveveens
E

G

K ——

alius numerus D non quadratus, qui ad neutrum ip-
forum B A, A c rationem habeat, quam quadratus nu-
merus ad quadratum numerum. Denique exponatur
rationalis quadam reta linea ; fiatque ut b ad aB, ita
quadratum ex E ad quadratum ex F 6. Quadratum igitur
ex E quadrato ex P ¢ eft commenfurabile. Rationalis
autem eft E: ergo et g eft rationalist, Et quoniam» g, hujus.
D ad A B rationem non habet, quam quadratus numerus
ad quadratum numerum ; neque quadratum ex E ad qua-
dratum ex F G rationem habebit, quam quadratus nu-
merus ad quadratum numerum. Incommenfurabilis igi-
tur eft E ipfi PG longitudine’. Rurfus, fiat ut BA nu-
merus ad numerum A C, ita quadratum ex r G ad qua-
dratum ex 6 H: ergo quadratum ex PG quadrato ex
¢ B eft commenfurabile. Rationalis autem eft Fo:
quare et G H eft rationalis. Et quoniam AB ad ac
rationem
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i g. hujus.

® ;4. hujus.

-t 22, quinti.

™ Cor. 19,
quinti.

& Def.
Secund.
3. hujus,

[LIL]
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AceeeesoessesCiesB
Devevenss

E

K

rationem non habet, quam quadratus numerus ad qua-
dratum numerum; ncque quadratum ex G ad quadra-
tum ex G H rationem habebit, quam quadratus numerus
ad quadratumn numerum.. Incommenfurabilis igitur eft
FG ipfi ¢ K lengitudine': quare 6, G H rationales
funt potentia folum commenfurabiles: ideoque P H ex
binis nominibus eft*. Dico et tertiam efle.

Quoniam enimn eft ut b numerus ad A B, ita quadra-
tum ex E ad quadratum ex ¥ 6 ; ut autem B A ad A,
ita quod fitex ra guadratum ad quadratum ex G u:
erit ex quo ut p ad A ¢, ita quadratum ex E ad qua-
dratum ex cu'. Sed D ad A c rationem non habet,
quam numerus quadratus ad quadratum numerum: ergo
E ipfi ¢ H incommenfurabilis eft longitudine i. Et quo-
niam ut B A ad A c, ita quadratum ex F 6 ad id quod
eX G H quadratum ; erit quadratum ex FG majus qua-
drato ex ¢ H. Sint quadrato ex F G ®qualia quadrata -
exX G H, K : per converfionem igitur rationis eft ut A 8
ad B¢, ita quadratum ex rG ad quadratum ex k™.
Scd A B ad B c rationem habet, quam numerus quadra-
tus ad quadratum numerum: ergo et quadratum ex
F G ad quadratum ex k rationem habebit, quam nume-
rus quadratus ad quadratum numerum. Commenfura-
bilis igitur eft Fo ipfi k longitudine; et ob id o plus
poteft quam 6 H quadrato re¢t® linee fibi longitudine
commenfurabilis. Suntque FG, G H rationales potentia
folum commenfurabiles, et neutra ipfarum commenfu-
rabilis eft ipfi  longitudine. Ergo F 1 eft ex binis no-
minibus tertia®, Q. E. D.

PROP. LII. PROBL.
Tnvenire ex binis nominibus quartam.
Exponantur duo numeri Ac, cB, ita ut A B ad neu-
trum ipforum rationem habeat, quam numerus qua-
dratus ad quadratum numerum; exponaturque rzt;?—
is
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- nalis D, et ipfi D commenfurabilis fit & r longitudine:
ergo E F eft rationalis.
Fiat autem ut BA nu- A.....ce.0.Covses.B
merus ad numerum A C,
ita quadratum ex r¥ ad D
quadratum ex re. Com-
menfurabile igitur eft = G
guadra.tum ex EF qua- F

rato ex Fo: ideoque
reta linea p ¢ eft ratio- H
nalis. Et quoniam B A
ad A c rationem non habet, quam numerus quadratus
ad quadratum numerum; erit B F ipfi F ¢ longitudine
incommenfurabilis®. Ergo E ¥, F ¢ rationales funt PO-° 9. bujus.
tentid folum commenfurabiles; et ob id Ea ex binis
nominibus eft?. Dico eam et quartam efle. ? 32, hujus.
Quoniam enim eft ut B A ad A c, ita quadratum ex

E F ad quadratum ex F G ; major autem eft BA quam
Ac: ent quadratum ex EF quadrato ex PG majus.
Sint qadrato ex E F qualia quadrataex ¥ 6, i : per con-
verfionem igitur rationis eft ut A B numerus ad numerum
BC,ita quadratum ex & F ad id, quod fit ex 1, quadratum,
Sed A B ad B c rationem non habet, quam numerus qua-
dratus ad quadratum numerum. Ergo B P ipfi 1 longi-
tudine eft incommenfurabilis: ac propterea e p plus po-
teft quam F G quadrato reftz linex fibi incommenfura-
bilis longitudine. Suntque E F, F G rationales potentii
folum commenfurabiles ; et £ F ipfi b commenfurabilis
eft longitudine. Ergo E G ex binis nominibus eft quartas, { D¢t

Q. E. F. 4. hujus.
PROP. LIII. PROBL. (L111.]

Invenire ex binis nominibus quintam.

Exponantur duo numeri A C, CB, ita ut AB ad neu-

. trum 1pforum rationem ha-
beat, quam numerus qua-
dratusad quadratum nume-
rum; exponaturque reta
linea quaedam rationalis D,
etipfi Iongitudine commen- P
furabilis fit PG: ergo ra
eft rationalis. Et fiat ut
ca ad A B, ita quadratum

AcceessseCoae B

D

€ex
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ex 6 F ad id quod fit ex FE quadratum : rationalis igi-

tur eft FE. Et quoniam

canumerusad AB ratio- A.......:Cu...B

nem non habet, quam nu-

merus quadratus ad qua- D

dratum numerum ; neque

quadratun ex G F ad qua- R G-

dratum ex F E rationem ha- F

bebit, quam numerus qua- :

dratus ad quadratum nu- H

merum. Ergo EF, FG ra-
*g.hujus. tionales funt potentia folum commenfurabiles®; et ob
* 37.hujus. id E G ex binis nominibus et *. Dico eam et quintam
efle.

Quoniam enim eft ut cA ad A B, ita quadratum ex

6 F ad quadratum ex FE; erit invertendo ut B A ad
A C, ita quadratum ex E F ad quadratum ex FG: ergo
quadratum ex BF quadrato ex F G eft majus. Sint
quadrato ex E F 2qualia quadrata ex F @, H: per con-
verfionem igitur rationis eft ut A B numerus ad nume-
rum B G, ita quadratum ex B F ad id quod ex H qua-
dratum. Sed A B ad Bc rationem non habet, quam
quadratus numerus ad quadratum numerum ; ergo ne-
que quadratum ex EF ad quadratum ex H rationem
habebit, quam numerus quadratus ad quadratun nu-
merum : ac propterea E F ipfi H longitudine eft incom-
menfurabilis. Quare g F plus potcit quam PG quadrato
recte linez fibi incommenfurabilis longitudine. Sunt-
que EF, F G rationales potentia folum commeniurabiles,
€t F G minus nomen expofite rationali b commenfura-’
bilis eft longitudine : ergo E G ex binis nominibus eft

s quintat, Q. E. F.
§. hujus, ‘
(L1v.] PROP. LIV. PROBL,

Invenire ex binis nominibus fextam.

Exponantur duo numeri Ac, cB, ita ut AB ad neu-
trum ipforum rationem habeat, quam numerus qua-
dratus ad quadratum numerum. Sit etiam alius numerus
D, qui ad neutrum ipforum B A, A c rationem ha-
beat, quam numerus quadratus ad quadratum nume-
rum, et exponatur rationalis quedam re&ta linea =,
fiatque ut D ad A B, ita quadratum ex E ad quadratum

ex
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' Aottt eseCoivene B
Do.veveveeanns

E

K

ex F G: commenfurabilis igitur eft £ ipfi F ¢ poten-
tid. Atque E eft rationalis: quare et rationalis eft
FG* Et quoniam p ad A B rationem non habet,* Def. 6.
quam numerus quadratus ad quadratum numerum ;"%
neque quadratum ex E ad quadratum ex F G rationem
habebit, quam numerus quadratus ad quadratum nu-
merum: ergo E ipfi ¥ G longitudine eft incommenfura-
bilisr. Itaque rurfus fiat ut B A ad A c, fic quadratum? 9. hujus.
ex P G ad quadratum ex 6 H: quadratum igitur ex F G
quadrato ex G H eft commenfurabile. Rationale autem
eft quadratum ex FG: ergo et quadratum ex G H eft
rationale ; et ob id refta %inea G H clt rationalis, Et
quoniam B A ad A c rationem non habet, quam numerus
quadratus ad quadratuin numerum ; neque quadratum
ex F6 ad quadratum ex G H rationem C{mbebit, quam
numerus quadratus ad quadratum nwnerum.  Incom-
menfurabilis igitur eft pe ipi ¢ 1 Jongitudiner; et
ideo ¥ @, G u rationales {unt potentii folum commen-
furabiles. Quare ex binis nominibus ¢ft ¥ 1 2. Oftcn-7 37. hujus.
dendum eft et fextam etle.

Quoniam enim ut p ad A B, ita eft quadratum ex
ad quadratum ex r 6 ; eft autem et ut B A ad A ¢, ita
quadratum ex F ¢ ad quadratum ex ¢ H: ex =quo eft
ut o, ad Ac, ita quadratuin ex E ad quadratum ex ¢ H.
Sed D ad A c rationem non habet, quam numerus qua-
dratus ad quadratum numerum: ergo neque quadratum
ex E ad quadratum ex ¢ H rationem habebit, quam nu-
merus quadratus ad quadratum numerum. Incommen-
furabilis igitur eft E ipfi ¢ # longitudine?.  Oftenfum
autem eft et iphi F 6 incommenfurabilem efle: quare
utraque ipfarum G, ¢ n iplt E longitudine eft incom-
meniurabilis,  Et quoniam eft ut 8 4 ad A c, ita qua-
dratum ex F G ad quadratumex G H, erit quadratum ex
F 6 quadrato ex ¢ H majus. Sint quadrato ex F G -
qualia quadrata ex 6 H, K : ergo per converfionem ra-

Y tionis
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tionis ut A B ad B C, ita eft quddratum ex F ¢ ad qua-
dratum ex K. Sed A B ad B ¢ rationem non hz:{)et,
quam numerus quadratus ad quadratum numerum: ne-
que igitur quadratum ex F G ad quadratum ex k ra-
tionem habebit, quam numerus quadratus ad quadratum
numerum : ac propterea F G ipfi K longitudine eft in-
commenfurabilis. Ergo F G plus poteft quam G H qua-
drato relte linez fibi incommenfurabilis longitudine.
Suntque F 6, G H rationales potentid folum commen-
furabiles ; et neutra ipfarum longitudine commenfura-
bilis eft expofitz rationali E. Quare FH eft ex binis
nominibus fexta®. Q. E. F.

LEMMA VIIL.

Sint duo quadrata A B, B C, et ponantur ita ut p »
fit in dirc&um ipfi BE: ergo et FB ipfi B G in dire&tum

* 14 primi.erit ®, Et compleatur A c parallelogrammum. Dico ac

¢ . {exti.

quadratum effe; et inter quadrata A B, B¢ reCtangulum
p 6 medium effe proportionale, itemque inter ipla A c,
¢ B medium proportionale effe b c.

Quoniam enim p B quidem eft aqualis P B, B B vero
ipfi BG ; erit tota D E toti Fa -
qualis. Sed b E aqualis eft utri- fo!
visipfarum K¢, A H; et F G utrivis
ipfarum A K, Hc eft qualis. Ergo
et utravis AH, Kc utrivis AK, HC
eft ®qualis; w®quilaterum igitur
eft Ac parallelogrammum.  Eft
autem et reCtangulum: ergo qua-
dratum eft A c. Et quoniam eft
ut Fad BG,itapBad BE; ut £ "
autem rB ad PG, ita A B ad De,
ctut psad BE,ita D6 ad Bc®: ut igitur AR ad Da,

#i1.quinti.ita et D6 ad Bc?: ideoque inter A B, B c medium

proportionale eft pa. Dico preterea inter ipfa a c,
. cP
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c 8 medium proportionale efle pc. Nam cum fit ut
Apad DK, 1ta K6 ad G, eft enim utraque utrigue
@qualis ; et componendo erit ut Ak ad K D, ita kK c ad

CG. Sedutaxad kp,ita aAcadcpj etutkcad
€g,itabpcad cBé Etigitur ut acad cp, ita eft pc* 1. fexti.
ad ¢ B. Ac propterea inter ipfa A ¢, ¢ B medium pro-
portionale eft cp. Q. E. D.

PROP. LV. THEOR. [LV.]

Si fpatium contincatur [ub raticnali, et ex binis nominibus
primd; recla linea fpatium potens irrationalis efl, qua
ex binis nominibus appellatur.

Spatium enim A B ¢ D contineatur {ub rationali A B,
et ex binis nominibus primi A p: dico re¢tam lineam,
qua poteft {patium A ¢, irrationalem efle, quz ex binis
nominibus appellatur.

Quoniam enim a D eft ex binis nominibus prima,
dividatur in nominaad punctiun
E; etfit A E majus nomen, Ma- A GE F D
nifeftum eft A E, e D rationales
efle potentid folum commen-
furabiles, et A £ plus pofle quam
E D quadrato recte linem fibi

commenfurabilis longitudines ¢ Dot
et preterea ipfam Ak expofite Secund.
rationali A B H(mgimdinc com- B 1N C 1 hujus.
menfurabilem efle. Sccetur E b . R Q

bifariamn in r. Quoniam igitur
A E plus poreft quam E p qua-
drato retee linez fibi commen- M 0
turahilis longitudine; fi quarte N
parti quadrati, quod fit a minori,
hoc eft,fi quadrato ex e ¥, ®quale
parallelogramnium ad majorem
A E applicetur, deficiens tignra S !

quadrata; in partes commenfu-

rabiles ipfam dividetf. Applicctur igitur ad A E qua-f 8. hujus.
drato ipfius E F ®quale rectungulum fub A G, G E %:¢ 18, fexsi.
ergo A G ipli ¢ £ lungitudine eft commenfurabilis.

Deinde per punéta 6, E, F alterutri ipfarum A B, DC
parallele ducantur 6 H, EK, FL; et parallelogrammo

quidem A B 2quale quadratum conftituatur s N; paral-

Y2 lelogramme
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lclogrammo autem ¢ K zquale quadratum N Q. Ita

autem Imn;mtur guadrata s N, N @, ut M N fit in di-

* 14 fecun-rectum ipfi NOM: ergo RN
&P NP ixl\ dire&tum cri%‘. Et A GE F D

+P ‘parallelogrammum s @ com-

lcatur : .quadratum igitur eft
Ylemmaz.g o *. Et quoniam redtangu-
buus Jum fub A G, G E eft mquale
quadrato ex E F, ertt ut A G ad

bysfextic EF, ita EF ad k6l quare ut

=ifexti anad 1, itaeft ELadkG®: P HK L C
ac propterca inter paralllo- T R Q
gramma a H, 6 K medium pro-

ortionale eft L. Sed paral-
ﬁ:logrammo AH azquale it qua- M Y

dratum s N, et 6 K wquale qua-
* Percon- drato N @®: ergo inter qua-
frult. drara s N, N @ medium propor-
tionale et £ L. Scd inter ea- S

dem s N, N @ medium propor-
*Lemmas.tionale eft a1 R °: @quale igitur et M R ipfi E L.
:40 :'{::“;'\Ld MR eft iequale POP, et EL ipfi FC¥: crgo to-
’ tum EC ipfis MR, PO cff wquale. Sunt autem et
A H, 6 K kqualia ipfis s v, N @: totum igitur A c eft
wquale toti s a, hoc ett, quadrato ex ™ 0; ideoque
ipta 31 0 potelt parallelogrammum A e, Dico Mo ex
binis nominibus cfle. Quoniam enim A @ commen-
furabilis cft ipi 6 kB erit Ak utrique ipfarum A G,
t 16, hojus. 6 B commenfurabilist. Ponitur autem et A & commen-
furabilis ipfi A 8 longitudine: ergo ¢t A6, G E ipii
*1: hujus. A B commenfurabiles funt®.  Atque eft A B rationahs:
ratioualis iyitur eft et utraque iplarum A G, 6 E; et ob
* zc. hojus.2d rationale utramque ipforum A H, G K% et A H 1pfi
* 1o.bujus. @ K eft commenlurabile?. Sed A B =ft equale iph
s N, et GK ipfi xa: ergo et quadrata s N, N, vide{i-
cet, quae fiunt ex M N, N 0, rationalia funt et commen-
furabilia.  Et quoniam incommenturabilis eft A £ ipf
L D longitudine, et A g quidem eft commenfurabilis ipft
A G, et D E commenturabilis ipfi 1z F; erit et A G iph
E F longitudine incommenturabilis: ergo et An eft in-
cunmenfurabile ipfi L. Sed A H efl 2quale s N, et
E L ipli M R: quare s N eft incommenfurabile ipfi M R.
Ut autem s~ ad MR, ita p N ad N R: incommenfura-

bilis
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bilis igitur eft p~ ipfi N R longitudine®. Ef{t autem-® 1o.hujus.
PN ®qualis MN,et NR ipfi No: ergo MNipfiNo
longitudine eft incommenfurabilis.  Atque eft quadra-
tum ex M N commenfurabile quadrato ex N 0; et
utrumque rationale, Nimirum cum re&angulis a n,
G K, rationalibus et inter fe commenfurabilibus, qua-
drata illa, ex M N, N0, fingulatim fint zqualia. Quare
M N, N o rationales funt, potenti folum commenfura-
biles. Ideoque M 0 ex binis nominibus eft, ct poteft
parallelogrammum ac* Q. E. D. * 37, hujus,

PROP. LVI. THEOR. [LVI]
St fpatium contincatur fub rationali et ex binis nominibus
Jecundds rela linea fpatium polens irrationalis efl, quee
ex binis mediis prima appellatur,

Spatium enim A B ¢ D contincatur fub rationali A B, Vide fis.
et ex binis nominibus fecundi A p: dico re€tam lincam, ¥iop- 5.
qua fpatium A c poteft, ex binits mediis primaimn efle.

Quoniam enim A D eft ex binis nominibus fecunda,
dividatur in nomina ad pun@um E, ita ut a e fit majus
nomen. FErgo A E, E D rationales funt potentia folum
commenfurabiles7, et A £ plus poteft quam E D qua-v per.
drato rectz linez fibi longitudine commenfurabilis, etSecund.
minus nomen E D commenfurabile eft ipfi A B longitu- * Buw-
dine, Sccetur E b bifariam in F; et quadrato ipfius EF
wquale parallelogrammum ad re¢tam hineam a e applice-
tur,deficiens figura quadrati, re‘tangulym nempefub a g,
ce. Commenturabilis igitur eft Ac1pfi 6 E longitudine®. . 15, hujus,
Et per puntaG, E, F ipfis A B, DC parallele ducantur
GH, EK, FL; parallelogrammo autem A H @quale qua-

.dratum s N conftituatur, et parallclogrammeo 6 K rquale

quadratum ~ @. Ita autem pouantur quadrata s ¥, N a,

ut M N fit in dire€tum ipfi No: ergo et RN ipfi NP

in dire¢tum erit. Et compleatur s @ quadratum: ma-

nifeftum igitur eft ex iis quee demonftrata funt?, paral-: 14 antec.

lelogrammum M R medium cflc proportionale inter

quasrata. s N, Na, et parallelogrammo E L squale;

et preterea rectam lincain M o pofle fpatium a c.

Oftendendum igitur eft ipfam ™ o ex binis mediis pri-

mam efle. Quoniam enim incommenfurabilis eft A E

ipfi E D longitudine, commenfurabilis autem £ D ipfi, .

A B"; erit AE ipfi a B longitudine incommenfurabilis©, !37' 'l‘l:"‘:

Et quoniam A ¢ commenturabilis eft longitudine ipfi o
: Y3 GE;
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GE; erit A E utrique ipfarum A 6, G E longitudine com-

¢ 16. hujus. menfurabilis ¢. Atque eft A

€ 22, hujus.

f 1. fexti,
& 1. hujus,

8 1. fexti.

® 20, hujus.

i 28, hujus,

rationalis : rationalis igitur et 4 GE F D
utraque A G, 6 E. Quod cum
A E fit incommenfurabilis qui-
dem ipfi A B longitudine, com-
menfurabilis autem A E utrique
ipfarum oG, G E; erunt AG, GE
ipfi a B longitudine incommen-

furabiles: quare BA, AG, GE B HX L C
rationales funt potentid folum R Q
commenfurabiles, Medium igi-
tur eft utrumque parallelogram-
morum AH, GK®; et ob id 0

utrumaque quadratomm SNy, NQ N
elt medium: ergo re&te linea
M N, N 0 medie {funt. Rurfus,
quoniam commenfurabilis eft
AGipfi 6 E longitudine; eritpa- S P
rallelogrammum A v parallelo-
grammo 6 K commeniurabile f; hoe eft, qnadratum s w
ipfi ¥ a3 hoc cft, quadratum ex M N quadrato ex ¥ o.
Ergo MmN, No potentia commenfurabiles funt. Et
Huoniam incommenturabilis eft a £ ipfi E b longitu-
ine, et A E quidem eft commenfurabilis ipfi A6, ED
vero ipfi E F: erit AG ipfi E ¥ longitudine incommenfura-
bilis. Quare et parallelogrammum A 1 incommenfura-
bile parallclogrammo e v, hoc eft, s~ ipfi M R. Quare
et re(ta p N ipfi N RE, hoc eft, M N ipfi N 0, incommen-
furabilis eft longitudine. Oftenfz autem funt M N, NoO,
et mediz, et potentis commenfurabiles: ergo M N, N0
mediz funt potentid folum commenfurabiles. Dico et
rationale continere. Quoniam enim D E ponitur com-
menfurabilis utrique ipfarum A B, EF; erit EF ipfi EK
longitudine commenfurabilis. Atque eft rationalis utra-
quc ipfarum: rationale igitur eft parallelogrammum e L.,
hoc eft, M R; cftque M R quod fub M N, N O conti-
netur.  Siautem due medie potentid folum commen-
furabiles componantur, que rationale contineant, tota
irrationalis eft, qua ex binis mediis prima apBellatur‘.
Ergo m o cx binis mediis eft prima. Q. E. D.

PROP,
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PROP. LVII. THEOR. [LV1L.]

Si fpatium contincatur [ub rationals, et ex binis nominibus
tertid ; recta linea [patium potens irrationalis efl, que
appellatur ex binis mediis fecunda.

Spatium enim A B ¢ D contineatur fub rationali A B, Vide fig.
et ex binis nominibus tertia A p, divi{ in nomina ad Prop- 56,
punétum E, quorum majus fit A  : dico'retam lineam,
que poteft fpatium A c, irrationalem efle; que ex binis

mediis fecunda appellatur.

"~ Conftruantur enim eadem, que fupra. Et guoniam

A D ex binis nominibus tertia eit; erunt A E, E D ra-
tionales potentia folum commenfurabiles®, et A & plus* Def.
poterit quam E D quadrato reéte linee fibi commenfu- ?“k:"gﬂ"
rabilis longitudine, neutraque iffarum AR, BDipfi AB” ’
longitudine erit commenfurabilis. Similiter! oftende-1 Atque in
mus Mo cam efle, que fpatium A c poteft, et efle exprac.
binis mediis M N, No: itaque oftendendum eft et fe-
cundam efle. Quoniam enim D E incommenfurabilis

eft longitudine ipfi A B, hoc eft, ipfi Ex ; atque eft DE
commenfurabilis e F: erit E F iphi E K longitudine in-
commenfurabilis. Et funt rationales: ergo FE, EK ra-
tionales funt potentia folum commenfurabiles; et ob id

E L, hoc eft, M R, medium eft; et continetur fub M N,

N 0. Medium igitur eft quod fub MN, N0 continetur.

Quare M 0 ex binis mediis eft {ecunda™. Q. E. D. ™39 hujus,

PROP. LVIII. THEOR. [LVIIL.]}

Si [patium contineatur fub rationali, et ex binis nominibus
‘quartd; refta linea fpatium potens irrationalis ¢ft, que
vocatur major.

Spatium enim A c contineatur fub rationali A B, et

ex binis nominibus quartd a p, divifi in nomina ad

punétum E, quorum A E fit majus: dico reétam lineam,

que fpatium A c poteft, irrationalem effe ; que major

appellatur.

Quoniam enim A D ex binis nominibus eft quarta;

erunt A E, E D rationales potentid folum commenfu-

rabiles", et A E plus poterit quam E D quadrato reéte. per,
"linee fibi longitudine incommenfurabilis, et A £ ipfi A B Secund.
commenfurabilis erit longitudine. Dividatur p k bifa- 4- huws-
riam in F, et quadrato ipfius & F zquale parallelogram-

mum ad A E applicetur, cfcﬁciens figura quadrati, rectan-

Y gulum
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gulum nempe fub 4 6, GE: erit igitur AG ipfi 6 B lon-
* 19. hujus. gitudine  incommenfurabilis °,
ucantur ipfi A B parallele e, A GE F D
EK, F L, et eadem fiant, quae :
fupra. Conflat igitur Mo pofle
fpatium a c. Oftendendum au-
tem eft M o irrationalem efle,
que vocatur major. Quoniam
enim A ¢ ipfi 6 E incommenfu-
rabilis eft longitudine, erit et B C
» 1. fexti. A Hipfi G K incommenfurabiler, - 1

f’{f-h“j“s'hoocﬁ, SN iPﬁ Nad, Ergo MN, . &
troc " No potentié incommen{urabiles :
funt. Et quoniam AR ipfi A B 0

longitudine eft commenfurabi-
lis, parallelogrammum A k ra-
tionale eft; atqui eft sequale
quadratis ipfarum M N, N0
ergo compofitum ex quadratis S8
iplarum M N, N o eft rationale.
Quod cum b E fit incommenfurabilis longitudine ' ipfi
A B, hoc eft, ipfi E K, fit autem D E commenfurabilis
ipi EF: erit EF ipli B K incommenfurabilis longi-
tudine, Quare K E, E F rationales funt potentid folum
* 32. hujus. commenfurabiles ' 5 et ob id medium eft r g, hoc eft,
M R, quod continetur fub M N, No. Medium igitur eft
quod fub M N, No continetur; eftque compofitum
¢x quadratis ipfarum M N, N 0 rationale; et » N ipfi
N 0 potentii incommenfurabilis, 8i autem due refte
linez potentidincommenfurabilescomponantur, facientes
compofitum quidem ex ipfarum quadratis rationale, quod
autem fub ipfis continetur medium; tota irrationalis
* 40. hujus.erit : vocatur autem major®. Ergo M o irrationalis eft,
quz major appellatur, ¢t poteft fpatium ac. Q. E. D.

[LIX.] PROP. LIX. THEOR.

Si fpatium contineatur fub rationali, et ex binis nominibus
quintd 5 recla linca fpatium potens irrationalis ¢ft, que
vocatur rationale et medium potens.

Vide fg. Spatium enim A ¢ contineatuf fub rationali A B, et ex
Prop. 58. -binis nominibus quintid A p, divifi in nomina ad pun-
&um E, ita ut guajus nomen fit A& dica reétam lineam,
. _ : qua
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que poteft fpatium A c, irrationalem efle ; qua vocatur
rationale ac medium potens.
Conftruantur enim eadem, que fupra: manifeftum

igitur eft » o pofle fpatium A c. Oftendere autem
-oportet M 0 effe, que rationale ac medium poteft. Quo- '
niam enim A G ipfi E ¢ incommenfurabilis ett Jongitu-
dine ; et parallelogrammum A B eft incommenfurabile
parallelogrammo H k%, hoc eft, quadratum ex » N qua-® 1. fexti,
drato ex N O: ergo M N, N O potentia incommenturabiles ¥10-buus.
funt. Et quouniam A D eft ex binis nominibus quinta, fit-
que minor ipfius portio E b; crit E D ipfi A B commen-
furabilis longitudine*. Sed A E ipfi & b longitudine eft ! Def:
incommenfurabilis: ergo et A B incommeniurabilis etiffﬁ,ﬁ,’}ﬁ;_
longitudine ipfi A E*: ac propterea B A, A B rationales> 1. hujus.
funt potentia folum commenfurabiles : medium igitur
eft Ak?’, hoc eft, compofitum ex quadratisipfarum M N, 22. hujec.
No. Et quoniam pE commenfurabilis et longitu-
dine ipfi A B, hoc eft, ipfi E Kk, eftque DE commenfura-
bilis 1pfi EF: erit et EF ipfi E K commenfurabilis.
Rationalis autem eft £ K : rationale igitur eft et &L 2,z z20.hujus.
hoc eft, ™ R, hoc eft, parallelogrammum quod fub M N,
N o continctur. Quare M N, N O potentia incounmen-
furabiles funt, facientes compofitum quidem ex ipfarum

uadratis medium, quod autem fub ipfis continetur ra-
tiouale: ergo Mo eft rationale ac medium potens, ct
poteft fpatium ac? Q. E. D, * 41. hujus.

PROP. LX. THEOR. LX)

Si fpatiuin contincatur fub rationali, et ex binis nominibus
Jevtd; ques /fatium poteft recta linea, irrationalis ¢ff,

quce UV atur bina media polens.

Spatium enim A B ¢ D contincatur fub rationali A B, vidc fg.
et ex binis nominibus fexta A p, que dividatur in no- Prop. sé.
mina ad punétum E, ita ut A E fit majus nomen: dico
reftam lincam, que poteft fpatium A ¢, effe bina me-
dia potentem. '

Conftruantur enim eadem, quae fupra. Manifefum
igitur eft Mo pofle fpatium ac, et M N ipfi N0 potentii-
meommenfurabilem efle.  Et quoniam E A ipfi A B in-
commenfurabilis eft longitudine, erunt £ a, a B ratio-
nales potentia folum commenfurabiles: medium igitur
eft A k", hoceft, compofitum ex quadratis ipfarun: M Ny b ;5. pyjo,
N o. Rurfus, quoniam incommenfurabilis ¢ft kp ipfi
4 B longitudine, erit et vE ipfi E K longitudine in-

commenfurabilis

)
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commenfurabilis: ergo et ¥ &, & K rationales funt po-
tenti4 folum commenfurabiles; ac propterea medium
eft B L, hoc eft, M R, hac eft, quod Fub M N, N O con-
tinetur. Et quoniam E a eft incommenfurabilis ipfi g
longitudine ; et parallelogrammum A k parallelogrammo
E L incommenfurabile erit. Sed Ak quidem eft com-
pofitum ex quadratis ipfarum M N, N0 ; EL vero eft
quod fub M N, No continetur. Incommenfurabile igi-
tur eft compofitum ex quadratis ipfarum M N, N O et,
quod fub M N, N O continetur. Atque eft utrimque
ipforum medium; et M N, N o potentid funt incom-
menfurabiles : ergo M o eft bina media potens, et pot-
eft fpatium A cc. Q. E. D.

LEMMA VIII.

Si refta linea in partes inequales fecetur, ipfarum
partinm quadrata majora funt reétangulo, quod bis fub
ditis partibus continetur.

Demontftratur ex 5* et 9* fecundi ad modum Corol-
larii Lemmatis fexti.

PROP. LXI. THEOR.

Quadratum ejus, que oft ex binis nominibus, ad rationalem
" applicatum latitudinem facit ex binis nominibus pri-
mam. :

Sit ex binis nominibus A B, divifa in nomina ad pun-
&um ¢, ita ut A ¢ fit majus nomen; exponaturque ra-
tionalis D E, et quadrato reéte linez A B ®quale ad
ipfam D E applicetur re@angulum parallelogrammum

-D E F G, latitudinem faciens p6: dico DG ex binis

f 45. primi.

$4. fecundi.

nominibus primam efle.
Applicetur enim ad rationalem b & quadrato quidem
ipfius 4 c mquale parallelogram-

mum D H ; quadrato autem ipfius &3
BC zquale K Lf: reliquum igi-

tur quod bis fub Ac, ¢cB con- D XM N G
tinetur eft =mquale parallelo. 7 (T

ammo M FF, Secetur M 6 bi-
fariam in N, et alterutri ipfarum
M L, G F parallela ducatur No:
utrumgque igitur parallel';)agiram-
morum M 0, NF eft &quale ei,
quod femel fub Ac, cB conti- | HL
netur, Et quoniam ex binis no-

minibus

.
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minjbus eft A B, divifa in nomina ad pun&tum c; erunt
A C, cB rationales potentid folum commenfurabiles ®. " 37. bujus.
Ergo quadrata ex A c, cB rationalia funt et commen-
furabiha inter fe; et ob id compofitum ex quadratis
ipfarum A ¢, c B commenfurabile eft ipfarum ac, cB
uadratis ! : rationale igitur eft compofitum ex qua- i16.hujus.
ratis ipfarum A c, c®. Atqui eft zquale parallelo-
grammo D L. Ergo et pL eft rationale, et ad ratio-
nalem b E applicatum rationalem efhcit » M, et ipfi
D E commenfurabilem longitudine ®*.  Rurfus, quoniam* z1. bujus.
AC, B rationales funt, potentid folum cominenfura-
biles ; medium eft quod bis fub A ¢, ¢ B continetur,
hoc eft, rectangulum M r. Et ad rationalem M L ap-
licatum rationalem efficit M 6, fed ipfi M 1, hoc eft,
ipfi E D, longitudine incommenfurabilem!. Eft autem! 23. bojus.
et M D rationalis, et ipfi b E commeniurabilis longitu-
dine : ergo p M ipfi M6 longitudine eft incommentura-
bilis®. Suntquerationales: ergo pm, MG rationales funt = 3. hujus.
tenti folum commenfurabiles; ac propterca p G eft ex
inis nominibus®. Oftendendum eft et primam efle.
Quoniam enim inter quadrata ex A c, ¢ B medium pro-
ortionale eft, quod fub ac, cB continetur; erit etiam
mter parallelogramma p H, K L medium progortionale
mo". Eftigiturut pHadmo,itasoad ki ; hoceft, uts Lemmay
reftalinea pK ad M N, ita MNad M K°: ergo reGtangu-o 1, fexti. )
lum fub p &, K M quadrato ex M N eft aequa%e'. Et quo-r 17. fexti,
niam quadratum ex A ¢ commenfurabile eft quadrato ex
CB, erit et parallelogrammum pH parallelogrammo k v
commenfurabile? : ergo et p K ipfi K M longitudine eft? 10. hujus.
commenfurabilis. Quod cum quadrata ex A ¢, ¢B ma-
Jjora fint eo, quod bis fub A c, ¢ B continetur9; erit ets Lem. 8.
arallelogrammum D L majus parallelogrammo M r :huus:
ideoque recta linea p M ipfd M ¢ eft major. Atqui eft
retangulum fub b X, Kk M =quale quadrato ex M N,
hoc elt, quarte parti quadrati ex M 6 ; et D K ipfi K M
longitudine eft commenfurabilis. Si- autem fint duce
recte linew inzquales, et quartz parti quadrati minoris
eequale parallelogrammum ad majorem applicetur, de-
ficiens figurd quadrata, et in partes commenfurabiles
ipfam dividat ; major plus potent quam minor quadrato :
reite linez fibi commenfurabilis longitudine . Quare* 18. hujus,
D M plus poteft quam M G quadrato re&te ipfi b M
lungitudine commenfurabilis.  Suntque rationales b M,

T MG
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M G ; atque DM, que eft majus nomen, expofite ratio-
nali b e longitudine eft commenfurabilis ;: ergo b 6 eft
ex binis nominibus prima*. Q. E. D.

PROP. LXII. THEOR.

Quadratum ejus, quee ¢ft ex binis mediis prima, ad ratio-

nalem applicatum latitudinem facit ex binis nominibus
Jecundam. .

Sit ex binis mediis prima A B, divifa in nomina ad pun-

&um c, ita ut ac fit majus no-

men ; exponaturque rationalis A G B
D B, et ad ipfan D E applicetur
parallelogrammum @quale qua- » KM N G

drato ipfius A B, quod fit DF,
latitudinem faciens b 6: dico
D ¢ ex binis nominibus fecun-
dam effe.

Conftruanturenim eadem, quz
fupra. Et quoniam A B ex binis
mediis eft prima, divifa ad pun- |7 T e
&um c; erunt A ¢, cB media
potentia folum commenfurabiles, qua rationale conti-
nentt. Quare et qua fiunt ex A ¢, ¢ B quadrata media
funt; ideoque p L eft medium, et ad rationalem n E
applicatum, rationalem efficit m b, fed ipfi » E longi-
tudine incommenfurabilem . Rurfus, quoniam ratio-
nale eft, quod bis fub A ¢, cB continetur; erit et M P
rationale, et ad rationalem M L applicatum efficit M o
rationalem, et ipfi M L ¥, hoc eft, ipfi D £, commenfu-
rabilem longitudine. Incommenfurabilis igitur eft D M
ipfi M G?. Sed rationales funt. Quare D M, MG ra-
tionales funt potentid folum commenfurabiles; ac pro-
pterea p G eft ex binis nominibus. Oitendendum eft
et fecundam effe. Quoniam enim quadrata ex A c,
¢ B majora funt eo, quod bis fub A ¢, ¢ B continetur?;
erit et b L parallelogrammum parallelogrammo » e
majus: ergo et reta linea p M major eft ipfd M G.
Quod cum quadratum ex A ¢ quadrato ex ¢ B fit
commenfurabile; et b H parailclogrammum parallelos
grammo K L commenfurabile erit: quarc et b K com-
menfurabilis ipfi x M. Sed re¢tangulum, quod fub b x,
K M continctur, quadrato ipfius M N ®quale eft. (Id
gnim ut in praecedente oftendatur.) Ergo p M plu;

pote
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poteft quam M G quadrato re&ta linee fibi lougitudine
commenturabilis .  Eftque M ¢ commenfurabilis lon-s 18, hujus.
.gitudine ipfi DE. Quare D G eft ex binis nominibus fe-+ Der.

cunda®. Q. E. D. Scchund.
2. huyus.
PROP. LXIII. THEOR. (LX1IL]

Quadratum cjus, qua eff ex binis mediis fecunda, ad ratio-
nalem applicatum latitudinem Sacit ex binis nominibus
tertiam.

Sit ex binis mediis fecunda A B, divifa in nomina ad

C, ita ut A ¢ fit majus nomen ;

rationalis autem fit D g, et ad A C. B
ipfam D E quadrato ex A B ®-
quale parallelogrammum D F p KM N G

applicetur, latitudinem faciens
pG: dico DG cx binis nomi-
nibus tertiam efle.

Conftruantur enim eadem,
que fupra. Et quoniam A B
eft ex binis mediis fecunda, di-
vifa ad puuttum c; erunt A c, 1
c B medi:e, potentid folum com-
menfurabiles, que medium continent¢: ergo et com-« 39, hyjus.
pofitum ex iplarum A ¢, cB quadratis medium eft. o
Atqui eft quale ipfi D L: medium igitur eft L. Scd
ad rationalem b E applicatur : ergo rationalis eft M D,
fed ipfi p E longitudine incommenfurabilis 4. Rectan-+ 23. bujus.
gulum autem quod fub A ¢, ¢ B medium efte.  Illiuse ex hyp.
autem duplum M r. Quare et M F medium, et ad ra-
tionalem M L applicatum, efficit M G rationalem, fed ipfi
M L, feu DE,longitudine incommen{urabilem<. Utraque
igitur ipfarum b M, M G rationalis eft, et ipfi p E lon-

itudine incommenfurabilis. Et quoniam incommen- :
furabilis eft A c ipfi ¢ B longitudine, ut autem ac ad
cB ita quadratum ¢x Ac ad rectangulum fub Ac, cB';f 1. fextic
erit et quadratum ex A ¢ rettangulo fub Ac, cB in. -
commenfurabile. Ergo compofitumn ex quadratis ip-
farum A ¢, ¢ B incommenfutabile eft ei, quod bis fub
Ac, cB continetur; hoc eft, b L incommenturabile ipfi
M F; et ob id refta linea b M ipfi M G Jongitudine eft
incommeufurabilis. Suntque rationales: ergo pc eft
ex binis nominibus. Oflendendum eft et tertiam efle.
Similiter enim ac in przcedente concludemus D M

ipfa
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ipli M 6 majorem efle, et DK ipfi kK M commenfura-
bilemn. Atqui eft rectangulum fub b KX, K M quadrato
ipfius M N =quale: ergo b M plus potelt quam MG
» 18, hujus.quadrato recte linez fibl commenfurabilis longitudine®.
Et neutra iplarum p M, M G eft Jongitudine commen-
iper,  furabilis ipfi D €. Quare b G eft ex binis nominibus

secund.  tertial., Q. E. D.
3. hujus.

[LXIV.] PROP. LXIV. THEOR.

Quadratum magoris ad rationalem applicatum latstudinem
Jacit ex binis nominibus quartam, -

Sit major A B, divifa in nomina in pun&o c, ita ut
A c fit majus nomen ; rationalis autem quadam fit pE,
et quadrato ex A B ®quale ad ipfam b E applicetur
parallelogrammum b P, latitudinem faciens D 6 : dica
D G eflc ex binis nominibus quartam.

Conftruantur enim eadem, quae fupra. Et quoniam
A B eft ‘major, divifa in nomina .
in ¢ ; erunt Ac, CB potentid in- A—SC 3

¥ 40. hujus.commenfurabiles ¥, que faciunt
compofitum quidem ex iplaum D KM N G
quadratis rationale; quod autem
fub ipfis continetur medium.
Itaque quoniam rationale eft
compofitum ex quadratis ipfa-
rm AC, C B, ernt et parallclo-
grammum b L rationale. Frgo _
et rationalis et reéta linea by, K HL O F
ipique pe longitudine commen-

b o1 bojus. furabilis'. Rurfus, quoniam medium eft quod bis fub
A ¢, ¢ B continetur, hoc eft, M r, et ad rationalem mv
elt applicatum ; erit et M G rationalis, fed ipfi D E in-

ma3. hojus. columeniurabilis longitudine™. Ergoet pwm ipfi M G

‘ longitudine incommenfurabilis eft; ac propterea b M,
M G rationales funt potentid folum cominenfurabiles :
® 37.hujus.quare ex duobus nominibus et o 6 ®. Oftendendum eft
et quartamn efle. Similiter enim atque in fuperioribus
concludemus b M majorem efle quam M o, et re¢tangu-
lum fub D K, K M quadrato ex M N zquale. Quomam
igitur quadratum ex a ¢ incoinmenfurabile eft quadrato
ex cB; eritet D H parallelogrammum incommenfurabile

* 1c. hujus. parallelogrammo K L°; et ob id refta linea K b ipfi kK M
longitudine incommenfurabilis. Si auten fint duz reéta

linew®
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lineee inzquales, et quartz parti quadrati minoris -

uale parﬁlelogrammum ad majorem applicetur, de-
gciens figurd quadrati, et in partes longitudine incom-
menfurabiles ipfam dividat; major plus poterit quam
minor quadrato re& linew fibi longitudine incommen-
furabilis?. Ergo p M plus poteft quam M G quadrato® 19. hujus,
re&te linee fibi incommenfurabilis longitudine. Sunt-
que D M, M G rationales potentia folum commenfura-
biles, atque eft D M commenfurabilis expofita rationali« per.

DE. Quare DG eft ex binis nominibus quartat. Q.E.D. Se;und-
4- hujus.

: PROP. LXV. THEOR. (LXV.]
Quadratum cjus, que rationale ac medium potofl, ad ratio-
nalem applicatum latitudinem fucit ex binis nominibus
quintam.

Sit rationale ac medium potens A B, divifa in nomina
ad pun&tum c, ita ut A ¢ fit majus nomen; exponaturque
rationalis D E, et quadrato ipfius A B =quale parall&o-
grammum D F ag ipfam D E applicetur, latitudinem
faciens p 6: dico DG effe ex binis nominibus quintam,
Conftruantur enim, qu fupra. Et quoniam ratio-
nale ac medium potens eft A B,
divifaad ¢ pun&um; erunt Ac, oo . G 5 ]
CB potentia incommenfurabiles’, " 41 hujus.
qua faciunt compofitum quidem D KM N G
ex ipfarum quadratis medium,
quod autem fub ipfis continetur
tationale. Quoniam igitur me-
dium eft compofitum ex ipfarum
A ¢, CB quadratis ; erit et paral-
lelogrammum px medium: ideo-
que re®a linea p M rationalis
eit, fed ipfi D B longitudine in-
commeniurabilis®, %Kurfus, quoniam rationale eft quod : 1;. hujus.
bis fub A ¢, ¢ B continetur, hoc eft, parallelogrammum
M F; erit M G rationalis et ipfi D & longitudine com-
menfurabilis'.  Incommenfurabilis igitur eft D M ipfi® 21. hujus.
M g longitudine . Quare D M, M G rationales funt po-* 3. bujus,
tentid folum commenfurabiles ; ac propterea b G eft ex
binis nominibus *, Dico et quintam eflfe. Similiter= 37. hujus, -
enim a¢ in praecedentibus demonfirabitur re&tangulum
{ub D K, K M quadrato ex M N eflfe @quale; et p Kk ipfi
kK M longitudine effe incommenfurabilem. Quare DlM
plus

L.
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plus poteft quam M 6 quadrato reéta line= fibi incom-
7 19. hujus. menfurabilis longitudine?. Suntque D M, M G ratio-
nales potentia folum commenfurabiles, et minor M ¢
2Def.  commenfurabilis eft ipfi » & longitudine. Ergo po eft

?"C;“:‘;s ex binis nominibus quinta®. Q. E. D.

[LXVI1] PROP. LXVI. THEOR.

Quadratum ;jus, quee bina media potcfl, ad rationalem ap-
plicatum latitudinem facit ex binis nominibus fextam.

Sit bina media potens a B, divifa in nomina ad pun-
&um c; rationalis autem fit pE, et.ad ipfam pE qua-
drato ex A B zquale parallelogrammum b F applicetur,
latitudinem faciens D 6 : dico D G effe ex binis nomi-
nibus fextam.
Conftruantur enim eadem, que fupra. Et quoniam
A B eft bina media potens, divifa
ad c; erunt Ac, cB potentid in- A G B
* 41 hujus.commenfurabiles 4, facientes et
compofitum ex ipfarum quadratis D = KM N G
medium, et quod fub ipfis con-
tinetur medium, et adhuc in-
commenfurabile compofito ex ip-
farum quadratis. Ergo ex jam
demonitratis medium eft utrum-
que parallclogrammorum b L,
MF, et ad rationalem p g appli- )
cata funt: rationalis igitur eft et
utraque D M, M G, et ipfi b E longitudine incommen-
%23, hujus.furabilis®. Et quoniam compofitum ex ipfarum ac,
¢ B quadratis incommenfurabile eft ei, quod bis fub ac,
¢ B continetur; erit et D} parallelogramnium paral-
lelogrammo M F incommenfurabile; et idcirco reéta
¢ 10. hujus. D M longitudine incommenfurabilis recte M c<. Quare
D M, M G rationales funt, potentia folum commenfura-
biles; igitur p ¢ cft ex binis nominibus. Dico et fex-
tam efle. Similiter enim atque in pracedentibus rur-
fus oftendemus rectangulum jub b K, K M quadrato ex
M N wquale, et p K ipfi K M longitudine incommenfu-
rabilemefie, Ergo p M plus poteil quam M 6 quadrato
¢ 19. hujus.Tete linez fibi incommenfurabilis longitudine .  Et
neutra ipfarum p M, M G longitudine commenfurabilis
*Def.  eft expofite rationali pE. Quare D G eft ex binis no-
¢ fune: minibus fexta®. Q. E. D, . PROP.

e 1!
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PROP. LXVII. THEOR. [LXVIL]

LEi quez ef? ex binis nominibus longitudine commenfurabilis,
et ip/a ex binis nominibus ¢/l, atque ordine eadem.

Sit ex binis nominibus A B, et ipfi A B longitudine
commenfurabilis fit ¢ p: dico ¢ b ex binis nominibus
efle, et ordine eandem ipfi A B.

Quoniam enim ex binis nominibus eft A B, dividatur
in nomina ad punéum E,

et fit A B majus nomen: E

€ergo A B, EB rationales 4 B

funt, potentii folum com-

menfurabiles f. Fiat ut f 37. hujus.
AB ad cD,ita AE ad CF?5; ¢ F D* 12, fexti,

et reliqua igitur EB ad
reliquam Fp eft ut Apad cp®. Commenfurabilis au- t1g. quinti.
tem eft A B ipfi ¢ b longitudine: ergo et AEipfi CcF,
et B ipfi ¥ D, longitudine eft commenfurabilis!. Sunt-1 10, hujus.
que rationales A E, E B: rationales igitur funt et cr,
FD. Et quoniam eft ut Az ad cr, ita EBad FD; erit
permutando ut A E ad £ B, ita cF ad F D. Sunt autem
A E, E B potentii folum commenfurabiles: ergo et cF,
F D potentif {folum commenfurabiles erunt!. Et funt
rationales: ex binis igitur nominibus et cpf, Dico et
ipfi A B ordine eandem efle.

Vel enim A B plus poteft quam E B quadrato re&te
linese fibi longitudine commenfurabilis, vel incommen-
furabilis. Si quidem igitur A E plus poflit quam e B
quadrato rectz fibi longitudine commenturabilis. et ¢ F
plus poterit quam F p quadrato recte lince fibi com-
menfurabilis longitudine®. Quod fi A & expofit® ra-x;s hyjus,
tionali longitudine fit commenfurabilis, et ¢ r eidem
longitudine commenfurabilis erit!: et ob id utraque! ;2. hujus.
ipfarum A B, c D, ex binis nominibus eft prima, hoc eft,
ordine eadem. Si vero & B longitudine tit commenfu-
rabilis expofit® rationali, et F D eidem erit longitudine
commenfurabilis : eamque ob caufam c D ipfi A B or-
dine eadem eft, utraque enim eit ex binis nominibus
fecunda. Quod fi neutra ipfarum a E, E B fit expofitae
rationali longitudine commenfurabilis, et ncutra ipfa-
rum CF, F D eidem longitudine commenfurabilis erit ;
et utraque A B, cD eft tertia. At fi A r plus potlit
quam E B quadrato rectz linez fibi incommenfurabilis

z ‘ longitudine,
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longitudine; et c ¢ plus poterit quam ¢ D quadrato rete
lincze fibi longitudine mcommenturabilis®*. Et fia e
longitudine fit commenfurabilis expofite rationali, et
c F eidem Jongitudine commenfurabilis erit; et eft AB,
c D utraque quarta. Quod fi g B fit, et ipfa F D erit;
et eft utraque A B, € b quinta. Si vero neutra jpfarum
A E, E B fit, et neutra c p, F D expofitee rationali erit
longitudine commenturabilis; et eft utraque A B, cD
fexta,

Ergo ei quz eft ex binis nominibus longitudine com-
menfurabilis, et ipfa ex binis nominibus eft et ordine
eadem. Q. E. D. :

PROP. LXVIII. THEOR.

Ei que eff ex binis mediis longitudine commenfurabilis, et
ipfa ex binis mediis ¢ty atque ordine eadem.

Sit ex binis mediis A B, et ipfi A B commenfurabilis
Jongitudine fit ¢ D: dico ¢ b ex binis mediis efle, et
ip A B ordine ecandem.

Quoniain enim A B ex binis mediis eft, dividatur in no-
minaad punétume. Erunt
igitur A, B medie, po- E
tentia folum commentu- A B
rabiles!. Itaque fiat ut
AB ad ¢cpD, 1ta A ad
CF:ergoetreliqnaEB ¢ F D
ad rcliquam F D eft ut
ABad cp. Commenfurabilis autem eft A B ipfi cD
longitudine ™. Quare et A B ipfi ¢ F longitudine com-
menlurabilis erit, et £ 8 ipfi FD. Suntque mediz A B,
EB: medie igitur et CF, FD" Kt quoniam eft ut
Arad En, ita cFad F D, et funt A g, E B commen(u-
rabiles potentid folum erunt et CF, F D potentid folum
commenfurabiles®. Oftenfae autem funt et mediae: ergo
c b eft ex binis mediis!, Dico et ipfi A B ordine ean-
dem efle.

Quoniam enim et ut A ad B, ita c? ad FD;
erit et quadratum ex A E ad reétangulum fub A g, & B,
ut quajratum ex c P ad re&angulum fub cF, FD..
Quare permutando ut quadratum ex A E ad quadratum
CX C ¥, ita retangulum fub A g, BB ad reftangulum
fub cr, # p. Commenfurabile autem eft quadratum

12
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ex A E quadrato ex c F: ergo et reCtangulum fub A E,

E B rectangulo fub c ¥, F b eft commenfurabile. Sive

igitur rationale eft re¢tangulum fub AE, EB, et reftan-

gulum fub cF, FD rationale erit”; atque ob id eft utra- ;D‘f' 9.
ue A B, ¢ D ex binis mediis prima®. Sive vero me- 5 fyjus,
ium eft re¢tangulum fub A E, E B, et ipfum fub cv, Cor. Def

F D erit medium?. Atque efl utraque A B, ¢ D ex binis u_fr},uﬁ,;_

mediis fecunda?d; et propterea cp ipfi A B ordine eadem  39. hujus,

eft. Q. E.D.

PROP. LXIX. THEOR. [(LXIX.]
Majori commenfurabilis et iffa major eff.

Sit major A B ; et ipfi A B conumenfurabilis longitu-
dine fit ¢ p: dico ¢ D majorem efle.

Dividatur A B in nomina in E: ergo AE, EB potentid
funtincommenfurabiles’, * 40. hujus,
quz faciunt compofitum B
3uidem ex ipfarum qua- A B

ratisrationale, quod au-

tem fub ipfis continetur
medium. Et fiant ea- ¢ F D
dem, qua fupra. Quo-

niam igitur eflut A ad cp,ita AEad cF,et EBad
FD;eritut AEad CcF, ita EB ad rD* Et permu-*11. quint.
tando ut A E ad E B, ita c F ad ¥ p. Sed potentia in-
commeniurabiles funt AE, ER. Guare et CF, FD po-

tentia {unt incommenfurabilest, Commenfurabilis au-+ 10. bujus,
tem elt A B ipfi ¢ D lengitudine : ergo et utraque ipfa-

rum A E, E B utrique C F, F D longitudine eft commen-
furabilist. Et quoniam eft ut AR ad cF, ita EB ad Fpj
permutandoque ut AE ad EB, ita ¢F ad Fp; erit com-
ponendo ut A B ad BE, ita ¢ b ad DF: ut igitur qua-

dratum ex A B ad quadratum ex B E, ita quadratum ex

¢ D ad quadratum ex D F®.  Similiter demonfirabimus v a, fexti,
et ut quadratum ex AB ad quadratum ¢x A E, ita effe
quadratum ex ¢ p ad quadratum ex ¢ r. Ergo ut
quadratum ex A B ad quadrata ex A E, E B, ita quadra-

tum ex ¢ p ad quadrataex c F, F p*. Permutando igitur=,,, quinti,
ut quadratum ex A B ad quadratum ex ¢ p, ita quadrata

ex AE, EB ad quadrata ex cF, F p. Commenfurabile

autem eft quadratum ex A B quadrato ex ¢ D: ergo et
quadrata ex A E, EB quadratis ex cF, F D lunt com-

menfurabilia. Atqui eft compofitum ex quadratis ipfa-
z 2 rum
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v ;o0.hujus.rum A E, E B rationale?: ergo et rationale erit compo-
*Defg.  fitum ex quadratis ipfarum cF, FD* Re&langulum
hujis- autem quod bis continetur fub A E, B B commenf{urabile
eft e1, quod bis fub ¢ F, FD continetur. Atquieft me-
. dium quod bis continetur fub A E, E 8*. Medium igi-
3 Cor. Def.tur eft et quod bis fub c F, F D continetur?. Ergo cp,
12.% huus. p p potentid funt incommenfurabiles, facientes compo-
fitum ex ipfarum, quadratis rationale, quod autem fub
ipfis continetur medium. Tota igitur irrationalis eft,
quz vocatur major". ~ . ,
ErgoDmajori commenfurabilis et ipfa major eft.

Q. E. D.

* SCHOLION.

Re&angula que fub A E, EB; CF, FD continentur
- inter fe commenfurabilia efle fic oftendimus.
Re&tz A B, ¢ D ponuntur longitudine commenfura-
biles. Erit igitur A B ad ¢ D, ut numerus
# 5. hujus. ad numerum*; putaut M ad N. Utautem Mm..,
ABadcp,ficef aAradcF,etEBadPD. N ....
Erit igitur tum A E ad cF,tum EB ad FD,
*11.quinti.ut numerus M ad numerum N3, Quapropter re&tau-
gulum fub A F, E B, ad rectangulum fub ¢ F, F D ra.
tionem habebit, quam quadratus numeri M, ad qua-
®33. fexti, dratum numeri N®: numeri igitur ad numerum ratio-
& s.octavi.nem, Reftangulum igitur quod fub a E, E B, illi quod
< 6. hujus. fub cF, F D commeniurabile eftc. Q. E. D.

Cor.* Reftangula, quorum latera lateribus, fingula
fingulis, longitudine fint commenfurabilia, et ipfa ter
fe commenfurabilia erunt.

[LXX.] PROP. LXX. THEOR.

Ratisnale ac tedium pomzli_ commenfurabilis et ipfa ratio-
nale ac medium potens cff,

Sit rationale ac medium potens A B; et ipfi A B
commenfurabilis itc b :
oftendendum eft ¢t cp E
rationale ac medium po- A B
tentem efle.

Dividatur A B in reétas
fuas ad punétum E: ergo ¢ F D
AE, E B potentid inconi-

menfurabiles
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menfurabiles funtd, facientes compofitum ex ipfarum
quadratis medium; quod autem fub ipfis continetur
rationale : et eadem, que prius, conftruantur. Similiter
ac in precedente demonftrabimus CF, F D potentid efle
incommenfurabiles ; et compofitum ex quadratis ipfa-
rum A E, e B commenfurabile efle compofito ex qua-
dratis ipfarum c r, F D; quod autem continetur fub
AE, EB commenfurabile efle ei, quod fub cF, FD con-
tinetur. Ergo et compofitum ex quadratis ipfarum cr,
F D eft medium®, quod autem continetur fub c ¥, FD
rationale /5 et igitur ¢ D eit rationale ac medium po-
tenss. Q. E. D,

PROP. LXXI. THEOR.

Bina media potenti commenfurabilis et ipfa bina media

potens eff,

Sit bina media potens A B, et ipfi A B commenfura-
bilis fit cp : oftendendum eft ¢ p bina media potentem
effe.

Quoniam enim bina media potens eft A B, dividatur
in refas fuas ad punétum ‘

E. Quare AE, B B po- E

tentid funt incommen- AT B
furabiles®, que faciunt
compofitum ex ipfarum
quadratis medium, quod ¢ F D
autem {ub ipfis contine-

tur medium, et adhuc compofitum ex quadratis ipfarum
AE, EB incommenfurabile reftangulo fub ipfis A E,
EB: et conflruantur eadem, que fupra. Similiter ac
in preecedentibus demonftrabimus ¢ ¥, F » potentia in-
commenfurabiles effe ; et compofitum ex quadratis ip-
farum A E, E B commenf{urabile compofito ex quadratis
ipfarum c F, F D; quod autem fub A E, E B continctur
commenfurabile effe ei, quod continetur fub cF, F D.
Quare et compofitum ex quadratis jpfaram c F, ¥ n
medium eft; itemque medium quod fub ¢ r, F D con-
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¢ 41, hujus,

¢ Cor. Def.
12.* hujus.
f Def. 9.
hujus,

£ 41. hujus,

[LXXI1.]

h 42, huojus,

tinetur !, Porro compofitum ¢x quadratis ipfarum C F, 1 Cor. Def,

F D reftangulo fub ipfis ¢ F, F D eft incommenfurabile.
Nam cum AE fitad 2B, ut cFad ¥D; erit (éuadratum
ex A E ad reftangulum fub A g, E B, ut quadratum ex
c F ad re®angulum fub cF, Fp. Simili ratione qua-
dratum ex EB ad reftangulum fub A E, EB, ut qua-

z3 dratum

12.* hujus.
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dratum ex F p ad re&angulum fub c?, Fp. Quare et

compofitum ex quadratis ipfarum A E, EB ad reftan-

gulum fub A E, E B, ut compofitum ex quadratis ipfa-
414. quinti.rum C F, F D ad reftangulum fub c ¥, Fp¢. Compe-

fitum autem ex quadratis ipfarum A E, E B re&tangulo

fub A g, B eft incommenﬁlx)rabile. Quare et compo-

fitum ex quadratis ipfarum cF, F b eft incommenfura-
* 10. hujus. bile re@angulo fub c F, ¥ p°. Ergo cp eft bina media
f 42. hujus. potens f. Q. E.D.

[LXXII.] PROP. LXXII. THEOR.

Que poteft /patium ex rationali et medio compofitum, ex
irrationalibus erit in ferie primd ; mimirum vel prima in
Jeriey wel fecunda, vel quarta, vel quinta: boc eft, vel
ex binis nomintbus ; tvj ex binis mediis prima ; vel ma-
Jor; wvel ratisnale ac medium potens.

Sit rationale quidem fpatium A B, medium autem
cp: dico eam, qua poteft fpatium A D, vel efle ex
binis nominibus, vel ex binis mediis primam, vel ma-
Jjorem, vel rationale ac medium potentem.

Etenim rationale A B vel majus eft medio c b, vel
minus. Sit primum majus ; exponaturque rationalis
EPF, et ad ipfam applicetur parallelogrammum E ¢ ipfi

K

p ¥ G
A B @quale, quod latitudinem faciat £n ; ipfi vero cp
=quale ad EF, hoc eft, ad n g, applicetur H L, latitu-
dinem faciens 1 k. Et quoniam rationale eft A B, et ipfi
eft equale EG; erit et E G rationale ; et ad rationalem
- B ¢ applicatum latitudinem efficiet & u rationalem, et
& 21. hujus. 1Pfi EF longitudine commenfurabilem 8. Rurfus quo-
niam mediumn eft cp, et ipfi eft equale HL; eritet HL
medium; et ad rationalem ¥, hoceft, 1, applicatum
- latitudinem efficiet u x rationalem, fed incommenfura-
: bilem
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bilem ipfi e r longitudine®. Quod cum medium fit* 23. hujus,
C D, rationale autem AB; erit A B ipfi ¢ b incommen-
furabile: ergo et B 6 incommenfurabile eft ipfi HL.
Ut autem Ea ad HL, ita eft recta linea e H ad 1 Kk !:! 1. fexti.
ergo EH ipfi H Kk longitudine eft incommenfurabilis.
Et funt ambe rationales. Quare B H, H K rationales
funt, potentia folum commenturabiles; et ob id ex binis
nominibus eft  k, divifa ad punétum 1. Et quoniam
majus eft A B quam c D, ®quale autem A B ipfi E G, et
cpipfi HL; eritet EG quam HL majus: ergo et EH
major eft quam H k. Vel igitur RH plus poteft quam
H K quadrato re(ta linee fibt commenfurabilis longitu-
dine, vel incommenfurabilis. Poffit primum quadrato
recte linew fibi commenfurabilis longitudine. Et cum
fit major B E expofite rationali RF commenfurabilis:
erit EK ex binis nominibus prima*, Atqui eft E F ra-* Def.
tibnalis. Si autem fpatium contineatur fub rationali et ?“t:”‘d's
ex binis nominibus primi; recta linea fpatium potens '™ "**
ex binis nominibus eft!: ergo qua poteft fpatium E L' 5. hyjus.
eft ex binis nominibus. Quare et ea, qua poteft {pa-
tium A b, eft ex binis nominibus.

Sed E 1 plus poffit quam H K quadrato re&te linee
fibi longituIine incommenfurabilis. Et cum fit major
E H expofitee rationali B P commenfurabilis longitu-
dine; erit £ K ex binis nominibus quarta®. Scd ratio- ¢ D%,
nalis eft £ P. Si autem fpatium contineatur fub ratio- | puus,
nali et ex binis nominibus quarta; recta linea fpatium

tens irrationalis eft, quz major appellatur .  Potens " 58. hujus.
igitur fpatium E L- major eft: ergo et potens fpatium
A D major. :

Sed fit fpatium A B minus quam c b : erit igitur et
F G quam H L minus; et ob id refta linea E H minor
quam re¢ta H K. Vel igitur k1 plus poteft quam EH
quadrato re&t linez fibi longitudine commenfurabilis,
vel incommenfurabilis.  Poflit primum quadrato reéta
linee fibi commenfurabilis longitudine. Et cum fit
minor EH commeniurabilis expofite rationali EF longi-
tudine: erit E x ex binis nominibus fecunda°. Ratio-* Def.
nalisautem ®r. Quod fi fpatium contineatur fub ra-Sccund.
tionali et ex binis nominibus fecunda, re@a linea fpa-? Pus:
tium potens elt ex binis mediis primaP. Potens igiture s6. hujus.

z 4 fpatium
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gpatium EL eft ex binis mediis prima: ergo et potens
patium A D.

Sed kH plus poffit quam % 1 quadrato re@e line
fibi longitudine incommenfurabilis. Et cum minor Eu
expofite rationali £ ¥ commenfurabilis fit Jongitudine ;

s Dek. erit E K eft ex binis nominibus quintat. Atqui eft ra-

5 buus., tionalis E P, Si autem fpatium contineatur fub ratio-
nali et ex binis nominibus quinti; que fpatium poteft

" 59- hujus.redta linea, rationale ac medium potens eft'. Que igi-
tur poteft fpatium E L, rationale et medium potens eft;
ideoque rationale et medium potens eft, qua poteft fpa-
tium A o.

Que poteft igitur fpatium ex rationali et medio com-
pofitum, ex irrationalibus erit in ferie primé4 ; nimirum
vel prima in ferie, vel fecunda, vel quarta, vel quinta; hoc
eft, vel ex binis nominibus; vel ex binis mediis prima;
vel major; vel rationale ac medium potens. Q. E. D.

[LXXIIL) PROP. LXXIII. THEOR.

Qua potcft fpatium ex duobus mediis “inter fe incommenfu-
rabiibus compajitum, irrationalis erit; religuarum utigue
alterutra in jerie primd, vel tertia, wel fexta: boc ¢ff,
wvel ex binis mediis fecunda, vel bina media potens.
Componantur enim duo media incommenfurabilia in-

- ter fe A B, ¢ D: dico retam lineam, quz fpatium A b
poteft, vel ex.binis mediis fecundam effe, vel bina me-
dia potentem,

Spatium enim A B vel majus eft quam c n, vel
minus. Sit primum majus; exponaturque rationalis

EF; et ad EF {patio quidem A B ®quale applicetur EG,

!

A ¢

latitudinem faciens E 1 ; ipfi vero c p quale applice-
tur H L, latitudinem faciens s x. Et quoniam medium
eft utrumque ipforum a B, c b, erit et utrumque E G,

HL

~




A

LIBER DECIMUS.

m L medium. Sed ad rationalem E P applicata funt.
Latitudines igitur B H, H K utramque efficiunt rationa-
lem, et ipfi ¥ longitudine incommenfurabilemr.
Quod cum A B incommenfurabile fit ipfi ¢ D ; fitque
A B quidem tequale ipfi EG; c D vero ipfi HL: eritet
E G ipfi H L incommenfurabile. Sed ut E6 ad H L, ita
eft B H ad H K : incommenfurabilis igitur eft Eu ipfi
HK Ion%itudine: ideoque EH, HK rationales funt, po-

tentid folum commenfurabiles. Quare ex binis nomi- .

nibus eft £ k. Itaque vel E B plus poteft quam H K
quadrato rectee lineze fibi commenfurabilis longitudine,
vel incommenfurabilis. Poffit primum quadrato reéta

lineee fibi commenfurabilis longitudine; et neutra ip-

farum E H, H K longitudine commenfurabilis eft expo-
fite rationali EF : ergo EK eft ex binis nominibus ter-
tia.- Sed ratioualis ¢ft £ F. Si autem f{patium continea-
tur fub rationali et ex binis nominibus tertia, reéta linea
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* 23, hajus,

fpatium potens eft ex binis mediis fecunda®: ergo quas ¢;. hujus,

poteft fpatium E L, hoc eft, A D, eft ex binis mediis fe-
cunda. :
Sed E B plus poffit quam H Kk quadrato reétz linez
fibi incommenfurabilis longitudine ; et utraque ipfa-
rum EH, HK longitudine incommenfyrabilis eft ex-
fitze rationali 2¢. Quare EK eft ex binis nominibus

extat. At fi {fpatium contineatur fub rationali et ex!Def.

binis nominibus fextd ; quee {patium poteft recta linea,?‘c‘"f"'

bina media poteft. Similiter demonitrabimus, fiet A B
fit minus quam c b, re¢tam lineam, qux fpatium poteft
A D, vel ex binis mediis fecundam effe, vel bina media
potentem.

Que poteft igitur fpatium ex duobus mediis inter fe
incommenfurabilibus compofitum, irrationalis erit; re-
liquarum utique alterutra in ferie prima, vel tertia, vel
fexta: hoc eft, vel ex binis medus fecunda, vel bina
media potens. Q. E. D.

SCHOLION.

Quz ex binis nominibus, et que poft ipfam, funt
irrationales, neque mediz, neque inter fe eedem funt;
quadratum enim quod fit a media, ad rationalem appli-
catum, Jatitudinem efficit rationalem, et i, ad quam ap-

hujus.

eft bina media potens*: ergo que poteft fpatium A D,u'so, hujus,

plicatur, longitudine incommenf{urabilem*: quod aute;in X 13. hujuse
t
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fit ab e4, que eft ex binis nominibus, ad ratienalem
applicatum, latitudinem efficit ex binis nominibus pri-
7 é1.hujus.mam 7 : quod ab ed, que eft ex binis mediis primg, ad
+ rationalem applicatum, latitudinem efficit ex binis no-
s 62. hujus. minibus fecundam#: quod ab e4, quz eft ex binis me-
diis fecunda, ad rationalem applicatum, latitudinem, effi-
* 63. hujus.Cit ex binis nominibus tertiam*: quod a majori, ad ra-
tionalem applicatum, latitudinem efficit ex binis nomi-
b 64. hujus.nibus quartam®: quod ab ed, que rationale ac medium
goteﬁ, ad rationalem applicatum, latitudinem efficit ex
« 65. hujus. binis nominibus quintam ¢: quod ab eé, qua bina me-
dia poteft, ad rationalem applicatum, latitudinem efficit
¢ 66. hujus.€X binis nominibus fextam 4, Quoniam igitur diéte la-
titudines differunt et a prima et inter fefe, a prima qui-
dem quod rationalis fit, inter fefe vero quod ordine non
fint exdem, conftat et ipfas irrationales efle, aliam ab

alia differentes.

Principium Senariorum per Detra-
' Clionem 1.

[LXXIV.] PROP. LXXIV. THEOR.

Si a rationali rationalis auferatur, potentid [[olum commen-
Jurabilis exiflens toti 5 reliqua irrationalis eft: wocetur
autem Apotome .

A rationali enim A B rationalis auferatur B c, potentid
folum commenfurabilis exiftens toti : dico reliquam ac
irrationalem effe.

Quoniam enim incommenfurabilis e A B ipfi B¢

A B
C

_ longitudine, atque eft ut A B ad B c, ita quadratum ex
f 1. fexti. ABad id, quod continetur fub A B, Bcf; erit quadratum

+ Per detradtionem funt binomia, quorum meming fignowmconjunia fust,
3 Quarm fane Refiduam Juniores dicerent,
¢x
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ex A B incommenfurabile ei, quod fub A B, Bc, contine-

tur: fed quadrato ex A B commenfurabile eft compofitum

ex quadratis ex A B, BC; ei vero 0guod continetur fub® 16. hujus.
A B, Bc commenfurabile eft quod bis fub A B, BC
continetur. Compofitum igitur ex ipfarum A B, B C qua-
dratis ei, quod bis continctur fub an, BC, eft incom-
menfurabile. Ergo reliquo, nempe quadrato ex A ¢, in-
commenfurabile eft compofitum ex quadratis ex AB,
BC; quoniam quadrata ex A B, B¢ fimul fumpta zqualia
funt e1, quod bis fub A B, B ¢ continetur una cum qua-
drato ex A c¥. Rationale autem eft compofitum ex qua-ry, fecandi,
dratis ex A B, Bc®: (nimirum cum ipfa A B rationalis® 16. &
fit, et quadrata ex A B, Bc inter fe commenfurabilia‘:)Det o-

. . . . hujus.
ergo recta linca A c eft irrationalis: vocetur autem apo-ex hyp.

tomek. Q. E. D, ;I_)cf. 11,
. . ujus.
PROP. LXXV. THEOR. [LXXV.]

St a medid media auferatur, potentia folum commenfurabilis
exiflens toti, quae cum lotd rationale continety reliqua
trrationalis ¢ft : wocetur autem medice apotome prima. -

A medii enim A B auferatur media B c, potentii fo-
Jum commenfurabilis exiftens ipfi A B, ¢t cum ea ratio-
nale faciens, videlicet quod fub A B, B ¢ continetur :
dico reliquam ¢ irrationalem efle.

Quoniam enim A B, B ¢ mediz funt, erunt et qua-
dratorum quz ex A B, B ¢ utrumque medium. In-
commenfurabile igitur utrumque ei quod bis continetur

A B
C

fub A B, B c, rationali. Compofitum igitur ex qua-

dratis A B, B ¢ incommenfurabile eft ei, quod bis fub

A B, B C continetur': ergo et reliquo, fc. quadrato ex! 16, & 14.
A ¢, incommenfurabile eft id, quod bis fub A B, B chujus.
continetur™: quoniam fi tota magnitudo uni componen-my, fecundi.
tium fit incommenfurabilis, et qua a principio magni-

tudines incommenfurabiles erunt®. Rationale autemn 4. hujus,
eft, quod bis continetur fub A B, B c. Irrationale igitur

eft quadratum ex A c: ideoque irrationalis eft A ¢°; vo-o pef, 11,
octur autem medie apotome prima, Q. E. D. hujus,

PROP.
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[LXXVI] PROP, LXXVI. THEOR.

Si a medid media auferatur, potentid folum commenfura-
bilis exiflens toti, qua cum totd medium continet 5 et re-
ligua irrationalis eft: wocetur autem medie apotome
Jecunda.

A mediA enim A B auferatur media B c, potentii fo-
lam commenfurabilis exiftens toti A B, et cum ed me-
dium continens, videlicet quod continetur fub A B, BC:
dico reliquam A c irrationalem efie. L

Exponatur enim rationalis D K, et quadratis quidem
ex AB, Bc fimul fumptis equale
parallelogrammum pE ad ipfam A ——-38
D K applicetur, latitudinem faciens
DG ; el vero quod bis fub A B, BC
continetur ®quale parallelogram-
mum D H ad eandem DK applice-
tur, latitudinem faciens DF: reli-
ﬂuum igitur FE eft ®quale qua-

m7.fecundi drato ex A ¢™. Et quoniam me-
= 16, & dium eft compofitum ex quadratis ex AB, BCc"; (nempe.
Cor, Del. ' cum quadrata illa media fint juter fe commenfurabilia)
© "W%erit et parallelogrammum p e medium. Et ad ra-
tionalem D K applicatum eft, latitudinem faciens pG:
ergo D G eft rationalis, fed ipfi b k longitudine in-
® 33. hujus. commenfurabilis°.  Rurfus, quoniam medium eft quod
fub a B, BC continetur; erit et quod bis continetur fub

A B, Bc medium. Atqui eft zquale parallelogrammo

DH: ergo et DH eft medium, et ad rationalem p x

applicatum eft, latitudinem faciens p F: rationalis igi-

tur eft p F, fed ipfi D K longitudine incommenfurabilis.

Et quoniam A B, B ¢ potentid folum commenfurabiles

funt ; erit A B ipfi B c incommenfurabilis longitudine :.

ergo quadratum ex A B incommenfurabile eft ei, quod

1. fexti, fub A B, B c continetur?. Sed quadrato quidem ex
&ro. hujus. s B commenfurabile eft campofitum ex iis, que ex
9 16. hujus. A B, B C fiunt, quadratis?; ei vero quod fub A B, BC
continetur commenfurabile eft id quod bis continetur
_76.hujus, fub A B, Bc'. Compofitum igitur ex quadratis A B,
¢ Bc incommenfurabile eft ei, quod bis fub A B, Bc con-
tinetur. DE autem eft mquale quadratis ex A B, BcC

fimul fumptis; et parallelogrammum b H ®quale eft ei,

;‘Pc‘tlcon. quod bis continetur fub A B, Bc*: ergo DE ipfi Dr‘rt
ruft, . €

>4
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eft incommenfurabile. Sed ut bB ad D H, ita relta

linea 6 p ad DF': incommenfurabilis igitur eft G D*r. fexti.:
ipfi p F longitudine. Sed funt ambe rationales : quare

G D, D F rationales funt, potentii folum commenlura-

biles. Ergo F o apotome eft®. Et p K eft rationalis. ¥ 74- bujus,
Quod autem fub rationali et irrationali continetur re-
&angulum, irrationale eft*; ideo et ipfum potens eft *Cor.® 35.
. irrationalis. Sed refta linea A ¢ poteft & parallelo- huius.
grammum: ergo Ac eft irrationalis: vocetur autem

mediz apotome fecunda. Q. E. D.

PROP. LXXVII. THEOR. [LxXxVIL)

Si a reftd lined refta linea auferatur, ?otentié mcommen~
Surabilis exiffens tots, qua cum tota [faciat compofitum
uidem ex ipfarum quadratis rationale, quod autem fub
spfis continetur medium; reliqua irrationalis eff: vocetur
aulem manor.

A reta lined A B auferatur re&ta B c, potentii in.
commenfurabilis exiftens toti, facienfque cum totd A B
compofitum quidem ex ipfarum A B, B ¢ quadratis ra-
tionale, quod autem bis fub A B, B ¢ continetur medium
dico reliquam A c irrationalem effe. ~

Quoniam enim compofitum quidem ex ipfarum a =,
& ¢ quadratis rationale eft: quod autem bis fub a B,

C
A : B

B C continetur medium; erit compofitum ex quadratis

ipfarum A B, B ¢ incommenfurabile ei, quod bis conti-

netur fub A B, Bc. Ergo per converfionem, compofitum

ex quadratis ex A B, B € quadrato ex A c eft incom-
menfurabile?’. Sed compofitum ex quadratis ex A B,” 17. hujus.
B C rationale eft*: irrationale igitur eft quadratum ex? ex hyp.
Ac; ideoque re&ta linea A c eft irrationalis: vocet

autem minor. Q. E. D, :

PROP,
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1XXVIIL] PROP. LXXVIII. THEOR.

Si a rectd lincé refla linea auferatur, potentia‘ incommens
Jurabilis exiflens tots, et cum told faciens compofitum qui-
dem ex ipfarum quadratis medium, quod autem fub ipfis
continetur rationale; religua irratinalis ¢ft : wocetur
autem cum rationali medium totum efficiens.

A re@a enim lineA A B re@a linea 8 ¢ auferatur, in-
commenfurabilis exiftens toti A B, facienfque compo-
fitum quidem ex ipfarum A B, B ¢ quadratis medium ;
quod autem fub A B, BC continetur, rationale: dico re-
liquam A ¢ irrationalem effe.

Quoniam enim compofitum ex ipfarum A B, BC
quadratis medium eft, quod au-
tem bis continetur fub A 8, BC c
rationale ; erit compofitum ex 73 B
ipfarum A B, B c quadratis in-
commenfurabile ei, quod bis fub A B, B ¢ continetur.
Et reliquum igitur quadratum ex A ¢ incommenfurabile

*17. hujus.eft ei, quod bis continetur fub A B, Bc?. Atqui eft
uod bis continetur fub A B, B c rationale: ergo qua-
3ratum ex A c irrationale eft; et ob id reéta inea a ¢
irrationalis : vocetur autem cum rationali medium to-

tum efliciens. Q. E. D,

[LXXIX.] PROP. LXXIX. THEOR.

Sia reftd lined refla linea auferatur, potentid incommenfu-
rabilis exijlcns tots, et cum totd faciens compofitum qui-
dem ex ipfarum quadratis medium, quod autem fub 1pfis
continelur medium, et adbuc compofiium ex ipfurum qua-

) dratis incommenfurabile ety quod continctur fub ipfis;
reliqua irrationalis eft: vocctur autem cum medio medium
totum fficiens.

* A re@a enim lined A B reQa linea Bc auferatur, po-
tentid incommenfurabilis exifiens toti A B, facienfque
compofitum quidem ex ipfarum A B, B ¢ quadratis me-
dium, quod autem fub A B, Bc continetur medium ; et
adhuc quadrata ipfarum A B, B c incommenfurabilia
rectangulo, quod continetur fub A B, B c: dico reli-

quam A c irrationalem efle.
Exponatur enim rationalis p x, et compofito quidem
ex quadratis £x AB, B C &quale parallelogrammum })xi:_ ad
iplam
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ipfam p x applicetur, latitudinem faciens b 6 ; ei vero
quod bis continetur {ub A B, BC
eequale auferatur b H, latitudinem
faciens p F: ergo reliquum rEeft _
equale quadrato ex A c®; et ob b7.fecundi.
id reéta limea A ¢ ipfum FE poteft, '
Itaque quoniam compofitum ex
?farum A B, B c quadratis me-
ium eft, et parallelogrammo pr - HE
®quale; erit ipfum D E medium. .
Sed ad rationalem b x applicatum eft, latitudinem fa-
ciens p 6. Quare v G eft rationalis, fed ipfi DKk longitu-
dine incommenfurabilis ©. Rurfus, quoniam id quod bis* 23. hujus.
fub A B, B ¢, continetur medium eft, et =quale paral-
lelogrammo b H, erit b H medium ; et ad rationalem
DK applicatum eft, latitudinem faciens p r. Ergo D r
eft rationalis, ipfique DK incommenfurabilis longitudine.
Et quoniam compofitum ex quadratis ex A B, Bc in-
commenfurabile eft ei, quod bis fub A B, B¢ continetur;
et parallelogrammum D E ipfi D H eft incommenfurabile.
Ut autem D E ad D H, ita eft recta linca DG ad ipfam
D F¢: incommenfurabilis igitur eft pe ipfi pF longitu-
dine®. Etf{untambe rationales. Ergo DG, DF rationales
funt, potentia folum commenfurabiles: apotome igitur
eft Fof. Sed FH eft rationalis. Quod autem fub ra-f 74, hujus.
tionali et irrationali continetur reGtangulum, irrationale
efts; ipfumque potens eft irrationalis. Irrationale igi-z Cor.» 39.
tur eft reGtangulum F K, et qua poteft ipfum A c efthujus.
irrationalis. Vocetur autem cum medio medium totum

eficiens. Q. E. D.
PROP. 1LXXX. THEOR. [LXXX.]

. Apotomee una tantum congruitt reta linea, potentid filum
commenfurabilis exiflens toti.
Sit apotome A B, congruens autem ipfi fit B c: ergo
AC, CB rationales funt, potentia folum commenfurabiles®. » 74, hujus.
Dico ipfi o B alteram non congruere rationalem, qua
potentia folum fit commenfurabilis toti §,

A_¢© B

d g5, fexti.
¢ 1¢. hujus,

4 Congrusre (mpozpublen) apotoma Euclidi dicitur re@a, que, in binomis
per detratiionem, nomen negativum conflituit,  Contra Totam appellat; que
momen pofitivum, Ut fi ponatur X =y = 7. Tota cft X, Apotone z, (ongrucns y.

3 Senfus oft nullam aliam dari rationalem, quea ipfi a6 addita Totam efficiat
ipf rationali potentii fulum sommenfurabilem, prater illam B c, si

1
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Si enim ficri poteft, congruat BD: €rgo AD, DB
® 74 hujus. rationales funt, potentia folum commenfurabiles®. Et
quoniam quo exceflu quadrata ex A D, D B excedunt id
A D
B c

quod bis continetur fub A D, D B, eo et quadrata ex
A ¢, ¢ B excedunt id quod bis fub A ¢, ¢ B continetur ;
(utraque enim excedunt eodem quadrato, nempe quod
fit ex aB) et permutando, quo exceflu quadrata ex
A D, DB excedunt quadrata ex Ac, C B, codem et id,
quod bis continetur fub A D, D B, excedet id, quod
bis fub A ¢, ¢ 8 continetur. Sed quadrata ex AD, DB
fexhyp. excedunt quadrata ex Ac, c B rationali!: utraque enim
re&tarum linearum b B, C B rationalis eft; necnon utra-
que ipfarum A p, Ac. Quod igitur bis continetur fub
AD, DB excedit id quod bis fub Ac, c B continetur ra-
tionali ; quod fieri non poteft; ambo enim media funt,
® 27.hujus. medium autem medium non fuperat rationali*,  Ergo
redte lineee A B altera non congruit rationalis, potentia
folum commenfurabilis exiftens toti.
Igitur apotome una tantum congruit rationalis, B)a
tentid folun commenturabilis exittens toti. Q. E. D.

(LXXXL] PROP., LXXXI. THEOR.

Medie apotomec primee una tantum congruit refla linea
media, poientid folum commenfurabiis exiflcns tots, et
cum told rationale continens,

Sit eniin mediz apotome prima A B, et ipfi A B con-
gruat BC: ergo A ¢, ¢ B medie funt potentid folum
commenihrabi_fes, quze rationale continent, nempe quod

t 75 hujus. fit fub A ¢, cB!. Dico ipfi A B alteram non congruere
mediam, quz potentia folim fit commen{urabilis toti,
et cumn tota rationale contineat.

Si enim fieri poteft, congruat PB: ergo AD, DB
mediz funt potentid folum commenfurabiles!, qua ra-
tionale continent, nempe quod fit fub Ap, pB. Et

A D
B c .
quoniam quo exccflu quadrata ex Ap, pB excedunt id,
quod bis continctur fub A b, D B, codem et quadrata.
€Xx A C, ¢ B excedunt quod bis fub A ¢, ¢ B continetur;
my.fecundi. (€xcedunt enim eodem quadrato ex A B™;) et pem(xlu-
tando,
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tando, quo exceflu quadrata ex A b, D B excedunt qua-

drata ex A c, ¢ B, eodem et quod bis continctur fub

A D, p B excedit id, quod bis fub A ¢, ¢ B continetur.

Sed quod bis continetur fub A p, D B excedit id, quod

bis fub A ¢, ¢ B continetur rationali ; ambo enim ratio-

malia funt, Ergo et quadrata ex A p, D B excedunt

quadrata ex A ¢, c B rationali, quod fieri non poteft;

ambo enim funt media®, medium autem medium vonr cx hep.

fuperat rationali®. © 27. hujus,
Quare mediz apotoma prim® una tantum congruit

refta linea media, qua potentia folum toti fit commen-

furabilis, et cumn tota rationale contineat. Q. E. D.

PROP. LXXXII. THEOR. [LXXXIL]

Medie apotome fecundee una tantum congruit refia linea,
potentia folum commenfurabilis exiflens toli, et cum totd
medium continens,

Sit mediz apotome fecunda A B, et ipfi A B congruat .
BC: ergo A C, ¢ B media funt, potentid folum com-
menfurabiles, mediumque coutinentes fub A ¢, ¢ B ?,?76. hujus,
Dico ipfi A B alteram non congruere mediam, qua po-
tentia {olum fit commenfurabilis toti, et cum tota me-
diwmn contineat,

Si enim fieri poteft, congruat B p. Quare Ap, DB
medie funt, potentia folum

R B -
commenfurabiles, que me- A—B—_Cp
dium fub ap,p B continent?. o f
Exponatur rationalis E r, E N

quadratifque ex A ¢, CB
wquale  parallelogrammum
EG ad iplam eF applicetur,
latitudinem faciens Em; et L -
¢1 quod Dbis continetur fub G K
A ¢, c B 2quile auferatur parallelogrammum w ¢, la-
titudinem faciens H M @ reliquum igitur B L eft =quale
ei quod fit ex A B quadrato . Ergo A B ipfum E L po-r7.fecundi,
teft.  Rurfus, quadratis ex A p, p B ®quale parallelo-
grammum E K ad ipfam E F applicetur, latitudinem fa-
ciens E N eft autem et E L wquale quadrato ex A B :
reliquum igitur H K eft 2quale ¢i quod bis fub ap, pp
continetur . Et quoniam medie funt A ¢, ¢ B, potentia
comwmenfurabiles; erunt et quadrata ex ac, ¢ B media®, Pefo12. ¢
mter fe commenfurabilia. Quare et compofitum ex 2
Aa quadratis
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quadratis A ¢, ¢ B (utrique {cilicet eorum commenfu-

916. hujus.rabile ?) medium erit”. Com-
r Cor. Def.

2 hujus_poflto autem ex quadratis A B ('
Ac, ¢ B wquale eft paral-
JelogrammumEec. Quare E¢ g _H M N

ett medium, et ad rationa-
Iem EF applicatum eft, lati-
tudinemn faciens E M: ergo
: E M eft rationalis, fed ipfi
* 23. hujus. E F longitudine incommen- y K
furabilis . Rurfus, quoniam
medium eft quod continetur fub A ¢, ¢ B; et quod bis
fub A c, cB continetur medium erit’.  Atque cft 2quale
parallclogrammo 1 ¢ @ ergo ct B 6 cft medium, et ad
rationalem E ¥ applicatum cft, latitudinem faciens v w2
rationalis igitur 11 v, fedipfi 1 F incommenfurabilis lon-
tex hyp. gitudine’. Et quoniam A ¢, ¢B potentii {folum funt
commenfurabilests erit A ¢ incommenfurabilis ipfi ¢B
¥ rfexti Jongitudine. Ut autem A c ad ¢ 8, ita quadratum ex
A c ad id quod continetur fub ac, ¢B8*: incommeniura-
bile igitur ¢lt et quadratumex a ¢ ei, quod fubae, cB
continetur.  Sed quadrato quidem ex A ¢ commenfura-
bilia funt quadrata ex Ac, cB fimul fumpta; ei vero,
* 16. hujus.quod continetur fub A ¢, ¢ B, commenfurabile eft quod
bis filb A ¢, ¢ B continctur *: ergo quadrataex Ac, CB
fimul fumpta incommenfurabilia funt ei, quod bis fub
AC, B continetur.  Atqui quadratis ex A ¢, ¢ B fimul
¥ Per con- fumiptis ®quale eft parallelogrammum £ G ; el vero,
Bt quod bis fub A ¢, ¢ B continctur, @quale ipfum H G :
crgo E G ipfi H G cft incommenfurabile. Sed ut EG
ad H G, ita ¢ft recta linea E » ad ipfam Hare,  Quare
EM ipfi H ™ eft incommenfurabilis longitudine. Et
funt ambe rationales. Frgo £ M, H M rationales funt,
® 74 bujus.potentid folum commenfurabiles; ac propterea apo-
tome eft g H, et ipli congruens # M2 Similiter de-
monlirabimus et W N ipli congruere: apotomz igitur
* 0. hujusalia atque alia congruit reéta linea, potentia folum com-
menf{urabilis exiftens toti 3 quod fieri non poteft *.
Ergo medie apotoma fecundee una tantum congruit
recta hnea media, que potentidfolum fit commenfurabilis
toti, ¢t cum totd medium contineat. Q. E. D.

PROP,
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PROP. LXXXIII. THEOR. [LXXXIIT]

Minori una tantum congruit reéta linea, potentid incommen-
Jurabilis exiflens toti, et cum totd faciens compofitum
quidem ex ipfarum quadratis rationale, quod autem Sub
1pfis continetur medium.

Sit minor A B, et ipfi A B congruat BC: ergo A C,
c B potentid funt incommenfurabiles, facientes com-
pofitum quidem ex ipfarum quadratis rationale, quod
autem fub ipfis continetur medium¢., Dico ipfi A B¢ 77.bujus.
alteram non congruere re&tam lineam, que eadem fa-
ciat, :

Si enim fieri poteft, congruat BD: ergo AD, DB
potentid funt incommenfurabiles, facientes compofitum
quidem ex ipfarum quadratis rationale; quod autem

A D
B C

fub ipfis continetur medium¢. Et quoniam quo exceffu

quadrata ex A D, D B excedunt quadrata ex Ac, CB,

eodem et quod bis continetur fub A b, D B excedit id,

quod bis fub A ¢, ¢ B continetur ¢ : quadrata autem ex’7-fecundi.

A D, DB excedunt quadrata ex A c, CR rationalt; ambo

enim rationalia funt®: igitur et quod bis continetur © ex hyp.

fub A p, »p B id quod bis fub ac, c8 continetur ra-

tionali excedet; quod fieri non poteft7; etenim ambo *27. hojus.

funt media®, nimirum cum mediorum ex bypothefi fintz Cor. Def.

dup]a. , 12.% hUJ“J-
Ergo minori una tantum congruit reta linea, poten-

tia incommenfurabilis exiftens toti, et cum toté faciens

compofitum quidem ex ipfarum quadratis rationale,

quod vero fub ipfis continetur medium. Q. E. D.

PROP. LXXXIV. THEOR. [LXXX1V.]

Ei quee cum rationali medinm totum facit una tantum con-
gruit reda linea, potentid incommenfurabilis cxiffens toti
et cum totd facicns compofitum 911i¢lum ex ipfarum qua-
dratis medium, quod autem fub 1pfis continelur rationale.

Sit cum rationalt medium totum faciens A B, con-
grucns autem ipfi BC: ergo A ¢, ¢ B potentii funt in-
commenfurabiles, facientes compofitum quidem ex
ipfarum A c, ¢ B quadratis medium, quod autem fub

Aag ipfis

iy S-SR gt Jugs
L

N . “": -
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» 78. hujus. ipfis continetur rationale®. Dico ipfi A B alteram non

ia, fccundi.

¥ 27. hujus.

congruere, cadem facientem.

S1 enim ficri poteft, congruat Bp: ergo AD, DB
potentid funt incommenfurabiles, facientes compofitum
quidem ex ipfarum A D, DB quadratis medium, quod

A D
B C

autem fub ipfis continetur rationale®. Quoniam igi-
tur quo exceflu quadrata ex A D, D B excedunt qua-
drata ex ac, ¢ B, eodem quod bis continetur fub a b,
D B excedit id, quod bis fub ac, cB continetur ; quod
autem bis continetur fub A b, p B excedit id quod bis
fub A ¢, ¢ B continctur rationali, etenim ambo ratio-
nalia funt, utpote ex hypothefi rationalium dupla :
igitur et quadrata ex A D, D B rationali excedent qua-
drata ex A c, ¢ B; quod fieri non poteft*; cum ambo
fint media.  Non igitur ipfi A B altera congruit, po-
tentia incommenfurabilis exificns toti, et cum tota fa-
ciens compofitum quidem ex ipfarum quadratis me-
dium, quod autem {ub ipfis continetur rationale. Quare
ei, que cum rationali medimn totum facit, una tantum

" congruet recta linea. Q. E. D,

[LXXXV.]

! 79. hujus.

PROP. LXXXV. THEOR. -

Lz quee cum medio medium -totum facit una tantum con-
gruit recla linea, potentid incommenfurabilis exiftens tots,
et cum totd faciens compofitum quidem ex ipfarum qua-
draiis medium, quod autem fub ipfis continetur medium,
et adbuc incommenfurabile compofito ex quadratis ipfarum.
Sit cum medio medium totum faciens A B, ipfi vero

congruens B C; ergo A ¢, ¢ B potentia funt incom-
menfurabiles', facientes compofitum quidem ex ipfarum
quadratis medium; quod autem fub ipfis A c, ¢B, con-
tinetur medium; et adhuc compofitun ex quadratis ip-
farum A ¢, ¢ B incommenfurabile ei, quog continetur
fub ipfis Ac, cB. Dico ipfi A B alteram non congruere,
potentii incommenfurabillzm teti, et cum tota facientem
€a, que propofita funt.

Si enin ficri poteft, congruat Bp; ita ut Ap, DB
potentia inconnmenfurabiles fint, faciantque compofitum
quidem ex ipfarum A b, D B quadratis medium ; quod
autem fub iplis A D, D B continetur medium; et }f:d-

uc



LIBER DECIMUS. 357

huc compofitum ex quadratis ipfarum A D, DB incom-
menfurabile ei, quod con-

tinetur fub ipfis aAp, pB. A_B C D
Exponatur rationalis EF; et
quadratis ipfarum Ac, cB
®quale paralielogrammum
EG ad ipfam E F applicetur,
latitudinem faciens E M el
vero quod bis continetur fub
Ac, c B ®quale parallelo-
grammum auferatur H G, 7L, G K
latitudinem facieng H M : re-

liquum igitur quadratum ex A B eft ®quale parallelo-
grammo e L™ Ergo A 8 ipfum £ L poteft.  Rurfus, "7 fecundi,
quadratis ex A b, p B ®=quale parallelogrammum g k

ad ipfam e F applicetur, latitudinem faciens r n. Eft

autem et quadratum ex A B equale parallelogrammo

EL: ergo reliquum quod bis fub A b, DB continetur

ipi H K eft zquale ™. Et quoniam compofitum ex
quadratis ipfarum A c, cB medium eft®, et ®quile” ex hyp.
parallelogrammo E 6 °; erit et E 6 medium. Kt ad Percone
rationalem E ¥ applicatum eft, latitudinem faciens v ; et
quare B M eft rationalis, fed ipfi g ¢ longitudine in-
commenfurabilis?. Rurfus, quoniam quod bis fub?23.bujus..
A c, c B continetur eft medium, (medii utique du-

plum) et aquale ipfi H G; erit et 4 ¢ medium; et ad
rationalem EF applicatum eft, latitudinein facins M
rationalis igitur elt H M, fed ipfi E F incommenturabilis
longitudine ?. Et quoniam compofitum ex quadratis

ex ac, c¢ B incommenfurabile eft ei, quod bis fub a ¢,

C B continetur; erit et E G incommeniurabile ipfi H G ;

ideoque recta linea EMm rete M u longitudine eft in-
commenfurabilis 4. Et funt ambea rattionales. Cuam " 1.fexti, &
igitur E M, M H rationales fint, potentia foliun com- !°- Bujus.
menfurabiles; reéta linea En apotome eft, et ipfi con-

gruens H M". Similiter demonflrabimus E H rurfus © 74. hujus,
apotomen efle, ipfique congruentem 11 N: ergo apo-

toma alia atque aha congruit rationalis, potcutia fo-

lum commentfurabilis exiftens toti; quod fieri non pofle

oftenfum eft’. Non igitur ipfi a B altera congruet rectas so. bujuse
linea. Ipfi igitur A B una tantum congruct, potentii
~incommenfurabilis exiftens toti, et cum totd faciens
compofitum quidem ex ipfarum quadratis medium,

Aa3 qued

E_J M N
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quod autem fub ipfis continetur medium, et adhue

compofitum ex quadratis ipfarum incommenfurabile ei,
quozf continetur fub ipfis. Q. E. D.

ettt ittt

DEFINITIONES TERTI.E.

DeriNiTIO I

Expofiti rationali et apotomi, fi quidem tota plus
poflit quam congruens quadrato recte linez fibi com-
menfurabilis longitudine; fitque tota expofite rationali
longitudine commenfurabilis : vocetur apotome prima.

II.

Si vero congruens fit longitudine commenfurabilis
expofite rationali, et tota plus poflit quam congrueng
quadrato re¢tee linee fibi commenfurabilis longitudine;
vocetur apotome fecunda,

III.
Quod i neutra fit longitudine commenfurabilis ex-
pofit® rationali, et tota plus poilit quam congruens
uadrato recte linez {ibi commenturabalis longitudine ;
gicatur apotome tertia.
V.

Rurfus fi tota plus poffit quam congruens ‘quadrato
rete linez fibi incommenfurabilis longitudine, fi qui-
dem tota fit longitudine commenfurabilis expofite ra-
tionali; vocetur apotome quarta.

. V.
§i vero congruens, vocetur apotome quinta,
VI.
Quod fi neutra, dicatur apotome fexta.

SCHOLION.®
Manifeftum eft, geminas cffe Binomiorum per detra-

&tionem feries (:fdéa utramque) priorum, formi alge-
braica, figno tantum diflimilcs. '
Recenfio
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Recenfio Algebraica utrinfque Eiudos per detrationem,

Series Prima.

1. Apotome ; a— Jra b.Veletiam «/@a - «/fa b.
11. Mediz apotome prima ; ,_-] a- 7‘

I Tmi
II1. Mediz apotomefecunda,‘] _]2 —nl a.

Iv. Mmor,q aX+/1+ '—-«/I u
v+ u

V. Cum rationali medlum totum ef’ﬁuens ;

q VS Y ‘“.\
2 v v+

VI. Cum medxo medium totum efficiens ;

1 m): m / 7 )
—2] x:]awir V=

L

ax«/l-l-

Series Secunda.

ae

I. Apotome prima; a — +/ —

¥
II. Apotomefecunda; 4/ 4 la —a.

I11. Apotome tertia; +/ - a—n T2
IV. Apotome quarta; ¢ — +/ + i
V. Apotome quinta; el —a

VI. Apotome fexta; ~/ [a-— v —:—' a.
w g

Series autem fecunda oritur ex divifione irrationalis
ejus qu prima eft Seriei prima in fpecies, quas com-
Aa4 plexa
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plexa eft, diverfas. Quod de Serie fecunda carum que
per compofitionem fimiliter monendum erat.

Neque illud diflimulandum : tertiam et fextam fe-
cunde utriufque ferici Algebraice alid forma, et ele-
gantiori, repriefentari pofle.

Nimirum, Seriei fecunde earum qua per compofitio-
nem

IIT2, quee tertia cft ex binis nominibus, hifce notis

fignificabitur; &/ ;:t—l e+ v =L

”

Iifce, autem ejufdem Sertei
VI*, quee fexta eft ex binis nominibus

g l’+“|a + & L'a.
m ”m

Seriei item f¢cund® earum, qua per detractionem,
hifce notis

I112, que tertia eft apotome; /;;—] a— 1= a

m

Hifce denique

VI*, quez fexta eft apotome; +/ vt \ a— ,\/9 a.
n

Literd fcilicet m numerum aliquem non quadratum
defignante, qui neque ad quadratum v, neque ad qua-
dratorum », u diffcrentiam v — g, vel fummam v + w,
Eumeri quadrati ad quadratum numerum ratiouem ha-

cat.

(LXXXV1] PROP. LXXXV]. PROBL.

- Invenire primam apotomen,

Exponatur rationalis A ; et ipfi A longitudine com-
menfurabilis fit B G: ergo et B G eft rationalis. Et
exponantur duo quadrati numeri E D, B P, quorum ex-

¢ Cor. Lem.cetlus D P non fit quadratus®: neque igitur ep ad D ¥
4. hujus. rationem habebit, quam numerus quadratus ad qua-
dratum numerum. Et fiat ut £p ad b F, ita quadritym

€Xx B 6 ad quadratum ex a c.
Commen-
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Commenfurabile igitur eft quadratum ex B 6 quadrato
ex G c¢*. Rationale autem cft quadratum ex B G ; ergo® 6. hujus.
et quadratum ex G c eft rationale : ideoque reta linea

A

H

BesesseeoeFervaooash

G c rationalis eft. Et quoniam E D ad p P rationem

non habet, quam quadratus numerus ad quadratum

numerum; neque quadratum ex B 6 ad quadratum

ex G c rationem habebit, quam numerus quadratus

ad quadratum numerum : incommenfurabilis igitur eft

B G ipfi ¢ c longitudine*, Et funt amba rationales.x g, hyjus,

Ergo B, 6 c rationales funt, potentid {olum commen-

furabiles; et ob id B ¢ apotome eft?. Dico et primamy 74, hujus.

efle. Sit enim quadratum ex H id, quo quadratum ex

B G excedit quadratum ex ¢ ¢. Et quoniam cft ut Ep

ad pF, ita quadratum ex B @ ad quadratum ex G c;

erit per converfionem ut D E ad E R, ita quadratum ex _

B ¢ ad quadratum ex H% Sed D E ad E F rationems Cor. 19.

habet, quam quadratus numerus ad quadratum nume- quinti.

rum; uterque enim quadratus eft*: ergo et quadratum « per con-

ex G ad quadratum ex H rationem habebit, quam finé.
uadratus numerus ad quadratum numerum. Commen-

furabilis igitur eft B G ipfi u longitudine*. Et Ba

plus poteft quam 6 ¢ quadrato ex H. Ergo 8 G plus pot-

erit quam G ¢ quadrato reftz linez fibi longitndine

eommenfurabilis. Atqui eft tota B ¢ expofitie ratio-

nali A commenfurabilis longitudine. Ergo B G eft apo-

tome prima°©. ¢ Def.
Inventa igitur eft prima apotome. Q. E. F. :‘:1'! L
us. .
PROP. LXXXVII. PROBL. [LXXX\ILY

Invenire fecundam apotomen.

Exponatur rationalis o ; et ipfi A longitudine com-
menfurabilis fit cG: ergo ca eft rationalis. Et ex-
ponantur duo numeri quadrati D E, E F ¢, quorum €X-4 Cor, Lem.
‘ : ceflus 4. hujus.
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ceffus DF non fit quadratus. Fiatque ut ¥ p ad D E,
ita quadratum ex c G ad quadratum ex G B.
Commenfurabile igitur eft quadratum ex ¢ @ qua-
¢6.hujus. drato ex ¢ B°. Sed quadratum
ex ¢ G cft rationale: ergo et ra= A
tionale elt quadratum ¢x G B3
ac propterea ipfa 6 B eft ratio- c
nalis. Et quoniam quadratum B G
¢x ¢ G ad quadratum ex ¢ B
rationcm non habet, quam nu- &
merus quadratus ad quadratum
numerum; erit CGipA GB in- E....F...s.D
§ 9. hujos. commenfurabilis longitudine f.
Et ambza funt rationales. Ergo ¢, 6 B rationales funt,
potentia folum commenfurabiles; et ob id B c eft apo-
% 74. hujus. tome &, Dico et fecundam cfle. Sit enim quadratum
ex H illud, quo quadratum ex B G excedit quadratum
ex G . Quoniam igitur eft ut quadratum ex B 6 ad
quadratum ex G ¢, ita E D numerus ad numerum D F;
erit per converfionem rationis ut quadratum ex B G ad
quadratum ex H, ita DE ad EF. Atque eft uterque
» Per con- ipforum D E, E F quadratus®: quadratum igitur ex B G
firudt, ad quadratum ex, H rationem habet, quam numerus
quadratus ad quadratum numerum; idcoque BG ipfi H
longitudine eft commenfurabilisf. Et plus potelt B ¢
quam G ¢ quadrato ex H®. Ergo BG pﬁxs poteft quam
G ¢ quadrato re¢ta linez fibi longitudine commenfura-
bilis. Atqui eft congruens ¢ G expofite rationali A
commenfurabilis longitudine. Ergo B c eft apotome
ipet. fecundal,

't[l‘eft. 1. Inventa igitur eft fecunda apotome 8 c. Q. E. F.
ujus. i
[LXXXVIIL) PROP. LXXXVIII. PROBL.

Invenire iertiam apotomen.

Exponantur duo numeri quadrati Bc, B n, qui ipfo
€D, non quadrato, diffcrant. Exponatur alius non qua-
dratus E, qui ncque ad ipfum c b rationem habeat,
quam numerus quadratus ad quadratum numerum.
Denique exponatur rationalis quardam recta linca a4
et fiat ut e ad Bc, ita quadratum cx A ad quadratum
€ex FG; ut autem BC ad ¢ D, ita quadratum ¢x FG
ad quadratum ex @ H.

Commen-
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Commenfurabile igitur eft quadratum ex A quadrato! ¢. hujus.
ex rG'. Atquieft qua-
dratum ex A rationale: A .
ergoetrationale eft qua-
dratum ¢x FG; ac pro- H
pterearectalinecarcet  F -
rationalis. Et quoniam
E ad B ¢ rationem non K
habet, quam numerus
quadratus ad quadra-
tum numerun j neque
uadratun: ex A ad qua- B....D.....C
gratum ex F G ratio- :
nem habebit, quam numerus quadratus ad quadratum
numerum. Incommenfurabilis igitureft a ipfi Fe lon-
gitudine ™. Rurfus, quoniam ett-ut B c ad c b, itam 4. bujus.
uadratum ex FG ad quadratum ex G H; erit qua-
Hratum ex F ¢ quadrato ex G H commenfurabile’.
Rationale autem cft ‘quadratum ex rG; ergo et qua-
dratumn c¢x G H eft rationale; et ob id reéta linea ¢ 1
rationalis.  Quod cum B¢ ad ¢ b rationem non habeat,
quam numerus quadratus ad quadratum numerum; ne-
que quadratum ex FG ad quadratum ex G H rationem
habebit, quam quadratus numerus ad quadratum nu-
meruni, (lncummcnihmbilis igitur eft ¥ 6 ipfi 6 H lon-
gitudine®. Lt funt ambze rationales. Ergo FG, 6 1 ra-
tionales funt, potentia folum commenfurabiles: ac pro-
pterea apotome eft ¥ 1" Dico et tertiam effe.  Quo-n 4. hujus.
niam enim eft ut £ quidem ad Bc, ita quadratum ex
A ad quadratum ex FG; ut autem B ¢ ad cD, ita qua-
dratum ex F G ad quadratum ex ¢ H: erit ex @quo ut .
E ad c D, ita quadratum ex A ad quadratum ex G H °.°z2. quinti.
Sed E ad ¢ D rationem non habet, quam numerus qua-
dratus ad quadratum numerum P; neque igitur quadra-» Per con-
tum ex A ad quadratum ex 6 H rationein habebit, quamftruét.
numerus quaﬂratus ad quadratum numerum. Ergo a
ipfi 6 u longitudine eft incommenfurabilis™. Neutra
igitur ipfarum r @, 6 H expofitz rationali A commen-
ﬁrabilis et longitudine. Quo autem refta o plus
potelt quam G u, fit illud quod ex x fit quadratum,
Quoniam igitur ut Bc ad ¢ b, ita quadratum cx ¥ ad
quadratum c¢x G H P; erit per converfionem rationis ut
¢ B ad BD, ita quadratum ex F G ad quadratum cx K ‘hq Cor. 19.
Sedav:ati.

Eiooeeosensseens
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Sed numeri ¢ B, B D funt quadrati. Ergo quadratum
ex FG ad quadratum ex x rationem habebit, quam
numerus quadratus ad quadratum numerum. Com-
* 9. hujus. mienturabilis igitur eft FG ipfi k longitudiner. Et plus
poteft PG quamm G H quadrato ex k. Ergo Fa plus
poteft quam G H quaccilrato re@z linee fibi commen-
furabilis Jongitudine. Et neutra ipfarum fG, G H
longitudine commenfurabilis cft expofitz rationali A.

*Def.  Quare FH eft apotome tertia*.

Tert. 3. Inventa igitur eft tertia apotome ¥ H. Q. E. F.
bujus. ]

[LXXXIX.] PROP. LXXXIX. PROBL.

Invenire quartam apotomen.

Exponatur rationalis A; et ipfi A Jongitudine com-
menfurabilis fit B G : ergo B ¢ cft rationalis. Exponan-
tur pretcrea duo numerl DF, FE; ita ut totus DR ad

A

C

H

D.veeeeFoveeieerasB

neutrum ipforum D #, EF rationem habeat, quam nu-

merus quadratus ad quadratum numerum: et fiat ut

p E ad EF, ita quadratum ex B G ad quadratum ex Gc.
Commenfurabile igitur eft quadratum ex B G qua-

t6.hujus. drato ex G ct. Eft autem quadratum ex B rationale.
. Quare et rationale eft quadratum ex 6 c; ideoque recta
linea ¢ c eft rationalis. Et quoniam b & ag EF ra-

tionem non habet, quam numerus quadratus ad quadra-

tum numeruni ; neque quadratum ex B 6 ad quadratum

ex G c rationem habebit, quam numerus quadratus ad
quadratum numerum. Incommenfurabilis igitur eft Ba

ug. hujus. 1pfi 6 € longitudine®. Et funt ambz rationales. Ergo
BG, GC rationales funt, potentii folum commenturabiles ;

2 74. hujus.€t ob id B c eft apotome . Dico et quartam effe. Quo
enim plus poteft B 6 quam G ¢, fit iﬂud quadratum ex

H. Etquoniam eft ut pe ad EF, ita quadratum ex

B G ad quadratum ex G ¢; erit per converfionem ra-

tionis ut ED ad D F, ita quadratum ex B G ad quadra-

tum
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tum ex H. Sed E D ad D F rationem non habet, quam
nunmerus quadratus ad quadratum numerum ; neque
jgitur quadratum ex B 6 ad quadratum ex H rationem
habebit, quam numerus quadratus ad quadratum nu-
merum”’. Tucommenfurabilis igitur eft B ipfi 1 longi-
tudine *. Et plus poteft 86 quam G ¢ quadrato ex H7.” ex hyp.
Ergo B 6 plus poieft quam 6 ¢ quadrato rectz linea fibi
longitudine incommenfurabilis.  Atqui eft tota B G
longitudine commenfurabilis expofite rationali a. Ergo

B ceft apotome guarta®. :rDef.
; 1071 ert.
Inventa igitur eft quarta apotome Bc. Q. E. F. i
PROP. XC. PROBL. {Xc.

Invenire quintam apotomen.

- Exponatur rationalis A; et ipfi o longitudine com-
menfurabilis it cc: ergo c @ eft rationalis. Et ex-
ponantur duo numeri D F, F E; ita ut DE ad utrumque

A

H

D.eeecessesFooe.B

ipforum p F, P E rationem rurfus non habeat, quam
numerus quadratus ad quadratum numerum: fiatque ut
FE ad ED, ita quadratum ex ¢ 6 ad ‘quadratum ex G B.
Ergo quadratum ex ¢ 6 commenfurabile efi quadrato

ex G B*. Eft autem quadratum ex c@ rationale: ergo: 6. hujus.
et rationale eft quadratuin ex 6 B; et idcirco reéta linea
G B eft rationalis. Et quoniam ut DE ad EF, ita eft
quadratum ex BG ad quadratum ex G c; et DE ad
E F rationem non habet, quam numerus quadratus ad
quadratum numerum; neque quadratum ex B G ad
quadratum ex G c rationem habebit, quamm numerus
quadratus ad quadratum numerum. Incommenfurabilis

igitur eft B 6 ipfi 6 c longitudine®. Et funt ambas g pyjy,,
rationales. Ergo B G, G ¢ rationales {unt, potentiii folum

commenfurabiles ; et ob id B c eft apotome ¢. Dico ete 74, hujus.
quintam efle. Quo enim majus eft quadratum ex B
quam quadratum ex G ¢, fit illud quadratum ex u.
Quoniam
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Quoniam igitur quadratum ex kG ad quadratum ex
aceft ut b ad E F; erit per converfionem rationis ut
E D ad D ¥, ita quadratum ¢x k¢ ad id quod fit ex H
quadratum. Scd E D ad b F ratior.em non habet, quam
numerus quadratus ad quadratuin numerum; neque 1gt-
tur quadratum ex BG ad quadratum ex H rationem ha-
bebit, quam numerus quadratus ad quadratum nume-
‘ rum. Ideoque recta linea 86 ipfi 1 longitudine eft in-
* 9. hujus. commenfurabilis ®. Et plus poteft B G quam 6 ¢ quadrato
" exH. Ergo o plus poteft quam G ¢ quadrato recte
linez fibi incommenfurabilis longitudine.  Atqui eft

sher cons congruens ¢ 6 expofite rationali a longitudine com-
apef.  menfurabilis¢. Quare B c cft apotome quinta ‘.
;9"- 5. Inventa igitur eft quinta apotome ec. Q. E. F,
ujus.
[XCIL.] PROP. XCI. PROBL.

Invenire fextam apotomen.

Exponantur duo numdit B D, D ¢ tales, ut compo-
fitus ex iplis, B ¢, ad neutrum ipforum rationem habceat,
quam numerus quadratus a(i quadratum numerum,
Fxponatur ctiam numerus abius g, qui ad neatrum ip-
forum B ¢, ¢ v rationem habeat, quam quadratus nu-
merus ad quadratum numerum. Denique exponatur
refta linea rationalis A5 et fiat ut E ad B c, ita qua-
dratum cx A ad quadratum ex F G; ut autem B¢ ad
€ b, ita quadratum ex F 6 ad quadratum ex 6 H.

Quoniam igitur eft ut g ad B c, ita quadratum ex A
ad quadratum ex FG; erit quadratum ex a quadrato

¢ 6. hujus. €x FG commenfurabile®. Rationale autem eft quadratum

A

Eoveennnenn

B.viseeeD.oooo. C

ex A: ergo et quadratum ex F G rationale erit; et ob
id re€ta linea F G rationalis. It quoniam k ad B c ra-
tionem non habet, quam numerus quadratus ad qua-
f Per con- dratum numerumf; neque quadratum ex A ad qua-
fruée. dratum
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dratum ex F G rationem habebit, quam numerus qua~
dratus ad quadratum numerum, Incommenfurabilis igi-
tur eft A ipfi F G longitudine 8. Rurfus, quoniam eft ut®9-hujus.
BC ad cp, ita quadratum ex FG ad quadratum ex GH;
erit quadratum ex F G commenfurabile quadrato ex
G u". Lft autem quadratum ex F G rationale; rationale® 6. hujus.
igitur eft et quadratum ex G H ; et iEi'a G H rationalis.
Quod cum B ¢ ad ¢ b rationem non habeat, quam nu-
merus quadratus ad quadratum numerum; neque qua-
dratum ex F 6 ad quadratum ex ¢ H rationem habebit,
quam numerus qu;ldl‘atus ad qnadratum numerums,
Ergo FG ipfi ¢ o longitudine eft incommenturabiliss.
Ettunt anibe rationales. Quare ¥ 6, 6 H rationales funt,
potentia joi.m commenfurabiles; quapropter apotome
el Fr-. Dico et fextam efle. Quoniam enim eft ut £ ad’ 74 hyjus,
BC, it quarliatim ex A ad quadratum ex Fa; ut autem
B ad cp, ita quadratum ex F 6 ad quadratum ex 6 H:
erit ¢x &quo ut E ad ¢ b, ita quadratum ex A ad qua-
dratum ex 6 1. Sed E ad ¢ b rationem non habet,
quam numerus quadratus ad quadratun numerum ; ne-
que Jgitur guadratum ex A ad quadratum ex 6 1 ratio-
nem habcebit, quam numerus quadratus ad quadratum
numcrum, Krgo A ipfi 6 b longitudine eft incommen-
furabilis®, Quare neutra iplarum F G, G H expofite
rationali A commenfurabilis eft longitudine. Quo plus
oteft reéta F ¢ quam G H, fit illud quadratum ex k.
t quoniam eft ut B cad cp,ita quadratiim ex F G
ad quadratum ex G H; crit per converfionem rationis ut
c¢B ad BD, ita quadratum ex r 6 ad quadratum ex x*.* Cor, 19,
At ¢ B ad B D rationem non habet, quam numerusdsnt
uadratus ad quadratum numerum; neque igitur qua-
gratum ex PG ad quadratum ex x rationem habebit,
quam numerus quadratus ad quadratum numerum,
Ergo incommenfurabilis eft FG ipfi K longitudine!. Et' 9. hujus.
FG plus poteft quam @ H quadrato ex k. Plus igitur
potelt FG quam G H quadrato recte lince fibi longi-
tudine incommen{urabilis. Et neutra ipfarum rG, G H
eft longitudine commenfurabilis expolitze vationali A.
Ergo ¥ H cft apotome fexta™, ™ Def.
Inventa eft igitur fexta apotome r 1, Q. E. F.  Te6

hujus,

SCHOLION,
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* SCHOLION.

Submonendum videtur in Tyronum gratiam, quod
tamen ex Definitionum collatione, tertiarum cum fe-
cundis, facile quivis collig~t; binomiorum nomina fin-
gula, ex quibus conftant, eodem modo inter fe habere,
ive per compofitionem five per detrallionerm fiut bino-
mia, modo ejuldem fint ordinis in propria cujufque Serie.
Nimirum, Majoris qua vocatur nomina eodent modo
inter fe habent, ac nomina Minoris. Cum Major quarta
fit in Serie prima irrationalium binominum per compo-
fitionem, Minor itidem Scriei fecunde earum quze per
detractionem quarta. Similiter fecunde carum quaz
ex binis nominibus eodem modo inter fe habent no-
mina, quo nomina fecunde apotomes. Cum fccunda
ex binis nominibus fecunde Seriei earum que per com-
pofitioncw fit fecunda; fecunda autem apotome, Seriei
fecundaz earum que per detractionem fecunda.

Hinc autem efficitur eam efle retarum qua ex binis
nominibus, et carum qua apotoma dicuntur, inter fe
cognationem 3 ut fi duarum irrationalium altera fit ex
binis nominibus, altera ejufdem ordinis apotome, fi
majus nomen ejus que ex binis nominibus Tota fit apo-
tomes; minus nomen prioris apotomes Congruens erit.
E contrario, fi minus nomen fit Congruens, majus Tota
erit. .

Neque tamen idcirco verum eft, quod in Scholio im-
periti nefcio cujus hominis in libris antchac editis ferc-
batur, expeditius inveniendas efle fex apotomas, inve-
nicndo eas qua ex binis funt nominibus, quam qua
ratione Euclides docuit; cum neque expeditior, neque
facilior, neque alia eft omnino, fed eadem plane illas
quz ex binis nominibus, quz apotomas ipfas inveniendi
ratio. Quod cuivis planum et apertum erit, qui pro-
blemata {ex, que-Definitiones Secundas fublecuta funt,
cum fex que tertias, ordine contulerit. Barrovius fane,
nimio brevitatis ftudio, apotom:» confiructiones omifit,
utpote ex binominum prius traditis facillime colligen-
das. Sed de via ad apotomas per binomines expeditiori
fupientillimo Geometra tacere placuit. .

PROP.
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PROP. XCII. THEOR. [XCIL]

St fpatium contineatur [ub rationali et apotomd primd,
retla linea fpatium potens apotome ¢ff.

Contineatur enim fpatium A B {ub ratiouali ac, et
apotoma prima A p : dico rectam lincam, que poteft
fpatium A B, apotomen cfie.

Quoniam enim A D prima apo- A D _FE F@&
tome cft, fit ipfi congruens D G: ergo
AG, G D rationales funt, potentia fo-

lum commenfurabiles’. Et tota A G * Def.
longitudine commenturabilis cft ex- L | Tere 1,
pofita rationali A c; et preeterca A G ? S H IK hujus.
plus poteft quam G D quadrato recta N
linez fibi commenfurabilis longitu- ¢ /4 \QO
dine. Siigitur quarta parti quadrati, ~ xQ

¥

quod fit ex DG, @quale parallclo-

grammum ad A 6 applicetur, defici-

ens figurd quadrata; in partes longi- g T i

tudine commenfurabiles ipfam divi-

det®. Secetur DG bifariam in E; et quadrato ex EG 2= 18, hujug

quale parallelogrammum ad a G applicetur, deficiens fi-

guri quadrati, quod fc. continetur fub A r, 6. Com-

menfurabilis igitur et A F ipli F G longitudine. Et

per E, F, G puncta ipfi A ¢ parallele ducantur g H, p1,

6 K. Et quoniam A F iph F G longitudine ¢k com-

menfurabilis; erit et A G utrique ipfarum A F, F G com-

menfurabilis longitudine®. Sed A ¢ commen(urabilist ¢, hujus,

eft ipfi Ac: utraque igitur A £, FG ipfi A ¢ longitudine

eft commenfurabilis.” Atqui eft A ¢ rationalis: ergo et 12. hujus.

rationalis utraque A F, P G ; ac propterea utrumque pa-

rallelogrammorum A 1, ¥ K eft rationale *, Caeterun« zo. hujus,

DG utrique D E, E G commenfurabilis et longitudiue

nimirum cum utriufque fitdupla. Efique rationalis p 6,

fed ipfi A ¢ longitudine incommenfurabilis: ergo et utra«

que DR, kG rationalis eft, et incommenfurabilis ipfi a ¢

longitudine ; et ob id utrumque parallelogrammorum

P H, ER medium eft?. Ponaturipfi quidem A 1 parallelo-7 2. &

grammo =quale’ quadratum L M*: parallelogrammo®": f".f'

autem FK wmquale quadratum auferatur, communem’ vy fegn.

cum ipfo angulum L P M habens, feilicet No: ergodi
uadrata L M, N 0 circa candem funt diametrum 2.8 a6, fexti,

it ipforum diameter PR ; et figura deleribatur. Itaque
: Bb quoniam
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quoniam reQangulum fub A ¥, Fo eft ®quale quadrato

eX EG, erit ut AF ad EG, ita kG ad

»17.fexii. FG®, Sedut AFad Eg,ita eftpa- A D_FE FG
rallelogrammum A 1 ad ipfum EK;
et ut G ad F G, ita parallelogram-

¢ 1. fexti. mum e K ad ipfum F K ¢, Inter pa-
rallelogramma igitur A1, FXK me- A
dium g"roportiongle eft Ex. Eftau- % B\, Ii[, Tk
tem et inter quadrata L M, N O me- -r——:‘
dium proportionale M x, ut fuperius (17%

¢Lemma 7.oftenfum eft?¢; parallelogrammum- >R

hujus.  que a1 eft mquale quadrato L M, i

p et parallelogrammum F k quadrato ‘

fra o No =zquales. FErgo et parallelo- g T M

grammum M N eft 2qualc
Sed parallelogrammum
f 36. primi.lelogrammo v H T par

moni ¥ & x, et quadrato N 0.

ipfi EK.
ui<§:m E K eft ®quale paral-
aﬂlclogrammum vero M N ipfi
£43. primi. L 0 8. Parallelogrammum igitur p K eft zquale
Eft autem et parallcio-

No -

grammum A K quadratis LM, N o ®quale®: ergo et
rcliquum A B cft wquale quadrato s T. At quadratum
s T elt id, quod fit ex L N : quadratum igitur ex L N eft
ge?uale parallelogrammo a B ; ideoque rcétalinea L N
Ip

um A B potelt.

Dico L N apotomen effe. Quoniam

enim rationale eft utrumque parallelogrammorum a1,
P K, et funt ®equalia quadratis L M, NO; erit et utrum-
ue L M, N o rationale, hoc eft, utrumque ipforum, que
unt ex L P, P N; et utraque igitur L e, P N rationalis

eft.

Rurfus, quoniam parallelogrammum b 1 eft me-

dium, atque eft quale ipfi L 0; erit et L 0 medium.

Cum igitur Lo

uidem medium fit, N 0 vero rationale;

incommenfurabi?e eft Lo ipfi N0o; utque Lo ad N O,
o fexti. ita eft re€talinea L pad pNP. Ergo L P ipfi PN longi-

t10. hujus. tudine eft incommenfurabilis!.
nales.

Et funt ambe ratio-
Quare L p, P N rationales funt, potentii folum

% 74. bujus.commenfurabiles: idcirco L N eft apotome *. Et poteft
fpatium A B. Que igitur poteft fpatium A B, eft apotome.

Ergo fi fpatium contineatur fub rationali et apotomé

prima, recta linea fpatium potens apotome eft. @, E. D.

PROP, -
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S: fpatium contineatur fub rationali et apotomd fecundi,
refla linea [patium potens medi efl apotome prima.
Spatium enim A B contincatur fub rationali ac, et
apotoma fecunda A p: dico reétam lineamn, que fpatium
A B poteft, efle mediz apotomen primam,
Sit enim ipfi A D congruens D G: €rgo A G, GD
rationales funt, potentii folum com-
menfurabiles ; et congruens DG A L F G
commenfurabilis eft expofit ratio-
nali A c; totaque A ¢ plus poteft
quam G b quadrato recte linez fib 4
commenfurabilislongitudine'. Quo- L
niam igitur A G plus poteft quam B HI
G D quadrato reéte linez fibi lon-
gitudine commenfurabilis; fi quarte ¢ D@
parti quadrati ipfius ¢ D =quale pa- X /lQ
rallelogrammum ad A 6 applicetur, W

71

[XCIIL]

! Def.

C Tert. 2.
I N _» bujus.

deficiens figurd quadrata, in partes .

commenfurabiles ipfam dividet =.
Itaque fecetur p ¢ bifariam in &;
et quadrato ipfius E ¢ ®quale parallelogrammum ad
A G applicetur, deficiens figurd quadraté, quod fe. con-
tinetur fub A ¥, F 6. Krgo commenfurabilis eft A  ipfi
F 6 longitudine. Et per puncta %, F, 6 ipfi A ¢ pa-
rallele ducantur B, F1, 6 K. Quoniam igitur A ¥ ipfi
F G longitudine eft commenlurabiiis; erit A ¢ utrique
ipfarum AF, FG commenfurabilis longitudine®. Ra-
tionalis autem eft Ag, fed ipfi Ac Jongitudine incommen-
furabilis: ergo et utraque a ¢, F G eft rationalis, ipfiqne
A ¢ incommenfurabilis longitudine ; et ob id utruinque
parallelogrammorum A1, FK medium eft®.  Rurfus,
quoniam p E commenfurabilis et ipfi EG; erit et ng
utrique D E, E G commenfurabilis. Sed p 6 commen-
furabilis eft ipfi A ¢ longitudine. Ergo ct utraque o F,
E G rationalis eft, et ipfi A c longitudine comnimenfu~
rabilis ; ac propterea utrumque parallelogrammorum
D H, E K eft rationale?. Conftituatur igitur parallelo-

ammo quidem a 1 sequale quadratum L M 9; paral-
elogrammo autem F X ®quale quadratum aufcratur
N 0, communem cum ipfo LM angulum L p M habens:

P

8. hujus.

" 16. bujus,

¢ 22, hujus.

P 20. hujus,

9 14. fecuna
di.,

Bb g ergo
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1 26. fexti. ergo circa eandem diametrum funt quadrata L M, NoOY.
Sit ipforum diameter p R ; et figura defcribatur.  Cum
i(Fitur parallelogramma A 1, F K me-

12 fint, et fibi ipfis commenfura- A D _EF
bilia, et @®qualia quadratis ex L p,
P N; erunt et quadrata ex L p, PN
media : ergo recte linee Lp, PN
medie funt, potentid commenfu-
rabiles. Et quoniam reétangulum
fub A F, Fo eft ®quale quadrato
eXEG; erit ut AFad EG,ta EG

tizfext. ad 6 ', Sedut arad gg,itaet °| X Q

C 3 IH1I

parallelogrammum A 1 ad ipfum W
*rfexti. EK'; utautem E G ad G F, ita pa-
rallclogrammum e K ad Fk. Inter g T

parallelogramma igitur A1, F X me-
dium proportionale ¢ft e x. Eft autem et inter qua-
jlemma?.drata L M, N 0 medium proportionale M N *; et paral-
v Per con. Jelogrammium A 1 quidem eft 2quale quadrato L M ; pa-
fng.  rallclogrammum vero F K ®quale quadrato N 0. Frgo
*36.primi. M N ipfi E K eft @#quale. Sed b H cft 2quale ipfi X %,
Y43 primiet Lo ipfi M NY, Totum igitur b Kk gnomoni ¥ o x,
et quadrato N o wequale erit. Ttaque quoniam totum
A K ®quale eft quadratis L M, N 0, ¢t D K ®quale
gnomoni ¥ ¢.x et quadrato No; erit reliquum A B &=
quale s, hoc efi, e1, quod fitex L N. Quadratum igitur
ex L N ¢ft mquale fpatio A B; ideoque recta linea 1 N
fpatium A B poteft. Dico L N mciia: apotomen efle
primam. Quoniam enim rationale eft E K, et wquale
1pfi M N, hoc eft, ipfi Lo erit et Lo rationale, illud fc.
uod fub L p, PN continetur. Mecdium autem often-
?um eft N 0. Quare 1 0 eft incommenfurabile ipfi ¥ 0 ;
tPfxi, etutLoadNo,ita Lp ad PN*®: ergo LP, PN lon-
gitudine funt incommenfurabiles. Ac propterea e, PN
medi funt, potentia folum commenfurabiles, que ratio-
* 75. hujus.nale continent. Quare & N eft medie apotome prima?®;
et poteft {patium A 8. Re&ta igitur linea, fpatium A B
potens, eft medise apotome prima. Q. E. D.

PROP,
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PROP. XCIV. THEOR. [XCIV.]

Si fpatium continealur fub rationali et apotomd tertid, rela
linea fpatium potens medice cft apotome fecunda.

Spatium enim A B contineatur fub rationali A c, et
apotomi tertia A D: dico reQam lineam, qua poteft
fpatium A B, medi effe apotomen fecundam.

Sit enim ipfi A D congruens DG: €rgo AG, G D
rationales funt, potentia fo%um com-
menfurabiles ; et neutra ipfarum D E¥G
A G, 6 D longitudine commenfura-
bilis eft expofitz rationali A c; tota
autem A ¢ plus potcft quam con-
gruens D G quadrato reéte linex fibi

commenfurabilislongitudine®. Quo- ]il, b Def.
‘niam ideoreéta A G plus poteft quam N Tert. 3.
° hujus.

D G quadrato rectee linez fibi Jon- ¢
gitudine commenfurabilis: fi quarte X/Q
parti quadrati ipfius D G 2quale pa-
rallelogrammum ad a ¢ applicetur,
deficicns figurd quadrata; in partes T
commenfurabiles ipfam dividet ©, € 18, hujus.
Itaque fecetur p G bifariam in E; et quadrato ipfius EG
equale parallelogrammum ad A 6 applicetur, deficiens
figura quadrati, fitque quod continetur fub A ¥, FG; et
per puncta g, ¥, G 1pfi A ¢ parallele ducantur e n, ¥ 1,
G K. Ergo aF, Fa commenfurabiles funt; atque ob id
parallelogrammum a 1 parallelograimmo K eft com-
menfurabile. Et quoniam A F, ¥ ¢ commenfurabiles
funt longitudine; erit et A 6 utrigue ipfarum a7, FG
Jongitudine commenfurabilis ¢,  Eft autem rationalisd 16, hujus,
A G, fed ipfi A c incommenfurabilis longitudine; et utra-
que igitur A F, F G rationalis elt, et iph A ¢ longitudine
incommenfurabilis; ac propterea utrumque parallelo-
grammorum A I, FK eft mediume. Rurfus quoniam® zz. hyjus.
D E commen(urabilis eft ipfi £ ¢ longitudine; erit et
p G utrique D E, EG commenfurabilis. Sed p G ra-
tionalis eft, et ipfi A ¢ incommenfurabilis longitudine :
rationalis igitur eft et utraque D E, EG, et ipfi AcC
longitudine incommenfurabillis. Ergo utrumque pa-
rallclogrammorum b H, E K medium eft.  Quod cum
A G, G b potentia folum commenfurabiles fint; A 6 ipfi
6 D longitudine erit incommenfurabilis. Sed A6 com-

Bb3 menfurabilis




374 EUCLIDIS ELEMENTORUM

menfurabilis eft ipfi a F longitudine, et G ipfi GE: eft
igitur AF ipfi EG longituﬁine in-
f 13. hujus.commenfurabilisf. Utautem A r ad ETFG
' HG, ita parallelogrammum A1ad K
¢ 1 fexti. parallelogrammumé#: ergo incom-
menfurabile eft A 1 ipfi EK. Con-
{tituatur ipfi quidem A 1 @quale qua-
® 14 fecun-dratum L M"; ipfi vero FK @quale N II’
di. auferatur quadratum N o, angulum
hubens eundem, quem L M: ergo o N
uadrata LM, No circa eandem funt X y
' 26. fexti. giametrum 1, Sit ipforum diameter v
P R; et figura deleribatur, Quo- '
nian igitur rectangulum fub A ¥, £ T
F G eft equale quadrato ex EG; erit
kipfextiut AFad EG,taEG ad Fe*. Utautem Arad EG,
ita parallclogrammum a1 ad E K parallelogrammums ;
etutecad GF,ita EKad FK. KErgoet ut arad
E K, ita EK ad F K. Inter parallelogramma igitur A 1,
¥ k medium proportionale eft E x. Eft autem et inter
. ' quadrata L M, N 0 mediumn proportionale M N ; et pa-
rallclogrammum A 1 quidem mquale eft quadrato L M,
1 Per con. FK veroipfi No': ergo et E K eft wquale MX. Sed M N
fuet.  @quale et Lo™, et kK ipfi D" Totum igitur DK
:‘23';;:;2;'_gnomnm Y ¢ X et quadrato N 0 eft zquale. Eft autem
’ et parallelogrammum A x mquale quadratis v M, No.
Ergo reliquum A B eft @quale ipfi s, hoc eft, quadrato
ex LN; ct ob id reftalinea L ~ ipfum A B fpatium
poteft. Dico L N medie apotomen efle {fecundam,
Quoniam enim parallelogramma a 1, FK oftenfa funt
media, et funt @qualia quadratis ex L e, PN eritet
utrumque quadratorum ex L e, PN medium ; igitur
utraque recta linea L p, PN media eft. Et quoniam
commenfurabile eft A 1ipfi F K ; erit et quadratum ex
L P quadrato ex p N commenfurabile. Rurfus, quo-
niamn oftenfum eft A r incommenfurabile ipfikx; et L M
ipi M N incommenfurabile erit, hoc eft, quadratum ex
L p reCtangulo fub L p, PN. Quare et recta linea L p
longitudine incommenfurabilis eft ipfi p N. Sunt igitur
rp, PN medie, potentia folum commenfurabiles. Dico
eas ctiam medium continere. Quoniam enim E k de-
monftratum eft medium, atque eft mquale retangulo
fub Lp, PN; erit ct rectangulum fub L e, PN medium.
Lrgo
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Ergo L, PN medie funt, potentid folum commenfura-

biles, quz medium continent; ac propterea L N eft

mediz apotome fecunda®; et poteft fpatium AB. Re&ta° 56, hujus.
igitur linea, fpatium A B potens, eft medie apotome
fecunda. Q. E. D. '

PROP. XCV. THEOR. [XCV.]

Si fpatium contineatur fub rationali et apotomd gquartd,
rela linea [patium potens minor ¢fl. B
Spatium enim A B contineatur fub rationali A c, et
apotoma quarti A D: dico rectam lineam, quz fpatium
A B poteft, minorem efle.
Sit enim ipfi A D congruens DG: €rgo A G, G D ra-
tionales funt, potentid lolum com-
menfurabiles ; et A @ longitudine A D_FE ¥e
commenfurabilis eft expofite ratio-
nali Ac; totaque AG Flus poteft quam
G p quadrato reéte linez fibi longi-
tudine incommen{urabilis?. Quoniam

igitur A 6 plus poteft quam 6 b qua- ) ~ P bujus.

drato reéte linez fibi longitudine in-

commenfurabilis; fiquarte parti qua- g (] o
dratiex pG 2quale parallelogrammum xX/Q

ad A 6 apphcetur, deficiens figura L

quadratd ; m partes incommenfura- :

biles ipfam dividet 4. Itaque fecetur T T M 119 hujus,

D 6 bifariam in E; et quadrato ex
£ 6 =quale ad iFfam A G applicetur, deficiens figuri
quadrati, quod f{c. continetur fub A v, F6. Ergo aF
ipfi F ¢ longitudine eft incommenfurabilis. Ducantur
per punfta E, , G ipfis A c, B D parallele E H, F 1,
6 K. Quoniam igitur -A 6 rationalis eft, et ipfi Ac lon-
gitudine commenfurabilis; erit totum parallelogram-
mum A K rationale *. Rurlus, quoniam incommen-r o, hyjus,
furabilis eft pG ipfi A c longitudine, et funt amba ra-
tiomales ; erit parallelogrammum p k medium®. Quod *z22. hujus,
cum AF ipfi Fo longitudine fit incommenfurabilis;
erit et parallelogrammum A 1 incommenfurabile F K *.¢ 1. fexdi.
Conftituatur parallelogrammo quidem a 1 ®quale qua-
dratum L M ; parallelogrammo autem F K quale qua-
dratum N o auferatur, angulum habeus eundem L P M,
uem L M. Quadrata igitur L M, N O circa eandem funt
iametrum®, Sit ipforum diameter P R ; et figura de-v 26. fexti,
- Bbg feribatur,
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% 1y: fexti.

x ¢, fexti.

¥ Per con-
firuét.

* 36. primi.
* 43. primi.

% 49, hujus.
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feribatur. Itaque quoniam reangulum fub AF, re
eft ®quale quadrato ex RG; ut A ¥

ad EG,ita erit EG ad GF". Sed A E_FG
ut A ¥ quidem ad E G, ita eft paral-
lelogrammum A ad ipfum EK *: ut
autem 26 ad F G, ita' EK ad F K.
Inter parallelogramma igitur A1, P K
medium proportionale eft e k. Eft
autem et inter quadrata L M, N O
medium proportionale M N ; atque
eft parallelogrammum A 1 #@quale
quadrato L M, et parallelogrammum
F K @quale eft ipfi No7: eft igitur
E k zquale ipi M N. Sed E K R T
quidem eft zquale parallelogrammo

DH*; MN vero ipi Lo?. Totum igitur parallelo-
grammum gnomoni ¥@X, et quadrato N o eft equale.
Et quoniam totum A K =zquale eft quadratis L M,
NoO, et b K wquale gnomoni ¥ o x, et N 0 qua-
drato; erit reliquum A B mquale quadrato s T, hoc
eft, quadrato ex LN: ergo L N fpatinm A B ﬁ;oteﬁ.
Dico L N irrationalem efle, qua minor appellatur.
Quoniam enim parallelogrammum A K rationale eft,
et =quale quadratis ipfarum L p, PN; erit et com-
pofitum ex quadratis ipfarum v », P N rationale. Rur-
fus, quoniam parallelogrammum b k medium eft, at-
que eft ®quale ei, quod bis continetur fub L e, PN;
erit et quod bis fub L P, PN continetur medium. Et
quoniam oftenfum eft A1 incommenfurabile ipfi FK ;
erit et quadratum ex L P incommenfurabile quadrato ex
P N; ac propterea L P, PN potentid funt incommen-
furabiles, qua faciunt compofituin ex ipfarum quadratis
rationale, quod autem bis fub ipfis continetur medium.
Quare L N irrationalis eft, quee minor appellatur®. Et
poteft fpatium A B. Reéla igitur linea, fpatium A B pot-
ens, minor eft. Q. E. D,

{721
Y
[=)

PROP,
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PROP. XCVI. THEOR.

Si fpatium contincatur [ub rationali et apolomd quintd,
recta linea [patium potens ¢ft quee cum rationals medium
totum efficit,

* Spatium enim A B contineatur fub rationali A c, et
apotoma quintd Ap: dico rectam lineam, que fpatium a8
poteft, eflc eam quz cum rationali medium totum efficit.

Sit enim ipfi A D congruens D G: €rgo A G, G D ra-
tionales funt, potentii folum com-

menfurabiles ; et congruens pGe A D_EFG

longitudine commenfurabilis eft ex-

pofitz rationali A c; totaque A G

rlus poteft quam DG quadrato rectze

inez fibi incommenfurabilis longi-

tudinec. Siigitur quarte parti qua- c ;r {? >
drati ex D G quale parallelogram- 7
mum ad A G applicetur, deficiens fi- g f‘ o
gurﬁ uadrata ; in partes incommen- AV

¥

urabiles ipfam dividet®. Itaque fe-
cetur D G bifariam in punéto E ; et
quadrato ex E G ®quale ad ipfam
A G applicetur, deficiens figurd qua-
drati, quod fc. continetur fub A7, Pe. Ergo AP
incommenfurabilis ¢l ipfi ¥ @ longitudine. Ducantur
per pun&la E, F, G ipfi A c parallele EH, P1, 6 k. Et
quoniam A G incommenfurabilis eft ipfi A ¢ longitudine,
et funt ambz rationales; erit parallelogrammum A k

377

[XCVI1.]

¢ Def.
Tert. g.
hujus,

9 19, hujus,

medium °.  Rurfus, quoniam rationalis eft D G, et ipfi< 22. hujus.

A ¢ longitudine commenfurabilis; parallelogrammum

D K rationale eritf. Conftituatur igitur parallelo- " 20. hujus.

grammo quidem A 1 @quale quadratum L M ; ipfi vero
F K @quale quadratum auferatur N 0, angulum habens
~ eundem, quem L M, videlicet L P M: ergo quadrata L M,

N o circa eandem funt diametrum . Sit diameter ip- * 26. fexti.

forum PR ; et figura defcribatur. Similiter oftendemus
retam lineam v N fpatium A B pofle. Dico L n efle
eam, quz cum rationali medium totum efhicit. Quo-
niam enim oftendimus parallelogrammum A k medium
effe ; atque eft quale quadratis ipfarum L p, PN ; erit
et compofitum ex quadratis ipfarum L P, PN medium,
Rurfus, quoniam » K rationale eft, et zquale ej, qul())_d

is

.

- e

£ _—
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bis continetur fub L p, P N; erit et quod bis fub L »,
P N continetur rationale. Et quoniam A1 eft incom-
menfurabile ipfi Fx, incommenfurabile igitur eft qua-
dratum ex L P quadrato ex p N; ideoque L P, PN po-
tentia incommenfurabiles funt, facientes compofitum
quidem ex ipfarum quadratis medium; quod autem fub
ipfis bis continetur rationale. Ergo reliqua L N irratio-
nalis eft, que vocatur cum rationali medium totum
» 78. hujus. efficiens” ; et poteft fpatium a B. Re@aigitur lined, fpa--
tium A B potens, eft quz cum rationali medium totum

efficit. Q. E. D.

PROP. XCVII. THEOR.

Si f[patium conlineatur fub rationali et apotomd [fextd, reéle
binea fpatium potens ¢ff quae cum medio medium totum

ctncit.

Spatium enim A B contineatur fub rationali A c, et
apotomé fexti A p: dico retam lineam, qua fpatium A B
poteft, efle eam qua cum medio medium totum efficit.

Sit enim ipfi A D congruens n G: €rgo A G,

* tionales funt, potentis folum com-

t Def.
Tert. 6.
hujus,

¥ 19. hujus.

menfurabiles; et neutraipfarum ac,
D commenfurabilis eft longitudine
expofite rationali A c; totaque A G
plus poteft quam congruens n6 qua-
drato linez fibi longitudine incom-
menfurabilis'. Itaque quoniam A ¢
I)l us poteft quam G D quadrato reétz
inc fibi longitudine incommenfu-
rabilis: fi quarte parti quadrati ex
D G zquale ad reftam lineam A ¢
applicetur,deficiens figurd quadrata;
in partes incommenfurabiles ipfam
dividet*. Itaque fecetur b ¢ bifa-

G D ra-
A_ D LFG
CB 4
N_F
D¢
XK
4

riamin E; et quadrato ex E G ®quale parallelogrammum
ad A 6 applicetur, deficiens figura quadrati, nempe quod
continetur fub A F, ¥ . Incommenfurabilis igitur eft
A Fipfi F 6 longitudine. Utautem AF ad r G, ita eft
!1.fextic ATadipfum FK': ergo A 1 ipfi F K eft incommenfu-
=10.hujus.rabile ®.  Et quoniam A G, A C rationales funt, potentia
n 22 hujus.folum commenfurabiles ; erit A Kk medium". Rurfus,
quoniam
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quoniam A ¢, D G rationales funt, et incommenfurabiles
longitudine, medium erit et D k. Quod cum A G, 6 D
Fotentiﬁ folum commenfurabiles fint; erit A ¢ ipfi 6 D
ongitudine incommenfurabilis. Sed ut A6 ad e b, ‘
itaeft A K ad K D °: incommenfurabile igitur eft A Ko 1. fexti.
ipi x p?. Itaque conftituatur 1pa.rallelogrammo A TP 0, hujus.
zquale quadratum L M 9; parallelogrammo autem F K 9 14. fecun-
2quale auferatur quadratum N 0, angulum habens eun- di

dem, quem L M. Ergo quadrata LM, KO circa eandem

funt diametrumr. Sit eorum diameter p R ; et figurar a6. fexd.
defcribatur,  Similiter ut fupra oftendemus rec

lineam v~ poffe fpatium A B. Dico LN efle eam, quee

cum medio medium totum efficit. Quoniam enim AK
oftenfum eft medium, atque eft equale quadratis ipfa-

rum L P, P N; erit et compofitum ex quadratis ipfarum

Lp, PN medium. Rurfus, quoniam bk oftenfum eft
medium, et eft equale ei, quod bis continetur fub L p,

PN ; et quod bis fub L p, P N continetur medium erit.

Et quoniam oftenfum eft A K incommenfurabile ipfi K D3

ergo et quadrata ex L e, PN incommenfurabilia funt ei,

quod bis fub L p, P N continetur. Et quoniam incom-
menfurabile eft A 1ipfi Fx; erit et quadratumex L P
quadrato ex P N incommenfurabile. Ergo Le, PN po-

tentid incommenfurabiles funt, facientes compofitum
?uidem ex ipfarum quadratis medium, quod autem bis

ub ipfis continetur medium, et adhuc quadrata ipfarum
incommenfurabilia ei, quod bis fub ipfis continetur.

Ergo L N irrationalis eft, qua vocatur cum medio me-

dium totum efficiens®. Et poteft A B fpatium. Re&ta: 59, hujus.
igitur linea, fpatium A B poteus, eft que cum medio
medium totum efficit. Q. E. D.

PROP. XCVIII. THEOR. [XCVIIL]

Quadratum apotomee, ad rationalem applicatum, latisudinem
Jacit apotomen primam.

Sit apotome A B, rationalis autem ¢ p; et quadrato
ex A B ®quale parallelogrammum c g ad ipfam ¢ p ap-
plicetur, latitudinem faciens ¢ F: dico c r effe apotomen
primam.

Sit enim ipfi A B congruens BG: €rgo A G, G B ra- .
tionales funt, potentia folum commenfurabilest. Et ad* 74 hujus,
iplam ¢ b applicetur quadrato quidem ex A ¢ zquale

A CH;
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v 45. primi.

* 7, fecundi.

¥ 2t. hujus,

* 23. hujus.

* 1. fexti,

b 4. hujus.
€ Lemma?y.
hujus.

¢ Per con-
flruct.

EUCLIDIS ELEMENTORUM:

cH; quadrato autem ex B 6 ®qualek L. Totum
igitur c L eit ®quale quadratis ex A G, G B; ex quibus
parallelogrammum ¢ £ @quale

eft quadrato ex A B. Ergore- A +—G
liquum FL ei, quod bis fub AG, ¢ F N
G B continetur, eft zquale *.
Secetur FM bifariam in N ; et
per N ipfi ¢ b parallela ducatur
No. Utrumque igitur ipforum
X0, LN eft zquale ei, quod
fub A G, 6 B continetur. Et 5 5 13 8
quoniam quadrataex AG, GB :

rationalia funt, atque eft quadratis ex A 6, G B ®quale
parallelogrammum p M ; esit ipfum b M rationale. Et
ad rationalem c » applicatum eft, Jatitudinem faciens
€ M: ergo ¢ M eft rationalis, et ipfi ¢ D commenfura-
bilis longitudine”. Rurfus, quoniam medium eft quod

bis continetur {ub A 6, G B, eftque ei, quod bis fub

A G, G B continetur, #quale parallelogrammum L F;
erit ipfum v r medium. Et applicatum eft ad ratio-
nalem c b, latitudinem faciens ¥ M. Quare F M eft ra-
tionalis, ipfique ¢ p longitudine incommenfurabilis =,
Et quoniam quadrata quidem ex a G, @B rationalia
funt ; quod autem bis coutinetur fub A 6, 6 8 medium:
quadrata ex A G, G B incommenfurabilia funt ei, quod
bis fub A 6, G B continetur. Sed quadratis ex AG, GB
aquale eft parallelogrammum cL, et vero quod bis
continetur fub A 6, G B ®quale eft FL: ergo cr ipfi
F L eft incommenfurabile. Ut autem cv ad rL, itaeft
refta linea c M ad M F*: incommen{urabilis igitur eft
c ™ ipfi M F longitudine. Et funt ambe rationales.
Ergo ¢ M, M F rationales funt, potentid folum commen-
furabiles ; ac propterea ¢ r eft apotome®.  Dico et pri-
mam efle. Quoniam enim inter quadrata ex AG, 6 B
medium proportionale eft,quod fub AG, 6B continetur<;
atque eft quadrato quidem ex A ¢ wmquale parallelo-
grammum ¢ H ¢; ei vero quod fub A G, 6 B continetur
squale N L ; et quadrato ex B 6 ®quale K L : erit inter
ipla ¢ H, K L medium proportionale N L. Ut igitur c
ad NL,ita NL ad Kk L. Sed ut cu ad N, ita eft re&ta

linea ck ad ipfam nm. Ut autem NL ad KL, ita

retalinea NM ad M Kk: ergo ut ck ad N M, ita eft
NM
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¥ M ad K M3 et ob id re@angulum fub ¢k, Kk M eft

®equale quadrato ex M N Y, hoc eft, quartz parti quadratid 17. fexti,

ex FM. Et quoniam quadratum ex A G commenfu-

rabile et quadrato ex ¢ B¢; erit et parallelogrammume ex hyp,

CH parallgogrammo K L commenfurabile. Sed ut cu

ad K v, ita eft reéta linea c Kk ad i?fam K M ; commen-

furabilis igitur eft c K ipfi Kk M'. Itaque cum duzf o, hujus.

reftz lince inazquales fint ¢ M, M P, et quarte parti

quadrati ex FM #quale parallelogrammum ad ipfam

¢ v applicatum fit, deficiens figurd quadraté, quod {cili-

cet fub ¢ K, K M continetur ; fitque ¢ K commenfura-

bilis ipfi x M : re@alinca c M plus poterit quam mr

quadrato re&e line fibi longitugine commenfurabilis €, ¢ 18. hujus,

Atqui eft ¢ M commeniurabilis longitudine expofite

rationali ¢ p. Ergo c F eft prima apotome ™, ek
Quadratum igitur apotomz ad rationalem aBplicatum hl':jrltl:!.l.

latitudinem facit apotomen primam. Q. E. D.

PROP. XCIX. THEOR. [XCIX.]

Quadratum medice apotome primee ad rationalem applica-
tum latitudinem facit apolomen fecundam.

Sit medize apotome prima A B, rationalis autem € b
et quadrato ex A B requale. parallelogrammum c e ad
ipfam c p applicetur, latitudinem faciens ¢ £; dico c r
etfe apotomen fecundam. '

Sit enim ipfi A B congruens B @ ergo A G, G B me-
di= funt, potenti folum com-
menfurabiles, qua rationale 4 % G
coatinent !, Et quadrato qui- ¢ K M i75. hujus.
dem ex A 6 2quale parallelo-
grammum cH ad ¢ D ap-
plicetur, latitudinem faciens
CK*; guadrato autem ex
G B ®quale KL ad eandem
applicetur, 'latltudn:\e'fn faci- 0 IL
ens Kk M. Totum igitur c L
eft ®quale quadratis ex A @, G B, que media funt.
Quare et c L eft medium.  Et ad rationalem cp ap-
plicatum eft, latitudinem faciens ¢ M : rationalis icitur
eft ¢, et ipfi ¢ » longitudine incommenfurabilis . 23. hujys,
Itaque quoniam c L eft ®quale quadratis ex A, G B,
ex quibus quadratum ex A B quale eft parallelogrammio

' CE;

<4

k 45. primi,
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ce; erit reliquum, fc. quod bis continetur fab a6,
my.fecundi. ¢ B, @equale ipfi FL™ Ef autem quod bis fub a6,

A—p5—FC

a B continetur rationale, Ra-

tionale igitur eft et P L; et

ad rationalem F E applicatum

eft, latitudinem faciens F M.

Quare F M eft rationalis, et

ipfi ¢ b commenfurabilis lon-

® 21. hujus. gitudine " Et quoniam qua-
rata quidem ex A G, G B,

hoc ea, parallelogrammum

ci, medium eft; quod autem

C

J

D

E

F N XM
H

L

bis continetur {ub A @, @B, videlicet ¥ 1, eft rationale:

erit ¢ L incommenfurabile ipfi F .

Ut autem cL ad

* 1. fexti. FL,ita reta linea cM ad M F°: ergo c ™ ipfi M P
longitudine eft incommenfurabilis. Et funt ambe ra-
tionales. Sunt igitur c M, M F rationales, potentii folum

74- hujus. commenfurabiles : ideoque c F eft apotome P. Dico et
fecundam efle. Secetur enim r M bifariam in puncto

N; et per N ipfi ¢ D parallela ducatur N 0. Alterutrum

igitur parallelogrammorum ro, N1 eft #quale ei, quod
continetur fub A G, 6 B. Et quoniam inter quadrata

€x A 6, 6 B medium proportionale eft, quod fub a'G,

G B continetur; eftque quadratum ex A 6 zquale pa-
rallelogrammo ¢ H, quod autem countinetur fub A @,

G B ®quale parallelogrammo N L, et quadratum ex G B
zquale ipfi kK L; erit inter paralielogramma ¢H, KX L
medium proportionale N L. Eft igitarut en ad ~N1,
itanLad KL, Sed utcu ad N L, ita eft reéta linea

ckad ipfm ¥ M, et ut NLad KL, ita xMmad K M°.
Ergout cx ad N M, itaeft N M ad x M: ac propterea

A 13. fexti. rectangulum fub ¢k, K M eft ®quale quadrato ex N M43

hoc elt, quartz parti quadrati ex ¥ M.

Et quoniam

quadratum ex A G commenfurabile eft quadrato ex G B;
erit et cH parallelogrammum parallelogrammo & L
commenfurabile, hoc eft, recta linea ¢ kK commenfura-
bilis ipfi Kk M. Quoniam itaque duse refte linez in-
zquales funt ¢ M, M F, quarta autem parti quadrati ex
M F =quale ad majorem ¢ M applicatum fit, deficiens
figurd quadrati, quod fc. continetur fub c x, K M, et
in partes commen{urabiles iplam dividat; reéta linea
c M plus poterit quam M F quadrato recte linee fibi
* 58, hujus. commenfurabilis longitudine’. Atque cft congruens Fm

cxpofite



LIBER DECIMUS, 383

expofite rationali ¢ b commenfurabilis®. Quare C P eft +ex hyp.

apotome fecunda’. . . tDef.
Quadratum igitur mediz afpotomm primz ad ratio- Tert. 2.

nalem agplicatum latitudinem facit apotomen fecundam, Bous-

Q. E.
PROP. C. THEOR. , [cl

Quadratum medie [ecunde apotoma ad rationalem appli-
catum latitudinem fucit apatomen tertiam. .

Sit mediz apotome fecunda A B, rationalis autem cp;
et quadrato ex A B quale parallelogrammum cE ad
ipfam c D applicetur, latitudinem faciens c r: dico cF
efle apotomen tertiam.

Sit enim ipfi AB congruens BG: €rgo AG, G B me-
diee funt, potentia folum com-

menfurabiles, quz medium A —5 G | .
continent'. Et ﬂuadrato qui- ¢ F N X M"76hujus.
dem ex A6 @quale ad cp ap-

plicetur ¢ H, latitudinem faci- .
ens C K *; quadrato autem ex X 45. primi,
G B ®quale ad k H applicetur
K L, latitudinem faciens x M.
Totum igitur ¢ L eft =quale 5 E 0 HL
quadratis ex A G, ¢B. Etfunt
quadrata ex A G, 6 B media. Ergo et cL eft medium
et ad rationalem c D applicatum eft, latitudinem faciens
C M: ergo c M eft rationalis, fed ipfi cp incommenfura-
bilis longitudiner. Et quoniam totum c L eft ®qualer 23. hujus.
guadratis €X A G, G B, ex quibus cE =quale eft qua- "

rato ex 4 B} erit reliquum PL @quale ei, quod bis
continetur fub A6, ¢ B2 Secetur F M bifariam in N ;*7.fecundi.
et ipfi ¢ p parallela ducatur 5 0. Alterutrum igitur pa-
rallelogrammorum ro, N1 eft &quale ei, quod fub A G,
G B continetur. Eft autem quod continetur fub A o,
G B medium : ergo et medium eft FL; et ad rationalem
E F applicatum eft, latitudinem faciens F M. Quare et
F M eft rationalis, fed ipfi ¢ b longitudine incommen-
furabilis¥. Et quoniam A G, G B potentia folum com-
menfurabiles funt; erit A 6 1pfi ¢ B incommenfurabilis
Iongitudine : idecoque quadratum ex A @ reftangulo
fub A G, G B ¢lt incommenfurabiles. Sed quadrato qui-* 1. fexti.
dem ex A ¢ commenfurabilia funt ex A @, 6 B qua- &1°-buus.
drata; retangulo autem fub A G, @B commenfurabile

. : .eft
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eft quod bis fub A G, G B continetur: ergo quadrata ex
A G, G B {unt incommenfura-
bilia‘ei, quod bis fub A6, 6B - G
continetur. At quadratis ex r N XM
A G, G B ®quale eft parallelo- F
* Per con- grainmum cL®; ei vero, quod
fuud- his continetur fub A G, G B,
equale eft FL: incommenfu-
rabile igitur eft cL ipfi FL.
Ut autem cL ad pL, itaefl
reQa linea cM ad FM: ergo D
_ cmipfi F M incommenfurabilis :
* 10.-hujus.eft Jongitudine €. Kt funt ambz rationales. Quare
C M, F M rationales funt, potenti folum commenfura-
“ 74.hujus. biles ; ct ob id ¢ F eft apotome ¢. Dico et tertiam effe.
Quoniam enim quadratum e¢x A ¢ commenfurabile eft
quadrato ex ¢ B; erit fparallclogra.mmum c H parallelo-
grammo K L commenfurabile: ergo et recta linea ¢ k
eft commenfurabilis ipfi K M. Et quoniam inter qua-
drata ex A 6, ¢ B medium proportionale eft re¢tangu-
¢Lemmay.Jum fub 4 G, G B®; atque eft quadrato quidem ex 4 6
bujus.  zpquale pamllelogrammum c u; quadrato autem ex 6 B
=quale K L, et rectangulo fub A6, 6 B zquale NL;
erit inter parallclogramma c¢H, KL medium propor-
tionale nL. Eftigitur utcsad nr,itaNL ad K L.
fuofexti. SedutcH ad N L, itaeft re¢talinea ck ad nmf; ut
autem NL ad KL, ita NM ad K M; ergo et ut ¢ K
~ad N M, ita nMad Kk M. Ac propterea reftangulum
¢ 17.fexti. fub c K, k M eft &quale quadrato ex N M8, hoc eft,
quartee parti quadrati ex Fm. Quoniam igitur duze
reCte linez inequales funt c M, M F; et quartz parti
quadrati ex F M 2quale ad c M applicatum eft, defi-
ciens figuri quadrati, quod in partes commenfurabiles
ipfam dividit ; recta linca ¢ M plus poterit quam M P
» 18. hujus.quadrato reéte linez fibi longitudine commenfurabilis®.
Et neutra ipfarum ¢ M, m r longitudine commenfura-
bilis eft expofite rationali ¢ p. irgo c F eft apotome
'Def.  tertial. .
;I;:)';j _ Quadratum igitur mediz apotomz fecunde ad ra-
tionalem applicatum latitudinem facit apotomen ter--
tiam. Q. L, D.

) 0O HL

PROP,
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PROP. CI. THEOR.

Quadratum minoris, ad rationalem applicatum, latitudinem
facit apotomen quartam.

Sit minor A B, rationalis autem <D ; et quadrato ex
A B zquale parallelogrammum c E ad ipfam c b appli-
cetur, latitudinem faciens c ¥ dico cF efle apotomen
quartam.

Sit enim ipfi A B congruens B G: €rgo A G, G B po-
tentii incommenfurabiles funt,
facientes compofitum quidem A————6C
ex ipfarum A 6, 6 B quadratis :
rationale, quod autem fub ipfis
contineturmedium*. Quadrato
igitur ex A 6 =quale ad cp
applicetur ¢ H, latitudinem fa-
ciens ck': quadrato autem ex
B 6 =quale ad K H applicetur ¥ T,
X L, latitudinem faciens k M.
Totum igitur cL quadratis ex A G, 6B eft =quale.
Atqui cft compofitum ex quadratis A 6, G B rationale:
ergo et rationale eft c L. ; et ad rationalem ¢ D applica-
tum eft, latitudinem faciens ¢ M. Quare ¢ M eft ratio-
nalis, et ipfi ¢ b longitudine commen(urabilis®. Et
quoniam totum ¢ L eft xquale quadratis ex A G, 6 B,
Cc E autem quadrato ex A B ®xquale; erit reliquum
F L ®quale ci, quod bis fub A G, G B continetur™.
Itaque fecetur F M bifariam in punéto N ; et per N al-
terutri ipfarum ¢ b, M L parallcla ducatur No.  Utrume-
que igitur parallelogrammorum r o, N L eft ®quale e,
quod continetur fub A 6, 6 B. Et quoniam quod bis
continetur fub a 6, 6 B medium eft, et axquale paral-
lelogrammo L F: erit et L F medium; et ad rationalem
F E applicatum eft, latitudinem faciens r M. ErgoF M
eft rationalis, fed ipfi cplongitudine incommenfurabilise.
Et quoniam compofitum ex quadratis ipfarum A ¢, 6 B
eft rationale, quod autem bis fub A 6, G B continetur
medium ; eruut quadrata ex A G, G B ei, quod b
continetur {ub A G, 6 B, incommenf{urabilia. Quadratis
autem ex A G, G B zquale eft parallelogrammum ct,
et ei, quod bis fub A G, @ B continetur, eft 2quale FL:
incommenfurabile igitur eft cL ipfi L F, Sed ut ca

ce a

385

(C1]

k 22.hujus,

1 45. primi,

ma7. hojus.

n %, fecundi,

°23. hujus,
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P fexti. ad FL,taeft cM ad F mMP. Quare c ™ ipfi Fum lon-
4 10. hujus. gitudine eft incommenfurabiliss.  Et funt ambe ra-
tionales. Ergo M, M F ratio-
nalesfunt, potentia folum com- —'_]*;—G’
menfurabifes; etigitur cF eft € F N KM
' 74 hujus.apotome*,  Dico et quartam
efle. Quoniam enim A G, G B
potentid {unt incommenfura-
biles; erit quadratam ex a G
incommenfurabile quadrato ex
G B. Et quadrato quidem ex 0 L.
A G wquale eft paralﬁelogmm- -
s Per con. mum C H*; quadrato autem ex G B eft @quale K L : in-
fiuét.  commenfurabile igitur eft c 1 ipfi K L. Sed ut cn ad
KL,itaelt ck ad k M. Ergo ck ipfi K M cft incom-
menfurabilis longitudine. Et quoniam inter quadrata
ex AG, 6B medium proportionale eft re¢tangulum fub
tlemma7.A G, G B'; atque cft quadrato quidem ex A G wquale
buus. parallelogrammum ¢ H, quadrato autem ex ¢ B xquale
K L, ¢t rectangulo fub A6, 6B wquale NL; ent N L
medium proportionale inter parallelogramma ¢ n, K L.
Eftigitarutcu ad N1,itaNLad KL. Sed utcwn
ad NL,itackad y~N., EtutnNnrad xi,ita M~ ad
KM. Ergoutexk ad sin,ita MmN ad Kk »; ac pro-
pterea rectargulum fub ¢k, kK M eft @quale quadrato
¢y fextic ox M N Y, hoc eft, quartze parti quadrati ex M r. Itaque
quoniam duz rectee linca inwquales funt c M, M Fj et
quartze parti quadrati ex M F quale, ad ¢ M applicatum
elt, deficiens figurd quadrati, fc. contentum fub ¢k,
K M; ct in partes incommenfurabiles ipfam  dividit :
_ recta linea ¢ m plus poterit quam » F quadrato re&e
*19. hujus-Jineze fibi incommenturabilis longitudine *.  Et eft tota
c M Jongitudine commenturabilis expofite rationali ¢ p.
yDef.  Ergo cF cft apotome quarta”. .
,T\L,;:,,* Quadratum igitur minoris, ad rationalem applicatum,
" latitudinem facit apotomen quartam, Q. E. D.

PROP.
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PROP. CII. THEOR. {CIL]

Quadratum ejus, quagum rationali medium totum efficit, .
ad rationalem applicatum, latitudinem facit apotomen
quintam.

Sit quae cum rationali medium totum efficit A B, ra-
tionalis autem ¢ p.; et quadrato ex A B @quale ad cp
* applicetur parallelogrammum c E, latitudinem faciens
¢ F : dico c F apotomen efle quintam.

Sit enim ipfi AB congruens BG: €rgo A G, GB
re&te linez potentia funt in-
commenfurabiles, qua faciunt A —g—G
compofitum quidem ex ipfarum ¢ r N KM
quadratis medium, quod au- -
tem fub ipfis continetur ratio-
nale*. Etquadrato ex A 6 =- * 78. hujus,
quale parallelogrammum c u

ipfam cp applicetur, lati-
tudinem faciens ck *; quadrato b 0 WL ' 45 primi.
autem ex 6 B ®quale applice-
tur K L, latitudinem faciens k M. Totum igitur c L eft
equale quadratis ex A 6, ¢ B. Sed compofitum ex
guadratis ipfarum A 6, ¢ B eft medium: ergo et me-
inm eft parallelogrammum c L. Et ad rationalem c p
applicatum eft, latitudinem faciens c M. Quare c™m
eft rationalis, fed ipfi ¢ b longitudine incommenfurabilis®.® 23. hujus.
Et quoniam totum cL eft 2quale quadratis ex AG, 6 B;
CE autem quadrato ex A B ®quale; erit reliquum rF L
eequale ei, quod bis fub A 6, 6 B continetur<, Ita-cs. fecundi
que fecetur F M bifariam in punéto N, et ab ipfo ~ al-
terutri ipfarum ¢ p, M L parallela ducatur No.  Utrum-
que igitur 0, NL eft equale ei, quod fub A6, 6B
continetur. Et quoniam quod bis continetur fub a g,
G B rationale eft, et equale parallclogrammo r L ; erit
et r L rationale. Et ad rationalem E F applicatum eft,
latitudinem faciens ¥ M. Ergo rm eft rationalis, et
ipfi ¢ D commenfurabilis longitudine 4. Et quoniame q, pyjue
rallelogrammum c L eft medium, et F L rationale: '
incommenfurabile eft cL ipfi PL. Etutcradrr,
itacm ad mr°. Ergo cm ipfi M r longitudine efte 1. fexdi.
incommenfurabilis’. Et funt ambz rationales; quare ¢ o pyjus,
C M, M F rationales funt, potentid folum commentura-
biles; ideoque ¢ F eft apotome &. Dico et quintam effe. z 4. hujus,
cc2 Similiter




® Utin
praec.

i 19. hujus.

* Def.
Tert. 5.
hujus.
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149 hujus.G B!, Itaque ad c D appli-
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Similiter enim demonftrabimus re&tangulum fub c k,
x M efle zquale quadrato ex N M, hoc eft, quartz parti
quadrati ex F M ", Quod cum quadratum ex A6 in-
commenfurabile fit quadrato ex G B ; fitque quadratum
ex A G parallelogrammo c H ®quale, quadratum autem
ex G B parallelogrammo kx L: erit c n ipfi X L incom-
menfurabile. Sed ut cH ad x L, ita cK ad x M. Ergo
c K ipfi K M longitudine eft incommenfurabilis. Quo-
niam igitur dua re€t= lineze ¢ M, M F inzquales funt ;
ct (1uartae parti quadrati ex p M ®quale, ad ipfam c M
applicatum eft, deficiens figura quadrat, et in partes in-
commeniurabiles ipfam dividit; reta linea ¢ M plus
oterit quam M F quadrato re¢te linez fibi longitudine
imcommenfurabilis’. Atqui eft congruens ¥ M com-
menfurabilis longitudine expofitz rationali c p. Ergo
CF eft apotome quinta .
Quadratum igitur ejus, qua cum rationali medium
totum efficit, ad rationalem applicatum, latitudinem facit
apotomen quintam. Q. E. D.

PROP. CIII. THEOR.

Quadratum cjus, quer cum medio medium totum efficit, ad
rationalem applicatum, latitudinem facit apotomen jex-
tam.

Sit quae cum medio medium totum efficit A B, ratio-
nalis autem ¢ 0 ; et quadrato ex A B ®quale parallelo-
grammum c E ad ipfam c b applicetur, atituci)inem fa-
ciens ¢ F: dico ¢ P effe apotomen fextam.

Sit enim ipfi A B congruens BG: ergo A G, G B poten-
tid funt incommenfurabiles,
facientes compofitum quidem 4 B G
ex ipfarum quadratismedium; C 3 KM
quod autem fub ipfisac, G B
continetur medium, et adhuc
quadrata jpfarum A G, 6B in-
commenfurabilia re¢tangulo,
quod continetur fub ipfis A o,

] HL
cetur quadrato ex A G ®quale )
paralltﬁogrammum ¢ H, latitudinem faciens c k; qua-
drato autcm ex B G =quale applicetur k L. Totum igi-
tur c L eft 2quale quadratis ex A @, G B: ac propterea
cL ¢ft medium, Et ad rationalem ¢ » applicatun: eft,

latitudinem
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latitudinem faciens cM: ergo c M rationalis eft, fed ipfi

389

c D longitudine incommentfurabilis™. Quoniam igi-™z23.hujus.

tur c L eft ®quale quadratis ex AG, 6 B; CE autem
quadrato ex A B ®quale ; erit reliquum FL ®quale ei,

quod bis fub A G, @B continetur®. Atqui eft quod"’.fecundi.

bis continetur fub A 6, 6 B medium: ergo et FL eft
nedium. Et ad rationalem r £ applicatum eft, latitu-
dinem faciens FM; eft igitur Fm rationalis, fed ipfi cp
longitudine incommenfurabilis. Et quoniam quadrata
ex A G, 6 B incommenfurabilia funt ei, quod bis fub
A G, G B continetur; atque eft quadratis quidem ex
A G, G B zquale parallelogrammuimn c 1, ei vero quod
bis continetur fub A 6, 6 B ®quale FL; erit cL ipfi
P L incommenfurabile. Sedutcrad ri,ita et cm

ad MF°. Quare cm ipfi M F incommenf{urabilis efte 1. fexdi.
longitudine?. Et funt ambe rationales. Ergo ¢ M, M F? ic. hujus.

rationales funt, potentii folum commenfurabiles; et ob

id c F eft apotome d. Dico et fextam effe.  Quoniam® 74. hujus,

enim F L eft ®quale ei, quod bis continetur fub 4 @,

G B, fecetur F v bifariam in puntto N; et per N ipfi
¢ p parallcla ducatur N o. Utrumque igitur parallelo-
- grammorum F 0, N L eft @quale re€angulo fub A g,
G B. Etquoniam A6, G B potentid funt incommen-
furabiles ; erit quadratum ex A G incommenfurabile
quadrato ex 6 B. Sed quadrato %uidem ex A G eft =-
quale parallelogrammum c H, quadrato autem ex G B

equale K L', Ergo c H ipfi K L eft incommenfurabile. ® Per con-

Ut autem cH ad K L, ita eft ¢ X ad K M: incommen- "4

furabilis igitur eft ¢k ipfi K M°. Et quoniam inter qua-

drata ex AG, G B medium Xroportionale eft reCtangulum

fub AGg,GB*; eﬁquea(]ua
e

G B =quale N L; erit et inter parallelogramma cH, kL
medium proportionale N L. Et eidem ratione ac in fu-
periori ¢ M plus poterit quam M ¥ quadrato retz lineze
fibi longitudine incommenfurahilis, Et neutra ipfa-
rum eft commenfurabilis longitudine expofite rationali
cp. Ergo cr eft fexta apotome®.

Quadratum igitur ejus, quz cum medio medium to- Te- 6-

tum efficit, ad rationalem applicatum, latitudinem facit
apotomen fextam. Q. E. D.

cc3 PROP,

rato €x A G mquale CH, et*Lemmas.
quadrato ex 6 B zquale kx L, retanguloque fub a g,hvjus.
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[C1v.] PROP. CIV. THEOR.

Retta linea apotomee longitudine commenfurabilis, et ipfa
apotome eft, atque ordine eadem.

Sit apotome A B, et ipfi A B longitudine commenfu-
rabilis fit cp: dico cD apotomen efle, atque ording®
eandem, quz A B.

Quoniam enim A B eft apotome, fit ipfi congruens
BE: €rgo AE, EB rationales funt, potentid folum com-

* 74 hujus.menlurabiles*. Et fiat ratio B E ad p r eadem, qua

A 24

D

et Ar ad cp. Quare ut una ad unam, ita erunt
7 12.quinti.omnes ad omnes? : eft igitur ut tota A E ad totam c r
ita AB ad c¢p. Commenfurabilis autem eft A s ipfi
c b longitudine. Ergo et A £ ipfi ¢ F longitudine com-
* 10. hujus.menfurabilis erit, et 8 e ipfi D F2. Sunt autem aE,
E B rationales, potentia folum commenfurabiles. Er
et ¢ F, F D rationales erunt, potenti folum c'ommen{%?
* 74. bujus.rabiles* ; ac propterea ¢ p eg apotome ®. Dico et or-
dine eandem efle, quz A B. Quoniam enimeftut a e
ad cF,ita BE ad FD; erit permutando ut AE ad E B,
b16.quintiita cr ad P DP, Vel igitur AE plus poteft quam e B
quadrato retz line= fib1 longitudine commenfurabilis,
vel incommenfurabilis. Si quidem A g plus poteft
quam E B quadrato linee fibi longitudine commenfu-
rabilis, et cF plus poterit quam F D quadrato reéte
linez fibi longitudine commenfurabilis. Et fi quidem
A E commenfurabilis eft longitudine expofite rationali,
et CF etiam erit. Si vero E B eft commenfurabilis, et
p ¢ commenfurabilis erit. Et fi neutra ipfarum aE,
E B commenfurabilis eft longitudine expofite rationali,
et neutra iplarum c F, F D eiddem longitud’me erit com-
menfurabilis. Quod fi A £ plus poflit quam E B qua-
drato reéte linee fibi incommenfurabilis longitudine,
et ¢ F plus poterit quam F D quadrato re&e linez fibi
longitudine incommenfurabilis. Et i quidem aE fit
commenfurabilis expofita rationali longitudine, e_tdc F
eidem
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eidem longitudine commenfurabilis erit. Si vero B E,
et Fp. Et fi neutraipfarum a E, E B, et neutra ipfarum
CF, F D erit expofitz rationali longitudine commenfu-
rabilis. Ergo c b apotome eft, et ordine ¢adem, quae
ABc, Q.E.D.

PROP. CV. THEOR.

Redla linea medice apotomee commenfurabilis, et ipfa medice
apotome {/l, atque ordine cadem.

Sit medie apotome A B, et ipfi A B longitudine com-
menfurabilis fit c p: dico ¢ p mediz apotomen efle, et
ordine eandem, qua A B. '

Quoniam enim mediz apotome eft A B, fit BE ipfi
A B congruens. Frgo A, EB mediz funt, potentid

¢ Def.
Tert.

[cv2
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folum commenfurabilesd. Et fiat ut A8 ad c D, ita B E #75. & %6,

hujus.

B
A E

C P
D

ad p r. Sunt autem A E, E B medie, potentid folum
commenfurabiles. FKrgo et cF, FD medie potentii
folum commenfurabiles erunt; ac propterea medix
apotome eft ¢ p. Oftendendum eft et ordine eandem
efle, que AB. Quoniam enim ut AR ad EB, ita c F ad
FD; ut autem A® ad EB, ita quadratum ex A E ad

reCtangulum fub AE, EB°; et ut cF ad P D, ita qua-« y, ey,

dratum ex c F ad reftangulum fub cF, FD: erit et ut
quadratum ex A B ad rectangulum fub A g, E B, ita
quadratum ex c r ad rettangulum fub cF, FD. Per-
mutando igitur eft ut quadratum ex A E ad quadratum
€X CF, ita re¢tangulum fub A g, EB ad re(éltangulum
fub cF, Fp. Sed quadratum ex A E commenfurabile
eft quadrato ex c r: reftangulum igitur fub AE, E 8
rectangulo fub c F, F p eft commenfurabile. Et fi qui-
dem rationale eft rectangulum fub A E, E B, ct rectan-
gulum fub c F, F D rationale erit: fi vero rectangulum
fub A E, E B medium eft, et medium erit re¢tangulum
fub cr, Fp. Mediw igitur apotome eft ¢ p, atque or-
dine cadem, que A 8. Q. E. D.

ccyg PROP,
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(CVL) PROP. CVI. THEOR.
Reéta linea minori commenfurabilis, et ipfa minor ¢ff.

Sit minor a B, et ipfi A B commenfurabilis fit cp:
dico et ¢ p minorem effe. '

Fiant enim eadem, qua prius. Et quoniam A E, EB
poteutid funt incommenfurabiles, et cr, FD potentid
incommenfurabiles erunt. Quoniam autem eft ut A B

A E

D

ad B B,ita c Fad FD: erit et ut quadratum ex A E ad
quadratum ex E B, ita quadratum ex c F ad quadratum
f 22 fexti. ex F Df; et componendo ut quadrata ex AE, EB ad
quadratum ex E B, ita quadrata ex ¢ F, F D ad quadra-
&:9. quinti.tum ex F D, et permutandot. Commenfurabile autem
eft quadratum ex B E quadrato ex p r. Ergo et com-
pofitum ex quadratis ipfarum A E, EB compofito ex
* 10, hujus. quadratis ipfarum ¢ F, F D commenfurabile erit®. 'Sed
compofitum ex quadratis ipfarum A, B eft rationale:
ergo et rationale erit compofitum ex quadratis ipfarum
c £, Fp. Rurfus, quoniam eft ut quadratum ex A & ad
reftangulum fub A B, E B, ita quadratum ex c r ad re-
&tangulum fub ¢ r, F b, et permutando; commentfura-
bile autem eft quadratum ex A E quadrato ex c F: erit
igitur et reCtangulum fub A E, E B reétangulo fub cF,
F D commenfurabile. Sed re&tangulum fub AE, EB
medium eft: medium igitur eft et reGtangulum fub
i 24. hujus.CF, F D', Quare CF, FD potentid incommenfurabiles
funt, facientes compofitum quidem ex ipfarum quadratis
rationale, quod autem fub ipfis continetur medium.
‘s y7.hujus. Ergo ¢ b cft minor®. Q. E. D,

Aliter. Sit minor A, et ipfi A commenfurabilis fit
B: dico B minorem efle,

Exponatur enim ¢ D rationalis, et quadrato ex A =-

quale parallelogrammum c £ ad ipfam ¢ p applicetur,

1101, hujus. latitudinem faciens cr. Apotome igitur quartaeft cFl.
Quadrato autem ex B @quale ad r E applicetur F G,

. . latitudinem
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latitudinem faciens FH. Quoniam igitur A commena
furabilis eft ipfi B; erit et quadratum
ex A quadrato ex B commenfurabile.
Sed quadrato quidem ex A equale B—ue
eft parallelogrammum cE, quadrato ¢ __ F [
autem ex B =quale ra. Ergoce
commenfurabile eft ipfi ¥ 6. Ut au- .
tem cE ad FG, ita cF ad FH™: ™ 1. fexti,
commenfurabilis igitur eft c p ipfi :
F H longitudine®. Sed cF eft apo- * 10. hujus.
tome quarta. Ergo et F H apotome
uarta eft°. Ergo et fpatium ro ° 104, hu.
?ub rationali et apotom4 quartd con- L~  Jus
tinetur: refta igitur linea fpatium -
tens minor eft?. Poteft autem fpatium F G ipfa B.?gs. hujus.
rgo B eft minor. Q. E. D.

PROP. CVII. THEOR. (CVIL]

Refta linea commenfurabilis ei, quee cum rationali medium
totum ¢fficit, et spfa cum rationali medium totum ¢fficiens
efl. '

Sit cum rationali medium totum efficiens A B. Et
ipfi A B commenfurabilis fit cp : dico cp effe cam, quae
cum rationali medium totum efficit.

Sit enim ipfi A B congruens BE. Ergo A E, E B po-
tentia incommenfurabiles funt 9, facientes compofitum q 48, hujus.
quidem ex ipfarum quadratis medium; quod autem fub

A B
B
C ' F
D

ipfis continetur rationale. Et eadem conftruantur. Si-
militer demonftrabitur, atque prius, c ¥, ¥ D in eddem
effe ratione, in qui A E, E B; et compofitum ex qua-
dratis ipfarum A E, E 8 commenfurabile effe compofito
ex quagratis igﬁ:’um CF, F D; re&tangulum autem fub
A E, E B reftangulo fub c P, FD commenfurabile.
Quare et c 7, F D potentid incommenfurabiles funt, fa-
cientes compofitum quidem ex quadratis ipfarum crF,
F p medium, quod autem f{ub ipfis continentur rationale.
Ergo ¢ eft, quz cum rationali medium totum efficits, °

Aliter,
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Aliter. Sit cum rationali medium totum efficiens a,
et ipfi A it commenfurabilis B: dico B efle eam, qua
cum rationali medium totum efficit.

Exponatur enim rationalis c p, et quadrato quidem
ex A zquale parallelogrammum ck
ad ipfam c b applicetur, latitudinem
faciens cr. Ergo c¥ eft apotome B

fi02.hgjus.quinta’. Quadrato autem ex B®- ¢ _ F [
quale pG ad ipfam rE applicetur,
Jatitudinem faciens rH. Quoniam
igitur A commenfurabilis eft ipfi B;
erit et quadratum ex A quadrato ex
B commenfurabile. Sed quadrato ex
A ®=quale eft parallelogrammum cE;
uadrato autem ex B zquale FG.
rgo c E eft commenfurabile ipfi r6;
et ob id reta linea c F ipfi F H longi-
tudine eft commenfurabilis. Apotome autem quinta
*104.hujus.eft c F. KErgo et F H eft apotome quinta‘; eftque FE
rationalis.  Si autem f{patium contineatur fub rationali
et apotoma quinta, recta linea fpatium potens eft quz
t 96, hujus. cum rationali medium totum efhcitt. Sed ipfa B poteft
“ Per eon- {patium pG°. Ergo ipfa B cum rationali medium totum
Rrudt.  efficiens eft. Q. E. B :

[CVAIL] PROP. CVIII. THEOR.

Refta linea commenfurabilis ei, qua cum medio medium.
totum efficit, et ipfa cum medio medium totum efficiens
ol
Sit cum medio medium totum efficiens A B, et ipfi

A B commenfurabilis fit cp: dico ¢ p efle eam, quz

cum medio medium totum efficit.

Sit ipfi A B congruens B E; et eadem conflruantur.

Ergo AE, EB potentid incommenfurabiles {unt, facientes

E r

A __E
B

C F
D

* 79. hujus: compofitum ex quadratis ipfarum medium*, quod autem
fub ipfis continetur medium, ct adhuc compofitum ex
ipfarum
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ipfarum quadratis incommenfurabile ei, quod fub ipfis
continetur. Et{unt A&, EB commenfurabilesipfis cr, FD
ut in fuperioribus oftenfum eft; et compofitum ex qua-
dratis ipfarum A E, EB commenfurabile compofito ex
quadratis ipfarum cF, F D; re¢tangulumque fub AE, EB
rectangulo fub cr¥, rp. Ergo cF, ¥D potenti in-
commenfurabiles funt, facientes compofitum quidem ex

uadratis ipfaram medium, quod autem fub 1pfis con-
tinetur medium, et adhuc compofitum ex ipfarum qua-
dratis incommenfurabile ei, quod fub ipfis continetur.

395

Ergo ¢ b eft quie cum medio medium totum efficit7.r 59, hujus.

Q. E. D,

$ SCHOLION.

De mutuo Irrationalium uniufcujufque "Efzd:s inter
fe commenfu, in decem hujus Libri propofitionibus Eu-
clides pertraltavit: quarum quinque, nimirum quee
feptima fexagefima numeratur, quaeque ab ed quatuor
funt proxithe, irrationales per compofitionem refpiciunt ;
quinque alize, a quarti poft centefimam incipientes, eas

ue per detradtionem funt irrationales.  Ad pleniorem
?ubtiliﬂixme doctrinz intelligentiam, illud, ut opiner,
haud inutile erit, e Clavio monuifle: ex decem pro-
pofitionibus, quas memoravimus, duas, Jxvii® dico et
civ®, latius non fumendas quam ab Euclide pronun-
tiate {unt; de reftis fcilicet ipfa longitudine commen-
furabilibus. Quamquam enim ei qua ex binis eft no-
minibus, vel el quz apotome, vel potentii tantum com-
menfurabilis et ipfa ex binis nominibus aut apotome
erit; haud tamen neceflario ejufdem ordinis, cujus illa
cui eo modo eft commenfurabilis.  Propofitiones autem
otto reliquze (68, 69, 70, 71; 105, 106, 107, 108.)
apud commenfurabiles potentid tantum @que ac lon-
gitudine vigent. Ut demonfirationes, quibus fingule
confirmatz junt, accurate perpendentl manifeftum erit.

PROP. CIX. THEOR.

Medin de rationali detraflo, reéta linea que reliquum [pa-
tium poteft una ex duabus irrationalibus fity vel apotome,
vel minor.

De rationali enim B ¢ medium = b detrahatur: dico
eam que reliquum fpatium Ec poteft unam fieri ex
duabus irrationalibus, vel apotomen, vel minorem.

Exponatur

(CIX.]



2 ;1. hujus.
3 23, hujus.
b 13. hujus.

< 24 hujus.

¢ Def.
Tert. 1.
hujus.

* 2. hujus.

T Def.
Tert. 4.
hujus.

% 5. hujus.

[CX.]

Vide fig.
Prop. 109.
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Fxponatur enim raticnalis F 6 ; et parallclogramme
quu‘lcm' BC mqu:\]c G H X
ad ¥ 6 applicetur ; paral-
Jelogrammio autem B D B E
aquale auferatur 6 K @
reliquum gitur cE eft
aquale L. Itaque quo-
niun rationale eft B o,
medium astem B D at-
que et B¢ wequale 6 H,
et RDipli G K; erit G H .
rationale, medium autem A -

6 K3 et ad rationalem r 6 utrumque applicatum cft. Ra-
tionalis igitur eft P H, ctipft G longitudine commenfu-
rabilis?, ¥ k vero rationalis et incommenfurabilis ipfi F6
longitudine?. Ergo Fu ipfi FK longitudine incommen-
furabilis eft®*: quare ¥ 1, F K rationales funt, potentii
folam commenfurabiles: ac propterea Kk H eft apotome,
ipfi vero congrucns K F¢.  HF igitur plus poteft quam
F K quadrato recte linee fibi vel commenfurabilis lon-

itudine, vel incommenfurabilis.  Poflit primum qua-
%mro reCte lince commenfurabilis.  Atqui eft tota
3i ¥ commenfurabilis longitudine expofite rationali Fe.
Frgo k1 eft apotome primad. Re¢ta autem linea, qua
poteft fpatium fub rationali et apotoni prima contentum,
cft apotome©. Krgo qua poteft L 1, hoc eft, ipfum ck,
apotome cft. Quod fi H F plus poflit quam F x qua-
drato recta linewe fibi incommenfurabilis longitudine,
efique tota H F expofitz rationali F ¢ longitudine com-
menfurabilis ; erit K H apotome quartaf,  Et qua po-
tett fpatium fub rationali et apotoma quarti contentum
minor eft .. Que igitur potet {patium L H, hoc eft,
ipfum E ¢, ¢ft minor. Q. E. D.

PROP. CX. THEOR.

Rationali de medio detratlo, alie ducee irrationales fiunt,
wvel medne apotome primay vel cum rationals medium to-
tum cfficiens.

De medio enim B ¢ rationale B D detrahatur : dico
rectan lineam, quie reliquum {patium & ¢ poteft, unam
duarum irrationgium fiert, vel medize apotomen primany,

vel cam quae cumn rationali medium totum efficit.
Exponatur
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Exponatur enim rationalis v g, et ad ipfam fimiliter
{patia applicentur ®; erit rationalis quidem F H, et ipfi* Utin
F @ longitudine incommenfurabilis .~ Rationalis autem Pe, .
F K, ¢t commenfurabilis ipfi ¥ longitudine®: ergokﬁzh:ﬁ::
F H, rK rationales funt, potentii folum commenfura-
biles ; ac propterea n K eft apotome, et ipfi congruens
FKL FH igitur plus poteft quam f K quadrato recte ' 74 hujus.
linez fibi longitudine vel commenfurabilis, vel in-
commenfurabilis. Et fi quidem nr plus poteft quam
F K quadrato re€te fibi longitudine commenfurabilis;
quon:uin congruens F X commenfurabilis eft expofite
rationali F g longitudine : erit m K apotome fecunda ™. ™ Def.
Eft autem r g rationalis. Ergo qua poteft fpatium L H, E;'l‘ls“
hoc eft, ipfum ¢ E, eft mediz apotome prima™  Quoda 913‘1“,‘;“_
fi 1 F plus poteft quam F K .quadrato rele linee fibi
longitudine incommenfurabilis; quoniam congrueus ¥k
commenfurabilis ¢it expofite rattonali FG longitudine:
erit H K apotome quinta®, Re&ta igitur linea potenso Der.
fpatium £ c eft qua cum rationali medium totum ef- :9"- 5

fcite. Q. E. D. hujas, e
PROP. CXI. THEOR. - [CXI.]

Medio de medio detraio, quod fit incommenfurabile tcti,
reliquee duee irrationales fiunt, vel medie upotome fe-

cunday, vel cum medio meduom totum cfficicns.

Detrahatur ut in propofitis figuris de medio B c Vide fie.
medium B b, quod fit incommenturabile toti : dico re- Prop-1-9-
&tam lineam, qua poteft {patium ¢ E, unam efle ex dua-
bus irrationalibus, vel mediz apotomen fecundam, vel
eam quz cum medio medium totum efficit.

Quoniam enim medium eft utrumque ipforum B¢,

B D, ct B ¢ incommenfurabile eft ipi 8 b, hoc eft, c 1
ipfi 6 k; erit HF ipfi F K incommeniurabilis longi-
tudine 5. Ergo uF, FK rationales funt, potentia {olumny 1. fext,
commenfurabiles” ; et ob id H Kk eft apotome, et ipﬁf“"°~:‘0““
congruens K p*. Itaque H F plus poteft quam ¥ K qua-, 33 {H"
drato re¢te linez longitudine fibi vel commenf{urabilis,
vel incommenfurabilis. Et fi quidem # F plus poteft
quam F K quadrato reét fibi longitudine commenfu-
rabilis ; cum neutra ipfarum H F, r K commen{urabilis
fit expofite rationali pa longitudine; erit H Kk apo-
tome tertia'. Rationalis autem eft Kk L. Quwe vero! Def.
poteft reGangulum, fub rationali et apotoma tertii con- ™ 3

' tentum,

JUS,

. . v e e = = - -
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* g4. hujus. tentum, mediz eft apotome fecunda ®. Ergo que poteft

X Def.
Tert. 6,
hujus.

fpatium L H, hoc eft ipfum cE, mediz eft apotome
(gcunda. Si vero u ¢ plus poteft quam F K quadrato
re&te linex fibi incommen(}l)xgabilis longitudine ; cum
neutra ipfarum u ¥, F K longitudine commenfurabilis
fit expofitee rationali P ¢; erit H K apotome fexta %
At recta linea, potens quod fub rationali et apotomi
fextA continetur, eft quz cum medio medium totum

v 97. hujus. efficit 7. Ergo qua poteft fpatium L n, hoc eft, ipfum

(CXIL])

z45. primi. faciens D 2. Quoniam igi-

*y3. hujus. D E apototne primas,  Sit

» Def.
Tert, 1.
hujus,

¢ ex hyp.

EC, eft cum medio medium totum efficiens. Q. E. D.

PROP. CXII. THEOR.
Apotome non ¢ft eadem, quee ex binis nominibus.
Sit apotone A B: dico A B non effe eandem, qua ex
binis nominibus.
Sit enim, fi fieri poteft ; exponaturque rationalis pc,

et quadrato ex A B zquale
rectangulum cr ad ipfam Ar—————FB

D ¢ applicctur, latitudinem - L B

tur A-B eft apotome, erit
-

ipfi congruens ¥, Ergo
D F, FE rationales {unt,
potentia folum commenfu-
rabiles®, et D r plus poteft quam FE quadrato rede
lineze fibi longitudine commenfurabilis, atque eft b p
commenfurabilis expofite rationali ¢ p longitudine.
Rurius, quoniam A B eft ex binis nominibus ¢, erit D&

¢ 61, hujus. ex binis nominibus prima¢. Dividatur in nomina ad

¢ Def.
Becund.
5. hujus.

punétum G, fitque b G ma{'us nomen. Ergo DG, GE
rationales funt, potentii folum commenfurabiles¢. Et
D G plus poteft quam G E quadrato rete lines fibi
commenfurabilis longitudine, et major p ¢ longitudine
commenfurabilis eft expofite rationali pc. Quare DF

T 12.hujus.1pfi D G longitudine eft commenfurabilis 75 et relique

igitur F ¢ commenfurabilis erit. Itaque quoniam p P
commenfurabilis eft ipfi F G, atque eft rationalis DF;
erit et F G rationalis. Rurfus, quoniam D F commen-
furabilis eft ipfi F ¢ longitudine, atque cft p ripfi FB
incommenfurabilis longitudine; erit et rG ipfi FE
longitudine incommeniurabilis. Et funt rationales.
Ergo G F, FE rationales {unt, potentid folum commen-

; furabiles ;
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furabiles ; ac propterea r 6 eft apotomes. Sed et ra- s 7. hujus.
tionalis, quod fieri non poteft.

Ergo apotome non eft eadem, qua ex binis nominibus.
Q. E. D.

* SCHOLION.

Ex demonftratis quoque facile colligere licebit, apo-
tomen, et ca-turas iplam counjequentes irrationales lineas,
neque medias cile, neque inter fe eatdem.
Quadratum enim mediz ad rationalem lineam appli-
catum, latitudinem eflicit rationalem, ipli rationali lon-
gitudine incommenfurabilem ®. » 3. hujus.
At quadratum apotome ad rationalem applicatum, ‘
latitudinem efficit apotomen primam!. Et quadratum: g8. hujus.
medie apotoma: priinz ad rationalem applicatum, lati-
tudinem efficit apotomen fecundam ¥, Quadratum vero* 9. hujus.
mediz apotome fecunde ad rationalem applicatum,
latitudinem  efiicit apotomen tertiam'.  Quadratum'ico.hujus.
deinde Minoris ad rationalem applicatum, latitudinem
efficit apotomen quartam®, At vero quadratum e]jus, = yo1. hu-
quz cum rationali medium totum efficie, ad rationalemjus.
applicatum, latitudinem efficit apotomen quintam ™. roz. hu-
Quadratum denique ejus, que cum medio mediumJus-
totum ethicit, ad rationalem applicatum, latitudinem
eflicit apotomen fextam®. Itaque cum ha latitudines® 103, hu-
diflerant et a latitudine medie, et inter fe; a lati-JW
tudine quidem medie, quod hzc rationalis -fit, ille
vero irrationales ; inter fe autem, quod ordine non fint
exdem apotoma : manifeftum eft, apotomen, et reliquas
irrationales ipfam confequentes, et a media, et inter {e
differre. Quoniam vero in hoc theoremate demontira-
vimus, apotomen eandem non efle, quae’ ex binis no-
minibus : et quadrata apotome, et caterarum quinque
irrationalium eam confequentium, ad rationalem appli-
cata, latitudines cfficiunt apotomen primam, fecundam,
tertiam, quartam, quintam, et fextam : at vero quadrata
ejus, que ex binis nominibus, et rc}iguarum quinque
irrationalium, qua ipfam fequuntur, ad rationalem ap-
plicata, latitudines efliciunt ex binis nominibus priman,
fecundam, tertiam, quartam, quintam, ac fextam: li-
quido conftat, latitudines apotome, et aliarum irratio-
nalium, quz poft ipfam, ealdem non efle latitudinibus
* &jus, qu ex binis nominibus, ct reliquarum poft xpitqm
irratio~
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irrationalium : quandoquidem nulla apotome eadem eft,
quz ex binis nominibus aliqua. Igitur et apotome, et
que ipfam fequuntur, differunt ab e, que ex binis no-
minibus, et qua poft ipfam. Quamobrem cum tam
illz, quam b a media fint diverfa; efficitur, rationali
quépiam expofit, viginti tres numero effe lineas irratio-
nales, inter fe diverfas, de quibus ha&tenus Euclides in
hoc libro differuit. Sunt autem he,

1. Media.

2. Ex binis mediis prima.

3. Ex binis mediis {fecunda.

4. Major.

5. Rationale ac medium potens,
6. Bina media potens,

7- Ex binis nominibus prima.

3

. fecunda.
9. tertia.
10. quarta,
1. : uinta,
12. exta.

13. Mediz apotome prima.

14. Mediz apotome fécunda.

15. Minor.

16. Cum rationali medium totum efficiens.
17. Cum medio medium totum efficiens.
18. Apotome prima.

19. fecunda.
20. tertia.
21. quarta.
22. uinta.
23. exta.

In hic recenfione, neque ejus qua ex binis nominibus
fimpliciter vocata eft, neque ejus qua fimpliciter apo-
tome, quarum altera prime éados earum qua per com-
pofitionem, altera ‘prima: earum quz per detrattionem
prima eft, ullam feorfum mentionem fecimus. Quo-
niam utramque in fpecies divifam, ut fupra monuimus,
ézales pofteriores fitunt. Ne cui igitur mirari fubeat
numerum linearum, qua quatuor ifadazs conficiunt, ac-
cedente media ipfa extra omnem #dda, ad viginti quin-
que non aflurgere.

PROP.
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PROP. CXIII. THEOR. [CXIIL]

Quadratum rationalis, ad eam quce ex binis nominibus ap-
plicatum, latitudinem facit apotomen, cujus nomina com-
menfurabilia funt nominibus ejus, quee oft ex binis no-
minibus, et in eddem ratione ; et adbuc apotome, qua ﬁt,
eundem babet ordinem, quem ea quee ¢ff ex bins nomi-
nibus,

Sit rationalis A ; ea qua eft ex binis nominibus B c,
cujus majus nomen CD; et quadrato ex A zquale re-
étangulum fit, quod fub B c, E ¢ continetur: dico E P
apotomen efle, cujus nomina commenfurabilia funt ipfis
CD, DB, et in eidem ratione; et adhuc E F eundem or-
dinem habere, quem habet B c.

Sit enim rurfus quadrato ex a #quale re&tangulum,

uod fub 8D et 6 continetur. Itaque quoniam re-
&tangulum contentum fub B ¢, E B eft zquale ei, quod

A

G

fub BD, G continetur; erit ut cBad BD, ita ¢ ad EFP,?16. fexii.
Major autem eft ¢ B quam Bb. Ergo et 6 quam EF
major erit. Sit ipfi 6 2qualis £ H. Ef igitur ut cB ad
BD,itaHE ad EF; et dividendo, ut cp ad .p B, ita
Hrad FEd. Fiatut HPad FE, ita PK ad K 8. Ergo17. quindi,
et tota H K ad totam K Feft ut FK ad K E; ut enim
unum antecedentium ad unum confequentium, ita an-
tecedentia omnia ad omnia confequentia®,  Sed ut F K * 13. quinti,
ad xE,itacpad DB; etigiturut HK ad KF, ita cD
ad pB. Commenfurabile autem eft quadratum ex ¢ b
quadrato ex pB*, Ergo et quadratum ex H K quadrato® 37. hujus.
ex K F eft commenfurabilet. Atqui eft ut quadratum® 10, hujus,
ex HK ad quadratum ex KF, ita retalinea Hk ad X E,
quoniam tres reéte linez H K, K F, K E deinceps pro-
portionales fumt ¥: commenfurabilis igitur eft 5 K ipfiaCor. 2. 20,
X E Jongitudine, Ergo et HE ipfi E K longitudine eftfext.

pd commen-
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A

G

* 16, hujus.commenfurabilis *.  Et quoniam quadratum ex A eft
aquale ei, quod fub H E, B D continetur, rationale autem
eft quadratum ex A: erit et quod fub HE, BD contine-
tur rationale. Kt ad rationalem B D applicatum eft ;
rationalis igitur eft H E, et ipfi B D longitudine commen-

7 a1 hujus. furabilis? ; 1deoque et B K, que eft commenturabilis ipfi
H E, rationalis erit, et ipfi B p commenfurabilis longi-
tudine. Quoniam igitureft ut cpad pB,ita Px ad
K E; funt autem c p, D B potentia folum commenfura-
biles; et F K, K E potentia folum commenfurabiles erunt.
Rationalis autem eft K E, et ipfi B D commenfurabilis
longitudine. Quare et F K eft rationalis, ipfique ¢ D
longitudine commenfurabilis. Sunt igitur F K, K E ra-
tionales, et potentid folum commeniurabiles; et id-

*74.hojus.circo EF apotome eft= Jam vero ¢ p plus poteft
quam DB quadrato reéte linez fibi vel commenturabilis
Jongitudine, vel incommenfurabilis.  Et i quidem ¢ p
g]us teft quam p B quadrato reftz fibi commenfura-

ilis longitudine, etiam rK plus poterit quam K & qua-
drato recte fibi longitudine commenfurabilis. Et fi
¢ D eft commenfurabilis expofite rationali longitudine,
et F K eidem commenfurabilis erit. Si autem B D, et
K E. Et fi neutra ipfurum c b, D B, et neutra ipfarum
F K, KE. Quod fi c D plus poteft quam D B quadrato
refte linez fibi incommenfurabilis longitudine, et r K
plus poterit quam K & quadrato re&t= line= fibi longi-
tudine incommenfurabihis. Et fi quidem c p eft longi-
tudine commenfurabilis expofite rationali, erit et P K
eidem commenfurabilis. Et fi B D, et K E. At fi neutra
ipfarum c b, b B, et neutra ipfarum FK, KE. Ergo
P E apotome eft, cujus nomina F K, K B commenfura-
bilia funt nominibus ¢ b, DB ejus qua eft ex binis no-
minibus, et in cadem ratione; et eun‘éem habet ordinem,

quem ¢B. Q. E, D,
PROP,
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PROP. CXIV. THEOR. [CXIV.]

Quadratum rationalis, ad apotomen applicatum, latitudinem
JSacit eam, que ex binis nominibus, cujus nomina commen-
JSurahilia funt apotome nominibus, et in eddem ratione
et adbuc quee ex binis nominibus fit eundem babet ordinem,
quem ipfa apotome. .

Sit rationalis quidem a, apotome autem BD; et
quadrato ex A zquale fit quod fub B D, X H continetur,
ita ut quadratum rationalis a, ad B D applicatum, lati-
tudinem faciat k H: dico k H &le ex binis nominibus,
cujus nomina commenfurabilia funt nominibus ipfius
B D, etin eiddem ratione; et K H eundem habere or-
dinem, quem habet B p.

Sit enim ipfi B p congruens pc. Ergo Bc, cD
rationales funt, potentid folum commenfurabiles®. Et* 74. bujus.
quadrato ex A zquale fit quod fub Bc, 6 continetur.

A
D
B C
E F
K H

G—
(0 Rationale autem eft quadratum ex A. Ergo quod fub
e - B C, G continetur eft rationale, Kt ad rationalem B¢
o applicatum eft : rationalis igitur eft recta linea @, ipfi-
i que B ¢ longitudine commenfurabilis >, Sed quoniam® 21. hujus,
2 re@angulum, contentum fub Bc, G, eft equale ei, quod
. & fub BD, K H continetur; eritut cB ad 8D, ita K H ad
e @°. Major autem eft ¢ B quam BD. Ergo et K H* 16. fexii.
i quam G eft major. Ponatur 1pfi 6 ®qualis K E: com-

menfurabilis igitur eft x & ipfi B c longitudine. Et
quoniam eft ut cB ad BD, ita HK ad X B ; erit, per
converfionem rationis, ut B¢ ad ¢ b, ita K4 ad A E.
Fiatut Kk Had HE,ita HF ad FE; et reliqua igitur
Kr ad FH eft ut x# ad H B, hoc eft, ut Bc ad
cp? Sed Bc,.cp potentid folum funt commenfu-*19. quins.

e rabiles. Ergo et kK ¥, F H potentii folum commenfura-
~ biles erunt. Etcum fitut Kk H ad HE, ita KF ad PH;
B utautem K H ad HE,ita Hrad FE; eritet ut KF ad

pda2 _FH
oP.

o L U - - " N s ek e 5w RSN &
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K H
G

FH,itaurad FE. Quare ut prima ad tertiam, ita

*Cor. 2.20.quadratum ex prima ad quadratum ex fecundac<: ut
fexti. igitur kK ¥ ad F E, ita quadratum ex K F ad id quod fit
ex FH quadratum, mmenfurabile autem eft qua-

dratum ex K F quadrato ex FH; funt enim K F, FH
potentia commenfurabiles. Ergo et K F ipfi FE com-
menfurabilis eft longitudine : ac propterea ¥ K ipfi K E

?16. hujus. longitudine commenfurabilis’, Sed Kk & rationalis eft, et
ipfi B c longitudine commenfurabilis. Ergo et K F ra-

tionalis erit, et ipfi B c commenfurabilis longitudine.

Et quoniam eft ut B c ad c b, ita Kk P ad P H; erit per-
mutando ut Bc ad x F, ita b c ad r H. Commenfura-

bilis autem eft B c ipfi K ¥. Quare et cD ipfi F H eft

¢ 10.bujus. commenfurabilisé.  Suntque Bc, c D rationales po-
tentid folum commenfurabiles. Ergo et x P, F H ra-

tionales erunt, potentid folum commenfurabiles: ex

* 37.hujus. binis igitur nominibus et k B*. Et fi quidem BC
plus poteft quam ¢ p quadrato re&te linez fibi longi-

tudine commenfurabilis, et K F plus poterit quam F H

uadrato reéte linez fibi commenfurabilis longitudine.

t fi B ¢ longitudine commenfurabilis eft expofitz ra-

tionali, et K ¢ eidem commenfurabilis erit. Si vero

¢ b eft commenfurabilis longitudine expofite rationali,

erit et ipfa F # eidem commenfurabilis. Et fi neutra
ipfarum B ¢, c D, et neutra iplarum x r, PH. AtfiBC

plus poterit quam ¢ D quadrato re&ta linez fibi longi-

tudine incommenfurabilis, et K F plus poterit quam rH

uadrato re&tz linez fibi incommenfurabilis longitudine.

ot fi quidem B ¢ longitudine commenfurabilis eft expo-

fitee rationali, et K F eidem commenfurabilis erit. Si

vero ¢ b, et ipla F H. Quod fi neutra ipfarum B¢, cD,

et neutra ipfarum K ¢, F H. Ex binis igitur nominibus

eft K H, cujus nomina X P, FH commenfurabilia funt

! Defl.  nominibus apotome B c, C D, et in eidem ratione; et

Seend X u eundem tenet ordinem, quem ipfa Bc!, Q. E. D.
huyjus. PROP.
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PROP. CXV. THEOR. [CXV.]

Si fpatium contineatur fub apotomd et ed, que ex binis
nominibus, cujus nomina commenfurabilia funt nominibus
apotomee, et in eddem ratione ; re€ta linea, [tatium po-
tens, eft rationalis.

Spatium enim contineatur fub A B, ¢ D; videlicet fub
apotoma A B, et que fit ex binis nominibus c D, cujus
majus nomen CE ; et fint nomina ejus, quz ex binis
nominibus, c E, E b, commenfurabilia nominibus apo-
tomz A F, F B, et in eidem ratione ; fitque recta linea
G, potens {patium contentum fub A B, ¢ D : dico ipfam
G rationalem effe.

Exponatur enim rationalis H, et quadrato ex B -
quale ad ipfam c p applicetur, latitudinem faciens K L¥;* 45. primi.

K M
apotome igitur eft K L, cujus nomina X M, M L com-
menfurabilia funt nominibus ejus, quee eft ex binis no-
minibus, fc. c g, E D, et in efidem ratione'. Sed cC B,'113.hujus.
E D commenfurabiles funt ipfis A F, F B, atque in eddem
ratione ™, Eft igiturut AFad FB,ita KM ad ML®; et= ex hyp.
permutando ut A F ad X M, ita FB ad M 1. Quare et"!: quinti.
reliqua A B ad reliquam k L eft ut A F ad Kk M °. Com- ¢, quinti.
menfurabilis autem eft Ao Fipfi K M: ergo et A B ipfi
K L eft commenfurabilis?. Eftque ut A B ad K L, 1tar 0. hujus,
re&tangulum contentum fub c b, A B ad id, quod con-
tinetur fub ¢ b, K L 9: commenfurabile igitur eft re-9 1. fexti.
Qangulum contentum fub c b, A B reftangulo, quod
fub c b, K L continetur. Sed re&angulum contentum
fub c b, K L eft 2quale quadrato ex H': ergo retan-" Per con.
gulum, quod continetur fub c b, A B, quadrato ex 1 eft firu,
commenfurabile. Reftangulum autem, quod continetur

fub c D, A B, eft 2zquale quadrato ex ¢®. Ergo qua-
pd3 dratum
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dratum ex 6 commenfurabile eft quadrato ex H. Atqui
eft quadratum ex H sationale: rationale igitur eft qua-
dratum ex ¢ ; et idcirco ipfa G, qua poteft quod fub
T D, A B continetur, eft rationalis.

Si igitur fpatium contineatur fub apotom et e4, ?uae
ex binis nominibus, cujus nomina commenfurabilia funt
nominibus apotome, et in eidem ratione; reéta linea
fpatium potens eft rationalis. Q. E. D.

Cor. Ex iis manifefto conftat fieri pofle, ut fpatium
rationale fub irrationalibus reétis lineis contineatur.

[CXVI] PROP. CXVI. THEOR.

A medid infinite irrationales fiunt, et nulle alicut ante-
cedentium ¢ff cadem.

Sit media A: dico ex ipfa A infinitas irrationales fieri,
et nullam alicui antecedentium eandem efle.
Exponatur rationalis B, et reftangulo, contento fub
A, B,zqualefit quadratum ex
c. Irrationalis igitureftipfa A
;mf-"- c®: nam quod fub irratio-
W% nali et rationali continetur =B
irrationale eft. Et eft eadem
*Inhoc nulliearum, que prius®;non ¢
Jib. enim quadratum alicujus an-
tecedentium, ad rationalem b
applicatum, latitudinem ef-
ficit mediam (per 61, 62, 63, 64, 65, 66, et 98, 99, 100,
101, 102, 103. hyjus.) Rurfus, retangulo, quod fub
B, C continetur, zquale fit quadratum ex p: irrationale
igitur eft Tlod fitex D3 et idcirco ipfa D eft irratio-
nalis, et nulli antecedentium eadem : neque enim qua-
dratum alicujus earum, que prius funt, ad rationalem®
applicatum, fatitudinem efficit ipfam e. Similiter et
eodem ordine infinite protracto, manifeftum eft a media
infinitas irrationales fieri, et nullam alicui antecedentium
eandem efle. Q. E. D. ﬁ

t Aliter. Sit media A c: dico ex ipfi Ac infinitas
irrationales fieri, et nullam alicui priorum eandem effe.

+ Demonfiratio hee, que pro alid habetur tam in Codd. MSS. quam in
editis, parum differt a pracedente, lllar tamen cum C. dime retimmi

Ducatur i
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Ducatur ipfi 4 c ad reftos angulos A B, fitque A B
‘Tationalis, et Bc compleatur: .
irrationale igitur eft B c, et ¢ I
ipfum potens eft irrationalis.
Poflit autem ipfum reéta li-
nea cb; ergo c D irratio-
nalis eft, et nulli priorum
eadem; non enim quadra- TR
tum alicujus priorum, adra- -
tionalem appﬁcatum, latitudinem efficit mediam. Rur-
fus, compleatur E b, erit E b irrationale ; et re@a linea
ipfum potens irrationalis. Poflit ipfum recta linea D F:
ergo D ¥ irrationalis eft, et nulli priorum eadem; nullius
enim priorum quadratum, ad rationalem applicatum,
latitudinem efficit iplam ¢ b.

Ergo a media infinite irrationales fiunt, et nulla
alicul priorum cft eadem. ‘

* PROP. CXVII. THEOR. [CXVIL]
Quadrati cujufque diagonalis lateri ejufdem longitudine eft
tncommenfurabilis.

Quadrati A B ¢ D, cujus latus a B, diagonalis fit
Ac. Dico ac ipfi A B longitudine
incommenfurabilem.  Non cnim. A D
Commenfurabilis igitur et A c ipfi
A B longitudine., A c igitur ad A B
rationem habet, quam numerus ad
numerum *. Habeat, quam numerus " 5. hujus,
M ad numerum N. Numerus autem
M, feipfum multiplicans, faciat qua-
dratum o. Numerus item x, feip- B c
fum multiplicans, faciat quadratum M N
pP. Jam cum re&ta Acad retamaB —— ~——
rationem habet, quam numerusMmad _O P
numerum N ; quadratum ex A ¢ ad
quadratum ex A B rationem habet, quam numerus
quadratus o ad numerum quadratum pX. Sed propterx g, hyjus,
triangulum ifolceles A B ¢, ad B rectangulum, quadra-’
tum ex Ac ad quadratum ex A B rationem habet, quam
binarius ad unitatem Y. Numerus igitur quadratus o adr 47. primi.
numerum quadratum P rationem habet, quam binarius
ad unitatem®. Numeris autem 0, P quadratis unussy.quinti,
intercedit proportione medil(lis s, Quare binario etmrr;- 1. 0&avi.

pdg e
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* 8 oftavi. et unitati unus intercedet proportione medius*; bi-
nario utique minor, major idem unitate. Quod eft ab-
furdum. Cum binarius et unitas ipfa tantum unitate

.. differant. Non efl igitur A c ipfi A B longitudine com-
menfurabilis. Incommenfuragilis igitur longitudine.
Quadrati igitur cujufque &c. Q. E. D.

Aliter (e Clavio.) Quoniam quadratum ex diagonali
* 47. primi.duplum eft quadrati ex latere ®, habebit quadratum ex
diagonali ad quadratum ex latere rationem binarii ad
unitatem, vel quaternarii ad binarium, vel oftonarii ad
uaternarium, &c. Et quia fumptis in proportione
upld quotcunque numeris ab unitate, 1, 2. 4. 8. 16.
32, &c. folum tertius ab unitate quadratus efi, et ce-
¢ 1e. noni. teri omnes unum intermittentes ¢, (quia primus ad uni-
tate, nempe 2, quadratus non fit) erunt folum bi nu-
meri, 4. 16. 64, &c. quadrati, reliqui vero, 2. 8. 32,
non quadrati. Quare cum quaternarius quadratus fit
et binarius non quadratus, non habebit quaternarius ad
binarium proportionem, quam quadratus aliquis nume-
¢24.0ftavi.rus ad quadratum ¢. Ac propterea neque quadratum ex
diagonali ad quadratum ex latere (Froportionem habebit,
quam numerus quadratus ad quadratum numerum. In-
commenfurabilis igitur eft diagonalis longitudine ipfi

* 9 hujus. Jateric. Q. E. D.

* scnor1oN (e Clavio.)

Cazterum in exemplaribus Gracis reperitur hoc loco
appendix quadam, cujus intelligentia ex fequentibus
-Stercometriz libris pendet, ut merito omitti poflet.
Verum quia in eé continetur doctrina non contemnenda,
ad commenfurabilitatem omnium magnitudinum, et in-
commenfurabilitatem, pertinens ; vifum eft, eam paucis
explicare, aflignando more noftro folito in margine loca
Stereometrize, qua ad demonftrationem eorum, que
hic dicuntur, neceflaria funt. :

Eft igitur appendix hec. In-
ventis lineis reétis fongitudine
incommenfurabilibus, inveni-
entur et ali® quamplurime
magnitudines, planz feilicet,
atque folide incommenfurabiles inter fe. Sint enim

rettae A, c, longitudine inter {e incommenfurabiles, in-
ter

’
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\

= ter quas media proportionalis fit B. Quoniam igitur ut A

& ad c, ita eft figura retilinea quaevis fuper A conftituta

2 “ad figuram re&ilineam fibi fimilem, fimiliterque pofitam

X fuPer Bf; et funt A et c longitudine incommenfura-‘Cor.a. z0.
-t biles ; erunt reétiline= ille figure fuper A et B incom- fexti.

menfurabiless. Rurfus, quoniam circuli, quorum dia- ¢ 1o. hujus.
. metri A, B proportionem habent, quam quadrata ex
g A, B defcripta: quadrata autem hazc, cum fint figure
: rettilineze fimiles, fimiliterque pofite, proportionem ha-
bent, quam refte A, ¢f: habebunt quoque circuli
diametrorum a, B eandem proportionem, quam recte

A, c®,  Sed retz A, c incommenfurabiles funt longi-» 11. quinti.
tudine. Igitur et circuli diametrorum A, B incommen-
furabiles funt8. Jam vero fi conftituantur folida, nempe
Eyramides, vel prifinata ejufdem altitudinis, quorum
afes fint figurz retilinez fimiles, fimiliterque defcriptee
fuper A, B, habebunt %yramides atque prifmata eamﬂ:m
proportionem, quam bafes, hoc eft, quam retiline=
ilke figure (5, 6, vel 7. duod.) Quare cum reétilinez
figure ille incommenfurabiles fint, ut modo eft demon-
ftratum ; incommenfurabilia etiam erunt ipfa folida,
nimirum pyramides, et prifmatat. Quod fi coni, vel
cylindri zque alti fabricentur, quorum bafes circuli fint
diametrorum A, B; habebunt hujufmodi coni et cylin-
dri eandem proportionalem cum bafibus, hoc eft, cum

illis circulis!. Cum ergo circuli oftenfi fint incom-! 11, duod.
menfurabiles, erunt quoque incommenfurabiles di&ti
coni, et cylindri &. Inventz funt igitur non folum linez
et fuperficies incommenfurabiles, verum etiam et cor-
‘Bora, five folida, incommenfurabilia. Quod eft propo-

1tum.

Eidem autem ratione, fi reCtee A et B longitudine
commenfurabiles fint, oftendemus earum figuras reti-
lineas fimiles, fimiliterque defcriptas, necnon et ipfa-
rum circulos commenfurabiles eﬂg‘ ; atque adeo et ea-

ks rundem pyramides et prifmata; ac denique conos, et
cylindros, fi modo eandem habeant altitudinem; ut per.
~ {picuum eft (5, 6, 7, & 11. duod.)
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ELEMENTORUM

LIBER UNDECIMUS.

DEFINITIONES.
;=
Derinitio I. (L]

SOLIDUM eft, quod longitudinem, latitudinem, et
craflitudinem habet. -

IL. I
Solidi terminus eft fuperficies, (]
II1. [111.]

ReQa linea ad planum re@a eft, quando ad omnes
reftas lineas, qua 1pfam contingunt, et in fubje&to funt
plano, re&os angulos efficit.”

V. ) [1v.]
Planum ad planum re&tum eft, com re& = linee, qua
communi planorum fe&ioni ad re€tos angulos in uno
plano ducuntur, alteri plano ad rectos funt angulos,
. [v.
Re& linez ad planum inclinatio eft, cum a fublimi !
termino reéte illius linez ad planum deducta fuerit per-
pendicularis ; atque a pun&o, quod perpendiculans in
ipfo plano effecerit, ad propofite illius line extremum,
quod in eodem eft plano, altera refa linea fuerit ad-
junéta;
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jun&a ; eft, inquam, angulus acutus infiftente linef et
adjunéta comprehenfus.
[v1)] VI.

Plani ad planum inclinatio eft angulus acutus, redis
lineis contentus, que, in utroque planorum ad idem
communis fetionis pun&tum dutz, retos cum fetione
angulos efficiunt.

vi) VII.

Planum ad planum fimiliter inclinari dicitur, atque
alterum ad alterum, cum di&i inclinationum anguli 1n-
ter fe fuerint quales.

* VIII.

Linea re@a plano dicitur parallela, quae infinite pro-

du&a infinite produto nufquam oceurrit.

{vIIL.] » IX,
Parallela funt plana, quee infinite produ@a nufquam
conveniunt.
[XL] *X.

Solidus eft angulus plurium quam duarum linea-
rum, que fe mutuo contingunt, nec in eidem funt fu-
perficie, mutua inclinatio. Vel folidus angulus eft, qui
pluribus quam duobus angulis planis, in eodem non
confiftentibus plano, fed ad unum pun&um conttitutis,
continetur,

Cor.® Anguli folidi, qui planis angulis squalibus
continentur, quorum gequalium plana, fingula fingulis,
fimiliter funt inclinata, inter fe ®quales funt.

Sint anguli folidi ad A et 7. Quorum ille ad A an-
gulis planis contineatur BAC, CAD, D A E, EAB.
Alter autem ad  angulis planis 6 PH, HFK, KF1L,

A
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LFG; qui prioribus, angulum A conftituentibus, B A c,
CAD, DAE, EAB finguli fingulis fint 2quales. Plana
etiam BAC, CA D, DAE, EAB fimiliter inter fe,
atque inter fe altera 6 FH, HFK, KFL, LFG, fint
inclinata. Dico angulum folidum ad A folido ad ¥
&equalem.

Admoveatur enim pun&um A punéto F. Reftaque
A B re&tz r G applicetur. Planum item A Bc plano
6 F H fuperimponatur. Ita, propter angulum B A ¢ an-
§ulo G F H zqualem, reéta A c reGe F H fe applicabit.

am vero plano B A c alteri ¢ F H applicato, cum planis
illis, BAC, G F 1, altera illa, D A ¢, k F H, fimiliter funt
inclinata; omnino planum c A p plano H F K fe appli-
cabit. Refis A c, r B congruentibus, id enim often-
fum ; propter angulum c A p angulo H F K ®qualem,
re&ta A D reétz F K fe applicabit. Rurfum plano cap
alteri u F K applicato, cum F]anis illis, cap, H F K, al-
tera, DAE, K F L, fimiliter fint inclinata, planum p A B
lano K F L fe applicabit. Re&ifque b A, F K congruenti-
us, id enim oftenfum ; propter angulum b A & angulo
K FL ®qualem, reéta A e recte FL fe applicabit. Reéta
jgitur AB, AC, AD, AE relis FG, F H, FK, FL, fin-
@ fingulis, fe applicuerint. Quapropter angulus fo-
1dus ad A folido ad F congruit, et cui congruit zqualis
eft. Q. E.D.

* DeriniTIO XL
Similes funt figure folide, quee planis fimilibus con-
tinentur, multitudine ®qualibus, et fimiliter inter fe in-
clinatis: e4 nempe lege, ut fimiles fint, planorum in
diverfis figuris fimilium, inclinationes.

Cor.® Similes figure folidee, quarum fimilia latera
plana funt etiam zqualia, inter fe 2quales funt.

Nam fi planum unius plano fimili et &quali alterius fu-
perimponatur, fic ut latera planorum homologa et -
qualia coZFruant, reliqua plana unius fimilibus et -

qualibus alterius, fingula fingulis, congruent, et anguli

folidi unius folidis alterius angulis, finguli quoque fin-
gulis, congruent. Quod facile quivis intelliget, qui de-
montftrationem Corollarii decime diligenter meditatus
fuerit. Inde autem efficietur, figuras ipfas perfecte con-

ere.,
& XIL.
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(418 XII.
Pyramis eft figura folida planis comprehenfa, quae ab

uno plano ad unum punétum conflituuntur,

[XHL] XIII.
Prifma eft figura folida, que planis continetur, quorum
adverfa duo funt et ®qualia, et fimilia, et parallela; alia
vero parallelogramma.
(XIV] XIV. _
Sphera eft, quando femicirculi manente diametro,
circumdutus femicirculus in feipfum rurfus revolvitur
unde moveri cceperat.
[XV.] XV.
Axis autem fphzra eft quiefcens illa re&ta linea, cir-
cum quam femicirculus convertitur.

[XVI] XVI.
Centrum fphare eft idem, quod et femicirculi.

[XVIL) XVII.
Diameter autem fphere eft reta quedam linea per

centrum dudta, et utrinque a fpherz fuperficie termi-
nata,
(XVIIL] XVIII.

Conus eft, quando reétanguli trianguli manente uno
latere eorum qua circa reétum angulun, circumdu&tum
triangulum in feipfum rurfus revolvitur, unde moveri
ceeperat. Atque fi quiefcens refta linea equalis fit re-
liquae que circa re€tum angulum continetur, orthogo-
nius erit conus: fi vero minor, amblygonius: fi vero
major, oxygonius,

[XIX.] XIX.

Axis autem coni eft quiefcens illa linea, circa quam
triangulum vertitur.

[XX.] XX.

Bafis vero coni eft circulus, qui a circumdué@i re®a
linea deferibitur, -

[XXL] XXI.

Cylindrus eft, quando re&anguli parallelogrammi
manente uno latere eorum qua circa reGtum angulum,
circumdu&um parallelogrammum in feipfum rurfus re-
volvitur, unde coeperat moveri.

' XXII.
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XXII. [XXIL.)
Axis autem cylindri eft quiefcens illa re@a linea,
circum quam parallelogrammum convertitur.

XXIII. [XXIIL]
Bafes vero cylindri funt circuli a duobus adverfis la-
teribus, qua circumaguntur, defcripti.

_ XXIV. [XXIV.]
Similes coni et cylindri funt, quorum et axes, et ba-
fium diametri proportionales funt.
° XXV. [XXV.]
Cubus eft figura folida fub fex quadratis zqualibus
contenta,
. XXVI. [XXVL]’
Tetraedrum eft figura folida fub quatuor triangulis
®qualibus et zquilateris contenta.
: XXVII. [XXVIL]
O&aedrum eft figura folida fub o&o triangulis c-
qualibus et zquilateris contenta.

XXVIII. [XXVIIL]
Dodecaedrum eft figura folida fub duodecim penta-
gonis wqualibus et zquilateris et zquiangulis con-
tenta. .
XXIX. [XXIX.]
Icofaedrum eft figura folida fub viginti triangulis - ‘
qualibus et zquilateris contenta.

XXX. [XXX.]
Parallelepipedum eft figura folida fex figuris quadri-
lateris,’quarum que ex adverfo parallel= funt, contenta.

PROPOSITIO I. THEOREMA. 1]

Recle linee pars quadam non ¢ft in fubjelo plans, quee-
dam wero in_fublimi.

Si enim fieri poteft, reét linee A B pars quidem A
fit in fubje€to plano, pars c
vero B cC In {ublimi. Erit
recta linea quedam ipfi A B
in diretum continuata in

fubje&o plano. Sit D B.
Duabus igitur datis reétis A‘\ _ B/ \1{

lineis A B c, A B D commune .
‘ - fegmentum
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fegmentum eft A B; quod fieri non poteft+. Non igi-
tur reGta linew pars quiedam eft in fubjeéto plano, qua-
dam vero in fublimi. Q. E. D.
PROP. 1I. THEOR.
Si duee roQe linee fo invicem fecenty in wno funt plano ;
et omne triangulum in uno plano confijlit.

Duz enim recte lincze A B, ¢ fe invicem in punéto
E fecent. Dico ipfas A B, ¢ p in uno effe
plano, et omne triangulum in uno plano 4 D
confiftere. Sumantur enim in ipfis EBgEC
quevis punéla B, ¢, et jungatur B c. Dico
primum triangulum E B c confificre in uno

plano. Sumantur enim in ipfis EB, Ec F, 5
punéta queevis alia G, ¥; ct in recta cB
puncta quavis H, K; et FG, FH, GK jun- ¢ X

gantur,  Si trianguli £ B ¢ pars quedam

¥ HC, vel 6 B K, in fubjecto plano eft, reliqua vero in
alio plano; erit et lince E B, vel k¢, pars in fubjelo
plano, et pars in alio. Quod fi trianguli EcB pars
FCB G, fit in fubjeéto plano, reliqua vero in alio; utra-
rumque reftarum lincarum Ec, E B quedam pars erit
in fubje&to plano, quedam vero in alio. Quod ab-
furdum efle oftendimus *. Triangulum igitur e B C in
uno eft plano. In quo autcm plano eft B ¢ & triangulum,
in hoc eft utraque ipfarum Ec, EB: in quo autem
utraque ipfarum Ec, EB, in hoc ct AR, cp. Ergo
recte linee A B, ¢ D in uno funt plano; et omne trian-
gulum in uno plano confiftit. Q. E. D.

PROP. II1. THEOR.
Si duo plana fe invicom fecent, communis ipjorum fesiie
rella lineca erit,

Duo plana a8, B c fe invicem fecent, communie
autem ipforum fectio fit pB linea. Dico B
Jineam D B rectam efle.  Sienim non
ita fit, ducatur a puncto p ad B, in
plano quidem A B re&ta linca DEB; in |

lano autem B c, reéta linea D F B,
‘runt utique duarum re&arum linea- | ¢
ram DEB, D F B iidem termini, et ig- D A
{z fpatium continebunt ; quod eft a N
4 Cum natwra Reédi (7é 054:;) in lincis aperte contrariam cffet,
furdum,
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b furdum®. Si igitur duo plana fe invicem fecent, com-* Ax. 0.
munis ipforum fectio retta linea erit. Q. E. D.

Cor. 1. * Si linea reta fubje&o plano fit parallela, et
. per puntum quodlibet eorum, que in plano, ducatur
reta priori parallela, haec in fubjecto plano tota erit.
. Puta rectam E F, plano fubje&to A Bcp parallelam. In
’ plano A Bcp fumatur ut-
cunque punétum G ; etper
G ducatur ¢ H, reCt® EF
parallela. Dico reétam
GH inﬂ(._)lano ABCD to-
tam efle. Non enim.
Planum igitur paralicia-
rum, BF, G H, planum
A BcD (cui parallclum effe nequit, cum punétum ¢ utri-
que fit commune) fecabit : et communis interfeétio linea
refta erit. Sit K L. Tres igitur reéte EF, 6 H, K L
funt in uno eodemque plano.  Punétum autem @, cum
fit planis ABC D, EF ¢ H commune, crit ad com-
munem ipforum interfectionem.  Hoc ¢ft, ad reétam
K L. Recta igitur kL rete 6 B in ipfo punito 6
occurrit; et recte EF, cui paraliela eft 6 H, nequit efle
arallela, cum tamen {it in eodem plano. Occurret
igitur K L reétz EF. Occurrat in v, Pun&tum igitur
M, cum fit ad communem planorum EFGH, ABCD
interfe@tionem K L, omnino erit in plano ABcD. Eft
autem ad reCtam g r. Punctum igitur M plano ABcD
et re&tz EF eft commune. Recta igitur E 7 plano
fubje&to A Bc b in punéto M occurrit. Plano igitur
ABcpredta Er non eft parallclac.  Quod hypothefic Def. 8.
contrarium cft. Re&a igitur ¢ H in plano A B¢ p.huvs,

o Q. E. D.

Cor. 2.% Si re&= E F in plano fubje®to ABC D

- duci poffit parallela e B3 re¢ta £ F plano ABcCD pa-

rallela erit.  Non enim. Occurret igitur plano. Oc-

currat in M. Punétum igitur m, cum fit ad rectam £ F,

! - eritin Plano parallelarum E F, 6 H. Eft autem in plano
ABCD¢; ad communem igitur planorum A BCD, PEG H ! ex hyp,

interfeCtionem, que eft ipfa reéta ¢ .  Paralicle

H

3 igitur re&® E P, ¢ H in punfto M conveniunt. Quod -
eft abfurdum. Re&a igitur E P plano A Bc D nullibi
. occurrit. Re&taigitur & F parallela eft planoc. Q. E. D.

- EC PROPO



18

vy

EUCLIDIS ELEMENTORUM

PROP. 1V. THEOR.

Si refta linea duatbus redlis linds, fo invicem fecantibus, in
communi Joctione ad reflos angulss infyjlaly ctiam ducts
per ipfus plune ad relos angulus erit.

Re&a linca quzedan £ F duabus rectis lincis A B, €D,
fe invicem fecantibus in £ punéto, in
ipfo e ad rectos angulos infitiat. Dico
E F etiam plano per A B, ¢b duéto ad
re¢tos angulos eflc. Sumantur recte
line® EA, EB, CE, DE Inter {¢ a@-
quales: perque k ducatur recta linea
GEHN utcunque; etjungantur A, CBj
deinde a quovis puncte p ducantur D
FA, FG,FD, FC, FH, FB. Et quoniam duze reftze
linee A r, Ep duabus reétis lineis B E, EC @quales

¢ 15. primi. funt, et angulos mquales A ED, C EB continent©; ert

A D bafis bafi ¢ wqualis, ct triangulum A ED trian-

f 4 primi. gulo c E 8 wquale’. Ergo ct angulus b A E ®qualis eft

angulo Erc.  Eft autem et angulus A EG wqualis
angulo 8 g H®. Duo igitur triangula funt AGE, BE U,
duos angulos duobus angulis 2equales habentia, alterum
alteri, et unum latus A E uni lateri £ B ®quale, quod eft
ad @quales angulos. Quare et reliqua latera reliquis

® 26, primi. lateribus zequalia habcbunt®,  Ergo 6 & quidem eft

aqualis ipfi En; AG vero ipfi BH. Quod cum AE fit
=qualis £B, communis autem et ad re&os angulos F E;
erit bafis A F bali FB ®qualis’. Eidem quoque ratione,
et c F zqualis erit Fp. Preterea quoniam A p eft -
qualis ¢ B, ¢t A F ipfi F B, crunt due r A, A D duabus
F B, B C ®quales, altera alteri; ct oftenfa eft bafis v
equalis bafi Fc. Angulus ‘igitur ¥ A D angulo FB ¢

* 8. primi, eft 2qualis®,  Rurfus oftenfa cft A ¢ ®qualis B 1 ; fed

et AF ipfi P B ®qualis. Due igitur F A, A 6 duabus
F B, BH ®quales {unt, et angulus F A ¢ ®qualis eft
angulo FB H, ut demonftratum fuit; bafis igitur ¢ #
ba%ur H eft zqualisf. Rurfus quoniam 6 & oftenfa eft
wqualis EH, communis autem EF ; erunt du® GE, EF
wquales duabus H E, E F; ¢t bafis B P eft ®qualis bafi
F 6. Angulus igitur 6 E F, angulo HEF eft &qualis® ;
et idcirco rectus eft uterque angulorum GEF, HEF.
Ergo FE ad G u, utcunque per & dutam, re&os efficit
angulos.  Similiter oftendemus F B etiam ad omnes

rectas
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retas lineas, que ipfam contingunt, et in fubjeéto funt
plano, rectos angulos efficere. Reéta autem ad planum
refta eft, quando ad omnes rectas lineas, ipfam contin-
§entes, et codem exiftentes plano, rectos eflicit angu-

os'. Quare r E fubjecto plano ad retos angulos infiftit. ! Def. 3.
At fubje&um planum eft, quod per A B, ¢ D redtas lineashuus:
ducitur. Ergo rE ad reftos angulos erit duto qcr

A B, c¢D plano. Si igitur reta linea duabus rectis
lineis, fe invicem fecautibus, in communi fe&ione ad
retos angulos infiftat; etiam ducto per ipfas plano ad
reétos angulos erit. Q. E. D. 7

PROP. V. THEOR. v.]
Si reéta linea tribus reétis lincis, [¢fe tangentibus, in com-
muni [eflione ad reios angulos infiflat, tres ille refice
linee in uno plano erunt.

Recta linea quzedam A B tribus reltis lineis B¢, B D,
B E, in contattu B, ad reftos an-
gulos infiftat. Dico Bc, 8D, BE
in uno plano effe. Non enim. Sed
fi fiert poteft, fint BD, BE guidcm c
in fubjeéto plano; B ¢ vero in fub-
limi: et planum per A B, B C pro-
ducatur.  Communem utique fe-
ctionem in fubjedto plano faciet £
re&tam lineam®; faciat Br. In
uno igitur funt plano, per a B, B ¢ dufto, tres re&ta
linex A B, BC, B F. Et quoniam A B utrique ipfarum
B D, BE ad rectos angulos infiftit, et dué%o per ipfas .
D B, B E plano ad reétos an%ulos erit. . Planum autem
per D B, BE eft ful}:ite&um planuin. Ergo A B ad fub-
jectum planum recta eft!. Quare et ad omnes rectas! 4. hujus.
lineas ipfam contingentes, :{]uae in eodem plano funt,
reftos faciet angulos™; fed ipfam tangit BF in fub-m per, ;,
jeéto exiftens p%alrl:o. Ergo angulus A BF retus cft.bujus.
Ponitur autem et A B ¢ angulus re¢tus. * Aqualis igitur
eft angulus A BF angulo ABc. Et in codem funt
plano; quod fieri non pateft. Re&a igitur linea B c
non eft in fublimi., Quare tres reéte lineesc, BD, BE N
in uno funt plano. Si igitur refta linea tribus rectis
lineis, fefe tangentibus, in communi fe&ione ad reétos
angulos infiftat, tres ille re¢t line in uno plano erunt.

. E. D,
Q - E €2 PROP.

D

k 3. hujus,

. T P - S e SETUR 1, S -
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PROP. VI. TILOR.

Si du refiee linca eidem plano ad reflos angulos fucrint,
tla inter fofe parallele erunt.

Duz enim re&t= linez 4 B, ¢ p fubjeéto plano fint
ad reétos angulos. Dico A B ipfi ¢ D .
arallelam cffe. Occurrant enim fub- 4 S
jecto plano in punéis B, b; jungatur-
que B D reéta linea, cui ad rectos an-
gulos in fubjecto plano ducatur o E;
et poiitd DE ipfi A B equali, jungan-
tur BE, AE, A D. Quoniam igitur
A B re&a eft ad fubjeétum planum,
et ad omnes rectas lincas, quie ipfam
contingunt et in fubjefto funt pFano,

“3

® Def. 3. rectosangulos efficiet". Contingit au-

hujus.

tem A B utraque ipfarum B D, BE, £
exiftens in fubjeéto plano.  FErgo

uterque angulorum A s b, ARE rectus eft. Eidem
ratione rectus etium eft uterque ipforum € p B, ¢ D E.
Et quoniam a 8 wqualis eft 1pfi D 1, communis autem
BD; orunt duw A B, B D dusbus £ », D B mquales;
et rectos angulos coutinent; bafis igitur Ap bafi B &

* 4. primi. eft 2qualis®,  Rurfus quonian A B elt @qualis D E, ct

ADp ipfi BE; due AR, BE dusbus kD, DA 2quales
funt, et bafis ipfurum A B communis; ergo angulus

* 28.primi. A B E angulo E D A cft @qualis?. Sed a B E rectus efl.

Rettus igitur et ED A ctidcirco Ep ad D A eft per-

endicularis.  Sed et perpendiculuris eft ad utramque
ipfarum B D, b c. Quare B D tribus reétis lineis B D,
D A, bcin conta®u ad refos infiftit angulos. Tres

a5. hujus. igitur reéte linee B D, D A, ¢ D in uno funt plano+.

In quo autem funt B D, D A, in eo eft 4 B, omne enim

* 5. hujus. triangulum in uno ¢ft plano’. Ergo A B, BD, DC in

uno plano fint necelle eft: au}uc eft uterque angulorum

+ 28, primi.A B D, B D C rectus. Parallela igitur eft A B ipfi cD*.

Quare fi duz re&te linee cidem plano ad reétos angu-
los fuerint, illz inter fe parallele erunt. Q. E. D.

PROP,
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. ; PROP. VII. THEOR. [vi]
Si duz refle lince parallele fint, fumantur autem in
utrdque ipfarum quelibet punfta; que difla punéla
conjungit refla, in ecodem erit plano, in quo et parallele.
Si.nt duge recte linez parallele A B, cD; et in utri-
que ipfaram fumantur qualibet pun&ar, . Dico retam
lineam, que pun@a E, ¥ conjungit, in codem plano efie,

PN E I':ﬁ

-

C ¥ D

in ?u_o funt parallele. Non enim ; fed fi fieri poteft, fie
in {ublimi, ut G F; et per G # planum ducatur, quod
in fubjeéto plano fectionem faciet rectam lineam *; fa-t ;. hujus,
ciat ut 8 8. Ergo duz re&te linez B G ¥, E F fpatium
continebunt ; quod fieri non Foteﬂ . Non igitur qu® . oy, 40,
a pun&to E ad ¥ ducitur re&ta linea, in fublimi eft plano; primi.
quare erit in eo, <}uod per A B, ©D parallelas tranfit. Si

igitur duz rette linex parallele fint, &o. Q. E. D.

PROP. VIII. THEOR. (VL]
Si due re@tee linew parallele fint, altera autem ipfarum

plano alicus fit ad reflos angulos; et reliqua eidem plano

ad redlos angulos erit.

Sint duze re&a linee parallele A B, cD, et altera ip- vide fg.
farum A B fubjetto plano fit ad re&os angulos. Dico et Prop. 6.
reliquam cp eidem plano ad rectos angulos effe. Oc-
currant enim A B, ¢ D fubjetto plano in punétis B, p; et
B D jungatur. Ergo A B, ¢ D, B D in uno funt plano™. « 5, hujus.
Ducatur ipfi B D ad reflos angulos in fubjeéto plano
DE; etponatur DE ipfi A B =qualis: junganturque
BE, AE, A'D. Etquoniam A B perpendicularis eft ad
fubje@um planum; et ad omnes redtas lineas, qua ipfam
contingunt, funtque in fubje¢to plano, perpendicularis
erit?. Reftus igitur eft uterque angulorum A B p,7 Def. ;.
ABe. Quodcum m parallelas reftas lineas A B, ¢ huus.
recta incidit B D, erunt-anguli A B D, ¢ D 8 duobus re-

&is equales*, Reétus autem eft A B.p. Ergo et ¢ D R * 19, primf,
eft reCtus; ac progterea c b perpendicularis eft ad B p.
Et quoniam A B eit ®qualis p £, communis autem B p;
: Be3 duz
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duz A B, BD duabus ED, p B ®quales funt; et an.
gulus A BD eft 2qualis angulo Ep B,

rectus enim uterque eft ; bafis igitur A ¢
AD bafi BE eft ®qualis*. Rurfus
quoniam A B @qualisef DE,et B E
ipfi A p; erunt duz A B, BE duabus
E D, D A ®quales, altera alteri; et bafis
earum communis A E. Quare angulus
ABE eft ®qualis angulo EDA®, Re-
¢tus autem elt ABE. Ergoet Epa
cft rectus, et Ep ad p A perpendicu-
laris. Sed et perpendicularis eft ad
BD. Ergo Ep etiam ad planum per e
B D, D A perpendicularis erit<; et ad .
omnes reétas lineas, quz in codem exiftentes plano ipflam
contingunt, retos ?aciet angulos?. At in planorer
B D, D A ¢ft DC, quoniam tam B D, quam B A eft in
plano parallelarum B A, D ¢. Quare £ D ipfi D c eft ad
rectos angulos: ideoque ¢ b ad reétos angulos eft ipfi
DE; fed etetiam ipi pB. Ergo cp ﬁxuabus rettis
lineis b &, p B fe mutuo fecantibus in communi fe@ione
D ad reétos angulos infiftit; ac propterca plano per DE,
D B eft ad rettos angulos©, Planum autem per DL,
D B eft fubjectum planum. Ergo ¢ p fubje&to plano ad

" rectos angulos erit. Q. E. D.

(1X]

¢ 4. hujus.

f 8. hujus.

PROP. IX. THEOR.

Quee cidem refle linee funt parallele, non exiflentes in
eodem in quo spfa plano; etiam inter fe parallelee erunt.
Sit utraque ipfarum A B, cp parallela ipfi EF, non

exifteutes in eodem in quo

ipfa plano. Dico a B ipfi ¢ D

parallelam effe. Sumatur in

E P quodvis punétum 6, a

quo ipfi E F, in plano quidem

pPer EF, A B tranfcunte, ad re-
ctos angulos ducatur 6 H j in -4 -
1 a feunt oK D

plano autem tranteunte per

E ¥, C D, rurfus ducatur ipfi £ p ad re@os anghlos 6 K.

Et quoniam £ r ad utramque ipfurum G H, G K eft per-

pendicularis, erit 2 P etiam ad reétos angulos ‘plano

per 6 H, 6 K tranfeunti®. Awque eft ¢ ipfi AB pa-

rallela.  Ergo et A B plano per 1 6 K ad rettos angulos

eft’. Eidem ratione ¢t cp plano per ne & eﬂ&;
re
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rectos angulos. Utraque igitur ipfarum A B, ¢ b plano
er H 6 K ad reftos angulos erit.  Si autem due reéta
inex eidem plano ad retos angulos fuerint ; parallele
erunt inter fes. Ergo A B ipfi c D cft parallela. Q. E. D.¢ 6. hujus.

, PROP. X. THEOR. (X.]
St due re€ie lince [ife contingentes duabus refhis lineis

Jofe contingentibus fint puru[/sla’, non qulcm in codem

plano s aquales angulos continebunt.

Duz reite line= fefe contingentes A B, B ¢, duabus
retis lineis b E, EF fefe contingen- B
tibus fint parallele, non autem in eo-
dem plano. Dico angulum ABcC, , o
angulo p E F qualem efle. Affluman-
tur enim B A, BC, E D, E F inter fe
®quales ; et jungantur A D, CF, BE,
Ac, »F. Quoniam igitur B A iphi
ED ®qualiseft, et Y;lml cla; eritetap

®qualis, et parallela ipfi BE". Eidem * 33. primi,
ratione et CF ipfi BE @qualis, et pa- p P

rallela erit.  Utraque igitur ipfarum ,
A D, cF ipfi BE ®zqualis eft, et parallela. Quz autem
eidem re&te linez (}unt parallele, non exiftentes in go-
dem plano, et inter fe parallele erunt!. Ergo A D'y hujus.
parallela eft ipfi c ¥, et wqualis. Atque ipfas conjun-
unt A ¢, DF; et A Cigitur ipfi D ¥ xqualis cft, et pa-
rallelat. Et quoniam duwm recte linew A B, B c dua-
bus D E, E F ®quales funt, et balis A ¢ eft 2qualis bafi
D F; erit angulus A B c angulo Dk F ®qualis®, Si*8. primi.
igitur duz rectz linee fefe contingentes duabus reétis
hineis fefe contingentibus fint paraliele, non autem in
codem plana; @quales angulos continebunt. Q. E. D.

PROP. XI. PROBL. (X1}
A dato punlo in fublimi ad fubjectum planum perpendi-"
cubarem re&am lincam ducere.

Sit datum quidem punétum in fubliny a, datum au- -
tem fubje¢tum plunum B H. Oportet a puncto A ad
fubjectum planum perpendicularem rectam lineam du-
cere, In fubjelto plano ducatur quiedam refta linea
utcunque BC; ¢t a punéto A ad B c perpendicularis
agatur A D', Siquidem igitur A D perpendicularis fit! 33. primé
cuam ad fubjeum planum, faCtum jam erit, quod :

Ee4 propone-
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éro onebatur. Sin minus; ducatur a puncto b ipfi 3¢

in {ubjecto plano ad rectos angulos

=i primi.p E™; ct a puncto A ad D E per-

* 12. primi.pendicularis ducatur A¥ ™. Dico

A F {ubjeéto plano n» H perpendi-

cularem efle. Ducatur enim per

F ipfi B c parallela 6 H. Quoniam

BC utrique ipfarum DA, DE eft ad

® 4. hujus. rectos angulos; erit et Bc ad re- B b ¢
étos angulos plano per Ep, DA

tranfeunti®. Quin ipfi B ¢ parallela eft G H. Si autem

fint due refte linez paralicle, quarum una plano

8. hujus. alicui fit ad reétos angulos; et rgiqua eidem plano

ad rectos angulos eritP. Quare et G H plano per

ED, D A tranfeunti ad reétos angulos eft: ac proXtema

s Def. 3. ad omnes reftas lineas, que in eodem plano exiftentes

bujus.  ipfam contingunt, eft perpendicularis?. Contingit autem

ipfam A F exiitens in plano per Ep, DA. kKrgoGH

perpendicularis et ad AF. Et ob id A F eft pcr{;li'!-

dicularis ad ¢ H. Eft autem A 7 ad p e perpendiculans.

Ergo a F perpendicularis eft ad utramque ipfarum H 6,

D E. Siautem recta linea duabus reétis lineis fefe con-

tingentibus in communi fectione ad rectos angulos

infifiat ; etiam plano per ipfas ducto ad reétos angulos

erit°, Quare AF plano per ED, 6 H duéto eft ad rectos

angulos. Planum autem per E D, 6 H eft fubjeftum

planum Bu. Ergo A F ad fubjetum planum eft per-

:ndicularis. A dato igitur puncto fublimi a ad fub-

Jectum planum perpendicularis recta linea ducta eft AF.
Q. L. F,

E

Cor. 1.%* Si a puno in fublimi A in planum fab-
je@tum BCH G recta o r ad perpendiculum deducts
fit; et a puncto F, ubi recta deduéta incidit plano, ad
rectam quamlibet in plano B¢ ad perpendiculum du-
catur F D, recte illi Bc in D occurrens; junéta 4D
eidem recte B ¢ ad perpendiculum erit.

Ducatur enim in plano BcH G recta 6 1 ipfi BC pa-

7 z9.primi.rallela,  Reeta igitur b, que ad [;;e:rpendiculum.eﬁ
recte B C, recte ctiam 6 H ad perpendiculum ent’.
Eadem autem 6 F ad perpendiculum re@a a pe. Rec

;- igitur 6 F, quz duabus rectis D F, F A in pun&o F oc-

currentibus ad perpendiculum eft, plano trianguli 4¥ ag
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. - \ .
ad perpendiculum erit’. Re&a autem B D re&t= o p' 4 huius.

parallela. Quare B D eidem plano 4 F p ad perpendi- :"D:fmsm

" culum eritt. Angulus igitur B D 4 reGus®. Q. E. D.}.ujus,

. Cor.2.% Si a pun&o in fublimi A in planum fub-
jeGum B c G H recta A F ad perpendiculum deducatur,
et fi in re@am quamlibet in eodem plano B c alia ad
perpendiculum deducatur Ap; junéta pF eidem BC
ad perpendiculum erit.

Non enim. A pun&to igitur ¢ in reCtam B c ad per-
pendiculum deducatur FE. Jun@a A e re&z BC ad

A NI

£ D C

rpendiculum erit*. Trianguli igitur A E D anguli« cor, 1.8
glexo ADE, AE D duobus retis funt quales. Quod

- eft abfurdum.

Cor.3.* Si a pun&o in fublimi A in re&as duas Bc,
6 H in fubjecto plano,
quz non funt inter fe
parallele, retz A b,
A e ad perpendiculum
deducantur; et a punétis
‘D, B eifdem reftis BC,
¢ H ad perpendiculum

plano b F, EF, que fibi

mutuo in F occurrant; B H—¢C

refta A £, quz jungit

pun&um mutui occurlis P, et pun&tum in fublimi A, ad
rpendiculum erit fubje@o plano. Nam re&a, a puncto

A in fubjetum planum B c H @ ad perpendiculum de-

. dufta, occurret plano in punéto aliquo re¢te b FY. Et Per con.

ob eandem rationem in punéto aliquo reétz er. In g;gg-
punélo igitur Fy duarum DF, BEF communi. Q. E. D,
' PROP.
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PROP. XII. PROBL.

Dato plano, a punéto quod in ipfo datum ¢ff, ad reélos an-
gulos reftam lineam conflitucre.

Sit datum quidem planum fubjetum ; pun&um au-
tem, quod in ipfo fit, A. Oportet a
punéto A fubjecto plano ad rectos
angulos retam lineam contftituere.
Intelligatur aliquod pun&um fub-
lime B, a quo ad fubje®um planum

x 11. hujus.agatur perpendicularis Bc*; et per

¥ 31. primi.

s 8. hujus.

[XIIL)

s 3. hujus.

® Def. 3.
hujus,

Aipfi Bc parallela ducatur A p7.
Quoniam igitur duz reétz linem
arallelz funt A b, ¢ B, una autem
ipfarum B ¢ fubjeéto plano eft ad retos angulos; et re-
liqua A p fubjecto glano ad reétos angulos erit2. Dato
igitur plano a Funé o quod in iplo eft datum, ad re&os
angulos reta linea conftituta eft. Q. E. F. '

PROP. XIII. THEOR.

Dato plano, a punélo quod in ipfo eft, due relle linee ad
retos angulos non conflituentur cx eddem parte.

Si enim fieri poteft, dato plano, a punéto quod in ipfo
eft A, duz re&tz linez A B,
A c ad re&tos angulos con-
ftituantur ex eidem parte ;
et ducatur planum per B A,
A ¢, quod faciet feétionem
per A in fubjefto plano
rectam lineam »,  Faciat ‘D -
D AE. Ergo re&e linee A E
AB, AC, DAE in uno funt plano. Et quoniam c a
fubjeto plano ad rectos angulos eft; et ad omnes retas
lineas, quz in fubjeéto plano exiftentes ipfam contin-
gunt, reftos faciet angulos®. Contingit autem ipfam
D A E, que eft in {ubjecto plano. Angulus igitur cA B
retus eft. Eidem ratione et retus eft BA E. Ergo
angulus cAE ipfi BAE eft mqualis. Et in uno funt
plano; quod fieri non poteft. Non igitur dato plano, a
punéto quod in ipfo eft, due rete linez ad reétos an~
gulos conftituentur ex eidem parte. Q. E. D,

PROP.




ot
]

£
e

Lasy

uf .fU
e
oi2
Pm‘.!
oA

LIBER UNDECIMUS. 425

PROP. XIV. THEOR. Xivl

Ad que plana eadem reQa linea eff perpendicularis, ea pa-
: rallela funt.

‘Re&a quaedam linea A B ad utrumque ipforum pla-
norum cp, EF fit perpendicularis.
Dico ea plana aralleﬁeeﬂb. Si enim
non ita fit, produta convenient inter
fe: conveniant, et communem feétio-
nem faciant re&tam lineam ¢ H; et
in ipfa @ H fumpto quovis pun&to k,
jungatur Ak, B K. Quomam igitur
A B perpendicularis eft ad & F planum;
erit et perpendicularis ad iplam B k
ream lineam in plano E F produtto
exiftentem. Quare angulus A B K
reftus eft, Fidem ratione et BAK
eft reGus: idcoque trianguli A B K duo anguli A BK,

B A X duobus regtis funt quales; quod fieri non poteft<.« 17. primi.
Non igitur plana ¢ p, eF produfa inter fe convenient.

Quare cD, EF parallela fint necefle eft. Ad quz igitur

plana eadem reta linea eft perpendicularis, ea parallela

funt. Q. E.D.

Cor. * Et e converfo, fi fint duo plana parallela, qua
alteri ipforum ad perpendiculum eft Jinea re&ta, ea alteri
etiam ad perpendiculum erit. Plano e¢nim pc ad per-
ndiculum fit re€ta B o. ' Dico plano alteri e F, priori
parallelo, eandem A B ad perpendiculum efle. Non
enim. Duci igitur poterit in plano e r reéta, qu® an-
gulum cum A B obliquum faciat¢. Ducatur B K. Dua-1 pef. 3,
rum autem A B, B K planum fecabit planum B ¢ inhujus.
linei re@ic. Secetin A K. Angulus igitur B A K reftus- ;. hujus.
eft!. Angulus autem A B k obliquusf. Duo igiturs pe con.
B A K, A B K duobus reftis non funt mquales. Reéte frudt.
igitur A K, BK, cum in eodem fint plano, in punéto
iquo convenient 8. Concurlus fit punétum K. Jame Ay, 12,

cump omne punétum in re&a A x fit in plano b c, et primi.

omne pun&tum in rettd B8 X in plano E F; punétum K,
quod 1n utrique eft recti, planis duobus D ¢, B F com-
mune erit. Plana igitur pc, E F non funt inter fe pa-
rallela. Quod hypothefi contrarium eft. Si fint igitur
duo plana parallcix &c. Q. E.D.

PROP.

e -y

[P Y



4 Def. 3.
hujus.

¢ 29. primi.

f 4. hujus.

8 14. hujus.

RUCLIDIS ELEMENTORUMN

PROP. XV. THEOR.

Si duw refe linee [efe tangentes duabus reflis lineis [efe
tangentibus fint parallele, non autem in eodem plano ;
et que per 1pfas tranfeunt plana parallila erunt.

Duz reéte linex fefe tangentes A B, B ¢ duabus
retis lineis fefe tangentibus

DE, EF parallele fint, et non B

in eodem plano. Dico plana, f

que per AB, BC, DE, EF >

tranfeunt, fi producantur, in- A B o]

ter fe non convenire. Ducatur 4,/ X
a punto B ad planum, quod
per Dk, EF tranfit, perpendi- D F

cularis B G, qua plano in

puncto G occurrat; et per ¢ ducatur ipfi quidem D
parallela G H; ipfi vero EF Xarallc]a G K. Itaque quo-
niam B ¢ perpendicularis eft ad planum per DE, EF 3
et ad omues rettas lineas, qua ipfam contingunt, et in
eodem funt plano, retos faciet angulosd. ~Contingit
autem iplam utraque earum G H, G K, qua funt In
eodem plano. Rectus igitur eft uterque angulorum
BGH, BGK. Etquoniam B A parallela eft 1pfi 6 w,
(nimirum cum utra&ue earum ipfi p E parallela fit)
ahguli 6 B A, B 6 H duobus reétis funt qualest. Re-
¢tus autem eft BeH. Ergo et ¢ B A rectus erit,
ideoque G B ad B A eft perpendicularis. Efidem ratione
et g B cft perpendicularis ad B c. Cum igitur reéta
linea B ¢ duabus reétis lineis B A, B ¢ {e invicem fe-
cantibus 4d reftos angulos infiftat; erit B 6 etiam ad
planum per B 4, B ¢ dutum perpendicularisf.  Atqui
¢ft ad planum per b E, £ P perpendicularis. Ergo B 6
perpendicularis eft ad utrumque planorum, qua per A B,
BC, DE, EF tranfeunt. Ad qua vero plana eadem
recta linea eft perpendicularis, ea parallela funt®. Paral-
lclum igitur cft planum per A B, Bc plano per DE,
EP. Quare fi duz recte linee fefe tangentes duabus
rectis lineis fefe tangentibus fint parallelee, non autem in

‘eodem plano; et qua per ipfas tranfeunt plana, parallela

erunt. Q. E. D.

PROP,
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PROP. XVI. THEOR. [XVI]

Si duo plana parallela ab aliquo plano fecentur, communes
ipforum fcftiones parallele erunt.
Duo plana parallela 4 B, cn a plano aliquo EFR G
fecentur ; communes autem ipfo-
rum fe&iones fint ¥, 6. Dico K
E Fipfi 6 H parallelam eflfe. Sienim
non fint parallelz, Br, G productz
inter fe convenient, vel ad partes

FH, vel ad partes E 6. Producan- D
tur prius ad partes FH,et conveniant
in K. Quoniam igitur E F K eft in
lano A B ; et omnia que in EF K A\
N\ =

umuntur punéta, in eodem plano
erunt : unum autem pun&torum
quz funt in EF K, eft ipfum x
pun&tum. Ergo k eft in plano A B. Eidem ratione
et X eft in ¢p plano. Ergo plana a B, ¢ b produfta
inter fe convenient. Non conveniunt autem, cum pa-
rallela ponantur. Non igitur EF, 6 H re@z linee
produéta convenient ad partes F, H. Similiter demon-
ftrabimus neque ad partes E, G convenire, fi producan-
tur. Qua autem neutrd ex parte conveniunt, parallele
funt. Ergo EF ipfi 6 H eft parallela. Si igitur duo -
Flana parallela ab aliquo plano fecentur, communes ip-
orum fectiones parallele erunt. Q. E. D,

PROP. XVII. THEOR. (Xvin)

Si duce refim linee a parallelis fecentur planis, in eafdem
: proportiones fecabumtur,

Due re&tz linee A B, c D a parallelis planis 6 H,
KL, M N fecentur in punlis A, E,
B,C, P, . Dico ut A B re&a linea
ad ipfam e B, ita efle cFad Fp.
Jungantur enim Ac, BD, AD; et
occurrat AD plano x L in puntto x;
et EX, X F jungantur. Quoniam I
igitur duo plana parallela x L, M N / El—& \

X
M

[~
>
@]

iplorum feétiones EX, BD parallele
unt®. Eidem ratione, quoniam duo
plana parallela ¢ 1, x L a plano
Axrc fecantur, communes ipforum
fetiones Ac, Px funt parallel=.

\ XN X 16, hujas,

a plano E B DX fecantur, communes
/ B

Et
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i 2, fexti.

X 11. quinti.

[NVIIL]

! Def, 3.
hujus.

= 8, hujus.

o Def. 4.
hujus.

EUCLIDIS ELEMENTORUM

Et quoniam uni laterum trianguli A B b, videlicet ipfi
B D, parallela ducta eft Ex, ut AE ad E B, ita erit AX
ad xp!. Rurfus, quoniam uni laterum trianguli A p c,
nempe ipfi a ¢, parallela duéta eft x F, erit ut A x ad
Xp,ita cr ad rpi, Oftenfum autem eft ut A x ad
XD, itaefle Ar ad . Utigiturag ad B, itaeft cF
ad Fp*, Quare fi due re@t= linez a parallelis fecentur
planis, in cafdem proportiones fecabuntur. Q. E. D.

PROP. XVIII. THEOR.

St refla linea plano alicui fit ad reflos angulos s et omnia
guee per ipfum tranfeunt plana, eidem plano ad reélos
angulos erunt,

Redta linea quadam a B fubjedto plano fit ad rectos
angulos. Dico et ommnia c A H
plana, quz per ipfam a B 1
tranfeunt, fubjeéto plano
ad rectos angulos efle.

Producatur enim per A B N
planum b E, fitque plani
D E, et fubjecti plani com- i

C B E

munis fectio ce; et fu-
matur in ¢ £ quodvis pun&tum F; a quo ipfi cE ad
reétos angulos, in D E plano, ducatur ¥ 6. Quoniam
igitur A B ad fubje®um planum eft perpendicularis ; et
ad omnes re@as lincas, quee ipfam contingunt et in eo-
dem funt plano, perpendicularis erit!. Quare etiam ad
cE eft perpendicularis.  Angulus igitur AB P refus
eft: fed ct 6 F B eft reGtus. Ergo a B parallela eft ipfi
FG. Eft autem a B fubjeto plano ad rectos angulos.
Et F ¢ igitur cidem plano ad rettos angulos erit =, - At
planum ad planum re¢tum eft, quando communi pla-
norum fetioni ad rectos angulos dutz rete linee in
uno planorum, reliquo plano ad reétos angulos fint " :
at communi planorum fetioni cE, in uno plano DE, ad
rectos angulos duéta r G, oftenfa eft fubjeéto plano ad
rectos efle angulos. Ergo planum b £ reétumeft ad fub-

'jcctum planum.  Simihiter demonftrabuntur et omnia

que per A B tranfeunt plana fubjeéto plano reéta efle.
Siigitur recta linea plano alicui fit ad rectos angulos ;
et omnia qué per ipfam tranicunt plana, eidem plano ad
rectos angulos crunt. Q. E. D,

PROP.
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[XIX.]

Si duo plana, fe invicem fecantiay plano alicui fint ad reclos
angulos, et communis 1pforum fectio eidem plano ad re-
élos angulos erit.

Duo plana fe invicem fecantia A B, Bc fubjeéto
plano fint ad retos angulos: communis autem iplo-
rum fe&tio fit Bp. Dico B b fubjecto plano ad rectos
angulos effe. Non enim. Plana A B, B ¢ fecent fub-
jeéium planum, fecundum reétas
A D, ¢cD. Jam neutri illarum ad
rectos erit illa B p. Nam fi alter- /
utri illarum ad re€tos eflet, effet etiam
ad rectos fubje&to plano Anc®; cu-
Jus contrarium pofuimus. A punéto | g
igitur D ducatur, in plano quidem
A B, ipfi AD refte lineze ad retos
angulos DE: in plano autem Bc
ducatur ipfi ¢ p ad rectos angulos D
D F. Et quoniam planum A B ad § ]
fubjeétum planum rectum eft, et
communi ipforum feétioni A p ad reftos angulos in
plano A B dufa eft D &} erit D E ad fubjeCtum planum
perpendicularis °©. Similiter oftendemus et b F perpen-
dicularem efle ad fubjectum planum. Quare ab eodem
puncto o fubje&to plano duz re&tz linez ad re&tos an-
‘gulos confitute funt ex eddem parte; quod fieri non

poteft?. Re&ta igitur B b fubje€to plano non eft non ?13. hujus.

* ad re&tos. Quare p B {fubjeto plano eft perpendicularis.
Ergo fi duo plana, fe invicem fecantia, plano alicui fint
ad reétos angulos, et communis ipforum fe&io eidem
plano ad retos angulos erit. Q. E. D.

PROP. XX. THEOR.

Si _folidus angulus tribus angulis planis contineatur, duo
quilibet reliquo majores funt, quomodocungue fumpts.
Solidus angulus ad A tribus angulis planis B A c,
€ A D, DAB contineatur. Dico angulorum Bac, cab,
D A B duos quoflibet reliquo majores effe, quomodocun-
?ue fumptos. Sienim B A, cA D, DAB anguli inter
e zquales fint, perfpicaum eft duos quoflibet reliquo
majores efle, quomodocunque fumptos. Sin minus,
trium maximus fit 3 A ¢, Manifeflum eff maximum

° Def. 4.
hujus.

[XX.]

BAC,



432

EUCLIDIS ELEMENTORUM

B AC cum reliquorum alterutro, tertio majorem effe. Sed
dico duos BAD, cAD fimul fumptos,

maximo B A ¢ majores effe. Ad A.

re@tam enim lineam AB, et ad pun-

&tum in ipfi a, conftituatur angulo

D A B, in plano per B A, 4 C tranf-

*a3.primi.eunte, eequalis arngulus B AEY.

f 4. ptimi.
* 0. primi.

t 25. primi.

[XXL]

In redt4 A p fumatur utcunque pun- B

&um b, ponaturque ipfi AD zqualis E
AE; et per £ du&a BEC fecet

reftas lineas A 8, A ¢ in pun&tis B, c; et DB, D C jun-
gantur. Itaque quoniam p A eft :qualis A B, com-
munis autem A B ; duz p A, A B ®quales funt duabus
AE, AB; et angulus DA B mqualis eft angulo BAE.
Bafis igitur p B bafi B E eft 2qualis*. Et quoniam due
DB, Dc ipfd BC majores funt®, quarum D B mqualis
oftenfa eft 1pfi BR; ent reliqua b ¢ quam reliqua e¢
major. Quod cum b A fit qualis A B, communis au-
tem A c, et bafis b ¢ major bafi E c; erit angulus pac
angulo EAc majort. Sed ex confira&ione eft DA B
angulus #qualis ipfi B A B. Quare p A B, D A c anguli
angulo B A ¢ majores funt. Si igitur folidus angulus
tribus ar;_gulis planis contineatur, duo quilibet reliquo
majores funt, quomodocunque fumpti. Q. E. D.

PROP. XXI. THEOR.

Omnis folidus angulus minoribus quam quatuor rellis an<
gulis planis continetur.

Sit angulus folidus ad A planis B A ¢, cAD, DAE;
EAF, PAB comprehenfus,
Dicoplanos illos, fimul fump-
tos, quatuor reétis effe mi-
nores. Plana angulorum om-
nium, qui folidum ad A com-
prehendunt, fecentur plano,
cujus communes cum illis
interfettiones fint re&= B C,
CD, DE, EF, FB, que fi-
guram aliquam re&i(]ineam
(trigonam, tetragonam, vel
etiam polygoniam, prout nu-
merus angulorum fuerit qui .
folidum componunt) in &ano illo fecante formabunt.

A punlo
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A pun&o A in planum illud ad perpendiculum deducatur |
A G, que plano in G occurrat®. Jungantur 6 B, GC, G D,* 11. hujus.
GE, GP. Jam quot funt triangula ABc, ACD, ADE,
ALF, AFB vertice communi A, tot erunt in plano G B¢,
GCD,GDE, GEF, G FB vertice communi ¢. Qua-
propter anguli omnes omnium triangulorum, vertice
communi A, fimul fumpti, angulis omnibus omnium
triangulorumin plano, vertice communi G, fimul fumptis,

gcd anguli omnes omnium triangulorum
in plano, vertice communi G, anguli funt figure reéti-
lincaris B ¢ D E P cum angulis omnibus circa punétum
6. Anguli igitur omnes omnium triangulorum ver-
tice communi A, angulis omnibus figuree BCDETF cum
angulis circa pun&tum G quales funt. Jam vero cum
folidus angulus ad B tribus planis angulis contineatur,
ABF, ARC, CBF, duo quiliget eorum reliquo majores
eruntt. Duo igitur A B¢, A B F reliquo ¢ B F majores. ¢ 30, hujus,
Eodem modo oftendemus (propter angulum folidum ad \
c tribus AcB, AcD, BcD comprehenfum) duos Ac B,
A ¢ p fimul reliquo B c D majores. Et fic per angulos
reliquos omnes ad puné&a b, k, F pergendo, eflicicmus
tandem angulos omnes ad bafes triangulorum omnium

"ABC,ACD, ADE, AEF, AF B, quUOrum vertcx com=

munis A, angulis omnibus figur® B¢ D EF majores
efle. Jam vero cum anguli omnes triangulorum om-
nium, vertice communt A, angulis omuibus figuree plane
BCD EF cum omnibus circa punétum 6 xquales fint,
(id enim oftenfum) omnes autem ad bafes triangulorum
omnibus figure planz majorcs ; omnino onnes ad ver-
ticem triangulorum communein A, qui funt omnes, qui
folidum ad A comprehendunt, omnibus circa punctum
G minores erunt. Omnes autem circa G quatuor rectis
funt equales®. Omnes igitur, qui folidum ad A com-v cor. 2,
prehendunt, fimul fumpti, quatuor redtis funt minores, !5- prim
Q. E. D. .
® SCHOLION.

Theonis demonftrationem repudiavimus, utpote pro-
Koﬁtionis generalis minime generalem. Demonftrationi

uic noftre haud abfimilem, collatione facta angulorum
planorum folidum continentium cum angulis figura: in
plano polygoniee, fed alio modo concinnatam, et ante
nos Simpfonus protulit ; qui tamen cafum anguli folidi,
tribus planis comprehenfi, ab aliis inutiliter feparavit.

. Ff PROP,
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(XXI11.] PROP. XXII. THEOR.

8i fint tres anguli plani, quorum duo reliquo fint majores,
yomo:locuniue Jumpti, contincant autem ipfos refle
inee aquales; fieri /mtr/l, ut ex iis, quee reflas wquals
conjungunt, triangulum conflituatur. -
Sint tres anguli plani, ABc, DEF, G H K, quorum
duo reliquo fint majores, quomodocunque fumpti. Et
@quales fint linex; rcte A8, Bc, DE, EF, G H, HE,

B
A /E\ /H jn
‘ A CD ‘F G K

Jungantur autem A ¢, o ¥, 6 XK. Dico, ex tribus lineis
rects, qua fint tribus illis A ¢, p ¥, @ k fingula fin-
§ulis @quales, triangulum poffe conftitui. Et primum,
| equales inter fe fint anguli tres, ABC, DR F, GHK,
manifeftum eft, cum in hoe cafu mquales fint re&e Ac,
D F, G K, ex tribus, qua illis quales fint, triangulum
poffe confitui. Sed anguli illi 33 B, E, H non fint inter
fe mquales. Et ad reftam u K, ad punétum =, confti-
tuatur angulus K H L, angulo A B ¢ =qualis. Capiatur
I L, uni ipfarum A B, BC, DE, EF, G H, H K ®qualis,
et jungantur G L, K L. Jam in triangulis ABC, KHL,
cum fint duz A B, Bc duabus kK B, u L mquales, et
angulus A Bc angulo K H L ®qualis; erit bafis ¢,
x4 primi. ®qualis bafi K L*. Et quoniam anguli ABc, 6 8K,
fimul fumpti, angulo b E F funt majores ; erit angulus
6 1 L (qui duobus illis A B ¢, 6 1 K, fimul fumptss, eft
#qualis) angulo D & F major. Rurfum quoniam duz GF,
H L duabus D E, E F, fingulz fingulis, funt @quales, et
angulus G B L major angulo D EF; erit bafis L bafi
7 2. primi.D F major?. Sed duz Gk, KL fimul ipfd 6L funt
* 20. primi.majores . Multo igitur majores quam p . Sed AC
zqualis eft ipfi kK L. Duz ‘igitur ¢ x, Ac fimal ipfa
p F funt majores. Similiter demonftrabimus, et A G
pF fimul ipfi 6 kK majores. Et pp, 6K fimul ipla
A c majores. Fieri igitur poteft, ut ex tribus lineis
reflis, qu tribus illis A ¢, D F, G K, fingule finguls,
fint ®quales, triangulum conftituatur. Q. E. Dlz"ROP




. ' LUBER UKDECIMUS. 435

PROP. XXIII. PROBL. L [XXIIL]
Ex tribus angulis planis, quorum duo reliquo fint majores,
quomodocunque fumpti, folidum. angulum conflituere.
Oportet autem tres angulos quatuor reélis offc minores. .
Sint dati tres anguli plani ABC, DEF, G HK, quorum
duo reliquo fint rhajores, quomodocunqué fumpti, fint<
que tres anguli quatuor retis minores. Oportet ex

B E- H

A [ IS ) i F-

angulis, qui ipfis ABc, DEF, 6 H K =quales fint, fo-
lidum angulum conftituere. Abfcindantur zquales A B,
BC,DE, EF, G H, HK; €t AC, DF, G K Jungantur.
Fieri igitur poteft ut ex retis lineis, que ipfis a ¢, pF,
@k mquales fint, conflituatur triangulum *.  Itaques 1a. hujus.
conflituatur LM N ; ita ut r M quidem fit sequalis ipfi
AL, M ¥ vero ipfi D F; et prieterea L N ipfi G K ®; et circa ® a2, primi.
LM N triangulum. circulus L M N defcribatur®: fumatur-« 5. quarni.
que ipfius centrum X, quod vel erit intra triangulum
LM N, vel in laterum ejus uno, vel extra. Sit primointra;
et Lx, MX, NX jungantur. Dico AB majorem effe
ipfd Lx. Sienim non :
ita fit, vel A B erit - R R
qualis-ipfi Lx, vel ed
minor. Sit primo =~
qualis. Quoniam igi- 1,
tur A B eft zqualis
L X, atque eft A B ipfi -
‘BC mqualis; erit Lx
eequalis Bc, Eft au-
tem LXx ®qualis X M. M
Dua igitur A B, BC ‘
duabus Lx, X M ®quales {unt, altera alteri; et A c bafis
bafi L M ®qualis ponitur. Quare angulus A Bc apgulo
L X M eft equalis . Eidem ratione et angulus qu'ﬁemd 8. primi,
DEF eft ®qualis angulo M fo , angulus vero gE K an-
rfa -
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gulo N x L. - Tres igitur anguli ABC, DEF, GHK
tribus L X M, M X N, R
R XL @quales funt.
Sed tres LxM, MXN,
N X L quatuor rettis
funt ®equalesc. Ergo
et tres ABC, DEF,
G H K zquales erunt
quatuor re&is. Atqui
ponuntur quatuor re- 3
&is minores; quod eft *

abfurdum. Non igitur A B ipfi L x eft eequalis.

Dico preterea neque A Bminoremefle ?:5. LX. Sienim
fieri poteft, fit minor, et ponatur ipfi quidem A B ®qualis
X 0, ipfi vero Bc ®qualis x p; et 0 P jungatur. Quo-
niam igitur A B eft 2qualis B c, et x 0 ipft x p 2qualis
erit. Ergo et reliciua o L relique p M eft zqualis; ac
propterca L M parallela eftipfi 0 p; et L M x triangulum
triangulo 0 px =quiangulum. Ef igitar ut x1 ad
LM,itaxoad opr¥; et permutando ut x L ad x0,
ita L M ad o r. Major autem eft L x quam x 0. E;?O
et L M quam o P eft major. Sed L M pofita eft 2qualis
A c. Etacigitur quam o p major erit. - Itaque quo-
niam duz refte lince A B, Bc duabus o x, XP #-
quales funt, et bafis A ¢ major bafi o e ; erit angulus
A Bc angulo 0 x P major®, Similiter demonftrabimus
et p E F angulum majorem eflc angulo M x w, et an-
gulum 6 HK angulo NX L; tres igitur anguli ABG
DEF, G HK tribus L X M, M X N, N X L funt majared.
At anguli ABcC, D EF, G H K quatuor rectis minores
ponuntur. Multo igitar anguli L x M, MX N, NXL
minores erunt quatuor re&is. Sed et quales *; quod
eft abfurdum. Non igitur A B minor eft quam LX.
Oftenfum autem cft neque efle wqualem, Ergo major

fif necefle eft,

Sed fit centrum
circuli in uno la-
terum trianguli, vi-
delicet in M N, quod
fit x, et X L junga-
tur. Dicorurius AB
majorcm cffe ipta
‘LX. Si enim non
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ita fit, vel A B eft =qualis L x, vel ipfd minor. Sit

primo equalis. Due igitur A8, B, hoceft, DE, EF,

duabus M X, x L, hoc eft, ipfi M N ®quales funt. Sed

M N ponitur @qualis D r. Ergo DE, EF ipfi D F {unt
=quales; quod fieri non poteft *. Non igitur A B eft s-* 20. primi.
qualis L x. Similiter neque minor. Multo enim magis

id, quod fieri non poteit, fequeretur. Ergo A B ipfd L x

major eft.

Sed fit centrum circuli extra triangulum L M X, quod
fit x; et L x, M X, N X jungantur. Dico et fic A B ipfa
L X majorem eflfe. Si enim non ita fit, vel equalis eft,
vel minor. Sit primo w®qualis. Ergo duz aB, BcC
duabus M X, x L mquales funt, altera alteri; et bafis
Ac eft mqualis btg M L. Angulus igitur ABcC ®-
qualis eft angulo M x .. Eidem ratione et ¢ H K an-

gulus ipfi L X N eft qualis; ac propterea totus M x N

.ot B )
. K¢ h ¥ A
=qualis duobus ABc, 6 HK. Sed et anguli ABc,

G H K angulo D E P majores funt. Et angulus igitur
MXN ipio DEF eft major. At quoniam duz D E,

1 _ R .
R .
, I
W'
M

n P duabus M x, XN ®quales funt, et bafis DF 2qualis
bafi M N; erit M X N angulus angulo DR F @qualis.
Oftenfus autem eft major; quod eft abfurdum. Non
igitur A B eft ®qualis L x. ]

. co Ff3 Dico
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Dico vero neque minorem effe A B ipfd £x. Sienim
fieri poteft, fit minor; et ipfi quidem A B equalis ponatus
X 0, ipfi vero B ¢ =qualis X P; et o p jungatur. Que-
niam 1gitur A B ipfi B c eft equalis;- L
erit x o qualis x . Ergo et re-
liqua o L relique P M mqualis.
Parallela igitur cft L M ipfi pok; et
triangulum v M X triangulo px 0
@quiangulum eft. Quare ut x L ad
LM, ita X0 ad opr!; et permu-
tando ut L x ad xo, ita LM ad oP. :
Major autem eft L X quam xo0. ErgoL s quamor
et major. Sed LM eft mqualis A c. Et a c igitur
quam o P major erit. Itaque quoniam duee A B, BC
duabus ox, x p funt zquales, altera alteri; et bafis
A ¢ major eft bafi o p; erit angulus A B ¢ angulo

®z5 primi.0 X P major™. Similiter fi x R fumatur 2qualis utri-
a q

¢ Ex con-
ftrutt.
? <, & 32,
prmi.

vis ipfarum x 0, X P, et jungatur o R; oftendemus
angulum G 1 & angulo o x xk majorem. Conftituatur
ad reCtam lineam 1 x, et punétum in ipfd x, angule
quidem A Bc ®qualis angulus L x s, angulo autem
G H K ®qualis L X T; et ponatur utraque x s, x T ipfi
o x zqualis; jun%nnturquc 0s,0T,sT. Etquoniam
duz A B, B c duabus o x, x s ®quales funt, et angulus
A B ¢ =qualis angulo 0-x s; erit bafis Ac, hoc eft, LM
bafi 0os =qualis. Eidem ratione, et L N eft qualis
ipi or. Quod cum du@ ML, L N dusbus os, 0T

nt equales; et angulus M L N major angulo so 115
erit ct bafis M N bafi s T major. Sed m N eft mqualis
p r. Ergo et b F quam s T major erit. Quoniam igi
duz Dk, EF dusbus s X, X T mquales funt, et bafis
D F major bafi sT; erit angulus pE P angulo sxT
major. Aqualis autem eft angulus s x T angulis A B,
¢ K. Ergo p EF angulus angulis AB ¢, ¢ H K me-
jor eft; {ed et minor; quod fiert non poteft.

Utcunque igitur cadat.ceatrum circuli, refta A B

major erit quam L X.

4 Angulus autem M LN angulo $ 0T major fic ofienditur. In triangule
ifofoele v x M, angulus ad verticem L x M anguly 0 X 3, ad verticem ifofelis
0'x 8, minor eff °.  Quupropter angulus X L M ad bsfin ifofeclis 1 x M angule
x 05 af bufin ifif-elis 0 X's major erit . Simili modo oftendatur Mgll"
X LN anguls x 0 T major.  Tetus igitur M L N, ex dwobus X 1L My X L N comf«
pofitus, 1010 $ O T, ex duobus X 0 35 X O T coprpefits, major, Q. B D. |

. Confti-
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Conftituatur a puné&o x circuli L M » plano ad re-
€tosangulos x r™. Et ® 12, hujus,
exceflul, quo quadra-
tum ex A B fuperat
quadratum ex L X, N
ponatur ®quale qua-
dratum, quod fit ex
RX; et RL, RM, RN
jungantur. Quoniam
igitur R X perpendi-
cularis eft ad planum M
L M N circuli, et ad unamquamque ipfarum L X, M X, NX
erit perpendicularis°. Et quoniam 1 X eft sequalis X M, Def. 3,
communis autem et ad rectos angulos x R ; ent bafis L R bujus.
2qualis bafi R MP. Eidem ratione, et R N utrique ip- ? 4. primi.
farum R, R M eft mqualis. Tres igitur re&e linca’

RL, RM, RN inter fe xquales funt. Et quoniam qua-
dratum ex X R ponitur @quale exceflui, quo quadratum

ex a B fuperat quadratum ex L x; erit quadratum ex

A B quadratis ex L X, X R zquale. Quadratis autem

ex LX, x R ®quale eft quadratum ex R L?; rectus? 4. primis
enim angulus eft L x R. Ergo quadratum ex A B qua-

drato ex R L zquale erit; ideoque A Bipfi R'L eft =-

qualis. Sed ipfi quidem A B =qualis eft unaquzque
ipfarum Bc, DB, EF, 6 H, H K: ipfi vero R L ®qualis
utraque ipfarom R M, R N. Unaquzque igitur ipfarum
AB,BC,DE, EF, GH, HK unicuique jplarum R L,

R M, R N eft #qualis. Quod cum due R L, R M dua-

bus 4 B, Bc ®quales fint, et bafis L M ponatur zqualis

bafi Ac: erit angulus L R M =qualis angulo A B c*.* 8. primi.
Eidem ratione, et angulus quidem M RN angulo pEF, -
angulus autem L R N angulo 6 H K ¢ft 2qualis. Ex

tribus igitur angulis planis LR M, MR N, LR N, qui
quales funt tribus datis ABcC, D EF, G H K, folidus
angulus conftitutus eft ad . Q. E. F.

PROP. XXIV. THEOR. [XXIV.]

St folidum parallelis planis contineatur, oppofita ipfius

" plana, et wyualia, et parallelogramma erunt,
Solidum enim ¢ p ¢ H parallelis planis Ac, G F;
BG, CE; FB, A E contineatur. Dicooppofita ejus plana,
et 2qualia, et parallelogramma efle. Quoniam enim duo
plana parallela B G, ck a plano A c fecantur, communes’
: Ffg ipforum
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* 16. hujus. ipforum feétiones parallele funt®: ergo A B ipfi cpeft
parallela. Rurfus quoniam duo plana
parallela B F, A E fecantur a plano &

. C e "7
A ¢, communes iplorum feétiones pa- A 27 4 |
rallelee funt*: parallela igitur eft A p |
) ipfi Bc. Oftenfa autem eft et A B pa- ’ !
rallela ep.  Ergo ac parallelogram- Cr—— "
mum erit.  Sumiliter demonitrabi- =y
mus, et unumquodque i{)lt)rum CE, 1) ¥
¥G, G B, BF, A E parallclogrammum
clle. Jungantur aH, pF. Kt quoniam parallela ef
A B quidem ipfi pc; BH vero ipfi ¢ F; erunt duz
A B, B H, fele tangentes, dusbus D¢, cF, fefe tangenti-
bus, parallele; et non in eodem plano: quare ®quales

" 1o hujus.angulos contincbunt'.  Aungulus igitur A B H angulo
D cF eft ®mqualis. Et quoniam due A B, B H duabus

¥ s4.primi. D ¢, CF aquales funt ¥; et angulus A B H @qualis

* 4 primi. angulo Do erit bafis A 1 bafi b F ®qualis *; et ABH
triangulum equale triangulo b ¢ F. Quod cum iptius
quidem A B H trianguli duplum fit B ¢ parallelogram-
mum; ipfius vero DCF trianguli, dupﬂlm parallelo-

Y4 primi. grammuin CEY: erit B 6 parallclograinmum ®quale
paraliclogramino ce.  Similiter demonfirabimus et Ac
parallelogrammum parallelogrammo ¢ ¥ ; et parallelo-
grammum A E parallclogramimo BF mquale efle. Si
agitur folidum parallelis planis contineatur, oppofita JB
fius plana, et ®qualia, ¢t parallclogramma funt. Q. E. D.

Cor. Ex jam demontftratis conftat, fi folidum parallelis

contineatur planis, oppofita ipfius plana, et zqualia efle,

- et fimilia; quippe que et fingulos angulos aquales, ¢t
circa zquales angulos latera proportionalia habeant.

* LEMMA.

Si quo plana parallcla feeentur plano, fimiliter ei -
clinata funt. :
Plana parallela ABCD, FFGH plano a BHD fe-
centur. Dico plana ABcD, EF6H plano AEHD
fimiliter inclinata effe.  Sint retiz A p, E 5 communcs
lani A H D cum planis parallclis interfeGiones. Reéte
Z 16 hujus.Jgitur A D, E H erunt inter fe parallele . In reta AD
fumatur punétum quodvis k. A pun&o K, in plano
A EHD, recte A D ad perpendiculum educatur KL’rqu:
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re@z RN, ipfi A D parallele, in L occurrat. Ab eodem
puncto K, in plano A Bc D, ad per-

pendiculum recte a p educatur K M. B :
Angulus L K M planorum A E H D,

it inclinati : ' Def. 6
A B c D mutua erit inclinatio®, Pla- A/ K D .

num re&tarum M K, K L fecet planum hugus.
EFGH in re®ta L N. Relte igitur
K M, L N, quz communes funt plani
M K L cum planis parallelis A B ¢ D, ’ :
E F G H interlecliones, inter {e parallcle g a
erunt®. Sed Ax, L parallele; id L /7t
enim oftenfum. Angulus igitur NLE '
angulo A kK M ®qualis. Angulusau- F G ©1o.hujus.
tem A KM reGus¢. Relus igitur o cons
NLE. Reflaigitur N L in plano E ¥ 6 H ad perpen-
diculum eft reéte E . Sed recta KL in plano AEHD

ad perpendiculum erit eidemt F H, cum ad perpendi-

culum fit rectee A DY, cui parallela cit z .  Angulus

M

16. hujus,

igitur K L N plasorum A EH D, EFGH ¢t mutua in-

c%'matio *. Sed angulus L K M planorum A EnDp,* Def. 6.
ABcD eft mnutua mclinatio; id enim oftenfum, Egbuss
propter parallelas K a1, L N, anguli LK M, K LN funt

mter {e &quales’., Plana igitur A B c D, EF G H planof 29. primi.
A E H D fimiliter funt inclinata, Q. E. D.

Cor. *, Parallela plana parallelis planis fimiliter funt
inclinata.

PROP. XXV. THEOR. [(XXV.]

Si folidum parallelepipedum plano fecetur oppofitis planis
paralielo, erit ut bafis ad bafim, ita folidum ad fo-
lidum.

Solidum enim parallelepipedum ABcD plano v E
fecetur, oppofitis planis R A, D H parallelo. Dico ut
EFo A bafis ad bafim E H ¢ F, ita eflc AB F v folidum
ad folidum 2 ¢ ¢ p. Producatur enim A H ex utrique
parte ; et ponantur ipfi quidem E H w®quales quot-
cunque H M, M N ; ipfi vero A E, ®quales quotcunque
A K, K L; et compleantur parallelogramma Lo, ko,
HX, Ms; et folida Lp, KR, H 2, MT. Quoniam igitur
gequales inter fe funt L K, K A, A E rete linez; erunt
et parallelogramma L o, K¢, AF inter fe @qualia®; quin® r. fexi.

ct
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= L G
ot D R ¥~ L ‘
1 K F. M 4N
Q ¢ F C K

et fimilia effe manifeftum eft: itemque ®qualiz et fi-
milia inter fe parallelogramma x z, x B, AG ; et adhuc
parallelogrammna L ¥, x P, A R, inter fe squalia; op-
pofita enim funt3; et hzc quoque inter fe fimilia. Qun
et plana parallela LY, kK P, A R, E Y parallelis v G, LP
finnliter effe inclinata; parallela item r ¥, H = parallelis
Y z, PL; necnon parallelis ¥ 1, v e fimiliter effe in-
clinata, ex Lemmate et Corollario ejus manifeftunr eft.
Eidem ratione, et parallelogramma ¢, H X, Ms 2-
qualia inter fe funt, et fimilia: itemque parallelogramnia
HG, H1, [ N inter fe ®qualia, et fimilia. Et horum
omnium, ficut priorum, plana parallela parallelis aliis fi-
militer funt inclinata. Etinfuper parallelogramma o,
M0, NT. Triaigitur plana folidorum L e, K R, A ¥ tribus
planis =qualia funt, et fimilia, et fimiliter inclinata. Sed
tria tribus oppofitis funt eequalia, et fimilia, et fimiliter in-
clinata. Ergo folidaLp, KR, Ay inter fe zqualia erunt®.
Eadem ratione, et folida ¥ p, v @, M T funt eequaha
inter fe.  Quotuplex igitur cft bafis L F ipfius A F bafis,
totuplex eft et L ¥ folidum folidi a v. Eidem ratione,
quotuplex eit N F bafis ipfius bafis u F, totuplex eft et
folidum N ¥ ipfius & p folidi. Et fi bafis LF eft 2qualis
bafi N », et folidum L v folido N ¥ @quale erit; et f
bafis L F fuperat N F bafim, et Ly folidum n v fuper-
abit; et fi minor, minus. Quatuor igitur magnitudi-
nibus exiftentibus, duabus feilicet bafibus a v, £ H, et
duobus folidis A v, E D ; fumpta funt xquimultiplicia,
bafis quidem A r, et A ¥ folidi, videlicet bafis L p, €t
folidum v v ; bafis vero u p, ¢t E p folidi, nempe bafis
N r, et folidum N v. Et demonftratum eft, fi bafis L P
fuperat bafim N F, et Ly folidum folidum x v fuperare;
et fi 2qualis, wquale; et fi minor minus. Eft igiturut
AF bafis ad bufim r, ita oY folidum ad folidum ED'.
Quare fi folidum parallelepipeduin plano fecetur, oppo-

: s
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fitis planis parallelo; erit ut bafis ad bafim, ita folidum
ad folidum. (. E. D.

Cor. * Qmais’ pz'lrallclg:pi[‘)cd;x parallelogramma con-

: gua fimiliter inter fe, atque oppofita contigua, inclinata
unt. ‘

PROP. XXVE PROBL.

Ad datam rectam lineam, et ad datum in ipfd punétum,
dato angulo folido zqualem folidum angulum confli-
“buere.

Sit data quidem re®a linea & B, datum autem in'ipfa
punctum 4, et datus folidus angulus ad p. Oportet

ad datam reftam.lineam A B, et ad datum in ipf3 pun-
¢étum A, dato.angulo folido ad p =qualem. foligum, an-
gulum conftituere. Solidus ad D vel tribus angulis
planis continetur, vel pluribus. Primum tribus con«
tineatur EpDC, EDF, FDC. Sumatur in lined pr
quodvis punétum F; a quo ad planum per D, D C
tranfiens ducatur perpendicularis FG ¥, qu plano in pun-

43
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&o 6 occurrat; jungaturque DG : etad re€tam lineam 4 B, * 11. hujus,

et ad datum in ipfd pun&tum a, angulo quidem Epc

eequalis angulus conftituatur B AL'; angulo autem E D G ! 23. primi.

in ipfo plano B AL conftituatur zqualis BAx. Deinde
ipfi b 6 ponatur ®qualis A K, et a punéto Kk, plano per

BaL ad re€tos angulos, erigatur H K™; ponaturque 1pfi ®10. hujus.

G F zqualis KH; et Ha jungatur. Dicoangulum folidum
ad A, qui angulis BAL, BAH, HAL continetur, -
qualem efle folido angulo ad b, angulis EDC, EDF,
F D c contento. Admoveatur enim punétum a punéto
D; reta. autem A B reétz D E applicetur, et planum
A AL plano EDc fuperimponatur. Ita propter an-.

gulos BAL, EDcC ®quales”, refta AL 1e&z DC fep Percon

applicabit ; fre&.
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applicabit; et propter ®qualeés angulos B A X, EDG,
recta A Kk re&te DG. Sed re@a A K sequalis re@z
*Percon- pG" Pun&um igitur K punéto ¢ incidet. Planis
fwd.  gutem B A L, ED C congruentibus, pun&is etiam g, 6
in unum convenientibus, reét2 K H, G F, qua a pundlis
illis ad perpendiculum edu&z funt congruentibus
planis; et 1pfe congruent. Et cum k n ipfi G F &qualis
fit®, punétum H 1pfi ¥ incidet. Et pun&is a, D in
unum quoque compofitis, refte A H, D ¥ congruent.
Tribus autem reétis AB, AL, A H tribus D E, DC, DF
fingulatim congruentibus, angulus folidus ad 4 folido
ad D congruet, et, congruendo, ei zqualis erit. Q. E. D.

. Cas. 2. Jam vero folidus ad D contineatur angulis
planis plus tribus. Puta, planis EpC, cDF, PDG,

GDE.
Sumantur in re&is b F, p G, pun&a quelibet F, 6.

Et a punétis ¥, G in planum EDc ad perpendiculum

h\

K .
s 11.bojus. deducantur re@= F H, 6 K °, quz plano illi in pundis

H, K occurrant, Jungantur b H, D K. Jam vero 2

redtam A B, ad pun&umn in e4 a, angulo EnC a:quaﬂlil’
confti-
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conflituatur B A L; item in plano BA L angulo EDH
qualis BA M; et angulo Ep Kk ®qualis BAN. Ca-
~ piantur A M, AN illis D H,.D K fingulatim zquales. A
puntis M, N plano B A L ad perpendiculum educantur
M 0, NPP; capiantur N P, Mo illis X 6, H F fingulatimy ;2. pyjus,
zequales. Denique jungantur Ap, A0, Dico factum
efle, quod fieri oportuit, Nempe ad reftam a B, et
punttum in ei_a, conftitutum cfle angulum folidum,
planis angulis BAL, LAO, 0OAP, PAB contcntum,
#qualem folido'ad p, planis BDC, CDF, FDG,GDE
contento. ! ' o ' ,
Punéto enim &, ut in cafu priore, pun&to b admoto,
retd A B reéte DE applicatd, planoque BA L plano
E D ¢ f{uperimpofito; propter angulos BA L, B A M,
BANX angulis EDC, EDH, EDK, fingulos fingulis, .
zquales 9, reCte A L, A M, ANTe&is DC, D H, D Ka Per con-
fingulatim fe applicabunt.” Unde propter reCtas a wm, ftruét.
AN refis D H, DK, fingulas fingulis, ®quales, pun&ta
‘M, N puniis H, K fingulatim incident. Unde propter
reftas » o, N p plano B A L, rectafque H F, K 6 plano
E D ¢, ad perpendiculum eduQas ; et propter illas M o,
NP alteris HF, K 6 @quales; efficictur pun&ta o, p
pun&tis F; ¢ fingulatim incidere.  Quapropter reftze
A0, ap relis p r, DG fingulatim congruent. Ita
£y E): vero reftee AB, AL, 40, AP1cllis DE,DC, DF, DG,
fingulee fingulis, congruent. Angulus igitur folidus ad
A {olido ad b cengruct, et, congruendo, illi wqualis
erit.  Ad datam igitur re&am lincam &c. Q. E. F.

' Cor.* Ex conflruétione manifeflum eft angulos planos,
qui folidum ad a conftituunt, planis, qui fc%idum ad b,
zquales effe; et plana plunis fimiliter efle inclinata.
Rectis enimi AB, AL, A0, AP rcllis DE, DC, DF,
t D 6 congruentibus, congruent tum anguli plani, tum
angulorum plana. Hoc tamen haud ita intelligendum
eft, quai folidi anguli ®quales effe nefciant, nifi planis
angulis qualibus, et planis finiliter inclinatis contine-
antur; fed ed conditione futuros fulidos, qui ope hujus
problematis conftituuntur ®quales. '

PROP.
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. PROP. XXVII. PROBL. -

Ad datem rve&tam lincam dato folido ara”rlfp:'fedo Sfomile,
et fimiliter pofitum, folidum parallelepipedum deferebere.
Sit re&a quidem linca A 8; datum vero folidum pa-

rallclepipedum ¢ b, Oportet ad datam re§tam lineam

A B, dato folido paralicle- ;

pipedo cp fimile, et fimi- ‘

fiter pofitum, folidum pa- | an1 SR

vallelepipedum deferibere.” 1 RF )

Conftituatur ad re€tam li- 1

neam A B, et ad datum in | ol

ipfi_punctum A, angulo AN e

folido ad ¢ =qualis angu- - 3 ¢ &

lus, qui angulis planis ' : o ,

?26.hujus. B A H, 11'A K, K A'B contineatur 9. * Hi plani planis To-

" lidam ad ¢ continentibus, finguli fingulis, =quales

« Cor.® z6.erunt, et xqualium plana “fimiliter inclinata erunt *.

hyus.  Sunto wquales BAH, ECF} HAK, FCG; BAK,

EcG. Et fiatiteEcad cg,ita Ba ad A K; ut autem

Gcadcr,itak Aad An". Ergoex zquali ut £ ¢ ad

€, ita erit R A ad A H. Compleatur parallelogrammum

1 i, ét AL folidum. Quoniam igitur éft ut Ec ad c g,

ita B A ad A x; erit parallelogrammum K B parallelo-

gramino G F fimile: nempe, cum circa @quales angulos
¥ CG, BAK latera funt proportionalia.  Eidem quoque
ratione parallelograminum K ® fimile eft parallelogrammeo

G Fy et parallclogrammum H B parallelogrammo F E.

Tria igitur Para]lclogramma folidi a 1. tribus parallelo-

grammis folidi ¢ p fimilia funt, et fimiliter inclinata :

fed tria tribus oppofitis in utroque folido funt equalia,

;fﬁfs 34 ef fimilia®, et finiliter inclinata'. Ergo totum a L fo-

¢ Cor e 2 Jidum toti folido ¢ p fimile erit. Ad datam igitur re-

hujus. ~ &am lineam a B, dato folido parallelepipedo- ¢ b fimile,
et fimiliter pofitum, folidum parallelcpipedum’ 4 L de-
feriptum eft. Q. E. F. o

[XXVIIL] . PROP, XXVIII. TIIEOR. |,

Si folidum parallelcpipedum plano fecetur per diagonales
eppofitorum planorum, ab ipfo plano bifuriam fecabitur,
Sit folidum parallelepipedum A B. Oppofitorum ejus

parallelogrammorum C ¢ FB, D A EH ducantur dia-

gonales cp, D E. Jam cum refia c p parallela et

aqualis fit reéte 6 A (nempe cum oppofita fint paral-
. lelogrammi

446
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lelogrammi c A latera) cum eidem 6 A re@a FE pa-
rallela et ®qualis fit; re¢t= cp, Fe c B

" inter fe funt parallele et @quales®. e
In plano igitur funt refte quatuor F
CF, DE, CcD, FE". Dico {olidum
A B a plano ¢ b E F bifariam fecari.
Quoniam enim @quale ct fimile eft
Cc 6 P triangulum triangulo cBF, (D
triangulum vero A ® E triangulo
DEH?*; eft autem et c A parallelo- .
grammum parallelogrammo B & zquale et fimile”, op-
pofitura enim eft ; et parallelogrammum 6 E aquale et
fimile parallelogrammo c H:: quoniam etiam paral-
lelepipedi A B contigua qualibet paralielogramma fi-
militer oppofitis inter fe funt inclinata ?: quoniam de-
nique planum cpeF parallelis planis 6 B, A 1 fimiliter
eft inclinatum, necnon parallelis A F,cH; AC, EB:
erit prifma contentum duobus triangulis 0G F, ADE,
et tribus parallelogrammis 6 B, A ¢, ¢ E, ®quale prif-
mati, quod continetur duobus triangulis cF B, DE H,
et tribus parallelogrammis c 4, BE, CE; etenim planis,
et numero et magnitudine zqualibus, et fimilibus, et
fimiliter inclinatis, continentur., Ergo totum A B fo-
lidum a plano ¢ p E r bifariam fecatur. Q. E. D,

»

PROP. XXIX.. THEOR.

Solida parallelepipeda, gquee in cddem funt bafi, et eddem

altitudine, quorum flantes linee funt in eyydem refis
lineis, inter fe funt agualia. :

Sint enim in eadem bafi A B folida parallelipida 4 1,

A K, cadem altitu- o

dine; quorum ftantes 2 H S
AF, 4@, LG, LNj é ﬁ
CD, CH, BH, BK N

fint in eifdem rectis
lineis N, DK. Dico |
folidum A u folido
4 K ®quale efle. Pa-
rallele?)ipedi Ak fans A L
parallelogrammum ¢ @ flanti L # oppofito alterius
parallelepipedi A H, vel ad ipfum planum D N occurrit,
vel productum fupra ipfum, vel infra, ' c
AS,
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t 9. hujus,
et Ax, 1.
primi.

v 7. hujus.

X 34. primi,
Y 24. hujus.

z Cor. a5,
hujus,

[XXIX.]
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Chis. 1. * Primum occurrat flans c6 ftanti L H ad
ipfum plannm DN,  _
Ita vero plana cc, y H K
L# ipfum DN in o ¢
eidem linedretaH 6 ~N

fecant ; et parallelo-
gramma DG, 6K; [
necnon AH, BG, la-
tus commune habent : T

H 6. Parallelepipe-
dunrautem A H plano A 6 H ¢ per diagonales fecatur.
Parallelepipedum item A K per diagonales plano BHGL.
Prifma igitur triangulis duobus AL 6, ¢ B H, et paral-
lelogrammis tribus B A, B 6, 6 ¢ comprehenfum, di-
: midium erit parallelepipedi A u, et idem pri{fma pa-
* 28. hujus. rallelepipedi A k dimidium?, Solidum igitur a u fo-
lido A K ®quale. Q. E. D.

Cas. 2. Jam vero ftantia ¢ G, L H non nifi produca
fupra planum D N conve-

niant. Quoniam igitur D_E i
parallelogrammum eft u- NG
trumque ipforum CH, ¢K; /

erit ¢ B utrique ipfarum

® 34.primi.D H, E K qualis®: ergo C
et D H eft =qualis E K.
Communis auferatur E H. A -
Reliqua igitur D E ®qua-
lis eft re i?uee HK. Quare et pEc triangulum eft

¢8.primi. quale et fimile triangulo H kB €. Parallelogrammum
autem D G eft quale et fimile parallelogrammo H N.
Eidem ratione et A F G triangulum zquale et fimile
eft triangulo L M N.  Eft autem parallelogrammum cr
parallelogrammo B M, et parallelogrammum c ¢ paral-

¢ 24. hujus. Jelogramimo B N @quale et fimile, oppofita enim junt 4.
Preterea plana A D, A E fimiliter inter f{e ac parallels
illis plana L H, L K inclinata funt. Planum etiam DN
flams triangulorum DCE, FAG, HBK, M L N paral-
elis fimiliter eft inclinatum. Quin et idem planum
p N parallelogrammorum A D, L u planis parallelis

: fimiliter eft inclinatum ; necnon planis parallelogram-
¢ Per Lem. morum A E, L K parallelis?. Ergo et prifma conten-
etCor.* tym duobus triangulis A F 6, DEcC et tribus paral-

24. hujus, lelo s

- .
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lelo mis AD, DG, 6c eft mquale prifmati, quod

duobus triangulis L M N, H B K et tribus parallelo-

mis B M, N H, B N continetur. Commune appo-

natur folidum, cujus bafis quidem parallelogrammum

A B, oppofitum autem ipfi 6 E H M. Ergo totum A H

folidum arallele%ipedum toti folido parallelepipedo A x
. E. D.

fﬁ #quale. Q

Cas. 3.% Denique conveniant ftantia c 6, L H infra
planum Db v, fitque communis eorum interfe&tio o a,

. 1 j ﬁ
c /3
A ) 1

quee reftz c A, ac proinde re&is HM, EG parallela
erit. (Nimirum cum o @, cA communes fint plani
C ¢ cum parallelis (rlanis A D, LH interfe&iones; et ca
re&tz F D, atque idcirco utrique illarum H M, E@ fit
parallela.) Prifma duobus triangulis A¥ G, cDE et
tribus parallelogrammis A p, p 6, 6 ¢ comprehenfum
@quale efle prifmati, duobus triangulis L M N, BHK et
tribus parallelogrammis B M, N H, B N comprehenfo,
eodem modo oftendetur, quo in cafu ‘priori. ./Equalibus
hifce auferatur lpars communis, prifma utique, quod
duobus triangulis @ MG, oHE et tribus paralielo-
grammis @ H, H G, G O continetur. Que reliqua fu-
erint inter fe @qualia erunt. 1Id eft, folidum, trapeziis
ducbus @M FA, 0OHDC et ‘para]le]o ammis quatuor
O M, CF, M D, ac comprehenfum, folido, trapeziis duo-
bus L@ G N, BOEK et parallelogrammis quatuor B a,
E N, O G, B N comprehenfo, ®quale erit. Hifce folidis
equalibus commune apponatur lpri{'ma, duobus trian-
gulis AL @, cBO ettribus parallelogrammis a B, a c,
¢ L comprehenfum, fiet folidum totum AH toti ¢k
®quale. Q. E. D.

. Gg Ubicunque
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~ Ubicunque igitur conveniant ftantia ¢ G, L H, paral-
lelepipedum parallelepipedo zquale erit.  Solida igitur
parallelepipeda, que in cddem funt bafi, et efdem alti.
tudine, quorum ftantes funt in eifdem re&is lineis, io-
ter fe funt 2qualia. Q. E. D,

* SCHOLION,

Propofitionem univerfam in cafus tres difiribuendam
Simpfonus primus, juniorum faltem, intellexit. Calfis
fecundi et tertii elegantiffimam fane Viri magni demon-
firationem nos lubenter certe in noftras {chedas trani-
tuliffemus, nifi Euclidis ipfius veftigia non perfequi re-
ligio eflet. Secundi autem cafis demonftrationem
(qualem nunc eam emendatam damus) ab Euclide mi-
;ur_ne abjudicamus, licet ita Simpfonus fententiam tu-
erit. '

PROP. XXX. THEOR.

Solida parallelepipeda, qua in eddem funt bafi, et eidem
altitudine, quorum flantes non funt in iifdem relis lines,
inter fe funt &qualia.

Sint in eiddem bafi A B folida parallelepipeda ¢ x,

c N, et eAdem altitudine, quorum ftantes A F, 46, L ¥,

0]

— k&
E X / N\ i 2 My

‘\D

A C
LN; CD, CE, BH, BK non fint in eifdem reéis liness.

Dico folidum ¢ M folido c& zquale effe. Reéla 0“:"
) D H,

|
|
|

|
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D H, fi opus fit produéta, re&is ¢ E, NK, fi opus fit
produélis, in ungﬁs P, R occurrat. Reéta item F M,
fi opus fit proci)u&a, eifdem G g, N K, fi opus fit produltis,
in x, o occurrat. Et a x, Lo, cP, BR jungantur, -
Solidum c¢ M, cujus bafis quidem AcB L parallelo-
§Tammum, oppofitum autem ipfi FD H M, eft =quale_
olido ¢ o, cujus bafis parallelogrammum AcBL et ei
oppofitum X PR 0; in eidem enim funt bafi AcBL, et
ipforum ftantes A ¥, AX, LM, LO; CD,CP, BH, BR °
funt in eifdem re&is lineis.F 0, D Rf. Sed folidum c 0, 29. hujus,
cujus bafis quidem parallelogrammum a ¢ B L, oppo-
fitum autem ipfi X P & 0, eft &quale folido cN, cujus
bafis A ¢ B L parallelogrammum, et ipfi oppofitum
GekNf, Etenim in eidem funt bali AcBL, et eorum
ftantes AG, AX,CE,CP; LN, LO, BK, BR funt in
eifdem reftis lineis ¢ », NR. Quare et ¢ M folidum
folido ¢ & =quale erit. Solida igitur parallelepipeda,
3\1& in eddem funt bafi, et eidem altitudine, quorum
antes non funt in eifdem reis lineis, inter fe funt
zqualia. Q. E. D. :
. PROP. XXXI. THEOR. [XXXI]
Solida parallelcpipeda, que in aqualibus funt bafibus, et
: eddem altitudine, inter fe funt @qualia.
Sint in &qualibus bafibus & B, ¢ p folida parallele-

pipeda A E, CF, et eidem

' altitudine., Dico folidum HO D v
AE folido cF @quale efle,
Sint primo ftantes + H K, s

BE,AGyLM; OP,DF, [ 5 R
cz, rs ad rectos angulos

bafibus A B, cp: angulus \
autem A L B angulo CRD 2y QX

fit inzqualis, et producatur ipfi cRr in direGum R T:
conftituaturque ad re&tam lineam R T, et ad puné&tum -

in ipfd R, angulo AL B equalis angulus T R Y s, Et*23.primi
ponatur ipfi quidem A 1, qualis R T, ipfi vero L B -

qualis R Y; et ad punétum v ipfi R T parallela ducatur

X v, compleaturque parallelogrammum R x, et ¥ v fo-

lidum. Quoniam igitur duz T R, R Y duabus A L, L B

zquales funt, et angulos continent zquales; erit pa-
\ra?lelogmmmum R X ®quale et fimile parallclogram:..o

1 Vide diagramma pagine fequentis,
cg2 RL,



452 EUCLIDIS ELEMENTORUM

K P_- [
M E = S
N' 3
A H DI {
R T .t
L B L .
Y Q

H L; et quoniam rurfus A L eft ®qualis RT, et L M ipfi
R s, angulofque ®quales continent, parallelogrammum
R ¥ parallelogrammo A M ®quale et {imile er1it. Eadem
ratione L E parallelogrammum ipfi sy mquale eft et
fimile. Tria igitur parallelogramma folidi A ® tibus
arallelogrammis foﬁdi Yy xqualia et fimilia funt.
reeterea cum refte M L, SR plana L H, R X ad per-
pendiculum infiftant ; plano L H plana omnia per ML,
s i8.hujus.plano autem R x omnia per rs, ad perpendiculum
eruntt. Plano igitur L B ad perpendiculum funt L &,

‘L G plana; plano item R x plana RN, R¥. Rurfum

reta L M, cum ad perpendiculum fit plano L H, re-

- &arum L 4, L B utrique, cum fint in illo plano, ad per-
pendiculum erit. Eft autem jlla £ M planorum L E,

»Def. 6. L ¢ communis interfe&io. Quare angulus A L B mu-
buus.  tug eft planorum L @, L & inclinatio®,  Similiter often-
demus angulum v R T planorum r N, ® ¥ mutuam eff¢
inclinationem. Anguli autem ALB, ¥ R T funt inter

fe equales. Plana igitur L 6, L E fimiliter inter fe, ac

plana R N, R ¥ inclinata funt. Solidi igitur o E tria
contigua parallelogramma L 1, L6, LE, qua tribus fo-

lidi ¥ ¥ coutiguis Rx, R¥, R ¥ oftenfa funt qualia et

fimilia, eadem tria inter fe fimiliter eifdem tribus in-

i Cor. 24 clinata erunt; homologa utique homologis. Sed et

hujus. tria tribus oppofita, et ;equalia funt, et fimilia!, et fimili-

huju;: *ter inclinata®. Totum igitur a k folidum parallele-
ipedum toti folido parallelepipedo +y eft mquale.

oducantur b R, X v, conveniantque inter fe in pun&o

a; et per T ipfi D@ parallela ducatur T @; et produ-

cantur T Q, 0 D, et conveniant in v; compleanturque

folida o ¥, R 1. Solidum igitur v 0, cujus bafis eft RY

parallelogrammum, oppofitum autem ipfi ar, eft =-

quale folido ¥ v, cujus bafiseft R ¥ paraﬁelogrammum;

) et oppofitum ipfi ¥ ¢; in eAdem enimn funt bafi rv, €t

ciden altitudine, et eorum ftantes RQ, R Y, T @, TX;
. [ 1,
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sz,s N, ¥T, ¥ ¢ in eifdem funt re&is lineis 2 x, z ®'.! 29. hujus.
Sed folidum vy eequale eft folido A B. Ergo ct¥ o
folido A E eft ®quale. Praterea :\uoniam parallelo-
grammum RYXT ecft ®quale parallelogrammo aT ®,™35. primi.
(etenim in eAdem eft bafi rT, et in eifdem parallelis
RT, 2 X) et parallelogrammum R ¥ X T parallelogrammo
cDp =quale (quoniam utrumque eft =quale ipfi A B)
idcirco parallelogrammum @ T zquale eft parallelo-
grammo ¢D. Eﬁrautem aliud parallelogrammum p .
Eftigitur ut cp bafisad bafim b T, ita 9 T ad ipfam DT 2. = 7. quinti.
Et quoniam folidum parallelepipedum c1 fecatur Elano
R, planis oppofitis parallelo; erit ut c¢p bafis ad bafim
DT, ita folidum ¢ F ad R 1 folidum °. Eidem ratione, ® 25. bujus.
quoniam folidum parallelepipedum Q1 fecatur plano r¥,
oppofitis planis parallelo; ut @ T bafis ad bafim b, ita
erit folidum o ¥ ad r 1 folidum®. Sedut cp bafis ad
bafim p T, ita bafis 0 T ad ipfam T . Ut igitur fo-
lidum ¢ F ad & 1 folidumn, ita folidum o+t ad folidum
RI. Quod cum utrumque folidorum cr, ¥ ad fo-
lidum r1 eandem habeat proportionem, folidum cr .
folido o ¥ eft 2zquale®. SOlidl:l,lm autem Q ¥ oftenfum eft » 9. quinti.
eft iequale folido A E. Ergo et A E ipfi cF ®quale erit.

G X g
M/ ) S N S
d / \
S A7 47NN RN
‘ L? BT g3 C TR

~ Sed non fint flantes A G, HK, BE, LM, CN, OP,
D F, R s ad re€tos angulos ipfis A B, ¢ D bafibus. Dico
rurfus folidum A £ zquale effe folido c r.  Ducantur a
punétis K, €, G, M; P, F, N, s ad fubjeCtum planum per-

.pendiculares Kz, ET, GY, M®; SI, F¥, NQ, PX9, ques 11. hujus.
planoin pun&tisz, T, Y, 0; ¥,X,Q, 1 occurrant; et jungan-
tur=T,Y®,5Y, TO; XY, X0, 01, ¥1. Aquale igitur eft
"k ¢ folidum folido p 15 in ®qualibus enim funt bafibus
K M, P s, et eddem altitudine, et utriufque ftantcs ad
retos angulos funt bafibus. Sed x ¢ folidum {olido a &

eft ®quale *: fiquidem in eaddem funt bafi, et eidemr 19 hujus,
altitudine, et utrinfque ftantes funt in eifdem retis
Gg3 lineis,
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lineis. Pari ratione folidum p 1 folido c F eft s2quale.
Ergo et folidum A E folido cr wquale erit. Solida
igitur parallelepipeda, qua in mqualibus funt bafibus,
et eddem altitudine, inter fe funt qualia. Q. E. D.

[XXXII.] PROP. XXXII. THEOR.
Solida parallelepipeda, qua eandem babent altitudircemn
inter [e funt, ut bafes. -
Sint folida parallelepipeda A B, ¢ D, quee eandem al-
titudinem habeant. Dico inter fe effe, ut bafes ; hoo
eft, ut A & bafis ad bafim cF, ita folidum AB ad € D

D K

M 1l N E 0

folidum. Applicetur enim ad retam lineam r o pa-
rallelogrammo A & zquale rH, in angulo rc B 1pfi
6 c v 2quali. Etabafi FH eidem alutudine ipfi ¢ D
folidum parallelepipedum 6 K compleatur. Solidum

? ;1. hujus.igitur A B folido 6 K eft ®quale?; in ®qualibus enim
funt bafibus A E, E H, et eidem altitudine. Itague
quoniam folidum parallelepipedum c K plano b fe-
catur oppofitis planis parallelo; erit ut u r bafis ad

« 25.hujus.bafim F c, ita folidum W p ad p ¢ folidum¢; atqui eft
bafis quidem F & bafi A E ®qualis, folidum vero 6 k
2quale folido A B. Eft igitur et ut a E bafis ad bafim
CF, ita folidum A 8 ad fohdum cp. Quare folida pa-
rallelepipeda, quee eandem habent altitudinem, inter fe
funt, ut bafes. Q. E: D,

[XXXII1] PROP. XXXIII. THEOR.

Similia folida parallel?ipcda inter [ funt in tripleati
proportione bomologorum laterum.

Sint fimilia folida parallelepipeda A B, ¢ p. Latus

autem A & homologum fit lateri ¢ r. Dico folidum

AB ad cp folidum triplicatam proportionem habere

ejus, quam habet A E ad ¢ ¥. Producantur enim &k,

B L, BM in diredtum ipfis AE, GE, H E; et ipfi qui-

em
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dem c p zqualis ponatur E K, ipfi vero FN ®qualis BL;
et adhuc ipfi FR ®qualisEmM; et KL paraﬁelogram-
mum, et K o folidum compleatur. Quoniam 1gitur
duz xE, EL duabus cp, FN ®:quales funt; fed et
angulus K EL angulo cFN @qualis; quia et angu-
lus AeG ipfi cFN ob fimilitudinem folidorum A =,
¢ D: eritet K L parallelogrammum fimile et zquale
parallelogrammo c~. Eidem ratione, et parallelo-
grammum K M quale eft et fimile parallelogrammo
C R ; et adhuc parallelogrammum o & ipfi b F parallelo-
grammo. Tria igitur parallelogramma folidi x o tribus
“parallelogrammis c p {olidi ®qualia et fimilia funt., Ea-
dum autem tria inter fe fimiliter eifdem tribus inclinata
efle, manifeftum eft. Cum ex ipfi conftruttione figura,
folidi ko planailla tria kK L, kK M, o £ folidi A B fint plana
ipfa A 6, A H, EB. Que quidem fimiliter inter fe ac fo-
hdi cp triailla ¢ N, ¢ R, D F inclinata funt, propter fo-
lidorum fimilitudinem. Sed in utroque folido tria tribus

oppofitis 2qualia funt, et fimilia, et fimiliter inclinata*.r Cor. 24.
Totum igitur k o folidum =quale eft et fimile toti fo-buius.

lido ¢ . Compleatur 6 K parallelogrammum; et a
bafibus quidem G K, K L parallelogrammis, altitudine
vero eAdem ipfi A B, folida compleantur Ex, Lp. Et
quoniam ob fimilitudinem folidorum A B, cD,eft ut Ax
adcr,itascad PN; et EH ad PR; qualis autem
Fc ipfi EK,et PN ipi EL, et FR ipfi EM: erit ut
asadEK,ita GR ad EL,et HE ad EM. Sed ut
A E quidem ad R K, ita A 6 parallelogrammum ad pa-

rallelogramnium @ K *: ut autem G E ad EL, ita G K+ 1. fexdi,

ad xL; etut HEad KM, ita PEad K M*. Utigitur
A 6 parallclogrammum ad parallelogrammum ¢k, ita
ag4 ' 6K
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6K ad xr,et px ad k. Sed ut A G -quidem ad

* 33.hujus. g K, ita A B folidum ad folidum Ex*: ut autem ¢k

ad K L, ita folidum EX ad pL folidum; et ut pg ad
X M, ita P L folidum ad folidum x 0. Et ut igitur fo-

* 11.quinti.Jidum A B ad folidum EX,ita ex ad PL,et PLad KO".

Si autem quatuor fint magnitudines deinceps propor-
tionales, prima ad quartam triplicatam proportionem

* Def. 11, habet ejus, quam habet ad fecundam*. Ergo et a B

quinti.

folidum ad folidum K o triplicatam habet proportionem
ejus,quam ABad EX. Sed ut AB ad EX, ita o¢
parallelogrammum ad parallelogrammum ¢ K ; et AR
re&ta linea ad ipfam E k. Quare et A B folidum ad fo-
lidum x o triplicatam proportionem habebit ejus, quam
A E habet ad e k. /Equale autem eft folidum k o fo-
lido cp, et reGtalinea k k retz c F eft &qualis. Ergo
et A B folidum ad folidum c p triplicatam habet pro-
gortionem €jus, quam latus ipfius homologum 4 g ha-
et ad ¢ F homologum latus. Q. E. D.

Cor. Ex hoc manifeftum eft, fi quatuor re&t= linez
proportionales fuerint, ut prima ad quartam, ita efle
folidum parallelepipedum, quod fit a ‘prlmﬁ, ad folidum,
quod a fecundd, fimile, et fimiliter defcriptum ; quoniam
et prima ad cLuartam triplicatam proportionem habet
¢jus, quam habet ad fecundam.

% SCHOLION,

Quod in hic propofitione demonftrandd Euclides af-
fumpfit, proportionum, quz ezdem inter fe funt, carum
triplicatas quoque inter fe eafdem effe 5 ut et ejus con-

trarium, proportiones inter fe eafdem effe, quamf} -
P wcate

T
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A B c D
E - JOU—— G— - He—

licatze funt ezdem ; operz pretium falturi fumus, fi
Erevi demonfiratione utrumque confirmemus, cum fine
confirmatione temere affumi nonnulli‘judicarint. Pri-
mum dico, proportionum, qua inter fe erdem funt,
eafdem efle triplicatas. Sint quatuor A, B, ¢, D con-
tinue proportionales, et aliz quatuor g, ¥, G, H con-
tinue proportionales. Ita proportio prima A ad quar-
tam b triplicata erit ejus, quam prima A habet fe-
cundam B ; et proportio prime E ad quartam H tripli-
cata ejus, quam prima eadem E habet ad fecundam p7.
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7 Def. 11.

Sit autem A ad B, ut £ ad r. Eritigitur ct B ad ¢, utquinti-

Fadg; et cad pD ut 6 ad H. Quare ex &quo A ad D
‘ut E ad u % Proportionum igitur, qua ezdem inter fe
funt, carum ezdem erunt triplicatee. Sed pofitis ut
prius quatuor proportionalibus a, B, ¢, D, item aliis
quatuor E, F, G, H; fit A ad D, ut E ad H. Dico et
Aad B ut B ad . Non enim. A igitur vel major
vel minor quam ad B in ratione E ad . Sit major
primum. Erit igitur et B major quam ad cut ¢ ad
€; et ¢ major quam ad put ¢ ad #*. Minor itaque ali-
qua quam A habet ad B rationem eam, quant E.ad F?®;
et B ad majorem quam C rationem eam, quam F ad G°©.
Ex @quo igitur minor quam A ad majorem quam C ra-
tionem habet, quam E ad G. A igitur ad majorem quam
¢ majorem rationem habet, quam £ ad ¢. Omnino
igitur ad ipfam c longe majorem. Pari ratione, cum
major fit A ad ¢, quam ut k ad 6, et ¢ thajor quam ad
D ut G ad H, oftendetur A longe major quam ad b ut
Ead H. Quod eft abfurdunmi; cum A it ad D, ut &
ad H. Non igitar minor quam a habebit ad B ra-
- tionem eam, quam E ad F. Eodemque modo oftende~
tur neque major. Eft igitur A ad B, ut e ad r. Pro-
_portiones igitur, quarumn triplicatz funt ezdem, inter fe
exdem erunt.

PROP,

22, quinti,

113. quinti.
b Def. 7.

quinti.

10. quinti.
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[XXXIV.] PROP. XXXIV. THEOR.

Aqualium [olidorum parallelepilbfdorum reciprocantur ba-
es et altitudines ; ot quorum folidorum parallelepipedorum
reciprocantur bajes et altitudines, ea inter fe funt -
qualia. '

Sint zqualia folida parallelepipeda A B, cp. Dico ip-

forum bales et altitudines reciprocari, hoc eft, ut EH bafis
ad bafim N, ita effe altitudinem folidi ¢ D ad folidi A B
altitudinem. Sint enim primo flantes AG, EF, L B, HK;
CcM, NX, oD, PR ad reCtos angulos bafibus ipforum.
Dico ut 1 bafis ad bafim N, ita efle cnm ad a6,

X . R__.D
N o |
N .
| T
el T.
Y
N P Q
A ¥
C

Capiatur enim in ¢ M ipfi A 6 =qualis cT; et a bafi

quidem N p, altitudine autem c T, {olidum parallelepipe-

dum v c compleatur. Quoniam igitur folidum A B

folido ¢ p eit ®mquale, aliud autem aliquod eft v, et

¢ 5. quinti. @qualia ad idem eandem habent proportionem<; erit ut

A B folidum ad folidum cv, ita ¢ b folidum ad folidum

cv. Sed ut A B folidum ad folidum c v, ita bafis 8 H

¢32.hujus.ad N P bafim94; mque alta enim funt A B, c v folida.

] Ut autem folidum ¢ p ad ipinm cv, ita M p bafis ad

i uushafim ere, et Mmcad c Tf. Etigitur ut bafis Bn ad

" ~pbalim,ita mcad cT. Eft autem ¢ T #qualis a6.

Ergo et ut k u bafis ad bafim N, ita Mc ad AG.

Quare folidorum parallelepipedorum A B, ¢ D bafes et
altitudines reciprocantur. .

Rurfus folidorum parallelepipedorum A B, ¢ D bafes

et altitudines reciprocentur: fitque ut E u bafis ad ba-

fim N P, tta folidi ¢ p altitudo ad altitudinem folidi 4 B.

Dico folidum 4 B folido ¢ b zquale effe. Ponatur ipfi

A G requalis rurfus c T, et fimiliter folidum ¢ v com-

pleatur. Itaque quoniam eft ut e bafis ad bafim NP,

ita M ¢ ad iplam A 6; ®qualis autem eft A G ipficT:

erit ut bafis £ 1 ad N p bafim, ita Mcad cT. Sed ut

* 3. hojus. bafis EH ad Np bafim, ita A B folidum ad folidum vc*;
&

-
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#que alta enim funt folida Ao B, cv. Ut autem mc
ad c T, ita et M p bafis ad bafim p T, et folidum c D ad
c v folidum®. Et igitur ut folidum A B ad folidum cv, "1.fext, et
ita ¢ folidum ad folidum ¢ v'. Quod cum utrumque 35: hujus.
folidorum A B, ¢ p ad ipfum cv eandem proportionem ' 3%t
habeat ; erit A B folidum folido ¢ D @quale®. Q. E. D.¥ . quinti.

Non fint autem ftantes ¥ g, BL, GA, KH; XN, DO,
Mc, R p ad rectos angulos bafibus folidorum. Dico et

R D

fic, 2qualibus exiftentibus folidis A B, c D, bafes et al-
titadines reciprocari. Scilicet ut E H bafis ad bafim
_ N p, ita efle altitudinem folidi ¢ b ad folidi A B altitu-
dinem. Ducantur enim a pundis 7, 6, B, K; X, M, D, R
ad plana bafium EH, NP perpendiculares, quz planis in
Fun&is s, T, Y, V3 a, z, 2, ¢ occurrant; et compleantur
olida v, x Q. Itaque folidum A B folido B T eft quale;
in cidem namque funt bafi F K, et cidem altitudine,
fiantes autemn non funt in eifdem reétis lineis!.  Pari ra-1 30. hujus.
tione folidum D c eft equale folido p z. Erit igitur et
folidum & T folido b z ®quale. Alqualium autem fo-
lidorum parallelepipedorum, quorum altitudines bafibus
ipforum funt ad reétos angulos, bafes et altitudines re-
ciprocantur®. Eft igitur ut ¢ X bafis ad balim X R, ita= Ex ante
for;di » z altitudo ad altitudinem folidi BT. Atqui eft demon-
bafis quidem P x bafi B B ®qualis, bafis vero x B =-
qualis bafi N p". Quare ut E H bafis ad bafim N p, itas 14. hujus.
¢ft altitudo folidi » z ad folidi B T altitudinem. E=xdem
autem funt altitudines folidorum b z, b ¢, itemque fo-
lidorum B T, B A. Ef igitur ut ex bafis ad bafim N,
ita folidi b c altitudo ad altitudinem folidi o 8. Ergo
folidorum parallelepipedorum A B, ¢ b bafes et altitu-
dines reciprocantur.
Rurfus folidorum parallelepipedorum A B, o D bafes
. et
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et altitudines reciprocentur; fitque ut & u bafis ad
bafim N p, ita altitudo folidi ¢ p ad folidi A B altitu-
dinem. Dico folidum a B folido ¢ p zquale efle. lif-
dem namque conftru&is, quoniam ut E u bafis ad ba-
fim ~p, ita folidi cD altitudo ad altitudinem folidi
A B; et bafis quidem EH eft mqualis bafi Px; Np
vero ipfi x R : erit ut ¥ K bafis ad bafim x R, ita alti-
tudo ?olidi c p ad folidi A B altitudinem. Ewdem au-
tem funt altitudines folidorum A B, B T; necnon ip-
forum c b, p z. Ef igitur ut ¥ K bafis ad bafim x &,
ita folidi p z altitudo ad altitudinem folidi 8 T, Quare
folidorum B T, D 2 parallelepipedorum bafes et altitu-
dines reciprocantur. Quorum autem folidorum parallele-

ipedorum altitudines funt ad reos angulos bafibus

foram, et bafes et altitudines reciprocantur; ea inter
1§funt mzqualia. Ergo BT folidum folido p z eft w-
quale. Sed folidum quidem B T #quale eft folido B a,
etenim in eidem f{unt bafi K, et eidem altitudine,
ftantes autem non funt in eifdem re&is lineis. Pari au-
tem ratione folidum b z eft zquale folido b c. Ergo
ct folidum A B folido c b eft 2zquale. Q. E. D,

PROP. XXXV. THEOR.-

Si fint duo anguli plani @quales, quorum wertisibus fub-
limes reéle linee infiflant, qua cum redlis linas a prin-
cipio l)qﬁtis angulos contineant mquales, alterum alters;
in Jublimibus autem [umantur quevis punéia, alque ab
- ipfis ad plana, in quibus funt anguli, perpendiculares du-
cantur ; et a punflis, que a perpendicularibus fiuni 18
planis, ad primos angulos jungantur refle lincw : cum
Jublimibus wquales angulos continebunt. ‘-

Sint duo anguli retilinei 2quales BAc, RDF; eta

punis A, D fublimes rete linez A 6, p M conftituantur,
quz
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qua cum reétis lineis a principio pofitis quales angu-
Yos contineant, alterum alteri : angulum quidem M D E
=qualem angulo @ A B, angulum vero M p F angulo
G A ¢ ®qualem ; et fumantur in ipfis A 6, DM guzvis
pun&a G, M, a quibus ad plana per Bac, & D F ducan.
tur perpendiculares 6 L, M N, occurrentes planis i
pun&tis L,N; et L A, N D jungantur. Dico angulum
G A L angulo M DN zqualem effe. A pun&o enim L
ad re@as A B, A ¢ deducantur ad perpendiculum 1 B,
Lc. A pun&o quoque N in re D E, D F dedu-
eantur perpendiculum ~ B, N r. Et jungantur
GB, GC; ME, MF. Jungantur quoque BC, E F,
Ita ree 6 B, g reftis A B, A C, necnon M E,

461

MF re&is DE, D P, ad perpendiculum erunt!. In:cor, 1.e
triangulis igitur A Bo, D E M mquales funt anguliis. bujus.

A BG, DEM; reftus enim uterque. Angulus autem

BAGangulo ED M mqualis®. Reliquus igitur A G Bx ex nyp.

reliquo D M B equalis, et triangulum A BG triangulo

pEM fimile!. Quare AB ad DE, et BG ad E M, fo.

ut Aé ad pM. Pariratione, propter angulos 6 c 4,
M P D reftos, angulofque c A 6, FD M inter fe &quales,
fimile erit triangulum A co triangulo P M; et Ac ad
DF,etcGad FM,ut A G ad D M. Jam vero cum fit
asadac,utpead pMy,et AGadac,ut pmad
DF; ex equoerit AB ad Ac, ut DE ad D F. Angulus
autem B A ¢ angulo & D F equalis . Triangula igitur

. BAC,

e et ek b ko el

-

ERE TP
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B AC, EDF habent angulum angule mqualem, et laters
circa ®quales angulos proportionalia. Zquiangula igi-
tur funt triangula B A ¢, ED F, et equales habent an-
= 6. fexti. gulos, quibus%:tera homologa fubtenduntur®=. Angulus
igitur A B ¢ angulo D E F_eft 2qualis, et angulus Ac3
angulo D F E. - Preeterea latus B ¢ erit ad latus EF, ut
s4fexti. ABad DE, et Acad pF". Rurfum cum equales fint
* Per con. anguli A BL, DEN, retus enim uterque®, quales item
@ A8, DEF, et reliquus c B L reliquo FEN mqualis
erit. Pari ratione propter angulos A cL, DF N redtos,
angulofque A c B, p FE ®quales, anguli BCL, EFN
inter fe ®quales erunt. /Equiangula 1gitur funt trian-
gula BLC, BN P. Latera igitur circa 2quales angulos
proportionalia habent®. Quare BL eft ad E N, ut-B¢
ad kF. Sedsceftad Er,utaB ad DE, et A B
pe,utBead EmM. Eftigiturprad EN, ut BG ad
P11 quint. EM P, Sed cum reéte 6 L, M N ad perpendiculum fint
Flalﬁs B A C, E D F, in quibus funt re¢t® LB, NE, re
«Def. 3. funt anguli 6 L B, M N E . Duo igjtur triangula GLB,
hujus. M Nk angulum angulo aqualem habent (re€tum utique
G LB refto M N E), et circa alios ¢ BL, M EN latera
rroportiona]ia, nempe BL ad EN, ut BG ad 5 M; re-
iquos autem angulos BG L, E M N, reis fingulatim
minores.  Equiangula igitur f{unt triangula G L B,
M N E, et &quales habent angulos, circa quos latera funt

r 7. fexii. proportionalia®; angulum fcilicet 6 L angulo MEY, €t
reliquum
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reliquum BG L reliquo £ M N*. Similia igitur funt tri-+ 7. fexti.
angula 6L B, MNE, et GB eft ad ME, ut 6 L. ad M N, ¢ 4. fexii.
Sed 6B eft ad ME,ut A6 ad p M (id enim initio
oftenfum.) Quare G L eft ad MmN, ut A6 ad D M" *1.quinti
Sed cum re& 6 L, M N ad perpendiculum fint planis

BAC, EDF, in quibus funt re&te L A, N D, reéti funt

anguli @ L A, M~ D. Duo igitur triangula G LA, MND
angulum angulo zqualem habent (retum utique 6 La

recto M N D) et circa alios angulos A G L, b M N Jatera
proportiounalia; nempe A6 ad DM, ut L ad MN;
angulos autem reliquos 6 A L, M b N retis fingulatim
minores, Equiangula igitur funt triangula 6L a,

M N D, et 2quales habent angulos, circa quos latera funt
proportionalia®. Nempe angulum A 6 L angulo pM N,

et reliquum G A L reliquo M DN =qualem. Anguli

igitur G A L, M D N funt inter {e ®quales. Si fint igitur

uo anguli plani &c. Q. E. D.

Cor. Ex hoc manifeftum eft, fi fint duo anguli plani
reilinei ®quales, ab ipfis autem conftituantur fublimes
re&te linex zquales, quz cum reétis lineis a principio
pofitis quales contineant angulos, alterum alteri ; per-
pendiculares, quz ab ipfis ad plana, in quibus funt primi
anguli, ducantur, inter fe &quales efle. Nam triangu-
lorum fimilium @ A L, M D N fi latera homologa 6 a,
M D inter fe zqualia fint; homologa etiam 6 L, M &
erunt inter fe &qualia.

PROP. XXXVI. THEOR. [XXXVI]

Si tres re€le linew proportionales fint; folidum parallele-
pipedum, quod a tribus fit, @quale cft jolido parallepipedo,
guod fit a medid, equilatero quidem, @qusangulo autem
antedio.

Sint tres re& e linez proportionales a, B, c; fit fcilicet
ut A ad B, ita B ad ¢, Dico folidum, quod fit ex ipfis
A, B, C, ®quale efle folido, quod fitex B, quilatero qui.
dem, equiangulo autem antedi®o. Exponatur folidus
angulus ad g, contentus tribus angulis planis pEG, GEF,
PED; et ipfi quidem B ponatur ®qualis unaquzque
ipfarum DE, GE, EF; et folidum parallelepipedum x x
compleatur. Reftz autem A ponatur eequalis L M; et ad
re&tam lineam L M, etad punctum inipfa L, conftituatur
angulo folido ad & =qualis angulus, contentus trliabqs

planis
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I

=
9

Q

M L ¥

*26. hujus.planis N L X, XL M, M LN*; et ponatur ipfi quidem
B mqualis L N, ipfi vero c.@qualis L x. Quoniam
igitur eft ut A ad B, ita B ad c, zqualis autem eft A
ipfi L M, et B unicuique ipfarum LN, EF, EG, ED,
etcipfiLx; erit ut tMmad er,itace ad Lx; et
circum requales angulos M L X, G E P latera funt reci-
proca. Ergo M x parallelogrammum parallelogrammo
v 14 fexti. 6 F eft equale”. Kt quoniam duo anguli plani recti-
linei wquales funt 6B F, X L M, et in ipfis fublimes
recte linee conftituuntur L N, E D &quales inter fe, et
cum rectis lineis a priucipio pofitis £quales continentes
angulos, alterum alteri; erunt perpendiculares, quz a
punctis N, b ad pluna per X L M, 6 E F ducuntur, inter
s Cor. 35. fe quales®. Ergo folida L u, g k eddem funt alti-
bujs.  tudine. Quie vero in wqualibus bafibus funt folida
parallelepipeda, et eidem altitudine, inter {c funt -
s 31 hujus.qualia ®.  Ergo {olidum H L zquale eft folido E K.
tqui eft foliﬁmn quidem H L, quod fita tribus 4, B, ¢,
folidum vero E K, quod fit ex B. Si igitur tres re&e
lineee proportionales fint, folidum parallelepipedum,
quod fit a tribus, ®quale eft folido parallelepipedo, quod

fit &e. Q. E. D.

IXXXVIL] ' PROP. XXXVII. . THEOR.

St guatuor refle linex proportionales fint 5 et qua ab ipfis
- funt folida parallelepipeda fimilia et frmiliter deferipta
proportionalia erunt.  Et fi que ab ipfis fiunt folida
parallelcpipeda fimilia ct fimiliter defcripta proportionalia

Jint et ipj@ retle linea proportionales erunt.
Sint quatuor rectae linee proportionales AB, cD, EF,
o H, fitfcilicctut A8 ad c D, ita EF ad 6 H, et de-
feribantur ab ipfis A B, ¢ D, E F, G H fimilia et fimiliter
pofita folida parallelepipeda x 4, L ¢, M E, N 6. Dico
utkaadrc, ita effc M2 ad N 6. Quoniam enim
folidum parallelepipedum x A fimile eft ipfi L c, habebit
KA
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K A ad Lc triplicatam proportionem ejus, quam A B
habet ad ¢ p®. Eadem ratione, et folid]um M E ad ip-
fum N G triplicatam proportionem habebit ejus, quam
habet erad g u® Atqui eft ut AB adco,itaer
ad eu. Utigiturak ad Lc,ita Mk ad NG.

Sed fit ut folidum A k ad folidum r ¢, ita M g folidum
ad folidum ~ 6. Dico, ut rec¢ta linea A B ad re¢tam cn,
ita effe re¢tam E ¥ ad ipfam 6 A.  Quoniam eniin rur-
fus Ax ad vc triplicatam proportionem habet ejus,
quam A B habet ad ¢ p?; habet autem et M ad NG
triplicatam proportionem ¢jus, quam EF ad G H ; atque
utagadrc,tamMmead NG: erit ut aAsad cp, ita
Erad 6 H. Siigitur quatuor recte linese proportio-
nules fint, &c. (. E. D.

PROP. XXXVIII. THEOR.

St planum ad planum refium fit; et ab aliquo punélo eorum
' 714(8 Junt in uno plano, ad alterum planum perpendicu-
aris. ducatur : ea in communem planorum fettionem

cadet.
Planum nempe ¢ p ad planum A B rctum fit, com-

munis autem eorum feétio fit C
A D, et in ipfo cp plano,

uodvis pun&tum E fumatur, E
?)ico perpendicularem, que a (\
G|
~N
E

pun&to k ad planum A B du- ,
citur, cadere in ipfam A D.
Non enim; fed, fi fieri poteft,
cadat extra, ut E F; et plano
A B in punéto F occurrat: a puncéto autem rF ad p A in
plano A.B perpendicularis ducatur r G, que quidem et

A i} ¢ D W I

465

b 33. hujus,

XXXVIL]

plano ¢ p ad retos angulos erit<; ct E G jungatur. € Def. 4.
Quoniam igiturrecta ¥ ¢ plano ¢ p eft ad rectos angulos; bujus.

contingit autem ipfam rectalinea E 6, que eft in ccdem
gh CD
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"Def.3. D plano: erit angulus PG E reftusd. Sed et E F

hujus.© plano A B ad reos angulos eft; reftus igitur eft an-
gulus B F 6. Quare tnanguli g ¥ 6 duo anguli duobus

¢ 17. primi.redtis funt quales; quod eft abfurduinc. Non igitur
a punéto E ag A B planum perpendicularis ducta extra
re®am lineam D A cadet. Ergo in ipfam cadat necefle
eft. Si igitur planum ad planum retum fit, &c.
Q. E. D.

[XXXIX.] ‘PROP. XXXIX. THEOR.

St in folido parallelepipedo oppofiterum planorum latera
j}'rc}ztur bﬁ‘ariam, [;)g' ﬁ&t/a,fz)({ vero pplana ducantur ;
communis planorum feélio, et folidi parallelepiped: dia-
gonalis, fefe bifariam fecabunt.

In folido enim parallelepipedo a r, oppofitorum pla-
norum CF, AH latera bifariam fecentur in punétis

1)) K S :
RS C .
swandy “E
C\ .

N |
A

B M H

P {
) N

K,L, M, N, X%,0,P, R. Et jungantur x L, M N; K M,

LN; X0, PR; XP, 0 R, JEquales funt re&te bk,

cL, ®qualium utique pF, c B dimidie. Sed et pa-

rallelze. Parallel® igitur et ®quales k L, b ¢, que illas

f 33.primi.D K, c L conjungunt’. Simili modo oftendentur m n,
B A parallele et 2quales. Jam vero cum K L parallela

fit ipfi D c, erit et B A, que eidem D c eft parallela, pa-

¢9.hujus. rallela ipfi kK L8. Sed eadem B A ipfi M N eft parallela.
Quare K L, M N inter fe funt parallele. Quare ¢t reG=

KM, LN, quze punfta K, M; L, N, in parallelis K L,

M N fumpta, conjungunt, in eodem funt, in quo ipfe

*7.bjus. parallelee, plano®. Plana igitur eft figura Kk M N L.
Simili modo plana oflendetur figura x p 0 8. Oppo-

: fitorum
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fitorum igitur planorum cF, A 1 lateribus in punétis

K, L, M, N, X, O, P, R bifariam divifis, per fetiones

plana ducuntur K N, x R. Communis planorum feétio

fit v s, et folidi parallelepipedi diagonabs fit pa. Dico

Ys, DG fefe bifariam fecare. Jungantur enim DY, YE,

BS, 6. Quoniam igitur b X parallela eft ipfi o 2, al-

terni anguli DX ¥, YO E inter fe ®quales funt® Et*29. primi.
quoniam DX quidem eft zqualis ok, x ¥ vero ipfi Y0,

€t angulos ®quales continent; erit bafis D Y qualis

bafi Y £; et triangulum b x v triangulo Y o E, et re-

liqui anguli reliquis angulis eequales’. Angulus igitur! 4. primi.
X ¥ D eft ®qualis angulo o Y E, et ob id reta linea eft

DYEY et DY, YE funt equales. Eidem ratione, et* 14. primi.
BsGrefta eft, et Bs =qualissa. Et quoniam ca

ipfi b B 2qualis eft et parallela, et eadem c A mqualis et
i)ara.llela ipfi R 0; erit et D B ipfi E G =qualis et paral-

ela; et ipfas cor}jungunt re&te lince DE, 6 B: parallela

igitur eft D E ipft Bc'. Kt fumpta funt in utrique ip-! 33. primi.
farum quevis pun&ta b, v, 6, s, et jun&tz funt D G,

vs. Ergo pe, ¥ s in uno funt plano™; neque tamen= 7, hujus.
inter {e parallele ; nimirum cum v s (ipfi K »1 paral-
lela) parallela erit D B, cui non eft parallela p . ﬁe&a:
igitur D @, Y5, quee in eodem plano non funt parallele,
fibi invicem in punéo aliquo occurrent. Occurrant in
T. Dicoigitur in T bifariam dividi; hoc eft, v T ipfi
Ts, DT vero ipfi TG zqualem effe. Namcum p E fit
parallela B G, erit et Ep T angulus angulo B 6 T 2qualis,
alterni enim funt®, Eft autem et b T v angulus ®qualis
ipi eTs* Duo igitur funt triangula DTy, 6 Ts duos* 5. primi.
angulos duobus angulis @quales habentia, et unum

latus uni lateri 2quale, quod uni &qualium angulorum
{ubtenditur, videlicet p v ipfi @ s: dimidia enim funt

ipforum DE, BG. Ergo et reliqua latera reliquis late-

nbus zqualia habebunt®. Quare pT quidem eft z-° 16, primi.
qualis TG, v T vero ipfi Ts. Si igitur in folido paral-
lelepipedo, &c. Q. E. D. '

nha PROP,
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[XL.] PROP. XL. THEOR.

Si_fint duo prifmata eque alta, quorum unum quidem bafim
babeat fﬂrallelogrammum, alterum wero triangulum, ot
parallelogrammum duplum fit trianguli; ea inter fe 2-
qualia erunt.

Sint prifmata zque alta ABCDEF, GHKLMN.
Et unum quidem bafim habeat parallelogrammum A r,

M (0] B D
— : )
L N s
He_1 | A C
-\
G K Kk F

alterum vero 6 H K triangulum, et duplum fit A r pa-
rallelogrammum trianguli ¢ H k. Dicoprifma ABCDEF
prifmati 6 H K L M N zquale effe. Compleantur enim
Ax, co folida. Et quoniam parallclogrammum A
trianguli 6 11 K eft duplum; eft autem et H k parallelo-

e 41. primi.grammum duplum trianguli ¢ H K ¢: erit A F paral-
lelogrammum parallelogrammo 1 k equale. Qua
vero in @qualibus funt bafibus folida parallelepipeda,

* 31. bujus.et eidem altitudine, inter fe zqualia funt’. ‘%quale
igitur A x folidum folido 6 0. Atque eft folidi quidem
A X dimidium ABcDEF prifma, folidi vero ¢ o di-

028, hyjus.midium eft prifma e HkLMN'. Ergo ABCDEF
prifma prifimati 6 H K L 3 N eft ®quale. Si igitur fint
duo prifmata ®que alta, &c. Q. E. D.

EUCLIDIS
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PROPOSITIO I. THEOREMA. 1]
Similia polygona circulis inferipta inter fe funt, ut diame-
trorum quadrata.
SINT circuli ABCDE, FGHKL, et in ipfis fimilia po-
lygona ABCDE, FGHKL; A
lametrl  autem circu-

lorum fint 8M, ¢N. Dico /
ut quadratum ex BM ad B c
quadratum ex G N, ita (
efle ABcDE polygonum . M
ad polygonum FGHKL. ) 1 S
Junganturenim BE, a », c D ;
61, FN. Etquoniam polygonum A B¢ b & fimile eft
polygono F6H K L; idcirco BAE angulus angulo GF L
eft zqualis, atque ut B'A ad AE, itaelt c¥ ad vr. Duo .
igitur triangula funt B A K, G F L, unum angulum uni
angulo zqualem habentia, vidclicet angulum B A B
angulo G F L; circa ®quales autem angulos latera pro-
portionalia. Quare triangulum A B E triangulo Fo L
zquiangulum eft*; ac propterea angulus A £ B ®qualis* 6. fexs.
eft angulo FLG. Sed angulus quidem A EB angulo
AMB eft equalis®; in cidem enim circumferentia® s1. tertii,
confiftunt. Angulus autem r L G ®qualis eft angulo
FNG" Ergo et aMB angulus eft =qualis angulo
P N 6. Eft autem et re€tusangulus B A M squalis reGto
G PN Quare et reliquus trianguli A M B angulus re- < 31. tertii,
li&uo trianguli F G N ®qualis. Aquiangulum igitur
eft triangulum A m B triangulo Fe N. Ergo ut B m
ad e N, ita BA ad e Fe. Sed proportionis quideme¢ . fext
B M ad 6 N duplicata eft proportio quadrati ex B M ad
quadratum ex G N proportionis vero B4 ad G F dy-

Hh3 plicata
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plicata eft proportio A B¢ D E polygoni ad polygonum

¢ 20 fexti. F G H K L °: cft igitur ut quadratum ex B M ad quadra-
tum ex G N, ita polygonum ABCDE ad FGHK L
polygonum. Quare fimilia polygona, que in circulis
defcribuntur, inter fe funt, ut diametrorum quadrata.
Q. E. B.

[I1.] PROP. II. THEOR.
Circuli inter fe funt, ut diametrorum quadrata.

Sint circuli A BcD, EFGH, diametri autem ipforum
fint Bp, FH. Dico ut quadratum
ex BD ad quadratum ex FH, ita efle A,
circulum aBcp ad EFGH cir- X7
o culum, Si enim non ita fit; erit ut
quadratum ex B D ad gquadratum ex gy
F H, ita circulus ABC D, vel ad fpa-
tium aliquod minus circulo EF G H,
vel ad majus. Sit primum ad minus,
uod fit s. Et in circulo EFc H
gcfcribatur quadratum EFGH. Ita-
que defcriptum in circulo quadratum
majus eft dimidio circul EFG H;
quoniam fi per punéta E, F, 6, H
contingentes circulum ducamus, erit
defcripti circa circulum quadrati di-
nidium E F ¢ Ht. Defcripto autem
circa circulum quadrato minor eft
circulus. Ergo quadratum EFGH
majus eft dimidio circuli EF G H.
Secentur bifariam crcuinferentie
EF, FG, G H, HE in punétis K, L,
M,N: et EK, KF,FL, LG, GM,
M H, H N, N E jungantur. Unumquodque igitur tri-
angulorum EKF, FLG, GM H, H N E majus eft di-
midio fegmenti circuli, in quo confiftit: quoniam fi per
punéta K, v, M, N contingentes circulum ducanius, et
parallelogramma, qua funt in reétas lineas E ¥, FG,

+ Nimirum quadratum circulo circumferiptum quadrato ex diametre circuli
eff @quale. 14 enim ex conjirullione feptime gquarti manifeflum eff. Qua-
dratum igituy cirewlo L ¥ G W circumforiptum quadrato ex v n ¢ff aeguale.

¥ 31, tertit. Sed, proprer angulum ¥ X W in fomicivculo veclumf, quadratum ex ¥ 1 qua-
8 47. primi.dratis duobus ex v £, £ W, fimul fumptis, R aquales,” Et cum xquales inter
Je fint redda ¥ vy v U (guadrati utique inferipti latera) duo ex ¥ E, B R qua~

drata, quadrati ex alterutri, id off, inferipti quadrati, duplo funt aqualia.
Quadratum igitur ex diametro P W, ac proinde guadratum civewlo circwm-

Seriptumy infripti duplum (. Et inferiptum viciffim dimidium circumferipti.

G H,
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G H, HE, compleamus; erit unumquodque triangu-
lorum EKF, FLG, G M H, H N E dimidium parallclo-
grammi, quod ad jipfum eft’. Sed fegmentum minusf g, primi.
cft parallelogrammo.  Quare unumquodque triangu-
lorum EKF, PLG, G M H, HNE majus eft dimdio
fegmenti circuli, in quo confiftit. Hafce igitur circum-
ferentias bifariam fecantes, et jungentes reétas lineas,
atque hoc femper facientes, relinquemus tandem qua-
dam circuli fegmenta, qua minora erunt exceflu, quo
circulus £ F 6 H iplum s {patium (uperat. Etenim dua-
bus magnitudinibus inequalibus expofitis, fi a maljori
auferatur majus quam dimidium, et ab eo, quod relin-
guitur, rurfus majus quam dimidium, et hoc femper

at ; relinquetur tandem magnitudo aliqua, quae mi-
nori magnitudine expofitd fit minors. Itaque relitac 1, decimi,
fint fegmenta circuli E F 6 1 in redis lineis B X, K F,
FL, LG, GM, MH, HN, NE, que minora fint exceflu,
quo circulus E F 6 H ipfum s fpatium fuperat. Ergo
reliquum E K FL G M H N polygonum majus erit fpa-
tio s. Delcribatur etiam in circulo A B ¢ b, polygono
EK FLGM HN fimile polygonum axsocepr. Eft
igitur ut quadratum ex B D ad quadratum ex F H, ita
Folygonum AXBOCPDR ad EKFLGMHN poO-
ygonum*, Sed et ut quadratum ex B D ad quadratumn y pyjy;,
ex FH, ita A Bc D circulus ad fpatium s. Ergo
et ut circulus ABc D ad fpatium s, ita polygonum
AxBocpDR ald EKFLGMHN polygonum Y. 15, quinti,
Major autem eft circulus ABc D eo, quod in ipfo
eft polygono. Quare et {patium s majus eft polygono
EKFLGMHNE  Sed et minus!. Quod fiert non*4. quinti,
poteft.  Nou igitur cft ut quadratum ex B D ad'cxhyp
quadratum ex F H, ita

ABcD circulusad fpa- A

tiumaliquod minuscir-

culo EFcG H. Similiter B D F H
oftendemus neque efle

ut quadratum ex FH

ad quadratum ex B D, < G

ita circulum EFG H ad
aliquod fpatium minus S
circulo A Bc . Dico

igitur neque effe ut
quadratum e¢x B D ad quadratum ex ¥ H, ita circulum
. Hhg ABCD
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A cp ad aliquod fpatium majus circulo E PG H. S
enim ficri poteft, fit ad majus fpatium s.  Erit igitur
invertendo ut quadratum ex F H ad quadratum ex B,
ita fpatium s ad A Bc D circulum. Sed quoniam s
majus eft £ F ¢ H circulo; erit ut fpatium s ad A BcD
circulum, ita circulus E F6 # ad aliquod fpatium minus

*®14.quinti.circulo A Bcp ™. Ergo et ut quadratum ex r H ad qua-
dratum ex B b, ita £ F 6 H circulus ad aliquod fpatium
minus circulo A B¢ D, quud fieri non pofle oftenfum
ct.  Non igitur ut quadratum ex 8D ad quadratum
ex F H, ita cft circulus A B ¢ b ad fpatium aliquod ma-
jus EFGH circulo. Oftenfum autem eft neque ad
minus. Quarc ut quadratum ex B b ad quadratum ex
FH, ita erit AscDp circulus ad circulum EFéGH
Circuli igitur inter f¢ funt, ut diametrorum quadrata,
Q. E.D.

{rr] - PROP. IIT. THEOR.
Omnis pyramis, triangularem balens bafim, di‘:'idifu('in
duas pyramides cquales et fimilcs inter [0y quer trian-
gulares bafes babent, fimilefyue totts ot in duo prijmets
aqualiay que quidem prijmata dimidio iotius pyramidis
Junt majora,
Sit pyramis, cujus bafis quidem A B ¢ triangulum;
vertex autem pun¢tum n.  Dico py-
ramidem A 8 ¢ b dividi in duas pyra- D
mides equales et fimiles inter fe, tri- /
angularcs bafes habentes, et fimiles
tot1; etin duo prifinata @qualia; et duo
prifmata dimidio totius pyramidis eile
majora. Secentur enim A B, B C, C A, KL
A D, DB, DC bifariam in punetis g, F,
G, H, K, L; ¢t EH, EG, G H, HK,
KL, LI, FX, KF, FG jungautur.
Quoniam igitur 4 E quidem cft wequalis
E B, AN vero ipfi up; crit En ipfi
* 2. fextic p g oparallela ™. Eidem ratione ¢t uk
et parallela ipfi A B, Parallelogram-
® 34 primi.mum igitur ¢ft 1 E BK. Quarc H K eft zqualis EB°
Sed b ipi A E ¢l wqualis. Ergo et a E ipfi HK
aqualis ent. Eft autem et A H ®qualis #p. Du®
igitur A E, A H duabus K H, H D =quales funt, alter3

?3y. primi.alteri, et angulus £ A H ®qualis angulo k 1 p?; balis
1gltul‘
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igitur EH bafi x D eft ®qualist. Quare triangulum* 4. primi.
AeH =quale eft et fimile triangulo H Kk p. Eidem
ratione et triangulum A H G triangulo H L D ®quale eft
et fimile. Et quoniam duz rectz linez fefe tangentes
.E H, H G duabus re¢tis lineis fefe tangentibus Kk b, DL
parallel funt, non autem in eodem plano, 2quales an-
gulos continebunt’. Ergo angulus & H 6 ¢ft aqualis” 10. unde-
angulo k pL. Rurfus quoniam due reéle linee E u, o™
HG duabus kK D, DL =mquales funt, altera alteri, et
angulus E H ¢ ®qualis angulo Kk DL; erit bafis EG
bafi kL ®qualis*: ®quale igitur eft et fimile triangulum « 4. priml,
EH G triangulo Kk D L. Eadem ratione et A E G trian-
gulum eft equale et fimile triangulo 4 k L. Planum au-
tem DB 4, feu DK H, plauis parallelis HK L, A Bc fim-
liter eft inclinatum. Kt eifdem planis parallelis planum
DcCA,feu D LH, fimiliter eft inclinatum. Eifdem etiam
planum b Bc, feu DK L, fimiliter ¢ft inclinatum. Quare
pyramis, cujus bafis quidem eft A £ 6 triangulum, vertex
autem punétum H, equalis et fimilis eft py ramidi, cujus
bafis eft triangulum H kL, et vertex D punctum. Simili
modo oftendetur pyramis, cujus bafis quidem triangulum
A B ¢, vertex autem punétum b, fimilis pyramidi, cujus
bafis triangulum H K 1, et vertex punc¢tum p. Planis
enim numero equalibus et fimilibus et fimiliter inclinatis
continentur. Sed pyramis, cujus bafis quidem H K L tri-
angulum, vertex autem punttum b, oftenfa eft fimilis
pyramidi, cujus bafis triangulum A E G, et vertex H
punctum. Quare ct pyramis, cujus balis triangulum
ABC, et vertex pantum b, fimilis eft pyramidi, cujus
bafis A B G triangulum, et vertex punctum H, Utraque
igitur ipfarum A 6 H, H KL D pyranidum fimilis eft
toti pyramidi A B ¢ p. Et quoniam & r ¢lt wequalis Fc,
erit £ 8 FG parallelogrammum duplum trianguli 6 Fc*.t 41. primi.
Et quoniam duo prifmata eque alta funt, quorum unum
quidem balim habet parallclogrammum, alterum vero
triangulum, eftque parallelogrammum duplum trian-
guli; erunt ea prifmata inter fe xqualia¥. krgo prifma,u 4o, yn.
contentum duobus triangulis B k ¥, EH G, et tribusdecimi,
parallelogrammis E B FG, EB K H, K H G F, eft wquale
prifmati, quod duobus triangulis 6 F ¢, H K L, et tribus
arallclogrammis K FcL, LCG H, HKF G continetur.
't manifeftum eft utrum(}ue ipforum prifmatum, ct
cujus bafis eft £ B F ¢ paralielogrammum, oppofita au-
tem ipfi 1 K refa linea, et cujus bafis ¢lt 6 ¥ c trian-
gulum,
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~ eft @qualis pyramidi, cujus bafis A& @

v Def. 10.
undecimi.

[1v.]
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gulum, et oppofitum ipfi triangulum Kk L H, majus efle
utrdque pyramidum, quarum bafes qui-
dem A EG, H K L triangula, vertices
autem pundla H, D: quoniam f{i junga-
mus EF, EH reftas lineas, prifma qui-
dem, cujus bafis eft B F G parallelo-
grammum, et oppofita ipfi reta linea
K H, majus eft pyramide, cujus bafis
E BF triangulum, vertex autem pun-
&um K. Sed pyramis, cujus bafis tri-
angulum E B F, et vertex Kk punétum,

triangulum, et vertex pun&tum Hu*®;
2qualibus enim et fimilibus planis con-
tinentur, et fimiliter inclinatis. Quare
et prifina, cujus bafis parallelogrammum E B r 6, oppo-
fita autem ipfi reta linea H x, majus eft pyramide, cu-
jus bafis 4 £ ¢ triangulum, et vertex pun&um n. Prifma
vero, cujus bafis parallelogrammum EBF G, et oppofita
ipfi retta linea H K, eft mquale prifmati, cujus bafis
G F C triangulum, et ipfi oppofitum triangulum H x .:
et pyramis, cujus bafis triangulum A E 6, vertex autem
H puntum, eft equalis pyramidi, cujus bafis Hk L tri-
angulum, et vertex punétum p. Ergo duo prifmata, de
quibus di¢tum eft, Iﬁnt majora duabus diétis pyramidi-
bus, quarum bafes triangula A B G, H K 1, vertices autem
H, p pun&a. Tota igitur pyramis, cujus bafis A Bc
triangulum, vertex autem punctum b, divifa eft in duas
pyramides 2quales, et fimiles inter fe, et fimiles toti:
et in duo prifmata ®qualia: funtque duo prifmata -
qualia dimidio totius pyramidis majora. Q. E, D.

PROP. 1IV. THEOR.

Si fint due pyramides mque alte, que triangulares bafcs
babcant, dividatur autem utraque ipfarum, et in duas
pyramides aequales inter fe, fimilcfque toti, et in duo
prifmata @qualia; et faBarum pyramidum utraque
codem modo_dividatur, atque boc femper fiat: erit ul
unius pyramidis bafis ad bafim alterius, ita et in und
pyramsde prifmata omnia ad prifmata omnia in alterd
pyramide multitudine equalia.

Sint duz pyramides zque alte, que triangulares bafes

habeant A B ¢, D E F, vertices autem fint pun&ta G, 1;
et
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et dividatur utraque ipfarum in duas pyramides @quales
inter fe, fimilefque toti,
et in duo prifmata -
qualia; et fla)&arum y-
ramidum utraque eodem
modo divifa intelligatur:
atque hoc femper fiat.
Dico ut A Bc bafis ad
bafim b E r, ita eflfe
prifmataomnia,quefunt
m'Fyramide ABCG ad
priilmata omnia, quee 1n
pyramide b E F H, mul-
titudine #qualia. Quo-
niam enim B X quidem
eft zqualis x ¢, A L vero equalis Lc; erit XL ipfi A B
parallela®, et triangulum A B ¢ triangulo L x ¢ fimile. * 2. fexti.
Eadem ratione et triangulum p E f fimile eft triangulo
R aF. Etquoniam Bc quidem eft dupla cx, EF vero
dupla ipfius P, ut Bc ad cx,itaerit erad ra. Et
defcripta funt ab ipfis B ¢, c x fimilia et fimiliter pofita
retilinea ABc, L x c; ab ipfis vero kF, Fa ﬁmiﬁz et
fimiliter pofita reftilinea peF, R @F. Eft igitur ut
B Ac triangulum ad triangulum L x ¢, ita triangulum
DEF ad R Q F triangulum ¥ ; et permutando ut trian-7 aa. fexti.
gulum A B c ad triangulum DEF, ita Lx C triangulum
ad triangulum RaFr. SedutLxc trian(%ulum ad tri-
angulum R @ F, ita prifina, cujus bafis eft triangulum
L X C, oppofitum autem ipfi o M N, ad lprifma, cujus
bafis ®r a r triangulum, et oppofitum ipfi sT ¥ *. Ut= 28. et 3a,
jgitur A Bc triangulum ad triangulum D EF, ita prifma, undecimi.
cujus bafis eft triangulum ¢ x c, oppofitum autem ipfi
oMN, ad prifma, cujus bafis r @ F triangulum, et op-
pofitum ipfi s T v2. Et quoniam duo prilmata, que ins 1, quinti.
pyramide A B ¢ 6 inter fe ®qualia funt, fed et que in
pyramide D B F H prifimata inter fe {unt ®=qualia; erit
ut prifma, cujus bafis parallelogrammum x L x B, op-
pofita vero ipfi recta linea M o, ad prifma, cujus bafis
L X ¢ triangulum, et oppofitum ipfi o M N, ita prifma,
cujus bafis garallelogrammum E PR Q, et oppofita re&ta
linea s T, ad prifma, cujus bafis r @ ¥ triangulum, op-
pofitum vero ipfi s Ty. Quare componendo, ut pnf-
mata KBXLMO,LXCMNoOadpriimaLxcMNO,

ita
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*3.hujus. tur prifmata dimidio totius pyramidis majora®. Et.rur-
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ita prifmata PEQRST, RQFSTY ad prifma RAFS T Y.
Et permutando, ut pri-

fmata X B X L M O, H G

L X co M N ad prifmata ' -
PEQRST, RQFSTY,
ita prifma LXCcMNO
adpriimararsTy. Ut
autem prifma LXxcMNO
ad prifma RQFSTY,
ita oftenfa eft bafis Lx ¢
ad Ra ¥ bafim,et ABC
bafis ad bafim p EF.
Ergo et ut triangulum p/ "\
ABc ad triangulum ET Q
D E F, ita qua in pyra-

mide A Bc G duo prifmata ad duo prifmata, que in pyra-
mide D E F H. Similiter autem, et fi fattas pyramides
dividamus eodem modo velut oM NG, ST YH, erit
ut o M N bafis ad bafim s T v, ita que in pyramide
o M N 6 duo prifmata ad duo prifmata que in pyramide
sTYH. Scdut oM bafis ad bafim sT v, 1ta bafis
A Bcad pEF bafim. Et utigitur A B ¢ bafis ad bafim
D E F, ita que in pyramide A B cG duo prifmata ad duo
prifmata, qua in pyramide DEF H; et qua in pyramide
0 M N G duo prifmata ad duo prifmata, que in pyramide
8 T Y H; et quatuor ad quatuor. Eadem autem often-
dentur et in factis prifmatibus ex divifione pyramidum
AKLO, et DPRS, ct omnium fimpliciter multitudine
zqualium. Q. E. D,

PROP. V. THEOR.
Pyramides, qua eddem funt altitudine, et triangulares
bafes babent, inter fe funt ut bafes.

Sint eddem altitudine pyramides, quarum bafes qui-
dem triangula A B¢, DRF, vertices autem pundta G, H.
Dico ut asc bafis ad bafim p EF, fic effe pyramidem
ABcGad DEFH pyramidem. Si enim non ita fit,
erit ut A B ¢ bafis arf bafim b E F, fic A B ¢ G pyramis,
vel ad folidum minus pyramide D & F H, vel ad majus.
Sit primum ad folidum minus, fitque z. Et dividatur
pyramis D E F H in duas pyramides ®quales inter fe, ct
fimiles toti, et in duo prifmata ®qualia. Sunt duo igi-

fus
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fus pyramides ex divifione falte fimiliter dividantur,
atque hoc femper fiat, quoad fumantur quedam pyra-
mides a pyramide D E F H, que fint minores exceflu,
quo pyramis D E F H folidum z fuperat. Itaque fuman-
tur, et fint exempli caufd, pyramides DPR S, ST Y H.
Erunt igitur reliqua in pyramide p E F H prifmata fo-

lido z majora. Dividatur etiam A Bc G pyramis in -

totidem partes fimiles pyramidi pEFH. Ergout aBcC
bafis ad bafin D E F, ita que in pyramide 4 B c 6 prif-
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mata ad prifmata, que in pyramide D E FH ". Sed ut® 4. hujus.,

A B c bafis ad bafim » E F, 1ta pyramis 4 B c ¢ ad foli-
dum z. Etigitur ut A B c G pyramis ad folidum z, ita
que in pyramide A B c ¢ prifmata ad prifmata, que in
pyramide p E F H. Major autem eft pyramis ABca
prifmatibus, qua in ipfd funt, Ergo et folidum z
prifmatibus, qua funt in pyramide p EF H, eft majus.

Sed et minus¢; quod fiern1 non potet. Non igitur ut; ex prius
cmon-

A B C bafis ad bafim p e ¥, ita eft pyramis A Ecc ad
folidum aliquod minus pyramide D EFH. Similiter
oftendemus neque ut D E P bafis ad bafim A B, ita effe
pyramidem p e FH ad folidum aliquod pyramide ABco
minus. Dico igitur neque efle ut A B c bafis ad bafim
DEF, ita ABcG pyramidem ad aliquod folidum majus
ramide p ¥ H. 5i enim fieri poteft, fit ad majus,
videlicet ad folidum 1. Erit igitur invertendo ut peF
bafis ad bafim A B c, ita folidum 1 ad A B.cG pyramidem.
Cum autem folidum 1 majus eft pyramide & 0 F H, erit
ut folidum 1 ad A B c 6 pyramidem, ita DEFH pyramis
ad folidum aliquod minus pyramide ABca. Et utigi-
tur p & F bafis ad bafim A8, ita pyramis DEF H ad
folidum

ftratis,
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folidum aliquod pyramide A B ¢ 6 minus, quod eft ab-
furdum, ut modo oftenfum eft. Non igiturut A Bc bafis
ad bafim b E F, ita eft A B c G pyramis ad folidum ali-
quod majus pyramide pEF . Oftenfum autem eft,
neque ad minus. Quare ut Asc bafis ad bafim D E F,
ita eft pyramis ABCGad DEFH pyramidem. Pyra-
mides 1igitur, que eadem funt altitudine, et triangulares
bafes habent, inter fe funt ut bafes. Q. E. D.

PROP. VI. THEOR.

Pyramides, quee eidem funt altitudine, et polygonas bafes
babent, inter fe funt ut bafes.

Sint eidem altitudine pyramides, quz polygonas

bafes habeant ABCDR, PG HKL; vertices autem M, N

puncta, Dicout AB€DE bafis ad bafim FGH K L,

N

A D 'F
B C G H

itaeffe A BCcDE M pyramidem ad pyramidem Fouk L &,
Dividatur enim gaﬁs quidem ABCDE in triangula
ABC, ACD, ADE; bafis vero FG HK L dividatur in tri-
angula PG H, FH K, PK L. Et in uno quoque trian-
gulo intelligantur pyramides zque altz atque pyra-
mides, qua a principio. Quoniam igitur eft ut tnan-
gulum aABc ad triangulum AcDp, ita ABCM pyramis
ad pyramidem A cDM¢: et componendo ut A BCD tra-
pezium ad triangulum A ¢ D, ita A B € D M pyramis ad
pyramidem A cp M. Sed et ut Acp triangulum ad
A DE,ita pyramis AcDM ad A bR M pyramidem 4.
Ergo ex ®quali, ut A B cp bafis ad bagm ADBE, ita
ABCDM Eyramis ad pyramidem ApE M. Et rurfus
componendo ut ABcDE bafis ad bafim A D E, ita
ABCDEM pyamis ad pyramidem 4 p £ M. Eidem ra-
tione, et ut F6 H KL bafis ad bafim rx L, ita et
PG H K L N pyramis ad F K L N pyramidem. Et quo-
diam duz pyramides funt A D EM, F K L N, qua tri-
angulares bafes habent, et eddem funt altitudine ; erit

: ut
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ut A p E bafis ad bafim rx 1, ita A D EM pyramis ad
pgramidem FRLN® Quod cum fit ut ABcD E bafis
ad bafim ADE,ita ABCDE M(Pyramxs ad pyramidem
ADEM; ut autem A DR bafis ad bafim rx L, ita
ADEM pyramis ad pyramidem FK LN : erit ex quali,
ut bafis aAscpr ad F Kk L bafim, ita ABcDEM
pzramis ad pyramidem F Kk L N. Sed et ut ¥ K L bafis
ad bafim rG H K L, ita erat et P K L N pyramis ad py-
ramidem FG H KL N. Quare rurfus ex zquali, ut
ABcCcDEDbDafis ad bafim FoHKL,itaef ABCDEM
pyramis ad pyramidem ¥ ¢ 1 Kk L N. Pyramides igitur,
quz eidem funt altitudine, et polygonas bafes habent,
inter fe funt ut bafes. Q. L. D

PROP. VII. THLOR.

Omne prifma triangularem babens bafim, dividitur in tres
pyramides @quales inte? fe, que triangulares bafes ba-
bc‘ﬂf. N
Sit prifma, cujus bafis quidem triangulum a B c, op-

pofitum autem ipfi £ F. Dico prifina '

ABCDEF dividi in tres pyramides X

®quales inter fe, qua triangulares ha- D E

bent bafes. Jungantur enim BD, EC,

¢ p. Etquoniam parallelogrammum eft

A BE D, cujus diagonalis BD; erit ABD

triangulum triangulo £ 8 b aquale’.

Ergo pyramis, cujus bafis triangulum A C B

A B D, vertex autem punctum c, &qua-

lis eft pyramidi, cujus bafis EpB triangulum, et vertex
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¢ 5. hujus.

[VIL]

f 34. primi.

Fun&um cEt.  Sed pyramis, cujus balis E D B triangu- ¢ ¢, hujus,

um, et vertex punitum c, eadem eft cum pyramide,
cujus bafis triangulum E B cC, et vertex D puntum :
iifdem enim planis continentur. Ergo et pgramis,
cujus bafis triangulum A B D, vertex autem punétum c,
zqualis eft pyramidi, cujus bafis £ B ¢ triangulum, et
vertex punétum p. Rurfus quoniam Fc B E ]pzirallc]o-
grammum eft, cujus diagonalis c g, triangulum Bcr
triangulo c BE eft mqualef. Ergo et pyramis, cujus
bafis B E ¢ triangulum, vertex autem punctum b, =-
qualis eft pyramidi, cujus bafis triangulum E cF, et
vertex punctum D%, Sed pyramis, cujus bafis quidem
B CE triangulum, vertex autem punctum b, oftenfa eft
@qualis pyramidi, cujus bafis triangulum a B D, ct ver-

tex
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tex ¢ pan&um. Quare et pyramis, cujus bafis trian-
gulum c E F, et vertex punétum b, -
qualis eft pyramidi, cujus bafis triangu-
lum a B D, et vertex ¢ pun&um. Pritma
igitur A B c D E F dividitur in tres py-
ramides inter fe ®quales, qua triangu-
lares bafes habent. Et quoniam py- ,
ramis, cujus bafis A B D triangulum,
vertex autem punétum c, eadem eft cum B
pyramide, cujus bafis triangulum ca B, ‘
et vertex b puné&tum, iifdem namque planis continetur;
pyramis autem, cujus bafis trianﬁulum A B D, et vertex
punctum c, tertia pars oftenfa eft prifmatis, cujus bafis
A B C triangulum, et oppofitum ipfi D E F: pyramis
igitur, cujus bafis triangulum A Bc, vertex autem D
unétum, tertia pars eft prifmatis eandem bafim ha-
gentis, videlicet A B C tmangulum, et oppofitum ipfi
triangulum p eF. Q. E. D.

Cor. 1. Ex hoc manifeftum eft omnem pyramidem
tertiam partem efle Yrifmatis bafim habentis candem,
et altitudinem zqualem; quoniam fi bafis prifmatis
aliam quandam figuram refilineam obtineat, et oppo-
fitam ipfi eandem, dividitur in prifmata, que triangu-
lares bafes habent, et quz ipfis opponuntur,

Cor. 2. Prifinata ®que alta funt inter fe ut bafes.
[VIIL] PROP. VIII. THEOR.

Similes pyramides, quee triangularcs bafes babent, in tri-
plicatd funt proportione homologorum laterum.

Sint fimiles et fimiliter pofite pyramides, quarum

baies quidem triangula A Bc, D E F; vertices autem

E

X L.

ot X0

N

\

Ni

(2]

H{_ R

B C E
6, H, pun&a. Dico ABcG pyramidem ad pyramidem
DEFH,
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DEF A triplicatam proportionem habere ejus, quam

B c habet ad E . (§>m leantur enim BGML, RHPO

folida parallelepipeda. Et quoniam pyramis ABcG
fimilis eft pyramidi » E F H, triangula tria ABc, ABG,

GBC, tribus DEF, DEH, HEF (?ngula fingulis fimilia

erunt, et fimiles fimilium inclinationes®. Sed propter® Def. 9.
fimilia triangula A B c, D E F, angulus A Bc zqualis eft undecuni.
angulo DEF, et AB ad Bcut pE ad EF!. Quoniam igi-i Det. 1.
tur eft ut AB ad DE, ita B cad EF, et circum quales an- fexd.
gulos latera funt proportionalia, parallelogrammum B M
parallelogrammo P fimile erit. Eidem ratione, et
parallelogrammum B N fimile eft parallelogrammo En,

et parallelogrammum B k ipfi E x parallelogrammo.

Tria igitur parallelogramma B M, K B, B N tribus E »,

E X, ER funt fimilia. Sed et plana fimilium fimiliter
inclinata. Et tria quidem m B, B K, B N tribus oppo~

fitis eequalia et fimilia funt, et fimiliter inclinata, tria

vero EP, E X, ER tribus oppofitis eequalia et fimilia, et
fimilter incltnata®. Quare folida B ML, EH PO fi-% 24 un.
milibus planis et numero @qualibus et fimiliter incli-decimic
natis continentur ; ac propterea fimile eft 8 ¢ » L foli-

dum folido e H P o?. Similia autem folida parallele-
pipeda in triplicatd funt proportione homologorum la-
terum'. Ergo folidum B¢ M L ad folidum EHPO:; y,
triplicatam habet proportionem ejus, quam habet latusdecimi.
homologum Bcad k¢ homologum latus. Sed ut

B @M L folidum ad folidum E H P 0, ita ABCG pyramis

ad pyramidem D E F H™; pyramis enim fexta pars eft ip-m 5. quing,
fius folidi, cum prifma, quod eft dimidium folidi paral-
lelepipedi, fit pyramidis triplum *.  Quare et pyramis. ., ,,
ABCG ad pyramidem D EF H triplicatam proportionem 7. hujus.
habebit ejus, quam B c habet ad e . Q. E. D,

Cor. Ex hoc perfpicuum eft, et fimiles pyramides,
quz multangulas baies habent, inter {¢ efle in triplicata
proportione homologorum laterum. 1Ipfis enim divifis in
fimiles pyramides triangulares bafes habentes: quoniam
et fimilia polygona, que funt in bafibus, in fimilha trian-
gula divi(r:ntur, et numero zqualia et homologa totis ;
erit ut una pyramis in uni pyramide, triangularem ha-
bens bafim, ad pyramidem in altera, triangularem bafim
habentem, ita et omnes pyramides in uni pyramide,
triangulares habentes bafes, ad omnes in alteri, trian-
gulares bafes habentes; hoc eft, ita pyramis ipfa, mult-

Ii

angulam
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an¥ulam habens bafim, ad pyramidem, quee multan-

ulam bafim habet. Sed pyramis, triangularem habens

'Eaﬁm, ad pyramidem, que triangularem bafim habeg,
eft in triplicatd proportione homologorum laterum. Et
pyramis igitur, polygonam habens bafim, ad pyramidem,
fimilem bafim habentem, triplicatam proportionem ha-
"bebit ¢jus, quam latus homologum habet ad homolo-
gum latus.

[1X.] PROP. IX. THEOR.

LEqualium fyramidum, et triangulares bafes babentium,
afes et allitudines reciproce funt proportionales : ¢t qua-
rum pyramidum, triangulares bafes babentium, bafes et
allil{ua’iues reciproce funt proportionalesy ille funt a-
quales. :

Sint nempe pyramides wquales, qua triangulares
bafes habeant A B c, b EF, vertices vero 6, H punéta.
Dico pyramidum A B cG, DEFH bafes et altitudines

4] R -
x ./‘
i\
i \1
; _P_Li-
/, -
Du”;_.___ll.;

reciprocari ; feilicet ut a B ¢ bafis ad bafim pEF, ita

efle pyramidis » E F H altitudinem ad altitudinem py-

ramidis ABcG. Compleantur enim BGML, EHPO foEda
parallelepipeda. Et quoniam pyramis A Bc 6 eft 2-

qualis pyramidi D E F H, atque eft pyramidis quidem

ABCG fextuplum B G M L folidum, pyramidis vero

DEFH fextuprum folidum rHPoO; erit folidum s ML
mys.quinti.folido E H P G ®quale™. E(ﬂualium autem folidorum
* 34.un- parallelepipedorum bafes et altitudines reciprocantur *.
Gecimi.  Ef igitur ut B M bafis ad bafim e e, ita En po folidi
" altitudo ad altitudinem folidi B M L. Sed ut B M bafis

ad bafim g, ita A B ¢ triangulum ad triangulum pEF®.

Ergo et ut A Bc triangulum ad triangulum b R ¥, ita

folidi £ Hpo altitudo ad altitudinem folidi Bo M L.

Sed folidi quidem e H P 0 altitudo eadem eft cum alti-

tudine pyramidis o E ¥ H ; folidi vero B G M L altitudo

‘ ‘ eadem
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eadem eft cum altitudine pyramidis o Bc 6 : eft igitur
"ut aBc bafis ad bafim p e F, ita pyramidis DEF H al-
titudo ad altitudinem pyramidis A B c a. Quare pyra-
midum A BC G, D E F H bafes et altitudines reciproce
funt proportionales. Et fi pyramidum ABcG, DEFH
bafes et altitudines reciproce funt proportionales, fitque
ut A B ¢ bafis ad bafim D E F, ita pyramidis D E F H al-
titudo ad altitudinem pyramidis ABcG: dico ABCG
pyramidem pyramidi D E F H ®qualem effe. lifdem
enim conftruétis, quoniam ut A B c bafis ad bafim pEF,
ita eft D E F H pyramidis altitudo ad altitudinem pyra-
midis ABCG; ut autem A B ¢ bafis ad bafim b 2 F, ita
B M parallelogrammum ad parallelogrammum g p: erit
et ut parallelogrammum B M ad Ep parallelogrammum,
ita pyramidis D E F 4 altitudo ad altitudinem pyramidis
ABCG. Sed pyramidis quidem D EFH altitudo eadem
eft cum altitucfine folidi parallelepipedi E 1 P 0 ; pyra-
midis vero a B ¢ G altitudo eadem eft cum altitudine
folidi parallelepipedi BgML : eft igitur ut B M bafis ad
bafim E p, ita E H P 0 folidi parallelepipedi altitudo ad

altitudinem folidi parallelepipedi B ¢ M L. Quorum -

autem folidorum parallelepipedorum bafes et altitudines
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reciprocantur, ea funt equalia®. Solidum igitur pa-° 34 un-
rallelepipedum BaML aa(éuale eft folido parallclepipedo decimi-

EHPoO. Atque eft folidi quidem B 6 m L fexta pars
pyramis A Bc 6 : folidi vero kE 1 p o itidem fexta pars
pyramis D E F H. Ergo pyramis A Bca pyramidi
D E F H eft 2qualis. Equalium igitur pyramidum, et
triangulares bafes habentium, bafes et altitudines reci-
proce funt proportionales: et quarum pyramidum, tri-
angulares bafes habentium, bafes et altitudines reciproce
funt proportionales; ille funt equales. Q. E. D.

PROP. X. THEOR.

Omuis conus tertia pars eff cylindri, qui eandem bafim
babet et altitudinem wqualem. _

Habeat conus eandem bafim, quam cylindrus, vide-
licet circulum a B ¢ », et altitudinem qualem. Dico
conum tertiamn partem efle cylindri, hoc eft, c;ylindmm
coni triplum efle. Si enim cylindrus non fit triplus
coni, vel major erit quam triplus, vel minor. Sit primo
major quam triplus. Et defcribatur in A B ¢ b circulo
quadratum A Bcp. Ergo quadratum A Bc D majus elt
112 quam

(X1
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P Cor. 2.
7. hujus,
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quam dimidium A B ¢ D circuli. Et a quadrato ABCD
erigatur prifma @que altum cylindro.
Quod quidem pri{ma majus erit quam
cylindri dimidium 3 quoniam fi eirca
circulum A Bcp quadratum deferiba-
tur, erit infcriptum quadratum dimi-
dium circumfcripti. Et fint ab eil-
dem bafibus eretta folida parallelepi-
peda @que alta, nimirum prifmata
ipfa.  Quare prifmata inter fe funt ut
bafes?. Et prifma igitur ere¢tum a quadrato A BC D
dimidium e(f prifinatis erecti a quadrato, quod circa
circulim A B ¢ D deferibitur.  Atqui eft cylindrus
minor prifmate ereto a quadrato, quod defcribitur circa
circulum A Bc D. Prigna igitur erec¢tum a quadrato
ABCD @zque altum cylindro, dimidio cylindri c‘a majus.
Secentur circumferentiz A B, B C, C D, D A bifariam in
punétis , ¥, G, H; et AEB, EB, BF, FC, CG, GD, DH,
H A jungantur. Unumquodque igitur triangulorum
AEB,BFC, CGD, DH A majus eft dimidio portionis

* oftenditurcirculi A B ¢ », in qui confithtd., Erigantur ab uno-

ad 2. hujus-goque triangulorum AEB, BFC,CGD, DH A J)rif-

mata zque alta cylindro.  Ergo et unumquodque
erectorum prifmatum majus eft dimidio portionis cy-
lindri, quee ad ipfum eft. Quoniam fi per puncta g, ¥, G, i
parallele iplis A B, B¢, ¢ D, DA ducantur, et comple-
antur in ipfis A B, B¢, cD, DA paralliclogramma, a
quibus folida parallelepipeda ®que alta cylindro eri-
gantur: erunt uniufcujuique erectorum dimidia prif-
mata ea, que funt in triangulis AEB, BFC, cG D,
D u AP, Etfunt cylindri portiones eretis folidis pa-
rallelcpipedis minores.  Ergo et prifmata, qua in tri-
angulis A EB, BFC, CGD, DH A, majora funt dimidio
portionum cylindri, quee ad ipfa funt. Itaque reliquas
circumferentias fecantes bifariam, jungentefque re&as
lineas, et ab unoqluoque triangulorum erigentes prif-
mata 2que alta cylindro, et hoc femper facientes, tan-
dem relinquemus quafdam portiones cylindri, qua fint
minores exccflu, quo cylindrus coni triplum fuperat.
Relinquantur jam, et fint A, EB, BF, FC, CG, G D,
D H, H A. Reliquum igitur prifma, cujus bafis quidem
polygonum A E B F C G D H, altitudo autem eadem,
que cylindri, majus eft quam triplum coni. Sed prifma,

: cujus
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cujusbafis AEBFCGD K polfz'gonum, et altitudo ea-
dem, quee cylindri, triplum eft pyramidis, cujus bafis
polygonum A E B P C G D H, vertex autem idem, qui
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coni‘. Et pyramis igitur cujus bafis polygonum- Cor. 1.
A EBFCGDH, vertex autem idem, qui coni, major eft 7 bujus.

cono, qui bafim habet a B c b circulum. Sed et minor:
(ab ipfo enim comprehenditur.) Quod fieri non poteit.
Non igitur cylinfrus major. erit quam triplus coui.
Dico infuper neque cylindrum minorem effe quam tri-
plum coni. Si enim fieri poteft, fit cylindrus minor
quam triplus coni. Erit invertendo conus major quam
tertia pars cylindri. Defcribatur in ABc D circulo qua-
dratum A Bcp. Ergo quadratum A B c D majus eft
quam dimidium A Bcp circuli. Et a quadrato ABcD
erigatur pyramis, verticem habens eundem, quem conus;
pyramis igitur ere@ta major eft quam coni dimidium :
quoniam, ut ante demonftravimus, fi circa circulum
3uadratum defcribatur, erit quadratum A B ¢ D dimi-

ium ejus, quod circa circulum defcriptum eft; et fia
quadratis erigantur folida parallelepipeda mque alta
cono, qu et prifinata appellantur, ent quod a quadrato
A BCD erigitur, dimidium ejus, quod ereétum eft a qua-
drato circa circulum defcripto; etenim inter fe funt ut

bafes*. Quare et tertiz partes ipfarum. Pyramis igitur,: Cor. 2.
cujus bafis quadratum A B ¢ p, dimidia eft ejus pyra-7. hujus.

mudis, quee a quadrato circa circulum defcripto erigitur.
Sed pyramis, erefta a quadrato defcripto circa circulum,
major eft cono; ipfum namque comprehendit. Ergo
pyramis, cujus bafis A B ¢ D quadra- ‘

tum, vertex autem idem, qui coni, H
major cft quam coni dimidium. Se-
centur circumferentiz AB, BC, CD,
D A bifariam in punéis E, F, 6, H. G
Et jungantur AE, EB, BF, FC, CG,

GD, DH, HA. Et unumquodque |
igitur triangulorum A E B, BFC, F
CG D, D H A majus eft quam dimi-

dium portionis circuli A B ¢ b, in qui confiftit. Eri-

C

gantur ab unoguoque triangulorum AEB, BFC, CGD, -

D H A pyramides, verticem habentes eundem, quem
conus, Ergo et unaqueque pyramidum eodem modo
ere&arum m?jor eft quam dumidium portionis coni,
que eft ad ipfam. Itaque reliquas circumferentias fe-
cantes bifariam, jungentefque retas lineas, et ab uno-

113 quoque
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quoque triangulorum erigentes pyramides, verticem
habentes eundem, quem conus, et hoc femper facientes,
relinquemus tandem quafdam coni
portiones, quz minores erunt exceflu, )
uo conus tertiam cylindri partem |4 D
* 1. decimi.fuperat®. Relinquantur; et fint que _J/ \
in ipfis AE, EB, BF, FC,CG, G D, E Ic
DH, HA. Reliqua igitur pyramis, .
cujus bafis polygonum AEBFCcGDH, |3 -
et vertex idem, qui coni, major eft 3
quam tertia cylindri pars. Sed py-
ramis, cujus bafis polygonum A E B PCG D H, vertex
autem idem, qui coni, tertia pars eft prifmatis, cujus
bafis polygonum A EBFCGDH, altitudo autem eadem, q

quz cylindri. Prifma igitur, cujus bafis AEB FC G D R
polygonum, et altitudo eadem, que cylindri, majus et
cylindro, cujus bafis eft circulus A Bc p. Sed et minus: '
(ab ipfo enim comprehenditur.) Quod fieri non po-
teft. Non igitur cylindrus minor eft quam triplus coni.
Oftenfum autem eft neque majorem efle quam triplum.
Ergo cylindrus coni triplus fit necefle eft; ac propterea
conus tertia pars cylindri. Omnis igitur conus tertia
pars eft cylindri, eandem quam ipfe bafim habentis, et
altitudinem zqualem. Q. E. D.

[X1.] . PROP. XI. THEOR. '
Cani et cylindri, qui eandem babent altitudinem, inter fe
Sunt ut-bafes.
Sint in eAdem altitudine coni et cylindri, quorum
bafes circuli A B¢ D, EFGH,axes autem KL, M N,
et diametri bafium A ¢, Ec. Dico ut A B ¢ D circulus

L
T \Y

A »
Y Q

ad circulum £ f G H, ita effe conum AL ad EN conum.
51 enim non ita fit; erit ut ABcbp circulus ad circulum
E F G H, 1ta conus A L ad aliquod folidum minus cono

EN,
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E N, vel ad majus. Sit primo ad minus, quod fit x.
Et quo minus eft folidum x cono E N, ei ®quale fit 1
folidum. Conus igitur E N
ipfis folidis x, 1 eft &qualis.
Defcribatur in EF G H cir-
culo quadratum EF G W,
quod majus eft dimidio cir- z
culi. Engatur a quadrz;to X
EFGH pyramis zque alta
cono. Pyl:g.mis igin?r erecta \—N
major eft coni dimidio. Nam fi circa circulum qua-
dratum defcribamus, et ab ipfo erigamus pyramidem
que altam cono; erit infcripta pyramis ‘pyramidis cir-
cumf{cripte dimidium : etenim inter fe funt ut bafes®. s ¢. hujus.
Conus autem circumfcripta pyramide eft minor. Ergo
p({ramis, cujus bafis quadratum E F G H, vertex autem
1dem, qui coni, major eft coni dimidio. Secentur cir-
cumferentiz EF, FG, G H, HE bifarlam in pun&lis
P,R,S,0; € OE, EP, PI', FR, RG, GS, SH, HO
jungantur. Unumgquodque igitur triangulorum HoBE,
EPF, FRG, GSsH majus eft quam dimidium fegmenti
circuli, in quo confiftit. Erigatur ab unoquoque tri-
angulorum HOE, EPF, FRG, G S H pyramis 2que alta
cono. Ergo et unaqueeque eretarum }:iyramidum ma-
jor eft dimidio portionis coni, que eft ad iplam. Itaque
reliquas circumferentias fecantes bifariam, et jungentes
reftas lineas, et ab unoquoque triangulorum erigentes
pyramides zque altas cono, atque hoc fempen facientes,
relinquemus tandem aliquas portiones coni, que folido
1 minores erunt®.  Relinquantur, et fint quae in ipﬁm 1. deciml,
HO,O0E,EP, PF, FR, RG, GS, s H. Reliqua igitur
pyramis, cujus bafis polygonum Ho EP FRGSs, altitudo
autem eadem, que coni, major eft folido x. Defcriba-
tur in circulo A Bc D polygono HOE P FRGS fimile et
fimiliter pofitum polygonum p T A Y Ba c v, et ab ipfo
erigatur pyramis @que alta cono AL. Quoniam igitur
eft ut quadratum ex Ac ad quadratum ex E G, ita
DTA YBacV polygonum ad polygonum HOEPFRGS *; sy, hujus,
ut autem quadratum ex A ¢ ad quadratum ex E G, ita
A 3 ¢ b circulus ad circulum E FG H*; erit ut A B C D3, hujus,
circulus ad circulum EFGH, ita polygonum pTAYBacy
ad polygonum HOEP FRG S7, Sefut A BCD circulusrsyy, quind
ad circulum EF G H, ita conus AL ad X folidum; et
ut polygonum DTAYBQCV ad polygonum HOEPFRGS,

T 114 ita

,_
—
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. 1ta pyramis, cujus bafis po-

¥ 15, quinti,
¥ 10. hujus.

[XIL]
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ita pyramis, cujus bafis pTaYBac v polygonum, ver-
tex autem puné&tum 1, ad
ryramidem, cujus bafis po-
ygonum HOEPFRGS, et 1
vertex punétum ~. Ut igi-
tur conus A L ad x folidum,

lygonum pTAYBQCV, et
vertex punétum L, ad pyra-
midem, cujus bafis polygo-
num HOEPFRGS, et vertex N pun&um. Conus
autem A L major eft pyramide, qua eft in ipfo. Majus
igitur eft folidum x pyramide, qua eft in cono E N,
Sed et oftenfum eft minus. Quod fieri non poteft,
Non igitur ut A Bc b circulus ad circulum E F 6 H,
ita eft A L conus ad folidum aliquod minus cono E N,
Similiter demonfirabitur neque ut E ¥ G H circulus ad
circulum ABCD, ita effe conum E N ad aliquod folidum
minus cono A L. Dico preterea neque effe ut ABCD
circulus ad circulum E F G H, ita A L conum ad aliquod
folidum majus cono EN. Si enim fieri poteft, fit ad
folidum majus, quod fit z. Ergo invertendo Ut EFG K
circulus ad circulum A B¢ D, ita erit folidum z ad A L
conum, Sed cum fit folidum z majus cono E N ; erit
ut folidum z ad A L conum, ita conus EN ad aliquod
folidum minus cono A L. Etigitur ut E F ¢ H circulus
ad circulum A Bc D, ita conus E N ad aliquod folidum
minus cono A L, quod fieri non poffe oftenfum eft. Non
igitur ut A B ¢ b ciroulus ad circulum £ F 6 H, ita conus
A 1 ad aliquod folidum majus cono E v. Oftenfum au-
tem eft neque eflfe ad minus. Ergo ut A B¢ p circulus
ad circulum EF G H, itaeft conus AL ad E N conum.
Sed ut conus ad conum, ita eft cylindrus ad cylindrum =;
eft enim uterque utriufque triplus’. Etigiturutascn
circulus ad circulum E P G H, ita in ipfis cylindri 2que
alti conis. Ergo coni et cylindri, qui eandem habent
altitudinem, inter {e funt ut bafes. Q. E. D.

PROP. XII. THEOR,
Similes cont et cvlindri inter fe funt in triplicald propor-
tione diametrorum, quee funt in bafibus.

Sint fimiles coni et cylindri, quorum bafes quidem
circuli A 8 ¢ D, EF G H, diametri vero bafium B D, P H,
: ct
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et axes conorum vel cylindrorum x L, M N. Dico
conum, cujus bafis A B ¢ p circulus, vertex autem
punétum 1, ad conum, cujus bafis circulus E¥ G H,
vertex autem N punétum, triplicatam habere propor-
tionem ejus, quam habet Bpad ru. Si enim non
habet conus ABc DL ad conum E ¥ G H N triplicatam
proportionem ejus, quam B D habet ad F H, habebit
ABCDL conus ad aliquod folidumn minus cono EFG BN
triplicatam proportionem, :
vel ad majus. Habeat
primo ad mius, quod fit
x. Etdefcribaturineren X
circulo quadratum EF G H.
Quadratum igitur E F G H
majus eft dimidio & F G H circuli. Et erigatur a qua-
drato E FG H pyramis zque alta cono. Ergo erefta
pyramis major eft quam coni dimidium. Itaque fe-
centur EF, F G, G H, H E circumferentiz bifariam in
pun&is o, P, R, s, et jungantur EO, OF, FP, PG, GR,
RH, HS, SE. Unumquodgue igitur trianFulorum
ROFP, FPG, GRH, HS E majus eft dimidio fegmenti
circuli EF ¢ H, in quo confiftit. Et erigatur ab uno-
quoque triangulorum EOF, FPG, G RH, HS E pyramis,
eundem verticem habens, quem conus. Ergo et una-
gumque ereftarum pyramidum major eft quam dimi-

lum portionis coni, que eft ad iplam. Secantes igitur
reliquas circumferentias bifariam, jungentefque reftas
lineas, et ab unoquoque triangulorum erigentes pyra-
mides, eundem habentes verticem, quem conus, atque
hoc femper facientes, tandem relinquemus quafdam
coni portiones, qua minores erunt exceflu, quo conus

zZ
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E FG H N ipfum x folidum fuperat 2. Relinquantur, ets 1, decimi.

fmt.quz in ipfis E0, OF, FP, PG, GR, RH, HS, § E.
Reliqua igitur pyramis, cujus bafis quidem polygonum
EOFP-
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EOFPORHS, vertex autem N pun&um, major eft
folido x. Defcribatur etiam in circulo A Bc D, po-
lygono EoFrG R us fimile et fimiliter pofitum po-
lygonum ATBYCVDGQ:
a quo erigatur pyramis,
eundem verticem habens,
quem conus; et triangulo- X
rum continentium pyra-
midem, cujus bafis quidem
eft polygonum AT B YCV D @, vertex autem pun&um
L, unum fit L B T; triangulorum vero continentium
pyramidem, cujus bafis E0 F PG R H s polygonum, et
vertex punétum N, unum fit N ¥ 0; et jungantur K T,
M o. Quoniam igitur conus A B c D L fimilis eft cono
EFGHN,erit ut 8D ad FH,ita K L axis ad axem
MN* Utautem BDad rH,itaBK ad ¥ M7. Itaque
ut B k ad FM, ita k L ad M N; et permutando ut 8 K
ad kL, ita v M ad M N. Et cum perpendicularis utra-
ue eft, et circa =quales angulos Bx L, ¥ M N latera
unt proportionalia : fimile igitur eft B kK L triangulum
triangulo F M N%.  Rurfus quoniameftut Bxad kT,
ita F M ad M 0, et circa @quales angulos BKT, FM a
latera funt proportionalia (etenim que pars eft angulus
B K T quatuor rectorum, qui funt ad K centrum, eadem
eft pars et angulus F M 0 quatuor rectorum, qui funt
ad centrum M) erit triangulum B K T triangulo FM 0
fimile*. Et quoniam oftenfum eft ut Bk ad K L, ita efle
FMad M N; ®qualis autem eft BKipfi KT, et FM
ipimMo: eritut Ttk ad KL, ita oM ad M N; et circa
zquales angulos T K L, 0 M N latera funt proportionalia;
recti enim funt: triangulum igitur L K T fimile eft tri-
angulo M X 0. Quod cum ob fimilitudinem triangu-
looum BKL, FMN,fitutLBad Bk, 1ta NFad FM ;
ob fimilitudinem vero triangulorum BX T, FM O, ut
KR
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KBad BT,itaMF ad ro: eritex wquali ut LBad

BT,ita NFad ro. Rurfus cum ob fimilitudinem tri-

angulorum LTK, NOM,fitutLTad TK,itaNo ad -

o M; et ob fimilitudinem triangulorum K BT, 0 M F,

ut KT ad T B, ita Mo ad OF: ex ®=quali erit ut L T

ad TB,ita No ad o r. Oftenfum autem eftetut T8

ad BL,ita oF ad F N. Quare rurfus ex quali ut T L

ad v B, ita o~ ad N F. Triangulorum igitur L B,

N o F proportionalia funt latera, ideoque @quiangula

funt L T B, N O F triangula, et inter fe fimiliay., Sed” s. fext.

cum angulorum planorum #qualium T B X, 0 F M ver-

ticibus re¢tz fublimes B L, Fx infiftant, que cum reétis

BT, FO; BK, FM angulos @quales faciunt ; angulum

{cilicet TBL angulo o F N qualem, et angulum K B L

angulo M F N : fimiles erunt planorum L BT, L BK in-

ter fe et tertio T B K, atque planorum N F 0, NF M in-

ter fe et tertio O F M, inclinationes®. Quare et pyramis, = z Cor. 10.

cujus bafis triangulum Bx T, vertex autem L punétum, hujus. Vide

fimilis eft pyramidi, cujus bafis F M o triangulum, et ver- Addenda.

tex punétum N ; fimilibus enim planis continentur, et

multitudine zqualibus, et fimiliter inclinatis. Pyramides

autem fimiles, et qua triangulares bafes habent, in tri-

plicata funt proportione homologorum laterum®. Ergo: 8. hujus.

pyramis BK T L ad pyramidem M o N triplicatam habet

proportionem ejus, quam B K habet ad F M.  Similiter

a punétis quidem A, @, b, V, ¢, ¥ ad K, a punétis vero

E, S, H, R, G, P ad M ducentes rectas lineas, et a tri-

angulis erigentes pyramides, vertices eofdem habentes,

quos coni; ofiendemus et unamquamque pyramidum

ejufdem ordinis ad unamquamque alterius ordinis tri-
licatam proportionem habere ejus, quam habet B x

ratus ad homologum latus M F, hoc eft, quam B D ad

F H. Sed ut unum antecedentium ad unum confequen-

tium, ita omnia antecedentia ad omnia confequentia ®. ® 12. quinti.

Eft igitur et ut 8K T L pyramis ad pyramidem FMo N,

ita tota pyramis, cujus bafis ATBYCcvD@ polygonum,

vertex autem punétum L, ad totam pyramidem, cujus

bafis polygonum E 0 F P G R H s, ct vertex punctum N.

Quare et pyramis, cujus bafis AT B Y c v D a polygo-

num, vertex autem punétum L, ad pyramidem, cujus

baflis polygonum E 0 F P G R H s, et vertex punétum N,

triplicatain proportionem habet ejus, quam B b habet

ad P H.. Ponitur autem conus, cujus bafis circulus

A B C D, vertex autem punétum L, ad folidum x tripli~

: catam
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catam proportionem habere ejus, quam Bp ad rH.
Ut igitur conus, cujus bafis circulus 4 BcD, vertex au-
tem pun&tum 1, ad folidum x, ita eft pyramis, cujus
bafis ATBY cVDa polygonum, vertex autem pun&tum
L, ad pyramidem, cujus bafis polygonum eoFPGRHS,
et vertex pun&tum N. Diftus autem conus major eft
Ryramide, que in ipfo; etenim eam comprehendit.
1ajus igitur eft et folidum x pyramide, cujus bafis po-
lygonum EOFPGR HS,
vertex autem puntum N.
Sed et minus. Quod fieri
P X VA
non poteft. Non igitur
conus, cujus bafis ABcD
circulus, et vertexpunétum
1, ad aliquod folidum minus cono, cujus bafis circulus
E F G H, et vertex N punétum, triplicatam proportionem
habet ejus, quam B p habet ad F . Similiter demon-
ftrabimus neque conum E F G H N ad aliquod folidum
minus cono A Bc p L triplicatam proportionem habere
¢jus, quam habet rn ad BD. Itaque dico neque
A Bc DL conum ad folidum majus cono EF 6 H N tri-
plicatam habere proportionem ejus, quam B p habet ad
FH. Sienim fieri poteft, habeat ad aliquod folidum
majus, quod fit z. Invertendo igitur, folidum z ad
conum A B C D L triplicatam proportionem habet ejus,
quam F H ad R p. Cum autem eft folidum z majus
cono E F G H N; erit ut folidum Z ad conum ABcb m,
ita EFGHN conus ad aliquod folidum minus cono
ABcpL. Ergoetoonus ErGHN ad folidum aliquod
minus cono A B ¢ D L triplicatam proportionem habebit
ejus, quam F H habet ad B D, quod fieri non poffe de-
monftratum eft. Non igitur ABcDL conus ad folidum
aliquod majus cono EFGH N triplicatam proportionem .
habet ejus, quam BD ad rH. Oftenfum autem eft
neque
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neque ad minus. Quare conus ABCDLAad EFGHN
conum triplicatam proportionem habet ejus, quam B D
ad F H. Bt autem conus ad conum, ita cylindrus ad
cylindrum ¢. Cylindrus enim in eAdem exiftens bafi, in € 15. quind.
qué conus, et ipfi @que altus, coni triplus eft®. Cum ¢ 1c. hujus.
oftenfum fit, omnem conum tertiam partem efle cylindri,
eandem quam ipfe bafim habentis, et ®qualem alti-
tudinem. Ergo et cylindrus ad cylindrum triplicatam
groportionem habebit e%us, quam B D habet ad F H.

imiles igitur coni et cylindri inter fe funt in triplicatd
proportione diametrorum, que funt in bafibus. Q. E. D.

PROP. XIII. THEOR. [XIIL]
Si cylindrus plano fecetur oppofitis planis farallflo, erit
ut cylindrus ad cylindrum, ita axis ad axem.

Cylindrus enim A p plano G H fecetur oppofitis planis
A B, cD parallelo. Planum autem 6 H occurrat axi
E F in K -punéto. Dico ut B G cy-
lindrus ad cylindrum ¢ b, ita efle OGDP
E K axem ad axem k F. Producatur .
enim EF axis ex utraque parte ad
puné&ta L, M; et ipfi quidem EK axi .
ponantur zquales quotcunque E N, RC NDS
NL; ipfi vero FK w®quales quot-
cunque FX, XM; et per punéia
L, Nq, X, M, ducantur p]arll): iptFi’s A B, AG:\
¢ p parallela: atque in planis per |
L, N, X, M circa centra L, N, X, M
intelligantur circuli op, ks, TY,
v a mquales ipfis A B, cD; etcy-
lindri p R, » B, D T, T a intelligan-
tur. Quoniam igitur axes L N, NE,
E K inter fe funt =quales, erunt
¢ylindri pr, R B, BG inter fe ut
bafes¢. Equales autem funt bafes.
Ergo et cylindri PR, R B, B G funt
sequales. Quod cum axes LN, NE,
EK inter fe zquales fint, itemque
cylindri P R, R B, B G inter fe ®quales; fitque ipforum
L N, N E, E K multitudo zqualis multitudini - ipforum
PR, R B, B G: quotuplex eft axis K L ipfius E K axis,
totuplex erit et p e cylindrus cylindri ¢ 8. Eéidem
ratione et quotuplex eft M K axis ipfius axis K F, totu-

plex eft et @ 6 cylindrus cylindri 6 . Et fi quidem
) axis

¢ 11. hujus,
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axis KL fit &qualis axi K M, erit et p

UM

¢ cylindrus cy-

lindro G @ w®qualis; fi autem axis L Kk major fit axe & M,
et cylindrus p G major erit cylindro G @ ; et fi minor, -

minor. Quatuor igitur exiftentibus

magnitudinibus, |

videlicet axibus £ K, X F, et cylindris 86, 6 D, fumpta
funt wquimultiplicia axis quidem E K, et B 6 cylindri,
nempe axis K L, et cylindrus pG; axis vero K F, et
cylindri ¢ b equimultiplicia, axis fcilicet k M,etca -

K M, ct PG cylindrum {uperare cylindrum G a; et fi
zqualis, zqualem; et fi minor, minorem. Eft igitur
axis E K ad axem K F, ut B G cylindrus ad cylindrum
"Def.s. 6 Dpf. Quare fi cylindrus plano fecetur oppofitis planis

cylindrus; et demonftratum eft, fi L x axis fuperat axem J
-

Suint.  parallelo, erit ut cylindrus ad cylindrum, ita axis ad

axem, Q. E. D.

X1V.] PROP. XIV. THEOR.

In cequalibus bufibus exiflentes coni et
Junt ut altitudines.

Sint enim in equalibus bafibus a
E B, FD. Dico ut 8B cylindrus
ad cylindrum f p, ita ¢lle 6 H
axem ad axem K L. Producatur enim
K L, axis ad punttum ~N; pona-
turque ipfi G H axi ®qualis L N; et
circa axem L N intelligatur cylindrus
¢ M. Quoniam igitur cylindri E 8,
cM eandem habent altitudinem, inter

& 11.hojus. fe funt ut bafes 8, Bales autem funt
aquales.  Ergo et cylindri EB, ¢ M
inter fe @quales erunt.  Et quoniam
cylindrus F M fecatur plano ¢ p, op-
pofitis planis parallelo, erit ut ¢ M

* 13. hujus. cvlindrus ad cylindrum rp, ita axis LN ad K L axem?,
Equalis autem eft cylindrus quidem ¢ M cylindro 5B;
axis vero L N axi 6 H. Eit igitur ut 8 cylindrus ad

cylindri, inter fo

B, ¢ D cylindri

¥,
e

| r
A Wy |

cylindrum F p, ita axis 6 H ad k L axem. Ut autem

E B cylindrus ad cylindrum f b, ita

)

b15.quinti.conum ¢ D K i; cylindri funt enim conorum tripli k.

" 10.Bujis Bireo et ut 6 B axis ad axem K L, ita
ad conum ¢ D K, et cylindrus E B ad
In batibus igitur ®qualibus exiftentes
ater fe {unt ut altitudines. Q. E. D.

Ly

A BG couus ad |
eft ABG conus
F D cylindrum,
coni et cylindri,
PROP.

&

!

)
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PROP. XV. THEOR. (XV.]

LEqualium conorum ct cylindrorum bafes et altitudines re-
ciproce funt proportionales; et quorum conmorum et cy-
lindrorum bafes et altitudines reciproce funt proportio=
nales, illi inter [ funt equales.

Sint zquales coni et cylindri, quorum bafes quidem
fint ABCD, EFG H circuli, dia-
metris A c, E ¢ ; axes autem K L,
M N ; qui quidem et conorum vel
cylindorum funt altitudines. Dico
cylindrorum 4 x, E 0 bafes et alti-
tudines reciproce proportionales effe, -
hoc eft, ut A B¢ b bafis ad bafim
E F @ H, ita efle altitudinem M N ad
altitudinem x 1. Altitudo enim K L
vel aqualis. eft altitudini M N, vel
non =zqualis. Sit primo @qualis.
Atque eft A x cylindrus =qualis
cylindro £ 0. Qui autem eandem
habent altitudinem coni et cylindri, inter fe funt ut ba-
fes!. Aqualis igitur eft bafis A B c D bafi EFG H. Eft' 11 hujus.
igitur ut bafis ABcD ad EF G H bafim, ita M N altitudo
ad altitudinem x L. Non fit autem altitudo x L alti-
tudini M N equalis. Altera igitur ipfarum major.
Major'fit M N ; et auferatur ab ipfa M N altitudini Lk
®qualis P, et per P fecetur E o cylindrus plano T ¥ s,
oppofitis planis circulorum EF G H, R 0 parallelo; in-
telligaturque cylindrus e s, cujus bafis quidem EF G H
circulus, altitudo autem p M. Quoniam igitur A'x
cylindrus zqualis eft cylindro E o, alius autem aliquis
eft cylindrus £ s; erit ut A x cylindrus ad cylindrum
E s, 1ta cylindrus Eo ad E 8 cylindrum. Sed ut ax
cylindrus ad cylindrum E s, ita bafis ABcDad EFG H
bafim!'; cylindri enim A x, B's eandem habent altitu-
dinem : ut aufem cylindrus o ad e s cylindrum, ita
M N altitudo ad altitudinem M p™; nam cylindrus E 0 m13. hujus.
fecatur plano T v s, oppofitis planis parallelo. Eft igi-
tur ut A B ¢ D bafis ad bafim E F G H, ita altitudo M N
ad M p altitudinem. Equalis autem eft M p altitudo
altitudini x L. Quare ut bafis ABcpad EFG H ba-
fim, ita M N altitudo ad "altitudinem k L. Zqualium

: igitur
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igitur cylindrorum A x, E 0 bafes et altitudines reci-

proce funt proportionales.

Sed fi cylindrorum A x, E 0 bafes et altitudines funt
reciproce proportionales : hoc eft,
ut A Bcp bafis ad bafim eren,
ita altitudo M~ ad K L altitudinem,
Dico A x cylindrum cylindro k o
@®qualem efle. Iifdem enim con-
ftructis ; quoniam ut A Bc p bafis Y]
ad balim EF G H, ita altitudo M N
ad K L altitudinem 5 altitudo autem
K L 2qualis eft altitudini M p: erit
ut ABcD bafis ad bafim EFG H, ita
M N altitudo ad altitudinem M p.
Sed ut A B c D bafis ad bafim EFG H,
ita A X cylindrus ad cylindrum £ s B .
eandem enim habent altitudinem®. Ut antem M N alti-
tudo ad altitudinem M b, ita cylindrus Eo ad Es cy-
hndrum. E#t igitur ut A x cylindrus ad cylindrum
ESs, ita cylindrus eo ad ks Cf'lindmm. Cylindrus igi-
tur A X cylindro RO eft ®qualis. Similiter autem et in
conis, Q. E. D.

PROP. XVI. PROBL.

Duobus circulis circa idem centrum exiflentibus, in majori
polygonum aquilaterum, et pari lateram numero dejcri-
bere, quod minorem circulum non tangat.

Sint dati duo circuli ABCD, EFOG H circa idem
centrum k. Oportet in majori cir-
culo A B ¢ D polygonum equilate-
rum et pari laterum numero defcri-
bere, non tangens minorem circu-
lum Er 6 H. Ducatur per x cen-
trum re&ta linea B D, atque a pun-
¢to ¢ ipfi B D ad reltos angulos
ducatur A @, et ad ¢ producatur,
ux A ¢ circulum EFGH tanget®, Itaque circum-
?crcmiam B A D bifariam fecantes, et ejus dimidium
rurfus bifariam, et hoc femper facientes, tandem re-
linquemus circumferentiam minorem ipfdi A b. Re-
linquatur, fitque LD: eta punclo L ad B D perpendi-
cularis agatur L M, et ad N producatur ; junganturque
. LD,

C g -
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LD, pN. Ergo L p ipfi D N eft &qualis?, et quoniam * 2. tertii.
L N parallela eft A c, et A c tangit circulum EFG H;
ipfa L N circulum E F ¢ H non tanget. Et multo minus
tangent circulum B F 6 H retz linez LD, DN. Quod fi
ipﬁ L D zquales deinceps circulo A B ¢ D aptabimus, de-
cribetur in eo polygonum qualium et numero parium
laterum non tangens minorem circulum Ero H. Q. E. F,

PROP. XVII. PROBL. (XVIL]
Duabus [pheris circa idem centrum exiffentibus, in majors
JSolidum polybedrum deferibere, quod fud fuperficic mi-
norem non conlzngat.
Intelligantur duz fphere circa idem centrum A.
Oportet 1n majori fphard defcribere folidum polyhe-
drum, quod fui fuperficie minorem non contingat. Se-
centur {pharz plano aliquo per centrum ducto: fectiones
erunt circuli; quoniam diametro manente et femicir-
culo circumdutto fphaera faéta eft9. Ergo in quicun-« pef. 14,
que pofitione femicirculum intelligamus, quod per cen- undecimi.
trum procucitur planum in fuperficie {phara circulum
efficict ; et conftat circulum efle maximum, cum dia-
meter {phere, que et femicirculi diameter eft, maxi-
ma fit re€tarum, que in circulo vel fphaerd ducunturr,r 1s. tertiis
Sit igitur in majori quidem fphari circulus BcD &,
in minori autem circulus r ¢ H; et ducantur ipforum
duz diametri ad reétos inter fe angulos B D, c . Oc-
currat B D minori circulo in 6 ; ducatur a punéto ¢
ipfi A G ad reétos angulos G L, et jungatur AL, Ita-
ue circumferentiam E B bifariam fecantes, et dimi-
gium ipfius bifariam, atque hoc femper facientes, tan-
dem relinquemus quandam circumferentiam minorem
ed parte circumferentize circuli B8 ¢ D, quae fubten-
ditur a reta =quali ipfi 6 L. Relinquatur, fitque cir-
cumferentia B K. Minor igitur eft reéta B K quam G L;
eritque B K latus polygoni #qualium et parium numero
laterum non tangentis minorem circulum. Sint igitur
polygoni latera in quadrante circuli B E, rete B K,
KL, LM, ME; et junta K A producatur ad N; et a
pun&o A plano circuli B ¢ bE ad reftos angulos confhi-
tuatur A X°*, que fuperficiei {fpharz in punfto X oc-s12.undec.
currat, et per A X et utramque ipfarum B D, X N plana
ducantur, que ex jam dictis efficient in fuperficie fphere
maximos circulos. Itaque efficiaut, et fint in diametris
B D, KN eorum femicirculi B X D, KX N. Quoniam
‘ kk © igitur
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igitur x A re@a eft ad planum circuli B¢ D E, erunt
omnia plana, qua per ipfam x A tranfeunt, ad idem cir-
*18. unde- culi planum reftat: quare et femicirculi Bx D, K X N
cimi, redti funt ad idem planum. Et quoniam femicirculi
BED, BX D, K X N 2quales funt, in #qualibus enim
confitunt B p, K N diametris; erunt et eorum qua-
drautes B E, BX, K X inter fe mquales. Quot igitur
latera polygoni funt in quadrante B E, tot erunt et in
quadrantiius B X, K X, ®qualia ipfis BK, KL, L M,
M E. Inferibantur, et fint Bo, 0P, PR, RX; KS, ST,
TY, Y X: junganturque so, TP, YR; et ab ipfis 0, §
ad planum circuli B ¢ DB perpendiculares ducantur.
Cadent he in communes planorum fe&tiones BD, KN ;
quoniam et plana femicirculorum 8 x b, Kk X N ad pla-
v 38. unde- num circuli B ¢ pE recta funt®. Itaque cadant, fintque
cimi. oV, sa; et vajungatur. Cum igiturin aqualibus femi-
circulis B X D, X X N ®quales circumferentize fumpte
fint Bo, x s, et duéte perpendicularesov, s a; erit ov
quidem ipfi s @ ®qualis, B v vero @qualis kx @. Eft
autem et tota B A ®qualis toti kK A. Ergo et reliqua
v A reliquee @ A eft equalis. Igiturut Bv ad v a, ita
* 2 fexti. K @ ad @ a: ideoque v a ipfi B k parallela eft *. Quod
cum utraque ipfarum ov, sa refta fit ad circuli BCDE
©7 6. unde- planum, erit o v ipfi s @ parallelar., Oftenfa autem eft
cimi.  gtipfi equalis. Ergo av, so mquales funt et ;lar]al-
clee.
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lelee =, Et quoniam a v parallela eft ipfi s o, fed et pa-* 33. primi.
rallela ipfi K B ; erit et s 0 ipfi k B parallela*; et ipfasao. unde-

conjungunt B 0, Ks. Ergo et k B 0 s quadrilaterum cimi.

eft in uno plano: nam fi duz reéte linex parallele
fint, et in utrique ipfarum quavis punéa fumantur,
que dicta punta conjungit recta linea in eodem eft

plano, in quo parallele®.” Et eidem ratione iptorums j, unde-

quadrilaterorum s o P T, TP R Y utrumque in uno eft cimi.

plano. Ef autem in uno plano et triangulum v R x ©.< 2. unde-

Si igitur a pun&is o, s, P, T, R, Y ad A du&as reétascimi.

lineas intelligamus, conftituetur quadam figura folida
Eolyhedra inter circumferentias B X, K X, ex pyramidi-
us compofita, quarum bafes quidlem Kk Bos, soPT,
T PR Y quadrilatera, et triangulum v R X ; vertex au-
tem punétum A. Quod fi in unoquoque laterum Kk L,
L M, M E, quemadmodum in K B eadem confiruamus ;
et in reliquns tribus quadrantibus, et in reliquo hemi-
fpheerio conftituetur figura quaedam polyhedra in fphera
efcripta, et compofita ex pyramidibus, quarum bafes
funt quadrilatera jam difta, et v r x trniangulum, et
aliz ejufdem ordinis fimili modo conftrutte, cum vertex
omnium communis fit punctum A. Dico di¢tam figu-
ram polyhedram fui fuperficie non contingere mino-
rem f{pheram, in qua eft circulus ren. Ducatur a
r\m&o A ad planum quadrilateri K B s 0 perpendicu-
a

ris Az 9, qua plano in puncto z occurrat; et Bz, Z X ¢ 4, ynde.

jungantur. Itaque quoniam A z re&ta cft ad quadrilateri cimi,

K B s 0 planum, et ad omnes redtas lineas, que ipfam
contingunt, et in codenr funt plano, reftos angulos fa-

ciets. Ergo A z ad utramque ipfarum B z, z K cft per-« p.y, 5,
pendicularis.  Et quoniam A B eft ®qualis A K, erit ct undecimi,

quadratum ex A B quadrato ex A K mqualc; et funt
quadrato quidem ex A B 2qualia quadrata ex A z, z B,

angulus enim ad z rectus eftf; quadrato autem ex A K 4. primi.

zqualia ex A z, z K quadrata. Ergo quadrata ex az,
z B quadratis ex Az, z K zqualia funt. Commune
auferatur quadratum ex az. Reliquumn igitur quod
ex B z rceliquo quod ex z K cit a2quale. krgo recta
Bz re¢te z K cequalis.  Similiter oftendemus, et qua
a punto z ad pun&a o, s ducuntur utrique ipfarum
B 2, z K ®quales efle.  Circulus igitur centro z et in-
tervallo und ipfarum z B, z & deferiptus etiam per pun-
&a o, s tranfibit. Et quoniam in circulo eft Bxso
quadiilaterum, et funt eequales o B, B K, K s, et minor

. kka2 | os;
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os; erit angulus B z K obtufust ; ideoque B K major
quam Bz. SedetGL quam BK eft major.
Multo igitur major eft L quam Bz; et
quadratum ex G L quadrato ex B z ma-
jus. Et cum zqualis fit ALipfi A B, erit
quadratum ex A L quadrato ex A B - _
quale: fed quadrato quidem ex AL - (1
gualia funt quadrata ex A G, 6 L, qua-

rato autem ex A B, qualia quadrata ex Bz, zA; qua-
drata igitur ex A G, 6L =qualia funt quadratis ex 8 2,
zA: quorum quadratum ex B z minus eft quadrato ex
G L. Ergoreliquum ex z A quadratum majus eft qua-
drato ex A G ; et ob id re&a linea z A major eft reéta ac.
Sed pun&um G eft ad fuperficiem fphaera minoris. Quare
punétum z extra illam fpheram. Re&a autem 4 2z, in
planum Boks ad perpendiculum dedu&ta, minima eft
reCtarum omnium, quz a pun&o A in planum illud
deduci poterunt. Quare aliud omne pun&um plani
B 0 K 5, vel magis etiam quam pun&tum z, extra fphe-
ram minorem erit. Totum igitur planum B 0 K s ex-
tra {fpheram minorem. Similiter et de alio quovis po-
lyhedri plano ofiendetur extra fphram minorem effe.

+ Nimirum cum tres K, 80, K 8 circulo BRSO inferipta, inter fe aquales
Sinty quarta autem O's unagqudque trium minor, erit arcus B K guadrante major,
Quapropter angulus BZK, ad circuli centrum z arcui B K infifiens, reQo major erit,

Tota
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Tota igitur polyhedri fuperficies extra fphzram illam.
Duabus igitur {pheris circa idem centrum exiftentibus,
in majori folidum defcriptum eft, quod fud fuperficie
minorem non contingit. Q. E. F.

Cor. Quod fi etiam in alterd {pheri folido polyhedro
defcripto, in fphera B ¢ p E fimile folidum polyhedrum
defcrigatur; Eabebit folidum polyhedrum in fphera
BcDE ad folidum polyhedrum in alterd {phera tripli-
catam proportionem ejus, quam diameter {pheerez BCDE
habet ad alterius fphere diametrum. Divifis enim
folidis in pyramides numero wquales, et ejufdem ordinis:
erunt pyramides fimiles. Similes autem pyramides in-
ter fe 1n triplicatd funt proportione homologorum la-
terum. Ergo pyramis, cg{us bafis eft x Bos quadrila-
terum, vertex autem punétum A, ad pyramidem in al-
terd fpherd ejuldem ordinis triplicatam (Yropprtionem
habet ejus, quam latus homologum habetad homologum
latus; hoc eft, quam habet A B ex centro {phere, circa
centrum A exiftentis, ad eam, qua eft ex centro alterius
fpheeree. Similiter et unaquazque pyramis earum, que

unt in {phera circa centrum A, ad unamquamque py-
ramidum ejufdem ordinis, qua funt in alteri fphera,
triplicatam proportionem ha(%)ebit ejus, quam habet a B
ad eam, que eft ex centro alterius {pheerz. Et ut unum
antecedentium ad unum confequentium, ita antece-
dentia omnia ad omnia confequentia. Quare totum
folidum polyhedrum, quod eft in fpheera circa centrum
4, ad totum folidum polyhedrum, quod in alteri {phera,
triplicatamg proportionem habebit ejus, quam habet A B
ad eam, x eft ex centro alterius fphere, hoc eft,
quam habet D diameter ad alterius fpherz diametrum,

PROP. XVIII. THEOR.
Sphare inter fe in triplicatd funt proportione fuarum dia-
. meslrorum.

Intelligantur fphzrz A 8 ¢, D E P; quarum diametri
BC, EF. Dico A Bc fpheram ad fphxram pEF tri-
plicatam proportionem Eabere ejus, quam habet B c ad
E F. Si enim non itaeft, fphera A Bc ad fpheram
minorem ipfi D E F, vel ad majorem, triplicatam pro-
gortionem abebit ejus, quam habet B¢ ad  v. Ha-

eat primo ad minorem, videlicet ad ¢ H k. Et imel-

liftur- fphera p E F circa idem centrum, circa quod
pheera 6 1 x: defcribaturque in majori fphera pE v
folidum

501
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folidum polyhedrum fuperficie fud non contingens mi-

% 17. hujus. norem fphzeram G H K ¢; et in {phewerd A B c defcribatur

folidum polyhedrum fimile ei, quod in fpherd pE F de-
feriptum eft.  Solidum igitur polyhedrum, quod in
fpheera A B c, ad folidum polyhedrum, quod in fpherd
D E F, triplicatam proportionem habet ejus, quam Bc ad

» Cor, 17. EP'. Habetautem a Bc fphera ad fpheeram 6 5 K tripli-

hujus,

catam proportionem ejus, quam Bcad er. Ergo ut aABc
‘fPha!ra ad fphreram G u K, ita folidum polyhedrum in
pheeri A Bc ad folidum polyhedrum in fphera DEF; et
permutando, ut ABc{phzra ad folidum polyhedrum, quod
mn ipf3 eft, ita ¢ 1 K fphezra ad folidum polyhedrum,
uod in fpherd D EF. Major autem eft {phzra ABc
folido polyhedro, quod eft in ipfi. Ergo et e uk
fphera polyhedro, quod in fpherd p E F, eft major.
.&d et minor, ab ipfo enini comprehenditur; quod fieri
noun poteft. - Non igitur A 8 ¢ fpheera ad fpheram mi-
norem ipfi D E F triplicatam proportionem habcet ¢jus,
quam B ¢ ad EF. Similiter oftendemus neque DEF
iphzram ‘ad {pharam minorem ipfd A Bc triplicatam
habere proportionecm ejus, quam habet EF ad Be.
Dico infuper ff)hzzram A Bc neque ad majorem {pheram
ipfd p E F triplicatam proportionem habere ejus, quam
Bcad EF. Si enim fieri potelt, habcat ad majorent
L M N. Invertendo igitur, fpheera L M N ad ABC
fphzram triplicatam proportionem habet ejus, quam
(Eameter EF ad Bc diametrum. Ut autem fphera
L M X ad A B ¢ fpheram, ita fphera p E P ad fpheram
‘quandam minorem ipli A B ¢, quoniam fphera L M ¥
major eft ipfd p  r. Ergo et p E F fphera ad fpheeram
minorem ipld Anc triplicatam proportionem habet ejus,
quam EF ad B c; quod fieri non pofle oftenfum eft.
Non igitur A B c fphwera ad fpheram majorem ipfa DEF
triplicatam proportionem habet ejus, quam B c ad E F.
Oftenfum autem ¢ft neque ad minorem. Ergo ABC
fpheera ad fpharam p E F triplicatam proportionern ha-
bebit ejus, quam Bcad Er. Q. E, Ib AD




ADDEND A

LIB. V. PROP. XXVI,

Cor. ® (Clavii) Si prima ad fecundam eandem habeat
proportionem quam tertia ad quartam, habeat autem
et quinta quadam, primz detraéta, ad fecundam ean-
dem proportionem quam fexta quedam, tertiz detracta,
ad quartam ; et reliqua primz ad fecundam eandem
proportionem habet, quam reliqua tertie ad quartam.

" LIB. X. PROP. X.

Cor.* Si ﬂuatuor reéte proportionales fuerint, prima
autem fecundz potentid tantum fit commenfurabilis ;
tertia quoque quartz potentii tantum commenfurabili3
erit.

LIB. XI. PROP. XXXV.

Cor. 2.® Si fint duo anguli plani =quales (BaAc,

E D F) quorum verticibus (a, b) fublimes re&te linewe
A G, D M) infiftant, que cum re&is principio pofitis

fA B, DE, A C, D F) angulos zquales, alterum alteri,
contineant ; angulum quidem M p E angulo G A B, et
angulum M D P angulo G A c ®qualem; plana angu-
lorum B A G, ca G fimiliter inter fe, et tertio anguli
B A c plano, funt inclinata, atque plana angnlorum
E D M, FD M inter fe, et tertio anguli % p F plano. Et
folidus angulus ad A folido ad b ®qualis eft.

Sumptis enim A ¢, D M ®qualibus, et a pundlis G, M
retis G L, M N in plana B A ¢, E DF ad perpendiculum
demiflis; re&z ille 6 L, M N inter fe wquales crunt?, aCor. 1.
Jun@ifque L A, N D, anguli G AL, M D N inter {c =-
quales®, Et figuris ut prius conftrudlis, in trianguliss per hane

. A B L, Prop.

e e —
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ABL, DEN, ad B et E reQaogulis, erit BL ad Ex, ut
ABadpE. Sicenim oftenfum. Similia igitur {unt
triangula A B L, D E N, et, zquales habent angulos, qui-
bus latera homologa fubtenduntur. Anguli igitur BaL,
E D N inter fe quales. Hac cum ita fint, plana BA G,
C A G fimiliter inter fe, et tertio A B c, atque plana
ED M, FD M inter {c, et tertio & D F inclinari, et an-
§u]um folidum ad A folido ad p ®qualem efle, ex cop-
10 ruftione vicefime fextz hujus libri manifeftum eit.
. E.D. '

LIB. XI. PROP. XXXIX.

Cor. 1.* Due parallelepipedi cujufque diagonales fe
mutuo medias divll)dunt. i y q & )

. Cor. 2.#* Parallelepipedi cujufque reQanguli diago-
nales inter fe 2quales funt. -

Ea autem parallelepipeda voco reangula, quorum
ftantes reét linez ad perpendiculum funt bafium planis,




CORRIGEND A.

14 lin. 17, proon legecu - -
15 = 10, pro duabus lege duobus ,

20 —— 1, pro ponatur /ege Exponatur

46 —— 10, dele Sed et reétangulum

56 ——— 4, pro fiunt lateribus Jege fiunt a lateribus

63 —— 24, proe lege r

75 —— 36, pro duabus Jege duobus

80 —— 34, pro habent. Sed Jege habent ; fed
130 26, pre G lege n

——— 147 =— 28, pro conditione /ege conditioni

——— 167 —— 17, pro fumpti /ege fumptis

—— 169 =~ 7, pro angulem /ge angulum

——— 262 —— 39, pro Def. 1. primi Jege Def. 1. hujus.

e 267 —— 25, pre cirt lege erit

—— 281 —— 18, pro quedam a B Jege quedam rationalis a »
— 291 == 23, pro potcft lege pofiit

—— 347 ——— 24, pro crunt Jege crit

— 393 penult. pro continentur /ege continctur

—— 408 —— 14, pro ad lege ab

——— 413 ~— 21, pro fuperficic, mutua /ege fuperficie plans, mutua 4
—— 2] 30, proBC lege D C X
—_— 433 penult. pre Simpfonus Jege Simfonus

—— 477 =18, pro axc o lege ABCG.

g

LT

4+ ® Nempe in Gracis, in definitione anguli folidi excidiffe arbitramur adjec-
. tivem imwidy, fubflantivo imipania apponendum, ut definttio generalis fiat. Ke-
enim ad Coni werticem (ex. gr.) angulus proculdubio eff folidus, quem refle
linea innumera conflituunt, ad punflum unum, coni verticem, colleQa 5 qua
guidem refla in eidem omnes fumt fuperficie, mimime wero in eidem pland,
am conick emim fuperficie : et alii complures funt anguli folidi, quorum par
e ratio. Quos tamen definiti ud Euclid ludere woluiffe haud putas
muss prafertim cum angulus quifque folidus ad coni werticem, aliigue com=
plurnl gut fuperficiebus mon plawis continentur, aliis, qui plamis contimemtur,
wguaies fint.

illlud'ﬁuem accurate animadvertendum—Alteram, que ponitur anguli folidi,
definitionem, utpote planis comprehenfi, ita ad conicum accommodari, fi angulorum
planorum mumerus infinite angeri intelligatur, magnitudine cxjufque fingulatim
infinite imminutd. Cmterum infeite admodum Simfonus definitiomum anguli
Solidi, quas dwas Euclides pofiit, alterd repudiath, alteram illam retinere maluit,
qua vel minus univerfalis ey vel, fi aliter, ¢a faltem de gud, univerjalemn offe,
nen ague manifcflum efl,




